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Nombres complexes

Nombres complexes

1- Objectifs :
Ce théme vise a :

Définir ’ensemble des nombres complexes et en dégager les regles de calcul ;

- Utiliser les caractérisations complexes pour interpréter des configurations
¢lémentaires du plan ;

- Utiliser les nombres complexes pour Résous des problémes.

Commentaires

La notion de nombres complexes est nouvelle pour les éléves. La construction de 1’ensemble C
n’est pas au programme ; on pourra en faire une présentation historique. Ce nouvel ensemble
qui prolonge R offre un domaine riche d’activités numériques.

On fera ressortir I’intérét des relations entre propriétés des complexes et celles des
configurations géométriques ainsi que celui de 1’utilisation de I’outil " nombres complexes"
dans la résolution de problémes géométriques.

Il ne s’agit pas de faire une théorie sur les transformations et leurs écritures complexes, mais
d’utiliser ces écritures pour la résolution de problémes.

2- Savoir et savoir-faire

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Forme algébrique d’un nombre complexe. » Détermine la partie réelle, la partie
* Partie réelle (Re), partie imaginaire (Im). imaginaire d’un nombre complexe.
* Conjugué d’un nombre complexe, propriétés. * Calcule la somme, le produit et le quotient
*Somme, produit, quotient de deux nombres de deux nombres complexes donnés sous
complexes. forme algébrique.
¢ Formule du bindéme * Développer (a + b)"
* Egalité de deux nombres complexes. * Détermine le conjugué d’un nombre
* Module et argument d’un nombre complexe. complexe
* Module et argument du produit, de I’inverse, du | *Détermine le module et un argument d’un
quotient et de la puissance entiére d’un nombre nombre complexe non nul donnés sous
complexe forme algébrique.
* Forme trigonométrique. * Représenter graphiquement un nombre
*Affiche d’un point, d’un vecteur complexe donné sous forme algébrique.
* Point image et vecteur image d’un nombre * Calcule le produit et le quotient de deux
complexe. nombres complexes écrits sous formes
« Forme exponentielle (z = re'?). trigonométrique.
* Passer a la forme trigonométrique a la
forme algébrique et inversement.
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Nombres complexes

Remarques et suggestions

Un imaginaire pur est un nombre complexe dont la partie réelle est nulle. (0 est a la fois réel et
imaginaire pur).

On s’interdira d’utiliser le symbole v avec un nombre complexe non réel positif.

L’acquisition des propriétés des nombres complexes pourra étre vérifiée par des exercices de ”
méthodes” dépourvus de lourdeur de calculs.

L’écriture exponentielle sera le plus tot possible afin d’alléger les expressions dans les calculs.

NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
Utiliser les formules de Moivre et d’Euler pour
* Formule de Moivre, formule d’Euler * reTrouve des formules trigonométriques ;

* linéariser des puissances de cosx et sinx a
I’aide des nombres complexes

Remarques et suggestions

La linéarisation des fonctions trigonométriques sera réinvestie dans le calcul intégral.

Pour la linéarisation des puissances de cosinus et sinus, on se limitera a des exposants peu
¢élevés. Les formules trigonométriques obtenues ne sont pas a apprendre par cceur.

EQUATIONS DANS C

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
* Racines carrées d’un nombre complexe non | ¢ Détermine les racines carrées d’un nombre
nul. complexe écrit sous forme algébrique.
* Equation du second degré dans C * Résous une équation du second degré dans
« Racine n'*™ d’un nombre complexe non C ou une équation s’y ramenant.
nul. » Détermine sous forme trigonométrique les
*Racine n'*™® de ’unité ; interprétation racines n'*™¢ d’un nombre complexe et les
graphique représenter graphiquement

Remarques et suggestions

La propriété suivante :

" Pour deux complexes zetz', [z = z'] & |z| =|z'|, Re(z) = Re(z) et Im(z) = Im(z")= 0 est
un outil intéressant pour le calcul des racines carrés d’un nombre complexes.
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Nombres complexes

On pourra intéresser les éléves a Trouve les n racines n'*™® d’un nombre complexe connaissant

une racine et les n racines n'®™¢ de unité.

NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
* Détermine que des points sont
7A—7B == i
sarg (—) est une mesure de (DC, BA )- cocycliques. ) o
c ZC—ZD otes - * Démontre que des points sont alignés.
aracterisations completes : Utiliser les caractérisations complexes
- D’uncercle; pour :
- D’une droite. - Justifier une priorité géométrique ;

-  Détermine des lieux géométriques

Remarques et suggestions

A titre d’exercice, on pourra faire Démontre aux éléves que :

A, B, C, D étant quatre points distincts d’affixes respectives a, b, ¢ d,

. N . -b
A, B, C et D sont cocycliques ou alignés si et seulement si arg (z_—a) = arg (ﬂ) + km avec

k entier relatif.

S —
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Nombres complexes

I- Rappels sur I’ensemble R et ces sous -ensembles
1) Ensemble des entiers naturels
L’ensemble des entiers naturels est noté : N tel que : N = {0; 1;2,;3; ...}

L’ensemble des entiers naturels privé de zéro est noté N* tel que : N* = {1; 2; 3;...}

2) L’ensemble des entiers relatifs

L’ensemble des entiers relatifs est noté : Z tel que : Z={ ....—2; 0;1;2; ... }.
L’ensemble des entiers relatifs positifs est noté:Z" tel que: Z*={0; +1; ...}
L’ensemble des entiers relatifs négatifs est noté : Z~ tel que : Z™= { —-2;-1..0 }
L’ensemble des entiers relatifs privés de zéro est noté : Z* tel que :
z={..—2;-1;1;2;..}

L’ensemble des entiers relatifs positifs et privés de zéro est noté : Z ; tel que :

L’ensemble des entiers relatifs négatifs et privés de zéro est noté : Z * tel que :
Z: ={..—-2; -1}

3) L’ensemble des nombres rationnels
L’ensemble des nombres rationnels est I’ensemble des nombres qui peuvent s’écrire comme
quotient de deux entiers relatifs.

L’ensemble des nombres rationnels est noté Q tel que : Q = {E avecP €Z;q€ Z*}

Q

4) L’ensemble des nombres réels

Certains nombre comme : V2 ; -, etm ne peuvent pas s’écrire comme quotient de deux

entiers relatifs. Ce sont des nombres irrationnels et ’ensemble des nombres irrationnels et
rationnels forment 1’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des nombres réels est noté : R tel que : R = ]—o0; +oof

RETENONS: NcZc QcR
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Nombres complexes

Activités :

Activité 1:

Consigne : Résous dans N puis dans Z 1’équation : x + 7 = 6. Conclus.
Activité 2:

Consigne : Résous dans Z puis dans Q 1’équation : 3x = 1. Conclus.
Activité 3:

Consigne : Résous dans Q puis dans R ’équation : x* = 2 = 0. Conclus.
Activité 4:

Consigne : Résous dans R 1’équation : x* + 1 = 0. Conclus.

Remarque : quant une équation n’a pas de solutions dans un ensemble, une démarche
naturelle (et historique) consiste a en chercher dans un ensemble plus grand que le précédent.
Au stade de nos connaissances actuelles, I’ensemble numérique le plus grand que I’on a
rencontré est R.

Ainsi un nouvel ensemble pris naissance au XVI°™ si¢cle par JEROME CARDAN
(Mathématicien Italien) afin de Trouve des solutions pour I’équation : x% +a =0

(avec a € R} )ou des équations du second degré a discriminant négatif. Cet ensemble
s'appellera : Ensemble des nombres complexes ou ensemble des corps complexes et sera
noté C.

Le principal élément de C sera noté i (i comme imaginaire).
Le nombre i est tel que i* = - 1. L’équation x% + 1 = 0 posséde alors deux solutions telles que

x?- i*=0soit (x - i)(x + i)=0doncx=ioux=- i.

1I- Définition ; vocabulaire et interprétation graphique

1) Définition :
On appelle nombre complexe, tout couple ordonné de deux nombres réels a et b tel que :
Z = a+ib ou iest unimaginaire tel que i’ =— 1.

2) Notation et vocabulaire :
Soit Z un nombre complexe tel que Z = a + ib .
e ['écriture Z = a + ib est appelée forme algébrique de Z.

e le nombre réel a est appelé partie réelle de Z et est noté Re(Z)
e le nombre réel b est appelé partie imaginaire de Z et est noté Im(Z)
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Nombres complexes

NB:
-Si b =0;alors Z = a (Z est un nombre a la fois réel et complexe) car R C
- Sia=0;alors Z =ib (Z est un imaginaire pur).
-Sia=0etbh=0;alors Z=0 (Z est appelé complexe nul).
3) Interprétation graphique :

A tout point M (Z) du plan P, on peut associer un nombre complexe Z =a + ib.

- M estle point image et Z I’affixe du point M.

- OM est le vecteur image du nombre complexe Z = a + ib I’affixe du vecteur OM.

Ainsi on a la représentation graphique du point M comme suit :

y
» Axe des imaginaires
()
Tttt | b
| Axe des réels
|
1
Y N 1
] 1
1
1
1
—> f
0 i X

III- Operations dans C:
Soient Z et Z' deux nombres complexes telsque: Z=a +ibet Z' = a'+ib"

1) Egalité :
Deux nombres complexe Z et Z' sont égaux si et seulementsi Z = Z'&

atib=a'+ib’&a =a' e b =0>b"

2) Somme:
La somme des deux complexes Z et Z'esttelque: Z + Z'=(a + a)+i(b + b).

3) Produit :
Le Produit des deux complexes Z et Z'est tel que :

ZxZ'=(aa'-bb") + i(ab' + a'b) avec i*=—

S —
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4) Quotient :

Le quotient de deux complexes Z et Z'est tel que :

VA aa'+ bb' e ab— ab’
- = l
Z' (@)% + (b)? (@)% + (b)?

1

Nombres complexes

a — ib

1 1
N.B : Le nombre 7 est appelé inverse du complexe Z tel que : 7

Iv- Conjugué d'un nombre complexe :

1) Définition :

Soit Z=a + ib ’expression algébrique d’un nombre complexe.

On appelle conjugué de Z, le nombre complexe noté Z tel que Z = a - ib.

a +ib  a? + b2

NB : les images des deux nombres complexes Z et Z sont symétriques par rapport a 1’axe des

réels.

2) Propriétés :

Soient Z et Z' deux complexes :

-Z

_ A Z .
P,:Z= Z & Zestunréel Ps: (Z—,)=Z=r(avecZ +0)
P, : Z = —Z<Z est un imaginaire pur P6:(%)=%(avecZ’ #0 eta ER)
Pi:Z+272 =7 + 7 P,:Z% = ()"
_ — Z+Z A
PZXxZ =27X 7 Py:R(Z)= —— et In(Z)=——
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Nombres complexes

V- Module et argument d'un nombre complexe :

1) Module :
Dans le plan rapporté a un repére (o0 ; 7 ; j); plagons le point M de Z dont 'affixe est

Z =a+ ib=> M(})

y
» Axe des imaginaires
u(y)
qro-====---- M
: Axe des réels
b 1
7 |
>A 1
] 1
1
1
0 1
> f
0 ia k x

D’aprés la figure ci-dessus,ona: 0Ok =a ; Oq=b et OM=r

En appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle OkM, on a :

OM? = OM? + OM? & r? =a?> +b?>=>r =+va? + b2 ou |W| =|Z| =Va? + b?
a- Définition :

Soit Z=a + ib un nombre complexe. On appelle module de Z, le nombre réel positif ou nul
noté : |Z| our tel que |Z| =Va2 + b2

Si M est le point image de Z alors |Z| =d(0 ; M) =Va? + b?

b- Propriétés :

P, : |Z| est toujours positif s Ps:|Z + 7' < |Z| + |Z'| (Inégalité triangulaire)
_17 cp. |£] =2 / .
P,:|Z| =|Z] ; Pg: Z'| |Z,l(avecZ =0) ;
a a
P;:|Z|=0&27Z=0 ; P7:E=a(avecZ¢OetaE]R);
P,:|1ZxZ'|=|Z]|x|Z'] ; Pg: |Z"] = |Z|* (avecn € N¥)
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Nombres complexes

2) Argument :
a- Définition :

En observant la figure ci-dessus représentant un triangle rectangle d’angle 0, on a :

(Cos) = —2—
\Ia2+ b?
Sing = —2

Ja? + b2

Soit Z est un nombre complexe de module |Z| ( avec |Z| # 0). On appelle argument de Z, le

e (Cosf = —2—
Cos6 Zi [—az e
nombre réel noté 6 ou arg(Z) tel que : et & b

b Sinf =

Sinf = —
12| \ Jaz + b2
Propriétés :

Soient Z et Z° deux nombres complexes d’arguments respectifs arg(Z) et arg(Z')

Py:arg(ZxZ)=arg(Z) + arg(Z") ; Pyrarg (%): —arg(Z) (avec Z # 0)

P,z arg (7)=arg(2) - arg(Z) : Ps,arg(Z) = arg(2)
P;.arg(Z™) =narg(Z) (avecn € N¥)

VI-  Forme trigonométrique d'un nombre complexe :
1) Définition :
Soit Z = a + ib un nombre complexe de module r et d’argument & . On appelle forme

trigonométrique de Z toute écriture de la forme Z =1 (cos @ +i sin @) avec r =va? + bZ et

a

Cos = ———
Ja? + b2
0€ [-m; m[ tel que: b
LSinH =

\Iaz + b?

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexe tels que Z =7 (cos@ +isin@) et Z' =" (cos @' + isinG")

Pi:ZXZ' =rx71'[cos(6+0") + isin(6+0")]
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Nombres complexes

A
Py = TL [Cos(8 — 8") + isin(® — 8")]
P;: Z" =r"[Cos(nf) + isin(nh)]
NB:si r = 1, ona:Z" =[Cos(nf) + isin(nf)] (formule de Moivre)

VII- Forme polaire d’un nombre complexe
1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module r et d’argument 8. On appelle forme polaire de Z toute
écriture de Z de la forme Z = [r ; 0 ]

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexetelsque Z = [r ; 0] et Z' = [r' ; 0']

T

, A
P,:ZxZ =[rxr ;0+0]; P2:7= [,;0—6’]; P;. Z" = [r";no]

r

VIII- Forme exponentielle d'un nombre complexe :
1) Définition :
Soit Z un nombre complexe de module 7 et d’argument 0. On appelle forme exponentielle

d'un nombre complexe Z, toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z = e o1 son
-i0

conjugué est Z=re

2) Propriétés :
Soient Z et Z’ deux nombres complexes de formes exponentielles respectives :

Z =re'® et 2 = r'e'® . Ona les propriétés suivantes :

P :ZeZ = rerel®®) . Pz:ézlrei(e_e) ; Py:Zt = rhein®

r

Py:Ze7 =120 9=12p1(0) =24 ] =12 (Avec e® = 1)
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Nombres complexes

0 el04 o—i0
cos = ———— in6 —-in6 _
e™ + e = 2cos(nf
Ps : Formule d'Euler 0 2 _ip €t { ino —in® .. (n6)
sing = £0=¢ e — ¢ = 2isin(nf)
2i

IX- Formules de Moivre et formules d’Euler:

1) Formules de Moivre
a- Définition :
Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argument @ . On appelle formule de Moivre
toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z"= [cos(0) + isin(@)] avec (n € N*)

b- Application de la formule de Moivre :

Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argument 6 tel que :
Z = cos0 + isinf et Z = cos8 — isind

- Recherchede: Z+Z et cosO

et

{Z = cos0 + isin@
Z = cos0 — isinf

Z+7z
2

7 4+ 7 = 2cosf =>cosO =

- Recherchede:Z —Z et sin®

et
Z = cosf — isinf

{Z = cos6O + isinf

7 — 7 = 2ising =>sinf = Z;—f

- Recherchede:Z xZ

et

{Z = cos6 + isin@
Z = cos0 — isinf

Z x Z = (cosf + isinf)(cosO — isinf) = cos*O + sin’6 = 1
De facons générales on a :

7"+ 7" = 2cos(n@) ; Z"—7" =2isin(nf) et Z"xZ"=1
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Nombres complexes

2) Formules d’Euler
a- Définition :
Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argument. On appelle formule de d’Euler toute

écriture de Z se ramenant sous la forme Z"= e avec (n € N*)

b- Application de la formule d’Euler

EnposantZ = e% etZ = e ona:

) » eif | o—if
e? 4 e = 2c0s0 =>cosO = —
i _i .. , eld_ g0
el? — e70 = 2isind =>sind = —

el® x e—i0 =1
De facons générales on a :
e e ™0 = 2c05(nh)
eint _ e~i6 — 2isin(nh)
eine X e—inB =1

3) Linéarisation : de cos™0 et sin™0

Pour Linéariser cos™0 et sin™0@ (n € N*) ; on peut utiliser le procédé suivant, mettant en jeu
les formules (d'Euler ou de Moivre) et du (bindme de Newton ou du triangle de Pascal).

Méthode :

+z)n _=\n
- Développer et réduire : cos™ 8 = (zz_nz) ou sin"0= % (Moivre)

. . . VRN
(619 +e 0 ou Sinngz(ele_e 16)

Quencore cos™0 =
2n @r

(Euler)

- Regrouper deux a deux les termes d'exposants opposés et Exprime chacun deux en
fonction des termes de la forme Coskx et Sinkx.

S —
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X- Equations dans C

1) Equation du premier degré :
a) Définition :

On appelle équation du premier degré dans C; toute équation de la forme aZ + b =0.
Avec (a € C")

b) Résolution :

L'ensemble solution de I'équation aZ + b=0est S= {— %}

2) Racines carrées d'un nombre complexe :

a) Définition :
On appelle racines carrées de Z, tout nombre complexe z tel que Z =z °.

b) Résolution du cas général :

SiZ=a+ib etz=x + iy. On dit que z est une racine carrée de Z si et seulement si

{Z2=Z { (x+iy)* =a+ib {x2+2ixy—y2=a+ib
o4 2
122 =121 7 |/xZ+y?| =Va? + b? x2 +y? = a? + b?

x2—y?=a

{xz—y2+2ixy=a+ib
& {2xy=b
202 _ T 12
Xy =vai+b X +y? = V& T B2

NB : D’une maniére plus concréte, les racines carrée du complexe Z =a + ib sont données
par :

a+a®+bp* b a+a®+bp* b
51 = — 2 —1 et 62 = 2 +1i
j2<a+Ja2+b2> j2<a+Ja2+b2>

3) Equation du second degré :

a) Définition:
On appelle équation du second degré dans C, toute équation de la forme :

aZ? + bZ + ¢ = 0 (oua;b et csont tous des compexes aveca + 0)
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b) Résolution :
La résolution de telles équations nécessite d'abords le calcul du discriminant associé A tel que
A=b’-4ac.

- SiA>0;0na:le—_b_\/Z et Zzz_—b+«/Z'
2 2a
; sm:o;ona:zlzzzz%_
- SiA<0;ona:le_b_—L‘/m et Zzz—_b+L\/m'
2a 2a
- SiA=x+iy;0na:Z1:_b2-;61 et Zzz_bz"(‘fz.

Ou §; et 8, sont les racines carrées de A.

4) Racines n®™ d'un nombre complexe :
a) Définition :
On appelle racine n'™ de Z tout nombre complexe z tel que : z" =

b) Résolution :
Soit Z un complexe de forme polaire : Z = [r; 6].

et z un complexe de forme polaire: z = [r'; 6'].
Zt=Z ;0" =[r; 0]<[0)"; no'] = [r; 0].
Par identification, on a :

r = \r

ey =r o
{ne’ze 0r_§[2k_ﬂ]_6+2kﬂ Aveck € [0;n—1]
_n n - n

’

Ainsi les racines ™ de Z sont données par la formule : z = [r ; 6'] &

Z = [W . 0+ an] ouZy, = w [COS (9 +n2k7'[) + isin (9 +n2k7'[)]

n

Avec k € [0;n- 1]

5) Racines n'™ de 1'unité :

Soit Z un nombre complexe tel que Z = 1.

Les racines de n'*™ Z c¢’est-a-dire 1, sont obtenues en utilisant la formule qui suit :

o2
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XI-

Nombres complexes

Complexe et configurations géométriques du plan :

Dans le tableau ci-dessous sont caractérisées certaines configurations géométriques a 1'aide des

complexes :
Configurations Figures Caractérisations Caractérisations
géométriques géométriques complexes
A
Triangle ABC isocéle ara (be=2a)= Zc=ZA _ o
en A. i t g(ZB_ZA) Zp—Z,
C B Aveca € [0; m] Aveca €[0; m]
A
Triangle ABC ar Ze—Zp)\_ T ou—ZL Zc—Za _
équilatéral. /\ 9 (ZB_ZA) 3 3 | Zp—12Z4 ¢sou
e '3
C B
Triangle ABC B arg(be=Zay_m o, _© | ZczZa _
rectangle g (ZB_ZA) 2 2 | Zg—1Z4 ib-ou
en A. —ib
A C Avec b € R* — {1}
B
Triangle ABC arg(bc=Zay_m o _m | ZczZa o
rectangle et isocéle g (ZB_ ZA) 2 2 | Zp—1Z4 Lou—t
en A. et
A C | 1Zg = Z4l = 1Z¢ — Z4l
C
Points 4, B, C alignés //B// . (ZC_ZA >—O+k Zc—Za
A I\Z5=2, )~ " Zg—Z,
(a €RY)
A
mes(C) # 0 + kn Z¢—Zp
i Zc—Z
e | -y B o
mes(C) = mes(D) + km Zp—7,4
C D
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Nombres complexes

XII- Complexe et lieux géométriques :
1) Distance entre deux points 4 et B :

Soient A et B, deux points d'affixes respectives Z, et Zp
d(A,B) = ||AB||= 125 — 7,

2) Cercle de centre A et de rayon 1 :

Soit M (;) d'affixe Zy, et A d’affixe Zy.
dAM) =1 & |Zy—Z4l =71
3) Médiatrice d'un segment :
Soit M (;) d'affixe Z,, ; A d'affixe Z, et B d'affixe Zg.
M appartient a la médiatrice du segment [A, B] si d(4, M) = d(B,M) &
|Zy — Zal = |Zy — Zg|

4) Droite passant par un point A et faisant un angle a avec 1’horizontale

Soit M(;) d'affixe Z); ; A un point d'affixe Z, et (D) une droite du plan.

(D) passe par A et fait un angle o avec I’horizontale si arg(Zy — Z,) = o+ kn
NB:
- Equation cartésienne d’un cercle : x> + y> + ax + by +c =0

2 N2  a’+b%-4c
- Equation réduite d’un cercle : (x + %) + (y + E) —

XIII- Complexe et transformations géométriques du plan

1) Translation :
La traduction complexe d'une translationest: f(Z) =Z + q (avecq € C)

Ainsi la translation qui transforme un point A d'affixe Z, = a + ib en un point B d'affixe
Zg=a + ibest: f(Z))=Zg = (a + ib)+q=( + ib)=>q =(a' + ib")—(a + ib)

Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z) =Z + q pour Trouve la traduction complexe.
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2) Homothétie :
La traduction complexe d'une homothétie de rapport k et de centre o est :

f(Z) = kZ + q (avec q € C) ouQM'’ =KOM © 7' - 0w = k(Z - w) avec:
- 7' :imagede Z
-k :lerapport

- w: le centre d’affixe Q

Ainsi I'homothétie de rapport k qui transforme un point A d'affixe Z, = a + ib en un point B
daffixe Zg =a’ + ib' est: f(Z)=Zp © k(a + ib)+q=(a’ + ib) &

q =(@ + ib)—k(a + ib).
Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z) = kZ + q pour Trouve la traduction complexe.
3) Rotation :

La traduction complexe d'une rotation d'angle @ et de centre  est :

f(2)= 70 + q(avecq€C)ouQM’ =el®OMZ' - w = e (Z- w) avec:
- Z :imagede Z

- ©O:langle
- o :lecentre d’affixe Z,

Ainsi la rotation d'angle @ qui transforme un point A d'affixe Z, = a + ib en un point B

daffixe Zy = a’ + ib'est: f(Z,) =23 (a + ib)e'’+q=(a" + ib') &
PRy, N0 ; .
q=(a'" +ib")~(a + ib)e'" ©& q =—(a + ib) (cos@ +isin6).
Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z) = Ze'" + q pour Trouve la traduction complexe.

4) Similitude du plan :

Expression complexe :

Soit S une similitude directe du plan qui a tout point M d'affixe Z associe le point M’ d'affixe Z’
tel que :

e Cas d'une similitude directe :
Z' = aZ + b (oua et b sont des complexes). Ces éléments caractéristiques sont :

- Sonrapport k= |a|

- Sonangle 8 =arg(a)
- ___________________________________
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aveca + 1

- Soncentre Z, daffixe w = —

e Cas d'une similitude indirecte ou inverse :
Z'=aZ+ b (ou a et b sont des complexes). Ces éléments caractéristiques sont :

- Sonrapportk = |a|

Ly = — @ roctficient di

- Sonaxe(D):y = px + q. avec_p = it Ro@ (Coéfficient directeur)
- Son centre Z, d'affixe w = 1b+ab_
— aa

5) Caractérisation des transformations

Soit_f la transformation : z' = az + b

- si a = 1,alors f est une translation de vecteur U et d’affixe b.
. o 1
- si a = —1,alors f est la symétrie centrale de centre Z, d’affixe w= Eb'

- sia €R*—{—1;11}, alors f est une homothétie de rapport k = |a| et de centre
b

_a'

Z, d’affixe w =

- sia €C"—{1}et|al =1alors f estune rotation d’angle a, d’argument 6 = arg( a)

et de centre Z,, d’affixe w = n .
—a

- sia €C" —{1}et]al # 1alors f est une similitude directe de rapport

k =|a|, d’angle o ,d’argument 6 = arg( a ) et de centre Z,, d’affixe w = —a

Soit_f la transformation : z' = az + b

- Silal =1,alors f est une symétrie orthogonale d’axe ’ensemble des solutions de

z =az + b
- Silal #1 alors f est une similitude indirecte de rapport k = |a|, d’angle, 6=arg(a ),
d axe (A): y = px + qetdecentre Z, d'affixe w = 1b_+‘21:j

S —
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Exercices ] Nombres complexes

Forme algébrique

Ecris sous forme algébrique les nombres complexes donnés puis en déduis la partie réelle et
imaginaire de chacun d’eux :
i

. - 2 —2j
(1+0)(3-2i) ’d)Zi(1+i)(3 21)

a)Z=(—-1-i)® :b)Z=i°; ¢)Z=

. On donne les nombres complexes suivants : Z; =1—2i et Z;=3+ i.

1 I

Ecris sous forme algébrique : Z; + Z, ; Zy — Zy ; Z1 X Zy ; Z} 7 07
2 1

Forme trigonométrique - Forme exponentielle

. Détermine les formes trigonométriques et exponentielles des nombres complexes suivants :

—1—i
a) Z=-1 ; b)Z:\/§+i;c)Z:TL ;d)Z:—1+i\/§;e)Z:—1—i
—V3-— —5m
f)Z:(—\/?—if ; 8) 2= 1/11, s hy Z=1+D)(—2-20) ;i) Z=(—1+10e"s
J)Z = —cosa +isina ; k) Z== —cosa —isina l) Z== cosa — isina
. Compléte le tableau suivant :
Forme algébrique -5(1-iV3)
Forme trigonométrique —3n .. (—3m
g q 2[cos(4)+151n(4)]
Forme exponentielle _ 5im
e 4

- Onpose: A= 5\/7(1+i);B:—5(1+i\/§)

_ B A
1) Détermine le module et un argumentde : A; B; A ; 1 ; AXB et 5

2) Soit Z un nombre complexe tel que : AZ = B
a) Ecris Z sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

o 137 . (13w
b) En déduis les valeurs exactes de cos(—) et sm(—)
12 12
¢) Calcule (2)*?

- On pose : Z=\/2—\/§ —i\/2+\/§

1) Calcule Z? puis Détermine son module et son argument.
2) En déduis de ce qui précede le module et un argument Z.
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Nombres complexes

. Les parties I et II sont indépendant :
I- Onpose: | Z|=2V2 et arg[(l + i\/§)Z]

T
12°

Détermine la forme trigonométrique et exponentielle de Z.

6—1iv2 /
1I- Onpose:Z:\/_Zh/_ et Z =1-1i

1) Ecris Zi sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.
2) En déduis les valeurs exactes de Cosln—2 et Sinln—2
Détermination de ’ensemble des points
- Détermine les ensembles suivants :
1) L’ensemble (Q2) des points M d’affixes Ztelsque: | Z — i | = 2
2) L’ensemble (I") des points M d’affixes Z telsque : | Z —i | = 2

3) L’ensemble ( A ) des points M d’affixes Ztelsque : | Z+1—2i|=|Z—1—i]|
4) L’ensemble ( ¢ ) des points M d’affixes Z telsque : arg(Z - 1+ 2i )= % + kn
5) L’ensemble ( o ) des points M d’affixes Z tels que : arg(2Z- 2+ i)= —% + km

- Le plan est muni d’un repére orthonormal (o 0 1; f)

. . _ . z+1
Soitz = x + iy un nombre complexe distinct de 1 et soit Z = p—
7 —

Détermine puis construire I'ensemble des points M dont l'affixe z vérifie les conditions
indiquées :

1) |Z]=1 ; 2) Z est un réel. 5 3) Z est un imaginaire

Linéarisation.

o, . . . X .
- Linéarise les expressions : A = sin3x ; B = cos® 7: C= sin3x e cos3x
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Nombres complexes

Résolution d’équations et systémes.

- Résous dans C les équations suivantes :

a)Z2—274+2=0; b)Z>-2Z+1=0; ¢)Z*+2sinaZ+1=0
e) Z? —2cosaZ+1=0 f)4Z*- 41 + i)Z — (45 +26i) =0

- 1) Développe le produit de facteurs suivant : (x — 1)(x3 + x? + x + 1)

2) Résous 1’équation Z* = 1
3) En déduis des questions 1) et 2) la résolution des équations suivantes :

N3 . .

(37 +i 3Z+i0\% [(3Z+i
3 2 —_ =
BB+ 722+7+1=0 Puls(Z_l) +(Z_1)+(Z_1)+1 0

- On donne le nombre complexe Ztelque:Z = 2 + 3i

1) Veérifie Z*=—-119 - 120i
2)  Détermine les racines quatriemes de 1'unité.
3) En déduis les solutions dans C de 1'équation : Z* = —119 — 120i

r 2 \
- Résous dans C° les systémes :

1){le22=6 ' ){(2+3i)z—52’=—1
Zi+Z,=5 A-0DZ+2Z =2(1+1)

Résous dans C’ le systéme suivant :

x—y+iz=0
{x+y— z=0
1+Dx—-2y=2z-2i

- Dans le plan muni d'un repére orthonormé(o ; 7; j), on considére le polyndme p(Z) telque :
p(Z)=23 - (B +5)Z* + (-4 +9)Z + 6 —4i

1) Démontre que 1'équation p(Z) = 0 admet une solution réelle que l'on notera Z;, dont on
Déterminera la valeur.

2) Factorise P(Z) puis Résous dans C I'équation P(Z) =0
- Dans le plan muni d'un repere orthonormé ( 0, ;, ]) , on considére le polynéme p(Z)
telque : p(2)=2% — 4iZ?> — (6 +i)Z +3i— 1

1) Montre que 1'équation p(Z)= 0 admet une solution imaginaire pure.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 1. Nombres complexes. Page 21



Nombres complexes

2) Factorise p(Z)puis Résous dans C 1'équation p(Z)= 0.

- Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( 0, ;, ]) , on considére le polyndome p(Z) telque :
p(Z2)=73+ 2(1 — 2c0s20)Z?* + 4(1 — 2c0s26)Z + 8

1) Calcule p(—2).

2) Factorise p(Z) puis Résous dans C 1’équation p(Z) = 0.

3) Ondésigne par Z; ; Z, et Z3 les solutions de 1’équation p(Z) = 0.
Calcule le module et un argument de Z; ; Z, et Z3.

4) Ondésigne par 4 ; B et C les points d’affixes respectives Z; ; Z, et Z3.

Pour quelles valeurs de 0, le triangle ABC, est —il équilatérale ?

- Soit f la fonction a variable complexe Z telle que : f(Z) = Z* — 323 + gZZ -3Z+1

_ 1
1) Prouver que si Z, est une solution de I’équation f(Z) = 0 alors les complexes : Z, et Zoen
0

sont aussi.

2) Détermine f (1 + i) et en exploitant ce qui précede, Trouve toutes les solutions
de I’équation f(Z) =0.

- Soit le polyndme P(Z) définie par : P(Z) = Z* - (1 +v2)Z% + (2+V2)z* - (1+V2)Z + 1
. 1\? 1
1) Vérifie que : P(Z) = Z2 [(Z+ f) - (Z+ Z) (1 +\/E) + \/7] avec Z # 0
2) En utilisant la question précédente, Résous 1'équation P(Z) = 0.

- On considére dans C le complexe u tel que : u=—1—2iv/2

1- Calcule les racines carrées de u.

2- Résous dans C l'équation : 22> +2i Z + i4/2 =0.
(On notera Z; et Z, les solutions de cette équation).

3- Montre que : |ZL+Zi =2
1 2

- ___________________________________
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Figures géométriques dans le plan.

Soient 4, B, C trois points d'affixes respectives : —1-i ; 2 + 3i ; —10- 13i.
Démontre que ces trois points sont alignés. (on fera une figure).

- Soient 4, B, C trois points d'affixes respectives : 3 + i ; 2i ; 2 - 2i.
a- Démontre que ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

b- Détermine l'affixe de D telque : ABCD soit un parallélogramme. (on fera une figure).

- Soient 4, B, C, D quatre points d'affixes respectives : —1 + i; —1-1i; 2i; 2- 2i.
a- Etudie la nature des triangles ABC et BCD.

b- Démontre que les points 4, B, C et D appartiennent & un méme cercle dont on Déterminera le
centre et le rayon. (on fera une figure).

On considére un repére orthonormé directe (O ; Uu;v )du plan complexe. Soit les points
A ; B ; C d’affixes respectives :

2|cos(5) + isin (22)]

AT A T ) s ()

et Zp=2-—2i

a- Ecris les complexe Z,; Zp et Z; sous forme exponentielle.
b- Détermine I’affixe Zp du point D tel que le triangle OBD soit équilatéral direct, c'est-a-

dire la mesure de I’angle ( OB ; oD )= %

- Le plan est rapporté au repere orthonormé directe ( O ; Uu;v ).

On considere :
e Lepoint A d’affixe Z,=5—iV3.
e Le point B d’affixe Zjp est tel que OAB soit un triangle équilatéral direct c'est-a-dire

la mesure de I’angle ( 04 ;0B )= %

e Lepoint Q d’affixe Zj est tel que le point Q soit milieu du segment [OB].
e Lepoint K d’affixe Zy est tel que ABQK soit un parallélogramme.

1) Détermine les affixes Zp ; Z, et Zg respectivement des points B ; Qet K.

Z
2) Démontre que 4 estun imaginaire pur. En déduis la nature du triangle OKA.

K

3) Soit € la point d’affixe Z tel que Zg = 224
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Zx —Z . .
a- Calcule ZK ZB' Que peut-on en déduis pour les points B ; C et K ?
—Zc

- On considere I'ensemble des complexes Z, telsque: Vn € C ona:

ZO =1
1+
{ZTH-I = 2

Zy
1) Onnote M,, le point d'affixe Z, dans le plan rapporté au repére (0,1, V).

a- Calcule Z; ; Z,; Zzet Z,.
b- Placer les points M; , M, , M3 , M, et Ms.

+1—

Z Z
2) Calcule le quotient : % puis en déduis la nature du triangle OM,, 4 M,,
n+1

Transformations géométriques du plan.
Soit (S) l'application de P dans P qui & tout point M d'affixe Z associe Z' d'affixe M’ tel que

Z'=(1 + i)Z + 1 - i. Détermine la nature et les éléments caractéristiques de (S).

Soit la similitude directe plane S de centre A (1 ; 1) ; de rapport V2 et d'angle %par

la similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformer le point M' d'affixe Z'.

Exprime Z’ en fonction de Z.

Soient A, B, C et D les points d’affixes Zy=—1-1i;Zg=i;Zc=1 + 3i;Zp=5 + i.

Soit S la similitude directe transformant A en C et B en D.
1) Détermine le rapport k et I’angle 6 de S

2) Détermine 1’écriture complexe f associée a S.
3) Détermine 1’affixe de Q le centre de S

- Détermine la traduction complexe de la transformation (I') dans chacun des cas suivants :
1) (I') est la translation qui transforme A d'affixe —1 + i en B d'affixe —2 + 3i

1
2) (I") est I'nomothétie de rapport 3 qui transforme A d'affixe —1 + i en B d’affixe —2 + 3i.

3
3) (I') est la rotation d'angle Tn qui transforme A d'affixe —1 + i en B d'affixe —2 +i.
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Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i
1) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f si:a=2 puissi a=—1i.

2) Soient A(1) ; B(2 + i) ; A’'(2i) ; B'(1 + i).Vérifie que AB = A'B’
3) Démontre qu’il existe une unique rotation r telle que r(A) = A’etr(B) = B’
On considére dans C Iéquation (E) : Z° — (4 + iv/3)Z? + (3 + 4iV3)Z —3iv3 =10

1) Montre que (E) admet deux solutions réelles que 1’on notera @ et 8 puis une solution
imaginaire pure que 1’on notera w.

2) Soit f, I’application de C dans C telle que pour tout nombre complexe Z, on a :
f(Z) =aZ +b.

a-Détermine les réels a et b pour que f(w) = w et f(a) =p.

b-Calcule le module et un argument de a.

c-Donne la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.

Le plan P est rapporté au repére orthonormé (O ; U ; 7). A est le point d’affixe 2i et P* le plan
privé de A.
Soit T la transformation qui au point M d’affixe Z # 2i associe le point M' d’affixe Z' tel que :
2iZ-5
ToZ-2i
1) Montre que pour tout point M de P*, le point M’ est distinct de A.
2) Démontre que Test une bijection de P* sur lui-méme. Détermine sa réciproque T 1.

3) a- Montre qu’un point M de P* est invariant par T si et seulement si son affixe vérifie
la relation : Z2 — 4iZ + 5 = 0.
b- Trouve le réel o tel que : Z? — 4iZ + 5 = (Z — 2i)? + a.
c- Montre alors que T admet deux points invariants B et C.

4) On appelle (D) la droite passant par O et dirigée par ¥ et (D*) la droite (D) privé de
A.
Montre que (D*) est globalement invariante par T.

5) a- Montre que pour tout Z # 2i, |Z — 2i| X |Z = 2i| = 9.
b- Soit (I")le cercle de centre A et de rayon 3. Montre que (I') est globalement
invariante par T.

- ___________________________________
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Le plan P est rapporté au repére orthonormé (O ; U ; 7). On donne quatre points A ; B ; C et D
d’affixes respectives : Zy = =24+ 6i ; Zz=1—3i ; Z=5+5ietZ, =2+4i

1) Soit S la similitude plane directe qui tout point M d’affixe Z, fait correspondre le M’
d’affixe Z' tel que : Z' = 3iZ + 13 — 9i.
a- Donne les éléments caractéristiques de S.
b- Quelle est I’'image des points C et D par la similitude S ?

c- Montre que les vecteurs CD et S (€)S(D) sont orthogonaux.
2) Soit R la similitude plane directe qui transforme B et C et D en A.
a- Trouve la relation liant I’affixe Z d’un point M et I’affixe Z’ de son image R(M).
b- Donne les éléments caractéristiques de cette similitude (on appellera J le point
invariant). Montre que les vecteurs BD et CA sont orthogonaux.

c- Que représente le point D pour le triangle ABC ?
3) Montre que J est un point de la droite (AB). Donne une mesure en radian de 1’angle

des vecteurs (ﬁ ; Eél))

- Soit @ un nombre complexe.

1) Résous dans C I’équation : (1 +i)Z? — 2i(a + 1DZ + (i — 1)(a® + 1) = 0.
2) Soient Z; et Z, les solutions de cette équation.
Trouve entre Z; et Z,, une relation indépendante de a.
3) Caractérise la transformation f du plan complexe qui, a tout point M; d’affixe Z;
associe le point M, d’affixe Z,.
4) OnposeZ; =x+iy et Z,=x +1iy.
a- Exprime x et y en fonction de x et y.
b- Quelle est ’image par f de la droite (D) d’équationx +2y —1=0?
Problemes.
iZ
- Soit f ’application de C—{—i} dans C définie par:f(Z)= Zl_-l-z . Dans le plan complexe
rapporté au repére ortho normal direct (0, u’, ¥), on note M le point d’affixe Z.
1) Détermine les coordonnées du point B dont I’affixe Z et telle que f(Zg) =1+ 2i
2) Soit Z un élément de E. on note r le module de Z + i et o une mesure de son argument.
Exprime la forme trigonométrique de f(Z) — i en fonction de r et a.
3) Soit A le point d’affixe — i
a) Détermine I’ensemble (I') des points M vérifiant |f(z) — i| = V2

b) Montre que B appartient a (I).
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- Partie A : Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct( 0 ; U ; 7).
1) Résous dans C, I’équation Z* — (2 + 6i)Z - 16 + 12i = 0
2) SoitP(Z)=2Z— (4+6i)Z*— (12 — 24i )Z + 32 — 24i
a- Montre que 1’équation P( Z ) = 0 admet une solution réelle notée z, que 1’on Déterminera.
b- Factorise P(Z) puis Résous dans C 1'équation P(Z) =0
Partie B:
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0, i, j)

On donne les points A ; B et C d’affixes respectives : Z, = 2 ; Zg =4+ 2i; Z; = -2+ 4i

Zc—Z
1) a- Calcule le rapport : ZC 4

et en déduis la nature du triangle ABC

b-Montre que le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]
c-Détermine ( A ) I’ensemble des points du plan d’affixe Z vérifiant I’équation suivante :
|Z —4 =2i| =1Z+ 2 —4i|
2) Soit S la similitude du plan telle que S(A) = AetS(B) = C.
a- Déterminons le rapport k et I’angle & de la similitude S.
b- Détermine 1’expression de la bijection complexe associée a la similitude S.

c- En déduis le centre de la similitude S.

Solutions
Forme algébrique

Ecrivons sous forme algébrique les nombres complexes donnés puis en déduisons la partie
réelle et imaginaire de chacun d’eux :

) Z=(-1-1) =7Z=(=13(1+i)* = (~D’[(1* + 3(2() + 3D + ()* 1=
=—1(-2+2))=2-2i=Re(Z) =2 et Im(Z) = -2

b)Z=i> =7=i?’xi’?xi=(-1)(-1)xi=i=>Re(Z)=0¢ct Im(Z2)=1

g i i i(s=D) 1450 1 5
(14+i)(3-2i) 3—-2i+3i+2 5+i (5)2+ (1)2 26 26 26

c)Z=

1
=>Re(2) = o= et Im(2) = >

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 1. Nombres complexes. Page 27



Nombres complexes

d)z:(1+§)(3—2i):>z:3—2i+f——4:—1—2i—6 avec ?—:6((1_)2”
=>7=-7-2i=>Re(Z) =—7 et Im(Z) = -2

. On donne les nombres complexes suivants : Z; =1—2i et Z,=3+ i.
Ecrivons sous forme algébrique : Z; + Z, ; Z;— Z, ; Z1 X Zy; Z? %; i—j

i+ Z, =(1 =20+ 3+ ) =1-2i+3+i=4—i=>Z + Z, =4—i
Zi—Z, =(1-20)—(3+ i) =1-2i—-3—-i=-2-3i=>2Z,— Z, =—2—3i
ZyX Zy =(1=20)%X(34+ ) =3+i—6i+2=5-5i=>7; X Z, =5—5i

Z? =(1-2i)=1—-4i—4=-3—-4i=>27} =-3—4i

1 3-1 3-i 3 1 1 3 1

1
- = = = i =
Zy  3+i (3)2+(1)? 10 10 10 Z; 10 10

Zy  3+i  3+0+2i)  3+6i+i—-2  1+7i

Ziy 1-2i (1)2+ (-2)2 5 5

1 7
5 + 5 +

Forme trigonométrique - Forme exponentielle

. Détermine les formes trigonométriques et exponentielles des nombres complexes suivants :

a)Z=—i=> [Z| =1 et arg(Z) = —% alors Z:cos(—g) +isin(—g)

b)Z=V3+ i=> |Z| =2 et arg(Z) = % alors Z:2[C05 (%) + iSi"(%)]

C-1-i _ﬁ _ T 5w 7\/?[ (571:) .. (577-')]
¢) Z= . —>|Z|—2 et arg(Z)—71+4—4 alors Z = 5 [cos\ 3 + isin 2

dzZ=-1+ i\/g = |Z]| =2 et arg(Z):n—%zz?n alors ZzZ[cos(%n) + isin(z?n)]

5 2 5 5
) Z=—1—i=>|Z| =2 et arg(Z):Tn alors Z:§[COS(TT[) + isin(f)]
3 . T 7
f)Z:(—\/§—l) .Posons A=—+3—i=>|A|=2 et arg(A):7T+g:—

6

7

=> |Z| = AP = (2)* = 8 et arg(Z) =arg(4)’ = 3arg(A>:3(%”): 6
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Alors Z = 8[005( )+ lsm(76ﬂ)]

—V3-i
1+i

g) L= . Posons :

7
A=—+3—-i=> |A]|=2et arg(A):n+%:?n
B=1+i=> |B|=v2 et arg(B):%

A
Alors |Z|:|E|: —=—==—2=4/2 et

arg(Z) = arg( ) arg(A) — arg(B) :?” _

N

= arg(Z) = % = 111—;T alors Z =~/2 [cos (111—;) + isin (111—;) ]

h) Z=(1+i)(—2— 2i).Posons :
A=14+i=> |Al=+2 et arg(A):%

5t

B=—=2-2i=> |B|=2V2 et arg(B):7T+% 2

Alors |Z|=|A| X |Bl= V2 x2V2 =4 etarg(Z)=arg(A x B) =arg(4) + arg(B)

=>arg(Z) 74 2 > alors Z = 4[005( )+ lsm(z)]
oo
i) Z=(—-1+i)e" 6 .Posons:
A=—1+i=> |A| =2 et arg(A):—% alorsA:ﬁei_Tn
.—5m

B=ee = Z=AxB=vZe't x e 6 = Ie \/—[COS( ) + isin (- 137r)]

12

Alors Z = \/_[cos( 132) + ls'n( 13”)]

12

j)Z = —cosa + isina

|Z| = \/(—cosa)? + (sina)? =cos?a + sina =1
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cosf = —cosa

arg(Z) est tel que : et =f0=m1—«a

sinf = sina

Alors Z = cos(m — a) + isin(m — a)
k) Z== —cosa — isina

Nombres complexes

De méme, ici : le cosinus est négatif et le sinus est négatifdonc 6 =m +

Alors Z = cos(m+ a) + isin(m + «a)

l) Z==cosa — isina

De méme, ici : le cosinus est positif et le sinus est négatif alors 0 = —a

Alors Z = cos(—a) + isin(—a)

. Le tableau Complété est le suivant :

F. Algébrique _5(1 — i\/§) _72 n i72 —\2-iV2
F. Trigonométrique IO[COS (4?”) + isin (4?”)] [cos (_TSH) + isin (_A‘ﬂ)] 2 [cos (%) + isin (%)]
F. Exponentielle 106% . % 26_%

-Onpose:AZS\/f(1+i);B:—5(1 + iV3)

_ B A
1) Déterminons le module et un argumentde: A; B; A ; " ; AXBet I

A=5Z(1 +i)=> |A] =10 et arg(A):%

==5(1 + iV3)=> |BI=10 et arg(B)=m+ = —

|A | =]A| =10 etarg(Ad )=—arg(4d) = —

A

=—=—=1 ¢t arg

|B| _|Bl _ 10
4] 10

T
4

(3)- s - aro=(2) -2

|Ax B|=|A] x |B] =10 x 10 = 100 et arg(A x B) = arg(A) + arg(B) = (%) + (

13w

12

471) _ 19

3/ 12
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Nombres complexes

s T T TS5 T T etarg

| |A| |A| 10 1 (
|B2| |B]2 102 10

A ): arg(A) — arg(B?) = arg(A) — 2arg(B)

g () ()-2(8) -5 -2

2) Soit Z un nombre complexe tel que : AZ = B
a- Ecrivons Z sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

Forme algébrique de Z :

-5(1+iv3) _ —(1+iV3) _ —1-iv3 _ (-1-i3)(V2-iv2)
5VZ(1+i) V2A+)  VZ+iV2 Z)+(2)

B
AZ =B=>7=-=
A

VI VB +i(VZ-VE) _~VZ-\E . (VZ-VF)

4 4 4
VI8, (VZ-V5)
4 4

=7 =

D’ou la forme algébrique de Z est: Z =

Forme trigonométrique de Z :

B| | et (B) 137
| = arg( 2 )=——
A ¢ 8 A 12

D’aprés la question 1) on a:

N . o 13w . (13
D’ou la forme trigonométrique de Z est : Z = cos ( P ) + is ln( 12”)

13m

. 13m .
b- En déduisons les valeurs exactes de Cos? et Sln?

Pour cela on égalise la forme algébrique et la forme trigonométrique.
Z = cos (13 ) + isin (Bﬂ)
! 12 12

=> cos (—n) + isin
_ -6 , (21§ E
kZ = 7 + i 7

13ny_—V2-v6 . (VZ2-V6)
(12) : U g

137‘[) -V2-V6 Sin(m_n):(\/?—*/g)

Par identification, on a : cos( ) 2 2 7

¢c- Calculons (2)'?

Pour cela on utilise la forme trigonométrique de Z

Z = cos (1 ) + isin (113;) = (Z)1*= [cos (113;) + isin (113—;) ]12:>
(2)*? = cos (12 X —) + isin (12 X 113—;) =cos(13m) + isin(13m)

D’ou (Z)'? =cos(13m) + isin(13m)
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-Onpose: Z=\/2—\/§ —i\/2+\/§

1) Calculons Z? puis Détermine son module et son argument

Z=V2-V3 -if2+V3 =>22=(V2-V3 - i\/2+\/§)2 &

ZZ=(\/2——\/§)2—2i(\/2—\/§)(\/2+\/§)+(i 2+\/§)2
= (2-3) -2 [(2—V3)(2+3) - (2 +3)
=(2—d§)—2im—(z+ﬁ)
= (2-V3) - 2iWA=3 — (2 +3)
=(2-V3)-2iV1-(2++V3) =2-V3-2iVI-2-V3=-2V3-2i

=>72=-2/3-2i

|22 =\/(—2\/§)2 +(-2)2=V4x3+4=+16=4

cosf = %ﬁ cosf = —Tﬁ
arg(Z?)est tel que : et =>

k c036=_72 kc036=_71

et :>9=arg(Zz)=n+%=7—6ﬂ

2) En déduisons le module et un argument de Z

|1Z?|=4 & |Z|?=4 = |Z| =2

arg(Z?) =%ﬂ © 2argZ :%ﬂ = argZ :%

B 1 onpose 121-2v7 et anel(1 + ¥3)2] - =

Déterminons la forme trigonométrique et exponentielle de Z.

arg[(1 +iv3)Z] :Z—Z @ arg(1+iV3) +arg(2) :Z—Z =>arg(Z) :Z—Z —arg(1+iV3)

7T —4n 3n

12 2

7
=>arg(Z) :£ -2 avec arg(1 + iV3)

3 §:> arg(Z) =

N

D’ou la forme trigonométrique de Z est : Z =22 [COS (%) + isin (%) ]
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Et la forme exponentielle de Z est : Z = 2\/§ei(1)

6—iv2 ,
‘/—2“/— et Z =1 —i

II-Onpose : Z =

1) Ecrivons 7 sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

6—ivV2 '
PoseZ:\/—zl\/— et Z =1-1
- Forme algébrique :
e Y R )
= — = + i
A 1-i 4 4
- Forme Trigonométrique
6—ivV2
Z:% =>|Z|= V2 etarg(Z) = —%

Z'=1-i=>1Z"|=+2 etarg(2) = —%

=> |§| = % = g =1 ectarg (é): arg(Z) — arg(Z') = (—%) - (—%) :1”—2

. o Z
D’ou la forme Trigonométrique de 7 est

= % [cos(6 — 6") + isin(6 — 6)] =

NN
NIN

= g— [cos (%) + isin (1”—2)]
= ; =cos (12) + isin (12)

2) En déduisons les valeurs exactes de cos (1712) et sin (1n2)
Pour cela on égalise la forme algébrique et la forme trigonométrique.

A
{7 = cos (12) + isin (12) - my_NE+VZ VG2
k_ _\/_ i, (ﬁ—ﬁ) —>cos(12) + lSln(lz) " —

7'[) V6+V2 Sin(lnz)*\/g_ﬁ

Par identification, on a : cos( et
12 4 4
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Détermination de ’ensemble des points
- Déterminons les ensembles suivants :
1) L’ensemble () des points M d’affixes Ztelsque: | Z —i| = 2
Posons: Z, —i=0=>2Z, =1 :>A(2)
Alors L’ensemble (Q2) des points M cherché est le cercle de centre A((l)) et de rayon r =2.
2) L’ensemble ( ') des points M d’affixes Ztelsque: | Z —i| = 2
Posons: Z, —i=0=>7,=i=>27,=—i=> :>A(_01)
Alors L’ensemble ( I' ) des points M cherché est le cercle de centre A(_Ol) et de rayon r = 2.

3) L’ensemble ( A ) des points M d’affixes Ztelsque: | Z+1—2i|=|Z—-1—1i]|

Z, +1-2i=0 Zy=—1+2i Zy=—1+2i A
Posons : L et => {_ et —>{ et => et

Alors L’ensemble ( I' ) des points M cherché est la médiatrice du segment [AB]
4) L’ensemble ( ¢ ) des points M d’affixes Z tels que : arg( Z - 1 + 2i ) = %+ kr
Posons : Z, - 1+ 2i=0=>7Z,=1— 2i:>A(_12)

Alors L’ensemble (¢) des points M cherché est la est la droite (D) passant par le point

A(_lz) et faisant un angle o = % +km avec I’horizontale.

5) L’ensemble ( o ) des points M d’affixes Z tels que : arg( 2Z- 2+ i)= —% + kn
arg(2Z- 2+ i)= —% + kn

=>—arg(2Z+2-1i) = —%+kn

=>arg(2Z+2—1) :%— km

:>arg[2(Z+1— %i)]:%— kr & arg(2) + arg(Z+1— %i): % — km

:>arg(Z+1— %i):%— ke :>arg[Z— (—1+ %l)] = % —kn
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<=>arg(Zy — ZA)— — —kmAvecZ,=—-1+ —l => A( l)
2

Alors I’ensemble (o) des points M cherchés est la droite ( D ) passant par le point A( 1 )
2

. T .
faisant un angle a = 7 avee I’horizontale.

- Le plan est muni d’un repére orthonormal (0 7; J)

z+1

Soitz = x + iy un nombre complexe distinct de 1 et soit Z = P

Déterminons puis construisons l'ensemble des points M dont 1'affixe z vérifie les conditions

indiquées :
+1
1) |Z|—1<:>|Z+1|—1<:>'Z L elz41=12-1]
lz— 1]
Zy+1=0 Zy=-1 A(Y)
Posons :{ et —>{ et =>

Alors L’ensemble des points M cherché est la médiatrice du segment [AB]

2) Z est un réel.

z+1

z—1

Onsaitque: Z = x + iy

)+l @+D+i0) [+ D+ -D-ip)]

(x+ip)—-1  (x=1)+i(y) (x=1)+(»)’
o x4yt =14i(-2y)  xP+yP-1 i -2y
x-D2+y>  (x=DP+y? (x-DP+)?

Zestunréelsi -2y = 0 =>y =0
Alors I’ensemble cherché est 1’axe des abscisses.
3) Z est un imaginaire

Z est un imaginaire si x> +y°—1=0
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Alors I’ensemble cherché est le cercle de centre (Oj etderayonr=1

Linéarisation.

En utilisant les formules de Moivre et d'Euler, linéarisons les expressions suivantes :
S JU T SO _ 5% . o Breaiind

A(x)=cos’x ; B(x)=sin'x ; C(x)=coS 5 D(x) = cos xesin’x

Linéarisons A; B; C; D

e Utilisation des formules de Moivre

A(x) = cos’x

z +Z)3 _(Z+7)3 7343722743772+ 73

o — 30 — 3
Posons 0 = x => A( x ) = cos’0 = (Cos0) ( 2 ()3 8

(z3+ Z3) + (3z2Z+322%) _ (z3+7Z3)+(322Z+322%) _ (z3+Z3)+32Z(Z+2)
8 8 8

:>A(x):

Or Z™+ Z"=2Cos(nf)=>Z3+ Z3=2Cos(30) et Z+Z =2Cos©
Deméme Z"Z"=1=> 727 =1

2C0s30+6Cos 0 _ 2
A (x ) = 2030 3Los(0) 28 ——= = (C0s30 + 3 Cos0)

== X )= — oS + oS oro=x
A 3(C0s36 +3 Cos6) or 6

=>A(x)= %(Cos3x + 3 Cosx)

3

B(x) =sin’x

7- 7)3_ (Z-2)3 _ 73-3727+3222- 73

Posons 6 = x =>B(x) = sin%0 = (Sin0)3 = ( - =

(2i)3 —-8i

(2°-7%)+ (=322 +327%) _ (2°-Z7°)-322(z-2)

:>B(x ) - —8i —8i

Or Z"— 7" =2iSin(n@) =>Z% — 73 =2iSin(30) et Z—Z =2iSind

Deméme Z"Z"=1=> 77 =1
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2iSin (30)+ 3(2iSin(0)) _ 2iSin 30+6iSin 6

=B(x) = —8i _8i

2i . .
== (sin36 + 3Sing)
—B(x) = — 3 (Sin30 + 3Sing) or0=ux
—B(x) =~ (Sin3x + 3Sinx)

C(x) = cos® ;

ZLZ_)SZ Z+7)5

_x_ — 05’0 = 5 _ (
Posons 0 > > C(x) =cos’0 = (Cosh) > D

7545247 4102372+ 102273+ 527%+ 75

C(x)= 2
75+75)+ (524Z +527*) +(1023Z2 +1022Z3
e ) BT ) +( )
32
75+75)+52Z(23+ Z3) +102%27Z2(Z + Z
() BT 27 (z+2)

32

Or Z"+ 7" =2cos(nf) =>Z°> + Z° =2cos(50); Z% + Z3 =2cos(30) et
Z+Z7Z =2cosf

De méme Z"Z"=1=> ZZ=1etZ?7%=1

2Cos (568)+5(2Cos(36)) +10(2 CosB)
32

2
=> X ) = - oS + oS + oS
C(x) = (Cos56 + 5 Cos36 + 10CosH)

1
=>C(x)=17; (Cos56 + 5 Cos36 + 10CosH) or 6 :g

_ — L (cos 3x x
—>C(x)—16(Cos > +5Cos >+ 10C032)
D(x) = cos3x x sin3x

. . , , 1 .
3x = (cosx x sinx)® . Or 2sinx X cosx = sin2x => sinx X cosx = = sin2x

cos®x X sin 5

. . 1. 3 1
=> cos3x x sin®x = (cosx x sinx)® = (5 sm2x) = gsm3 2x
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1
Posons 0 = 2x =>D(x) = %sin36 = % (SinB)3 = §(

Z- 2)3_ 1 (z-2)3
2i 8 (2i)3
73-3727 4377273 (23—73)+ (-32%z +3Z72)

1
=D(x) =g % —8i - —64i

(z3-Z3)+(-32%Z +322°%) _ (z3-273)-32Z(z-2)
—64i —64i

=> D(X) =

Or Z"— Z"=2iSin(nf) = >7% — 73 =2iSin(30) et Z—Z =2iSinh
De méme:
Zn7h=1=> 77=1

2iSin (36)—3(2iSin (6)) _ 2iSin 36—6iSin
—64i —64i

= D(x) = 55 (Sin30 — 3Sinf) or 0= 2x

=>D(x) = —% (Sin6bx — 3Sin2x)

e  Utilisation des formules d’Euler

A(x) = cos’x

Posons 0 = x => A(x ) = cos’0 = (Cos6)? =

(ei9+e—i9)3 (ei6+e—i9)3

2 (2)3

e3i9+SeZiQe_i6+36i68_2i9+e_3i9
8

:>A(x):

e3i0 +e—3i6 +3ei9+3€—i9 _ (e3i9 +e—3i9)+3(ei6+e—i9)
8 8

:>A(x):

Or e + e=0 =2Cos(nf) =>e39 + e=319=2Cos(30)
Et e + e79=2Cos0
De méme emf o =M= | => o0 o g~i0= |

2Cos(36)+ 3(2Cos(8)) _ 2Cos38+6Cos B

= A(x) = : -

—> A(x)=7(Cos36 +3 Cos6) or 6=x =>A(x) =7 (Cos3x + 3 Cosx)

2
=3 (Cos36 + 3 Cos0)

Nombres complexes

2i o .
=~ (8in36 — 3Sin6)
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Résolution d’équations et systémes.

- Résolvons dans C les équations suivantes :

a)Z> —27Z+2=0 =>A=—4=4i% alors:

7—(—2)—%47:2—21'

e —(—2)+m:2+2i7
1 2(1) 2

=1—1i et Z,= 1) > =1+

=S={1-i;1+i}

b)Z?-2Z+1=0 =A=0alors: Z, =2, =2, =

€)Z? + 2sinaZ +1 = 0=>A=4sin’a — 4 =—4(1 — sin*a) = 4i*(cos*a) = (2icosa)?

_ —(2sina ) — /(icosa )2 _ —2sina — 2icosa

Zy= = —sina — icosa et
1 2(1) 2
—(2sina ) + /QRicosa)?  —2sina + 2icosa . .
Z, = = = —sina + icosa
2(1) 2
=> S = {—sina — icosa ;—sina + icosa}

d) Z? —2cosaZ +1 = 0=>A=4cos’a — 4 =—4(1 — cos’a) = 4i%(sin*a) = (2isina)?

—(=2cosa ) — \/Qisina)?  2cosa — 2isina o
Zy = 20 = : =cosa — isina et

_ —(=2cosa )+ +/(2isina )2 2cosa + 2isina
a 2(1) 2

Z, =cosa + isina

=>S ={cosa — isina ; cosa + isina}
ez’ - 4(1 + i)Z — (45 +26i) =0
A= [-4(1+ D)% - 4(4)[- (45+26i)]=16(1+2i—1) — 16(— 45 — 26i)

S A=720+448i

x% — y2 =720 x% — y2 =720 (1)
2xy = 448 <=> xy= 224 (2)
x% + y? =/(720)% + (448)2 x?+ y? =848 (3)

Effectuons: (1) +(3)

Ona:2x% = 1568=>x%= 784 =>x = —28 ou x =28
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(2):xy =224 =>y= 22
e Six= —28 =>y=%:—8 et 8= x+iy =>8 =—28—8i
e Six'= 28 =>y’=222: 8 et &=x'+iy’ =>8,=28+ 8i

Alors les racines carrées de Z, sont §, = —28 — 8i et §,=28+ 8i

 —[4(1+D)]+ (—28-8) _ —24—4i 1.
%= 2(4) T 373

—[—4 (1+i)]+(28+8i) _ —24 —4i
2(4) 8

3. 1. 3. .
Z,= =4+ 3i=>s={-3-2i; 4+ 3i i}
1) Développons le produit de facteurs suivant : (x — 1)(x® + x? + x + 1)
-3+ x2+ x+1D)=x*-1
2) Résolvons dans C 1’équation Z* = 1
Z'=1 7% -1=0 (2 -1D)(Z2+1) =0 (Z2-1)=0 ou (Z2+1)=0
Alors Z2 —1=0=>7?=1=>Z=-1ou Z=1
DemémeZ? +1=0 =>22=-1®272=i>? =>7Z=—i ouZ=i
=>8={-1;1;-i;i}

3) En déduis des questions 1) et 2) , la résolution des équations

Z-D(Z3+72°+Z+1)=0 et

(-1 + (' (29 +1]0

e (Z-1D(Z3+Z>+Z+1)=0<xZ*—1=0.D’aprés les questions 1) et 2), ona :

Y Y+ G o

. 3
En effectuant un changement de variable, on pose : Z = ( ZZ_

J;i) ainsi 1’équation dévient :
CZ-D(Z3+2*4+Z+1)=0=>2Z1=-1 ;Z,=1;2Z; =—i ; Z,= i

Z+i

_ll:—1<:>3z+i:—1(z—1)<:>4z=1—i
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1—-i 1
:>Z:_=___l
4 4 4
. 3Z+1 i i
~SiZ=10—=1®37+i=1Z-1)®2Z=-1—i
—-1-i 1 1
_>Z: = ————q
2 2
. 3Z+i o .
~SiZy= —i O == ®3Z 4+ i=—i(Z-1) S ZB+)=0=>2=0
3Z+1i 1 3
—Siz,=i® Z_ll:i<i>3Z+ i=iZ-1D)®ZIB-D=-2=>Z=¢ i
~qoft 1. 1 _ 1., 1 _ 3.
_>S_{4 2Ty T 7005 g 51}

- On donne le nombre complexe Ztel que:Z =2+ 3i
1) Vérifions que Z*=—-119-120i
Z'=(2 +30) = 2) +4(2)’ (3i) + 6(2)* (3i)’ +4(2) (3i)’ +(3i)"
=16 + 96i - 216 - 216i + 81 = —119 - 120i =>Z'=—119 - 120i

2) Déterminons les racines 4™ de 1

Les racines 4°™ de 1 sont les racines 4™ de ’unité qui sont données par la formule : [ 1; Zkn
orn=4 =>zy=1; z1=10 ; z,=—1; zz3=—1i

3) En déduisons les solutions de Z* = — 119 - 120i

OnaZz'=—-119- 120i & Z*=(2 + 3i)*.

Donc pour Trouve les solutions de Z*= — 119 - 1204, on multiplie les racines 4™ de ’unité

par (2 + 3i) Ainsi:

Zi,=2zyX(2 + 3i))=Z,=1x(2 + 3i))=2 + 3i
Zy=z1 X2 + 30))=>Z,=ix (2 + 3i) = =3 + 2i
Z:;=72; X2+ 3))=Z;=—1%x2 + 3i)) = —2-3i

Zi=z3% (2 + 30)=>Z,=—ix (2 + 3i) = 3—2i

- ___________________________________
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- Résolvons dans C* les systémes :

Z1><Zz=6 P=6 . ol 14 : . y2 —
1) {Zl+Zz=5 & {S=5 Résolvons ainsi I’équation : X* —SX + P =0
=>X2—-5X+6=0=>A=1 alors X; =2 et X;=3=> =>S={(2;3); (3;2)}

5 {(2 +3i)Z —5Z =-1 ¢))
) 1-0Z+2Z =21+ ()

En multipliant I’équation (1) par 2 et 1’équation (2) par 5,ona:

{(4 +60)Z —10Z = -2 (1)
(5-50)Z+10Z =101 +i) (2)

—> Z[(4 + 60) + (5 — 5i)] = =2 + 10(1 + 0)

8 + 101
=Z7(4+6i+5-5)=-2+10+10i ©Z(9+i)=8+10i =>Z= 9+il
. (8+10)(9— i) 82+82i o .
= 7= 922 82 =14+i=>7Z=1+1i
En Remplagant Z par sa valeur dans I’équation (1),ona: —5Z"= —=5i=>27" =i

=S={(1+i;i) ;0;1+i)}

Résolvons dans C’ le systéme suivant :

x—y+iz=0
{x+y— z=0
A+idx—2y=2z-2i

En utilisant la méthode triangulaire (méthode du pivot de Gauss), le systéme dévient :

(x—y+iz=0

x—y+iz=0 2y —z(1+i)=0
x+y—z=0 = ZQ2+10) =2i
A+idx—2y=2z-2i 2
N =74
2i 2i(2—1i) 24+ 40 2 4 2 4
"2 = i T @ 5 s tig =Z =35tisg
3 .3 1 1 1 1 3 .3 2 .4
=4+ iz ==+ i= =s={(= - i 4T
y T i etx=3 i3 >S {(2 +15, 10+l5,5+l5)}
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- Dans le plan muni d'un repere orthonormé (0, ;, ]) , on considére le polynome P(Z) telque :

P(Z2)=7"-(3+5)Z°+(—4 + 9)Z+6- 4i

1) Démontrons que 1'équation P(Z) = 0 admet une solution réelle que l'on notera Z,, dont on
Déterminera la valeur.

Soit Z; = a cette solution réelle telle que :

Z3—(3+ 5i)Z¢+(—4 +9i)Zy+6-4i=0,
@3- (3+5i)(@)?+ (=4 +9)(a)+ 6 —4i=0
<a®—3a? - 5ia*— 4a+9ai+6—4i=0

3-3a’—4a+6)=0(1)
&(a®—-3a?— 4a+ 6)+ i(—5a°+ 9a—4 :0<:>{(a
(a a a+ 6)+ i(—5a°+ 9a ) (—5a%+ 9a—4) =0 (2)
NB : On résous toujours 1’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons I’équation (2): —5a*+ 9a—4 =0 =>A= (9) - 4(-5)(-4) =1

=>qaq; =1 eta, = %
Et par vérification dans (1), on remarque que :

a; =1 estlaseule solution qui vérifie I’équation ( 1)
D’ouZ, = a = 1 estla solution réelle

2) Factorisons P(Z) puis résolvons dans C 1'équation P(Z) =0

P(Z)=7-(3 +5i))Z* + (— 4 + 9i) Z + 6 — 4i ( En utilisant la méthode d’Horner )

1| -3-5| —4+9i 6—4i

| 1 1 —2-5i | —6+4i
l 1[|-2-5i | —-6+4i 0
Z, a b c

=>7' (34502 +(—4 + 9)Z+6-4i= (Z-7,)(aZ*+bZ+c)

G2~ (B+5)Z°+(—4 + 9)Z+6-4i= (Z-1)[Z2+ (—2—50)- 6 +4i]

- ___________________________________
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DouP(Z)=08Z - 3+5)Z*+(—4 + 9)Z+6-4i= 0

(Z-1)[Z%+ (—2-5)Z- 6+4i|=0®Z-1=0 ou Z>+ (-2-5)Z- 6+4i=0
=>7Z=1=>27 =1 ou Z?+ (—2—-50)Z- 6+4i=0

SiZ+ (—2-50)Z-6+4i=0=>A=[-(2+5)]*— 4(1)(- 6+4i) =3 +4i

x?—y*=3 x>=—y2=3 (1)
2xy = 4 <=>{xy=2 (2)

x4yt =3+ (47 X+ y?=5 (3)
Effectuons : (1) +(3)

Ona:2x%2 =8=>x2=4=>x= -2 ou x=2

2
(2):xy= 2 =>y=_

e Six= -2 =>y=_izz—l et S=x+iy =>6=—-2—-1i
o Six'=2 =>y’=32:1 et S=x'+iy' =>6,=2+1i
Alors les racines carrées de Z sont : §;=—2—1i et 6,=2+ i
_oo( B+ (2D 4.
%2~ 2(1) -7 A
—(=3i)+(2+0) 4 +6i
7,=—(BOYQ@HD 2O, a1 205 243i)

2(1) 2
- Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( 0, ;, ]) , on considére le polynome P(Z) telque :

P(2)=27-4iZ"—(6+i)Z +3i- 1.

1) Montrons que 1'équation P(Z) = 0 admet une solution imaginaire pure.

Soit Z, = ib cette solution imaginaire telle que :

Z3 —4iZ8 —(6 + i) Zy+3i—1=0,

& (ib)3 — 4i(ib)? — (6+i)(ib)+ 3i—1=0

& —ib*+ 4ib* — 6ib+b+3i—1=0

&(b—1)+ i(—b3>+ 4b*>— 6b+3)=0

- ___________________________________
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{ (b=1)=0 (1)

(—b>+4b2—6b+3)=0(2)
NB : On résous toujours 1’équation qui semble la plus facile.
Ainsi résolvons 1’équation (1) qui est la plus facile aRésous:b—1=0=>b =1
Et par vérification dans (2 ) , on obtient :
- (13 +4)%*-6(1)+3=0
@ —-1+4-6+3=0
& =34+3=0
&0=0 Vraie
D’ouZ, =ib = i estla solution réelle

2) Factorisons P(Z) puis résolvons dans C 1'équation P(Z) = 0.

Factorisons : Z° —4i 2> — (6 + i) Z+3i—1

1 —4i —6—i 3i—1
i i 3 -3i+1
l 1 —3i —3— 0

Z, a b c

=>7— 47"~ (6 + )Z+3i-1=(Z-2Zy)(aZ*+bZ+c)

QLA (6+D)Z+3i-1=(Z—-i)(Z-3iZ-3—1i)

DouZ —4iZ’—(6+i)Z+3i—1=0&(Z-i)(Z>-3iZ-3—-i)=0 =>
Z-i=0 ou Z’-3iZ-3-i=0 ©Z=i =>Zy=iouZ-3iZ-3—-i=0
=>A= (—=3i)?— 4(1)(—3—-i)=3+4i

x> —y?=3 x2—y2=3 (1)
2xy = 4 <! xy =2 (2)

x2+ y2 =(3)2 + (4)? x>+ y?=5 (3)
Effectuons : (1) +(3)

Ona:2x% =8=>x?=4=>x= -2 ou x=2
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2
(2):xy= 2 =>y=-

e Six=-2 =>y= =—1 e 6&=x+iy =>8§=-2-i

o Six'=2 =>y’=32:1 et S=x'+iy' =>6,=2+1i
Alors les racines carrées de Z sont : §,=—2—1i et 6,=2+ i

—(3i)+(-2-10) :—2+2i

2(1) : =—1+4+i

le

(B (24D 244

2(1) > =1 +2i

Z3

=S={1i; —-1+i; 1+2i}
- Dans le plan muni d'un repere orthonormé ( 0, ;, ]) , on considére le polynome P(Z) telque :
P(Z) =23 + 2(1 — 2c0s260)Z% + 4(1 — 2c0s20)Z + 8
1) Calcule P(—2).
P(=2)=(-2)3+2(1 — 2c0s26)(—2)% + 4(1 — 2c0s20)(-2) + 8
=—8+8(1 — 2cos20) — 8(1 — 2c0s20) +8 =0
=>P(-2)=0

2) Factorisons P(Z) puis résolvons dans C 1’équation

2 —4cos260 | 4 — 8cos260 8
-2 8cos20 -8
—4cos20 4 0

:

P(Z) = (Z - 2)(aZ? + bZ +¢)

=>P(Z) = (Z +2)(Z%? — 4Zcos26 + 4)
3) Ondésigne par Z; ; Z, et Z3 les solutions de ’équation P(Z) = 0.

Résolvons dans C 1’équation P(Z) = 0.
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(Z+2)(Z* —4Zcos20 +4) =0 =Z+2=0o0u Z> —4Zcos20 +4 =0
Z+2=0=>2=-2

Z? —47c0s260 +4 =0 =>A= (—4c0s26)? — 4(1)(4) = 16c0s?26 — 16
=> A= —16(1 — cos%26). Or cos?26 + sin?20 = 1 =>sin’20 = 1—cos?20
Donc A= —16sin%20 = 16i%sin?26 = (4isin26)>

4c0520 —/(4isin20)2  4cos20— 4isin20 .
=/, = > = > = 2¢0s20 — 2isin20

__ 4c0s20++/(4isin20)? _ 4cos20+ 4isin 20
= . =

Z3 >

= 2c0s20 + 2isin260
S={-2; 2c0s20 — 2isin26 ; 2cos26 + 2isin26}

Calculons le module et un argument de Z; ; Z, et Zs.

Pour Z, = -2

12, = 2 = VA =2

cosa = —- cosa = —1
arg(Z,) est tel que : et <=> et =aq=1
sina =g sina =0

Doul|Zi| =2 etarg(Zy)=m

Pour Z, = 2co0s260 — 2isin260

1Z,| = /(2c0s20)2 + (—2sin20)2 = \/4(cos?26 + sin?20) = V4 =2

__ 2cos26
cosa =— cosa = cos20
arg(Z,) est tel que : et <=> et =q = -260
sina = _252"29 sina = —sin26

D’ou|Z,| =2 et arg(Z,) = —26

Pour Z3; = 2c0s20 + 2isin20

1Z3] = /(2c0s20)2 + (25in26)? = \/4(cos220 + sin?20) = V4 = 2
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__ 2cos26
cosa =— cosa = cos29
arg(Z3) est tel que : et <=> et =q =20
sina = 25‘229 sina = sin20

D’ou |Z3| =2 et arg(Z3) = 20
4) Ondésigne par A ; B et C les points d’affixes respectives Z; ; Z, et Z3.

Déterminons les valeurs de 8 pour que le triangle ABC soit équilatérale

. (e, . . Z3-Z iz
Le triangle ABC est équilatérale si et seulement si Z3 Zl =e'3
2741

Z3—Z1 i~ (2cos 26+ 2isin26)—(-2) T .. 2¢0s20+ 2isin20+2
=es — = cos = +isin
VARAL (2c0s260—-2isin260)—(=2) 3

S|

1
=-+4i
3 2c0s20— 2isin26+2 2

cos20+isin26+1
cos260—isin260+1

1 /3 2c0s20+ 2isin260+2 .
=18 o — =1+iV3
2 2 cos20—isin26+1

& 2c0s20 + 2isin20 + 2 = (1 + iv3 )(cos26 — isin20 + 1)
& 2 + 2c0s26 + 2isin20 = (1 + cos26 +3sin20 ) + i(V3 + vV3cos26 — sin26)

2+ 2c0s20 = 1+ cos26 + V/3sin28 c0s20 —/3sin260 +1 =0
= L=

2sin26 = /3 +/3c0s20 — sin26 c0s20 —+/3s5in20 +1 =0
c0s20 —/3sin20 + 1 =0 & cos20 —+/3sin20 = —1 ¢>cosgc0529 - sin%sinZ@ = —%

cos (g + 26) = —cosZ & cos (g + 26) = cos (n - E) & cos (g + 26) = cos (Z—R)

3 3 3
T 120 =240k 20 =20 _T 4 ok m
3T20 =75+ 2km =3 —gtékm 20 = 3+ 2kn
L= ou L= ou L= ou
T120=-24okm (20=-22_T4oknr |20 = —n+2kn
3 3 3 3
9=%+k7r
o ou = ee{%+kn;kez}u{—g+kn;kez}
9=—§+k7r
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9
- Soit f la fonction a variable complexe Z telle que : f(Z) = Z* — 37’ + EZZ— 3Z2+1

1) Prouvons que si Z;, est une solution de 1’équation f(Z) = 0 alors les complexes :

= 1 .
Zy et -~ en sont aussi.
0

9
Z, est solution de I’équation f(Z) =0 <> Z§ — 3 Z§ + > Z:-3Z,+1=0

En appliquant la propriété du conjugué (Z + 2 = Z+ Z' ), ona:

— — — 9= —
74— 3723 + 322-3Z +1=0 © 72§ 373 +25 =37, +1=0

De méme 1 est aussi solution si <i>4 — 3<i)3+ 2 (i>2— 3x L +1=0
Zy Zo Zy 2\Zp A

Conclusion : si Z; est une solution de I’équation f(Z) = 0 alors les complexes :

_ 1 .
Zy et — en sont aussi.
Al

2) Déterminons f(1 + i) eten exploitant ce qui précéde, trouvons toutes les solutions
de I’équation f(Z)=0.

FA+D=(1+D =30+ D+ A+ D31 +D)+1=0=>

7 o—14i : F=1—i: 1 1 1-i  _1-i_ 1 1't(—1)*1+1
0 Lo do 7z 1+ 2z 2z 2z 209 \z ) 2ot
A . . . . .1 1. 1 1.
D’ou les solutions de I’équation f(Z)= 0 sont : S={ 14+i;1—-1i; T yliyt i }

-Soit le polyndme P(Z) définie par: P(Z) = Z* - (1 +v2)Z3 + (2 +v2)Z? - (1 +V2)Z + 1
2
1) Vérifions que : P(Z) = Z? [(Z + %) - (Z + %) (1+v2)+ \/7] avec Z # 0
P(Z)=2*-(1+V2)Z3 + (2+2)2* - (1+V2)Z + 1
En mettant Z? en facteur, on a :

P2) =222~ (1+V2)Z + (2+2) -5 (1 +V2) + Ziz] &

1
A

P(Z):ZZ[ZZ—Z—\/fZ+2+\/7— V2 i] &
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P2)=22[(22+ 2+ 5 )+ (-2-35) + (Viz-2)+v2| @

P2)=22[ (22 + 2+ Ziz)—(z+%)—\/7(z+%)+x/7] &

p2)=22|(z 12—(2 DNa+v2)+ VZ|®
(2)= (+Z) +Z)(+ )+
2) En utilisant la question précédente, résolvons l'équation P(Z) = 0.

P(Z):O®Zz[(z+%)2—(Z+%)(1+\/7)+ \/7]¢>Z2¢0 ou

12 1 B
(z+3) - (z+3)(A+V2)+ V2 =0
Effectuons un changement de variable en posant X = + % , alors I’équation dévient :

X2 = X(1+v2) + V2 =0=>A=[-(1+V2) —4(D(V2) =1 - 2v2 + 2=>
A= (1—\/7)2.Ainsi ona:

;[—(Hﬁ)}—\/(l—mz _ (VD)= (1= V2) _14VZ— 1447 _ 27

1 2(1) 2 2 2

V2

e R CRat) LN G R R, FUCH, SR, SR,

1 2(1) 2 2

2
===1
2

S SIXVZ@Z+ V2@ 2 V2120 A= (V) — 4 =2 -4

=—2=>A=2{%
2—1iV2 2 2+iV2 2
Alorszlzrz”/_zg—ig et Zzzrz”/_zg+ig

- SiX=1®Z+ %:1®Zz—Z+1=0:>A:(—1)2—4(1)(1)=1—4:—3

=>A=3i?

C1-iV3_ 1 /3 C1+iV3_ 1, V3
Alors Z3 = > 5 i et Z,= 5 —2+12
e VT T VT, NZ 1 B 1, .
DOUS—{T lT'T-}_lT'E lT ,E‘l‘lT}
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-On considére dans C le complexe u tel que : u = —1 — 2iv/2

1) Calculons les racines carrées de u

x2— y?=-1 x?— yr=-1 (1)
2xy = —2+/2 @{xy= -2 (2)
x>+ y2=3 x>+ y?=3 (3)

Effectuons : (1) +(3)
Ona:2x%2=2=>x%=1=>= -1 ou x=

(2):xy=—2 =>y= -2

X

e Six= -1 =>y=__—f:\/§ et & =x+iy =>6=—1+iV2
e Six'=1 =>y’=_1—\/§: —V2et &= x'+iy' =>8=-1-iV2

Alors les racines carrées de Z sont : §;=—14+ivV2 et §,=1—iV2

2) Résolution dans € I’équation 27 + 2iZ + iv/2 =10

Ona= & = ()~ @)(V2) = -1-2ivZ = (1 - iv2)’

D’ou :
g _—btel _ 1 (1+2v2) _ 1 142v2
= = :__l
17 2a 2 2 2
_—b+82 ___1_1_1—2\/E:>S_ _1_i1+2ﬁ 1 1-2y2
279, 2 2 2 2 2 2

3) Montrons que : |Zi + Zi| =2
1 2

1 1 _ |Z1 +Zz| _ N
Al Zy Z1 XZy -

- ___________________________________
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Figures géométriques dans le plan.
- Soient 4, B, C trois points d'affixes respectives : —1-i ; 2 + 3i ; —10- 13i.
Za=—1-i=> A(-1;-1
Zg=2 + 3i=> B(2;3)
Zc=—10-13i=>C(—-10; —13)
Démontrons que: A; B; C sontalignés :
A ; B; C sontalignés si det( AB; R):O

A8 (5 20)=>AB(3) e AC () =>ac (S,

det( AB ; R):P; __912|: (3)(=12)= (4)(=9)=—36+36=0

Puis que det( 4B ; AC )= 0 alors les points A; B; C sont alignés.
- Soient A, B, C trois points d'affixes respectives : 3 + i ; 2i ; 2 - 2i.

Soient A, B, C trois points d'affixes respectives : 3 + i; 2i; 2 - 2i.

Zy=3+i=A(3;1)

Zg= 2i=> B(0;2)

Zce=2-2i=>C(2; —=2)

1) Démontrons que ABC est un triangle rectangle et isocele en A. (on fera une figure).

ar (ZC_ZA) =-Zoul
. . . 9\z2,-2, z %43
A; B; C estun triangle rectangle et isocéle en A si : ot
AB = AC
o Ze=Zp _ (2-2))- B+ _ —1-3i _ (=1-3i)(=3-i) _ 10i
N Ze—Za 2i) - @B+i) -3+ (—3)2+ (1)2 o ¢

Zc—Z . T
etarg (Zg— Zj) = arg(i) =5

AB=/(xp — x)? + (yp — y4)? =/(0 = 3)2+ (2~ 1)2=+10
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AC:\/(xC_ x2)* + (Ve — ya)? :\/(2_ 3)2+(-2- 1)? =10

Zc—7Z

arg (u) _r

. . Zp—1Z4 2
Conclusion : Puisque : et

AB = AC = V10

2) Déterminons l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point D).

ABCD soit un parallélogramme si AB = DC & Zg—Zy=Z;— Zp;ouZp est I’affixe du
point D.

Zy—Zy=Zc—Ip =>Zp=2Zc—Zp+Zy=>Zp=(2-2i)—(2i)+(3 + i)
=>7Zp,=2-2i—2i+3 +i=5-3i.

D’ou l'affixe du point D est tel que Zp, = 5 — 3.

Autre méthode :

_—  —

ABCD soit un parallélogramme si AB = DC

orAB= () =D =) pe=() - (57)
a8 = pee=(57) ==~ (51 5 - F 2

D’ou D(_53) et par conséquent l'affixe du point D est tel que Z, = 5 — 3i.
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- Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectives: =1 + i ; —1-1i ; 2i ; 2- 2i.
Zy= -1+ i=>A(-1;1)
Zg= —1—-i=> B(-1;-1)
Zc=2i => (02
Zp=—2 —2i=> D2 ;-2
1) Etudions la nature des triangles ABC et BCD.

Pour le triangle ABC

Ze—Za _ (20— (14D _ 1+i _ (1+DQi)
Zg—2Z, (—1-i) — (—1+i) —2i (0)2+ (—2)2
Zc—Z —242i -1 1
_Zc=Za _ =1, 1
Zp—274 4 2 2

Zc—27 1, 3
Etarg (Zg— Zj) = arg(T + 3 l) =

AB=/(p — x)?+ (5 — ya)? =V (=14 3)2+(-1- D? =22

AC=[(xc = x)*+ (e — y)? =JO+ 12+ (2~ 1)2 =2

BC=/(xc — %)%+ (e — ¥5)? =J/O+ 17+ 2+ 1)2 =V10

Alors le triangle ABC est quelconque.

Pour le triangle BCD
Zp—zp _(2-2)— (-1-1) _ 3-i _ (3-D0-3) _ -10i
Ze—Z5  (21) - (m1-1) 143i (D2t (3)2 10

Zp—Z , T
Et arg(ZlC)_ Z?)Z arg(—i) =— >

BC=/(xc — %)%+ (¢ — ¥5)? =0+ D2+ 2+ 1)? =10

CD =Gty — %) + 05 — ¥0)? =@~ 0)2 + (-2 — 2)? =20 - 5VZ

BD =/(xp — x5)* + (p — ¥5)? =2+ D2+ (-2+ 1? =10

Alors le triangle BCD est rectangle et isocele en B.
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2) Démontrons que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
Déterminera le centre et le rayon.
Soit Q( x; y ) les coordonnées du centre de ce cercle.

les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle si :

d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D;Q)=r

d(A;Q)=d(B;Q)&/(xg — x2)2 + (vo — y2)%= J(xg — x5)% + (g — ¥5)?

SJx+1)2+@ —1)2=Jx +1)2+(y +1)2

@(x+%+(y— 1)2 = (x +/1/)2+(y +1)?

@y —-1)Y= (@ +1)*

-2y = 2y =>y=0

d(C;Q)=d(D;Q) &g — x:)% + (g — ¥0)?= /(xg — xp)? + (vg — ¥p)?

& Jx—02+@ —2)2=/(x—-2)2+(y +2)?
Sx—-0)Y2+@y —2) = x—-2)P+(y+2)

En remplagant y = 0 par sa valeur dans 1’équation ci-dessus, on a :
—4x+4=0=>x=1

D’ou 2( )

Orlerayonresttelque r=d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D;Q)

=>r=J(x+1)2+(@ —1)2 =/1+1)2+(0 - 1)2 =5

D’ou les points A, B, C,D appartiennent & un méme cercle de centre .(2( é ) et de
rayonr =+/5

On consideére un repére orthonormé directe (O ; u,v )du plan complexe. Soit les points
A ; B ; C d’affixes respectives :

2 [Cos (i—g) + iSin (i—g)]
cos(Z)- wimn(2)
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1) Ecrivons les complexe Z,; Zp et Z; sous forme exponentielle.

3 3,
Z=—1+i=>Z,] = V2 etarg(ZA):Tn —>Z,=\Zet
2 cos (22) + isin (22)] 2T :
Zg= o PoS =>Zp= ——=2e3' =>Zp=2e3
cos (5) -isin 5) e’s'
Ze=2-2i =>|Z;| = 22 etarg(ZC):—% :>ZC:2\/§e_%i

2) Déterminons 1’affixe Z, du point D tel que le triangle OBD soit équilatéral direct, c'est-a-
dire la mesure de I’angle ( OB ; oD )= %

Zp—Zop _

. . . . T Z T
OBD est équilatéral direct si et seulement si : e3s & Z_D = e3' (car Daffixe de
B

B— 40

. 2m, T, )
lorigine Z, =0). Alors Zp=Zge3' =2e3"' X e3' =2e™ =2(-1)=-2=>7Z,=-2

—

- Le plan est rapporté au repere orthonormé directe ( O ; Uu;v ).
On consideére :

e Lepoint A d’affixe Z, =5—iV3.
e Le point B d’affixe Zjp est tel que OAB soit un triangle équilatéral direct c'est-a-dire
la mesure de I’angle ( 04 ; OB )= g

e Lepoint Q d’affixe Zj est tel que le point Q soit milieu du segment [OB].

e Lepoint K d’affixe Zy est tel que ABQK soit un parallélogramme.
1) Déterminons les affixes Zp ; Z, et Zy respectivement des points B; Q et K.

T .
to-to St g%

- OAB est équilatéral direct si et seulement si : =
Za—Zo Z

(car I’affixe de ’origine Z, =0 ). Alors Zp= ZAe%i = ( 5— i\/§) X (cosg + isin%) =>
. 1, .43 .

Zz=(5—-iv3) x (§+ 17) = Zy=4+21V3 et B(, )

- Q est milieu du segment [OB] si et seulement si :

_xp+xp_ 0+ 4 y0+y3_0+2\/§

—=2 et =
2 2 Ye 2 2

=3 :>ZQ:2+i\/§etQ(\/2§)

XqQ

- ABQK est un parallélogramme si et seulement si AB =KQ < (’;IZ i’;‘;) = (’;% :’;”(() &
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) ) . ) 2 —xg=-1 =3
(2j§+5\/§) - (\2/§—xyKK)¢>(3\/1§) (3_ xyKK) {\/_ ;i = 3\/_ {J;Z( =-2/3
= Zx=3-2V3 et K(_ ;)

4 estun imaginaire pur et en déduisons la nature du triangle OKA.

Z
2) Démontrons que

K
Zg —Z4 _ (3-2iV3)-(5-iV3) _3-2iV3-5+iV3 _ —2-iv3 _ (-2-iV3)(3 +2V3)
Zy (3—2iV3) 3-2iV3 3-2iV3 3)2+ (2v3)"

Zy —Zs _ =73 .
=> — —1
Zx 21
Ly —
Dot X4 estun imaginaire pur. D’ou le triangle OKA est rectangle en O.

3) Soit C la point d’affixe Z; tel que Z, = %

Zy —7Z .  1s . .
a- Calculons —~—=% Puis en déduisons une relation entre les points B; C et K

k—Zc
2Z, 2 , 10 . 2V3
ZC:TAZEZA:_(S_lﬁ):__lT
_ k=2 _ (3-2iV3)-(4+2iv3) _ 3-2iv3-4-2iW3 _ -1-4iv3 _ —(1+4iV3)
N e B e
Zg —Z 1
=K -8 =1 =3 alors £ est un réel. Dot les points B ; C et K sont alignés.
Zk—Zc 3 Zk—Zc

- On considere I'ensemble des complexes Z,, telsque:Vn € C ona:

ZO =1
1+
{Zn+1 = Tzn

1) On note M,, le point d'affixe Z, dans le plan rapporté au repére (O ; U ; ¥)

Calculons Z; ; Z5; Z3 et Z,.

1+ i 1 1. 1+ 1.
Zl — 2 ZO => Zl ——2 +—2 L ’ 22 — 2 Zl => 22 — —2 1
1+ i 1 1, 1+ i 1
Iy= I, > L= —, Vil 1ly= Iy > = -
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Z -Z
2) Calcule le quotient : % puis en déduis la nature du triangle OM,, 1 M,

n+1

14 A

. n 1+

Onsaitque Z, 1 = Z, => = T3 (carZ,4q = Z,)
2 Zn+1 2 Zn 2
1+ 1+

_Int1=Zn _ Zn( 2 —1) _ ( p —1) -1+ 0 (=1+0)0-0) _ -1+i+i+1

Zn+1 Z, (1) () 1+ D2+ (1)?2 2

2i . Zn4+1—Zn . s .
=5 = = Y est un imaginaire pur. Alors OM,, 1M, est un triangle rectangle en O.
n+1

Transformations géométriques du plan.
- Soit (S) l'application de P dans P qui & tout point M d'affixe Z associe Z' d'affixe M’ tel que

Z'=(1 + i)Z + 1 - i. Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de (S).

- Rapport:k =|1 + i|=/(1)2+ (1)2=+2

- Angle: 6 =arg(1l + i):%

1—i
- Centre: o= avec a=1+ietb=1-i="0=T""—"—""7=>
1—a * 1- (1+i)
1—i 1-i _ (1-1)@) : .
=TT ;T 7 1 =1 + i alors le centre a pour coordonnées QG)

- Soit la similitude directe plane S de centre A(1; 1) ; de rapport V2 et d'angle % par

la similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformer le point M' d'affixe Z'.

Exprimons Z' en fonction de Z.
Ona:lecentre A(1; 1) ; rapport k =+2 et ’angle 0 :%

L’expression de Z' en fonction de Zest donné par la formule suivante : Z' = aZ + b
Cherchons ainsi les complexes a et b.

T

a=la|(cos +isin@) & a =k(cosf +isinf)=>a :\/i(cos% +ising

):>a=1+i

b
On sait que le centre A(1 ; 1) a pour affixe &1+ i= = or a=1+1®

—a

b b
. o . N b
1+ —1—(1+i) 1+ 1o 1+ y b=1—-1i
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DouZ =1 +)Z+1-i

- Soient A, B, C et D les points d’affixes Zy=—1-i;Zg=1i;Zc=1 4+ 3i;Zp=5 + i.
Soit S la similitude directe transformant A en C et B en D.
1) Détermine le rapport k et I’angle 6 de S

La traduction schématique d’une similitude directe S qui transforme AenC et BenDest:

A C
B D
[AB] | [CD]

[CD]

ZD_ZC| _ |(5+i)—(1+3i) _ |4—2i| _V16+4
Zp—2Zy4 i—(—1—0) [1+2i] VIit+d

=

B _
i

o fk=—"—7m

[AB]

4—2i

Zp—Z i T
e 0=mes(AB;CD)=arg (ZZ_ZZ) =arg (i+2i) =arg (—-2i)=— 2

2) Déterminons 1’écriture complexe f associée a S.
L’écriture complexe f associéea Sest: f(Z) = aZ + b.

La traduction algébrique d’une similitude directe S qui transforme AenC et BenDest:

aZA +b= ZC (1)

S(A)=C ot S(B) = D<:>{a23+b:ZD 2

. _ . :ZC_ZD _ —4+2i Y
()~ Q) =>a(Zy-Zo)=Ze-Zp=>a =720 = 0 = =2

Dans 2)ona:aZg+b=Zp=>b=Zp—aZg=>b=(5+1i)— (= 2i)(i)
=>b=5+i+2°=5+i-2=3+i=>b=3+i

D’ou I’écriture complexe fest f(Z) = —2iZ + 3 + i

3) Déterminons I’affixe du centre Q de S.

340 (3+)(1-20)
1-(=2i)  (1)2+(2)2

b
Soit @ I’affixe du centre de Q tel que : ® = T =1-i.
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- Détermine la traduction complexe de la transformation (I") dans chacun des cas suivants :

1) La traduction complexe d'une translationest: f(Z) = Z + q.
fA=B&Lf(-1+i) =-2+3i®-1+i+tq=-2+3i=>q=-1+ 2i

Dou f(Z)=Z —1 +2i
2) La traduction complexe d'une homothétie est f(Z) =kZ + q.
fLA) = BOF(-1+10) = =2 + 3i &2 (=1 + D+ q==-2 + 3i=>q=— >+ 3
boi fy=tz 345,
ou f(Z)=3 >t 3t
3) La traduction complexe d'une rotation est f(Z) = e’z + q.

f(A) = B& f(-1+ i):—2+i®ef37”(—1 +i)+q=-2+i
=>q=-2+i(1+2)

.3
Doit f(Z)=Ze'* — 2+i(1++2)

- Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i
1) Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i

Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de f si: a=2puissia=—1i
Sia =2

2 =aZ +3i & f(Z)=2Z +3i

e Montrons que f admet un point invariant :
f admet un point invariant si : f(®)=o & 20t3i=0 & o=-3i=> Q(0; —3)

e  Ainsi déterminons la nature de f
Pour cela, on exprime Z’— o en fonction de Z— o <

7> =27Z+3i (1)
0=20+3i (2)
En effectuant (1) —(2);ona:Z’—®=2(Z— ® ) ; sous la forme :
72’ — ® = k(Z — ®) qui est I’écriture complexe d’une Homothétie
e  Ces ¢léments caractéristiques sont :

- Centre: Q(0; =3)
- Rapport: k=2
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Sia=—i
7 =aZ+3iSf(Z) = —iZ + 3i

e Montrons que f admet un point invariant :

Nl W
~.

L . . . . 3
f admet un point invariant si : f(@)=0 & —io+3i=0 & 0 = 5 +
3 3
22

e  Ainsi déterminons la nature de f
Pour cela, on exprime Z’ — o en fonction de Z— o <

Z?=—iZ+3i()

o =—Io+3i(2)
En effectuant (1) —(2);ona:Z’—®=—i(Z— ®) ; sous la forme
7’ — ® = e*(Z — ») qui est I"écriture complexe d’une Rotation

e  Ces ¢léments caractéristiques sont :

- Centre : Q(% '%)
- Angle:arg(—i):—g
2) Soient A(1) ; B(2+1i); A’(2i); B’(1 + i)

Vérifions que AB = A’B’

Nombres complexes

Puis démontrons qu’il existe une unique rotation r telle que r(A)=A’ etr(B) =B’

AB=A’B’ =+/2
rA)=A"=>A'—0=c"(A—0)=>2i —o=c%(1-0) (1)
rB)=B =>B'—0=¢"B-—0)=>1+i —0=¢"Q+i —n) (2)

(1)—(2)donne: ei“:—i:>a:_%+2kn
i i . 3+i T
On en déduit que 2i —o=—i(l —0)= o - et d’angle -1

1 . . 3+i i
On en déduitque 2i —o=—i(l—0)=>0 = - et d’angle -3
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- On considére dans C ’équation (E) : Z* — (4 +iv3)Z% + (3 + 4iV/3)Z - 3iV3 =10

1) Montrons que (E) admet deux solutions réelles que 1’on notera a et 8 puis une solution
imaginaire pure que 1’on notera w.

Recherche des solutions réelles :

Soient @ = a4, et B = a, les solutions réelles de 1’équation (E) telle que :
a®—(4+iV3)a* + (3+4iV3)a—3iV3=0 &
a’>—4a*+3a=0

(a® —4a® +3a) +i(—a’V3+4aV3-3V3) =0 & et
—a*V3+4aV3-3V3=0
En utilisant 1’équation (2), ona : —a?v3 +4aV3 —3V3=0®-a?+4a—-3=0
=>aq; =1 oua,=3
D’ou les solutions réelles de I’équation (E) sonttellesque:a =1 et =3
Recherche de la solution imaginaire pure:
Soient w = ib, la solution imaginaire pure de I’équation (E) telle que :
(ib)® — (4 +iV3)(ib)* + (3 + 4iV3)(ib) —3iV3 =0 ©

4b? — 4b\V3 =0
(4b? — 4bV3) + i(-b*+b*V3+3b—3V3) =0 & et

—b*+b*3+3b—-3vV3 =0
En utilisant 1’équation (1), ona : 4b?> —4bv/3=0=0 &b> —by/3 =0
=>p; =0 (arejeté) ou b, =+/3 (aretenir)
D’ou la solution imaginaire pure de ’équation (E) est telle que : w = ib = iv/3
2) Soit f, I’application de C dans C telle que pour tout nombre complexe Z, on a :

f(Z) =aZ +b.

a-Déterminons les réels a et b pour que f(w) = w et f(a) =B.
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et

fw) =w avw+b=w avw+b=w
Lies “laroes 1
fle) =8

ac+b= —aax—b=-

=aw—-—ax= w-—f

- i3)-3) -3+ -3 +iV3)(-1-iv3
Saw-a)=w—-B=>a=2L :>a=(l_) = 3+l.ﬁ=( W3)( ; )
o=@ (W3)-»  -1+i/3 (-12+(V3)
B 6 + 2iy/3 3,.43 _ 3, .3
== = P —?+17 ==qa —?+lT
Ainsi en remplagant a =%+i§ par sa valeur dans 1’équation (1), ona: b =%—i§

b-Calculons le module et un argument de a.

a =%+i§:>|a| =V3 et arg(a)=%

c-Donnons la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.

f(Z) = aZ + b avec a =%+i§e<c-{—1;1} et b=%—i§e C

Alors la transformation f est une similitude directe dont les éléments caractéristiques sont :

- Rapport: k = |a|] =3
Y

- Angle: 0 =arg(a) =-

6
\ ERY S S S RN
. , __2 2 _ 2 2 _ 2 2 .3 0
- Centre..(Zdafﬁxe—l_af1 (i ﬂ) 3 7 T 'E*l\/?f>ﬂ(\/§)
“\7 Ty 272 2t

- Montrons que pour tout point M de P*, le point M’ est distinct de A.

Posons M = A=>7 =2i &

donc M'# A
1) Démontrons que Test une bijection de P* sur lui-méme.

2iZ—-5
“—o = 20 0 2iZ -5 = 2iZ + 4 —5 = 4 impossible,

2iZ—-5

2= p2iZ-5=b(Z—2i)
Z—2i

Résolvons 1’équation Z' = b &

Z(b—2i) = =5+ 2ib

2ib—=5
b—2i

=7 = sib # 2i.
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Puis que I’équation Z = b admet une unique solution Z donc Test une bijection de P* sur lui-
méme.

Déterminons sa réciproque T 1.

2ib-5

=Tl p* > p*
b—2i

7 =

MZ)-M(Z)) 7 =

2iZ-5
YASYA

2) a- Montrons qu’un point M de P* est invariant par T si et seulement si son affixe vérifie la
relation : Z2 — 4iZ + 5 = 0.

2iZ-5

—2i

M est invariant par T si et seulement si Z' = Z < =7

2iZ —5=27(Z—2i) ®Z%—4iZ + 5 = 0. D’ou la relation vérifiée.

b- Trouvons le réel a tel que : Z2 — 4iZ +5 = (Z — 2i)* + a.

22— 4iZ7+5=(Z -2 +a. D22 —4iZ+5=22—4iZ—4+a>5=—4+a
=q=09.

D’ou Z? —4iZ +5=(Z — 2i)* +9.

c- Montrons alors que T admet deux points invariants B et C.

T admet deux points invariants si Z2 —4iZ +5=0<% (Z - 20)?+9=0 <%
(Z-2i-30)(Z-2i+3) =0 (Z-5)Z+i)=0=>Z=5iou Z=—i
Dou B(3) et B( )

On appelle (D) la droite passant par O et dirigée par ¥ et (D*) la droite (D) privé de A.
Montrons que (D*) est globalement invariante par T.

(D*) Passant par O et dirigée par ¥ donc (D*) = (0y) — {A}. Or B et C € (Oy) =>
(0y) = (BO)

Si B et C sont les points invariants alors T(BC) = (BC) = (0y) = (D) =>T(D*) = (D*).

Donc (D*) est globalement invariante par T.
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3) a- Montrons que pour tout Z # 2i, |2 — 2i| X |Z — 2i| = 9.

. 2iZ-5 ) . e , _2iZ-5 ]
zZ = PRy (en ajoutant —2i a tous les membres de I’égalité),ona:Z —2i = 721 2i
—zl —zl
' . 2iZ-5-2iZ—4 ' . -9 ' . -9 ' . 9
=> — = —_ [ —— — = |— — [
7 —2i S e —2i =7 2 |Z_2L,|<:>|z 2i| = o

S|z = 2i| x |Z = 2i| = 9. Ce qu’il fallait Montre.

b- Soit (I")le cercle de centre A et de rayon 3. Montrons que (I") est globalement invariante par
T.

Onsait que |Z —2i| X |Z —2i| =9 > AM x AM' = 96> AM x AM' =3 x3

=>AM' =3 et AM = 3.

Si AM' =3 alors M appartient au cercle de centre A et de rayon r = 3.

De méme Si AM = 3 alors M appartient au cercle de centre A et de rayon r = 3.

Conclusion : AM = AM' <> M et M’ appartiennent 4 un méme cercle (T).

D’ou (I') est globalement invariante par T ¢’est-a-dire T(I") = (I').
-Ondonne:ZA =—=2+4+6i; Zg=1-3i ; Zo=5+5ietZy=24+4i
1) Soit S la similitude plane directe qui tout point M d’affixe Z, fait correspondre le M’

d’affixe Z'tel que : Z' = 3iZ + 13 — 9i.
a- Donnons les éléments caractéristiques de S.

- Rapport: k =|3i|=v3%2=3

s
- Angle: 6 = arg(3i) =7

13-9i 13-9i )(1+3i
avec a=3i et b=13—-9i => 0= ':( X )
1-3i 10

- Centre:o= I

=4+3i
Alors le centre a pour coordonnées Q(g)

b- Déterminons 1I’image des points C et D par la similitude S

L’image C’de C esttelle que Zpr = 3iZ; +13 —9i =3i(5+5i)+ 13 —-9i = -2+ 6i = Z,.
Alors S(C) = A

L’image D’ de D esttelle que : Z)y = 3iZp, + 13 -9i =3i(2+4i)+13-9i=1-3i =
Zg. Alors S(D) = B
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c-Montrons que les vecteurs CD et S (€)S(D) sont orthogonaux.
1" méthode :
S est une similitude directe d’angle 0 :% . Alors les vecteurs CD et S (€)S(D) sont

orthogonaux.

2™ méthode :
Zy=-2+6i =>A(7) 5 Zz=1-3i=>B("); Zc=5+5i =C(}) etZ, =2+4i

~0()

CD et S (C)S(D) sont orthogonaux si et seulement si CD«AB =0

D (5p56) = (i) =CB(3) et SOSO) =48 = 4B (5 71) = (1) —4B(2)

CDeAB=()e(})=(=3@+(D(=9)=-9+9=0

Alors les vecteurs CD et S (€)S(D) sont orthogonaux.

2) Soit R la similitude plane directe qui transforme B et C et D en A.
a-Trouvons la relation liant I’affixe Z d’un point M et I’affixe Z' de son image R(M).
Larelation liant ZetZ' est: Z'= aZ + b.

aZB +b :ZC (1)

S(B)=C et S(D)=A<:>{azD+b=ZA (2)

)= ()= a(Zy—Zo) = Zo—Zn—=> a—£24 = 7L _
(D -@)=>a(Zg—Zp)=Zc - Zx= a_ZB—ZD_—1—7i =1

Dans 2)ona:aZp+b=2Z,=>b=Zy—aZp=>b=(—2+6i)- ()2 +4i)=>b=2+4i
D’ou I’écriture complexe f est Z = iZ + 2+ 4i
b-Donnons les éléments caractéristiques de la similitude R (on appellera J le point invariant).

- Rapport: k =]i|=1
a
- Angle: 0 = arg(i) =7

2440 (244i)(1+0)
1-i 2

- Centre: Z; = avec a=ietb=2+41 =7 =

1—a
=—-1+3i

Alors Zy=—-1+4+3i

Montrons que les vecteurs BD et CA sont orthogonaux.

T —_— —_—
R est une similitude directe d’angle 6 = 7" Alors les vecteurs BD et CA sont orthogonaux.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 1. Nombres complexes. Page 66



Nombres complexes

c- D’apres les quadrilateres DBCA et CDAB, le point D représente 1’orthocentre du
triangle ABC

3) Montrons que J est un point de la droite (AB).
Zm=(1-30)—(-2+6i)=3-9i
Zzp = (=143 +(-2+6i)) =1-3i
Alors Zzy = 3Zz;. Donc ] est un point de la droite (AB).

Donnons une mesure en radian de I’angle des vecteurs (ﬁ ; ﬁ)

mes(BC 5 BA) = arg (7272) = ara (55) =§

- Soit @ un nombre complexe.

1) Résolvons dans C I’équation : (1 +i)Z? —2i(a + 1)Z + (i — 1)(a? +1) = 0.

A=[-2i(a+ D]*—41+ D) —1(a®+1) =4a? —8a + 4 = (2a — 2)?
2i(@+1)—Qa-2) —(a-D+(a+1)i [-(a—D)+(a+1)i](1—i) 2+2ai .
1= - = - = = =1+ ai
2(1+i0) 1+i 2 2

7 = 2i(a+1)+R2a=-2) (a—D+(a+1)i [(a—1D)+(a+1)i](1—0) _ 2a+2i .
2= 2(1+i0) - 1+i - 2 =T, Tatt

S={1+4+ai; a+i}
2) Soient Z; et Z, les solutions de cette équation.

Trouvons entre Z; et Z;, une relation indépendante de a.

Zy=1+ai —a=4"2 =iz, - 1)

Zy=a+i=>7Z,=—i(Zi—D+i=—-iZ;j+i+i=—-iZ; + 20 > Z,+iZ; - 2i=0
3) Caractérisons la transformation f du plan complexe qui, a tout point M; d’affixe Z;
associe le point M, d’affixe Z,.
On sait que : Zp+iZ; —2i =0=>27, = —iZ; + 2i.Icia = —i etb = 2i

- Angle: 6 =arg(-i) = %

b 2i 2i(1
- Centre 0 esttelque: Z, = —a= 1_-:1 l(z

il-i=1+1i. Dou.Q()
Alors f est une rotation de centre .Q(l) et d’angle 0= g
4) On pose Z; —x+1y et Z,=x +iy.

a- Exprimons x et y' en fonct1on dexet y.

Onsaitque: Z, = —iZ; +2i @ x +iy = —i(x +iy) +2i @ x +iy = —ix+y+2i®
v Lo e . (x =y

x +iy =y+i(—x+ 2). Paridentification, on a : {y = 42

b-  Déterminons I'image par f de la droite (D) d’équation x +2y —1 =10

. (x =y y=x

Onsaltque.{y =y 42 {xz—y’+2
I’équation de la droite (D): x + 2y — 1 = 0. D’ou I’image (D")de la droite (D) est : (D"):
-y +2+2x —1=0®
(D) -y +2x +1=0 D)y —2x =1=0

. Ainsi remplagons x et y par leur valeurs dans
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Problémes.

iZ
- Soit f ’application de C— {— i} dans C définie par :f(Z) = Zl_-l-z . Dans le plan complexe

rapporté au repére ortho normal direct(o, u’, ¥), on note M le point d’affixe Z.

1) Déterminons les coordonnées du point B dont I’affixe Z et telle que f(Zp) = 1 + 2i

i Z
fZ5) = 1420 ® == 1+2i ® iZy = (1+20)(Zy +1) @ iZy = Zp + 1 +2iZy —2
.
iZy— Zy—2iZg = —2+1i <i>ZB(1+i)=2—i:>ZB=1—+;

2) Soit Z un élément de E. On note r le module de Z + i et o une mesure de son argument.

Exprimons la forme trigonométrique de f(z) — i en fonction de r et a.

iZ . 1
|f(z)—i|:|Zl—+l_—l|=| or|Z+i|:r:>|f(z)—i|::

iZ—iZ+1|_| 1 |_
Z+i Z+il |z +1i]

, iZ , iZ—iZ +1 1 .
arg(f(z) - i) =arg (Zl_-l—z - ) =arg (%) =arg (Z—-I—z) =—arg(Z+i)=—a
D’ou la forme trigonométrique de f(z) —i en fonction de r et o est :

o1 .
f(z)—i = [cos(—a) + isin(—a)]
3) Soit A le point d’affixe — i

a- Déterminons I’ensemble (I') des points M vérifiant |f(z) —i| = V2

L B L1 L V2
|f(Z)—l|—x/7<i>|Z+i|_\/7¢>|Z+ il=5% @12 +il=5

Posons Z, +i=0=>27, = —i

Alors I’ensemble (I") des points M cherchés est le cercle de centre Q(_Ol) et de rayon r = g
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b- Montrons que B appartient a (I").

B appartient a (I") si et seulement si la distance du centre A a B vaut le rayon, c’est-a-dire
1Zp — Z4l =V2

- 20l =3)- ol b - - & D
D’ou B appartient a (I').
- Partie A : Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct( 0 ; i ; 7).
1) Résolvons dans C, I’équation Z* — (2 + 6i)Z - 16 + 12i = 0
A=[-(2 + 60)]*—4)(- 16 + 12i)= 32 —24i

x? — y? =32 x2—y2=32 (1)
2xy = —24 <=>{ xy= —12 (2)

x*+ y? =/(32)2 + (—24)2 x2+ y2=40 (3)
Effectuons : (1) +(3)
Ona:2x% =72=>x?=36=>x= —6 ou x=6

-12
(2):xy= —12 =>y=T

e Six=-6 =>y= -2 et &-x+iy =>8-—-6-2i
e Six'=6 =>y’=_—22: -2 et &H=x'+iy’ =>8,=6-2i
Alors les racines carrées de A sont : §;=—6—2i et §,=6—2i
24+6i)+(—6—2i 24+6i)+(6—2i
7,- L2r60+( D g4 20 et z,- EHODHLEZZD

2(1) 2(1)
=>S={-2+4+2i; 4+ 2}

2) Soit P(Z) =7 — (4 + 6i )Z> — (12 — 24i )Z + 32 — 24i
a- Montrons que 1’équation P(Z) = 0 admet une solution réelle notée Z, que I’on Déterminera.

Soit Z, = a cette solution réelle telle que :
Z3 —(4+60)Z% — (12 —24i)Zy + 32 — 24i=0
@@ - (4+6i)(a)?— (12 —-24i)(a) + 32 —24i=0
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< a’ —4a% — 6ia’* —12a + 24ai + 32 —24i =0
@ (@®—4a>—12a+32) + i(—6a’+24a—24)=0

{a3—4a2—12a+32=0(1)
—6a’+24a—-24=0 (2)

NB : On résous toujours 1’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons I’équation (2) : — 6a® +24a—24=0® —a’ +4a—4=0
=A=16-16=0=>a=2

D’ou Z, = a = 2 est la solution réelle

b- Factorisons P(Z) puis résolvons dans € I'équation P(Z) =0

P(Z)=27"— (4+6i)Z°— (12 —24i)Z + 32 — 24i

Factorisons : Z° —4i 2> — (6 + i) Z+3i—1

1 | —4—-60i | —12+24i 32 —24i

| 2 2 —4-—12i | —32+24i
l 1| —-2-6i | —16+12i 0
Z, a b c

=>7>—(4+6i)2*— (12 —=24i)2+32=24i=(Z-Zy)(aZ*+bZ+c)

2 —(4+60)2°— (12—24i)Z+32—24i= (Z-2)[Z* — (2 + 60) - 16 + 12i]
DouP(Z)=0 & (Z-2)[Z% - (2 + 6i) - 16 + 12i]

&Z-2=0o0u Z>—(2+6i)-16+12i=0

=>72-2=0=>2,=2 ou Z>—(2+6i)-16+12i=0

D’aprés la question 1), la résolution de 1’équation Z? — (2 + 6i) - 16 + 12i = 0 donne pour

(2+6i)+(-6-2i) , o (246i)+(6-20) ,
2(1) =—2+2i0 et Z,= 2D =4+2i

Solution Z; =

Alors I’ensemble solution de I’équation P(Z)=0 est S={-2; -2+ 2i; 4+ 2i}
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Partie B:
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0, i, j)

On donne les points A(2), B(4 + 2i ) et C(—2 + 4i).

1) a- Calculons le rapport puis en déduisons la nature du triangle ABC.

Zc—7Zy (-2+40)—-(@) —2+4i-2 —4 +4i —2+2i (=2+20)(1-1i) 4 2i
= = = = = = o— = l
Zp—2Z4 (4+20)—(2) 442i-2 2 +2i 1+i 2 2
Zc—Zy L .
=> 7.7 est un imaginaire pur. Alors le triangle ABC est rectangle en A.
B —Za

b-Montrons que le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]

F est milieu du segment [AC] si xz =0 et yp =2

xXqt+ x 2— 2 0+ 4
xF:%z T:O et Vi = =2

D’ou le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]
c-Déterminons ( A ) I’ensemble des points du plan d’affixe Z vérifiant :

|Z —4—2i|=|Z + 2 — 4i

Zy —4-2i=0 Zy=4+2i D(3)
Posons : et => et =>
Zp+2-4i=0 Zg=—2+4i E(Y)

Alors L’ensemble ( A) des points M cherché est la médiatrice du segment [DE]
2) Soit S la similitude du plan telle que S(4) = A4 et S(B) =
a- Déterminons le rapport k et ’angle @ de la similitude S

La traduction schématique d’une similitude directe S qui transforme Aen A et Ben C est:

A A
B C
[AB] [AC]

[AC
[AB

Ze—2Z 2+ 4D)—(2 —4+4i] Vi6+16
Rapport k = — = |[== A|_ (22 +40-@)| _| i _ _ V2

Zp—Z4 (4 +2i)—(2) |2+2i| Vi¥a
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Zc—7Z — 4+ 4 , T
e Angle®=arg (ﬁ) =arg (Tml) =arg (20) = 3

b- Détermine I’expression de la bijection complexe associée a la similitude S.

L’écriture complexe f associéea Sest: f(Z) = aZ + b.

Nombres complexes

La traduction algébrique d’une similitude directe S qui transforme AenC et BenDest:

aZA +b =ZA (1)

S(A)=A et S(B)=C<:>{aZB+b=ZC (2)

_Za—Zc _ —4+4i
Za—Zp  2+42i

=2i. Dans(Q)ona:aZg +b=Zc=>b=7Zc—aZlg

=>p=(—2+4i)-Qi)4+20)=>b=2—-4i. Dou f(Z) = 2iZ + 2—4i
c- En déduisons I’affixe du centre Q de S.

2-4i 10 10
1-20) ~ (1)2+()?2 5

=2

b
Soit o I’affixe du centre de Q tel que : ® = T

ona:(1)—Q)=a(Zr—7Zg)=7Zxr—Zc
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Arithmeétiques

OBJECTIFS :

Ce chapitre vise a :

« approfondir les notions d’arithmétique vues au premier cycle ;

* mettre en place la congruence dans Z et I’utiliser pour Résous des problémes ;

» mettre en ceuvre des techniques d’algorithme et de raisonnement pour Résous des problémes
d’arithmétique.

Commentaire général

L’arithmétique, par opposition a 1’analyse qui développe la notion du " continu", met en relief
le caractere discret de N et Z.

On mettra en évidence des raisonnements trés utiles en arithmétique : la récurrence, la
disjonction des cas et la démonstration par 1’absurde.

Les notions de décomposition en produit de facteurs premiers, de PPCM, de PGCD, de
nombres premiers et de diviseurs ont été abordées en cinquiéme et en quatriéme.

Ce cours sera I’occasion d’approfondir ces acquis en les formalisant.

L’arithmétique est un chapitre qui donne 1’occasion d’évoquer d’illustres mathématiciens
(Fermat, Bézout, Gauss,...) et de rencontrer des problémes (nombres amiables, nombres
parfaits, nombres de Mersenne,....) qui contribueront a consolider la culture mathématique de
Iéleve.

Volumes horaire : 18 heures

1. DIVISIBILITE DANS Z

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE

» Multiples d’un entier relatif. * Démontre qu’un entier est divisible par un
entier donné.

* Notation n Z.
* Détermine 1’ensemble des diviseurs d’une
* Diviseurs d’un entier relatif. entier naturel non nul.
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Remarques et suggestions

On ne parlera pas des structures de groupe et d’anneau. La propriété " si a divise b et c, alors a
divise pb + qc" est trés efficace dans les exercices.

2. DIVISION EUCLIDIENNE

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
*Division euclidienne dans IN. * Détermine le quotient et le reste de la
division euclidienne d’un entier relatif par un
* Division euclidienne dans Z. entier naturel non nul.

Remarques et suggestions

On pourra effectuer la division euclidienne d’un entier relatif par un entier relatif non nul si le
niveau de la classe le permet. Cependant, ceci n’est pas au programme.

La démonstration de 1’existence et de 1’unicité de la division euclidienne, mettant en ceuvre la
notion de plus petit élément, pourra étre faite.

3. CONGRUENCE MODULO n

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
*Définition. « Utiliser les propriétés des congruences pour
* Propriété de conformité avec les opérations. Résous des problémes de divisibilités.

Remarques et suggestions

Les congruences permettent de Résous de nombreux problémes d’arithmétique, en particulier,
la recherche de restes de divisions euclidiennes, les problémes de divisibilité, les résolutions
d’équations ainsi que la justification des critéres de divisibilité vus au premier cycle. Il est
parfois judicieux d’utiliser les nombres négatifs (par exemple : 90 = —1 [13] est parfois plus
intéressent que 90 = 12 [13] dans la détermination des restes.

On prendra garde de ne pas opérer de division avec les congruences a cause de I’existence
éventuelle de diviseurs propres de zéro (par exemple : 2x = 6 [10] n’est pas équivalent a
x = 3 [10]. Les équations avec congruence faisant intervenir des carrés, des cubes, des
puissances,.... Pourront faire I’objet d’exercices d’approfondissement a condition que les
¢éleéves soient guidés. Mais en aucun cas, elles ne feront I’objet d’une évaluation.
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4. NOMBRES PREMIERS

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
*Définition. * Démontre qu’un nombre est premier.
» L’ensemble des nombres premiers est infini. * Détermine 1’ensemble des diviseurs d’un
» Décomposition d’un entier naturel en produit entier naturel non nul.
de facteurs premiers * Décomposer un entier en produit de facteurs
premiers.

Remarques et suggestions

La démonstration de la propriété "I’ensemble des nombres premiers est infini" est un exemple
d’utilisation du raisonnement par 1’absurde.

Le théoréme de I’existence et de I'unicité de la décomposition d’un nombre en produit de
facteurs premiers sera admis.

5. PGCD, PPCM

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE

*Définition et propriétés. * Détermine le PGCD de deux nombres :

) ) - al’aide de I’algorithme d’Euclide ;
* Algorithme d’Euclide. . , .
- al’aide de la décomposition en

« Nombres premiers entre eux. produit de facteurs premiers.
« Théoréme de Bézout * Détermine le PPCM de deux nombres :
- al’aide de la décomposition en

* Théoréeme de Gauss produit de facteurs premiers ;

- al’aide du PGCD.
« Utiliser le théoréme de Bézout pour
Démontre que des entiers sont premiers entre
eux.
« Utiliser le théoréme de Gauss pour Résous
des problémes d’arithmétique.

Remarques et suggestions

La numération se limitera exclusivement aux bases 2et 10. La base 2, qui a des applications en
informatique, constituera un exemple de base autre que 10 qui permettra de mieux cerner la
décomposition d’un nombre dans une base donnée.
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)] Introduction et Définition :

1) Introduction
On peut considérer que, dés I’époque préhistorique, les hommes ont utilisé leurs doigts pour
compter ou effectuer des calculs sommaires. L’emploi de symboles pour désigner les nombres
apparait sans doute en Mésopotamie, vers 2000 av. J.-C, ou I’on a retrouvé des tablettes
babyloniennes couvertes de chiffres en base 60. Puis viennent les systémes de numération
égyptiens, grecs et romains. C’est en Grece qu’est fondée I’arithmétique théorique par les
pythagoriciens au VI siécle av. J.-C. A cette époque, les mathématiciens grecs savent déja
manipuler des notions arithmétiques comme les proportions, les moyennes, ou encore les
progressions. Tout ce savoir a été, par la suite, regroupé dans les Eléments d’Euclide.

2) Définition

L’ Arithmétique est la branche des mathématiques qui étudie les propriétés des Nombres
Entiers Naturels N, des Entiers Relatifs Z et des Nombres Rationnels Q.

1)) Rappel sur les ensembles N;ZetQ

En arithmétique, on utilise trois types de nombres : les Nombres Entiers Naturels N ; les
Nombres Entiers Relatifs Z et les Nombres Rationnels Q.

1) Ensemble des Nombres entiers naturels :

L’ensemble des entiers naturels, noté : N est défini en extension comme suite :
N={0; 1;2; 3;...... ;n; (n+1); ......3
On défini dans N deux lois de compositions internes:

- L’addition:vVa eNet Vb eN, a + b=S € N.
- La multiplication : Va eNet Vb €N, a X b=p € N.

Exemple:2+1=3€eN et4x3=12€N

On défini aussi dans N une relation d'ordre, c'est-a-dire que pour touta et b de N, on a :
Soita £ b, soit:b < a.

Propriétés

P, : N a un plus petit élément noté 0.

P,: N n’a pas de plus grand élément.
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P;: Toute partie non vide de N a un plus petit élément.

2) Ensemble des Nombres entiers relatifs :

L’ensemble des entiers relatifs, noté : Z est défini en extension comme suite :
Z={-2;-1;0;1; 2;.... ;n; —n; (m+1); —(n+1),....}

Cet ensemble a la structure d'un anneau commutatif unitaire :

On défini dans Z deux lois de composition interne : une addition et une multiplication.
Propriétés :

P, : L'addition est commutative associative dans Z et admet un élément neutre qui est 0.

P, : La multiplication est commutative associative dans Z et admet un élément neutre qui est
1.

P;: La multiplication est distributive par rapport a I'addition:ae (b + c) = ab + ac.
P, :L'existence d'un élément symétrique — a, c'est-a-dire que a + (—a) = 0.

NB:

L'anneau est unitaire a cause de 'existence de 1'élément neutre "1" de la multiplication.

(Z ; +) estun groupe commutatif.

(Z ; +; X) estun anneau commutatif unitaire.

On défini dans Z une relation d'ordre (<) vérifiant les propriétés suivantes :

1) a<b=>a+c<b+c
2) a<betc >0 =>ac<bc
3) a<betc <0 =>ac 2 bc

D'autres propriétés de Z, que nous admettrons sans preuve sont :
P,- Toute partie de Z qui est non vide et qui est majorée, a un plus grand élément.
P,- Toute partie de Z qui est non vide et qui est minorée a un plus petit élément.

P;- Si a et b sont deux entiers relatifs, et b est non nul, il existe un entier relatif n ou
nb > a.

I ——
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3) Ensemble des Nombres rationnels :

L’ensemble des nombres rationnels, noté : Q est un ensemble qui est défini en extension

commesuite:@={g , PEZ; qEZ*}
NB: NcZcQ

III) Raisonnement par récurrence :

Principe :

Pour Démontre qu'une proposition P, est vraie pour tout entier naturel n, on procede de la
fagon suivante :

- 1% Etape :( Initialisation):
On vérifie que la proposition B, est vraie pour le terme initial, c'est-a-dire : (P, est vraie).
ére

- 27" Etape :( Transmission) :

On suppose que la proposition P, est vraie pour tout entier naturel et ensuite on démontre
qu’elle est vraie a I’ordre n + 1. C'est-a-dire P, est vraie.

- 3%°Etape :(Conclusion) :
On concluqu’alors: Vn € N, P, est vraie.

IV)  Division Euclidienne dans N

1) Définition :

Soient a et b deux entiers naturels (b # 0).

On appelle division Euclidienne de I’entier naturel a par I’entier naturel , toute opération
visant a Détermine un couple unique (q; ) E N X N, telque a = bq + 7.
Avec:0< r<b.

2) Notation :
- q: estappelé le quotient de la division Euclidienne de I’entier a par I’entier b.

- r:estappelé le reste de la division Euclidienne de ’entier a par ’entier b.

I ——
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3) Propriétés :
P, : Si b divise, alors le reste restnul (r=0) . Ainsi : @ = bgq.

P, : Si b divise, alors pour tout entier naturel n , b divise na .

V) Divisibilité dans 7

Multiples et diviseurs d’un entier relatif :

a- Définitions :
Soient a et b deux entiers relatifs.
- Ondit que a est un multiple de, s’il existe un entier relatif k tel que : a = kb.

- Ondit que b est un diviseur de, si @ = gb (ou q est le quotient de la division).

NB:

- 0 est un multiple de tout entier relatif.
- Tout entier relatif non nul divise 0, mais il ne divise aucun entier relatif.

- Si b #0,ondit que b est un diviseur de a ou que b divise a. On note : b /a.
b- Propriété :
Soient @; b; c trois entiers tel que a # 0.

Si a divise b et a divise ¢, alors pour tout entier u et v, a divise la combinaisons linéaire
bu + cv.

VI) Systéme de numération
1) Définition :

Soit b un entier naturel tel que b >2. Tout entier naturel x peut s’écrire de facon unique
telque : ¥ = ag + a;b + ayb® + ...+ a,b? = ¥_,a,b* avec a; € N.
Ainsisi 0 <ap<b et a,+# 0,onpeutécrire: x = mb.
Cette écriture de x est appelée x dans labase b .

2) Propriétés :

P, :Par convention , dans le systéme décimal ( appelé aussi a base 10 ), les nombres sont
écrits a 1’aide des dix chiffres décimaux ,asavoir:0; 1; 2;3;4;5;6; 7; 8; 9.
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C'est-a-dire tout nombre sans barre, est écrit en base 10.
Exemple :
3201 =3201%0 =1x10° + 0x10! 4+ 2x10% + 3x10%3 =1+ 0+ 200 + 3000 = 3201

Donc, les chiffres 13 05 2; 3 sont les coefficients respectifs des puissances croissantes de la
base 10.

P, : Au Delas des 10 chiffres décimaux, on peut adopter les lettres : A; B; C; D ; E...etc.
pour:10; 11; 12; 13; 14 .....etc.

3) Changement de base :

a- Systéme binaire ou systéme en base 2 :

Dans le systéme binaire les symboles utilisés sont : 0 et 1

b- Systéme octal ou systéme en base 8 :

Dans le systéme octal les symboles utiliséssont: 0;1;2;3;4;5;6;7

c- Systéme hexadécimal ou systéme en base 16 :

Dans le systéme hexadécimal les symboles utilisés sont: 0;1;2;...9;A;B;C;D, E;F

VII) Congruence Modulo n

Considérons les nombres entiers relatifs ci-dessous, ou n est un entier naturel supérieur a 1,
a=-2n+1 et b =15n + 1. Des relations ci-dessus, on note que :

e aetb ont un méme reste (2 savoir 1) lorsqu'ils sont divisés par n

e a-b =-2n-(15n) = — 17n, c'est-a-dire que a — b est un multiple de n.
De ces observations, nous donnons la définition de la congruence modulo n comme suite :
1) Définitions :

Définition 1:0n dit que l'entier relatif a est congru a 'entier relatif b, modulo n, si la division
de a par n, et celle de b par n, ont le méme reste. Ceci est symbolisé par: a = b(n).

Définition 1 : On dit que l'entier relatif a est congru a I'entier relatif b, modulo n, si la
différence a - b est un multiple de n. Autrement dit @ = b(n) <=>3k € Z;a—b =kn.
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Remarque : a = b(n) & a = kn + b c'est-a-dire le reste de la division euclidienne de a par
n estb.

2) Propriétés :

La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence, car elle met en évidence
les propriétés suivantes :

P, : la relation de congruence modulo n est Réflexive, c'est-a-dire :
Va€Z ona: a=aln].

P, : la relation de congruence modulo n est Symétrique, c'est-a-dire :
V(a ; b) €7% Sia=b[n] Alors b= a[n]

P; : la relation de congruence modulo n est Transitive, c'est-a-dire :
V(a; b; ¢) € 7% Sia=b[n] et b=c[n] alors a =c[n].

3) Autres propriétés caractéristiques :

P,:a=b[n]=>n divise a —b
P,:a=b[n]<=>Vk € N, ka= kb[n]
P;:a=b[n]<=>vYp € N, a? = bP[n]

4) Congruences particuliéres (Critéres de divisibilité) :
a- Divisibilité par 2

Un entier N est divisible par 2 si et seulement si son chiffre des unités simples est pair, c'est-a-
dire si ’entier x est terminépar 0; 2; 4; 6 ouS8.

b- Divisibilité par 3 et par 9

Un entier N est divisible par 3 (respectivement par 9 ) si et seulement si la somme de ces
chiffres est divisible par 3 ( respectivement par 9 ).

c- Divisibilité par 5

Un entier N est divisible par 5 si et seulement si cet entier est terminé par 0 ou 5.
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d- Divisibilité par 11

Un entier N est divisible par 11 si et seulement si la différence de la somme des chiffres de
rang pair et de la somme des chiffres de rang impair est divisible par 11.

e- Divisibilité par 4 et par 25

Un entier N est divisible par 4 (respectivement par 25) si et seulement si le nombre formé par
les deux derniers chiffres est divisible par 4 (respectivement par 25).

VIII) Congruence et structure d’anneau (Ensemble Z /n 7) :

1) Classe d’équivalence modulo n

a- Définition :

Lorsqu'un nombre quelconque x de Z est divisé par un entier naturel n, les restes possibles
sont:0;1;2;...;,n—1.

On dit qu'un élément x de Z appartient a la classe p modulonsi:x =pavecn—1 = 0.

D’une manicre générale, six est un élement de Z , alors la classe de x modulo n est I’ensemble
de tous les éléments de Z qui ont le méme reste que x dans la division par n ; on le note

cl(x) = xtelque: cl(x) = x ={y € Z/ x-y = 0[n]}

b- Ensemble quotient Z/nZ :

L'ensemble des classes p modulo n est noté par Z/nZ et s’appelle groupe quotient de Z/nZ

tel que : Z/nZ = {0; i;2;3; ﬁ}

2) Propriétés dans Z/n7Z

a- Propriétés (Addition) :

1) L'associativitt: x+ (y+2) = +y)+2
2) Lacommutativit¢ : x +y =y + x
3) L'élément neutre : 0 (car x+0=x+0= x)

4) L’¢élément : L , symétrique de x (car —x + x = 0

b- Propriétés (Multiplication) :

1) L'associativité : XX (y>< Z) = (xx y) X z
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2) Lacommutativité : XXy = yxX X
3) L'élément neutre : 1 (car Ix x =1xx = x)

4) La distributivité par rapport a I'addition, soit : xx (y+z) = (xx y) + (xx 2)
NB :

On dit qu'un anneau commutatif unitaire A est intégre si pour tout x,y de A,ona:
xXy=0=>x =0o0uy =20

Lorsque I'anneau n'est pas intégre, il existe x et y, tous non nuls, dont le produit est zéro.
On dit alors que x et y sont des diviseurs de zéro.

IX) Nombre entier naturel premier :

1) Définition :
On dit qu'un nombre entier naturel p est premier s'il a exactement deux diviseurs, 1 et p.

D’une maniére générale :

Pour Montre qu'un nombre entier naturel p est premier, il suffit de le diviser par les entiers
naturels premiers successifs qui lui sont inférieur afin d'obtenir un entier premier d qui ne le
divise pas avec (d* < a)

2) Théorémes :

Théorémel : Tout entier naturel n supérieur a 1, admet au moins un diviseur premier.
Théoréme 2 : L’ensemble des nombres premiers est infini.

Théoréme 3 :
Tout entier naturel n supérieur 4 1 admet au moins un diviseur premier d tel que : 1 <d*< n

NB:

L'ensemble des nombres premiers compris entre 1 et 100 peut s'obtenir par 1'algorithme
d'Eratosthéne que nous décrivons comme suit :

1) On construit une table des nombres allant de 1 a 100.

2) On €élimine le nombre 1 qui n'est pas premier

3) On garde le nombre 2 et on élimine de la table tous ses multiples

4) Le nombre suivant non éliminé est 3, que I'on garde. On €limine de la table tous les
multiples de 3;
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5) On procéde ainsi jusqu'au nombre 100 .
6) Les nombres non éliminés de la table sont tous premiers.
On obtient alors la table suivante :

1 2 3 4 5 e 7 8 9 10
11 12 13 1 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 360
31 32 33 34 35 36 37 38 40
41 42 43 44 45 46 47 48 56
s+ 52 53 34 55 56 57 58 59 66
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 oS 77 78 79 80
& 82 83 84 85 86 87 88 89 96
91 92 93 94 95 96 97 98 99 160

Théoréme 4 : (Décomposition d’un nombre entier en produit de facteur premier).

Tout entier naturel supérieur a 1 se décompose de fagon unique comme un produit de facteurs
. y . o (24 (44 (24 a \

premiers. La décomposition prend la forme générale : n = P{'P,%P3° ... Pk" ou q;estle

nombre de termes de valeurP; contenus dans n.

I ——
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X) PPCM et PGCD de deux entiers naturels aet b :

1) Plus Petit Commun Multiple (PPCM)

a- Définition :
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. On appelle plus petit commun multiple de a et b, le
plus petit élement strictement positif de ( aZ N bZ).

Notation :
Le plus petit commun multiple de a et b peut étre noté comme suit:

PPCM (a; b)=(aVb) =m.
b- Propriétés

P;:V(a;b)€ Z?; PPCM(a; b) = PPCM(|al;|b]|)
C’est a dire cherché le PPCM de deux entiers relatifs, revient a cherché le PPCM de deux
entiers naturels non nuls.

PV (a;b)e(N)? ona:m(a; b)<PPCM(a;b)< aseb
Py:V(a; b)e (N)?,ona:PPCM(a; b)= a<=>a€(bZ).
Exemple : PPCM (12;4)= 12<=>12€(4Z).

P, : L’ensemble des multiples communs de deux entiers naturels non nuls a et b est
I’ensemble des multiples de leurs PPCM, c'est-a-dire si PPCM (a; b)=m; alors: (Z N
bZ)=mZ.

Exemple : PPCM (12 ;16 ) =48 donc ( 12Z N 16Z ) = 48Z.
Ps: Soit a; b et k trois entiers naturels non nuls. On a : PPCM (ka; kb) = kPPCM(a; b)
Exemple : PPCM( 120 ; 168 ) = PPCM( 24x5 ; 24x7 ) =24 =24PPCM( 5; 7 ) =24%35

= >PPCM( 120 ; 168 ) = 840
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2) Plus Grand Commun Diviseur (PGCD)

a- Définition :
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. On appelle Plus Grand Commun Diviseur de a et
b, le plus grand élement commun strictement positifde (a € Z Nb € Z).

Notation :
Le Plus Grand Commun Diviseur de a et b peut avoir les notations suivantes :

PGCD (a; b)= (a rb) =d=A.
b- Propriétés :
P,:V(a;b)€E Z?; PGCD(a; b)= PGCD(|al;|b]|)

C’est a dire cherché le PGCD de deux entiers relatifs, revient a cherché le PGCD de deux
entiers naturels non nuls.

P, : Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On a :
PGCD (a; b)= d => D(a; b)=Dyg ou Dy désigne I’ensemble des diviseurs de d.

Exemple :

PGCD (24;30)=6 =>PGCD(24;30)=Ds ={1; 2; 3; 6}

P;: Soient a; b etk trois entiers naturels non nuls. On a :

PGCD (ka; kb)=kPGCD (a; b).

Exemple :

PGCD (228;95)= PGCD (19%x12;19x5)=19PGCD (12;5)=19x1=19

P,: Sib>a alorsPGCD(a; b)= PGCD(a; b — a)=PGCD[b—a;a—(b—a)]
Exemple 1 :

PGCD( 143 ;27 ) =PGCD( 27 ; 116 ) = PGCD( 27; 89 ) = PGCD( 77; 62 ) = PGCD( 27;35)

= PGCD(27:8)=PGCD(8;19)=1
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Exemple 2 :

PGCD(2n + 3; 5n — 2)=PGCD(3n — 5; 2n 4+ 3)=PGCD(n- 8 ; 2n + 3)
=>PGCD(n +11; n — 8)=PGCD(19; n — 8)=19

Ps :D’apres ’algorithme d’Euclide, sia = bg + r (r#0) alors :
Activité

Consigne : Montre que PGCD[(51n3 — n); (n+2)]=PGCD[(n + 2); 38]
Synthése

La division Euclidienne de (57 — n) par (n + 2) donne pour quotient :

q=5n%— 10n + 19 etpourrester = — 38.

Puisque : PGCD(a; b)=PGCD(b; r)alorsona:

PGCD[(51n3 — n); (n+2)]=PGCD[(n + 2); —38] = PGCD[(n + 2) ; 38]

Ps:Soit(a; b)€ (N*)?et d leur PGCD. Un entier relatif mest un multiple de d si et
seulement si, il existe deux entiers relatifsu et vtelque m = au + bv

Exemple :
38 est un multiple de 19 ; donc il existe un couple (u;v )€ Z? tel que:

38 =228u +95v => 38 =228(1) + (—2)(95)=>u=1¢etv = —2

I ——
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XI) Algorithme d’Euclide :

1) Définition :
Soient a et b deux entiers tels que : 0 < b < a et r le reste de la division Euclidienne
de a par b.

On appelle Algorithme d’Euclide, toute opération visant a Détermine le PGCD des deux
entiers a et b en effectuant les divisions Euclidiennes successives suivantes :

» Division de a par b pour obtenir : a=bqgy + 15 ;Avec 0< 15 < b.
» Divisionde b par ry pour obténir: b= 1yq;+ rp; Avec 0 1 <ry.
» Division de ry par r; pour obtenir : 1,=17q, + 13 ; Avec 0, <n.

Et ainsi de suite jusqu’a obtention du dernier reste non nul qui correspond au PGCD des deux
entiers et b .

NB: toutes ces opérations peuvent étres résumées dans un tableau appelé : tableau
d’Algorithme qui se présente sous la forme :

Quotients qo q1 q, N
Dividendes Diviseurs | ry Ty T
Restes To Ty r, T ST
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XII) Nombres Premiers entre eux ou Nombres étrangers :

1) Définitions :
Définition 1 :

Soient a et b deux nombres entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux (ou sont étrangers) si PGCD (a; b)= 1.
Définition 2:

On dit également que a et b sont premiers entre eux (ou sont étrangers) s’ils n’admettent pas
de diviseur commun (en dehors de 1’unité c'est-a-dire 1).

2) Théorémes :

> Théoréme 1: (Théoréme de Bézout).

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. a et b sont étrangers s’il existe un couple
(u; v)e Ntelque: au + bv = 1.

> Théoréme 2 : (Théoréme de Gauss).

Soient a; b ; et ¢ trois entiers relatifs non nuls. Si a divise bc et que a et b sont premier entre
eux c’est-a-dire: ( PGCD (a; b)=1), alors adivise c.

> Théoréme 3 : (Théoréme de Fermat).

Soit a un nombre entier non nul, et p un nombre premier. Si p ne divise pas a, alors il s’en
suit la congruence suivante : aP~! = 1[p]

> Théoreme 4 :

Sia et b sont premiers entre eux (PGCD (a; b) =1) et si a et b divisent c, alors le
produit ab divise c.

> Théoréme5 :

Sia et b sont premiers entre eux (PGCD (a; b) =1), alorsPPCM (a; b)=ab
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3) Relation Entre PGCD et PPCM :

Soient @ et b deux entiers naturels non nuls. Si d et m désignent respectivement le

PGCD et le PPCM des entiers naturels:a et b,ona:aeb = med

Ainsi il existe deux entiers a’ et b’ premiers entre eux (PGCD (a’; b’)=1)tel que:
a =aed e b=Dbed =>aeb=d’>eadd

Puisque a’ et b’ sont premiers entre eux (PGCD (a’; b’)=1), alors on a le théoréme

Suivant : PPCM (a’; b’) = a’« b’

XIII) Résolution dans Z* des équations Diophantiennes

Equations du type (ax + by =c)

1) Définition :

On appelle équation Diophantienne, toute équation de Z dont 1’ensemble solution se présente

sous forme de couple( x; y).

Résolution d’un cas particulier : Equation du type ax + by =c.

ax + by =c ou:a; b; c sonttous des entiers (avec aet b non nul)
Théoréme

L’équation : ax + by = c, admet des solutions dans Z si et seulement si ¢ est un multiple
duPGCD(a; b).

2) Résolution
Pour Résous de telles équations, nous pouvons utilisez deux méthodes :

La méthode par Congruence ou La méthode d’algorithme

I ——
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Exercices

Raisonnement par récurrence.
. Démontre par récurrence les propositions suivantes :

1) vn € N',ona: 2" > n.

2) vn€N,ona: 1+ 2+3+4+~-+n=M

2
n(n+1)(2n+ 1)

3) Vvn € N*,ona:1%+ 22+ 32+ ...+n? = n

. Démontre par récurrence que :

I- Vn €N,ona: 3™3 — 44 +2 et divisible par 11.
2- Vn €N,ona: 3?1 4 27 +2 st divisible par 7.

Division euclidienne dans N et dans Z.

- 1) Détermine dans chacun des cas suivants, le quotient et le reste la division Euclidienne
de I’entier a par I’entier b.

a-a=3453 et b=13 ; b-a=354870 et b=15; c-a=-317 et b =21

2) Calcule le quotient et le reste de la division euclidienne de 430 par 38.
Peut-on en déduis, sans effectuer une nouvelle division, le quotient et le reste de la
division de 860 par 76 ?

-1) 1235 personnes (hommes + femmes) doivent voyagées dans des cars de 45 places.
Combien faut-il de cars, et combien de personnes rempliront le car non plein ?

2) Nous étions vendredi 1* septembre 2006. Quel jour de la semaine serons-nous le 1°
septembre 2007 ? Le 1% septembre 2008 ? Le 1¥ septembre 2009 ?

. 1) Lasomme de deux entiers naturels a et b avec (a > b) est 444. La division
Euclidienne de a par b donne g = 4 pour quotient et r = 24 pour reste. Détermine les
entiers a et b.

2) Soient deux entier naturels a et b (a > b). La division Euclidienne de a par b donne
pour quotient ¢ = 6 et r =47 pour reste. Par ailleurs a + b + r = 591. Détermine a et
b.

3) Quelle peuvent étre le diviseur et le reste d'une division Euclidienne dont le dividende
est 542 et le quotient est 12 ?

4) Ladivision Euclidienne de I'entier naturel a par b donne pour quotient q et pour
reste r. D'autre par (a + 15) diviser par (b + 5) donne q pour quotient et r pour
reste. Détermine q.
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Multiples — Diviseurs et Criteres de divisibilité dans Z.

1

2)
3)
4)
5)
6)
7)

|

2)

Donnez tous les multiples de 7 ( ou expression...)

Donnez tous les multiples de 1

Donnez tous les multiples de 0

Comment s’écrivent les nombres pairs, les nombres impairs ?

Les nombres 12 et 18 sont ils des diviseurs de 2772 ?

Trouve un entier naturel qui soit diviseur de 48 sans étre diviseur de 12.
Combien y-a-t’il de multiples de 17 entre 1 000 et 2 500 ?

Détermine le chiffre x pour que 53x2 soit divisible par 9.
Détermine le chiffre y pour que 53y4 soit divisible par 3 et 4.

- On considére l'entier naturel N qui s'écrit 53x48

Détermine x tel que :

a) N soit divisible par 7

b) N soit divisible par 6.

¢) En déduis la valeur de x pour que N soit a la fois divisible par 6 et par 7.

PGCD et PPCM.

. Dans chacun des cas suivants, Détermine le PGCD et le PPCM desréelsa et b.

a- a=24 et b=33 ; b-a=48 et b=46 ; ¢- a= 1455 et b =335

- Montre dans chacun des cas suivants que:

1) PGCD(2n + 3;5n — 2)=19
2) Montre que PGCD[(5n®> — n); (n+2)]=PGCD[(n + 2); 38]

- Deux voitures A et B démarrent en méme temps d’une méme ligne de depart et font plusieurs
tours d’un méme circuit. La voiture A fait le tour du circuit en 36 minutes et la voiture B en 30

minutes.

1) Determine un autre moment (autres que le depart!) ou les voitures A et B se croisent

sur la ligne de depart.

2) Precise le nombre de tours effectués par chaque voiture.
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- 1) Détermine le PGCD de 450 et 320.

2) Une maison a pour dimensions 4,5m et 3,2m. On souhaite carreler cette piéce avec un
nombre entier de dalles carrées, sans aucune découpe comme 1’indique la figure suivante :

3.2m

Liililillililiililiilillill

P »
>

4,5m

3) Quel est le plus grand c6té possible ( en cm ) de la dalle carrée ?

- On dispose d’une feuille de papier. On découpe dans cette feuille le plus grand carré possible.
Dans le morgeau restant, on découpe encore le plus grand carré possible, et ainsi de suite....

On continue a découper le plus grand carré possible jusqu’a ce que le morgeau restant soit lui
meme un carré.

1) Quelle est la taille du dernier carré si les dimensions de la feuille initiale sont 192 cm
sur 84 cm?
2) Meéme question si les dimensions initiales sont deux entiers quelconques.

- On considére I’équation (E) définie par : (x ;y) € Z?, 35x — 27y = 2.

1) a- Vérifier que (—20; —26) est solution de (E).

b- Démontrer que les solutions de (E) sont les couples (x ; y)d’entiers relatifs
vérifiant : x = 27k — 20 ety = 35k — 26 avec k € Z.

2) Dans un village il ya deux fétiches Bolifing et Boliblen. Le fétiche Bolifing est adoré
tous les 140 jours et le fétiche Boliblen tous les 180 jours. Les jours ou les cultes
coincident sont appelés jours de grace. Un matin, le village a adoré le fétiche
Boliblen.

Déterminer le nombre de jours qui séparent ce matin-1a du prochain jour de grace
sachant qu’ils avaient adoré le fétiches Bolifing 8 jours auparavant.

- A et m désignent respectivement le PGDC et le PPCM des entiers a et b.

Détermine 1’ensemble des couples (a ; b) d’entiers relatifs vérifiant les conditions données ci-

dessous :
a+b =168 ) m + 3A= 276 a? — b? = 405
l){A=21 ! 2){10 <A<30 ; 3) {3m=a-b
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- Montre que I’équation : (x ; y) de ZxZ: 6y - 3x = m admet des solutions si et
seulement si m est un multiple de 3.

1) Résous dans ZxZ les équations suivantes :
a- 6y-3x = 5.
b- 6y-3x = 3.
2) Déduis de ce qui précede les solutions dans ZxZ de 1’équation :
(6y-3x—4)(6y-3x+4)=1

- Pour tout entier naturel n, on considére les nombres :
a, =4x10"—-1 ; b, =2x10"—-1 ¢, =2x10"+1

a)Calcule: a;; b;; ¢;pour i€e{1; 2; 3}.
b) Démontre que a,, et ¢, sont divisibles par 3
¢) Démontre que b, est un nombre premier.

d) Démontre que pour tout entier naturel n, on a : b,, X ¢, = a,,. En déduis la décomposition
en produit de facteurs premiers de a,

¢) Démontre que : PGCD(b,, ; ¢,,) = PGCD(b,, ; 2). En déduis que b, et ¢, sont premiers
entre eux c’est-a-dire sont étrangers.

- 1) On considére 1’équation (1) d’inconnue (x; ¥) de Z? : 11x - 24y = 1.

a- Justifie a I’aide de 1’énoncé d’un théoréme, que cette équation admet au moins une
solution.

b- En utilisant I’algorithme d’Euclide, Détermine une solution particuli¢re de (1 ).

c- Détermine I’ensemble solution de 1’équation (1)

2) Recherche du PGCD de 101! — 1 et 10%* — 1.

a- Justifie que 9 divise 10* — 1 et 10%* — 1.
b- (x ; y) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solution de ( 1), Montre que
I’on peut écrire : (1011* — 1) — 10(10%*Y — 1) = 9.
c- Montre que 10'* — 1 divise 1011* — 1.
(Onrappelleque:a®™ — 1=(a—1)(@ t+ a2+ ... + 1) avecn € N*.
d- Déduis de la question précédente 1’existence de deux entiers N et M tels que :
(10" = 1)N - (10%* - 1)M =09.
e- Montre que tout diviseur communa 10! — 1 et 10%* — 1 divise 9.
f-  Déduis des questions précédentes le PGCD de 10! — 1 et 10%* — 1.
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Systéme de numération

- 1) Donner I’écriture de : a) A =231* ; b) B=1001% ; ¢) C =4a2® en base 10.
2) Ecris la suite des 10 premiers nombres entiers en base 2 puis en base 4.
3) Enbase 12, on désigne par A le chiffre correspondant a 10, par B celui correspondant
a 11. Ecris la suite des cing successeurs de BA9.
4) A s’écrit 23 dans le systeme décimal et 27 dans un systéme de base a. Que vaut a ?

- 1) Ecris dans le systéme décimal le nombre : 432°
2) Ecris dans le systéme binaire le nombre : 12710
3) Ecris dans le syst¢éme décimal le nombre : FOA3®
4) Sachant que 14 = 13 + 1, écrire14® dans le systéme de base 13.
5) Unnombre s’écrit BABA (Avec : A =10 et B = 11) dans le systéeme hexadécimal.
Ecris ce nombre dans le systéme octal.

Un nombre de (6) chiffres s'écrit en base 7 et comporte comme chiffre de gauche le nombre
(1). Un autre nombre de (6) chiffres s'écrit en base 7 et comporte comme chiffre de droite le
nombre (1) D'autre par ce nombre est encore le triple du précédent. Détermine les nombres
initiaux.

- Soit x un entier naturel X > 5 on consideére les entiers n = 100x etn’ =x001 dans le systéme
de base (x + 1)

a- Ecris n et n’ dans le systéme de base x.
b- Ecrisn + n' dans le systéme de base x et vérifier que n + n' est divisible par

(x + 1) puis donner le quotient q de cette division en base x.
c- Détermine les entiers aetbtel que: g = ab* » aaa*.

Congruence modulo n et structure d’anneau

- 1) Compléte les congruences suivantes :

a) 37=...mod[13] ; b) 125=....mod[100] ; ¢) -5=....mod[10]
2) Complete les congruences suivantes :
a) 7=....mod[10] ; b) 72 =....mod[10] ; ¢) 73 =....mod[10]

En déduis 7%°1 =....mod[10]  puis 73! =....mod[10]
- 1) Le premier Janvier 2000 était un samedi. Quel jour serons nous le premier Janvier 2100 ?
(2000 ; 2004.....sont bissextiles).

2) Trouve le reste de la division euclidienne par 17 du nombre 200%3°
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- Sachant que n = 3[5] , prouver que 2n? — n est un multiple de 5.

- 1) Résous dansZ/7Z les équations suivantes :
a- 4x=3 ; b- x4+ 2x-3=0

3x+2y=1
2) Résous dans (Z/7Z)? le systéme : X ey =2
2x+5y=6

Problémes.

- Un Champ a la forme d'un trapéze dont les deux bases mesurent respectivement 119m et 91m;
les deux autres cotés mesurent 56m et 35m. Pour la cloture, le propriétaire Mr DEMBELE a
besoin des poteaux de support a égale distance mesurée en nombre entier de métre pour un
nombre minimum de poteaux, avec un poteau a chaque sommet.

1) a) Quelle est la distance entre deux poteaux quelconques?
b) Détermine le nombre de poteaux nécessaires a la cléture.

2) Selon le type de cloture et la qualité de fil de fer choisi, Mr DEMBELE a dépensé a1630'!
F (ol o = 10) pour un nombre entier x rangées de fil de fer et 53008° F pour un nombre entier
y de jours de mains d’ceuvre. Aprés évaluation Mr DEMBELE s’est rendu compte que le cotit
total des travaux était de 656a5' F et le nombre de rangées de cloture dépassait le nombre de
jours de travail.

a) Exprime tous les montants dans le systéme décimal.

b) Précise le nombre de rangées de fil de fer et le nombre de jours de mains d’ceuvre.

u0=14—
vn €N, u,,; =5u, -6

- On considére la suite (u, ) d’entiers naturels définie par : {
1) Calcule uq , u, , uz et uy. Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers
Chiffres de u,, ?
2) Montre que, Vn € N, u, 4 = u,[4]

En déduis que V k € N, uy), = 2[4] et uy,1 = 0[4].

3) Montre par récurrence que, Vn € N, 2u, = 5"*2 + 3
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- 1) a) Détermine, suivant les valeurs de n, le reste de la division par 7 de I’entier 3.

En déduis le reste de la division par 7 de I’entier naturel (506390)'28

b) Dans le systéme de numération décimale, on considére 1’entier naturel 651x.

Détermine x pour que (506390)28 + 651x soit divisible par 7.

2) a) Détermine le plus grand diviseur commun des nombres 21590 et 9525

b) Détermine I’ensemble des entiers x tels que 34x = 2[15].

¢) Résous I’équation : (x;y) € Z?;21590x + 9525y = 1270

71980

d) Quel est le chiffre des unités de 1’entiers naturels écrit dans le systeme décimal ?

Solutions
Raisonnement par récurrence.
- Démontrons par récurrence les propositions suivantes :
1) vn € N*,ona: 2"> n.

ére

- 17" Etape :( Initialisation) :

Pour n=1;ona:2! =2 > 1 (vraie).
Pour n= ;ona:2%=4> 2 (vraie).

- 2% Etape :( Transmission) :

Supposons 2¥ > k et montrons que 2K*1 > k + 1.

On sait que : 2K > k.

En multipliant chaque membre de 1’inégalité par 2, on a :

2x28 > 2k.Orvk € N,2k >k+1dou: 2" > k+k=>k+1
21> k41

- 3" Etape :( Conclusion) :

Douvn € N',ona: 2" > n.
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2)vn €N,ona: 1 + 2+3+4+---+n=w
Posons: B, =1+ 2+3 +4 +--+n etPn'=%
- 1** Etape :( Initialisation) :
P1:1 ,
Pour n =1;o0na: {P{= W+ _ 2 _y =>P; = P, (vraie)
2 2
P,=1+2=3 ,
Pour n =2;ona: {Péz 22+1) _ 6 _ 4 =>P, = P, (vraie)
2 2

- 2% KEtape :( Transmission) :
Supposons que la proposition est vraie aurang n = k et montrons qu’elle est vraie au rang
=k+1.

Pour n = k + 1,0ona:

(k+ 1)(k+2)

14+ 243 +4+-+k+ (k+1) = .

k(k+1)
2

Or:1+ 2+3+4+-+ k=

Doul+ 2+3+4+—+k+ (k+1)= k(k+1)+(k+1) (k+1)2(k+2)
- 3% Etape :( Conclusion) :
n(n+1)

vn eN,ona: 1+ 2+4+3+4+--4+n = >

n(n+1)(2n+ 1)

3) Vn € N*,ona:1%+ 22+ 32+ ...+n? = A

n(n+1)(2n+ 1)

Posons: P, =124 22+ 32+ ... +n? eth = n

@

- 17 Etape :( Initialisation) :

P1=12=1 ,
Pour n = 1;o0na: pl o 1+D(2+D _ 6 _ 4 =>P; = P; (vraie)
T 6 6
P, =124 22+ =5 ,
Pour n = 2;o0na: pl = 22+D(4+1 _ 30 _ ¢ =>P, = P, (vraie)
n = _— = — =

6
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- 2% Etape :( Transmission) :

Supposons que la proposition est vraie aurang n = k et montrons qu’elle est vraie au rang
n=k+1.

Pourn = k + 1,ona:

(k+ D(k+2)(2k+ 3)

12+ 224+ 324+ L. 4+k*> + (k+ 1)= -

k(k+1)(2k+ 1)

Or 124+ 224+ 324+ ... +k*= a

k(k+1)(2k+ 1)

Doul?+ 22+ 32+ ... +k?> + (k+ 1)*°= a

+(k + 1)

_(k+ Dk +2)(2k+ 3)
6

- 3% Etape :( Conclusion) :

n(n+1)(2n+ 1)

vn € N',ona:124+ 224+ 32+ ... +n? = A

- Démontrons par récurrence que :

1)Vn €N,ona: 3"3 — 4% +2 est divisible par 11.

Posons A4, = 3"3 — 44n +2

- 1°* Etape :( Initialisation) :

Pour n = O;ona:A4,= 3%—42=11=0[11]
Pour n = 1;o0na:A; = 3* —4%=-4015 =0[11]

€l

- 2°° Etape :( Transmission) :

Supposons que la proposition est vraie aurang n = k et montrons qu’elle est vraie au rang
n==k+1.

Pourn =k+1.0ona: Ak+1 — 3k+1+3 _ 44(k+1) +2 _ 3k+1+3 _ 44—k +4+2
Appq =3FF3 x 31 — g4k 42 544 — 3k +3 53 44 +2 % 4% or 3=3[11] et 4* =3[11]
=> Appr = (B3T3 x 3 — 4% +2 x 3 )[11] = Apyq =3(3F T3 — 4%k +2)[11]
D —— e ———
Ay

Or d’aprés I’hypothése de récurrence A, =0[11] => 34, =0[11]
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D’ou la relation est vraie a I’ordren = k + 1

€l

- 3% Etape :( Conclusion) :

vn €N,ona: 3"3 — 4% +2 est divisible par 11.
2)Vn €N,ona: 32"t 4 2" *2 est divisible par 7.
Posons A4, = 327*1 4 2n+2

- 1°" Etape :( Initialisation) :

O;ona:Ay= 3'+22=7=0[7]
1;o0na:A; = 33+ 23=35=0[7]

Pour n

Pour n

- 2% Etape :( Transmission) :

Supposons que la proposition est vraie au rang n = k et montrons qu’elle est vraie au rang
n=k+1.

Pour n =k+1,0na:Ak+1:32(k+1)+1+2k+1+2:32k+2+1+2k+1+2:>
Appg =3%K+1x 32 4 2k+2 x 21 =3k+3 9 44k +2 x 2 or 9=2[7] et 2 =2[7]
=> Appr = BT x 242672 x 2)[7] => Ajyq = 2(3%F 1 + 2K+2)[11]

| S

Ak

Or d’aprés I’hypothése de récurrence 4, =0[7] => 24, =0[7]
D’ou la relation est vraie a I’ordren = k + 1

ére

- 3% Etape :( Conclusion) :

vn €N,ona: 32" 4 27 *2 est divisible par 7.

Division euclidienne dans N et dans Z.

1) Déterminons dans chacun des cas suivants, le quotient et le reste la division Euclidienne de
I’entier a par ’entier b.

a-a=23453 et b=13.

Soit q le quotient et r le reste de la division Euclidienne de I’entier a par ’entier b.
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On a:3453= 8[13] => 3453 =13%256 +8

D’ouq=265 et r=38

b-a=354870 et b=15

Soit q le quotient et 7 le reste de la division Euclidienne de I’entier a par I’entier b.
Ona: 354870 = 0[15] => 354870 =15% 23658 + 0

D’ouq=23658¢t r=0

c- a=-317 et b=21

Soit q le quotient et r le reste de la division Euclidienne de I’entier a par I’entier b.
—317 =19[21] => —317 =21%x (—=16) + 19 car il ne faut pas oublier que 0 < r < |b|
D’ougq=—-16et r=19

2) a- Calculons le quotient et le reste de la division euclidienne de 430 par 38.
Soit q le quotient et r le reste de la division Euclidienne de I’entier a par I’entier b.
430 = 12[38] => 430=38%x 11 + 12

Doug=1let r=12

b- Peut-on en déduis, sans effectuer une nouvelle division, le quotient et le reste de la
division de 860 par 76 ?

430=38x 11412 < 2x(430)=2x38x11+2x 12 <= 860=76x 11 + 24

On en déduit donc que, dans la division de 860 par 76, le quotient vaut 11 et le reste 24.

- 1) 1235 personnes (hommes + femmes) doivent voyagées dans des cars de 45 places.

Déterminons le nombre de cars nécessaire, et le nombre de personnes qui rempliront le car non
plein

La division euclidienne de 1235 par 45 fourni : 1235 =45 X 27 + 20.

] iéme

Le voyage nécessitera donc 27 cars < pleins > etun 2 car occupé par 20 personnes.

2) Nous étions vendredi 1* septembre 2006.
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Déterminons le jour de la semaine correspondant au 1¥ septembre 2007 ; au 1 septembre
2008 et au 1* septembre 2009

— Entre le 1¥ septembre 2006 et le 1% septembre 2007 s’écrouleront 365 jours (car 2007 n’est
pas bissextile). Or 365 = 7 X 52 + 1, donc s’écouleront 52 semaines et 1 jour, faisant tomber
le 1 septembre 2007 un samedi.

— Entre le 1* septembre 2007 et le 1% septembre 2008 s’écrouleront 366 jours (car 2008 est
bissextile). Or 366 = 7 X 52 + 2, donc s’écouleront 52 semaines et 2 jour, faisant tomber le
1* septembre 2008 un lundi.

— Entre le 17 septembre 2008 et le 1% septembre 2009 s’écrouleront 365 jours (car 2009 n’est
pas bissextile). Or 365 = 7 X 52 + 1, donc s’écouleront 52 semaines et 1 jour, faisant tomber
le 1 septembre 200 un lundi.

- 1) La somme de deux entiers naturels a et b avec (a > b) est 444. La division Euclidienne de a
par b donne q = 4 pour quotient et r = 24 pour reste. Déterminons les entiers a et b.

Onsaitque: a = gb + r&a-qgb =r or q=4 etr =24=>a-4b =24 =

{a+b=444
a—4b = 24

La résolution de ce systéme donne: a = 360et b = 84

2) Soient deux entier naturels a et b (a > b). La division Euclidienne de a par b donne pour
quotient g = 6 et pour reste r =47.

Par ailleurs a + b 4+ r =591. Déterminons a et b sachantque q=6; r =47 et a+ b+
r =591

Onsaitque: a+b+r =591 etdautrepart a = gb + r

Formons ainsi le systéme avec les équations: a = gb + r et a+b+47 =591

= {aa i bq-?- :‘=T591 orq==6et r=47 alors le systéme devient {Z fb6-|l-) 4'; 17591
{a—6b=47 <;>{(7L—6b:47
a+b=591—-47 a+ b =544

La résolution de ce systtme donne : a = 473 et b = 71

3) Déterminons le diviseur et le reste d'une division Euclidienne dont le dividende est 542 et le
quotient est 12
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Onsaitque:a = gb + r.Or a=542et q =12=>542=12b +r=>
r =542 — 12b (1)
D’autrepart 0 < r < b

& 0<542-12b<b

& 12b <542<13b

& 12< 5;# <13 Alors I’encadrement nous permet de dire que % =12=>b =45.

En remplagant b par sa valeur dans (1), on obtient r = 542 — 12(45) = 2
D’oub =45 et r=2

4) La division Euclidienne de 'entier naturel a par b donne pour quotient g et pour reste 7.
D'autre par (a + 15) diviser par (b + 5) donne g pour quotient et r pour reste.
Déterminons le quotient q.

{aqu+r {a—qb=r <::>{a—qb=r
(a+15)=qb+5)+r a+15=qgb+5q+r a—qb=5q+r—15

—a+qb=-r
<:::>{a—qb=5q+r—15

5—15=0=>¢qg=3
Multiples — Diviseurs et Criteres de divisibilité dans Z.
1) Donnons tous les multiples de 7 ( ou expression...)
Les multiples de 7 sont tous les entiers de la forme 7n, oun € N
2) Donnons tous les multiples de 1
Les multiples de 1 sont tous les entiers naturels.
3) Donnons tous les multiples de 0
La liste des multiples de 0 est réduite a 0 (car pour tout entiern € N,n X 0 = 0)
4) Déterminons 1’écriture des nombres pairs et des nombres impairs

Les entiers pairs sont multiples de 2, donc de la forme 2n, oun € N et Les entiers impairs
sont de la forme 2n + 1, oun € N.
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5) Vérifions si les nombres 12 et 18 sont des diviseurs de 2772

Les nombres 12 et 18 sont des diviseurs de 2772 car 2772 = 12 x 231
et 2772 = 18 x 154

6) Trouvons un entier naturel qui soit diviseur de 48 sans étre diviseur de 12.
Par exemple : 24 ou 16
7) Déterminons le nombre de multiples de 17 entre 1 000 et 2 500

Les multiples de 17 sont tous les entiers de la forme 17n, ou n € N. Les multiples de 17 entre 1

000 et 2 500 sont donc les entiers tels que 1000 < 17n < 2500 ®% <n < 2?30 .

Puis que n € N, on a donc 59 < n < 147. Les multiples de 17 compris entre 1 000 et 2 500
sont donc les entiers de la forme 17n, avec 59 <n < 147. 1l yadonc 147 —59+1 = 89
multiples de 17 entre 1 000 et 2 500

. 1) Déterminons le chiffre x pour que 53x2 soit divisible par 9.

53x2 est divisible par 9 si la somme de ces chiffres 1’est, ¢’est-a-dire :
5+ 3+ x+ 2 =10 + x est divisible par 9. Mais puis que x est un chiffre compris entre 0 et
9, la seule valeur de 10 + x divisible par 9 est obtenue pour x = 8.

2) Déterminons le chiffre y pour que 53y4 soit divisible par 3 et 4.

53y4 est divisible par 3 et 4 si la somme de ces chiffres est divisible par 3 et si et seulement
si le nombre formé par ses deux derniers chiffres est divisible par 4. La somme de ces chiffres
vaut : 54+ 3+ y+4 =12+ y, divisible par 3 siy vaut: 0; 3; 6 ou 9. Mais si on veut que le
nombre formé par ces deux derniers chiffres, a savoir y4 = 10y + 4 soit divisible par 4, seul
y = 0 ou 6 convient.

- On considére I'entier naturel N qui s'écrit 53x48
Déterminons x tel que :
1) N soit divisible par 7

N=53x48 =>N=5x83+3x8%2+8xx+4

Or: 8=1[7] ; 8 =1[7] ; 8 =1[7]

Donc N= (5+3+x+4)[7] ©@ N= (12 + x)[7] or 12 =5[7] =>N= (5 + x)[7].
Nest divisiblepar 7si (5 +x) =0[7] ©5+x=7k=>x=7k -5
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- Sik =0 alorsx = =5 arejeté
- Sik =1 alorsx = 2 aretenir

- Sik =2 alorsx =9 arejeté

On remarque qu’a partir de k = 2, la valeur de x est supéricur a la base qui est 8
D’ou x = 2 est la seule valeur pour la quelle N est divisible par 7.

2) N soit divisible par 6.

N=53x4% =>N=5x8+3x82+8xx+4

Or: 8=2[6] ; 8% =4[6] ; 8 =2[6]

Done N= (10 + 12 + 2x + 4)[6] © N= (2 + 2x)[6]
N est divisible par 6 si (2 +2x) =0[6] ® 2+ 2x =6k=>1+x=3k=>x=3k—-1

- Sik =0 alorsx = —1 arejeté
- Sik =1 alorsx = 2 aretenir
- Sik =2 alorsx =5 aretenir

- Sik =3 alors x = 8 arejeté (car la valeur de x vaut la base qui est 8)

D’oux = 2 ou x = 5 sont les deux valeurs pour les quelles N est divisible par 6.
3) En déduisons la valeur de x pour que N soit a la fois divisible par 6 et par 7.
D’aprés les questions 1) et 2), N est a la fois divisible par 6 et par 7 si x = 2.
PGCD et PPCM.

Dans chacun des cas suivants, Détermine le PGCD et le PPCM desréelsa et b.
a)a =24 et b=233

La décomposition de a et b en produit de facteurs premiers donne :

{a=24 <:>{a=23><3 <:>{a=23><3><110
b =33 b = 3x11 b= 3x11x2°

PGCD(24:33)=2%x 3 x 11°=3 =>PGCD(24 ;33)=3 et
PPCM(24;33) =23 x3x 11 =264 =>PPCM(24 ;33 )= 264

b)a=48 et b=46
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La décomposition de a et b en produit de facteurs premiers donne :

— _ — 0
{a—48 <:>{a—24><3 <:>{a—24><3><230
b =46 b = 2x23 b= 2x23x%x3

PGCD (48 ;46 )=2x3%x23%=2 =>PGCD (48;46)=2 et
PPCM (48; 46 )=2* x 3 x 23 =1104 =>PPCM (48;46 )= 1104
¢) a =1455 et b =335

La décomposition de a et b en produit de facteurs premiers donne :

{a =1455 ___ {a

3x5x97 <:>{a=3><5><97><670
b =335 b

5% 67 b = 5x67 x3%°x97°

PGCD(1455 ;335)=5x 3% x97° x 67°=5 =>PGCD(1455 ;335)=5 et
PPCM(1455 ;335)=5x 3 X 67 X 97 =97485 =>PPCM(1455 ; 335)= 97485
Montrons dans chacun des cas suivants que :

1)PGCD(2n + 3; 5n —2)=19

PGCD(2n + 3; 5n — 2)=PGCD(3n — 5; 2n + 3)=PGCD(n- 8 ; 2n + 3)
=>PGCD(n +11; n — 8)=PGCD(19; n — 8)=19

2) Montrons que PGCD[(5n® — n); (n+ 2)]=PGCD[(n + 2); 38]

La division Euclidienne de (5n% — n) par (n + 2) donne pour quotient :
q=5n%— 10n + 19 etpourrester = — 38.

Puisque : PGCD( a; b)=PGCD(b; r)alorsona:

PGCD[(51n3 — n); (n+2)]=PGCD[(n + 2); —38] = PGCD[(n + 2); 38]

Deux voitures A et B démarrent en méme temps de la ligne de depart et font plusieurs tours
d’un méme circuit. La voiture A fait le tour du circuit en 36 minutes et la voiture B en 30
minutes.

1) Vérifions s’il ya des moments (autres que le depart!) ou les voitures A et B se croisent sur la
ligne de depart.

Les voitures A et B se croiseront pour la premiere fois (autres que le depart) au bout d’un
temps égal a PPCM (30; 36).
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Pour Calcule PPCM (30; 36), deux solutions sont envisageables:

- Soit on cacule PGCD(30; 36), qui vaut 6 et puisque :

30%x36
PGCD(30; 36)xPPCM (30; 36) = 30x36, on en déduira PPCM (30; 36) = —

=180

- Soit on utilise la decomposition de 30 et 36 en produits de facteurs premiers, a savoir :
30 =21 x 3! x 5'et 36 =22 x 32 puis I’on calcule grace aux maximum des puissances,
PPCM (30; 36) = 22 x 3?2 x 51 =180.

Alors les voitures A et B se croiseront pour la premicre fois au bout de 180 minutes.

2) Precisions le nombre de tours effectués par chaque voiture.

. 180 . 180
La voiture A parcourt B 5 tours et la voiture B parcourt 50 6 tours

- 1) Déterminons le PGCD de 450 et 320.

PGCD(450; 320) =2x5 =10

3,2m

P »
< L

4,5m

2) Déterminons le plus grand c6té possible (en m ) de la dalle carrée ?
Ona:L=45m =450cm et [=32m=320cm.

Ainsi le c6té en cm d’une dalle carrée est le PGCD (450 ; 320) = 10.
D’ou le plus grand c6té possible d’une dalle est 10 cm.

- On dispose d’une feuille de papier. On découpe dans cette feuille le plus grand carré possible.
Dans le morgeau restant, on découpe encore le plus grand carré possible, et ainsi de suite....

On continue a découper le plus grand carré possible jusqu’a ce que le morgeau restant soit lui
meme un carré.

1) Déterminons la taille du dernier carré si les dimensions de la feuille initiale sont 192 ¢cm sur
84 cm

La taille du dernier carré est PGCD (192; 84) = 12
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2) De méme déterminons la taille du dernier carré si les dimensions de la feuille initiale sont
deux entiers quelconques.

De maniere générale, si on note x et y (avec x et y deux entiers quelconques), les
dimensions de la feuille initiale, la taille du dernier carré sera le PGCD (x ; y)

- On considére I’équation (E) définie par : (x ; y) € Z?, 35x — 27y = 2.
1) a- Vérifions que (—20; —26) est solution de (E).

Ona: 35(—20) — 27(—26) = —700 + 702 = 2. Donc (—20; —26) est solution de (E).

b- Démontrons que les solutions de (E) sont les couples (x ; y)d’entiers relatifs vérifiant :
x =27k —20 ety =35k — 26 avec k € Z.

1°" méthode :

Si le couple (xq ; ¥p) est une solution particuliére de 1’équation diophantienne ax + by = c,
alors ’ensemble solution est donc de la forme S = {—bk + x, ; ak + y,} avec k € Z.

Donc I’ensemble solution de 1’équation 35x — 27y = 2 ayant pour solution particuliére
(—20; —26) est :

S ={27k — 20 ;35k — 26} Avec k € Z.
2™ méthode :
Si (xg ; ¥o) est une solution particuli¢re de 1’équation 35x — 27y = 2 alorsona:

35xq — 27y, = 2 . Alors on a le systéme suivant :

{35x —27y =2 (D
35.X'0 - 27y0 =2 (2)

En multipliant I’équation (2) par -1 ,ona:

{35x —27y =2 €]

En effectuant la somme membre & membre des équations (1) et (2) ,on a :
35(x —x0) = 27(y —¥0) =0 © 35(x —x) = 27(y — o) .

Puisque PGCD(35;27)= 1, c’est-a-dire que 35 et 27 sont premier entre eux, alors d’apres
Gauss ona:35/27(y —yy) < 35/(y — yp). Donc il existe un rée k € Z tel que :

35k =y—y, ®y=35k+y,.

Or y, = —26=>y = 35k — 26.

De méme : 27(y — yy) = 35(x — xy) .
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Puisque PGCD (35 27)= 1, c’est-a-dire que 35 et 27 sont premier entre eux, alors d’apres
Gausson a : 27/35(x — xp) © 27/(x — xq).

Donc il existe unrée k € Z tel que : 27k = x — x5 & x = 27k + x, .

Or xqg = —20=>x = 27k — 20.

D’ou S = {27k — 20 ;35k — 26} Avec k € Z.

2) Dans un village il ya deux fétiches Bolifing et Boliblen. Le fétiche Bolifing est adoré
tous les 140 jours et le fétiche Boliblen tous les 180 jours. Les jours ou les cultes
coincident sont appelés jours de grace. Un matin, le village a adoré le fétiche
Boliblen.

Déterminer le nombre de jours qui séparent ce matin-1a du prochain jour de grace sachant
qu’ils avaient adoré le fétiches Bolifing 8 jours auparavant.
Soit : n = 140x le nombre de jours d’adoration de Bolifing avec x € N

m = 108y le nombre de jours d’adoration de Bolifing avec y € N
Puisqu’il ya eu 8 jours de différence entre le jour d’adoration des deux fétiches, alors on :
m=n—-8<%&

108y = 140x — 8 & 140x — 108y = 8. En simplifiant par 4 , ona : 35x5 — 27y, = 2 eton
obtient :

x =27k —20ety =35k — 26 avec k € Z.

Ainsi le plut petit entier k telque x EN ety € N est k = 1.

Par conséquentx =7 et y=09.

D’ou le nombre de jours qui séparent ce matin-la du prochain jour de grace sachant qu’ils
avaient adoré le fétiches Bolifing 8 jours auparavant est n = 108 X 9 = 972 jours.

- A et m désignent respectivement le PGDC et le PPCM des entiers a et b.

Déterminons 1’ensemble des couples (a ; b) d’entiers relatifs vérifiant les conditions données
ci-dessous :

a+b =168
) {A=21

Soient a’ et b’ deux entiersnonnultelque:a = a'd et b = b'd
(avec PGCD (a’; b)=1)
Posons : PGCD(a;b) =21 = d. Ainsi le systéme devient :
{ a'd+b'd =168 <:>{d(a’ +b) =168 <:>{21(a’ +b) =168
d=21 d=21 d=21
<:>{ a+b =8
d=21

Puisque PGCD (a’; b)=1lalors (a; b)€ {(3;5);(5;3); (7;1); (1;7)}
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Or a = 21a et

a |5 3 7 1
b |3 5 1 7

a 105 | 63 147 | 21
b 63 105 21 | 147

=8 = {(105;63);(63;105); (147;21); (21;147)}

m + 3A= 276
b) {10 <A< 30

Cherchons tous les diviseurs de 276

Par décomposition de 276 en produit de facteurs premiers, on obtient :

D276:{1; 2;3;4;6;12; 23; 46; 69}

Arithmétiques

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Si A et mdésignent respectivement le

PGCD et le PPCM des entiers naturels :

> aeb =meA

Ainsi il existe deux entiers a’et b’ premiers entre eux (PGCD (a’; b’ )=1) tel que:

> a =da-eA

et

b= DbeA

=A2ea'h=meA<=>m=a'b oA

Alors le systéme devient :

(ab ~a+38=276
0 < A< 30

{A(a’b’ +3) =276 ___
0 < A<30

aet b,ona:

=>qgeb=A%eqd'h

0 < A<30

Or 0< A<30<=> A€ {12 ;23 }car ’ensemble des diviseurs de 276 comprises entre 0
et 23

et 30 sont :

12

1 cas:SiA=12,0na:

Puisque PGCD(a' b )=1alors (ab) € {(4;5); (5;4); (20;1); (1;20)}

Or a

276

ab +3 =E<:>a

= 12a

et

‘b +3 =23=>a'b =20

b= 120
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a |4 5 20 1

b |5 4 1 20

a |48 60 240 | 12

b |60 48 12 | 240

=8, = {(48;60);(60;48); (240;12); (12;240)}

2 cas: SiA=23.0na:

db +3 =22<=>(ab) +3 =12=>a'b' =9

Puisque PGCD (a'b’)=1alors (a'b) € {(9;1); (1;9)}

Or a = 23a et b= 23b

a |9 1

b |1 9

a 207 | 23
b 23 207

—>§, = {(207;23);(23;207)}
D’ou S= {(48;60);(60;48); (240;12); (12;240); (207;23);(23;207)}

a? — b? =405
©) {3m=a-b

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Si d et m désignent respectivement le
PGCD et le PPCM des entiers naturels: a et b,ona:
» aeb =med
Ainsi il existe deux entiers a’ et b’ premiers entre eux (PGCD (a’; b’ )=1) tel que :
» a =aed e b=Dbed
Alors le systeme devient :

{(a ed)*— (b «d)* =405 ___ {a’zcdz — b ed* =405 ___
3m=med d= 3

{dz(a’z - b'%) =405 ___ {32(a’2 — b'*) =405 ___
d= 3 d= 3
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{9(a’2 - b?) =405 ___ {a’z - b2 =45___ {(a’ = b)(a + b) =45
d=3 d=3 d=3
Résous ce systéme, revient a Résous les cas de systémes suivants :

a-b=1 a—-b=5 Vo
{a,+b,:45 ou {a,+b,=9 (CarPGCD(a’; b’ )=1) Ainsi:
a—-b=1 fa =23 __f(a=69 ——c — )
Pour{a,_l_b,=45 , on a.{b,:22 _>{b=66 =5, = {(69; 66)}
ad—-b =5 (a = __fa=7 _ _ .
Pour{a,_i_b,:9 , on a.{b,= 7>{b=6 =5, = {(7; 6)}

=8 = {(69;66);(7;6)}

1) Montre que I’équation: (x ; y) de ZxZ: 6y - 3x = m admet des solutions si et
seulement si m est un multiple de 3.

6y- 3x = m<=> 3(2y-x)=m<=>2y-x= %

Alors 1’équation admet donc des solutions dans Z si 3 divise m ou encore si m est un multiple
de 3.

2) Résolvons dans ZxZ les équations suivantes :

a- 6y-3x =5
Puisque 5 n’est pas un multiple de 3, alors I’équation : 6y—- 3x = 5 n’admet pas de solution.
Par conséquent S = {@}

b- 6y-3x = 3
Puisque 3 est un multiple de 3 , alors I’équation : 6y- 3x = 3 admet des solutions .
Résolution :
6y-3x =3<=>2y-x = 1<=>x=2y—-1<=>x=-1[2]=x=2k-1
En remplagant x par sa valeur dans I’équation: 2y - x = 1,ona: y =k
=>S§ = {(2k-1;k)}
3) Déduisons de ce qui précede les solutions dans ZxZ de 1’équation :

(6y-3x—4)(6y-3x+4)=1
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Résous I’équation ( 6y- 3x — 4 )( 6y- 3x + 4) =1, revient a Résous les systémes suivant :

6y—3x—4=1 6y—3x—4=-1
{6y—3x+4=1 (S1) ou {6y—3x+4=—1 (S2)
[ 6y—3x=5 6y —3x=3
<_>{6y—3x=—3 (51)  ou {6y—3x=—5 (52)

D’apreés les questions précédents, 5 et - 5 ne sont pas des multiples de 3.
Par conséquent aucun des deux systémes n’admet de solution dans Z°.

D’ou ’équation: (6y - 3x —4)(6y - 3x +4)=1 n’admet pas de solution
->5 = {9}.

Pour tout entier naturel n, on considére les nombres : a, =4x10" —1 ; b, =2x10" — 1 et
c, =2x10" + 1

1) Calculons : a; ; b;; c;pour i€{1; 2; 3}.
a;=39 ;, by=19; ¢ =21

a, =139 ; b,=119 ; ¢, = 201

az=3999 ; b3=1999 ; c3= 2001

2) Démontrons que a,, et ¢, sont divisibles par 3
Puisque : 4=1[3] ; 10=1[3] ; 2=-1[3]

a,=4x10"—-1=1x1-1=0[3] et ¢,=¢,=2x10"+1=-1x1+1=0[3]

3) Démontrons que b, estun nombre premier.

b, =119=> \/b_ =+/119 = 14,1 = 14 . Ainsi pour Démontre que b, est premier, il suffit de
vérifier que b, n’est pas divisible par tous les nombres premiers inférieurs a 14.

L’ensemble des nombres premiers inférieurs a 14,1 sont: {2;3;5;7; 11;13}
Puisque 119 n’est ni divisible par: 2;3;5;7; 11;13. Ainsi 199 est premier.
4) Démontrons que pour tout entier naturel n,ona : b,y X ¢, = a,,.

b, Xc,=(2x10" —1) X (2X 10"+ 1) = (2 X 10")2 — 12 =4 X 102" — 1 = a,,.
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En déduisons la décomposition en produit de facteurs premiers de a,
Ay = Ayyy =by X ;=199 X 201 = 199 X 3 X 67.

En effet 199 est premier et 201= 3 X 67 = avec 67 premier.

5) Démontrons que : PGCD(b,, ; ¢,,) = PGCD(b,, ; 2).

vne N*, ¢, = b, +2 avec0 <2 < b,. Donc 2 est le reste de la division euclidienne
de ¢, parb,. Ainsi PGCD(b, ;c,) = PGCD(b, ;2). Endéduis que b, et c, sont premiers
entre eux c’est-a-dire sont étrangers.

Puisque b, = —1[2] alors b, n’est pas divisible par 2 et par conséquent on a :
PGCD(b,, ;c,) = PGCD(b,;2) =1

D’ou b, et c, sont premiers entre eux c’est-a-dire sont étrangers.
-1) On considére I’équation (1) d’inconnue (x; y) de Z? : 11x - 24y = 1.

a- Justifions a1’aide de I’énoncé d’un théoréme, que cette équation admet au moins une
solution.

Les entiers 11 et 24 sont premiers entre eux, puis que 11 est premier et ne divise pas 24.

Le théoréme de Bézout affirme : deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement
si, il existe (u;v) € Z? tel que : au + bv = 1.

Les entiers 11 et 24 étant premiers entre eux, il existe (u; v) € Z? tel que : 11u + 24v = 1.
Le couple (u ; —v) est solution de 1’équation (1).
b- En utilisant I’algorithme d’Euclide, déterminons une solution particuliére de 11x-24y =1

En utilisant I’algorithme d’Euclide, ona : 11(11) — 24(5) = 1=>(xy; ¥o) = (11;5) est une
solution particuliére de 1’équation (1).

c- Déterminons 1’ensemble solution de I’équation (1)

NB : Si (xg; yo) est une solution particuliére de I’équation ax + by = c alors ’ensemble
solution de I’équation ax + by = c est donné par : S = {(—bk + x; ; ak + yy)}. Or:

a=11; b=-24 ;xy=11ety, =5 =S={(24k+11;11k +5)}aveck € Z
2) Recherche du PGCD de 10'* — 1 et 10%* — 1.

a- Justifions que 9 divise 101" — 1 et 10%* — 1.
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L’écriture décimale de 10! comprend un < 1 > suvit de < onze 0 >.
Par le jeu des retenues, on obtient : 101 — 1=99...9=9x 11...1
Ce qui montre que 9 divise 10'* — 1. Onze 9 Onze 1
De méme on obtient : 1024 — 1=9x 11...1

Vint-quatre 1

Ce qui montre que 9 divise 10%* — 1

b- (x; y) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solution de (1), montrons que
I’on peut écrire : (1011* — 1) — 10(10%*Y — 1) = 9.

Le couple (11 ; 5) est solution de (1). Alors :

(101 — 1) —10(10%* — 1) = 10* — 1 — 10**1 + 10= 10'* — 102 *1 + 9
Or par hypothése 11x - 24y = letdonc 11x =1+ 24y.

On en déduit donc que (10™* — 1) — 10(10**Y — 1) =9

¢c- Montrons que 10! — 1 divise 1011 — 1.

Puisque:a® — 1=(a—-1)(@ '+ a* 2 + ... +1)avecn € N*eta € R.

Ainsi : 101% — 1= (10")* — 1= (10" — D)[(10)*~1 + (101)* 2 + .. +1]

D’ou 10 — 1 divise 1011* — 1.

En posant N = (10'1)*~1 + (10)* =2 + ..+ 1, on obtient : 101" — 1 = (10 — )N
On obtient de méme

1024 —1=(10%*)Y —1=(10%* — 1)[(10**)Y 1 + (10%*)Y 2 + ..+ 1]

Donc 10( 10%4Y — 1) = (10%* — 1)[(10%*)Y 71 + (10%%)Y =2 + ..+ 1]

En posant M = (10%4)Y=1 + (10%*)¥ =2 + ...+ 1, on obtient : 10?*Y — 1 = (10** — )M
d- Déduisons de la question précédente I’existence de deux entiers N et M tels que :

En remplagant dans 1’égalité trouvée a la question b-), on trouve

(10" = DN - (10* - 1)M =9
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(10" — 1)N - (10** — 1)M =09.
e- Montre que tout diviseur commun a 101 — 1 et 10%* — 1 divise 9.
Soit d un codiviseur de 10'* — 1 et 10%* — 1

024

d Divise 10! — 1 par conséquent divise (10'* — 1)N, de méme 10?* — 1 par conséquent

divise : (10%* — 1)M. Ainsi on en déduit que d divise la différence :
(10 — 1)N — (10%* — 1)M , ¢’est-a-dire que d divise 9.
f- Déduisons des questions précédentes le PGCD de 10! — 1 et 10%* — 1.

Nous en déduisons de la question d) qu’un codiviseur de 10! — 1 et 102 — 1 est
inférieur ou égal a 9 en particulier.
Alors PGCD(10'! — 1; 10%* — 1.) <9

Systéme de numération

- 1) Donnons 1’écriture de : a) A =231%; b) B=10012; ¢) C =4a2> en base 10.
a) A=231% =2x 42 +3 x4 +1x4°=45=>A=231*=45
b)B=T0012=1x23+0%x224+0x2' +1%x2°= 9
¢)C=4a2°=4x52+a x5 +2x5%(ora =10)=>C=4%a2°=152
2) Ecrivons la suite des 10 premiers nombres entiers en base 2 puis en base 4.
-Enbase2,ona:0;1;10;11;100;101;110;111;100;1001;1010
-Enbase4,ona:0;1;2;3;10;11;12;13;20;21

3) En base 12, on désigne par A le chiffre correspondant a 10, par B celui correspondant a 11.
Ecrivons la suite des cinq successeurs de BA9.

la suite des cinq successeurs de BA9 sont : BAA ; BAB ; BBO ; BB1 ; BB2

4) A s’écrit 23 dans le systeme décimal et 27 dans un systeme de base a. Déterminons a
A =231 = 23 (dans le systéme décimal) et A=27*=2xa+7

Par identificationona: 23 =2xXa+7 & 2a =23 -7 2a=16=>qa =8.

Ecrivons dans le systéme décimal le nombre : 432°
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432° =4x5% 4+ 3x5' +2=117 ou 432° =117"°

1) Ecrivons dans le systéme binaire le nombre : 1271°

Le nombre 127'0 est équivalent a 127

Ecris 127 dans le systéme binaire revient a I’écrire en base 2.

Pour cela, effectuons des divisions successives de 127 par 2 comme donner ci-dessous

127 2

0 «— Quotient nul
En recopiant la suite des différents restes du bas vers le haut, on obtient :
12710 = 127 =1111111%
2) Ecris dans le systéme décimal le nombre : FOA3®
FOA3'6 = Fx16® 4+ 0x16% + Ax16" +3 = Fx163 + Ax16 +3
Or A=10 et F=15

=>F0A3'® = 15x16 + 10x16 + 3 = 61440 + 160 + 3 = 61603

=>F043'® = 61603 ou FO0A3'¢= 61603"°
3) Sachant que 14 =13 + 1, écrivons148 dans le systéme de base 13.
14=13+1=>148=(13+1)8

Ainsi d’aprés le triangle de Pascal, le développement de (13 + 1)8 donne :
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(13+1)8=138 + 8x 137 + 28 x 13 + 56 x 135 + 70 x 13% + 56 x 133 + 28 x
132 + 8x 131+ 1

Or:28=13x2+2 ; 56 =13x4+4 ; 70 =13x5+5. Alors,ona:

e 28 x13%= 13%(13x2+2)=2x137 +2x136
e 56x13°= 13°(13x4+4)=4x13%+4x13°
e 70 x13%= 13*%(13x5+5)=5x13%+5x13*
e 56x133= 133(13x4+4)=4x13%+4x13°
e 28x13%= 13%(13x2+2)=2x13% +2x13?2

La somme des termes de méme puissance donne :

(13+1)8= 1x1384+10x 137 +6 X 13° +9x 135 +9x 134+ 6x 133 +2x 132 +
8x 133+ 1

= (13 +1)% = 148 = 1469962813 (avec A = 10)

4) Un nombre s’écrit BABA (Avec: A=10 et B=11) dans le systtme hexadécimal.
Ecrivons ce nombre dans le systéme octal.

BABA'® =Bx16% + Ax16* + Bx16' + A Or: A=10 et B=11
=>BABA™=11x16% + 10x16* + 11x16' +10
Dans le systéme octal les symboles utiliséssont:0;1;2;3;4;5;6;7
Or: 11=8+3 ; 10 =8+2 Alors,ona:
=>BABAY® = (8+3)x163 4+ (8+2)x16% + (8+3)x161 + (8+2)
Or: 163=(8¢2)% 16%=(8¢2)> ;16'=(8¢2)! ;10 = 8+2 Alors,ona:
BABAY™ = (8+3)x(8¢2)>+ (8+2)x(8e2)2+(8+3)x161+(8+2)
= (8+3)x83x23 + (8+2)x8%x22 + (8 + 3)x8x2
Le développement et la somme des termes de méme puissance donnent :

BABAY® =85+ 3x8% + 5x83+ 2x8%2 + 7x8 4+ 2

=>BABA® ="1352728
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- Un nombre de (6) chiffres s'écrit en base 7 et comporte comme chiffre de gauche le nombre 1.
Un autre nombre de (6) chiffres s'écrit en base 7 et comporte comme chiffre de droite le
nombre 1. D'autre par ce nombre est encore le triple du précédent.

Déterminons ces nombres initiaux.

- Soit N le nombre de (6) chiffres s'écrivant en base 7 et comporte comme chiffre de gauche
le nombre 1 tel que N = labcde’= 7°+ ax7* + bx73+ ¢ X7 + dx7' +e

- Soit N’ le nombre de (6) chiffres s'écrivant en base 7 et comporte comme chiffre de droite
le nombre 1 tel que N'= abcdel’= a7°+ bx7* + cx7?+dx7* + ex 7' +1
- Ce nombre est encore le triple du précédent alors : N'=3N ¢ N —3N =0

Effectuons la différence : N — 3N

N =3N=ax7%(7=3) + bx73(7=3)+ cx7%(7-=3) + dx7(7-3) +
e(7-3)—-(1-3x7%

N —=3N=0® (7-3)(ax7*+ bx73+ cx7% + dx 7' +e) —5420 =0 &

axX7*+ bx 73+ cx72 +d><71+e:§4L03 =

axX7*+ bXx734+ cx7% + dx71+e =12605 & abcde’= 12605

Or I’écriture de 12605 en base 7 donne : 12605 = 515157 alors les nombres initiaux sont :
a=5;b=1; c=5;d=1 ;e=5

D’ou N = 1515157 et N'= 5151517

Soit x un entier naturel x = 5. On considére les entiers n = 100x et n' = x001 dans le systéme
de base (x + 1)

1) Ecrivons n et n' dans le systéme de base x.
n=100x**D=n=1xx+1)3+0x+ 1> +0x+1)+ x=x3+3x2+4x+1

=n=x34+3x24+4x+1 ou n= 1341*

n'=x001 =>n'=xx(x+1)3+0(x+1?+0(x+1)+ 1=x*+3x3+3x>+1
=n'=x*+3x3+3x>+1 ou n'=1331%
2) Ecris n + n' dans le systéme de base x et vérifier que n + n' est divisible par (x + 1) puis

donner le quotient q de cette division en base x.
n=1xx+1)3+0(x+1D?+0(x+1)+x=(x+1)3+ x
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n=xxx+13+0x+1)?+0(x+1D+ 1=x(x+1)3+1

Alorsn +n' =[(x+ 13+ x]+ [x(x+1D3+1]=(+ D3+ x+ x(x+1)° +1
=@+ + 2+ D3+ (xc+ D)=+ D[(x+ 12>+ x(x +1)%+1]
=+ +xx+1)°+@x+1D)=(+D[x+1)*x+1)+1]
=@+ D[+ +1]=+D*+(x+ 1)

D’oun +n'=10010**1

Vérifions que n + n' est divisible par (x + 1) puis donnons le quotient q de cette division en

l];Erllsiajics'ant la division euclidienne de n + n' par (x + 1) on aura pour quotient

q=x3+3x% + 3x + 2 (en base 10) ou q = 1332* (en base x)

3) Détermination des entiers a et b.

q= ab* x aaa* © q=(ax + b)(ax? + ax + a)
=> q = a’x3 + x%(a® + ab) + x(a® + ab) + ab. Or d’aprés la question 2), on a :

q = x3 + 3x% 4+ 3x + 2. Ainsi par identification, on a :

a’x3 +x%(a®> + ab) + x(a®> + ab) +ab=x3+3x* +3x + 2
=qaq=1ceth=2Douq= 12* x 111*

Congruence modulo n et structure d’anneau

- 1) Complétons les congruences suivantes :

a) 37=11[13] car le reste de la division de 37 par 13 est 11
b) 125=25[100] car le reste de la division de 125 par 100 est 25

¢) —5=5[10] car le reste de la division de —5 par 10 est 5

2) Complétons les congruences suivantes :

a) 7=7[10]  ; b) 72=9[10]  : ¢) 73 =3[10] ; d) 7* =1[10]

Puisque 401 = 4 X 100 + 1, on a donc 7401 = 74x100 +1 — (74)100 » 71 Ppyisque 7* =1[10]

Alors (74)190 = (1)1% = 1[10]. Donc 74°! = 1 x 7[10]
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De méme Puisque 30 =4 X 7 + 2 alors 730 = 74%7+2 = (7%)7 x 72. Puisque 7* =1[10]
Alors (79)7 = (1)7 = 1[10]. Donc 73! = 1 x 72 = 9[10]
1) Le premier Janvier 2000 était un samedi.

Déterminons le jour correspondant au premier Janvier 2100

NB : Une année bissextile est une année contenant 366 jours et Une année non bissextile est
une année contenant 365 jours.

Alors entre 2000 et 2100, il ya 25 années bissextiles et 75 années non bissextiles, soit un
total de 36525 jours.

Puisque 36525 =7 X 5217 + 6 alors 36525 = 6[7], d’ou un décalage de 6 jours par rapport
au 1% janvier 2000.

Ainsi le premier Janvier 2100 sera donc un Vendredi
2) Trouvons le reste de la division euclidienne par 17 du nombre 200°3°

Puisque 200 = 17x 11 + 13, on établit que 200 = 13[17], donc 200? = 13%[17], c’est-a-
dire : 200% = 169[17]. Or 169= 16[17] = —1[17]

En décomposant 539 comme 539 =2X 269 + 1, on a donc 200°3% = 2002x269+1 —
200532 = (200%)%%° x 200, donc 200%%° = (—1)%%° x 13[17] = —13[17] = 4[17]
Ainsi le reste de la division euclidienne par 17 du nombre 200°3° est donc égal a 4.
Sachant que n = 3[5], prouvons que 2n? — n est un multiple de 5.

Sin = 3[5] alors 2n? = 2 x 32 = 18[5] = 3[5]. En soustrayant les congruences, on a :
2n? —n = (3 — 3)[5], c’est -a-dire 2n? — n = 0[5] , ce qui signifie que :

2n? — n est divisible par 5.

1) Résolvons dans Z/77Z les équations suivantes :

a- 4x =3

I ——
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Z/7Z:{0;i;2;3;4;5;6}

o . . . . . A\

x 0 1 2 3 4 5 6
x| 0 | 4 | 1|5 [2]6]3
4x-3 | 4 | 1| 5] 2] 630

Ainsi la derniére ligne comportant le chiffre 0 correspond a la valeur x = 6 => S= {6}

b- 1x2+2x—3=0

v v

x 0 i 2 3 4 5 6

ix? 0 i 4 2 2 4 i

2x 0 2 4 6 i 3 5

x? + 2x 0 3 i i 3 0 6

ix? +2x-3 4 0 5 5 0 4 3
3x+2y=1
2) Résolvons dans (Z/7Z)? le systéme : * + =
2x+5y=6

Dressons la table de multiplication de Z/7Z

X 0, i 2 3 | Ad 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

i 0 i 2 3 4 5 6

2 b 2 4 & i 3 5

3 0 3 6 2 5 i 4

4 0 4 i 5 2 2 3

5 — 10 5 3 i 6 4 2

6 0 6 5 4 3 2 i
3x+2y=1 (D
{Zx +5y=6 (2)

En effectuant (1) + (2), on obtient : 5x + 7y = 7. Or 7 = 0[7]
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=>5x + 0y = 0 & 5x = (. Dans cette équation, le coefficient de x est 5, alors cherchons 5
dans la premiére colonne. Ainsi projetons cette valeur horizontalement jusqu’a I’obtention du
chiffre 0 qui n’est rien d’autre que la valeur qui se trouve dans I’autre membre de 1’égalité de

I’équation 5x = 0, puis par projection verticale, on obtient la valeur x = 0. (Voir tableau).
Dans I’équation (1), remplagons x = 0 par sa valeur. Ainsi I’équation (1) dévient :
3(0) + 2y =1 ¢ 2y = 1. Ainsi par le méme procéd¢, on obtient y = 4
—5={(0; )
Problémes.

Un Champ a la forme d'un trapéze dont les deux bases mesurent respectivement 119m et 91m;
les deux autres cotés mesurent S6m et 35m. Pour la cléture, le propriétaire Mr DEMBELE a
besoin des poteaux de support a égale distance mesurée en nombre entier de métre pour un
nombre minimum de poteaux, avec un poteau a chaque sommet.

91m

56m 35m

119m
1) a) Déterminons la distance entre deux poteaux quelconques
Cette distance correspond au PGCD(119; 91; 56; 35) =>
PGCD(7 x17; 7%x13; 7x8; 7%x5)=7 X PGCD(17; 13;8; 5)=7
Car PGCD(17; 13;8; 5)=1puisque 17; 13;8; 5 sont premiers entre eux.
b) Déterminons le nombre de poteaux nécessaires a la cloture.

1194+91+56 +35
7

Ce nombre de poteaux correspond & : 43

2) Selon le type de cléture et la qualité de fil de fer choisi, Mr DEMBELE a dépensé a1630'!
F (ou @ = 10) pour un nombre entier x rangées de fil de fer et 53008° F pour un nombre
entier y de jours de mains d’ceuvre. Aprés évaluation Mr DEMBELE s’est rendu compte que
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le cofit total des travaux était de 656a5'3 F et le nombre de rangées de cloture dépassait le
nombre de jours de travail.

a) Exprimons tous les montants dans le systéme décimal.
- Dépense effectuée pour x rangées de fil de fer est : 1630 F = 148500 F (avec a = 10).
- Dépense effectuée pour y jours de main d’ceuvres est : 53008° F = 35000 F (avec a = 10).
- Dépense effectuée pour le coit total des travaux est : 656a5'® F = 183500 F. (avec a = 10).
b) Précisons le nombre de rangées de fil de fer et le nombre de jours de mains d’ceuvre.

Précisé le nombre de rangées de fil de fer et le nombre de jours de mains d’ceuvre, revient a
Résous 1’équation Diophantienne : a1630''x + 53008° y = 656a5'% <«

148500x + 35000y = 183500. Apres simplification de cette équation, on obtient :
297x + 70y = 367. En utilisant 1’algorithme d’Euclide, on obtient :

297(12111) + 70(—51380) = 367 et I’ensemble solution est :
S={(-70k + 12111 ; 297k — 51380)}

u0=14
vn €N, u,;y =5u,—6

- On considére la suite (u,) d’entiers naturels définie par : {
1) Calculons uq , u, , uz etuy puis en déduisons une conjecture concernant les deux derniers
Chiffres de u,
uy=14; u; = 64; u, =314 ; uy; = 1564 ; u, = 7814
On peut donc conjecturer que :
- Sin = 2k (pair), alors les deux derniers chiffres de u,, est 14.

- Sin = 2k + 1 (impair), alors les deux derniers chiffres de u,, est 64.

2)- Montrons que Vn € N, u, ., =u,[4]
On sait que U, = 5u, —6=>1u, ., = Su,,; —6=505u, —6) —6=25u, —30—-6

=> U, 1, = 25u, — 36
Or 25 =1[4]

=>25u, = u,[4] et —36 = 0[4]. En effectuant la somme de ces deux équations, on a :
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25u, = u,[4]

—36 = 0[4]

=>25u, — 36 = u,[4]. Or 25u, —36 = U, ) => U,y = U, [4]
Dou Vn €N, u,, =u,[4]

- Endéduisons que Vk €N, uy, = 2[4] etuy,,; = 0[4].
On sait que U, 4, = u,[4]

e Pourn=0,ona:u, =uyl4]. Or uy, = 14 = 2[4] =>u, = 2[4].
Ainsi d’une maniére générale ona: Vk €N, uy, = 2[4].

e Pourn=1,ona:u; =u[4]. Or u; = 64 = 0[4] =>uz = 0[4].
Ainsi d’une maniére générale ona: Vk € N, uy,,; = 0[4].

3) Montrons par récurrence que, Vn € N, 2u, = 5"*2 + 3
Pourn =0,ona:2uy =52+ 3 ¢ 2(14) = 25 + 3 ¢ 28 = 28 vraie.

Supposons la relation vraie a I’ordre n = k et montrons qu’elle est aussi vraie a I’ordre
n =k + 1 c’est-a-dire 2uy 4 = 5¥™+2 + 3 <=>2(5u, —6) =52 x5+ 3

& 10u, —12 =52 x5+ 3 < 10u;, = 5¥*2 x 5+ 15. En simplifiant le tout par 5, on a :
2u, = 52 + 3.D’ou la relation est vraie & ’ordre n = k + 1.

Conclusion: Vn €N, 2u, =5"*2 + 3

1) a) Déterminons, suivant les valeurs de n, le reste de la division par 7 de I’entier 3" puis
en déduisons le reste de la division par 7 de ’entier naturel (506390)128

- Déterminons, suivant les valeurs de n, le reste de la division par 7 de I’entier 3"
30 = 1[7] 32 = 2[7] 3% = 4[7] 30 = 1[7]

3! = 3[7] 33 = 6[7] 3% = 5[7]

Alors d’une maniere générale, Vk € N,ona:

30k = 1[7] 36k +2 = 2[7] 30k T4 = 4[7]

36k +1 = 3[7] 36k+3 = g[7] 36k+5 = 5[7]

- En déduisons le reste de la division par 7 de I’entier naturel (506390)'28

I ——
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506390 = 3[7] et 128 =6 %21+ 2
Alors (506390)1%8 = 3128[7]
= 36X21+2 [7]

32[7]

= 2[7]
D’ou le reste de la division par 7 de I’entier naturel (506390)'28 est 2.
b) Dans le systéeme de numération décimale, on considére I’entier nature 1651x.

Déterminons x pour que (506390)'%8 + 651x soit divisible par 7.

(506390)1%8 4+ 651x = 0[7] <> 2+ 651x = 0[7] ¢ 2+ 6000+ 500+ 10 +x = 0[7]
@2+x=0[7]®x=5[71®x=7k+5aveck €N etx € {0;1}

Donc pour k =0,ona:x =05

2) a) Déterminons le plus grand diviseur commun des nombres 21590 et 9525

En utilisant le tableau d’algorithme, on obtient : PGCD(21590 ; 9525) = 635

b) Déterminons 1’ensemble des entiers x tels que 34x = 2[15].

34x = 2[15] < 34x = 2[15] < 17x = 1[15]. Or 17 = 2[15] => 2x = 1[15]

& 2x =16[15] ©® x = 8[15] =>x =15k + 8aveck € Z

¢) Résolvons I’équation : (x;y) € Z?;21590x + 9525y = 1270

21590x + 9525y = 1270. En simplifiant cette équation par 635, ona: 34x + 15y = 2
34x =2 — 15y < 34x = 2[15]. Or d’aprés la question b), x = 15k + 8 avec k € Z.
Remplagons x par sa valeur dans I’équation 34x + 15y = 2 . Ainsi on obtient :

34(15k + 8) + 15y =2 =>y = —34k — 18
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d) Déterminons le chiffre des unités de I’entiers naturels 71980 écrit dans le systéme décimal.
7 = (—3)[10]

o 71980 = (—3)1980[10]

o 71980 = 31980(1)]
71980 = (32)990[1)]
71980 = (9)990[10]. Or 10 = 1[10]

o 71980 = (1)990[10].

& 71980 = 1[10].

71980

Ainsi le chiffre des unités est le reste de la division de par 10 qui est 1.

71980

Conclusion : le chiffre des unités de 1’entiers naturels écrit dans le systéme décimal est 1

I ——
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Fonction numérique
d’une variable réelle

LIMITES - CONTINUITE
OBJECTIFS :
Ce chapitre vise a :
» Compléte I’étude de la limite d’une fonction engagée en classe de premicre par :

- L’introduction de la limite d’une fonction composée ;
- La limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert.

* Introduire la continuité d’une fonction sur un intervalle et utiliser quelques théorémes usuels
liés a la continuité de cette fonction.

Commentaires

La plupart des propriétés ont ét€¢ abordées en classe de premiere. Ces propriétés, tout comme
les techniques de calcul pour lever une indétermination, ne doivent pas faire I’objet d’un
traitement théorique. Elles seront mises assez rapidement en ceuvre dans des exercices dont le
niveau de technicité et ’abondance doivent rester trés raisonnable car elles seront réinvesties
tout au long de I’année dans les études de fonctions. La propriété sur la limite d’une fonction
monotone sur un intervalle ouvert sera utilisée dans les suites et les fonctions définies par
intégrales.

Les asymptotes a une courbe (horizontale, verticale et oblique) ont été abordées en Premiére.
L’étude générale des branches infinies est hors programme. Les branches paraboliques selon
les axes de coordonnées sont les seules directions asymptotes a connaitre. Dans le cas d’une
asymptote oblique, une équation est fournie a 1’éleve.

On introduira la continuité d’une fonction sur un intervalle. Cette définition permet 1’usage de
deux théorémes importants concernant 1’existence d’une bijection réciproque et la propriété des
"valeurs intermédiaires ". Notons que la forme générale de cette derniére propriété est hors
programme. On se limitera au cas d’une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle.

Les propriétés concernant les opérations sur les fonctions continues sur un intervalle sont
admises. On n’exigera pas de 1’¢léve la justification de la continuité sur un intervalle lors d’une
évaluation.

On habituera les éléves a Donne une valeur approchée d’une solution d’une équation.

Volume horaire/semaine : 5 heures
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SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

 Limites
- Limite d’une fonction
composée.

- Limite d’une fonction
monotone sur un
intervalle ouvert

* Branches paraboliques de
direction (OI) et (OJ) dans un
repere (O, 1, J).

* Continuité sur un intervalle :
- Opérations, composée
(propriétés admises).

- Image d’un intervalle.

* Fonction continue et
strictement monotone sur un
intervalle :

Théorie 1 : si fest une fonction
continue et strictement
monotone sur un intervalle I,
alors f est une bijection de I sur
f{). sa bijection réciproque
fLest continue et de méme
sens de variation que la
fonction f

* Détermine la limite d’une fonction :
- enutilisant les limites de référence ou une expression
conjuguée ;

- en ayant recours a la définition d’un nombre dérivé.
* Détermine la limite d’une fonction composée.

* interpréte graphiquement :

f) f)

xl—l»TwT = O’xllTwT = 4o (resp. —)

X X
lim m =0et lim m = +oo (resp. —)
x-—0 X x-»—0 X

* Démontre qu’une courbe admet une branche parabolique de
direction (OI)(resp. (OJ))

» Détermine I’'image d’un intervalle par une fonction continue :
- en utilisant le tableau de variations ;

- en utilisant une méthode algébrique.
» Démontre qu’une fonction réalise une bijection d’un intervalle I
sur un intervalle J dans le cas ou fest donnée par une formule
explicite, Détermine f 1 (x).

Théoréme 2 : si f'est une
fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle I,
alors pour tout m de f(I),
I’équation f{x) = m admet une
unique solution dans I.

Corollaire : soit fune fonction
continue et strictement
monotone sur [a, b]. Si fla) et
f(b) sont des signes contraires,
alors I’équation f{x) = 0 admet
une unique solution dans
I’intervalle ouvert ]a, b[.

* Fonctions du type :

* Prouver I’existence d’une unique solution de 1’équation :
f(x) = msurun intervalle I.
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—x - Vx, (ne IR *)
x> X' (r €Q,x & IR+*).
Définitions ; notons xp/ a

Propriétés des puissances
d’exposants rationnels

Remarques et suggestions

Dans la détermination des limites, on veillera a ce que 1’éléve sache identifier une forme
indéterminée sans forcement en faire état par écrit.

Pour Détermine la limite d’une fonction composée on peut utiliser un changement de variable.
On n’abusera pas des fonctions définies par raccordement.

Sur des exemples, introduire les branches paraboliques de direction (OI) et (OJ).

Pour Détermine I’image d’un intervalle par une fonction continue, on privilégiera I’ utilisation
du tableau de variations, 1’utilisation d’une méthode algébrique n’étant proposée qu’a travers
des exercices guidés.

On peut avec profit Vérifie les pré requis de la classe de Premiére et les théorémes concernant
la continuité a travers des études de fonctions.

On habituera les éléves a Donne une valeur approchée d’une solution.

DERIVATION
OBJECTIFS :
Ce chapitre vise a :
« consolider les notions abordées en classe de premiére telles que la détermination du sens de
variation d’une fonction et la recherche de tangentes a une courbe en des points donnés ;
* consolider la notion de dérivé et I’étendre a la composée de deux fonctions dérivables ;
» Compléte les théorémes concernant la dérivabilité par les notions de dérivabilité a gauche et
de dérivabilité a droite ;
« utiliser des propriétés des fonctions dérivables pour Démontre des inégalités ou établir des
encadrements.

Commentaires

La définition d’une fonction dérivable en un point ou sur un intervalle reste la méme que celle
introduite en Premiére. On la compléte par la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle
fermé et par la dérivabilité a droite et & gauche. On définira la notion de demi-tangente a une
courbe. Le vocabulaire « point d’inflexion » est hors programme. Cependant on pourra étudier
la position d’une tangente par rapport a une courbe.

La différentiabilité ou toute autre forme s’y rattachant est hors programme, de méme que
I’approximation affine d’une fonction.

La dérivée d’une fonction composée et la dérivée d’une fonction réciproque sont des
compléments apportés en Terminale. Ces fonctions doivent garder une place raisonnable et étre
considérées comme des outils pour I’étude de fonctions nouvelles : des fonctions avec
radicaux, des fonctions racines n'™¢, les fonctions logarithmes et exponentielles.

Dans le cas ou une fonction est définie par raccordement, on se rameéne alors a une étude
portant sur chacun des intervalles. Il est bien entendu que ces cas doivent étre considérés
comme exceptionnels et leur étude doit étre largement guidée.
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Les fonctions qu’on peut étudier dans ce chapitre sont en nombre infini. Il sera bon de bien
sélectionner celles qui seront étudiées pour obtenir un éventail aussi complet que possible de

situations différentes.

Volume horaire : 12 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
*» Dérivées successives ; nouvelle notations. * Démontre qu’une fonction composée est
df d*f dérivable en un point et savoir Calcule le
dx ' dx? nombre dérivé en ce point.

* Si une fonction est dérivable sur un intervalle,
alors elle continue sur cet intervalle.

* Dérivée d’une fonction composée (admise) ;
application a la dérivation des fonctions de la
forme : u™ (n€Z *),vu

* Existence de la dérivée d’une fonction
réciproque (admise), formule de la dérivée de
la fonction réciproque.

* Dérivée des fonctions puissances d’exposants
rationnels.

* Inégalité des accroissements finis (2 formes)
* nombre dérivé a droite (a gauche) d’une
fonction en un point.

» Demi-tangente

* Préciser I’ensemble des éléments ou la
fonction réciproque d’une fonction donnée est
dérivable.

» Détermine le nombre dérivé de la fonction
réciproque en un point X

Utiliser 1’inégalité des accroissements finis
pour :

- Démontre une inégalité ;

- établir un encadrement.

+ Etudie la dérivabilité d’une fonction définie
par intervalles en un point de raccordement.

* Interpréte graphiquement la dérivabilité a
droite (resp. a gauche) d’une fonction en un
point X,

Remarques et suggestions

On ne demandera pas de justifier la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle lors d’une

évaluation.

La dérivée d’une fonction de la forme u" (n € Z *) doit étre traité comme application de la

dérivée d’une fonction composée.

Les dérivées de la forme u* (e IR*) seront abopdées dans les chapitres sur les fonctions

puissances.

Le programme signale que 1’existence de la dérivée d’une fonction réciproque doit étre

admise.

On se limitera a 1’utilisation de la formule donnant la dérivée d’une fonction réciproque
uniquement en un point X, et cela pour des exemples ne présentant pas de difficulté

particuliére
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1- Généralité sur les fonctions

1) Définition d’une fonction :

On appelle fonction f : A = B, toute relation qui a chaque élément de A on associe au plus un

x = f(x)
élément de B.
NB:

- x estappelé la variable ;
- f(x)est appelé image de x par la fonction f;
- A estappelé ensemble de départ.

- B estappelé ensemble d’arrivé.

2) Ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique f :

Soit f une fonction de A vers B

On appelle ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique
f, ’ensemble des éléments de A qui ont une image dans B. On le note Df.

Ainsi :

- Si f(x) = u(x) (fonction polyndme), alors Df =R =]—c0 ; +oo[

- Si f(x) = Ju(x) (fonction irrationnelle), alors Df = {x/x € R; u(x) = 0}

- Sif(x)= % (fonction rationnelle), alors Df = {x/x € R; v(x) # 0}

3) Opération sur les fonctions :
Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur leur ensemble de définition Df et Dg.
a- Somme :

Vx €DfetVx €Dg; (f+g)x)=f(x)+ g(x)
b-  Produit :

vx €DfNDg;(f x g)(x) = f(x) x g(x)
¢-  Quotient :

Vx €Df NDg etg(x) # 0 ona : (5) (x) = %
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1I- Limites
1) Propriétés sur les limites :

a) Propriété 1

lim x=+40 ; lim x*=+o Jlim x*=4o00 lim vx = 400
X = —+oo X — +oo X — oo X = oo
limx=—o0 lim x*=+ o ; lim x> =— oo

X - —© X > —oo X = —0

b) Propriété 2

.1 1 .1 .k

lim ~=0; llmpzo; llmF:O; lim 5 =0 (k €RR)
X — 400 X — +oo X — +oo X — 400
1y, mL =0 m —0: lim%-
llm;—O, llmx2 0; llmx3 0; llmxn 0(ke€eR)

X > —o X —> —oo X —> —oo X —> —oo

2) Opération sur les limites

a) Somme :
f l l +oo —® +oo
g r +0 ou — +0 — —
f+g l+r +00 ou —o0 +o0 —0o0 Forme
indéterminée
b) Produit :
f l l 0 (o)
g I oo 00 00
feg Lel oo régle des Forme oo régle des
signes indéterminée signes

e —————
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 133



Fonctions numériques

¢) Quotient:

f l l 0 l o o0

g '+0 I'=0 0 o l o0

f L +/— o0 Forme 0 oo régle Forme

g I gauche /a | indéterminée des signes | indéterminée
droite

On remarque ainsi que I’on a quatre (4) formes indéterminées qui sont :
[oe]
- + 0 ; O0Xoo ; — ; —.
0 (o]

3) Limite des fonctions polyndmes et rationnelles a I’infini.

a) Limite d’une fonction polyndome a Pinfini
La limite d’une fonction polyndme en + 00 ou en — oo estégale a la limite de son monome
du plus haut degré.

Exemple: lim 1-2x?+3x= lim — 2x%?=—-2 (—00)?=— oo,
X —» —00 X > —oo

b) Limite d’une fonction rationnelle a infini :

La limite d’une fonction du rationnelle en + o0 ouen —oo estégale a la limite du quotient
des mondmes du plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

3 3
e :Zzl_xl_txxz_l = limi{i2 = lim 4x=+oo
X > + oo X — 4o X > + o0
N.B : La propriété sur la limite des fonctions polyndmes et des fonctions rationnelles ne peut
étre utilisée qu’en + oo ou en — oo,
En aucun cas, elle ne peut étre utilisée lorsque x tend vers un nombre réel.

Exemple : lim

4) Limite de la composée de deux fonctions :

Soient f et g deux fonctions et fog leur composée définie sur un intervalle I contenant « a »
ou a est une borne de I.

Si:limg(x) =1 et silim f(x) =1 alors lim fog(x) =1
x—a x -1 xX—a

5) Limite des fonctions circulaires :

Si a est un nombre réel non nul, on a :

. Sinx . Sinax
lim —~ - 1 et lim =

x—-0 x—> 0

1
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tgax _

lim ==1 et lim 1
X ax
x—-0 x— 0
. 1- 1 . 1- 1
lim —C;’S" == et lim —COS(Zax) ==
x 2 (ax) 2
x—-0 x—0

6) Limite a gauche — Limite a droite de x,

a) Limite a gauche de x,

On appelle limite a gauche d’un réel x, d’une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x
tend vers x, par valeurs inferieures on note : lim f(x).
X > Xg~
b) Limite a droite de x,

On appelle limite a droite d’un réel x, en une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x
tend vers x, par valeurs supérieures on note : lim  f(x).

x - xot
NB:
Une fonction admet une limite en un point X, si sa limite a gauche est égale a sa limite a droite.
lim f(x) = Ulim f(x)
X = xy X=Xy

7) Théoréme des gendarmes

Soit f une fonction définie sur un intervalle I tel qu’on ait I’encadrement suivant :

A(x) < f(x) < B(x)

limA(x) =1
X — o0 3 _
si ot alors l;nloof(x) =1
Llim B(x) =1
X — 00

e —————
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6) Interprétation graphique de la limite d’une fonction :

Soit f une fonction et Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (o ; 7; J)
Si limf(x)=1 ou limf(x)=1

X = —oo X = oo

Alors la droite d’équation y = [ est asymptote Horizontale a courbe Cf

asymptote horizontale

in

v
v

=
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Silim f(x) =4+ oulim f(x) = —o0
x—a x—a
Alors la droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe Cf.

asymptote vgrticale x = a

Silim[f(x)-(ax+b)] =0 o lim[f(x) — (ax+b)]
X > +oo x = —®
Alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la courbe Cf.

0

<

asymptote oblique y = ax + b
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III- Continuité
1) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit x, un réel appartenant a I.

On dit que fest continue en X, si et seulement si f est définie en x, et si la limite de f(x)
quand x tend vers x, est égale a f(x,)

Une fonction f est continue en X si et seulement si :

f(xo) Existe et lim f(x) = f (xo) =1 fini).

X— X,

Remargque : les fonctions non continues en x sont les fonctions non définies en x et les
fonctions n’admettant pas de limite en xq

2) Continuité sur un intervalle :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =[a ; b] ouI = Ja; b[.Onditque f est
continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de I.

3) Continuité a gauche — continuité a droite
a- Continuité a gauche :

Une fonction f est continue a gauche de x, si limf (x) = f(x,).
X = %y

b) Continuité a droite :
Une fonction f est continue a droit de x, silim f(x) = f(xy)
x - xt
NB : Une fonction est continue en un point de x, si elle est gauche et a droite de x,

4) Prolongement par continuité

Soit f une fonction numérique non définie en x, ; mais admettant une limite I en ce point. La
f(x) si x #x,

sl x= x, est appelée le prolongement de la fonction f

fonction g définie par : g(x)= {

par continuité au point x

N B : Si f n’est pas définie en x, mais admet une limite en ce point, alors on dit que f est
prolongeable par continuité au point x,.
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IV-  Dérivation :
1) Nombre dérivé en un point x, :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,,
f&x) — f(xo)
X — Xo
finie quand x tend vers x,. Cette limite est appelée nombre dérivé en x, et est noté f '(xo).

On dit que f est dérivable en x, si et seulement si la quantité admet une limite

Clest-d-dire : Lim T8 = o) g1y

X = X

f(xo+ ) — f(x0)
h

N.B : f est dérivable en x, est équivalente que la quantité admet une

limite finie quand h tend vers zéro ; il suffit de poser h= x — xq
f est dérivable en x, si elle admet un nombre dérivé f'(x,)

2) Lien_entre continuité et dérivabilité :

Toute fonction dérivable en un point x, est continue en x,, .
N.B : La réciproque est inexacte.

3) Nombre dérivé a gauche — Nombre dérivée a droite

a) Nombre dérivé a gauche :

Si lim existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a gauche en x,.

f@) — f(xo)
X — Xo
X = X9

On la note f:q (x0)
b) Nombre dérivé a droite :

Si limi& (x; — I; (%o) existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a droite en x,,.
- o

x - x,t
On la note f;i (x9)
Théoréme :

Si f est dérivable a gauche et a droite en x, et si les deux nombres dérivés sont égaux alors

f est dérivable en x,etona: lim f@ = f(%o) _ limf(X) : ];(x") =f'(x,)

X — Xo x
x> X, x > x,"
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4) Interprétation graphique d’un nombre dérivé
Soit f une fonction numérique d’une variable réelle et (C) sa courbe représentative dans le

plan muni d’un repére orthonormé (; 0;T; J)
Soit M, (
(MyM) .

Lorsque x tend vers x,, la droite (MyM)vient occuper une position limite (MyT ) appelée

0

;0) un point fixé de (C). M(;) un point courant de ((); construisons la droite

tangente a la courbe (C) au point M, (;g)
f(xp) est appelé pente ou coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de
f au point M, (;g)

5) Egquation de la tangente au point d’abscisse x :

L’équation de la tangente a la courbe en un point d’abscisse x, est donné par :

(M:y = f'(x0) (x - x0) + f(x0)

NB:

Si le nombre dérivé a gauche et le nombre dérivé a droite existent et sont différents, alors la
courbe admet deux demi — tangentes en M, de coefficients directeur respectifs : les nombres
dérivés a gauche et a droite de x, en faisant un angle en ce point.

- Lacourbe (Cf) passe par le point A (;g) si et seulement f(xg) = ¥o.

- Lacourbe (Cf) admet au point A (;‘;) une tangente paralléle a ’axe des abscisses c'est-a-
dire I’axe ox si et seulement si f'(xy) = 0.

- Lacourbe (Cf) admet au point A (;‘;) une tangente paralléle a la droite (D) d’équation :
y = ax+ b sietseulementsi f'(xy) = a.

- Lacourbe (Cf) admet au point A (;g) une tangente de coefficient directeur k si et
seulement si f'(x,) = k.
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Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. La fonction f' qui a tout x € I fait
correspondre le nombre dérivé de f en x que I’on note par f'(x) est appelé fonction dérivée

premicre de f. Ainsisi f; u et v sont des fonctions dérivables en un point x € [ alors on a le
tableau des dérivées suivants :

a- Dérivées usuelles :

b- Opérations sur les dérivées :

Fonctions Dérivées Domaines au (a € R) au’
a 0 R uxv uv+v'u
ax a R (aeR) o
ax™ nax™ ! R U __u?
a T R s (u )W)-W)(w)
e T (x#0) v (v)?
JVx 1 R w)" nu'u" !
2vVx a4 (a € R) —nau um~!
Vax +b —c R. u” uZn
2\ax+b Vu L
cosx — sinx R 2Vu
sinx cosx R sin(u) u'cos(u)
tanx 1 5 R [*T cos(u) —u'sin(u)
Cos?x 1+tg’x {2 } tan(u) hd
cos(ax + b) —asin(ax + b) R . Cos®u
sin(ax + b) acos(ax + b) R u=(gof)(x) | w = f’(x)og' [f(x)]
7) Sens de variation d’une fonction.

Théoréme :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. On retient que les variations d’une fonction
dépendent du signe de sa dérivée. Ainsi :

- Sif’(x)<Opourtoutx € I,alors Vx € I, f est strictement décroissante.
- Sif’(x)>0pourtout x €1,alors Vx € L f est strictement croissante.
- Sif’(x)=0pourtoutx €1, alors Vx €1, f estconstante ou stationnaire

N.B:

Les variations d’une fonction peuvent étre résumées dans un tableau appelé tableau de
variation de f. Ainsi un tableau de variation comporte les éléments suivants :

- Le domaine de définition Df.
- Les limites aux bornes du domaine de définition Df
- Les valeurs pour les quelles la dérivée f 's’annule

- Des fleéches croissantes et décroissantes justifiant les variations de f.
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8) Extremum relatif:

Théoréeme 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a ; b[ ouvert contenant x,. Si f '(x) s’annule en
Xp et en changeant de signe, alors f admet un extremum au point d’abscisse Xj.

Théoréme 2

Si f admet un extremum relatif d’abscisse X, alors f'( x,) = 0 ou encore on dira que f n’est
pas dérivable au point d’abscisse x.

Si f ’(x) passe du signe négatif au signe positif on dit que f présente un minimum

Y
Maximum
fto)1--- -2
1
| Ici: f ’(x) passe du signe positif au
| signe négatif.
1 . , .
! On dit que f présente un maximum
1
0 Xo x
\
Ici: f ’(x) passe du signe négatif au
signe positif.
On dit que f présente un minimum
flxp)t----
Minimum
1
0 Xo 3
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9) Extension du nombre dérivé

a- Point d’inflexion:

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja ; b[ ouvert contenant x,. Si f’ '(x) s’annule en
X, changeant de signe, alors f admet un point d’inflexion au point d’abscisse x;.

Au point M, (;g) la courbe ¢f coupe
la tangente.
Par conséquent M, est un point

d’inflexion pour la courbe cf.

b- Points anguleux:

Soit f une fonction admettant au point d’abscisse x, un nombre dérivé a gauche [(I € R) et un
nombre dérivé a droite I (I' € R). On dit que la courbe (C) de f admet au point d’abscisse X,
un point anguleux si et seulement f n’est pas dérivable en x, et sil # ['.

y
Ici la courbe (C) admet au point d’abscisse
X deux demi — tangentes de coefficient
() directeurs respectifs [ etl.
Xo)r------ X0 !
:Mo (yo) Avecl # .
0 Xo 3

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 143



Fonctions numériques

c- Points de rebroussement:

Soit f une fonction admettant au point d’abscisse x, un nombre dérivé.

y liére

Point de remboursement de espéce

. fx) — f(xo)
m—-=

Sili )~ fxo) _

—ooet i
X — X, X — Xo
X = xy X = xy
Alors la courbe (¢) de f admet au point d’abscisse x, une
demi- tangente verticale dirigée vers le haut

+0o0

f(x0)

y Point de remboursement de 2™ espéce

flx)r====- @ - fxe)
m—--=

Sili )~ )

+ooet i
X — Xo X — Xo
X - Xy X = Xy
Alors la courbe (c) de f admet au point d’abscisse x, une

i demi- tangente verticale dirigée vers le bas

d- Théoreme de I’inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I = ]a ; b[.

Premiére forme :
Soit a et b deux réels tels que a < b etmet M sont tels que six € [a;bletm < f'(x) <M
alorsona:m(b—a) < f(b) — f(a) <M(b—a)

Deuxiéme forme :
Sik estunréel tel que : Vx € I = [a;b], si|f'(x)| <k alors |[f(b) — f(a)| < k|b —a]
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V- Etude de fonctions :

1) Parité d’une fonction
a- Fonction paire :

Une fonction f est dite paire si et seulement si V x € Dfet —x € Df,ona:

f(=x) =f(x)

b- Fonction impaire :

Une fonction f est dite impaire si et seulement si Vx € Dfet —x € Df, ona:

f(=x) = =f(x)

NB :
- La fonction x = cosx est paire car cos(—x) = cosx

- Lafonction x — sinx est paire car sin(—x) = —sinx

2) Périodicité d’une fonction

Une fonction f est dite périodique et de période T si et seulementsi Vx € Df ,ona:

fx+T)=fx)

NB:

2m
- Lafonction x = cos(ax + b) est périodique et de période T = Tl

. , T L. 2n
- La fonction x + sin(ax + b) est périodique et de période T = Tl

- Lafonction x » tang(ax + b) est périodique et de période T = =

lal
- Les fonctions x = cosx et x = sinx sont toutes deux périodiques et de période
T =2m
3) Courbes symétriques :
a) Axe de symétrie :

La droite d’équation x = a est dite axe de symétrie pour la courbe (Cf) de f si:
f(2a-x)=f(x) ou f(a + x) estpaire ou f(a + x) = f(a- x)

b) Centre de symétrie :
Le point I(Z) est dit centre de symétrie pour la courbe (Cf) de f si
f(Ra-x) + f(x) =2b ou f(a + x)- bestpaire ou f(a + x) + f(a-x)= 2b

N.B:
- Toute fonction paire admet I’axe (¥’ 0 y) comme axe de symétrie.

- Toute fonction impaire admet le point O (8) (origine du repére) comme centre de symétrie.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 145



Fonctions numériques

¢) Recherche de centre de symétrie et d’axe de symétrie :

Centre de symétrie :

ax?+ bx+c

yx+pB
représentative dans le repére orthonormé (O ;7;7)ou:a; b; c; y; B sont tous des réels
avec:a #0 et yx+ f # 0.

Soit f une fonction rationnelle définie par: f(x) = et (C) sa courbe

’

C
yx+ f

Si f peux ce mettre sous la forme : f(x) = a'x + b’ +

-B
i A . o [0 =
Alors le centre de symétrie a la courbe ( C ) de f a pour coordonnée : I( Y , )
yo=a'xg+ b

- Axe de symétrie :

Soit f une fonction polynéme du second degré définie par: f(x) = ax? + bx +c
avec(a#0)

. b\? b%— 4ac
Si f peux ce mettre sous la forme : f(x) = a [(x + Z) - T]
Alors I’axe de symétrie a la courbe ( C ) de f a pour équation x = — 2
Représentation
Symétrie de la ! !
courbe Cf par Courbe Cf Courbe Cf
Paxe (y'oy) .
A}
\
\
\ . ;
\
\
I ~ I
] , ]
1
1- ' -1
I
g I
Symétrie de la *
courbe Cf par
I’origine O
Ici ’axe (y'oy) est axe de symétrie Ici origine O du repére est centre de symétrie

e —————
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3) Fonction réciproque

Bijection :

Une fonction f de E vers F est dite bijective si tout élément de 1’ensemble d’arrivé F admet un
et un seul antécédent dans 1’ensemble de départ E.

- En Pratique :

Une application f est bijective si et seulementsiVy € F 3!x € Eona:f(x) =y

- Graphiquement

Les courbes représentatives d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont symétriques
par rapport & la premiére bissectrice( A ) d’équationy = x.

y <+— A
’/’— T~ <4—(C!
L — ¢
/7
i /
2 /
/
/
117
1
1
3 -2 -1 & 1 2 3 4 5 x
_l,,
_2,,

Théoréme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f est une
bijection de I sur f(I). et admet une bijection réciproque f~ de f (I ) sur I ayant méme
sens de variation que f

Les courbes Cf et C f'1 sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice A: y = x
SiM(x; y) € Cf alors M(y; x ) € Cf

Six = a estasymptote a C; alors y = a devient asymptote pour Cf !

4) Théoréme de valeurs intermédiaires :

L’image d’un intervalle par une fonction continue :

Théoréme 1 :

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Soit f une fonction de R — R et soit Df son ensemble de définition. SoitI=[a ; b] ou
I=]a; b[ unintervalle de Df . Si f est continue sur I alors f(I) est aussi un intervalle
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Théoréme 2:
L’image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé.
1° forme :
Soit f une fonction de R— R et soit D son ensemble de définition. SoitI=[a ; b] ou

I=]a; b[ unintervalle de . Si f est continue sur I alors f (I) est aussi un intervalle.

2™ forme :
Si f est continue sur I et que f(a) X f(b) < 0, alors il existe un réel o € I tel que f(a) = 0

fl@r-

5)_Théoréme relatif aux fonctions continues et strictement monotones

1% forme : Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [ a ; b ]

et si f(a) et f(b) sont de signes contraires alors il existe un unique point x, élément de Ja; b[
tel que f(x0) =0

2°™ forme : Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle[ a ; b ]
etsi: f (a) X f (b) <0 alors I’équation f (x) = 0 admet une unique solutiono. € [ a ; b]

6) Approximation d’une solution o de I’équation g(x) = 0 :

a- Méthode de dichotomie :

Soit g une fonction définie sur un intervalle [ a ; b ] tel que g(a) X g(b) < 0.
Posons ay =b et by = b.
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e Si g eststrictement croissante sur [a ; b]

-------- g(a)

Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,, et b, telquea € [a,; b, ].
+ b
On calcule g (%)

- Si g(%b")<0 alorsae[%b" ; bn].

an + by

- Si g(T)>O alorsae[an; M].

2
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e Si g est strictement décroissante sur [a ; b]

g(b )x_'

Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,, et b, telquea € [a,; b, ].

On calcule g (%b")

- Si g(%b")<0alorsa€ [an ;

an + bn]
> .

- Si g(%b") > Qalors a € [%b" ; bn].

b- Méthode des balayages :

C’est une méthode qui consiste a déterminée une approximation de a & partir d’un tableau de
valeur. Ainsi la valeur de o est obtenue en encadrant la valeur de x a partir du changement de
signe obtenue entre I’antécédent positif et négatif.

Xq Xy X3 Xy X5 Xg X7 | eeeeeinn Xn

X
fCe) | fCa) | fQx2) | fQxs) | fQxa) | f(xs) | f(x6) | f(x7) | oo fCxn)

Si par exemple f(xs5) X f(xg) <0 alors a € [ x5; xg] et par conséquent o =
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7) Etude des branches infinies :

Notion d’asymptotes :

Si limf(x)=1 ou limf(x)=1

X = —oo X = oo

Alors la droite d’équation y = [ est asymptote horizontale a la courbe Cf.

Asymptote horizontale y = [

1N
Y
v

Silimf(x)=+o0 ou limf(x) = —oo
x-a x—-a
Alors la droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe Cf ..

N A

R

Asymptote verticale x = a
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Silim[f(x)-(ax+b)] =0 ou lim[f(x) — (ax+b)] =0

X — +oo X = —00

Alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la courbe Cf

Asymptote oblique y = ax + b

Recherche d’asymptote oblique :

Il est évident de dire que si : lim f(x)= £ oo, alors on a une possibilité d’asymptote oblique.
X > t oo
Ainsi pour chercher I’asymptote oblique, on procéde comme suite :

f@
X
X — + oo X >+
Alors la droite d’équation y = ax + b est Asymptote oblique a la courbe (C) de f.

=Si lim =aet limf(x)-ax=b

—Si lim% =aet limf(x)-ax = Oou o
X > + oo X > + oo

Alors la droite d’équation y = ax est Asymptote oblique a la courbe (C) de f.
f&)
X
X > + o

—Si lim =4+
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Alors la courbe (C) de f admet I’axe (y’'0y) comme branche parabolique.
@ _

X
X > + o

=Si lim

Alors la courbe (C) de f admet I’axe (x’0x) comme branche parabolique.

N.B:
Si f est une fonction rationnelle dont le degré du numérateur est supérieur au degré du

dénominateur d’une seule unité, alors on peut écrire f(x) sous la forme :

. Reste R
X) = quotient + —— = xX) +—
f(x) q Diviseur 9(x) D(x)

Si lim% = 0. Alors la droite d’équation y = q(x)est appelée Asymptote oblique.
X — ©0

8) Position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote oblique (A).

Pour Détermine la position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote oblique (A), on
étudie le signe de : f(x) - y. Ainsi :

- Sif(x)- y<0,alors la courbe (Cf) est en dessous de la droite (A).

- Sif(x)- y>0,alors la courbe (Cf) est au dessus de la droite (A).

- Sif(x)-y =0, alors la courbe (Cf) et la droite (A) sont confondues.

9) Intersection de la courbe avec les axes du repére :

a) Intersection de la courbe avec I’axe des abscisses (0x)
Pour Trouve le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec I’axe des abscisses, on
résous I’équation f(x) = 0. Ainsi la courbe passe par les solutions de 1’équation f(x) = 0
sur ’axe (ox).

b) Intersection de la courbe avec I’axe des ordonnées (0y)

Pour Trouve le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec I’axe des ordonnées, on
calcule I’ordonnée y = f(0). Ainsi la courbe passe pary = f (o) sur I’axe des (0y).

10) Plan d’étude d’une fonction :

Pour étudier une fonction f et représente graphiquement sa courbe (Cf) dans le repére on
adopte le plan suivant :

- Recherche du domaine de définition ou ensemble de définition Df.

- Etude ci-possible de la continuité.

- Etude ci-possible de la parité et de la périodicité afin de réduire le domaine d’étude puis de
Compleéte la courbe de la fonction f par symétrie.
Etude des limites aux bornes de I’ensemble de définition Df.
Calcule de la dérivée f'(x) puis étude du signe de f'(x).
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Préciser le sens de variation de la fonction f.
- Consignation des résultats précédents dans un tableau de variation.
- Rechercher ci-possible des points d’intersections éventuels avec les axes du repere.

Exercices

Limites
Limites en un point x,

. Calcule les limites suivantes aux points x, donnés :

. x3-8 . VXx—3 . 2x+5 Vx4 1—1
a- lim=——; b- lim ; c-lim—-———; d-lim———
—x+ 2 x—9 xé—x— 2 x
x - 2% x =9 x =27 x -0
elim X=X=6 w1
vi—+J3 = x2— 3x+4
x -3 x - —1%
. Calcule les limites suivantes aux points x, donnés :
. Sin2x . Cos2x . Sin5x . Sinx . Sindx
a-lim ; b-lim ——— ; ¢c- lim = ; e-lim ;- lim——
3x 1— Sinx Sin3x - X tangx
x =0 x —>% x =0 X o x =0
Limites a Pinfinie
. Calcule les limites suivantes a ’infinie :
a- lim——28 . b m&x-1 c lim2x2_+2 - d lim—vxz-l-l—l
x + 1-x% > x+2 Sxl—x x
X — — X — +oo X — —oo X — —
e-lim—2t L lim—— g i 1]
o2tz 5 1-wa+w ¢ 22— 2
X — +oo X — —0o0 X — —oo
. > . .4, 2 + Sinx S
h-lim 1 —x +Vx?+ x +1 ; i- lim e (théoréme des gendarmes)
X — +oo X — +oo

Limites et asymptotes

. Calcule les limites aux bornes de I’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous (on Donnera ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes)

X2+ 5 —x24+ 5 2x2+ x+ 1 x2

- fO) = —= s bf) = g s S = s W= 75
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. Soit la fonction f dénie par: f(x) = Vx?+x+1— x.
On note ( Cf ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ;7 ;J
a- Etudie les limites de f en + o et en — oo. La courbe ( Cf
horizontale ?

).
) admet — elle une asymptote
b- Démontre que la droite ( A ) d’équation y = —2x — % est asymptote a ( Cf ) en —oo .

Continuités
Continuité en un point x,

. Etudie la continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :
lx—1]+2

_ (x— 27 = =1
a- {f(x)— XZ+x—6 et xg=2 ; b) e 1x+3 K
F@ =0 fh=7

Continuité et condition de faisabilité

. Soit la fonction f définie sur R par

{f(x) 3V e m-)
f@=a

Détermine la valeur de a pour que f soit continue en x, = 2

- Soit la fonction f définie sur R par :
f(x)=x* + ax six € |- ; —1]
fx)=2x — 1 si x € ]-1; 1]
fX)=b(x?* — 1) six €]1; +oof

a) Détermine le réel a pour que f soit continue au point x, = —1
b) Pouvez — vous Détermine la valeur de b pour que f soit continue au point x, =1 ?

Prolongement par continuité

- Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de définition de la fonction f et Détermine

(s’il existe) le prolongement par continuité de cette fonction en x,,.
tgx

N {f(x>= = b {f(x)= o

x0=0 XOZO

- Soient f et g deux fonctions définies respectivements par :
o)y = 217 o 00 = 1
X 1+ Vx+ 1

a- Détermine les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.

b- Vérifie que la fonction g est le prolongement par conitinuité de la fonction f en x, = 0.
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V2x =2

- On consideére la fonction g de la variable réelle x définie par g(x) = -2

1) Détermine son ensemble de définition Dg.

2) Montre que g admet en 2 un prolongement par continuité que 1’on notera par h.
3) Montre que h est dérivable en 2 puis Donne 1’équation de la tangente a la courbe( C)
de h au point d’abscisse 2.

Dérivabilité
Dérivabilité en un point x,

-Etudie la dérivabilité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

_ (x—2)? - wel
a) {f(x) a m et Xxg =2 5 b) f(x) 1 s K
F@)=0 f=3

Dérivabilité et condition de faisabilité

- Détermine les réels a et b pour que f soit continue et dérivable aux points x; = 1
{f(x) = 2x>+ ax—3six <1

f(x) _ 2x+ b

six >1

Soit f la fonction de R vers R définie par :
_x(x+ 1) . _
{f(x)— iz Stxz-1
fx)=2x +a si x <-1

1) Pour quelle valeur de a la fonction f est — elle continue au point —1 ?
2) Pour cette valeur, étudier la dérivabilité de la fonction f au point — 1.

Application de la dérivée

- Détermine une équation de la tangente en M,( xo0; f(x0)) a la courbe (C) de f dans les cas

suivants :

24 2x+ 2
Q) f(x) = X+2x°—5x + 3 et xo= —2 ;b)f(x):% et xo=1
O f() = et x,= 0

- Détermine la fonction dérivée f” de la fonction f dans chacun des cas suivants :

@) f(x) = X 28°+5x + 3 5 b) f(x)= xzx—xl” SO f() = (—x2+ 2x)3

d) f(x) = V2x3 —4x2 + 1 ; e) f(x)=(1 — 3x2)(=x*+ 1) ; Hf(x) = Cos’x

9 f) = (x=DVx? —x? ;h) f(x) = Sin(3x —D* ;i) f(x) =Sin*Gx—1)
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Soit la fonction numérique f définie par:  f(x) = |x? — 2x — 3|
1) Ecris de f(x) sans le symbole de la valeur absolue.
2) a— Etudie la continuité et la dérivabilité de f aux points x,=—1 et x,=3.
b— Que dira — t — on quant a la dérivabilité de f aux points x,=—1 et x,=3?
3) Donne une équation de la tangente a gauche et a droite aux points x,=—1 et x,=3.
4) Dresse le tableau de variation de la fonction f.

Etudes de fonctions
Analyse et interprétation d’un tableau de variation.

- Analyse puis interpréte chacun des tableaux de variations suivants afin de préciser :
a- les domaines de définition.
b- les limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles
asymptotes et possibilités d’asymptotes.
c- Donne I’allure de la courbe ( Cf ) dans chaque cas.
1) f est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

—00 + ©

X
f) +

+o0
fo | —

De plus :
- La courbe ( Cf ) admet I’origine du repére comme centre de symétrie.
- La courbe ( Cf ) admet I’ axe (y’Oy) comme branche parabolique.

2) gest la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :
X —o0 -1 2 +
9 () - b+ 0 -
40 ‘ 1
9(x) \ / \
0 — oo

De plus : La courbe (Cg ) admet 1’ axe (y’0Oy) comme branche parabolique.

3) hest la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X —a0 -2 1 2 + o
h (x) + + 0 - -
+o0 1 + oo
h(x) /r / \ \
-1 — — -1
4) pest la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :
X —0 -2 1 2 + 0
p (%) - + - +
2 +oo|[+ oo 2
P(x) \ 7 \ /
0 1
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Dresse le tableau de variation de la fonction numérique donnée, partant de ses renseignements
fournis dans les cas suivants :

1) Pour f:
= festdérivable sur R telle que I’équation f ’(x) = 0 admet les solutions x = — 1 et
3
X = E X
= fn’est croissante qu’entre les zéros de sa dérivée f et les points E; (E ; 4) et

5
E, (—1; - 5) sont ses extremums

= lesdroites y=—2 et y=3 sontses asymptotes respectives en — oo et +

2) Pour g:
5

= gestdéfiniesur |- ; 0]U [E ; + oo [ et admet des demi tangentes verticales aux

. . 5
points d’abscisses 0 et >

= g est strictement décroissante sur son ensemble de dérivabilité.
= Jadroitey = — x est a la fois asymptote oblique en —© et + o

= les points de coordonnées (0 ; —3) et (g ; 1) sont sur la courbe de g.

3) Pour h:

=  hestdérivable sur R— {0 ; 2} et continue sur R.

* le point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum absolue de la courbe (Ch)
et hestcroissantesur [0 ; 0,3]U [2 ; + o]

= les droites d’équationsy = —lety = — 2x + 1 sont asymptotes de (Ch)
respectivement en — oo et +

= les points de coordonnées (0 ; 0);(1; 0);et (2 ; —2 )appartiennent a (Ch)

Analyse et interprétation d’un graphique.
- Analyse chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan afin
d’établir son tableau de variation.

a- Détermine lesréelsa; b; c..... en utilisant le graphique.

1) f est la fonction dont la courbe est donnée ci-dessous par : f(x) = ax3 + bx? + cx +d
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De plus : El(_?l ; %) et E;(1 ; 0) sontles sommets de la courbe (Cf)

2) La fonction donnée est g telle que : g(x) =

ax + b
cx?+ d

Fonctions numériques
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ax%+ bx +c¢

3) La fonction donnée est h telle que : h(x) = I

Fonctions numériques

1 2 3 4 5 6x
Fonctions d’initialisations.
24 2x+2
- Soit la fonction f définie par f(x) = %
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
1) Détermine I’ensemble de définition Df.
2) Calcule les limites aux bornes de Df.
3) Détermine lesréelsa; b et ctelque f(x)= ax + b + i1
4) a- Montre que la droite ( D ) d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe Cf .
b- Détermine la position de la courbe Cf et de la droite (D ).
5) Montre que le point I(_Ol) est centre de symeétrie pour la courbe Cf.
6) Détermine une équation de la tangente & la courbe Cf au point d’abscisse — 2
7) Calcule la dérivée f’ de la fonction f puis Dresse le tableau de variation de f.
8) Construire la courbe Cf et la droite ( D ) dans le méme repére.
. . L. x%+ ax +b
- Soit la fonction f définie par f(x) = T troxtd

-»>

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).
1) Détermine lesréels a; b ; cetd tel que:
2etx=

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites x =

—1.
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b- La courbe Cf passe par le point A(_lz) et admet en ce point une tangente de

coefficient directeur — 5.
2) Etudie la fonction f puis représente sa courbe Cf dans le repere.

3+ ax?+ bx + ¢

- Soit la fonction f définie par f(x) = mxZ+ nx + p

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

Détermine lesréelsa; b ¢ ; m; n et p tel que:
a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites x =2 et x = —1.

b- La courbe Cf passe par les points A(_ll) et B(g) et admet au point B(g) une
tangente de coefficient directeur — 3.

3
- Soit la fonction f définie par f(x) = za(cxz—_‘);c)
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
1) Etudie les variations de f.
2) Préciser les asymptotes a la courbe Cf.
3) Soit A l'asymptote non parallele aux axes de coordonnées, Détermine la position de
Cf par rapport a A dans I’intervalle ]— 1;1 [
4) Construire Cf.

2
. . s x“+ 2x +4
- Soit la fonction f définie par : f(x) = T —
X
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Etudie et construire la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O ; 7; J).

2) Montre que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (Cf)

3) Discute graphiquement suivant les valeurs de m I'existence et le signe des racines de
l'équation : x>+ 2(1- m)x + 4 = 0

4) Montre que la restriction h de f a l'intervalle I=[2 ; + oo [ est une bijection de I sur un
intervalle J que 1'on précisera.

5) Construire la courbe représentative de la fonction réciproque h~! de h dans le méme
repére que (Cf).

Fonctions biologiques.

Une population de bactéries (exprimer en millier) a un rythme de croissance modélisé par la

. 60t + 40
fonction f(t) =—————

T 10 out€ [0 ; + o[ estle temps écoulé en jours.

1) Quelle est la population de cette culture au bout de 3 jours ? ; 5 jours ? ; 21 jours ?

b
T 10 pour t € [0 ; +ool.
3) a- Calcule la dérivée f’(t) de la fonction f(t).

b- Justifier que la population de bactéries est croissante.

4) a- Résous dans R I’équation : f(t) = 52.

2) Détermine les réels a et b tels que f(t) =a +
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c- En déduis a partir de quel jour la population de bactéries sera égal a 52.000 individus.
5) a- Quelle est la limite de f en + o ?

b- En déduis une interprétation quant a la population de bactéries.
6) Trace la courbe ( Cf ) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; J).

Echelle : 1 cm — 10 ans sur I’axe (0x) et 1 cm — 10.000 individus sur I’axe (oy).

Un laboratoire médical désire mesurer le nombre de personne contaminés par jour du a un
virus 4 partir d’une « fonction de contagion » f, définie sur I’intervalle [ 1 ; 30] par :

f(t) =0,02t3 — 1,4t% + 22t + 640 ou t désigne la durée en jour de propagation.

On appelle f’la dérivée de la fonction f comme la fonction « contagion ».

On dit qu’il y a « contagion » lorsque f ’est positive. Sinon on dit qu’il y a « non contagion ».
1) Quelle est le nombre de personne contaminé entre le 1% jour et le 21 jour ?

2) Détermine les intervalles ou il ya contagion et non contagion.

- 15 .- ., .
3) On désigne par S = flO f(t)dt, I’aire en m?de la zone contaminée par la virus.
Détermine cette aire.

Une culture de bactéries a un rythme de croissance (exprimé en mm/jour)et modélisé par la
3000

Tro25x OUX € [0; +oof estle temps écoulé en jours.

fonction C(x) =

On admet que ce rythme de croissance est la dérivée de la fonction population p(x)c’est-a-dire
que p'(x) = C(x) et au temps x = 0, la culture compte 1000 bactéries ¢’est-a-dire :
p(0) = 1000.
1) a- Détermine p(x)désignant la population des bactéries aprés x jours.
b- Evaluer le nombre de bactérie ainsi que leur rythme de croissance au bout de 3 jours.
c- Apres combien de jours le nombre de bactéries atteindra t-il 1500 individus ?
2) a- Etudie les variations de p sur I’intervalle [0 ; +oof.
b- Calcule la limite de p(x)en +oo.

Un malade contracte une fiévre dont la température en degré est modélisée par la fonction ¢
définie sur I’intervalle [0 ; +oo[ par t(x) = —x? + 1,5x + 1. Ou : x est le temps écoulé
exprimé en seconde et t(x) est la température de la fiévre exprimé en degré.

1) Quelle est la température du maladea: 0s?; 1s? et2s?

2) La fonction t est représentée par la courbe ci-dessous :

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 162



Fonctions numériques

— 1,,
a. Indiquer a qu’elle instant la fiévre atteint sa température maximale.
b. Donne les intervalles respectifs de montée et de descente de la fiévre.
3) On désigne par T une primitive de la fonction t définie sur I’intervalle [0 ; 2].

a. CalculeT.

b. Calcule la température moyenne du malade pendant ’intervalle de temps [0 ; 2].
(on donnera une valeur décimale arrondie au dixiéme).
Rappel : Soit f une fonction définie et dérivable sur I’intervalle[a ; b].
La valeur moyenne m de fsur I’intervalle[a ; b], est le nombre m tel que :

m = ﬁfab f(x)dx

Fonctions circulaires.

. . P T T Sin3x

- Soit f la fonction définie sur ]— 203 [ par: f(x) = Cos3x
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).

1) Montre que I’ensemble de définition Df peut se réduit
2) Etudie la parité et la périodicité de f puis en déduis un intervalle d'étude Dg.

3Cos2
3) Montre que ¥V x € Df,f'(x) = C:;;

4) En déduis le tracé de (Cf) sur ]— g ; g [ par symétrie.

puis Dresse le tableau de variation de f.

- Soit la fonction f définie sur [ ; m] par f(x) = %
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Détermine l'ensemble de définition Df".
2) Etudie la parité et la périodicité de f puis en déduis un intervalle d'étude Dg.
, _ 3(1— 2Cosx )Sinx
3) Montre que Vx € Df,f'(x) = Costr
4) Etudie le signe de (1 — 2cosx) sur Dg puis en déduis les variations de f sur Dg.
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5) Détermine les coordonnées des points d'intersections de la courbe (C) avec 1'axe des
abscisses.

6) En déduis le tracé de (Cf) sur [—m ; ] par symétrie.

- On considere la fonction numérique f définie par : f(x) = Sin2xCosx .
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

. T (o oy
1) a- Prouver que la verticale x = > est un axe de symétrie pour la courbe Cf et étudier la
parité de f.
b- Justifier que 1’on peut étudier f sur Dg = [ 0; g ] puis décrire les étapes a suivre pour

avoir la courbe Cf sur R.
2) a- Détermine f’(x) et justifier que f'(x) = 2cosx(3cos?x — 2) pour tout x € Dg

b- Etablis le tableau de variation de f sur Dg

3) Trace (C f)sur [0 5 5 | puis sur [-5

T y. .
5 ’5] par symétrie.

Fonctions paramétriques.

- Soit f,, la fonction définie sur R par: f,,(x) = (2m- 1)x*- (m + 4)x’-m + 5.
Ou x est la variable et m est un parametre réel.
Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7 J).
1) Montre que toutes les courbes (C,,) passent par deux points fixes dont on Déterminera les
coordonnées.

2) Etudie la fonction f; puis représente sa courbe (Cy) dans le repére orthonormé.

. . F x2+ 3x+ 4m
- Soit f;, la fonction définie sur R par: f,, (x) = 2t omt 1xt 3"
Ou x est la variable et m est un parametre réel.

Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7 J).
1) Montre que toutes les courbes (C,,) passent par trois points fixes dont on Déterminera les

coordonnées.

2) Détermine m pour que le point d'intersection Ide (C,,) et 'asymptote paralléle a (x'ox) ait
pour abscisse %
3) Etudie les fonctions fyet f; puis représente leur courbe respectives courbe (Cy) et (Cy).

mx

2_
- Soit f;, la fonction définie sur R par: f,, (x) = xxzj .
Ou x est la variable et m est un parametre réel différent de 1.
Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Donne le tableau de variation de la fonction f;,, suivant les valeurs de m.

( On distinguera les casou m = =2 ; m = 2).
2) Comparer f,, (x) et f_, (—x) puis Donne la position relative des courbes (C,,) et (C_,,).
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3) Montre que toutes les courbes (C,,,) passent par un méme point fixe dont on Déterminera les
coordonnées..
4) Représente leur courbe respectives (C_;) et (C3).

Fonctions auxiliaires.

- Partie A : On considére le polyndme P définie : P(x) = 2x° - 3x* - 1
1) Donne le tableau de variation de P.
2) Démontre que l'équation P(x) = 0 a une solution unique a dans I’intervalle]1,6 ; 1,7 [.
3) Donne le signe de P(x) dans I’intervalle] —1 ; + oo [.

1-—x

14 x3

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 75 J).
1) a) Justifier la dérivabilité de f sur]—1 ; + oo [.

P
b) Calcule £ '(x) puis établir que f'(x) = ——22

(1+ x3)2

2) Donne le tableau de variation de f.
3) Détermine les équations des asymptotes a la courbe Cf de f.
4) Place a puis Trace Cf.
5) Soit g la restriction de f a Iintervalle[ 2 ; + oo [.

Montre que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ sur un intervalle J que 1'on précisera.
6) Trace Cg~' ou g~! est la bijection réciproque de la fonction g restriction de f a
lintervalle [ 2 ; + oo [.

Partie B : On considére la fonction f :]—1 ; + o[ >R etx —

- Partie A : On donne la fonction g définie par g(x) = x° - 3x - 4
1) Etudie les variations de g et Dresse son tableau de variation.
2) Montre que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique o et que 2,19 <a <2,20
3) En déduis le signe de g(x) sur R
34 oy
Partie B : On considére la fonction f définie sur R —{—1 ; 1} par f(x) = %
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 75 J).
1) Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df.
2) MontrequeVx ER-{—1; 1}, ona: f'(x) = %
3) Etudie le signe de f '(x) et en déduis les variations de f puis son tableau de variation de la
fonction f.
4) Montre que la droite (D) d'équation y = x + 2 est une asymptote oblique a la courbe Cf
. Etudie la position de Cf et (D).
5) Trace Cf.

- 1) Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = 2x —vx? + 1
a) FEtudie les variations de la fonction g.
b) Montre que g(x) = 0 admet une solution unique & que I'on Déterminera.
c¢) En déduis le signe de g sur R

2) Soit la fonction f définie sur R par f(x) =2vx? + 1 — x.
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
On note (D) et (D") les droites d'équations respectives: y = —3x et y = «x.
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a) Etudie les limites de f en +oo et —oo

b) MontrequeVx € R;f'(x) = \/i(z%

¢) En déduis le tableau de variation de f.

3) a- Détermine la limite en —oo de f(x) - (—3x).
b- Quelle conséquence graphique peut — on déduis de ce résultat ?

4) a-Montre la droite (D') est asymptote a la courbe (C) en +o0
b-Etudie la position de (C) par rapport aux deux droites (D) et (D").

5) Trace la courbe (C), les droites (D) et (D").

Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.
. . e 1+
- Soit la fonction f définie par f(x) = x e 3;
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
1) Donne I'ensemble de définition Df de f .
2) Etudie les variations de f, puis Trace avec soins sa courbe représentative dans un repére

1-+5 —
orthonormé. On donne : 2\/— ~ —0,6 et f (1 2\/§> = —0,3

- Soit la fonction f définie sur Rpar: f(x) = —x + Vx? + 8

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) a)Démontre que Vx € R,ona: x —vVx? + 8<0
b) Etudie les limites de f aux bornes de Df. En déduis que la courbe (C) de f admet une
asymptote horizontale dont on précisera une équation.
¢) Démontre que la droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en - o0

2) a) Calcule f'(x). Puis en déduis de 1) a) le sens et le tableau de variation de f.
b) Trace (C) et (D) dans un repére orthonormé (unité graphique : 2 cm)

. . g |x2 + x|+ 1
- Soit f la fonction définie par : f(x) = Thr1
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
1) Détermine le domaine de définition de f et écrire f(x) sans les symboles "valeur absolue"
2) Etudie la dérivabilité de f en —1 et en 0, puis interpréte géométriquement les résultats
3) Etudie les variations de f
4) Montre que les droites d'équations y = —x - 2 et y = x sont asymptotes a la courbe
(C)et f
5) Trace (C)

Soit la fonction numérique f définie par f(x) = +/|x* —2x — 3|

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).

1) Détermine l'ensemble de définition de f

2) Ecris f(x) sans valeur absolue

3) Etudie la dérivabilité de f en x; = —1eten x, = 3 puis interpréte graphiquement vos
résultats.
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4) Montre que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique (A) au voisinage de —oo et
une asymptote oblique (D) au voisinage de +co.

5) Dresse son tableau de variation

6) Trace dans un repére orthonormé la courbe (C) de f.

- Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = |x| / xi T

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Détermine I'ensemble de définition Df de f
2) a) Etudie la dérivabilité de f au point x, = 0, en déduis I'ensemble de dérivabilité de f.
b) Calcule f'(x) pour x élément des intervalles de dérivabilité.
¢) Calcule les limites de f (x) aux bornes de Df et préciser les équations des asymptotes a
la courbe (C) de f.
d) Dresse le tableau de variation de f.
3) Trace la courbe (C) de f.

On considére, dans le plan (P) rapporté a un repére orthonormal (O ; 7; J), le cercle (T ) de
centre O et de rayon 1.
Soit A4 le point de coordonnées (1 ; 0) et A’ le point de coordonnées (—1; 0) .

1) Pour tout point H du segment[ AA'], distinct de A et A’, on méne la perpendiculaire

(A) aladroite (AA"). La droite ( A ) coupe le cercle (I')en M et M’
On pose OH = x. Calcule en fonction de x I’aire du triangle AMM’.

2) Soit f la fonction définie sur |—1 ; 1 [par f(x)=(1—x)V1— x2.
a- FEtudie les variations de f.
b- Montre que le triangle AMM’ d’aire maximale est équilatéral.

Problémes

La fonction f de R dans R est donnée par une partie de son tableau de variation.
On sait de plus que la droite d'équation x = 2 est axe de symétrie pour la courbe C de f.
—00 2 4 +oo

X
£/ | - -

o 1\ NG

—00 3
1) Trace la courbe C de f
2) Compléte le tableau de variation de f

ax® + bx + ¢

3) On suppose que f(x) est de la forme f(x) = P

a- Détermine lesréelsa; b ; c; f et a

b- Montre que la restriction g de f al1=]2 ; 4] réalise une bijection de I sur un intervalle J

a préciser.
c- Donne I'équation de la tangente a la courbe C’ de g~ au point d'abscisse 1
d- TraceC’
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e- Discute graphiquement suivant les valeurs du paramétre m, du nombre et des signes des
solutions de l'équation (3 —m)x* - (12- 4m)x + 8 = 0

- On donne la figure ci-dessous qui représente une partie de la courbe d'une fonction g.

A 4

-3+

-4+

1) Compléte la courbe de la fonction g sachant que g est impaire.

2) Donne les équations des asymptotes a (Cg)

3) Quel est le domaine de définition de g sous forme de réunion d'intervalles
Donne les limites de g aux bornes de Dg.

4) Dresse le tableau de variation de g.

2
. . L. e ax“+ bx+c | ,
- Soit f la fonction numérique définie par f(x) = a4 b; cetd sontdes réels
X

et (Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (0;7; J)

1) Trouve les réels a; b; c et d sachant que la droite d'équation x = 3 est asymptote et
(Cf) passe par les points A(2; 3),B(4; 7) et admet au point d'abscisse 2 une tangente
horizontale.

2) Dans la suite du probléme onprendraa = 1; b = —1;¢c = =5 etd = =3

a- Etudie la fonction f

b- Etudie la position de (Cf') par rapport a son asymptote oblique
c- Montre que la restriction g de f'a l'intervalle [ 4 ; +oo[ réalise une bijection de [ 4 ; +oo[
sur un intervalle J que 1'on précisera.
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3) Montre que (Cf) admet un centre de symétrie que 'on Déterminera
4) Montre que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions « et

3
5) a- Montre que Vx € [4;5], ona: |f'(x)| < 7

b- En déduis que |f(x) ——| < |x - 5]
6) Trace (Cf) dans le repére (0;1; f) ainsi que (Cg~!) la courbe de g~ !

1
- Partie A : Soit f la fonction numérique définie sur Df =] 1 ; +oo[ par: f(x) = 1 Vx

1) Montre que la dérivée de f garde un signe constant sur Df.
2) Etudie les variations de f (limite et sens de variation)
3) En déduis que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle | 1 ; 2[

Partie B: On se propose de Résous 1'équation f(x) =0dans |1 ; 2[ .

1) Montre que I'équation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que 1'équation 1 + % =x.

2) On appelle g la fonction définie sur] 0 ; +oo[ par:g(x)=1+ \/i} soit a la solution de
I'équation f(x)=0(Onadonc g(a) = aetl < a < 2)
a) Montre que si x est élémentde | 1 ; 2[ alors g(x) est aussi élément de | 1 ; 2[.
b) Justifier la dérivabilité de g sur [ 0; +oo[Calcule la dérivée de g puis Montre que

1
pour tout x [1 ; 2]€ ona:|g'(x)| < 7

1
¢) Endéduis que pour tout x de [1 ; 2],ona: |g(x) —a| < 3 |x — af
3) Construire la courbe (C) de la fonction f

1
- Soit la fonction f définie par f(x) = o et (C) sa courbe.

1) a- Démontre que la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +oo[est au
dessus de sa tangente en tout point.

1
b- En déduis queVa € [0; 4+ ,ona: oy 12 1—a ().
2) Soit la fonction g définie sur [ 0; +oo[; par g (x) =vx + 1 etsoitk un réel strictement

positif.
a- Détermine la dérivée premiére et seconde de g sur [ 0; +oo[

1

- Véri : . <
b- Vérifie que:Vx € [0; k[ ona: \/T < g (%

c- En utilisant le théoréme de 1'inégalité des accro1ssements ﬁnis a la fonction g sur
< k< -
> \/_ Vi+k<1 + ?2)
d- Déduisez des relations (1) et (2) que : Va € [0; +oo[ ,ona:
ko k2 k
1+E— TSVl+kSl+E

e- Etablis alors I'inégalité suivante : 1,0475 < +/1,1 < 1,05
f- En déduisez une valeur approchée de v/1,1 tout en précisant la marge d'incertitude.

l'intervalle [ 0 ; k ], Démontre que : 1 + ——
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Solutions

Limites en un point x,

. Calculons les limites suivantes aux points X, donnés :

. x3-g _25-8 8-8 0 o s déterminati
a- lim = = = — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
-x+2 -2+2 -242 O
x -2t
. x3-8 . (x—2)(x2+ 2x+4) . 2 _
lim —— zfllmWf lim—(x“+ 2x + 4)=-12
x -2t x -2t x - 2%
- V9-3 3-3 0 . . . I
b- lim \/f_ 93 “9-9 9-9-0 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
x =9
im¥E =3 = X =3 (EF 3 g (X 3EES) lim—(ﬁ)z_(g)2
-9 x—9 " Vx+ 3 x—=9DWx+ 3) x— 9DWx+ 3)
x -9 x =9 x =9 x -9
li x—9 li 1 1 1 1
=lim——————==1lim = = =—
x— NHWx+ 3) v¥+3 V9+3 3+3 6
x -9 x -9
e lim 2X*TS __2@+5 9 _
T —x—27 @2-@-2" 0
x - 27
. Vxi+1-1 Jo+1—-1 0 .1 ., .1 N
d- lim* +x = 0 iy (Forme indéterminée) et levons 1’indétermination:

x -0

I N as VW (LR Sl (L S N (1) -y
" _ _

l x i1+l @(Vx2+ 1+ 1) = am @(VxZ+ 1+ 1)
x -0 x -0 x -0
= limmzlim 11 =lim < =lim—— =229
(x)(\/x2+1 + 1) (x)(Jx2+1 + 1) (x)(Jx2+1 + 1) Jx2+1+1 2 ’
x -0 x -0 x -0 x -0

2_x—-6 9-3-6 0
= = — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
G-Va - ol )

x -3

. X
e-lim

i o x=6 VAV (P x-6)(E+VE) . (xHD(x =3+ V)
VE= V3 T VE+ V3 (k= B)(vx+3) - (3] =
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2 -3 3
i R I(EHVF) limix + 2)(Vx +v3) = 10v/3

x— 3
x -3 x—3
. x2_5 1-5 —4
. = S P
frlim— e =TT 30— T
x - —1%

. Calculons les limites suivantes aux points X, donnés :

Sin2x Sin0 0

a- lim 3x o — 0 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
x =0
. Sin2x . Sin2x _ 2 . Sin2x 2 _ 2 nax
li li == lim X === (car llm.!flfs— 1)
3 3x 2 2x 3 3 ax

x =0 x =0 x =0 x =0

. Cos2x Cosm -1
b- limir = —=— =00

1— Sinx 1-— SmE 0

T

X - =
2
5 Sin0

c- limi mgiZ:’; =S50 0o (Forme indéterminée) et levons 1’indétermination:

x >0

. :—iXSin 5x . Sstigfx ' sinSx sm5x 5 1 5 5

lim Lo lim T lim -2 x § = lim 2= % 3°-1%3°3

3x 3x “3x 3x
x =0 x >0 x =0 x >0

Sinx Sinr _ 0 . ., e s ..

d-lim——=——= 0 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:

X -on

Effectuons un changement de variable en posant X =x —m =>x=X+mn
Si x >m alors X -0

Sinx . Sin(X+m) . Sin(X+m) . —=Sin(X) SinX
& - = T = =
! T — (X+m) ! m-X—1m lim— = -X = lim X =1
X -1 X -0 X -0 X -0 X -0

Donc llm

(car Sin(m+ a) = —Sina )

., Sindx . Sindx _ Sin0
e- lim——== =— == (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
tangx tangx  tang 0
x -0 x -0
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4x . . .
—~xSindx 4xxsm4—x sindx 4 sin5x
. Ax g 7 g 7 X . 5 1 _
lim X angx lim xx“mg" = lim wrgx X— = limz%, x4 = X 4=4
x x 3x
x -0 x -0 x -0 x -0
Limites a ’infinie
Calculons les limites suivantes a ’infinie :
. -8 .= . 8 _ 8 _ 8
a- llmm lim 5 lim 5 (_00)2 oo 0
X — —o0 X > —00 X — —00
2/x2() -1 2% 2 -1 2x)i—1 A2 t-%
be lim 2271 — 1 26 Pz~ R A W L
x + 2 + 2 x + 2 + 2 x(1+2)
X
X — +oo X — +oo X — +oo X — +0oo
1 1
"% _240—-0_ 0
= lim———~ = =—=0
142 140 1
X — +oo
o1 2x2 42 _lim2x2 _2
5x%— x 5x° 5
X — —o0 X — —00
2(1—- L) _ _1_ 12X _
el x(lx)l Rl 1- -1 . x/lx—zl
d- lim =lim =lim =lim————
X X X X
X = —© X — —© X - — X = —
T 1
x(—‘ll——z‘z)
, . 1 1 . , 1
=lim——————>=Ilim—[1— 5 —~=-1lcarlim — =0 et lim = =0
X x x2 x
X — — X — — X — —0o0 X — —
3 3 3
e-llm\/42 == > == =lim = =lim ==
X — +oo X — +oo X — 4+ X — +oo
3 3
x(4+ = += 4
= lim ( 1")5 =lim 1" = ZEIZ
X — +oo X — +oo
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1 . 1 1 1

f- lim ! = lim = lim =lim—= —=0
(1= Vvx)(1+ vx) 12— (\/})2 1- x - X +o00
X — —00 X — — X > —0 X > —
Lo 3x-|x|_ . 3x-(—x%) _,. 3x+x _ . 4x . 4x _ 4
glim— —= = lim—-——"=lim5—= = lim5— = lim 5~ > =2
X — —o0 X — —o X — —o0 X — —00 X — —o

h-lim 1—x +Vx2+x+1=Ilim 1—x + x2(1+%+%)

X — +oo X — +oo
. 1,1 , 1,1
=lim 1—x + |x| /1+—+ 7 =lim 1—x +x /1+—+—2: —00 + 00
X X X X
x — +oo X =+

(Forme indéterminée)

Levons I’indétermination:

lim 1—x +VeZFxF1 = lim(1—x + VAl T2 7 1) x —— < xt]
m — X X X = um — X X X -
1—x —Vx2+x+1
X — 400 X — +oo
2
. (1—x+\/x2+x+1 )(l—x—x/x2+x+1 ) . 1—x)2— (x/x2+x+1)
lim =lim
1—x —VxZ+x+1 1—x —VxZ+x+1
X — 400 X — +oo
2

_ A=x)2= (Va2 +x+1) (-2 1)- (224 x+1)

=lim =lim
1—x —Vx2+x+1 1—x — Vx2+x+1

X — +oo X — +oo

— lim x2—2x+1— x2—x—1 = lim —3x = lim —3x
1—x —Vx2+x+1 1—x — Vx2+x+1 —x—VxZ

X — +oo X — +oo X — +oo

. -3x  _ . -3x _ ., —-3x _—-3 _3
=lim ————=1lim = lim =—=—

—x—|x]| —x—x —2x — 2

X — +oo X — +oo X — +oo
.. 2+ Si s
i- lim %( théoréme des gendarmes)

X — +oo

Onsaitque: —1 <Sinx < 1
En ajoutons 2 a chaque membre de I’inégalité, on a :
1 <2+S8inx < 3
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.. e, ., 24+Sinx 3
En divisant chaque membre de ’inégalité par x + 1, ona: < <
) o ) ) x+1 x+1 x+1
En appliquant la limite & chaque membre de I’inégalité, on a :
. . 24Sinx .
lim < lim——— < lim
x+1 x+1 x+1
X > +o X = +o X > + o
. 1
llmx_|_—1 =0
x = +o . L . 2+Sinx
Or et Alors d’aprés le théoréme des Gendarmes, on a : lim ) =
. 3 X
Lllmx-l-_l =0 X = 4o
X = +©

Limites et asymptotes

Calculons les limites aux bornes de I’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous ( on Donnea ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité¢ d’asymptotes )

af0)= 55— D =R -2} =]-0;2[U]2; +oof

2 2

x . x .
=lim—= lim —x =4
-X

lim f(x) = lim

f&) -x+ 2

X > —0 X o> —®0 X > —00 X o> —©
2 2
x“+5 x

lim f(x) = lim = lim—=lim—x=—-
-x+ 2 -

X > +o X > +o X > +o x > +©

Apreés division euclidienne de x> + 5 par- x + 2, on obtient :

fxX)=—x-2+

-x+ 2
Alors la droite d’équation y = —x — 2 est asymptote oblique car lim ke
-X
X — ©0

2)?2+5 9
lim f(x) = (()Z)ﬁ:()j:+oo
X - 2= h Alors la droite d’équation

x = 2 est asymptote verticale
, _(@*+5 9

lim f(x) = D12 o %
x - 2%
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—x24+5 . 11— . .
b- f(x) = m—>Df—R—{—6,1}—]—00,—6[U]—6,+°°[
. . —x%+5 . —x2
lim f(x) = llmmf lim " =-1
X = -0 X = —® X 2 - Alors la droite d’équation y = —1
est asymptote horizontale
lim f(x) = lim et = i 2=
im f(x) = m e e Um— 7z~
X > +o X > + o X = +©
, —(-6)?+ 5 -31
lim f(x) = > = =—o
o 6 (=6)%+ 5(-6)—6 0¥ Alors la droite d’équation x = —6
X 2 est asymptote verticale
lim () = —(-6%+5 31
im f(x) = —6)2+5(-6)—6 0
x > —6F
lim £ () —(1)%2+5 4
= —=——= — 0
mfG)= 2 rsm_s o
x = 17

2 Alors la droite d’équation x = 1 est
—-(*+5 4

lim f(x) = m Y + | asymptote verticale

x - 1t

Soit la fonction f dénie par : f(x) = Vx?+x+1— x.

On note ( Cf ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ;7 ;).

1) Etudions les limites de f en + oo et en — oo puis en déduisons si la courbe (Cf) admet une
asymptote horizontale

limf(x)=limvx2+x+1— x = lim /x2(1+%+%)— x=lim |x| /1+%+%— X

X > —o x> —o X o = X ==
—lim—x [1+2+5— x =tim—x( [1+2+ 5+ 1)=—(—0)(2) = +o0
m —x p 2 X m —x o 2 -

X > — X & —©

Alors la courbe (Cf) n’admet pas une asymptote horizontale en — co, mais on a une possibilité
d’asymptote oblique — oo.

limf(x) =limVvx?+x+1—x =lim /xz (1+%+xi2)—x:lim [x| ’1 +%+%—x

X > +o X > + o X > +© X > +o
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=lim x /1 +1+l2—x—limx< ’1+1+l2—1)=+oo><0=(Formeindéterminée)
X X X X

X = 4o X = +oo

Levons I’indétermination:

li +VZ+x+1 = lim(—x + Va2 ¥ x +1) X — <Chxt]
m —X X X = um\l|\—x X X I
—x —Vx2+x+1
X — 4o X — +oo
2
. (—x+x/x2+x+1 )(—x—\/x2+x+1) . (—x)z—(\/x2+x+1)
lim =lim
—x—Vx24x+1 —x—Vx24x+1
X — 4o X — +oo
2

. (—x)z—(x/x2+x+1) . XA (x2+x+1)

=lim =lim
—x —VxZ+x+1 —x —VxZ+x+1

x — 4o X — 4+

i XmXxml o mx=l e ox— 1
—x —Jx?+x+1 —x —Vxf+x+1 —x—VxZ

x — +o X — +o X — +o

. x—1 x—1 . =X -1 1
=lim =lim =lim =—=—

x—|x]| —Xx—X —2x -2 2
X — +oo X — +oo X — +0oo

1
Alors la courbe (Cf) admet une asymptote horizontale en + co d’équation y = =

2) Démontrons que la droite (A) d’équation y = —2x — ;— est asymptote a (Cf) en —oo .
La droite (A) d’équation y = —2x — ;— est asymptote a (Cf) en —oo si et seulement si :
limf(x) —y =lim [(\/xz +x+1-—x)- (—Zx—;—)]

X — —0 X — —00

. 1 , 1
=limvVx2+x+1-— x+2x+2—:l1m\/x2+x+1+x+2—
x - —o x - —
x+%—\/x2+x+1

1
=lim (x + —+Vx2+x+1)x
2 x+%—\/x2+x+1

X — —00

(et 3+ T L) =T ) (e+ 1 Y- (V2 ),
P S o I it

X — —o X - —o

lim
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2+x 4L - (Zrar1)

X2+ x +%— (x2+x+1)

=lim =lim
X+ 3 —Vxtx+1 X+ 3 —Vxtx+1
X = —o0 X — —oo
li x2+x+%—x2—x—1 li —% li —% li —%
= lim = lim =lim =lim
x+ 3 — a2 a+l x+3 =V +xt1 X+g—1x] x+g+x
X = —o00 X = — X > — X = —
3 3 3
— R N S et -
lim —4— = lim - =lim =2~ =lim = = =0
2+ 3 2x 2x 8x 8(—) —0o0
X > —00 X — —o0 X — —© X — —o0

D’ou la droite (A) d’équation y = —2x — % est asymptote oblique a (Cf) en —oo

Continuités
Continuité en un point x,

. Etudions la continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

_(x—2)2
a—{f(x)_x2+x—6 et xg=2
f(2)=0

f est continue en x, =2 si et seulement si :

lim f(x)=f(2) =0

x -2

lim (o) = li (x-2)? . _(x—-2) _ . x-2 _2-2_0
lmfx7lmx2+x—67lm(x—Z)(x+3)7lmx+372+3 5
x -2 x -2 x -2 x -2

Puis que lim f(x) = f(2) = 0. Alors f est continue en xy =2

x -2
x—1+2
b- = 55 -
f@ =5

Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue :
Posonsx —1=0=> x=1

Puis étudions le signe de tableau de si x — 1 dans un tableau.
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X —00 1
x—1 — + +
[x — 1] —x+1 x—1
f(x):—(—xx++13)+2 Si x € |—;
=> et
f(X)=—(x_x_|1_)3+2 six € ]1; 4o
f(x)=_xx_|_—-|—33 si x € ]—0; 1]
=> et
f(x)=);:31 six € J1; 4]

Ainsi étudions la continuité de f a gauche et a droite de x, = 1

Fonctions numériques

f estcontinue en xy =1 sif (1) existe et si limif(x)=lim f(x)= f(1) = %

x - 17

Continuité a gauche :

, _ 4. —x+3_1

limf(x)= lim =73 3

x - 17 x - 1

Continuité a droite :

s oo x+1 1

limif(x )= lim 73 3

x - 1t x - 1°

Puisque limf(x)=Ilimf(x)= f(1) = %
x - 1° x - 1t

Alors fest continue en xg = 1.

Continuité et condition de faisabilité

. Soit la fonction f définie sur R par

{f(x)z 3V six € R-(2)

fR)=a

Déterminons la valeur de a pour que f soit continue en x, = 2

f estcontinue en xy =2 si limif(x)=f(2)=a
x = 2
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—J2x¥5 _ 3-VZx2+5 3-3
x—2 2—-2 2-2

0 i o
=5 (Forme indéterminée)

x - 2 x - 2

Levons I’indétermination:

Gl Y 2X 5 (3HV2x+5 " A3 —V2x +5)(3+V2x +5) _ i =(3)2 — (V2x ¥+ 5)2
T =2 T3V rs T x—2(B+VExt5) - 2)(3+V2x +5)
X - 2 x - 2 x - 2
2
."“‘.(3)2 - (V 2x + 5) g T 9— 2x—5 SN o 4 — 2x
limi’e = limi’ = limif%
x—2)(3++2x+5) x—2)(3++2x +5) x—2)(3++2x +5)
x - 2 x - 2 x - 2
— limia__ —2x—2) — limia__—2 - —2 -2 _ -2 _=2_-
T -2)(3+V2x +5) 34+V2x+5 3+V2x2+5 3449 3+3 6 3
x - 2 x = 2

Alors  limif(x) = f(2) = _?1

x - 2
Or limif (x) = f(2) =a ®a== .Dou a ==
x = 2

. Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=x*> + ax six € |- ; —1[
f(x)=2x -1 si x € ]-1; 1]
fx)=b(x%*—1) six € ]1; +oo[
1) Détermine le réel a pour que f soit continue au point x, = —1
f est continue en xo =2 si limif(x) = imif(x) & limi%? + ax = limi®x — 1
x-> -1 x> —-1" x > -1~ x - —17
S-1)2 + a(-1)=2(-1)-1®1-a=-2-1&1—a=-3=>a=4

1) Vérifions si I’on peut Détermine la valeur de b pour que f soit continue au point x, = 1.

f estcontinue en xy = 1 si limif(x) = Limif(x) & lim@x —1 = limib(x? — 1)
x - 1° x - 1t x - 1° x - 1t

Alors impossible de Détermine la valeur de b pour que f soit continue au point x, = 1.
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Prolongement par continuité

Dans chacun des cas suivants, précisons 1’ensemble de définition de la fonction f et
déterminons (s’il existe) le prolongement par continuité de cette fonction en x,,.

X —Vx
a){f(x) - T®
.X'O=0

- Ensemble de definition:
Df={x/x€x=0etx+0}=>Df=]0; +oo[
- Prolongement par continuité:

xo =0¢]0; +oo[. Alors f peut étre prolongée par continuité au point x, = 0

X = 0 . . . .
limiF (x) = limifﬁ\/_Tﬁ =0 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
x =0 x >0

oo VX AV DVE ~1)=_
llma_ﬂrT = llm-._ng limi{ Vx — 1) 1eR

x >0 x =0 x >0

Alors f est peut étre prolongée par continuité au point x, = 0.

Soit g le Prolongement par continuité de f en x, = 0 tel que:

{g(x):x;}ﬁsixe]o;+oo[ ou glx)=+vx -1

g0)=-1 six=0

_ tgx
b) {f(x) - X
xo - 0
- Ensemble de definition:

Df ={x/x € cosx # 0 et x # 0}
x # =5+ 2km
cosx¢0¢>cosx¢cos% & ou et x#0=>
x;t% + 2kn

Df =R—{-7+ 2km;J + 2kn ;0 Javeck € 7

- Prolongement par continuité:
X9 =0¢&R— {—% + 2km ;g + 2km;0 } . Alors f peut étre prolongée par continuité au point
Xg = 0
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tgx O L, ., L, .
limif (x) = . o (Forme indéterminée) et levons 1’indétermination:
X

x - 0 x - 0

tax sinx sinx 1 sinx 1
limA2E = [ m €O — [imid— x = = [imi— x — = 1

X X cox x x cox
x>0 x->0 x-0 x>0

B R 1
(Car limit™ = 1 et limi— = )
X 0SX

x - 0 x - 0

Alors f est peut étre prolongée par continuité au point x, = 0.

Soit g le Prolongement par continuité de f en x, = 0 tel que:

{g(x) = thx six € ]R{—{—§+ an;g + 2k7'[;0}
g0 =1 six=0
- Soient f et g deux fonctions définies respectivement par :
o Jx+1-1 _ 1
fl) = — et g) = T——
a- Déterminons les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.
Df={x/x€x+1=0etx#0}=Df=[-1;0[U]0; +oo[
Dg={x/x€x+1>0et 1+Vx+1+#0}=>Df=[-1;+0o]

b- Vérifions que la fonction g est le prolongement par continuité de la fonction f en xy, = 0.

G I-1 (EFI-)EFI+1) (EF DI - @ x+1-1
- x - x(Vx ¥ 1+1) T ox(Vx+ 14+1)  x(Vx+ 1+1)

X 1
T R T A

fx)

Alors g est le prolongement par continuité au point x, = 0 de la fonction f.

V2x =2
x— 2

- On considere la fonction g de la variable réelle x définie par g(x) =

1) Déterminons son ensemble de définition Dg.
Dg={x/x€2x=0et x—2+0} =Dg=[0;2[U]2; +oof

2) Montrons que g admet en 2 un prolongement par continuité que 1’on notera par h.
xg=2¢ [0;2[U]2; +oo[. Alors g peut étre prolongée par continuité au point x, = 2

_____ Vv2x =2 0

limigy (x) = lim >0 (Forme indéterminée) et levons 1’indétermination:
x —

X - 2 x - 2
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,\/_ —2 . 2x =2)V2x+2) 2x—4 . 2(x—2)
R ) s My N 2%) B prawy
x - 2 x - 2 x - 2 x = 2
—lim—2_ -1

V2x+2 2
x = 2

Alors f est peut étre prolongée par continuité au point x, = 2.

Soit h le Prolongement par continuité de g en x, = 2 tel que:

\/__ 2 six e [0;2][ U]2; 4+oof

h(x) =
h(2)=% six =2

2) Montrons que h est dérivable en 2 puis donnons 1’équation de la tangente a la courbe( C )
de h au point d’abscisse 2.
- Dérivabilité au point x, = 2

h est dérivable en 2 si et seulement si : llm.!M R =1€eR

x - 2
V2x =2 1 2(V2x =2)—(x— 2)
B -h@ . A7) -G SR a(Va —2)-a- D)
limig—=——=—== limi} = limi = limly >
x— 2 x— 2 2(x — 2)
X - 2 x - 2 x - 2 x - 2
Aex —4—x+2 g e —x—2 . e2V2x-(c42) _
= limi4 2= 22 = limi4 2= 7 limi’& T
x - 2 x - 2 x - 2
2
_h(0) —h(2) J2ox -2Vt 4] (2V20) - (e 4202
llm.!.“.!— limis = limi'y
2 20 — 2)2[2Jﬁ+(x +2)] 2(x — 2)2[2\/§+(x +2)]
x - 2 x - 2 x - 2
_ lim;;'(;i 8x — (x2+ 4x + 4’) Py 8x — x2 4x— 4 iml - x2+ 4x— 4
20— 2)2[2Jﬁ+(x +2)] D — 2)2[2Jﬁ+(x +2)] '"2'(x— 2)2[2Jﬁ+(x +2)]
x - 2 x - 2 x = 2
e ( 4x+4) ..... —(x—2)2 R -1
= limi’ o = [imi
2x — 22[2V2x +x +2)] 2x — 22[2V2x +(x +2)] [zme +2)]
x - 2 x - 2 x - 2
i =1 -t _ -1
""" eVt t2)] 22vE+@)] 16
x - 2
D’ou h est dérivable en 2 et son nombre dérivé est : h' (2) = %
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- Equation de la tangente au point x, = 2

L’équation de la tangente au point xq = 2 est donnée par la formule :

y =K @)(x—2)+ h(2) avee K'(2)=—— et h(2) =3
ey = 1 1_-1 -2 1 _—1 3 Ly=2t 3
=y = (x=2)+ > " 16 Xt e T e Xt T Y=g ot
Dérivabilité
Dérivabilité en un point x,
- Etudions la dérivabilité des fonctions suivantes aux points xy donnés :
_ (x—2)?
a){f(x) T x2+x—6 et xg=2
f@)=0
f est dérivable en 2 si et seulement si : [imi# O;) __f 2(2) =f@2)=1€eR
x = 2
l(x—Z)Z]_O l (x— 2)2 ] 5
o) —f2) g+ x— 6 i AETIE-D | (x—2)
limis——= limis o limis pr— llm(x+3)(x—2)2
x - 2 x - 2 x - 2 x - 2
=lim T8 ER
x = 2
D’ou f est dérivable en 2 et son nombre dérivé est : f (2) = %
fay =22 =1
b)
1
f =3

Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue :
Posonsx—1=0=> x=1
Puis étudions le signe de tableau de si x — 1 dans un tableau.

x — 1 +
x—1 - +
|x — 1] —x+1 x—1
floy= DI iy e - 1]
=> et
floy=Y"DF 2 six e 1 4o |
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f(x)z_xx_l_—-i_g3 si x € |—w; 1]
=> et
f(x)=);_:—3 six € ]J1; +o

Etude de la dérivabilité de f
f est dérivable en xy = 1 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,

x - 1° x - 1t

Dérivabilité a gauche :

2(=x+ 3)-(x+ 3)

-x+3 1 —_—

oo 00 —f) ;';g‘: e — Jipiil 20 +3) _ . —2x+6-x—3
limis——= limiz pr) limis prr lim X i DA
x = 1° x = 1° x =- 17 x = 1°
o =3x+3 _ . 3@x-1 _,. -3 _ =3 _ -3
_llmZ(x+3)(x— 1 _llmZ(x+3)(x— 1 _llmZ(x+3) 21+3) 8 €R

x = 17 x > 17 x = 17
Dérivabilité a droite :
0 —f(1) (x+1) 1 lZ(H D-(x+3)
. hH X)) — . —3 R~ 2(x+3) . 2x+ 2-x-—3
;f&‘i — dix+ 3 2 [y =
limisss — limiB2 2 limi& — lim s 5 x—D
x - 17 x - 17 x - 17 x - 17

Y x—1 Y 1 _ 1

_llmZ(x+3)(x— 1 _llmZ(x+3) 8ER
x - 17 x - 17
iAW) o 0O T D

x - 1 x - 17

Alors f n’est pas dérivable a gauche et a droite de xy = 1, mais elle admet deux
. . . . ’ -3 ’ 1
demi-tangentes de coefficients directeurs respectives f (1) = -5 ¢t fQ@= ry

Dérivabilité et condition de faisabilité

- Déterminons les réels a et b pour que f soit continue et dérivable aux points x, = 1
{f(x) =2x’+ ax—3six <1

f(x)=2x+b six >1

- Continuité :

f est continue en xo = 1 si et seulement si : lim f(x) = lim f(x) &
x -1 x-17
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2x+ b
lim2x?+ ax—3 = lim—— & a—1=2+b®a—-b=3 (1)
x - 1° x - 1t
- Dérivabilité :

EO0) — ) — {2x2+ ax—3 ) —(a—1) 2Dy _24h)
BTl 0 )

............... pry o
x > 1° x - 1% x - 1° x - 1t
(2x24 ax—3 ) —(a—-1) Ezas b —(2+b) 2 —3 - b — bx
limi.z:g' ) = limi.’é X ) & lim 2x"tax—3-atl_ lim
x— 1 -1 -1 x—1
x - 1° x -> 17 x - 1° x - 1t
L 2x%=2 - . b—bx o 2(x% - 1) 4alx-1) . b—b
llmi!fi.zx tax-a _ lim & lim ( ) =lim X o
-1 x—1 x—1 x—1
x > 1° x> 1t x - 1" x - 1t
2x — — 8 — bx . x— D2 +1)+a . —b(x-1
limi.z:%(x D+ D +ace= D :limafijl,? & lim ( 2 )tal :llmQ
x—1 x—1 x—1 x—1
x - 1° x - 1% x - 1° x - 1t

& limi2(x + 1)+ a= lim—-b © 44+ a=-b @ a+b=—-4 (2
x > 1 x - 17F

Ainsi, formons le systéme avec les équations (1) et (2)

a—b= 3 (1) , . . 1 7
{a b= —4 2) La résolution de ce systéme donne : a = et b=

x(x+ 1) ,
f(x)= m st x =2-—1

- Soit f la fonction de R vers R définie par :
f)=2x +a six <-1
1) Déterminons la valeur de a pour que la fonction f soit continue au point —1

f est continue en xo=—1si etseulementsi: lim f(x) = lim f(x) &
x> -1 x - —1*

+ 1

limM =lim2x +a & 0= -24+aa=2
(x+2)2

x - —1° x - —1%
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2) Pour = 2, étudions la dérivabilité de la fonction f au point — 1.

x - —1_ x - —1+
[x(x+ 1; —(0) 5 242
llm.f__l(x) f( D _ i 4 f( D @llm.!...(erz) = limiE x)+(1 2 o
x—>—1_ x—>—1Jr x—>—1_ x - —1%
lim“% llm.{.%(x-lr*1 @ llm'_’al_i_—2 {2 < —1 =2 (absurde)
x - —1" x—>—1Jr x - —1"

Alors f n’est pas dérivable en — 1.
Application de la dérivée
- Déterminons une équation de la tangente en M,( xo; f(x0)) ala courbe (C) de f dans les cas

suivants :
L’équation de la tangente a la courbe au (C) de f point x, est donnée par la formule suivante :

y = f'(x)(x — x0) + f(x0)
a) f(x) = X+ 2x=5x + 3 et x,= =2 => y=f'(=-2)(x +2) + f(=2) =
y=f(-2)x+2)+f(-2)=y=—-1(x+2)+13=>y=—-x—11

x2 4+ 2x +2
x+ 1

~N

b) f() = xo= 1= y = M- D+fA) =y =2x+7

4

c) f(x)ZCOSZX et x,= %:> y:f’(%)(x_%)+f(%):>y:_§x+9+1g\/§

Déterminons la fonction dérivée f* de la fonction f dans chacun des cas suivants :
a)f(x) = x’-2x+5x+3 = f'(x) = 3x*- 4x +5

24 2x+ 2
b)f(x):L.Posonsu:xz+2x+2:>u’:2x+2 et v=x+1=>v =1
x+ 1

v'u x2 + 2x

f@ =0 > ®=11

o) f(x) = (—x%+ 2x)3. Posonsu=—-x2+ 2x=>u'=-2x+2 etn=3

() =n@)@™ = f'(x) =3(-2x +2)(—x> + 2x)?

d) f(x) = V2x3 —4x% + 1.Posonsu=2x3—4x*>+1=>u'=6x?—8x
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’

f@ =57 =f()=

6x%—8x _ 3x2—4x
2V2x3—4x24+41 V2x3—4x2+1

e) f(x)=(1—3x2)(—x% +1).

Posonsu=1-—3x?=>u'=—6x et v=-x’>+1=>v = —2x

() =uv+vu=>f(x) = (—6x)(—x? + 1) + (—2x)(1 — 3x?) =12x% — 8x
f)f (x) = Cos’x.Posonsu = cosx => u' = —sinx et n=23

() =n@W)@)" ' = f'(x) = 3(—sinx)(cosx)? = —3sinxcos?x

g f(x) = (x—DVx? —x?

' 3x2—2x
Posonsu=x—1=u'=1 et v=vVx3 —x2 =v =—=
2vx3 — x2
i) =uv+vu=>f'(x)= (1)(v x3 — x? )+ Sxl-2x (x—1)
2Vx3 — x2
5x3—7x2+ 2x

REAC N

h) f(x) = Sin(3x — 1)*. Posons u=(3x—1)*=>u =4(3)(3x —1)3=12Q3x — 1)3
f'(x) = u'cosu=> f'(x) = 12(3x — 1)3cos(3x — 1)*

i) f(x) =Sin*(3x — 1) Posonsu = sin(3x —1) => u' =3cos(3x—1) etn=4
F1x) = nw) @™ = f'(x) = 4[3cos(3x — 1)][sin(3x — 1]?

= f'(x) = 12cos(3x — 1) X sin3(3x — 1)

- Soit la fonction numérique f définie par:  f(x) = |x? — 2x — 3|
1) Ecrivons de f(x) sans le symbole de la valeur absolue.

En posant x° - 2x - 3 = 0 on obtient comme solution x; = —1 et x; = 3
X —o0 -1 3 +
x?—2x-3 + ( - ( +
|x2 —2x — 3| x*—2x -3 —x%4+2x+3 x*—2x-3
:>{f(x)=x2—2x—3 si x €]—0; —1[U]3; +oo]

f(x)= —x?4+2x+3 si x €]-1; 3]

2) Etudions la continuité et la dérivabilité de f aux points x, = —1 et x,=3.
- Etude de la continuité en x,=—1
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f estcontinue en x, = —1 si et seulement si lim f(x) = lim f(x)
x—--1" x - —1*

limf(x)= limx>—-2x—3=0 et limf(x)= lim—x*+2x+3=0
x->—-1" x--1 x->—-1" x- -1t

Puis que lim f(x) =1lim f(x)=0
x->—-1" x->-1%

Alors f est continue en x, = —1
- Etude de la dérivabilité en x,=—1

f est dérivable en x, = —1 si et seulement si lim [0-JCD_ i, [0 JCD

x+1 x+1
x - —1" x - —17
. f)—f(1) . x2-2x-3 —0 . x2-2x-3 ;. (x=3x+D
lim e = lim 1 = lim P =lim P
x - —1" x - —1" x - —1" x - —1"
=limx—-3=-1-3= —4
x - —1"
fo-f=D_ . —x24+2x+3 —0_ . —x*42x+3 . —(x=3)(x+1)
lim x+1 lim x+1 lim x+1 lim x+1
x - —17 x - —17 x - —-1% x - —17

=lim—x+3=4
x - —1%

Ainsi on dira que f n’est pas dérivable a gauche et a droite de x, = —1, mais elle admet deux
demi-tangentes respectivement a gauche et a droite de x, = —1 dont les coefficients directeurs
sont: f'(—1)=—4 etf (-1) =4

- Etude de la continuité en x,=3

f estcontinue en x, =3 sietseulementsi lim f(x)= lim f(x)
x—-3" x-3*

limf(x)= lim—x®>+2x+3=0 et limf(x)= limx?>—2x—3=0
x—->3" x-3 x - 37" x - 37"

Puis que lim f(x)= limf(x)=0
x—>3" x-3*

Alors f est continue en x, = 3
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- Etude de la dérivabilité en x,=3

f est dérivable en x, = 3 si et seulement si lim f—(x;:gf @ _ lim f_(xl:; S

x - 3" x - 3%

lim foo—f3) _ lim —x2+2x+3 -0 _ lim —x2+2x+3 _ lim —(x=3)(x+1)

x—3 x—3 x—3 x—3
x — 37 x - 3" x — 37 x — 37
=lim—-x—-1=-3-1= —4

x -3

lim [ -FB3) _ li x2-2x—-3 -0 —lim x2—2x -3 — lim (x=3)(x+1)

x—3 x—3 x—3 x—3
x — 3% x - 3% x — 3% x - 3%

=limx+1=3+1=4
x - 3%

Ainsi on dira que f n’est pas dérivable a gauche et a droite de x, = 3, mais elle admet deux
demi-tangentes respectivement a gauche et a droite de x, = 3 dont les coefficients directeurs
sont: f'(3Q) =—4 etf 3) =4
3) Donnons une équation de la tangente a gauche et a droite de x, = —1 et x,=3.
— Agauchede —1,ona: f(x) = x?—2x—-3 => f'(x) = 2x— 2 et
y=f(-Dx+D+f(-1) = y=—4x+1)+0 = y=—4x—4

— Adroitede —1,0ona: f(x) = —x>+2x+3 => f (x) = —2x+ 2 et
y=Ff(-Dx+D+f(-1) = y=4x+1)+0 = y=4x+4

—Agauchede 3,ona: f(x) = —x?+2x+3 => f (x) = —2x + 2 et
y=FfB)x-3)+fB) = y=—4(x—-3)+0 = y=—4x+12

— Adroitede 3,ona: f(x) = x2—2x—3=> f (x) = 2x — 2 et
y=FfB)x-3)+fB) = y=4(x—-3)+0 = y=4x—12

3) Dressons le tableau de variation de la fonction f.
Pourx €]—o0; —1[U]3; +oo[,ona: f(x) = x2 —2x—3 etf'(x) = 2x—2

Posons f' (x)=0%2x—2=0% x =1 et le tableau de variation est le suivant :

—o0 -1 3 + o0

x 1
f’(x) — / +
+m\ /'+oo
fx)
0 0

Pourx €]—-1;3[ ,ona:f(x)= —x24+2x+3 etf (x)= —2x+2
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Posons f' (x)=0 =2x+2 =0 x =1 et le tableau de variation est le suivant :

3

= ~ 1

+ o0

N

—

Ainsi Iintersection de ces deux tableaux donnent celui de f(x) sur I'intervalle ]—oo ; 4-0o[

—0 -1 1 3

+ oo

X
f'(x) -

+

() +Oo\ 0)'4_\‘0/

Etudes de fonctions
Analyse et interprétation d’un tableau de variation.

Analysons puis interpréte chacun des tableaux de variations suivants afin de préciser :

1) a- Domaine de définition.
Df =R=]—w; o[

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles

asymptotes ou possibilités d’asymptotes.
lim f(x) = —oo et lim f(x) =4
X = —o0 X — +oo

La courbe (Cf) admet I’axe (y’0y) comme branche parabolique.

2) a- Domaine de définition.
Dg=R=]—00; 4+of

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles

asymptotes ou possibilités d’asymptotes.

limg(x)= 4o et limg(x)=—o
X = —© X — 4o
La courbe (C) admet une branche parabolique de direction (oy)

3) a- Domaine de définition.
Dh=R—{-2 ; 2}=]—0; =2[U]-2;2[U]2; 4]

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles

asymptotes ou possibilités d’asymptotes.

limh(x)= —1 et limh(x)=3

X = —© X — 4+

Alors les droites d’équations y = —1 et y = 3 sont respectivement asymptotes

horizontales en —co et +o0
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limh(x) = —o et lim h(x)= 4oo.
x> —2" x - =2*
Alors la droite d’équation x = —2 est asymptote Verticale

limh(x)= 4o et lim h(x)= —oo.
x> 2 x - 27"
Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote Verticale

4) a- Domaine de définition.

Dp =R—{0}=]—o00; O[U]O; +oo[

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles
asymptotes ou possibilités d’asymptotes.

limp(x)= 2 et limpx)=2

X > —© X = +oo
Alors la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale en —oo et +oo

limp(x) = —oo et lim p(x)= +oo. Alors la droite d’équation x = 0 est asymptote Verticale
x>0 x - 07"

- Dressons le tableau de variation de la fonction numérique donnée, partant de ses
renseignements fournis dans les cas suivants :

1) Pour f :
= festdérivable sur R telle que I’équation f ’(x) = 0 admet les solutions x = — 1 et
3
X = E X
= f n’estcroissante qu’entre les zéros de sa dérivée f et les points E; (5 ; 4) et

5
E, (—1; — 5) sont ses extremums

= lesdroites y=—2 et y=3 sont ses asymptotes respectives en — o et + oo

X —o -1 3 + o©
2
f ) - ( + (] -
-2 4
f@) \
s 3
2
2) Pour g :

e . 5 . .
= gestdéfiniesur ][—o0; 0] U [5 ; 4+ oo [ et admet des demi tangentes verticales aux

. . 5
points d’abscisses 0 et 3

= g est strictement décroissante sur son ensemble de dérivabilité.
= ladroitey = —x esta la fois asymptote oblique en — o0 et + oo

= les points de coordonnées (0 ; —3) et (g ; 1) sont sur la courbe de g.
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x —o0 -1 % + o
g ' (x) + +
—3 A oo
g(x) / /
—0 1

3) Pour h :

= hestdérivable sur R— {0 ; 2} etcontinue sur R.

= e point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum absolue de la courbe (C;)
et hestcroissantesur [0 ; 0,3]U [2 ; 4+ oo
Les droites d’équationsy = —1ety = —2x + 1 sont asymptotes de (Cp)
respectivement en — o et + o

X —o0 0 0,3 2 + o
f @) - + 0 - +
-1 0,4 +o0
f(x) \ / \ /

Analyse et interprétation d’un graphique.

- 1) f est la fonction dont la courbe est donnée ci-dessous par : f(x) =ax3 + bx? + cx +d
a- Analysons chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan
afin d’établir son tableau de variation.
Df = R=]—o0; 4oof

limf(x)= —oo et lim f(x)=4o

X = —© X — 4+
X —00 —% 1 + o0
£(x) + 0 - 0 +
37 + o
() / 27 /v
—00 0

b- Déterminons les réels a; b; c et d en utilisant le graphique.

On sait que la formule explicite de f est le suivant : f(x) = ax® + bx? +cx +d

“2)et E(1; 0)

D’aprés le graphique, la courbe ( C ) passe par les points El(%l 57

1\_ 32

PR a o

De méme, la courbe ( € ) admet les points El(_?l ;

(5 =0etf(1)=0

32

27) et E,(1 ; 0)comme extremum &
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La réunion de ces deux conditions donne le systéme suivant :

-1 32
(f(?)‘ﬁ —a+3b—9c+27d =32 @
l f=0 atb+c+d=0 (3)
|f’(‘—1)=o a—2b+3c=0 @)
k 3 3a+2b+c=0 ©)
fQ@)=

L’équation ) donne:a+b+c+d=0=>a=-b—-c—d
En remplagant a par sa valeur dans les équations (1) ; (3) et (4), on obtient le systéme suivant :

—3b+2c—d=0

{b—2C+7d=8
—b—-2c—-3d=0

En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, la résolution de ce systéme donne :

b=—-1;c=-1 et d =1.Puis enremplacant les valeurs de b; c et d dans 1’équation (2),
On obtienta = 1.

Douf(x)=x3—x2—x+1

ax + b

2
cxc+ d
a- Analysons chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan

afin d’établir son tableau de variation.

2) La fonction donnée est g telle que : g(x) =

Dg=R—{-1; 1}=]-00; =1[U]-1;1[U]1; +oof

limg(x)=0 et limg(x)=0

X = —© X = +o©
Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale en —co et +o

limgx)= 4w et limg(x)=—oo.
x - -1 x - -1t

Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote Verticale

limgx)= —wo et limg(x)= +oo.
x- 1 x- 17

Alors la droite d’équation x = 1 est asymptote Verticale
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X —00 -1 0
g’(x) + + 0 — —

400 -1 +
g(x) 0/ _/ \_oo \0

b- Déterminons les réels a; b; c et d en utilisant le graphique.

. _ax + b
Soit g(x) = ot d
Puis que g admet les droites x = —1 et x = 1 comme asymptote verticale, alors on a :
cx?+d=(x—1(x+1)>cx? +d=x%*—1 etparidentificationona: c =1 etd = —1
ax + b
=> =
9 =—77 )
De méme la courbe passe par le point (0; —1) =>g(0) = -1 <3=€>_—1 =—-1=b=1
ax + 1
= =
9() =37

—3a +1

De méme la courbe passe par le point (—3; 0) =>g(—3) =0 & =0=>a= %

1

L Ex +1 x+ 3
= & =—
D’ou g(x) 21 g(x) 3(x2—1)
2+ bx +
3) La fonction donnée est h telle que : h(x) = T El Ix +x€ .
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a- Analysons chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan
afin d’établir son tableau de variation.

Dh=R—{—1}=]—00; —1[U]—1; 4oo[

limh(x)= —o et limh(x) =4
X = —© X = 4o

Alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe ( C).
Cherchons ainsi les réels a et b. La droite passe par deux points (—1; 0)et (0; 1).

<3i>{_a +h= 0¢>{a =1 D’ou y = x + 1 est asymptote oblique a la courbe ( C).

b=1 b=1
limh(x) = —oo et lim h(x)= +oo.
x—- -1 x - =1t
Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote Verticale
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X —0o0 -2 -1 0 +
h (x) + 0 - - ( +

h(o) _Oo/'_z\_w +w\2 /+oo

b- Déterminons lesréelsa; b; c;d ete en utilisant le graphique.

2
ax“+ bx +c
h(x)=————
() dx + e
Puis que h admet la droite x = —1comme asymptote verticale, alorsona:dx +e=x+ 1 et par
2
. . . ax“+ bx +c
identificationona: d =1 et e = 1=>h(x) -
X

La courbe ( C) passe par les points (—2; —2) et (0; 2)=>h(—2) = —2 et h(0) =2

4a— 2b +c
“ 1

ax%+ bx +2

¢ — p—
= —-2&4a—- 2b +c—2et—1— 2&c=2=>h(x)= ——

ax%+ 2ax +b—2

De méme (—2; —2) est un extremum alors h'(—2) = 0 avec h'(x) = o 1 12

4a —4a +b—-2 ax®+ 2x +2

W(=2) = 09— 15 =0 ®b—2=0 =b=2=h(x) ="

La droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique a la courbe (C).
X2+ 2x 42

Alors a = 1(Coefficient directeur de la droite y = x + 1 ). D’ou h(x) = 11

Fonctions d’initialisations.

2+ 2x +2
- Soit la fonction f définie par f(x) = %
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
1) Déterminons 1’ensemble de définition Df.
Di=R—-{-1}=]-0; -1[U]-1; +]

2) Calculons les limites aux bornes de Df .

2 2
. ooxc+ 2x+2 . xf , _
llmf(x)—llm?fllmx = limx = —w
X > —o X o — X > —0 X o> —o

2 2
. , + 2x+2 ,
lim f(x)=llm%:lm— =limx = 4+
X = + o X = + o X — +oo X = + o
. . 2+ 2x+2 1
lim f(x)= llm%: = =-
x = —1" x - —1
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. . ox2+2x+2 1
lim f(x)—llmﬁ—0+—+oo

x - -1t x - —1%

3) Déterminons lesréels a; b et ctelque f(x)= ax+ b + i1

En effectuant la division Euclidienne (x? + 2x + 2) par (x + 1), on obtient :

1 S .
et par identification avec f(x) = ax + b +

f(x):x+1+x+1 x+1°

ona:
a=1; b=1 et c=1

4) a- Montrons que la droite (D) d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe Cf .
La droite (D) d’équation y = ax + b = x + 1 est asymptote a la courbe Cf si :

limf(x)—y=0.

X — o

. , 1 . 1 .1
limf(x)—y= llm(x+ 1 +x+1)—(x+ 1) = llmx+1 = llmx—=0
X — oo X — o0 X — o0 X — o0

D’ou la droite (D) d’équation y = x + 1 est asymptote oblique a la courbe Cf .

b- Déterminons la position de la courbe Cf et de la droite (D).

1
Pour ce la étudions le signe de f(x) — y. Posons f(x) —y =0 <= T 0.

Le signe de f(x) —y depend dusignedex + 1,car1>0
Posonsx +1=0=>x=-1

D’ou le tableau de signe est le suivant :

—0 -1 4o

X
f)—y - 9 +

D’apres le tableau de signe de f(x) —y,ona:
Vx € |—oo; —1[, f(x) —y < 0. Alors Vx € ]—o0; —1[, (C) est en dessous de (D).
Vx €]-1; +oo[, f(x) —y > 0. Alors Vx € |—1; +oo[, (C) est au dessus de (D).

4) Montrons que le point I(_Ol) est centre de symétrie pour la courbe Cf.

Le point I(_Ol) est dit centre de symétrie si f(2(—1) - x) + f(x) = 2(0)
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Pf(-2-x)+f(x) =0
2= (—2—x)*+2(—=2-x) +2 4 +4x+ x°-4-2x +2 x’+2x
f(-x-2)= (—2—x)+1 - —2—x+1 —x—1

2 2 2 2
x“+2x+ 2 x4+ 2x =2 —x“—=2x— 2 x4+ 2x +2
:>f(_x_2)+f(x)= —x—1 x +1 - x +1 x +1 -

Puisque f(- x-2) + f(x) =0 alors I (_01) est un centre de symétrie pour la courbe (C)

5) Déterminons une équation de la tangente a la courbe Cf au point d’abscisse - 2

xZ 4 2x +2 , x% 4 2x
[ == ~ /W=y

y=f(D(x+2)+ f(-2) =>y=-2
6) Calculons la dérivée f’ de la fonction f puis dressons le tableau de variation de f.
Posonsu=x2 + 2x + 2=u'= 2x + 2 et v=x+1=>v =1

e _uxv-vxu  Cx+2)(x +1) - W (x%+ 2x +2) s x? +2x
=" T (x +1)2 =™ =

Or V x € Df,(x + 1)2> 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
Numérateur x2 + 2x.
Posons x> + 2x=0=>x=0 ou x= —2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

—o0 -2 -1 0 + ©

X
f(x) + 0 - — ( +

£ _oo/'_z\_w +w\2 /'+Oo

7) Construisons la courbe Cfet la droite (D) dans le méme repére.

Ainsi on a la représentation suivante :
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2
x“+ax +b
- Soit la fonction f définie par f(x) = —————
f p f ( ) x2 4 cx +d o
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).
1) Déterminons lesréels a; b ; c et d tel que :

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites x = 2 et x = —1.
Alors x> +cx+d= (x—2)(x+1) ®x*+cx+d=x*—x-2
24+ ax+b
Par identification,ona:c=—-1 et d=-2 => f(x)= %
b- La courbe Cf passe par le point A(_lz), Alors f(1) = -2 & % =-2 ®
l+a+b=4=> a+b=3(Q)
Cf admet au point A(_lz) une tangente de coefficient directeur - 5=> f'(1) = —5 avec
x%(—a—1) + x(—4—-2b) + b—2a —3a-b -5
"(x) = "MN=-5&——=-5 &
f(x) GZ—x_ 22 alors f'(1) 5 " 5
3a+b=15(2)
Formons ainsi le systéme avec les équations (1) et (2) => { ath =3
3a+b=15
{—a —b =-3
3a+b=15

2+ 6x -3
2a=12=>a=6 et b=—3.D’01‘1f(x):);2—x

-x— 2
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2) Etudions la fonction f puis représente sa courbe Cf dans le repére.
Df =R —{-1; 2}=]-00; =1[U]-1;2[U]2; +oo
limfx)=1 et limf(x)=1

X > — X — +oo

Alors les droites d’équations y = 1 est asymptotes horizontales en —oo et +oo

lim f(x)= —oo et lim f(x)=+oo. Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote

x> —1" x> —17
Verticale
lim f(x) = —oo et lim f(x)=+o0. Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote
x> 2 x -2t Verticale
x% + 6x -3 —7x% 4+ 2x —15

VAC) i s B CO el S vl

Or V x € Df,(x? —x —2)? > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
numérateur —7x2 + 2x — 15. Posons —7x2 4+ 2x — 15=0=> A= —416 => A< 0

AlorsV x € Df, f'(x) a méme signe que a = —7. Donc f'(x) < 0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X —o0 -1 2 +
f(x) - - -
f(x) 1\_ +OO\ B +Oo\l

%3+ ax?+4 bx + ¢

- Soit la fonction f définie par f(x) = mxZtnx+p

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

Déterminons lesréelsa; b ¢ ; m ; n et p tel que:

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites x =2 et x = —1.

Alors mx? + nx +p=(x —2)(x + 1) ©® mx? + nx + p=x? — x — 2 par identifications, on
x3+ ax? 4+ bx + ¢

am=1;n=-letp=-2=>f(x)=

x2-x-2

b- La courbe Cf passe par les points A(_ll) et B(g), alors f(0)=3 & ﬁ =3 =>c=-6
x3+ ax?+ bx —6

= fo) ="

La courbe Cf admet au point A(g), une tangente de coefficient —3 alors f'(0) = —3 avec

f,(x):x4— 2x3 +x%(—a— b—6)+ x(—4a + 12b) — 2b — 6
(x2—x — 2)2 ’

-x—2
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—2b—6
Alorsf’(O):—3®T: -3 &® —-2b—-6=-12=>p =3
s x3+ ax?+ 3x -6
D’ou f(x)= 7 r 2
1+a+3-6
La courbe Cf admet au point A(_ll) Alors f'(1)=—-1¢® 1_(11—_2 =-1&a-2=2
= qg=4
3+ 4x2+3x-6
Dot f(x) = —————

x2-x-2

] ) . x3—9x
Soit la fonction f définie par f(x) = 26— 1)

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Etudions les variations de f puis précisons les asymptotes a la courbe Cf.

Df=R—{-1; 1}=]-o00; —1[U]-1;1[U]1; 4oo[

lim f(x)= —oo et lim f(x)=+o0. Alors on a une possibilité d’asymptote oblique.
X > — X — +oo

1
La recherche de I’asymptote oblique nous conduit a y = 2

lim f(x) = +o0 et lim f(x)=—oo.
x—- -1 x> —17

Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote Verticale

lim f(x)= 4o et lim f(x)=—oo. Alors la droite d’équation x = 1 est asymptote
x> 17 x -1t Verticale

x3—9x , _ x* +6x2+9
= 5oy = ™= Loz

Or V x € Df,[2(x? —1)]? > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
numérateur x* + 6x2 + 9. Alors effectuons un changement de variable en posant X = x2.
Alors x* +6x? + 9 dévient: X>+6X+9=(X+3)> >0

DouV x € Df, f'(x) >0

Conclusion : V x € Df, la fonction f est strictement croissante.

1
2) Soit A l'asymptote non paralléle aux axes de coordonnées, c’est-a-dire = 2%
Déterminons la position de Cf par rapport a A dans ’intervalle ]— 1;1 [

—4X

0.

xc—1

Etudions le signe de —4x etx? — 1. Posons —4x =0 et x>’ —1=0=>x=0 etx = —1
oux =1

Pour ce la étudions le signe de f(x) — y. Posons f(x) —y =0 &
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D’ou le tableau de signe est le suivant :

x -1 0 1
fO) -y - ¢+
D’apreés le tableau de signe de f(x) —y,ona:

Vx €]-1; 0[, f(x) —y <0.AlorsVx € ]-1; 0O[ , (C) est en dessous de (D).

Vx €]0; 1[, f(x) —y > 0. Alors Vx € ]0; 1[ , (C) est au dessus de (D).

4) Construisons Cf.

|
L

—a Z 3 —2 -] L 2 €) a x

24+ 2x+4
- Soit la fonction f définie par : f(x) = %
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ;7 ; ).
1) Etudions et construisons la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O ; 7 ; J).
Déterminons 1’ensemble de définition Df.
D =R—{0} =]-0;0[U]0; +of

2 2
. x4+ 2x+4 X" _
lim f(x) = lim — = lim Pl lim 5X = —®
X - —oo X o — X > —0 X o> —o
2 2 1
, L ooxt+ 2x+4 . ox7 . 1
lim f(x)=Ilim T*llm zxfllmzx + o0
X > +o X > + X > +0 Xx > 4+
2
, ; + 2x+4 4
lim f(x)=Ilim . - _»

2x 0~
x —» 07 x - 07

x2 + 2x+4 _ 4

2x or Tt

lim f(x) = lim

x - 0t x ->0F
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xZ 4 2x+4 2x2—8

fe= 5= 0= o

2x
Or V x € Df,(2x)? > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
Numérateur 2x? — 8. Posons 2x2 — 8=0=> x=—2 ou x = 2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X
£(x) + 0 — — [ +

@ | /_1\_ +w\3/+oo

Construisons la courbe ( C).
- x = 0 est asymptote verticale.

1
- y=gx + 1 est asymptote oblique.

,
gL /
/
51 4 ch™!
/
/
4+ C
] f
B = ———
! -
> 1 N -
1
1
1
1
1 2 3 4 5 X
_377
477

2) Montrons que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (Cf)

Cherchons d’abords le point d’intersection des deux asymptotes. Pour cela formons le systeme

1
avec les deux asymptotes ( = 0 asymptote verticale ) et (y = 2X + 1 asymptote oblique)

x=20 =0
=> {y _ lx 1= {J; -1 .Ainsi le point ( 0; 1) est centre de symétrie pour la
=5 =

courbe (C) de f sietseulementsi: f(2(0) - x) + f(x) = 2(1) © f(-x) + f(x) =2
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_ (—x)2+2(—x)+47 xZ —2x + 4 B —xZ42x—4
f(-x) 2(—x) —2x 2x
—x2+2x—4 x2 4+ 2x +4 4x
=>f(- = = —— =
f(=x) + f(x) ™ + ™ o 2

Puisque (-x) + f(x) =2 alors le point (0 ;1) est un centre de symétrie pour la courbe (C)

3) Discutons graphiquement suivant les valeurs de m l'existence et le signe des racines de
l'équation : x>+ 2(1- m)x + 4 = 0

Pour cela, exprimons m en fonction de x :

xZ+ 2x+4

X*+2(1-m)x + 4 =0=>m= o =f(x)
En faisant glisser une régle du bas vers le haut tout le long du graphique, on remarque que :
- Vmé€]—oo; —1[coupe deux fois la courbe et par conséquent 1’équation
x>+ 2(1- m)x + 4 = 0 admet deux solutions distinctes négatives.
- Vme]3; +oo[ , larégle coupe deux fois la courbe et par conséquent 1’équation
x>+ 2(1- m)x + 4 = 0 admet deux solutions distinctes positives.
- Vvme€]-1; 3], laregle ne coupe pas la courbe et par conséquent 1’équation
x*+2(1- m)x + 4 = 0 n’admet pas de solution.

4) Montrons que la restriction h de f a l'intervalle [=[ 2 ; + oo [est une bijection de I sur un
intervalle J que 1'on précisera.

En observant le tableau de variation de f, on remarque que V x € ]2 ; +oo], la restriction h de

f est définie, continue et strictement croissante de l'intervalle I=[ 2 ; + oo [ vers l'intervalle

J=[3; + oo [. Par conséquent h réalise une bijection de l'intervalle

I=[2; + o[ verslintervalle J=[3 ; + o [

5) Construisons la courbe représentative de la fonction réciproque h~! de h dans le méme
repére que (C). (voir figure)

NB : N’oublier jamais que la courbe représentative d’une fonction et celle de sa bijection

réciproque son symétrique par rapport a la premiére bissectrice d’équation y = x.

Ainsi la construction de la courbe la fonction réciproque h~ ! de h visualisée sur la figure.

Fonctions biologiques.
Une population de bactéries (exprimer en millier) a un rythme de croissance modélisé par la

. 60t + 40
fonction f(t) =—————

T 10 out € [0 ; + oo estle temps écoulé en jours.

1) Déterminons la population de cette culture au bout de 3 jours ; 5 jours et 21 jours

. . 60X3 + 40 )
- La population au bout de 3 joursest: f(3) = Sr0 16,92 = 17 jours
. . 60X5 + 40 .
- La population au bout de 5 jours est : f(5) = i 0 22,66 =~ 23 jours

60x21 + 40

- La population au bout de 21 jours est: f(21) = 1+ 10

= 41,93 = 42 jours
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2) Déterminons les réels a et b tels que f(t) =a + pour t € [0; +oo.

60t + 40
==
g = 60 et pourreste R = —560. Alors f(t) = quotient +
3 B —560
—f() =60 tir 10

et par comparaisons avec f(t) =a + H—Llo’ ona:a=60¢t b=-560

t+ 10
. La divisions Euclidienne de (60t + 40) par (t + 10) donne pour quotient
Reste

Diviseur

3) a- Calculons la dérivée f’(t) de la fonction f(t).

60t + 40 560
— = ft) = ——.
t+ 10 (t +10)

f@) =

b- Justifions que la population est croissante.
D’apreés la question : a) ,f'(t) > 0. AlorsVt € [0 ; + oo [, f est strictement croissante.
D’ou la population est croissante.

4) a- Résolvons dans R I’équation : f(t) = 52.

60t + 40
f(£) =52 @=——=—= =52 ®60t +40 = 52(t + 10)$>8t = 480 =>t =60 ct S = {60}

b- En déduisons le nombre de jours a partir du quel la population de cette culture sera égale a
52.000 individus.

D’aprées la question : b), la population de cette culture sera égale a 52.000 individus au bout de
60000 jours.

5) a- Déterminons la limite de f en + o

. _ . 60t+ 40 . 60t _
lim f(t)= lim 110 lim : 60

t—> + o t—>+x© t—>+ o

b- En déduisons une interprétation quant a la population de cette culture.
D’apres la limite ci-dessus, on dira que la population seuil de cette culture est de 60 individus.

6) Trace la courbe ( Cf ) de f dans un repére orthonormé (O ; T ).
Echelle : 1 cm — 10 ans sur ’axe (ot) et 1 cm — 10.000 individus sur I’axe (oy).
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Un laboratoire médical désire mesurer le nombre de personne contaminés par jour du a un
virus 4 partir d’une « fonction de contagion » f, définie sur I’intervalle [ 1 ; 30] par :

f(t) =0,02t3 — 1,4t% + 22t + 640 ou t désigne la durée en jour de propagation.

On appelle f’la dérivée de la fonction f comme la fonction « contagion ».

On dit qu’il y a « contagion » lorsque f ‘est positive. Sinon on dit qu’il y a « non contagion ».
1) Déterminons le nombre de personne contaminé entre le 1% jour et le 21 jour

Le nombre de personne contaminé entre le 1* jour et le 21 jour est : f(21) = 669,82~ 670
personnes.

2) Détermine les intervalles de temps ou il ya contagion et non contagion.

La dérivée f'(t) = 0,06t — 2,8t + 22 et ’étude du signe de f'sur [ 1;30] donne le tableau
suivant :

t 1 10 30
JH0) + 0 —

D’aprées le tableau : B
- Ilyacontagion entre le 1% et 10" jour

- Ilya non contagion entre le 10°™ et 30°™ jour

- 15 .- ., .
3) On désigne par S = flO f(t)dt, I’aire en m?de la zone contaminée par la virus.
Déterminons cette aire

S= [0 f(©)dt =S =[(0,023 — 1,42 + 22¢ + 640)dt

15
- g= %t‘* —%H +22—2t2 + 640t ]10 — 3685,625m% = 3685,625 m?
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- Une culture de bactéries a un rythme de croissance (exprimé en mm/jour)modélisé par la

% oux € [0; +oof est le temps écoulé en jours.
On admet que ce rythme de croissance est la dérivée de la fonction population p(x)c’est-a-dire
que p'(x) = C(x) et au temps x = 0, la culture compte 1000 bactéries ¢’est-a-dire :
p(0) = 1000.
1) a- Déterminons p (x)désignant la population des bactéries apres x jours.
3000 _ 0,25 3000 3000 0,25
P00 =C) = 7302507 = 025 X T 02507 — 025 X A+ 02507

fonction C(x) =

_ 0,25
= 12000 x T +02502
D’ou
0,2 0,25 -1
p(x) = fC(x) dx = f12000 X mdx 12000f(1 T 025072 dx = g 0,25x+ k

Or p(0) =1000 <» —1+ k = 1000 =>k = 1001

. 250,25x + 1000
Drou p(x) = 1+025 +1001 ===

b- Evaluons le nombre de bactérie ainsi que leur rythme de croissance au bout de 3 jours.

250,25(3) +1000 o
1+ 0,25(3) ~ 1000 individus.
3000

(1 + 0,25%3)2

-Le nombre de bactérie au bout de 3 jours est : p(3) =

-Leur rythme de croissance au bout de 3 jours est : C(3) = ~ 980mm/jrs

c- Déterminons au bout de combien de jours le nombre de bactéries atteindra t-il 1500
individus
Pour cela résolvons 1’équation p(x) = 1500

250,25x + 1000
p(x) = 1500 & ===2" " = 1500 ©—124,75x = 500 => x ~ —4
1+0,25x

Alors le nombre de bactéries atteindra t-il 1500 dans moins de 4 jours.
2) a- Etudions les variations de p sur I’intervalle [0 ; +ool.

_ 250255 +1000 __ , . _ 025
p(X) = = 75x > (%) = G5 02507

Alors Vx € [0; 4o, p est strictement croissante

b- Calculons la limite de p(x)en +oo.

. _250,25x+1000 _ . 250,25x _ 25025 _
limp(x) = lim Tro025x = lim 025 = 025 = 1001
X 540 x - 4o X =+
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Un malade contracte une fiévre dont la température en degré est modélisée par la fonction ¢
définie sur I’intervalle [0 ; +oo[ par t(x) = —x? + 1,5x + 1. Ou : x est le temps écoulé
exprimé en seconde et t(x) est la température de la fiévre exprimé en degré.

1) Déterminons la température du maladea: 0s ; Iset2s

- A 0s, la température du malade est : t(0) = —(0)? + 1,5(0) + 1 = 1 degré

- A s, la température du malade est : t(1) = —(1)? + 1,5(1) + 1 = 1,5 degré

- A 2s, la température du malade est : t(2) = —(2)? + 1,5(2) + 1 = 0 degré

2) La fonction t est représentée par la courbe ci-dessous :

— l,,
a. Indiquons a qu’elle instant la fiévre atteint sa température maximale.

D’aprés le graphique ci-dessus, la courbe atteint son maximum a 0,75 s. Par
conséquent la fievre atteint sa température maximale a 0,75 s.

b. Donnons les intervalles respectifs de montée et de descente de la fievre.
D’apres le graphique ci-dessus, la fieévre monte entre Os et 0,75 s et chute entre Os
et 2s

3) On désigne par T une primitive de la fonction ¢ définie sur I’intervalle [0 ; 2].
a. Calculons T.

tx)=—-x2+15x+1 =T(x) = —%x3 +%x2 +x

b. Calculons la température moyenne du malade pendant Iintervalle de temps [0 ; 2].

= ot [2 (2 + L5 + Ddx = 5[~ 523 +32° + ]2—066d :
m=s—5f (—x 5x x=5|—3x° +3x xo—, egré.

e ——
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Fonctions circulaires.

Sin3x

Cos3x

- Soit f la fonction définie sur ]— g ; %[ par: f(x) =

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Déterminons Df

Df={x/x € R; cos3x # 0} cos3x # 0 <cosx # 0 <cosx ¢cos%<:>
a Y . _ |- '_E E .
x¢§+2knoux¢—§+2knf>Df—] 0 ; 2+2kn[U]2+2kn,+oo[

2) Etudions la parité et la périodicité de f puis en déduisons un intervalle d'étude Dg.

- Parité :
sin(—=3x) —sin3x sin3x . ,
—x) = = =— =—f(x) (car cos(—a) = cosa et sin(—a) = —sina
f(=x) 053 (—x)  cos3x o3y~ S ( (—a) (—a) )

Alors f est impaire et admet donc 1’origine O(0 ; 0) du repére comme centre de symétrie.
- Périodicité :

2
NB : Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont périodique et de période T = ﬁ

2w 2w
Pour sin3x,ona: le? et pourcos3x, ona:TzzT =2n=>T=T,NT, =2=n

. . . T T 2 2
Alors 1’étude peut donc se fait sur le domaine [_5 = e Dg= [—7” ; 7” =[-m; m]
De plus la fonction est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [0 ; 7]
DouDg=[0; 7]

3) Montrons que Vx € Df,f'(x) =

Sin3x ) , 3 ' . 2
flx)= Tosix (u=sin3x =>u'=3cos3x ; v =~Cos’x =>v = —3sinxCos’x)
oS- X

, (3cos3x )(Cos3x ) — (=3sinx Cos?x)(sin3x )  3cos3xxCos3x +3sinx Cos2xxsin3x
= f'(x) = =
(Cos3x)?2 Cosx

, 3Cos2x(cos3xecosx + sin3xesin3x) . .
= f'(x) = Or cos3x e cosx + sin3x e sin3x = cos2x
Cosbx

Car cosa  cosb + sina ¢ sinb = cos(a — b) et en simplifiant la fraction par Cos?x, ona :

3Cos2x
!
x =
f) Cos*x

3Cos2x
Cos*x

puis dressons le tableau de variation de f.

(ce qu’il fallait Démontre)
Vx € Df, Cos?x > 0. Alors le signe de f'(x) dépend de celui du numérateur 3Cos2x

Alors étudions le signe de 3Cos2x. Posons 3Cos2x = 0 < Cos2x =0 &

CostzCosg <=> 2x=g+ 2km  ou 2x=—g + 2km =>
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A s
x—Z+kTr oux = —Z+k7r
En utilisant le cercle trigonométrique ; Vx € [0 ;% [f'(x) >0 et Vx € E ; % [f'(x) <0

D’autre part Limiif (x) = —oo
-~ (@)
=z

D’ou le tableau de variation de f sur [ 0 ; 7 ]est le suivant :

X 0 E g T
() + : - -
1 too
e / 4\ \
0 —o0 0

4) Tracé de la courbe Cf par symétrie sur [—m; 7 ]

I
3,,
2,,
l,,

Il Il | Il Il Il [
'\ T U i T T
-3 12 —1 1 2 X

_2,,

1+ Cos3x
Cos3x
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Déterminons l'ensemble de définition Df.
Df={x/x € R; Cos3x # 0}
Cos3x #0 <=> Cosx # 0 <=> Cosx # Cos%<:>x * g + 2km ou

x¢—g+2kn

Soit la fonction f définie par f(x) =

- — |t = L .
—>Df—] 0 ; 2+2k7r[u]2+2k7r,+oo[
2) Etudions la parité et la périodicité de f puis en déduisons un intervalle d'étude Dg.
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- Parité:
14 Cos(=3x) 1+ Cos3x _ _
f(=x)= Cos3 () Cosix = f(x) (car cos(—a) = cosa )

Alors f est paire et admet donc 1’axe y 'oy comme axe de symétrie.
- Périodicité :
. . . . 2
NB : Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont périodique et de période T = %

2m 2m
Pour cos3x,ona: le? et pourcos3x,ona:T2:T =>T=T,NT, =2xn

, . . T T 2 2
Alors I’étude peut donc se fait sur le domaine -7 5] =>Dg= [—771 ; 7” =[-m; 7]

Et puisque la fonction est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [0 ; 7 ]
DouDg=[0; 7]

3(1- 2C Si
3) Montrons que V x € Df, f'(x) = ( 05% )Sin

Lt Cos3 Cos*x
+ Cos3x
f) = Cos3x
Posons u(x) = 1+ cos3x =>u'(x) = —3sin3x
v(x) = Cos3x => v'(x) = —3sinxCos*x
, (—3sin3x)(Cos3x) — (—3sinx Cos?x)(1+cos3x)
= f(x) =

(Cos3x)?

—3sin3xCos3x + 3sinx Cos%x(1+cos3x)
Cos®x

_ 3Cos%x(—cosxsin 3x + sinxcos 3x + sinx) _ 3(sinxcos3x —sin3xcosx + sinx)

Cos®x Cos4x

__3[sin(x — 3x) + sinx] _ 3[sin( —2x) + sinx] _ 3(—sin2x + sinx)

Cos*x Cos*x Cos*x

_ 3(=2cosxsinx + sinx) _ 3(—2cosx + Dsinx _ 3(1— 2Cosx)Sinx

Cos*x Cos*x Cos*x

3(1— 2Cosx )Sinx
Cos*x

Dot f'(x) =

4) Etudions le signe de (1 — 2cosx) puis en déduis le tableau de variations de f sur Dg.
D’autre par Vx € [0 ; m] ona:Sinx >0 et Cos*x >0
Donc le signe de f ’'(x) dépend du signe de 1 —2cosx . Posons:1- 2Cosx =0 =>

s
cosxzz®cosx:cosg =>x= —%+2kn oux = §+2kn (keZ)

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :
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X 0 E Z T
>

f'x) - + +

2 400 0
f@) \ / /

—00

5) Détermine les coordonnées des points d'intersections de la courbe (C) avec 'axe des
abscisses.
- ©ONnx) => f(x) = 0= 1+ cos3x=0< cos3x=—1 < cos3x =Cos
&3x=r ou 3x=—m = — % ou g Donc (C) coupe I’axe (ox) en — g ou g

- (©)n(oy)=>y=f(0)=2.Donc (C) coupe I’axe oy en 2

5) Tracé de la courbe Cf par symétrie sur [—m; 7|
xl

3+

- On considere la fonction numérique f définie par : f(x) = sin2xcosx.

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

. s L. , .
1) a- Prouvons que la verticale x = > est un axe de symétrie pour la courbe Cf et étudions la

parité de f.

x= % est un axe de symétrie pour la courbe Cf si et seulement si f (2 X % - x) =fx) &
fr—x)=f(x)

f(mr —x) =sin2(mw — x)cos(mw — x) = sin(2mw — 2x)cos(mw — x) = [—sin(2x)][—cos(x) ]
Car sin(2m — @) = —sina et cos(m—a) = —cosa

=> f(r — x) = sin2xcosx = f(x).
Alors la verticale x = % est un axe de symétrie pour la courbe Cf
Etude de la parité de f :

2
NB : Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont périodique et de période T = ﬁ

2 2
Pour sin2x,on a: le?n:n et pourcosx,ona:TzzTn =>T=TiNnT,=n
Calculons f(x + T)

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 212



Fonctions numériques

fx+T)=f(x+2m) =sin2(x + 2m)cos(x + 2m) = sin(2x + 4m)cos(x + 2m)

= sin(2x)cos(x) = f(x)
D’ou f est périodique et de période T =m

b- Justifions que I’on peut étudier f sur D =[ 0 ; 7 ] puis décrivons les étapes a suivre
. A s
pour avoir la courbe Cf sur |— 253 ]
T T T T
=|l—= Z|= =—-= . =
DE[z’z DE[z'z]
D’autre part la fonction est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [ 0; g]
D'oi D= 0; 7]
2) a- Déterminons f’(x) et justifions que f'(x) = 2cosx(3cos?x — 2) pour tout x € Dg
f(x) = sin2xcosx. u = sin2x =>u' = 2cos2x ; v = cosx=>v = —sinx

=> f'(x) = (2cos2x)(cosx) + (—sinx)(sin2x) = 2(cos2x)(cosx) — (sinx)(sin2x)
= 2(cos?’x — sin®x)(cosx) — (sinx)(2sinxcosx)

2 2

(car cos2a = cos“a — sin“a et sin2a = 2sinacosa )
=> f'(x) = 2cos3x — 2cosxsin®x — 2cosxsin’x = 2cos®x — 4cosxsin’x
Or sin’x = 1 — cos®x
=> f'(x) = 2cos®x — 4cosx(1 — cos?x) = 2cos®x — 4cosx + 4cos®x
= 6c0s3x — 4cosx = 2cosx(3cos*x — 2).
D’ouVx €Dg, f'(x) = 2cosx(3cos?x — 2)

b- Etablissons le tableau de variation de f sur [ 0; %]

Vx € [0 ; g], 2cosx > 0. Alors le signe de f(x) dépend du signe de 3cos?x — 2.

2 2 2 2 1 2
Posons 3cos*“x —2 =0 < cos“x =3 =>cosx = 3 =>x = cos 3 =0,61
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :
X 1o 0,61 >
f'e) + 7 -
0,76
0 0

4) Tragons (C) sur [— g ; g]
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/N

Fonctions paramétriques.

- Soit f,, la fonction définie sur R par : f,,(x) = (2m-1)x*-(m +4)x*- m +5.
Ou x est la variable et m est un parametre réel.
Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7 J).
1) Montre que toutes les courbes (C,,,) passent par deux points fixes dont on Déterminera les
coordonnées.
Toutes les courbes (C,,,) passent par deux points fixes si et seulement si f(x) = f; (x)
Soient A et B ces deux points.
fo) =fi(x) & —x* —4x?+5=x*-5x>+4 & 2x*+x2+1=0
Cette équation étant bicarrée, effectuons un changement de variable en posant X = x? =>

1
2X' +X+1=0=>X =1 et X,=—7

—SiX=1®x>=1®x;,=-1 ou x, =1
Par conséquent : pour x; = —1,ona: y; = fo(—1) = 0. D’ou A(—1;0)
pour x, =1,ona: y, = f,(1) =0.D’ou B(1;0)

2=

-Si=-— 7> onaune absurdité car si x —1, I’équation n’a pas de solution.

2) Etudie les fonctions f; et f; puis représente leur courbe respectives (Cy) et (Cy).
fox) =—x*—4x>+5 et fi(x)=x*—-5x*+4
Etude de la fonction f; puis représentation de sa courbe (C)
Dfy=R=]—0c0; +oof
lim fy(x) = —o et lim fy(x) = —0
X — —00 X — +oo

fox) = —x* —4x?+5 =>f' (x) =—4x> — 8x = —4x(x* + 2)

VxDfy; (x?+ 2) > 0. Alors le signe de  f'o(x) dépend du signe de —4x. Posons —4x = 0
:>x = 0

D’ou le tableau de variation de f; est le suivant :

X 0
o) + 0 -
fo() / 5\

La courbe représentative de f; est le suivant :
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Dfi=R=]—c0; +oo]
lim fi(x) = +ooet lim fi(x) = +oo
X > — X = +oo

filkx) = x* —5x2+4 = f',(x) = 4x3 — 10x = 2x(2x? — 5). Posons f'1(x)=0 &
2x(2x2=5)=0 =x=0 ou 2x2—5:>x=—\/§ ou xz\E

D’ou le tableau de variation de f; est le suivant :

x 5 5
L f : .
100 — b+ | - ( +
4+ 4 4o
fi(x) \ / \ /
111 111
16 - 16

La courbe représentative de f; est le suivant :

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 215



Fonctions numériques

- Soit f;, la fonction définie sur R par: f,,, (x) = xzfz(;:% .
Ou x est la variable et m est un parametre réel.
Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7 J).
1) Montrons que toutes les courbes (C,,,) passent par trois points fixes dont on Déterminera les
coordonnées.
Toutes les courbes (C,,,) passent par trois points fixes si et seulement si f; (x) = f;(x)
Soient A; B et C ces trois points.
2 2
G = A6 @ s =
& (x?+3x) (x> +6x+3) = (x? +x+3)(x% +3x+4)
< 5x3+ 11x% —4x — 12 = 0 (1 est une racine de cette équation)

Alors la forme factorisée de 5x3 + 11x2 — 4x — 12 est (x — 1)(x + 2) (x + g)
5x3 + 11x% —4x—12=0 & (x—1)(x+2)(x+§):o

:>x1 :1, x2=—2; X3:—§
1+ 3 4 4

—Pourx; =1,o0na:y; =f0(1):ng == A(l 'E)

4 -6 2 2
—POIII'XZ =—2,0na:y2 =f0(—2):m:—g :>B(—2 ;_E)

54

6 6 55 2 4

—Pourx3=—§,ona:y3=f0(—§):ﬁ5—:—g => C(l;g)

D’ou toutes les courbes (C,,,) passent par les points A (1 ; %) ; B (—2 ;—ZE); C (1 ; 4;)

2) Déterminons m pour que le point d'intersection Ide (C,,) et I'asymptote paralléle a (x'0x)
. . 3
ait pour abscisse 7
Cherchons d’abords 1’asymptote paralléle a I’axe (x'ox), ¢’est-a-dire ’asymptote horizontale.
x% + 3x + 4m

x24 (5m+ 1)x+ 3
X — o0 X — 00 X — OO0

2
limf,,(x) = lim = lim i—z = 1=>y =1 est asymptote horizontale.

Cherchons de méme les coordonnées du point [
I étant le point d’intersection de la courbe (C,, ) avec I’asymptote horizontale y = 1, ona:
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x% + 3x + 4m

— = 2 = y2
fm(@) =1 4 (5mt Dxt3 1 x“+3x+4m=x*+(5m +1
2x — 3 . . 3 2(%)—3
Em= P Or I’abscisse en ce point est x = ; Tom= 5(3) =
-
Doum =0

3) Etudions la fonction f; puis représentons sa courbe (Cy)

2 2
M =30 AW
Etude de la fonction f; puis représentation de sa courbe (Cy)
Dfy=R=]—c0; +oo]
limfo(x) =1 et limfy(x) =1
X — —00 X = +oo
x% + 3x —2x24+6x—9
folx) = xz_:'ﬁ =>flo(x) = m

Fonctions numériques

)x+3

0

NI S

Or V x €Dfy,(x* +x +3)% > 0 alors le signe de f;'(x) dépend donc du signe du

Numérateur —2x2 + 6x — 9. Posons —2x% + 6x —9=0=> A= 108
3+ 3V3 3- 3v3
& 4 et x, = ~—1

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

:>x1 =

x —0o0 -1 4 +oo
fo'(x) - 0 + 0 -
28
1 ‘ =
fO (x) \ /
-z 1
3
Tracons ( C)
y
4,,
3,,
o1
-6 -5 -4 -3 2 -1 1 2 3 4 5 6 x
_1,,
_2,,
_3,,
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x—mx

- Soit f;, la fonction définie sur R par : f;, (x) = —— n

Ou x est la variable et m est un parameétre réel différent de 1 (m # 1)

Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7 J).
1) Donnons le tableau de variation de la fonctlon fm suivant les Valeurs de m.
( On distinguera les cas ot m = =2 ; =2).

x% + 2x

1" cas:m = -2 . Alors f_,(x) = SR

Df ,=R—{-1; 1}=]-00; =1[U]-1;1[U]1; +oo[
imf,(x)=1 et limf,(x)=1.

X — —00 X — +oo

limf_,(x)=—o0 et limf_,(x)=+oo.
x——1" x - —1%

limf ,(x)= —c0 et limf_,(x)=+oo0.

x> 17 x -1t
+2 2k + x+ 1 2(x2+x+ 1

fral) = SHE ) = -2 D g e 22D 5

D’ou le tableau de variation de f_, est le suivant :

x —0 -1 1 +o0

f'2(x) - - -

f-2(x) 1\ +°°\ +Oo\
—00 —00 1

28 cas :m =2 . Alors fo(x) = X le i

Dfy=R—{-1; 1} =]-o0; —1[U] 1;1[U]1; 4oof
limf,(x)=1 et limf,(x)=1.

X = —00 X — +oo

lim f,(x) = +00 et lim f,(x) = —co.
x - -1 x - -1t

lim f,(x) = 4+ et lim f,(x) = —oo.
x—- 1 x -1t

—2 =y =2t ) 5

fa(x) =
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D’ou le tableau de variation de f, est le suivant :

Fonctions numériques

—Q0

-1

x
f2(%)

+

+

f2(x)

1/+oo _Oo/ +oo B /1

2) Comparons f,, (x) et f_,, (—x) puis donnons la position relative des courbes (C,,,) et
(C-m)- , , ,
- (=)= (=m)(=x) -
fn@) =" = (0 = = Ty ()

x2—

D’ou f, (—=x) = fr ()

4) Montrons que toutes les courbes (C,,,) passent par un méme point fixe dont on Déterminera
les coordonnées.

Toutes les courbes (C,,,) passent par un méme point fixe si et seulement si f(x) = f; (x)
x?2  x*—x

fr) =fil) & F— =55 @ at-x2 - x & —x=0 —x=0et y=[(0)=>

y = _Ll = 0. Alors toutes les courbes (C,,) passent par le point A(0 ; 0), origine du repére.

5) Représentons les courbes (C_,) et (C3).

>

4o
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NB : la courbe (C_,) est représentée en gras celle de la courbe (C,) est représentée en fin.

Fonctions auxiliaires.

- Partie A : On considére le polyndome P définie : P(x) = 2x° - 3x* - 1
1) Dressons le tableau de variation de P.

DP =R = ]—o0 ; 4oo[
limP(x)= —oo et lim P(x) = +oo.
X — —00 X = +oo
P(x) = 2x’ - 3x* - 1 => P'(x) = 6x° —6x. Posons P'(x) = 0 © 6x° —6x = 0 &
6x(x—1)=0=>x=0o0ux=1

D’ou le tableau de variation de P est le suivant :

x —0 0 1 a +o0
P'(x) + ¢ - 9 L+

—1 ! 00
P(x) ) / \ _|2/9/' +

2) Démontrons que I'équation P(x) = 0 a une solution unique « dans I’intervalle]1,6 ; 1,7 [.

- D’aprés le tableau de variationde P, Vx € |1 ; +oo[, P est définie, continue et
strictement croissante de ] 1 ; +oo[ vers ]—2 ; +oo[ . Alors I'équation P(x) = 0 admet
une solution unique «a telle que P(a) = 0

- Deplus P(1,6) = —0,48 et P(1,7) =0,15 => P(1,6) X P(1,7) < 0. Alors d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, a € 11,6 ; 1,7 [.

Conclusion : I'équation P(x) = 0 admet une solution unique a dans
I’intervalle]1,6 ; 1,7 [.

3) Donnons le signe de P(x) dans I’intervalle ] -1 ; + oo [.
D’aprés le tableau de variationde P,Vx € ]—1 ; a[, P(x) <O0.

Vx € lJa; +oo[,P(x) > 0.

Partie B : On considére la fonction f :]—1 ; +o[—> R etx — T

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
1) a) Justifions la dérivabilité de f sur ]—1 ; + oo [.

- 1—x estdéfinie etdérivablesur]—1 ; + oo [.
- 1 +x3 estdéfinie et dérivable sur ]—1 ; + oo [.

Alors f(x) = 11+_ xx3 est dérivable sur |—1 ; + oo [.
! ic A : ’ _ P)
b) Calculons f'(x) puis établir que f'(x) = Ty
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fx)= 11+_XX3 Posonsu=1—-x=>u =—-1 etv=1+x3= v =3x2
gy - CDO+) = 330 —1-x3 - 3x%4 323 223-322-1  P@)
= f'(x) = (1423 )2 = (1423 )2 S T AR a2

2) Donnons le tableau de variation de f.

Vx€]-1; +o[,(1+x3)?>0.Alors le signe de f'(x) dépend de celui de P(x).
Or d’aprés la partie A) 3),on a :

Vx € ]-1; a[,P(x)<0,alorsVx € ]-1; a[,f'(x) <0

Vx € la; +oo[,P(x)>0,alorsVx € |a ; +oof ,f'(x) >0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

xl
f () - +

-1 a 2 400

+00 . 0
9

f(@)

3) Déterminons les équations des asymptotes a la courbe Cf de f.
lim f(x) = +oco0 Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale.
x - —1*

lim f(x) = 0 Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale.
X = +oo

4) Plagons « puis tragons Cf.
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—-44

5) Soit g la restriction de f a I’intervalle [ 2 ; + oo [.
Montrons que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ sur un intervalle J que I'on précisera.
D’apreés le tableau de variation de f, Vx € [ 2 ; + oo [, f est définie, continue et strictement

. 1 N .. < 1ae
croissante de [ 2 ; + oo [ vers [ -5t [ D’ou la restriction de g a I’intervalle

[2 ; 4+ oo [ réalise une bijectionde [2 ; + oo [ versJ:[—% ; + o [

6) Tragons Cg~! ot g~ ! est la bijection réciproque de la fonction g restriction de f a
Iintervalle [ 2 ; + oo [.

NB : la courbe représentative d’une fonction et celle de sa bijection réciproque sont symétrique
par rapport & la premiére bissectrice d’équation y = x.

Pour le tracé de Cg ™!, (Voir figure en gras ci-dessus)

- Partie A : On donne la fonction g définie par g(x) = x* - 3x - 4
1) Etudions les variations de g et Dresse son tableau de variation.
Dg =R = ]-o ; +oo[
limg(x)= —o et lim g(x)=+oo.
X = —00 X = +oo

g(x)= x-3x-4=>g'(x) =3x*—3 .Posons g'(x) =0 &3x’—3=0 &
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¥=1=>x=—-1oux=1

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X —0o0 —1 1 a 400
g (x) L+
g(x) _w _2\ ‘/o/'

2) Montrons que 1'équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que 2,19 < a < 2,20.

- D’aprés le tableau de variationde g, Vx € |1 ; +oo[, g est définie, continue et
strictement croissante de | 1 ; +oo[ vers |—6 ; +oo[ . Alors I'équation g(x) = 0 admet
une solution unique « telle que g(a) =0

- Deplus g(2,19) = —0,06 et g(2,20) =0,04 = g(2,19) x g(2,20) < 0. Alors
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, a € 12,19 ; 2,20 [.

Conclusion : 1'équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans I’intervalle
12,19 ; 2,20 [.

3) En déduisons le signe de g(x) sur R
D’aprés le tableau de variationde g, Vx € ]—o ; a[, g(x) < 0.

Vx € la; +oo[, g(x) > 0.
Partie B : On considére la fonction f définie sur R—{—1 ; 1} par flx) =
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

x+2x

1) Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df .

Df=R—{-1; 1}=]-00; =1[U]-1;1[U]1; +oof
lim f(x) = —o0 et limf(x)=+oo.
X = —00 X — +oo

limf(x)=4+0o et limf(x)=—
x> -1 x> —17

limf(x) = —oo0 et lim f(x)=+oo.
x—- 1 x -1t

2) Montrons que Vx ER—-{—1; 1}, ona: f'(x)= (xxg(x)

x2—1)2

x3 + 2x2 x*-3x2-4x  x(x3-3x—4)  xxg()

>f( ) (x2— 1)2 - x2— 1)2 - (x2- 1)2

fx)=
3) Etudions le signe de f'(x) et en déduisons les variations de f puis son tableau de variation
de la fonction f.
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Vx€]-oo ; +oo[,(x?—1)%> 0. Alors le signe de f'(x) dépend de celui de x X g(x).
Or d’apres la partie A) 3),ona:

Vx € ]-0o; a[,g(x) <0 et Vx € Ja ; +oo[, g(x) > 0.

D’autre part, Vx € |- ;0[,x <0 et Vx€]0;4+o[, x>0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x —o0 -1 0 1 a +oo
x - - + + 0 +
7[€3) - - - - +
J6)) + + — — +
0 /' v /0 \ +°°\ /'+°°
X
—0 — 0 — f(@)

4) Montrons que la droite (D) d'équation y = x + 2 est une asymptote oblique a la courbe

Cf .

La droite (D) d'équation y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe Cf si et seulement si

lim [f(x) = y] =0

X > oo
3 2 3 2
lim [f(x) — y] =lim xx;_zf — (x + 2) =lim xx;_zf —x—2
X > t+oo X > t+oo X = too
= lim xxz+_21:limxx7: lim;—IO
X — too X = +oo X — t+oo

D’ou la droite (D) d'équation y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe Cf

Etudions la position de Cf et (D).

Pour ce la étudions le signe de f(x) — y. Posons f(x) —y =0 & xxztzl =0
Posonsx +2=0=>x=-2 et x’—-1=0 =x=-1 ou x=1

x = —1.D’ou le tableau de signe est le suivant :

X —o0 -2 -1 1 400
fG)—y - 0 + 0 - 0 +

D’apreés le tableau de signe de f(x) —y,ona:

Vx €]-oo; =2[ U]-1; 1], f(x) —y <0.AlorsVx € |—0; =2[ U]—-1; 1[, ,(C)est
en dessous de (D).

Vx€e]-2; —1[ U]l ; +oof, f(x) —y>0.AlorsVx € ]-2; —1[ U]1 ; +oo[, , (C) estau
dessus de (D).

5) Tragons Cf.
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- 1) Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = 2x —vVx? +1

a- Etudions les variations de la fonction g.
Dg =R=]-o ; +oo]

limg(x)= lim2x —vx?2+4+1 =lim2x — x2(1+ xl—z) =lim2x —|x| |1+ xiz

X > — X = — X > —00 X > —
= lim2x — (—x) /1+ 12: lim2x+x’1+ 12: limx<2+ /1+ iz)
X X X
X = —00 X > — X = —

= ()2 + 1) = (~0)(3) =~

limg(x)= lim2x —vx?+1 =lim2x — x2(1+ xiz) =

X — +oo X — +oo X — 400
, 1 , f 1 . , 1
= lim2x — |x| [1+ x—zzllmZx—(x) 1+ x—zzllmZx—x 1+x—2
x = +oo X — +0oo X — +oo
limx(Z— /1+ iz )— (+0)(2 = 1) = (+)(1) = +x
X — 400
_ _ > — 4 _ _Z_x: __x :2 x24+1 —x
9@ = 2x —Nx* 41 =>g'(x) = 2 2/x2+1 2 Vx2+1 VxZ+1

Vx € Dg,vx?+1 >0, alors le signe de g'(x) dépend du signe du numérateur.
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2
Posons 2VxZ+1-x >0 ®2VxZ+1 > x & (2Vx2+1) >x? &
4x*4+1)> x?2 & 4x?+4> x? ©3x2+4> 0 Vraie.
DouVx € Dg, g'(x) >0

Ainsi V x € Dg, g est strictement croissante et le tableau de variation suivant:

x —00 400

i a
g (x) 0 +

: +00
90 /

b- Montrons que g(x) = 0 admet une solution unique & que l'on Déterminera.

D’aprés le tableau de variation de g, Vx € ]—o ; +oo[, g est définie, continue et
strictement croissante de ] —oo ; 4oo[ vers ] —oo ; 4oo[. Alors I'équation g(x) = 0 admet une
solution unique « telle que g(a) = 0

En utilisant la méthode de dichotomie, on obtient @ = 0,57.

c- En déduisons le signe de g sur R
D’aprés le tableau de variationde g, Vx € ]—o ; a[, g(x) < 0.
Vx € la ; +oof, g(x) > 0.
2) Soit la fonction f définie sur R par f(x) =2vVx2 + 1 — x.
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

On note (D) et (D') les droites d'équations respectives : y = —3x et y = x.
a- Etudions les limites de f en +o0 et —oo

limf(x)= lim2Vvx*+1— x = lim 2|x| /1 +xi2 — x=lim—2x /1 +Xi2 - X

X — —00 X — —0o0 X — —00 X — —0o0
, , 1
= llm—x(Z 1 +5 + 1)——(—00)(2+1)—(+00)(3) =+
X = —00
limf(x)= lim 2vx? +1— x = lim 2|x| /1 +xi2 — x=1lim2x /1 +Xi2 - x
X — 400 X — 400 X = +oo X = +0o
= limx(Z fl +xi2 - 1)—(+oo)(2—1)—(+oo)(1) = +oo
X — +oo
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. ! — g(x)
b- Montrons que Vx € R; f'(x) Nrceed
_ o w2 L 1 _ _ ' _ 2x 42 1 2x —yx2+1
f)=2vx + 1 * =) 2X2\/x2+1 1 Vx2+1 1 Vx2+1
— ’ — g(x)
A

c- En déduisons le tableau de variation de f.

Vx € Df,Vvx?+1 >0, alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)
Ordaprés 1)c) Vx € |—o ; a[,g(x) <0 =>Vx € |- ; af, f'(x) <0

Vx € la; +o[,g(x) >0 ==Vx € Ja ; +oof,f'(x) >0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

—00 a +o0

X
f q|>

= +
+00 +o00
o | TN f(a)/

d- Déterminons la limite en —oo de f(x) — (—3x).

limfx)—-(-3x)=lim2Vvx? + 1 — x +3x =1lim2Vvx? + 1+ 2x

X > —00 X > —o0 X = —o0

(2 xZ+ 1 +2x)(2 X2+ 1—2x) (2427 + 1)2—(2x)2

=lim = lim
2Vx2 + 1-2x 2yx2 + 1-2x
X - —© X - —o0
o 4(x? 4 1)—4ax? . 4x? 4 4—4x? . 4
= lim —~——=lim — =lim ————
2vx2 + 1-2x 2x2 4+ 1-2x 2vx2% + 1-2x
X = —00 X —> —oo X —> —00
. 4 . 4 , 4
=lim - =lim - =lim -
2|x]| 1+;2— —2x —2x\/1+;2— —2x —2x<J1 +;2— +1)
X = —00 X > —0 X —> —o0
. 2 . 2 . 1 1
=lim —1:le (1+1):llmT:llm—:+—:O
—X —LiX —X 0
—x( 1+;2' +1)
X = —00 X = —00 X —> —00 X —> —o0
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Conséquence graphique : la droite d’équation y = —3x est asymptote oblique a la courbe
(C)def en—o car: limf(x)-(—3x)=0
X —> —00

e- Montrons que la droite (D') est asymptote a la courbe (C) en +oo

La droite (D') est asymptote a la courbe (C) en +o0 si et seulement si :

imfx)-x)=1lim2vx?2 + 1 — x —x =1lim2vx? + 1— 2x

X — 400 X — +00 X = +oo
2
. (Va7 1-2x)(2Vx% + 142x) . (2 1) - en?
=lim = lim ~—~————
2Vx2 + 1+ 2x 2Vx2 4+ 1+2x
X — 400 X — +o0o
. 4(x% + 1)—4x? , 4x?% + 4 — 4x? , 4
=lim ————=lim — =lim ————
24x2% + 1+2x 29x2+ 1+2x 29x2+ 1+2x
X > +oo X = +oo X > +oo
. 4 . 4 . 4
=lim —1:llm —1:llm —1
2|x]| 1+x—2- +2x 2x 1+;2- +2x 2x<,1+x7 +1>
X — 400 X — +oo X — +oo
. 2 . 2 . 2 . 1 1
=lim —1:llmm:llm2—:llm—:+::()
P X X
x< 1+x7+1>
X — 400 X = 400 X — +o0o X — +oo

Conséquence graphique : la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe
(C)def en4+o car: limf(x)—(x)=0

X — +o0o

f- Etudions la position de (C) par rapport aux deux droites (D) et (D).
Pour cela, étudions le signe de (—3x) — (x). Posons (—3x) — (x) =0 —3x+x =0
& —2x =0 =>x = 0 et le tableau de signe de (—3x) — (x) est le suivant :

X —00 0 400

fO) —x + ¢ -

D’aprés le tableau de signe de (—3x) — (x),
Vx€ ]-0;0[, (—3x) —(x) >0.AlorsVx € |—c0;0[, (D) estau dessus de (D)

Vx€ ]0; +oo[, (—3x) — (x) <0.AlorsVx € ]0; +oo[, (D) esten dessous de (D")

g- Tracons la courbe (C), les droites (D) et (D).
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Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.

- Soit la fonction f définie par f(x) = x ijx

X
-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Donnons 1'ensemble de définition Df de f .

1+x

Df ={x/x € R == 2 0et 1—x # 0}

. v .1 g .
1 1:”; > 0 . Résolvons I’inéquation ﬁ > 0 en ¢étudiant le signe de 11_%
Posons 1 +x=0=x=-1 e 1—-x=0=>x=1.

. . 1+ .
D’ou le tableau de signe de ﬁ est le suivant :

X -1 1
1+x +

1—x + (
1+x

1—x S\\ + ¢

Ainsi I’ensemble solution correspondant a I’inéquation —z >0 est [ 1; 1]
D’autrepart (2) 1—x#0 = x#1

Alors la réunion de ces deux ensembles donne : Df = [— 1; 1[

2) Etudions les variations de f, puis tragons avec soins sa courbe représentative dans un repére
—5 1-+5
Lx—06 et £(225) = -03

orthonormé. On donne :
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f(=1)=0 et limf(x) =+
x—-> 1°

1+x ' 1+x ’ 1 1—x
X)=x u=x=u =1 et v= =V = — |—
f( ) 1-x 1 (1= x)2/1+ x

v
- X
= (@) = (W@ + W = [+ 2 55 =
_ ’ _ a- x)(—x2+x + 1)
>f(x) - (11— x)2yJ1 - x2
vx € Df, (1 —x)?V1 — x% > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de —x% + x + 1

6 ot £(225) = 03

Car 1-x# 0.Posons —x?+ x +1=0=>x =
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x - 06 1

-1
f'(x)

2
— (b +
0 ‘ +oo
-0,3

Le graphique de la courbe est le suivant :
Y A

5 ﬂ‘

Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = —x + Vvx% + 8

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).

1) a) Démontronsque Vx € R,ona: x—Vx? + 8<0

x—VxZ + 8<0 ©—-Vx2 + 8<—x ®VxZ + 8>x ®x? + 8>x?

& x2—x2—-8<0 & —8<0 Vraie. Alorsx —Vx2 + 8<0
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b) Etudions les limites de f aux bornes de Df puis en déduisons que la courbe (C) de f admet
une asymptote horizontale dont on précisera une équation.
Df = R=]—o0 ; +oo[

limf(x)= lim—x + Vvx2 + 8 =1lim — x + ’x2(1+x%)

X > —00 X > —00 X — —00
lim — x + |x| /(1+ x%) =lim —x—x ’(1+ x%) = lim—x<1+ /(1+ x%))
X > —oo X > —®© X = —0

=lim—-x(1+1) =lim—2x = —=2(—0) = 4o

X = —o0 X o —o0

(—x+ x2+ 8 )(—x—m)

. g > _
lim f(x) lim — x + vx? + 8 lim Cr—vi7es)

X — 400 X — 400 X = +oo

(—X)Z—( x2+8)2 x2— (x2+8) x2— x2-8
= lim ——————— = lim = lim

—x—+x2+8 —x—+x*+ 8 —x—+x%+ 8
X = 400 X = +oo X = 400
—x—x?+8 —-x— x2(1+;82-) —x— |x| 1+;82—
X = +oo X — +oo X — +o0o
lim i lim i lim =2
—-Xx—Xx 1+—Z —x<1+ 1+x—z) 2x
X = +oo X > +oo X - +oo
.4 4
=lim—=—=0
+00
X = +oo
¢) Démontrons que la droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en —oo
La droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en —oo si et seulement si
limf(x)—y= lim—x + vx2 + 8—(-2x) =1lim — x + Vvx? + 8+ 2x
X —> —00 X > —0o0 X > —oo

2 5 _
UV T T B4x = lim B ST )

(\/x2+8—x)
X = —00 X > —00
~iim ) -t 82 im i = lim ————
( x2+8—x) x2+ 8—x Vx2+ 8—x ’x2(1+x_82_) —x
X - —o0 X - —o0 X = —oo X - —oo
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8 . 8 . 8
= lim = lim = =lim —
|x| (1+—2—) —x —x 1+—2—) —x —x( /(1+x7)+ 1)
X > —oo X > —oo X —> —00
8 4 4
=lim — =lim — =lim — =— =
—x(2) —2x X +o0
X > —0oo X > —o0 X —> —00

D’ou la droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en —oo.

2) a) Calculons f (x) puis en déduisons de 1) a) le sens et le tableau de variation de f.

fX) = —x + Va2 + 8 =>f'(x) = —1 +2—x§_"+8:—1 +

—Vx%+8 +x _ x—yx?+8

\/x2+8 - \/x2+8

= f@) =
Vx € Df, vx2+ 8 >0 . Alors le signe de f'(x) dépend du signe du numérateur

x —Vx?2+ 8.0rdaprés 1) a)x —Vx? + 8<0.D’ou Vx € Df, f'(x) <O.

x —00 +o00

f ) -
f()

—24

-3+
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. . 7 . 2 1
- Soit f la fonction définie par : f(x) = b |x+| f':

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Déterminons le domaine de définition de f .

Df ={x/x € R, |x| +1+ 0}

[x] +1# 0 =>|x| # —1 Vraie. Alors Df = R=]—00 ; 4o0o[
Ecrivons f(x) sans les symboles "valeur absolue".

Posonsx?+x=0=>x=—-1 ou x=0

x —00 —1 0 +00
x*+ x + - +

|x% + x| x>+ x —x%— x x*+ x

x - - +

[x| —x x x

D’aprés le tableau ci-dessus, on a :

_x2+x+1

Vx€E ]—OO ; —1], f(X)*_x—H
_—xz—x+1

Vxe [—1 5 O],f(x)*_x—+1
7x2+x+1
VxE€E [0 ; +00[, f(x)—?

2) Etudions la dérivabilité de f en —1 et en 0, puis interprétons géométriquement les résultats.

- Etude de la dérivabilité de f en —1

f estdérivable en x; = —1 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,
c’est-a-dire : limi?ﬁ.f(xi_f (1_1) = limi?ﬁ_f(xi_f (1_1) =leR
x - =17 x - —17F

Dérivabilité a gauche :

[2(x2+ x+ 1)—(=x + 1)

(xz + x+ 1) 1
LSS iy X T L) T gt 2Cxt D -
x+ 1 x+1 x+ 1
x - —17 x - —17 x - —17
o 2x?+3x+ 1 , 2(x +1)(x+ 1 . 2x+1 1
lim = z =lim =—=
2 -1D(x+ 1) =2 -D(x+ 1) —2x+ 2 4
x - —17 x - —1° x - —17
Dérivabilité a droite :
(—xz— x + 1) 1 2(—x2 - x+ 1)— (—x + 1)
LimE LD iy X F L) 2 ity 2Cx D -
x+ 1 x+1 x+ 1
x » —1% x - —1% x - —1%
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lim—222 L i “2(x—g)Cxer = lim =2t 3
=20 -D(x+ 1) =20 -D(x+ 1) —2x+ 2 4
x - —1° x - —17 x - —17

Alors f n’est pas dérivable a gauche et a droite de xy = —1, mais elle admet deux

. . . . . 1 ' 3
demi-tangentes de coefficients directeurs respectives f (—1) = —Getf (-1 ==

4
- Etude de la dérivabilité de f en 0

f estdérivable en x, = 0 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,

c’est-a-dire : limi'?“(x)x_f(o) = limi'?"(x)x_f(o) =leR

x - 0~ x - 0t
Dérivabilité a gauche :

(—xz— x + 1) 1 [(—xz— x+ 1)—(—x + 1) 2
@) —f(0 T el R o = . - L=
Limi D S © _ iy ¥ 1 = limi4 (Cz+ 1) = lim— =lim——=0
x x x x(—x +1) —-x+1
x - 07 x - 07 x - 07 x - 07 x - 07
Dérivabilité a droite :
(x2+x+1) 1 (x2+ x+1)—(x+1) 2
. —f(0 .o x+1 )T T e R D . .
LimAED O _ iy x4 1 = limi4 xr + 1) = lim— =lim—=0
x x x x(x+1) x+1
x - 0t x - 0t x - 0t x - 0t x - 0t

Alors f est dérivable a gauche et a droite de x, = 0, et son nombre dérivée f (0) = 0
3) Etudions les variations de f.

2+ x4+1
Vx€E ]—OO ; —1] , f(X)*_x—H
. . 24+ x+1 . x2 . 1
lim f(x) =lim — =lim — =lim —x = 4o et f(_l):E
X = —00 X > —o0 X > —00 X —> —00
2+ x+1 —x2 4 2x + 2

fO =7 = =~

Vx € Df, (—x + 1)2 > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de —x? + 2x + 2.
Posons —x* +2x+2=0=>x =1-+v3 €]-o ; [-1] ou x; =1+V3 €]~ ; —1] |
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

—00 _1

X
f () -

+o0
F) \
1
2

x2—x+ 1

Vxe [-1;0], f(x)=—0
f(-D=5 et fO)=1

e —————
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2x

x?—x+ 1 x?2—
1 W

fO)=—m

Vx € Df, (—x + 1)? > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de x? — 2x.
Posons x? —2x =0=>x; =0€[-1; 0] ou x;, =2€[-1; 0]
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

—00 _1

xl
f () +

1
f(x) /
1
2

2+ x+ 1

Vx € [0; +oof, f(x)= ——

2 2
lim f(x) = lim “=——— =lim = =lim x = 40 et f(0)=1

X — 400 X — +oo X = +00 Xx — 400

7x2+x+1 . ’ 7x2+2x
fO == = F®=y

Vx € Df, (x + 1)2 > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de x? + 2x.
Posons x> +2x =0=>x; =0 €[0 ; +[ ou x;, =-2€[0; +00[/
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X
f () +

+00
f(x) /
1

Ainsi la réunion de ces tableaux de variations donne celui de f sur R

x —00 -1 0 +o0
f ) - +
+oo0 | +o0
o) \ _
1
2
4) Montrons que les droites d'équations y = —x — 2 et y = x sont asymptotes a la courbe

(C) de f respectivement en —co et +oo .

La droite d'équation y = —x — 2 est asymptote a la courbe (C) de f en —oo si et seulement
si:limf(x)—y=0
X = —00
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2 2
. . x“+x+1 . x“+x+1 . 3
limf(x)—y=lim————(-x—-2) =lim———+4+x+2=1lim ——
f() y —x + 1 ( ) —x +1 tx+ —x +1
X > — X > —o00 X > —00 X > —o00
. 3 3
=lim —=—=0
—x +oo
X > —0o0

Puisque lim f(x) —y =0

X —> —o0
Alors La droite d'équation y = x — 2 est asymptote a la courbe (C) de f en —co

La droite d'équation y = x est asymptote a la courbe (C) de f en +oo si et seulement si :

limf(x)—y=0

X — +00
. . x4+ x+1 . x24+x+1 . 1
llmf(x)—y—llmﬁ—(x) _llmﬁ_x_hmx+1
X > +oo X — +0o X = +oo X > +oo
P R S

x +o0

X > +oo

Puisque lim f(x) —y =0
X = +o0o

Alors La droite d'équation y = xest asymptote a la courbe (C) de f en +oo

5) Tragons (C)
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- Soit la fonction numérique f définie par f(x) =/|x? — 2x — 3|
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Déterminons l'ensemble de définition de f.

Df =R=]—o ; +oo[

2) Ecrivons f (x) sans valeur absolue.

Posons x> —2x—3 => x=—-1 ou x=3

X —00 -1 3 +o00
x? —2x -3 + - ( +

x2 —2x—3| |x* —2x-3 —x%2+4+2x+3 x? —2x—3

D’apreés le tableau ci-dessus, on a :
Vx€ ]-oo; 1] U[3; +oof, f(x) =Vx? —2x -3
vxe [-1;3], f(x)=v—-x*+2x+3

3) Etudions la dérivabilité de f en x; = —1 eten x, = 3 puis interprétons graphiquement les
résultats.

- Etude de la dérivabilité de f en —1

f estdérivable en x, = —1 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,
c’est-a-dire : limi?ﬁ% = limi?% =leR
x - =17 x - —17F
Dérivabilité & gauche :
lim L ED xZ-2x—3-0 _ lim Va2 —2x-=3 _ lim x2 —2x-3
x+1 x+1 x+1 (c+ DVxZ —2x-3
x - —1" x - —1" x = —1" x - —1"
—lim (x+1)(x—3) —lim x—3 :—_4200
Gt DVxZ —2x-3 Jx2-2x—3 0
x - =17 x - —17
Alors f n’est pas dérivable en x; = —1 a gauche
Dérivabilité & droite :
li FO) —f(=1) _ li —x242x+3 =0 _ lim J=x2+2x+3 — lim —x24 2x+3
x+ 1 x+1 x+1 (x+ DV—x2+2x+3
x - —17F x -» —17F x - —17F x - —17F
—lim =AD& xS
G+ DY —x242x43 JV=xZ+2x+3 0
x - —17F x -» —17F
Alors f n’est pas dérivable en x; = —1 a droite

Conclusion : f n’est pas dérivable a gauche et a droite de —1.
- Etude de la dérivabilité de f en 3

f est dérivable en x, = 3 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,
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¢’est-a-dire : limi'?“(x)__];@ = limi'?"(x):};@) =leR

..... x G

x — 37 x —» 3t

Dérivabilité a gauche :

limi.;;{;(x) -f3 _ limi'?"‘f' —x242x43 =0 _ lim"?"‘f' —x242x43 — lim —(x+1)(x —3)
e = imis—— ———— = limi=

x—3 : x—3 (x — 30/ —x2+2x+3
x - 37 x - 37 x - 37 x - 37
. —x -1 —4
=lim ——=—=»
V=x242x43 0
x - 37

Alors f n’est pas dérivable en x, = 3 a gauche
Dérivabilité a droite :

. () =f(3) . aAlx2 =2x-3 =0 . alx2 —2x-3 . (x+1(x-3)
llmi{_{ = limir: =limid——=|im —————————
x—3 x—3 x—3 (x —3)Vx2 —2x—3
x - 37 x - 37 x - 37 x - 37
—lim =X
m Vx2 —2x -3 0
x - 37

Alors f n’est pas dérivable en x, = 3 a droite

Conclusion : f n’est pas dérivable a gauche et a droite de 3.

4) Montrons que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique (A) au voisinage de —oo et
une asymptote oblique (D) au voisinage de +oo.

NB : Toutes fonctions de la forme : f(x) = \/laxz + bx +c| (aveca # 0 et a >0),
admet deux asymptotes :

-L’une en — oo d’équation : y = —+a ( x + S)
-L’uneen + oo d’équation: y = +a ( x + S)

Alors f(x) =+/|x* —2x — 3| admet deux asymptotes :

- L’une en — oo d’équation (A) : y = —\/T(x + _TZ):—(x—Z )=—x+2
-L’une en + oo d’équation (D) : y = \/T(x + _TZ): (x—2)=x-2
6) Dressons son tableau de variation.

Vx€ ]-o; —=1] U[3; 4+oo[, f(x) =Vvx? —2x—3
limf(x) = lim vx? —2x—3 = lim vx? =lim |x|=1lim —x= 4

X > —00 x> — X > —o0 X > —00 X — —

limf(x) = lim vx? —2x—3 = lim Vvx? =lim |x|=1lim x= 4o

X = 400 Xx — 400 X = +0 X = +00 x — 400
fC1D)=0 et f3)=0
fx) =Va? —2x—3 => fi(x) =t = S

2Wx2 —2x—3  +Jx? —2x-3
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Vx € Df,Vx?2 —2x—3 > 0.

Alors le signe de f'(x) dépend du signe du numérateur x — 1. Posonsx —1=0 =>x =1

D’ou le tableau de variation de f sur |—oo ; — [3 ; +oo[ estle suivant :
x —o -1 \3 400
f(x) - +
400
£ \ /
(\
vxe [-1 , f)=vV—x2+2x+3
f(-D=0 et f3)=0
f(x) - \/m = f’(X) - 2\/—_x22x+;x2+3 - \/—;;+Zx1+3

Vx € Df,v—x?2+2x+3 >0.

Alors le signe de f'(x) dépend du signe du numérateur — x + 1. Posons -x + 1 =0
=x=1
D’ou le tableau de variation de f sur [—1 ; 3] est le suivant :

x -1 1 3
f |
2
0 3
La réunion de ces deux tableaux donne le tableau suivant :
—0o0 —1 1 400

X
f ()

F \0/ \‘/

6) Tracons dans un repére orthonormé la courbe (C) de f.
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X

x—1

- Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = |x| ’

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
1) Déterminons l'ensemble de définition Df de f

X
Df = {x/x € R, —=>0etx—1%0}

x
-1

4)) xx_ 1= 0 . Résolvons I’inéquation ﬁ = 0 en étudiant le signe de

Posons x =0et x—1=0=>x=1.

D’ou le tableau de signe de ﬁ est le suivant :

o
+
8

x —o0

3
x - +
x—1 - +
x + +
x=1

Ainsi I’ensemble solution correspondant a 1’inéquation ﬁ >0 est]—o0;0]U[1; 4+oof
Dautrepart (2):x —1#0 = x# 1
Alors la réunion de ces deux ensembles donne : Df =]—oc0; 0] U]1; +oof

2) a) Etudions la dérivabilité de f au point xy = 0, en déduisons l'ensemble de dérivabilité de f.

-0

f est dérivable en x, = 0 si et seulement si lim ucy _xf ©

=lim *=L
X

x—0 x—0
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X

lim =L = lim —~— =lim —=—
x(x—1) x—1
x—0 x—0 x—0
D’ou f est dérivable en x, = O et son nombre dérivé est : f (0) = —1 et l'ensemble de

dérivabilité de f est Df' =]—o0;0[ U]1; 4o

b) Calculons f'(x) pour x élément des intervalles de dérivabilité.

x
£ = Il [
x —1)(—-2x + 3)

, (
- Pourx € ]—00;0]; f'(x) :z(x—l)zm.

. g _ x(x —1)(2x— 3)
Pour x € [1 ; +oo[; f'(x) PYRSIC N e
¢) Calculons les limites de f (x) aux bornes de Df et précisons les équations des asymptotes a
la courbe (C) de f.
- Pourx € ]—o;0]; f(x) = —x

X

x—1
- Pourx €[0; +oo[;f(x)=x xx_l
limf(x) = lim —x [ﬁ = lim —x\/% = lim —xV1 = lim-x=+oo
X = —00 X —> —o0 X —> —o0 X > —o0 X > —o0

x —

lim f(x) = limx Ll = limx\/% = limxV1 = lim x=+oo

X — 400 X = +oo X = +0o X = +oo X = +oo

limf(x) = limx ﬁ =0i+ =400 et f(0)=0

x -1t x - 17

d) Dressons le tableau de variation de f .

x(x —1)(—2x +3)
- Pourxe]—oo;O];f'(x)=W [z

Vx € Df,2(x — 1)2Vx% — x > 0. Alors le signe de f’(x) dépend du signe du numérateur :
x(x —1)(—2x+ 3). Posons x(x —1)(—2x+3)=0=>x=0 ou x=1 ou x =§

D’ou le tableau de variation de f sur ]—oco ; 0] est le suivant :
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7@ -
+00
o | T

x(x —1)(2x— 3)

2(x — 1D2yx%2 — x ’

- Pourx €[0; +oo[;f'(x) =
Vx € Df,2(x — 1)2Vx% — x > 0. Alors le signe de f’(x) dépend du signe du numérateur :
x(x—1)(2x —3). Posons x(x —1)2x—3)=0=x=0 ou x=1 ou x =%

D’ou le tableau de variation de f sur [1 ; +oo[ est le suivant :

X 1 % +oo

7@ - v
+o00 +o0
) \ /
3

La réunion de ces deux tableaux donne le tableau suivant :

x’ 1 0\§1 : +o0
40 & +o0 +o0

f)

e —————
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3) Tragons la courbe ( C ) de f.

On considére, dans le plan ( P ) rapporté a un repére orthonormal (O ; T; J), le cercle (I') de
centre O et de rayon 1.
Soit A le point de coordonnées (1; 0) et A’ le point de coordonnées (—1; 0) .

1) Pour tout point H du segment[ AA'], distinct de A et A’, on méne la perpendiculaire

(A) aladroite (AA"). La droite ( A ) coupe le cercle (I' ) en M et M’. On pose

OH = x.
n
, J
A
0 x
1)
M

Calculons en fonction de x ’aire du triangle AMM’.

OH = x. Comme H appartient au segment [ AA'], et est distincte de A et A’, x est élément de
I’intervalle |—1; 1[ alors AH =1 — x.

Le triangle OHM étant rectangle en H,ona : OM? = 1 = OH? + MH?.

Dou MH? =1—-0H? =1—x? =>MH =V 1— x2.

Soit # D’aire du triangle AMM’ tel que : 5 = 22eXhautewr MMZXAH .OrMM' = 2MH
o o 2MHxaH

2
> =MH X AH.OrMH =V 1 — x?2 et AH=1-—x.
DousZ=(1—x)v1— x?2
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2) Soit f la fonction définie sur |—1 ; 1 [par f(x)=(1—x)V 1— x2.
a- Etudions les variations de f.

fO=(1-x)W1-x*=f(x)=(-DV1-x*+ *(1—x) =>
") = x(1-x) _=(1=x*)-x(1-x) _ -(- x)(l ) —x(1-x) _
f(x)f—x/l_xz_\/1 = = = \/;_xz =
F1(x) = a- X)[ (1 +2x)—X] (x\/ll)(zxx2+ 1)

Vx € ]-1; 1[ ,V1 —x > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe du numérateur :
(x —1)(2x +1). Posons (x —1)(2x+1) =0 =>x=1 ou x=—3

D’ou le tableau de variation de f sur ]—1 ; 1[ est le suivant :

x -1 _1 1

2
f(x) + -
3V3
fo / 2 \

b- Montrons que le triangle AMM’ d’aire maximale est équilatéral.

. . . 1
Le triangle d’aire maximale est obtenu pour = — >
Maintenant vérifions si le triangle AMM’ est €quilatéral pour cette valeur de x obtenue.

MM' =2MH = 2\/1—x*2/1— —— —2/1—-_2F___

AM? = MH? + AH? = (%) +(1—x)2— (73) +(1- )2—(f) +(1+ ) =>
AM? =2+ 2 =3 = AM =V3. OrAM = AM = V3.

Conclusion : MM = AM = AM' = +/3. Alors le triangle AMM’ d’aire maximale est
équilatéral.

Problémes

-La fonction f de R dans R est donnée par une partie de son tableau de variation.
On sait de plus que la droite d'équation x = 2 est axe de symétrie pour la courbe C de f.
—00 2 4 +oo

X
f'(x) - -
f(x) \—oo +°°\ 5

1) Tragons la courbe C de f.

- Ladroite d'équation x = 2 est axe de symétrie.

- Ladroite d'équation x = 4 est asymptote verticale.

- Ladroite d'équation y = 3 est asymptote horizontale.
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- Lepoint (2 ;1) est extremum locale de la courbe (C) de f.

De ces renseignements nous obtenons une partie de la courbe qui est le suivant :

A
A

Y
\ 4

—— Axe de symétrie

:

_2,,

|
2) Complétons le tableau de variation de f .

Par symétrie par rapport a la droite d’équation x =2 ,ona:

- Ladroite d'équation x = 0 est aussi asymptote verticale.
- Ladroite d'équation y = 3 est asymptote horizontale.

D’ou le tableau de variation de f sur R—{0 ; 4} est le suivant :

|
o
1
(&)l
|
o~
1
w
l
()
1
-
o
=
b ]
w
vl
IS
—
[e9)
=

Fonctions numériques

X 2
f/(x) + + 0 -
1

1165 3/'%o _OO/ \_m +w\3

1) Tragons la courbe (C) de f.

En utilisant le tableau de variation ci-dessus, la courbe représentative de fest donc le suivant :

*
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b
>

.V+

o

4— 1 Axe de symétrie

ax?+ bx + ¢
X2+ Bx + a

3) On suppose que f (x) est de la forme f(x) =

a- Déterminons lesréelsa; b ; c; IB et a
- Df=R-{0;4}=>x*+pPx+a=(x—-0)(x—4) @ x*>+fx+a=x>—4x

Par identification, on obtient : § = —4 et a =0
_ _ax?+bx+c ’ _ —x%(4a +b)—2cx + 4c
=> f('x)_ X2—4X et f(‘x)_ (x2_4x)2
- Ladroite d'équation y = 3 est asymptote horizontale => lim f(x) =3 <
x = too
. ax?+bx+c . ax? .
l 2—=3 <3:(>ll7?’l—2=3 =q=3
x4—4x x
X — t+oo X — t+oo
3x2+ bx + ¢ f _ —x2(12 + b)—2cx + 4c
= =" ¢ f =y
D’apreés le tableau de variation, le point (2 ; 1) est extremum alors f'(2) =0 et f(2) =1
f'(2) =0 12+b=0 b=-12 b=-12
& & & &
{f(2)=1 {2b+c=—16 {—24+c=—16 {c=8
3x2-12x + 8

Douta=3;b=-12; c =8;=—-4eta=0 et f(x)= .
b- Montrons que la restriction g de f a1=]2 ; 4] réalise une bijection de I sur un intervalle
J a préciser.

D’apreés le tableau de variation ;Vx € ]2 ; 4], f estdéfinie, continue et strictement
décroissante | 2 ; 4] versJ=]—o0 ; 1].

D’ou la restriction g de f réalise une bijectionde ]2 ; 4] sur I’intervalle J=]—o0 ; 1].
c- Donnons 1'équation de la tangente a la courbe C’" de g~ au point d’abscisse 1.

Yy =197 )] (x —x) + g7 (x). Orxg =1 =>=[g7' (D] (x — 1) + g (D).
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—6+ 2x +2yx%2— 4x + 3
x— 3

-1 r_ 1 _ 1 -1 —
L™ W = 7= = vy v 9@

_ ' 1 1 _
=>[g71(1)] =70 2 49 =2

1 1 3
= y=sx-D+2=y= _x+3
d- Tragons C’

NB : La courbe représentative d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont
symétriques par rapport a la premiére bissectrice d’équation y = x.

Pour le tracé de C', (Voir figure).

e- Discutons graphiquement suivant les valeurs du paramétre m, du nombre et des signes des
solutions de l'équation (3 —m)x* - (12- 4m)x + 8 = 0

Pour cela, exprimons m en fonction de x :

2_
3 -m)x’ - (12 -4m)x +8=0:>m:%:f(x)

En faisant glisser une reégle du bas vers le haut tout le long du graphique, on remarque :
- VmeE]-ow; 1[U]3 ; +oo[, larégle coupe deux fois la courbe et par conséquent

I’équation x*+ 2(1 - m)x + 4 = 0 admet deux solutions distinctes x; et x; .

- Vvme€]1l; 3], larégle ne coupe pas la courbe et par conséquent 1’équation
x*+2(1- m)x + 4 = 0 n’admet pas de solution.
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- On donne la figure ci-dessous qui représente une partie de la courbe d'une fonction g.

A
y 4
5,,

6 -5 -4 -3 -2 -1 > 3 1 5 e
_1l
ol
_3l
_al

1) Complétons la courbe de la fonction g sachant que g est impaire.

NB : toute fonction paire admet I’axe (y'0y) comme axe de symétrie. D’ou le
complément de la courbe est le suivant :
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L)

Y
Do w

A
A 4

-4+

1) Donnons les équations des asymptotes a (Cg)
D’aprées le graphique, les asymptotes a la courbe sont :

- Lesdroites d’équations: x = —1 et x = 1 sontasymptotes verticales.
- Ladroite d’équation y = 0 est asymptote horizontale.

2) Déterminons le domaine de définition de g sous forme de réunion d'intervalles puis
Donnons les limites de g aux bornes de Dg.
Dg=R—{-1; 1}=]-o00; =1[U]=1;1[U]1; +oo[
limg(x)=0 et limg(x)=0

X — —00 X — +oo

limg(x)= —oo et limg(x)=+oo.
x> -1 x> —17

limg(x)= 4o et limg(x)=—oo.
x—-1" x -1t
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3) Dressons le tableau de variation de g.

x — -2 -1 0 1 2 +oo
f'e) + | - - + + [ -
1 + +o0 1
0 —o9 0 —0 0
. . . . ax?+ bx+ ¢
- Soit f la fonction numérique définie par f(x) = i oua; b; c etd sontdes réels et

(Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (0;7; J)
1) Trouvons les réels a; b; c et d sachant que la droite d'équation x = 3 est asymptote et
(Cf) passe par les points A(2 ;3 ) et B(4;7) puis admet au point d'abscisse 2 une tangente
horizontale.
- La droite d'équation x = 3 est asymptote=>x +d =x —3 =>d = -3
ax® + bx + ¢
= f)=——7—
- La courbe (Cf) passe par les points A(2;3)et B(4;7)=>f(2)=3 et f(4)=7
- {f(Z) =3 {4a+2b+c =-3
f4 =7 16a+4b+c =7 @
- La courbe (Cf) admet au point d'abscisse 2 une tangente horizontale =>f'(2) = 0
Avec f'(x) = “xz‘(x‘*f"ggj’b‘c Alors f'(2) =0 ©8a+3b+c=0 (3)
Ainsi formons le systéme avec les équations (1) ; (2) et (3). Ce qui donne :
4a+2b+c =-3 (1)
{16a+4b+c =7 (2)

8a+3b+c=0 (3)
Par la méthode du pivot de Gauss, la résolution de ce systéme donne :
a=1;b=-1;¢c = -5

2_

Dot f(x) ===
2) Dans la suite du probléme onprendraa = 1; b = —1;¢c = =5 etd = =3
a- Etudions la fonction f
Déterminons 1’ensemble de définition Df.
Di=R—{3} =]-0;3[U]3; +o]
2) Calculons les limites aux bornes de Df .

2 2
lim f(x) = lim YoXoS5_ im x; = limx = —w
X > —o© X & —© X > —© X > —©
2_ . _ 2
lim f(x)=Ilim %z lim = =limx = +©
X > +o X > +o X > +0 Xx > 4+
2_ -
lim f(x)= lim %: oi— = —w
x = 37 x = 37
2_ .-
lim f(x) = lim %: 0% =+
x - 3% x - 3%
Calculons la dérivée f~ de la fonction f puis dressons le tableau de variation de f.
Posonsu=x>—x—-5=>u = 2x— 1 et v=x—-3=>7v'=1
_ ’ _ uXv-v'Xu _ 2x -1)(x-3) — (1)(x2—x—5): , _x2—6x +8
=S = 0 (x —3)2 20 =
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Or V x € Df,(x —3)? > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
Numérateur x? — 6x + 8.

Posons x2 —6x+8=0=>x=2 ou x= 4

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

—0 a2 B 3 4 +00

x T T
f(x) + 1 | - - +

f@ /0/3\0\ ~. 7

—Q0 —Qq

b- Etudions la position de (Cf) par rapport a son asymptote oblique.
Pour ce la étudions le signe de f(x) — y. Posons f(x) —y = 0. Avec y = x + 2, I’équation de

I’asymptote oblique. Alors f(x) —y = 0 ﬁ = 0. Le signe de f(x) —y depend du
signede x — 3, car 1> 0Posonsx —3=0=>x =3
. D’ou le tableau de signe est le suivant :

—00 3 400

X
fe) —y - 0+

D’apreés le tableau de signe de f(x) —y,ona:
Vx € |—o; 3[, f(x) —y < 0. Alors Vx € |—o0; 3[, (C) est en dessous de la droite (D).
Vx €]3; +oo[, f(x) —y > 0. Alors Vx € ]3; +oo[, (C) est au dessus de la droite (D).

¢- Montrons que la restriction g de f a l'intervalle [4; +oo[ réalise une bijection de [4; +oo[
sur un intervalle J que 1'on précisera.

Vx € [4; +oof, f est définie, continue et strictement croissante ; donc la restriction g de f
réalise une bijection de [4; +oo[ vers I’intervalle J =[7 ; +oo].

3) Montrons que (Cf) admet un centre de symétrie que I'on Déterminera.

NB : le point d’intersection de I’asymptote verticale et oblique représente toujours les
coordonnées du centre de symétrie.

- Ladroite d’équation x = 3 est asymptote verticale.

- Ladroite d’équation y = x + 2 est asymptote oblique.

. s e . , . . x=3
Pour obtenir leur point d’intersection, on résous le systéme suivant y=x+2
x=3 .
{y -5 =>1(3;5) estle centre de symétrie.

4) Montrons que 1'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions « et 5

D’apreés le tableau de variation, V x € ]—o0 ; 2[, f est définie, continue et strictement
croissante de |—oo ; 2[ Vers |—co ; 3[.Alors I’équation f(x) = 0 admet une premiére
solution « tel que f(a) = 0.

De méme, D’apreés le tableau, V x € | 2; 3[, f est définie, continue et strictement décroissante
de]2; 3[ Vers]—o ; 3[Alors I’équation f(x) = 0 admet une deuxiéme solution S tel

que f(B) =0.

Conclusion : I'équation f (x) = 0 admet exactement deux solutions @ € ]—o ; 2[ et B

€ 12; 3[ tel que f(a) = f(B) = 0.
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5) a- Montrons que Vx € [4;5], ona: |[f'(x)]| < %
x2—x-5 x%— 6x+ 8

fO)=—F——=>f ) =""57
Orx € [4;5]<=>4< x< 5
En appliquant la fonction dérivée f'a I’inégalité, on a :
Or fd)=0 et f(5)=7
= 0= f(x)< 2
En appliquant la valeur absolue a I’inégalité, on a :
, 3
=0l < |f(x)] < |2
= 0s |f(ol <3
3

Dou Vx €[4;5]], f'(x)] < 7

b- En déduisons que Vx € [4;5],0na: |f(x) — 12—5| < %lx—Sl
D’aprés la question a) ,ona: Vx € [4;5]], f'(x)]| < Z3
Orsi |[f'(x )| < k,ona: d’apres le théoréme de 1’inégalité des accroissements finis
lf(x) = f(a) | < k|x—3a|
Ainsi puisque|f'(x)| < T alors d’apres le théoreme de I’inégalité des accroissements

finisona: |f(x) — f(5) | < Z3|x—5|.Avec k 213 et a =35

Orf(5)=% =>|fG) -F|< Slx -5

Dou Vx €[4;5],0na: |f(x) —12—5| < %Ix—S |

6) Tragons (Cf) dans le repére (0;7; ) ainsi que (Cg~') la courbe de g™ 1.
lé;” 4
11+
10+
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NB : La partie de la courbe en gras représente la courbe (Cg™!) de la fonction g~1.

Partie A : Soit f la fonction numérique définie sur Df =] 1 ; +oo[ par: f(x) = ﬁ —x
1) Montrons que la dérivée de f garde un signe constant sur Df .

= e ) —— Lt L (1 L
=5 E= W= e (et 7e) <O
D’ou la dérivée de f garde un signe constant sur Df.

2) Etudions les variations de f (limite et sens de variation).

Df =11 ; +oo]
lim f(x)= 400 et limf(x)=—

x -1t X = 400
flx)=- (ﬁ + %) < 0. Alors f est strictement décroissante sur Df =] 1 ; +ool.

x 1 a 2 +oo
f'(x) o=

+oo—_ 0 |
f) LT o
: 1-2 —_

En déduisons que 1'équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans l'intervalle ] 1 ; 2[

o
- D’aprés le tableau de variationde f,Vx € |1 ; +oo[, f est définie, continue et

strictement croissante de | 1 ; +oo[ vers |—oo ; +oo[ . Alors I'équation f(x) = 0 admet
une solution unique « telle que f(a) =0
- Depluslimf(x) =4+oet f(2) =—-041 .
x -1t
Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, @« € | 1 ; 2[

Conclusion : I'équation f(x) = 0 admet une solution unique ¢ € ] 1 ; 2[.

Partie B: On se propose de Résous 1'équation f(x) =0dans | 1 ; 2[.
1) Montrons que 1'équation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que: 1 + ix = x.

=
= L Jx= S —x) = ey =L

fO)=0® — Vx=0 <:>x_1_\/; SVx(l-x)=1 &1 x=7 @

x= % +1. D’ou I'équation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que 1 + FoX

2) On appelle g la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par: g(x)=1+ \/i; et soit a la solution de

I'équation f(x)=0(Onadonc g(a) =aet 1 <a <2
a- Montrons que si x est élément de ] 1 ; 2[ alors g(x) est aussi élémentde ] 1 ; 2[.

xestélémentde |1 ;2] @ 1< x<2
g(x) est strictement décroissante sur | 1 ; 2[, alorsona:

1<x<2 ©g2)< gx)<gl) ©®1,7< gx)<2 & gkx)e]1,7;2[.
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Or]1;2[ c]1,7; 2[. D’ousi x est élément de | 1 ; 2[ alors g(x) est aussi élément de
115 2]

b- Justifions la dérivabilité de g sur[ 0; +oo[.

- x estune fonction définie et dérivable sur [ 0; +ool.

- /x est une fonction définie et dérivable sur [ 0; 4oo[.

Par conséquent g(x) =1 + % est une fonction définie et dérivable sur [ 0; +oof.

Calculons la dérivée de g
1
gx)=1 +— =90 =-5F

Montrons que pourtout x €[1 ;2],ona:|g'(x)| < %

g' ()= . Donnons un encadrement de g'(x) sur [1 ;2].
Onsa1tque.1£ x<2 ©1<Vx<v2 (1)

Deméme:1< x<2 &2 2x<4 2)
En effectuant le produit des équations (1) et (2), on obtient :

2 < 2x\x < 42 . Alors I’inverse de cette nouvelle inégalité donne : L < 2x/x < %

w2
. ST . o 11 1
En multipliant cette 1nega11te par le signe(—), on obtient : 5 < e < Wi
- l <gk<- F En appliquant la valeur absolue a chaque membre de cette inégalité, on
obtient: -5 <l |3 e m<lgwi<; =g I3

¢- En déduisons que pour tout x de [1 ;2],ona: |g(x) —al| < 3 |x - al

Puis que |g'(x)] < % Alors d’aprés le théoréme de 1’inégalité des accroissements finis, on a :
1 _ 1
196 —g(@) | < 1x—al Or (@) =a. Dot lg(x) —a| < jlx—al.

3) Construction de la courbe (C ) de f.

y
34

A

24
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- Soit la fonction f définie par f(x) =

1) a- Démontrons que la courbe representatlve de la fonctlon f sur l'intervalle [0; +oo[ est au
dessus de sa tangente en tout point.
Soit x5 € [ 0; +oo[ ; I’équation de la tangente en x est y = f'(xo) (x — x) + f(xg) avec

} _ 1 _ __(X—Xo) 1 :ng—x+1
f'(xo) = (xo + 1)? Z Y= (xo + 1)? +x0+1 (o + 1?

Ainsi déterminons le signe de f(x) - y =0
— _ 2
fo)-y= (=) (B )= =2 > 0vx [0; +oo]

x+ 1 (x0 + 1)2 (x + 1) (xg + 1)2
=> Vx[0; +o[; f(x)-y=0
D’ouVx [ 0; +oo[; la courbe (Cf) est au dessus de sa tangente en tout point.
b- En déduisons que Va € [0; +oof ,ona:ai—lz 1—a (1)

1 . . . _2x0—x+1
Onsait que :¥x [0; +eol; wor 2 & fx)=y
Enposantxo =0 etx =qa, ona: f(a) = y(0) <::>0¢+ 122((03:11;21‘ &

3 >1—a (1) (Ce qu’il fallait Démontre)

2) Soit la fonction g définie sur [ 0; +oo[; par g (x)=+vx + 1 etsoitk un réel strictement
positif.

a- Déterminons la dérivée premiére et seconde de g sur [ 0; +oo[

n -1
gx)=vx +1 —>g(x)—2W et g(x)—4(1+x)m

" . ) 1 ,
b- Vérifions que:Vx €[0; k[ ona.zmgg(x)ﬁ

N | =

Onsaitque Vx €[0; +oof, g"(x) <0. Alors g'(x) est strictement décroissante.

Doux € [0; k] © 0<x<k.Enappliquant g'(x) a cette inégalité, on a :

gk) <g(x)<g(0) ®;7=<g(x)<; (Cequil fallait Démontre)

c- En utilisant le théoréme de l'inégalité des accroissements finis a la fonction g sur l'intervalle
[0 ;k],démontrons que : 1+ <V1+k <1+— ?2)
Onsaitque x € [0; k], g est derlvable.

1 ’
< < =
iz =9 () = 2
Alors d apres le théoréme de l'inégalité des accroissements finis a la fonction g sur[ 0 ; k ], on

k-0 k
a: ZW <g() - 9(O)<T¢>\/——”1+ —1=3

D’autre part d’apres la question b), on a :

En ajoutant 1 a chaque membre de 1’inégalité, on a bien :

1+ <V1+k<1 + = (2) (Ce qu’il fallait Démontre)

2V1+ k

d- Déduisons des relations (1) et ) que: Va € [0; +o ,ona:

2
1+5- S<VT+k<1+3
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D’aprés la relation (1) ,on a : ﬁ21—a @12 (@+DA-a)®1>21-—a?
En posant @ = & ona'1>1—(5)2
p _29 . = 2
. ko o k K\ |k
En ajoutant 2 a chaque membre de cette inégalité, ona : 1 +52 1- (5) +3 &
2
1 +§21—kT+§.Ord’apréslarelation(l),ona:1+ﬁsv1+kﬁl+§ =>

2
1+5— S <VT+k<1+% (Cequil fallait Démontre)
e- Etablissons alors 1'inégalité suivante : 1,0475 <+/1,1 < 1,05

2
D’aprésd),ona:1+§— %S\/1+kS1+§.Enposantk=0,1 ona:

2
142 - B < THFOI<1+2 & 14005- 0002<VII<1+005 @

1,0475 <+/1,1 < 1,05 (Ce qu’il fallait Démontre)
f- En déduisons une valeur approchée de /1,1 tout en précisant la marge d'incertitude.
- La valeur approchée de /1,1 correspond au centre de ’intervalle [1,0475 ; 1,05 ] =>

c= 1,0475 2+ 1,05 =1,04875.

- La marge d’incertitude de v/1,1 correspond au rayon de I’intervalle [1,0475 ; 1,05 ] =>

r=22 = 0,00125.
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Primitives — Intégrales —Calculs d’aires

Primitives
OBJECTIFS :

Ce chapitre vise a :
* mettre en place la notion de primitive

einitier les éléves au calcul de primitives a partir des formules de dérivation.

Commentaires

La notion de primitive servira a définir la fonction logarithme népérien et sera réinvestie dans
le calcul intégral.

Volume horaire : 6 heures

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
* Définition d’une primitive. * Détermine les primitives d’une fonction en
*Existence de primitives d’une fonction utilisant les primitives des fonctions de
continue sur un intervalle (admis). référence.
*Ensemble des primitives d une fonction * Détermine la primitive d’une fonction qui
continue prend une valeur donnée en un point donné.
*Unicité de la primitive d’une fonction * Détermine les primitives d’une fonction du
prenant une valeur donnée en un point donné | type :
sprimitives des fonctions de référence. - au+ pv, (e Pe IR? ;
* Primitive de u + v, Au (4 € IR), v’x (u’ov), s
wxum (meQ{-~1}); - vx@ov);

- wxu™ (meQ+{-1}).

Remarques et suggestions

Les fonctions considérées dans ce chapitre sont toutes continues sur un intervalle et toutes les
primitives sont définies sur un intervalle.

On introduira les primitives comme opération inverse des dérivées. Cette mise en place pourra
se faire par les fonctions polyndmes. On fera fonctionner abondamment le tableau des
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primitives de fonctions de référence, ce qui permettra de les mémoriser, avant d’aborder des
exemples plus complexes.

Il ne faut pas présenter le tableau des primitives des fonctions de référence ou les opérations
sur les primitives comme de nouvelles formules a savoir toutes par cceur mais plutét comme
des savoirs qui découlent directement de la dérivation et qu’on peut donc retrouver.
Notamment, la connaissance d’une primitive de u’u® our e Q —{—1} permet d’en retrouver
beaucoup d’autres. On pourra faire remarquer aux éléves que pour vérifier un calcul de
primitive, il suffit de dériver la fonction trouvée.

Les différentes techniques pour Détermine des primitives (décomposition en éléments simples,
linéarisation, utilisation des formules de trigonométrie) doivent étre guidées.

Intégrales

OBJECTIFS :

Ce théme vise a :

* calcule des intégrales a I’aide de techniques particulieres (utilisation des primitives,
intégration par partie, changement de variable affine) ;

« réinvestir dans les calculs aires les techniques du calcul intégral ;

« ¢largir le champ des fonctions étudiées a des fonctions définies par une intégrale.

Commentaires

La notion de calcul intégral est nouvelle en Terminale. Elle est introduite a partir de celle de
primitive. Aussi, le professeur veillera a ce que cette derniére notion soit acquise par les éléves.
Le calcul intégral est un outil qui permettra de Détermine des primitives de fonction. Ici, toutes
les fonctions considérées sont continues sur les intervalles d’intégration. Il permettra en outre
de calcule les aires des surfaces planes ou d’en donner une valeur approchée. Cet outil sera
réinvesti en physique (volume, moment inertie d’un solide, etc....).

- ___________________________________
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 4. Primitives — Intégrales
Page 254



Primitives - Intégrales

Volume horaire : 16 heures

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Définition de I’intégrale d’une fonction
continue f':

[? f(©)dt = F(b) - F(a)ou F estune
primitive de f.

+ La fonction x+— f: f (t)dt est 'unique
primitive de f qui s’annule en a.

* Interprétation graphique de 1’intégrale d’une
fonction continue positive.

* Propriétés :
- Linéarité ;
- Relation de Chasles ;

Positivité ;
Si f< gsur [a, b] alors
[P fode < [} g(0)dt ;
Inégalité de la moyenne :
- Sim< f < M sur [a, b]alors
m(b—a) < [’ f(O)dt <M (b—a);
Si |f] < M, alors |fab f(t)dt| < M|b —a.

* Valeur moyenne d’une fonction ;
* Intégration par parties ;
*Changement de variable affine.

eapplication au calcul d’aire.

«La fonction du type F : x— f; f(t)dt

* Calcule une intégrale :
- Enutilisant les primitives des fonctions
usuelles ;
- En utilisant une intégration par partie ;

- Enutilisant un changement de variable
affine

« Utiliser la relation de Chasles pour effectuer
un calcul intégral.

* Connaissant un encadrement d’une fonction f

b
sur [a,b], trouver un encadrement de fa f(®)dt.

* Calcule I’aire d’une partie du plan limitée par :

-La courbe représentative d’une fonction,
I’axe des abscisses et les droites
d’équationx =aetx=b.

- Les courbes représentatives de deux
fonctions et les droites d’équation
x=aetx=Dh.

* Etant donné la fonction
X
F:xo [ f(t)dt:

-a partir d’une majoration et d’une
minoration donnée, déduis 1’existence
ou non de la limite de F aux bornes de
son ensemble de définition ;

-étudier les variations de F ;

-donner une allure de la présentation
graphique de F.

- ___________________________________
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Remarques et suggestions

Il faut faire le lien entre intégrale et aire dés 1’introduction des intégrales ou tout de suite aprés
la définition. Cela permet alors d’illustrer graphiquement les propriétés de I’intégrale. Lors
d’une évaluation, si le calcul d’une intégrale utilise une intégration par parties ou un
changement de variable affine, 1’énoncé devra I’indiquer.

A I’occasion d’un calcul d’aire, I’unité attendue doit étre précisée dans I’énoncé. On pourra
calcule, sur des exemples, une valeur approchée d’une intégrale par la méthode des rectangles.
Dans ce cas, on prendra soin de tracer la courbe et de choisir des fonctions pour lesquelles une
primitives n’est pas connue. La méthode des rectangles n’est pas a évaluer.

L’étude de la fonction x - f: f(t)dt sera guidée.

- ___________________________________
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I- Primitives :
1) Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de la fonction f sur
l'intervalle I toute fonction F dérivable sur I telle que Vx € 1; F'(x) = f(x)

2) Propriétés

P, : Toute fonction continue sur un intervalle I admet une infinité de primitives sur cet
intervalle.

P, : L'ensemble des primitives d'une fonction f sur un intervalle I est I'ensemble des fonctions
définies sur cet intervalle par x = F(x) + k ou k est un nombre réel.

3) Tableaux des primitives :

a) Primitives des fonctions usuelles

Fonctions Primitives
a aveca €R ax + k
x™ avec n € N* 2+
n+1
ax™ aveca€R et n€ N* ax™t
T q+1
= avecx #0 —+k
X X
a * * —_a
o avecx # 0; neN"—{l}eta€e R DT +k
\7—; avec x >0 eta € R* 2avx +k
Vx avecx >0 %x\/}+k
vax+b avec ax+b >0 Bi(ax+b)\/ax+b+k
a
cosx avec € [—m ; m] sinx + k
sinx avec € [—m ; m| —cosx + k
tangx avec x¢%+ 2kn;k €Z cosx + k
cos(ax + b) avec a € R* Lsin(ax +b) + k
a
sin(ax + b) avec a € R* —Lcos(ax +b) + k
a
tang(ax + b) avec (ax + b) # %+ 2kn;k €Z lcos(ax +b)+ k
a
— =1+ tang®x avec x # -+ 2kn;k €z |tangx+k
Co.{ X 2
=1+ cotang?x avec x # km;k € Z —cotgx + k

S —
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b) Opérations sur les Primitives :

Fonctions Primitives
u + v u+v+k
u'v + v'u uxv + k
au' (ae R) au + k
u' X u" ik
X

u’ (u)n+1
(DS n+1 +k
L 2Vu + k
Vu
sin(u) —:—,Cos(u) + k
cos(u) —Sin(u) + k

v 2 sinx + k
CosZu = 1+ tang“u

u — 2 —cotg(u) +k
T 1 + cotang“u

1I- Intégrale d'une fonction

1) Définition :

Primitives - Intégrales

Soit f une fonction définie, dérivable sur un intervalle I = [ a ; b] et F une primitive de f sur L.

On appelle intégrale de la fonction f entre a et b le nombre réel A tel que :

4 = [} fdx = [F@)]: = F(b) - F(a)

2) Propriétés :

Propriété 1 : (linéarité)

Soient f et g deux fonctions continues sur I=[a;bJona:

- [P Fedx = [F@1 = F() - f@

- [(f+9)@dx =[] f()dx + [} g(x)dx

- (a; B) €R; [(af +Bg)Wdx = [ af¥dx + [ Bg(x)dx

- Vx€R, [Tkf()dx=k][ f(x)dx
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- Sif >0;alors fabf(x)deO
- Sif = g;alors fab flx)dx = fabg(x)dx
. . b b
- Si |f] est continue sur I, alors |fa fx)dx | < fa [f () |dx

Propriété 2 : (Relation de Chasles).

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.

Soient trois réels a; b; c éléments de l'intervalle I
D'aprés Chasles : fac fx)dx = fab g(x)dx + fbc g(x)dx

Conséquences :

e sia =balors [ f(x)dx =0
o J fedx =~ [ f)dx

Propriété 3 : (Inégalité et valeur de la moyenne)

a) Inégalité de la moyenne :

. 1 b
Sia <b e m< f <Malorsona:m< _afaf(x)dx <M

b

b) Valeur moyenne :
On appelle valeur moyenne de f, le réel M tel que :

1
b —a

1
b —a

[} foo)dx

fab f(x)dx etil existeunréel c € [a;b] tel que: f(c) =

I11- Intégration par parties — Intégration par changement de variable
affine

1) Intégration par Parties
Théoréme :

Si u et v sont deux fonctions différentiables sur un l'intervalle I =[ a ; b], tel que :
(uxv) (x) =u (x) xvix) +ul) xv').

On appelle intégration par parties, toutes opérations définie par :
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[P u() x v/ (0)dx = [u@) x vl ? = [2w'(x) x v(x)dx.
Preuve :
[uxv) (dxe = [7Tu (x) x v(x) + ux) x v'(x)]dx

= [0 (0) x v()dx + [ u(x) x v'(x)dx
Or [/ (u x v) ()dx = [u(x) x v()]}
= [u(x) x v()1} = [ u'(0) x v()dx + [} u(x) x v (x)dx
= [Tu(x) x v'()dx = [u(x) x v)]” = [T w'(x0) x v(x)dx.

Intégration par substitution ou par changement de variable

Dans certaines intégrales, l'intégration est effectuée plus facilement lorsqu'on substitue a la
place de la variable x une autre variable qui est fonction de x.

Méthode pratique :

Pour calcule l'intégrale : fab f(at + B)dt (a # 0); on utilise la méthode suivante :
e Faire le changement de variable en posant : u = at + et on obtient du = adt

o Utiliser l'égalité : [ f(at + B)dt = [ ;b:lf f(wdu

IV- Calculs de valeurs approchées d'une intégrale :

Méthode de rectangles :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [ a; b], tel que |f'| admet un majorant M sur cet
intervalle.

Lorsque 1'on partage [a; b] en n intervalles de méme amplitude et d'extrémités

a==xp; X1; X2 ; X3; .. X, =b;Ona:

b—a

Une suite (S,) n € N*de termes général S, tel que : S, = n= f(x;) qui converge vers

A =fabf(t)dtet vn € N*; |A—Sn|3%(b_a)2
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V- Calcul d'aires :

De fagon générale nous admettrons que lorsque f est une fonction continue sur un
intervalle [ a ; b], alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F(b) — F(a) ou F est
une primitive de fsur [ a ; b] ; ('unité d’aire étant l’aire du rectangle OIA)).

Par la définition de l'intégrale définie, la surface entre une fonction f(x) et I'axe des abscisses
ou encore entre deux fonctions f et g ( f > g) et I'axe des abscisses est donnée respectivement
comme suit, lorsque x vade a vers b (a < b ).

S = [7 f(x)dx (Unité daire)ou S= [ [f(x) — g()]dx (Unité d'aire).

NB : Dans cette intégration, les portions de surfaces au dessus de I’axe des abscisses donnent
une contribution positive, tandis que les portions en dessous de 1’axe des abscisses donnent une
contribution négative. Voici quelques cas de calculs de surfaces :

1" Cas de figure :

L’aire du domaine plan hachuré par la courbe ( C ), I’axe des abscisses et les droites

d’équation: x =a etx=best:S = f: f(x)dx (Unité d'aire)
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2me Cas de figure :

L’aire du domaine plan hachuré par la courbe ( C ), I’axe des abscisses et les droites
d’équation: x =a etx =best:S = — f: f(x)dx (Unité d'aire)

3me Cas de figure :

e f

-1+ ¥ “«Cg
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L’aire du domaine plan hachuré par les courbes (Cf ), (Cg ), I’axe des abscisses et les droites
d’équation: x =a etx =best:S = f:[f(x) — g(x)]dx (Unité d'aire)

NB : la différence f(x) — g(x) est trés importante car la courbe (Cf ) est au dessus de la
courbe (Cg) dans lintervalle [a ; b]

4®m Cas de figure :

< cf

, N
P

%a 9

L’aire du domaine plan hachuré par les courbes (Cf ), (Cg ), I’axe des abscisses et les droites
d’équation: x =a; x =b etx =c est:

S = f: [g(x) — F()ldx + [, [f(x) — g(x)]dx (Unité d'aire)

NB : On ala différence g(x) — f(x) sur I’intervalle [a ; b] car la courbe (Cf ) est au dessus
de la courbe (Cg ) et la différence f(x) — g(x) dans ’intervalle [b ;c]

- ___________________________________
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Exercices

Primitives
Primitives directes

En utilisant les formules de primitives directes, calcule I’ensemble des primitives des fonctions
suivantes :

I-f()=4x3+x2—4 ; 2-f(x)=(x?2—-3)3 ;3—f(x):§x3— %xz—l

1

= 6- f(x) =3(—x + 2)(3x + 2)?

4fE)=VTBA AL 5 S f@)= -

7- f(x) = Cos(—6x +5) ; 8- f(x)=3Sin(1 — 4x) ;9- f(x) = —

3Cos23x
3 -6
10-f(x>2m 5 ll-f(x):(4x—4)(2x2—4x+1)2;l2-f(x):\/?+5
-5 1
13-f(x):m ; 14-f(x):(x—1)(—3x2+6x+7)2;15-f(x):\/ﬁ

_ Sinx —Cosx
16- f(x) N (Cosx + Sinx)3

Primitives et linéarisation

En utilisant les formules de primitives directes, linéarise puis calcule ’ensemble des primitives
des fonctions suivantes :

1) f(x)=Sin’x ; 2) f(x) :6055§ ; 3) f(x) =Sin’x+Cos’x ; 4) f(x)=Sin’(— x + 3)
Primitives vérifiant une condition

. Détermine la primitive F de la fonction f vérifiant les conditions indiquées :

I-f(x)=x3—x2—1 et FO)=7 ; 2-f(x)=(x—-3)% et F3)=0
3- F(x) = ﬁ et F0)=0 ; 5-f(x) :J% et F(0)=v5
6- f(x) = op et F(%) -1 LT fO) =T et B =1

- Soit la fonction f : R > R

3x3— 7x2+5x+1

T m 1)
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1) Détermine I'ensemble de définition

c

2) Détermine lesréelsa ; betctelque: f(x) = ax + b + G-

3) En déduis la primitive de f qui s'annule en 0

- Soit les fonctions f et F définies par : f(x) = xvV3 — 2x et F(x) = (ax? + bx + c)V3 — 2x

, . , 3 . C 3
Détermine les réels a ; b et ¢ tel queV x € ]—oo 53 ], F soit une primitive de f sur ]—oo ; E]

Intégrales
Intégrations a I’aide d’une primitive

- En utilisant les formules des primitives, calcule les intégrales suivantes :

_(t 3 _ 2 _ . _ 2 —x+l
I fo (4x 3x24+2x—=5)dx ; DI fl — dx

(" in(— . _ % Sinx —Cosx
2)1=[_ Sin(=2x + m)dx ; 81 f—%—(Cox e
3)1= [, VAx + 9dx L 9) 1= [l — (P - 3x+ 1)3dx
H1=—4[C54 2 10) 1= ['(=2x + DVBxZ —5x + 4 d
) e ; 10) o (—2x x x x
5)1= % (x + 2)Vx + 2dx ;1) 1= [7] x> — 3x +2|dx

5 dx

6) 1=, Wi ;12) 1= [#|cos(2x — m)|dx

Intégrations par parties

. En utilisant la formule de I’intégration par partie, calcule les intégrales suivantes :

HI= foﬂ xSin2xdx ; 4H1= f_lz(x — 52 — xdx
1= " Z—dx . 5)1=[%x?Cos(x + m)dx
2

3)1= f: xV4x + 9dx
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- Soient les intégrales I et J définies par : I = fog(x +1)Cos?2xdx et ] :fog(x + 1)Sin?2xdx
1) Calcule : I + J.
2) Calcule : I - J en utilisant la technique de I’intégration par parties.
3) Déduisez — en les valeurs de I et J.

Intégrations par changement de variable

- En utilisant un changement de variable, calcule les intégrales suivantes :

=) Z=dx ; D= [fo—dx
- Soit le polyndme p définie par : p(x) = x° — 12x — 16.
1) Montre que —2 est un zéro double de p.
2) En utilisant la méthode de I’intégration par partie et la méthode par changement de variable,

calcule I’intégrale : I = f45 Jp()dx

Intégrales et suites

- Soit l'intégrale I, définie par :

L= JZ Sin"xdx

1) En utilisant la technique d'intégration par parties, trouver une relation entre I,, et I, _»
(On posera : Sin™x = Sin™ 'x+Sinx).
2) Ondonne I, = % Calcule: I, et I,

2n+1
- Soit l'intégrale I, définie par : I, = fol \/x— dx (n =0)

1) Calcule I
2) En intégrant par parties, Montre que Vn =1 ona: (2n+ DI, =v2 —2nl,_;.
3) Endéduislavaleurdel; ; I, et I5.

- Soit l'intégrale I, définie par : I,= f_ll(t2 —1"dt (n €N)

1) Démontre que I,,= 2 f01 (t? — 1)™dt puis calcule I,

2n

2) Démontre que [,= — Toan

n—1
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us
e s > d
- Soit l'intégrale I, définie par : In:f04 m

aCosx aCosx

Cosx 1-— Sinx 1+ Sinx’

1) Détermine le seul réel a tel que : V x [0 ; %] ona:
2) Calcule la valeur de 1.

3) Démontre a 'aide d'une intégration par parties que : Vn € N*ona:
2nl, =(2n -1, 1 + 2—2 (On pourra poser : —~ =1 1 )

V2 Cos2n +1y Cos2n—1x Cos?x

- Soit l'intégrale I, définie par : In:fo1 x"V1 — x%dx

1) Calcule I;.

. . -1 -
2) En intégrant par parties, Montre que [,,= :Jr_zln—z (on posera x™ = x e x" 1)

- Soit l'intégrale I, définie par: [,, = f01 L _dx avecn €N

x4+ 1

1) Montre que Vn € N; [, estcroissante et majorée.
2) MontrequeVn € N;ona:1— ni-i—l < I, <1 .En déduis la limite de la suite I,.

- Soit l'intégrale I, définie par: I,,(x) = flx t"intdx (n€N—{-1}etx > 0)

1) En utilisant une intégration par parties ; calcule I, (x)
2) En déduis le calcul de J, (x) = [ t"(Int)? dt
3) a)Calcule I,,(e) — ], (e).

b) Détermine la limite de h@Jnle)

i+ quand n tend vers + oo

Intégrales linéaires

- Soient les intégrales I et J définies par: [ = fOZ Coslzx dx et J= ()Zcos4x
1) Calcule I
. . , . m sinx
2) Soit la fonction définie sur [0 ; Z] par: f(x) = —

a) Mon’treque‘v’xe[0;%]ona:f’(x)=i4 z

costx  cosx
b) En déduis une relation entre [ et J.

¢) CalculelJ.
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Soient les intégrales suivantes :
I'= [Zcos*xdx; ] = [Zsin*xdx et K = [?2sin®xcos*xdx
I)CalculeI - jet I + ] + K

2) En déduis la valeurde : I + J - 3K puiscellesde/; JetK.

- Soient les intégrales I et J définies par :
z cosx z sinx
| =]2————dx et ] =f02—dx

0 cosx + sinx cosx + sinx

Calcule I + ] et I - ] puis en déduis les valeurs de I et J.

- On se propose de calcule I'intégrale J définie par ] = fol ﬁdx

X

., _rl e 1 e*
1) Calcule les deux intégrales A et B tel que A = [ ——dx et B = [ e
, . , . . 1 _ b_t ct
2) Détermine les réels a; b et c tel que : e tt ETSH 1)
11

3) Enposant t = e* dans 1'égalité (1), calculé [ = fo mdx

4) a- A l'aide d'une intégration par partie, exprimer J en fonction de /.
b- En déduis la valeur de J.

- On considére les intégrales I = [ cos*xdx et J = [ sin*xdx.
1) a- Montre que l'intégrale I peut s'écrire I = fon cosx(cosx — cosxsin®x)dx
b- A l'aide d'une intégration par parties, Montre que [ = fon sin®xdx — % ]
c- Montre de méme que | = fon cos?xdx — %I
2)a- Montreque I + | = %ﬂ .

b- Montreque J- 1 = 0

c- En déduis les intégrales I et J.
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Calculs de valeurs moyennes

- L’intensité du courant qui circule dans une bobine en fonction du temps ¢, a été modélisée par
la fonction i telle que pour tout t € R; i(t) = 5sin (1007‘[t + %)

1) Détermine la période de cette fonction.

2) Calcule la valeur moyenne de I’intensité i du courant sur cette période.

- La variation de la température de la larve d’un volcan, a été modélisée par la fonction f telle
que pour toutt € [10;30], f(t) = 3t + 2t ou t est exprimé en degré Celsius.

- Silalarve est a la température de 10°C alors le volcan est au repos.
- Si lalarve est a la température de 30°C alors le volcan rentre en éruption.

Qu’elle est la température moyenne de la larve ?

Suite a un début de contamination de la maladie a Virus Ebola dans notre pays, on a constaté
que le nombre de personnes ayant contracté la maladie ¢ jours aprés ’apparition des premiers
cas est donné par : f(t) = 45t —t3 Avect € [0;25].

Calcule le nombre moyen de personnes malades durant les huit premiers jours.

Calculs d’aires
- Soit la fonction f définie par f(x) = %xz —3x+4

1) Détermine la valeur de I’intégrale | 15 fo)dx

2) Ci-dessous est donnée la courbe C; représentative de la fonction f* dans un repére

orthonormé(o ; 7 ; J).

S —
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 4. Primitives — Intégrales
Page 269



On souhaite Détermine la valeur de I’aire du domaine plan grisé.

a- Détermine les zéros xy et x4 de la fonction f (avec xy < x4).

b- Détermine la valeur de I’intégrale flxo fx)dx + fxsl f(x)dx.

c- Détermine la valeur de ’intégrale f;)l f)dx.

d- En déduis I’aire de la partie grisée sur le graphique. (Unité graphique : 2cm)

- Soit la fonction f définie par f(x) = x* + x3 — 3x? — 2x + 1.

Primitives - Intégrales

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0 ;7; j) dont les unités

graphiques sont : 6¢cm sur ’axe des abscisses et 2cm sur 1’axe des ordonnées

Calcule ’aire du domaine hachuré en cm?

L .
A\/

- On consideére la courbe ci-dessous représentant une fonction polynéme f de degré 2 dans un

repére orthonormé (0 ;7; j) d’unité graphique : 2cm .
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o 2

n On rappel que f(x) = ax“ + bx + ¢
31 1) En utilisant le graphique, déterminer
2+ lesréels a; b et c.

L L 2) En déduire en cm?1’aire de la partie

Hachurée sur le graphique.

- Soient f:+ 2x? —2x + 1 et g: = x3 — 3x + 3 deux fonctions de courbes respectives (Cf)

et (Cg)dans un repére orthonormé (0 ;7; j) d’unité graphique : 2cm .

1) Tracer (Cf) et (Cg) dans le méme repere.
2) Calcule en cm? I’aire 5% de I’ensemble des points M compris entre les courbes (Cf) ;

(Cg) et les droites d’équations x = —1 et x = 2.

- On donne la figure suivante dans un repére (O ;7 ;j) d’unité graphique 1 cm .
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1) Calcule en cm? les aires &% ; &% et &% hachurer sur le graphique désignant respectivement
I’aire d’un demi-cercle, d’un triangle et d’un rectangle.

2) En déduis ’aire totale.

Solutions

Primitives directes

En utilisant les formules de primitives directes, calculons I’ensemble des primitives des
fonctions suivantes :

I-f(x) = 4x3 + x> —4=F(x) = %x4+§x3—4x+k=x4+§x3—4x+k

2-f(a) = (¥ =3)% = x6 = 9x* +27x2 =27 = F(x) = x” —2x° + 3x> — 27x + k

3—f(x)=%x3— §x2—1:>F(x)= %x4—gx5—x+k

4-f(x)= V=3x +2 =>F(x) = —= (-3x+2)V=3x +2 +k

s-f@) = 5- 5 =F@ = —2-2Vx +k

6- f(x) =3(—x+2)(3x +2)% = —27x% — 31x? + 60x + 24 =>

F(x) = —%x4—%x3—30x2+ 24x + k

7- f(x) = Cos(—6x +5)=>F(x) = —%sin(—6x +5)+k

8- f(x) =3Sin(1 —4x)=>F(x) = % cos(1 —4x) +k

__t _1 3 _ 1 2
9-f(X) = 300732 = 5 % Tovtan >F(x) = 5 X (1 + tang“3x) + k

-1

2(3x + 1)2 +k

10- f(x) = (3; = = F@) =
- f(x) = (4x —4) (222 —4x + 1) => F(x) = ;x> —4x + 1) + k

12- f(x) = % =>F(x) = 2V=6x + 5+ k

-5 7 -5 -5 7 _ 5. -1
13_f(x)_(7x+3)3_7X(7x+3)3 _7><(7x+3)3—>F(x)— 7 X 2t 3)2+k
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5

= F(x) = 14(7x + 3)2

+k

_ -6

14- f(x) = (x — 1)(-3x2 + 6x+7)% = X (- 1D(=3x2+6x+7)2

= ==X (=6x +6) (=322 + 63 +7)? = F(x) = = x (=3x2 +6x +7)* + k

1 -8 1 1 -8 _ __l —
15-f(x)—m—_—8>(m—_—8xm*>1:(x)— SXZV 8x+1+k

=> F(x) = —i\/—8x+ 1+k

Sinx —Cosx —(=Sinx + Cosx) 1
(Cosx + Sinx) (Cosx + Sinx) 2( Cosx + Sinx)

16- f(x) =
Primitives et linéarisation

En utilisant les formules de primitives directes, linéarisons puis calculons I’ensemble des
primitives des fonctions suivantes :

1) f(x) = Sin’x

7— 2‘)3 _(z-2)% _ 73-3727+4327%-78

Posons 0 = x => f(x) = Sin’0 = (Sin0)® = ( 2 (2i)3 -8i

_ (23-73)+ (3227 +327%) _ (73-173)-322(Z-2)
—8i —8i

=>f(x)
Or Z"— 7" =2iSin(nf) =>2° — 73 =2iSin(30) et Z —Z = 2iSind
Deméme Z"Z"=1=> 77 =1

2iSin (36)+3(2iSin (8)) _ 2iSin30+6iSin 6
—8i —8i

=>f(x) = - _Z—E;'i(smse + 3Sind)
=>f(x) = —i(sm39 +3Sinf) or0=x
=>f(x)= —%(SinSx + 3Sinx) => F(x) = —% [—%cosSx — 3cosx] +k

= F(x) = %COS?)X + %cosx +k

2) f(x) = Cossg

<5 5
Z+Z Z+7Z
Posons § = g => f(x) = cos’0 = (Cosh)5 = (T) _( (2)5)
|
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7545247 41023724+ 102273+ 5274+ 75

f@) = s
Z5+75)+ (5247 +527%) +(10232% +102273

P ikl ) 4 )
Z5+75)+52Z(23+ Z3) +102%22%2(2 + 2)

L ) = TSI 7

32

Or Z"+ Z"=2Cos(nf)=>Z>+ Z°=2Cos(50) ;Z%+ Z°=2Cos(30) et
Z+7Z =2CosH

Deméme Z"Z"=1=> ZZ=1etZ?Z%* =1

:>f(x) :2C05(59)+5(2Cos;239))+10(2 Cos 0) :é(COSSG +5Co0s36 + 106059)

=> f(x) = - (Cos56 + 5 Cos36 + 10Cos6) or0=>

1 5 3
=>f(x) = E(Cos%+5€os% + 10COS§)

102 5x 10 3x x 1 5x 5 3x 5 x
=> F(x =—[—sin— — sin= ZOSin—] k=—sin=+4+—=—sin= + =sin=+k
(0 16 L5 2+3 2+ 2+ 40 2+24 2+4 2+

3) f(x) = Cos’x*Sin’x

3 1, 3
Posons 0 = x => f(x) = cos’0+sin’0 = (C0s0)*(Sin6)3 = (%) (u)

@+2’ @-2° _ @z+2)*z-2)°
@3 @)’ — 64i

=> () =

(z3+322Z +327%+ 73)(23- 3227 +322°%- 73)
— 64i

> f(x) =
Apres development, on a :

(26-2°) +(-32%2% +32%7%) _ (26-12%)-3727%(2°-7?)
— 64i —64i

f&) =

Or 2" — 7" = 2iSin (nf) = >Z6 — 76 =2iSin(60) et Z2 — 72 = 2iSin(26)
De méme Z"Z"=1=>7%27%=1

2iSin (60)— 3(2iSin (20)) _
— 64i

:>f(x)=

2L (Sin6d — 35in20) == (Sin66 — 3Sin26)
— 64i 32

Or 6=x =>f(x) =%(5in6x — 3Sin2x)
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= F(x) = % [—%cos6x + %cost] +k= —écos&c + %cost +k

4 flx) = Sin’(— x + 3)

z- 2‘)3_ (Z-2)3 _ 73-3727 4327%- 73

Posons 0 = — x + 3 => f(x) = Sin’0 = (SinO)> = ( > =

(2i)3 —8i

(23-73)+ (3222 +327%) _ (23-73)-322(2-2)

= f(x) - —8i —8i

Or Z"— Z"=2iSin(n) =>z% — 73 =2iSin(30) et Z—Z = 2iSind
Deméme Z"Z"=1=> 7ZZ=1

- f(x) _ 2iSin(39)-{;:i(2iSin(9 ) _ 2iSin 3?;615in9 _ _Z—E;(Sln39 + 351719)

=> f(x)=—(Sin30 + 3Sinf) orO=—x+3
=> f(x) = —; [Sin3(— x + 3) + 3Sin(— x + 3)]
=>f(x) = —% [Sin(=3x + 9) + 3Sin(— x + 3)]
= F(x) = —% Ecos(—Bx +9) —3cos(—x + 3)] +k
= F(x) = —%cos(—3x +9)+ %cos(— x+3)+ k
Primitives vérifiant une condition
. Détermine la primitive F de la fonction f vérifiant les conditions indiquées :
I-f(x)=x3—x*—1 et FO)=7

f)=x—x?=1=> F@)= ;x*—;2x—x+k Or F0)=7 ©k=7.

D’ou F(x) = %x4—§x3—x+7

2-f(x)=(x—3)5 et F(3)=0

(x -

3)7 _
- +k Or F3) =0 k=0

fO)=(=3)° =F(x) =

(x-3)7

D’ou F(x) = -
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3- F(x) = (3_2x)3 et F(0)=0

_ 2 _ -1 _ -1 _ 1
f(x)7(3—x)3_ 2x(3—x)3 > F(x) =-2x +k (3—x)2+k

2(3-x)2
1 o, 1 1
Or F(0)=0 & k=5.Dol F(x) =55 + 5
-3
5 f0) = fimgys o FO=VS
B x —3 :Z x —3 :l 2x —6
f(x)_\/x2—6x+5 ZX\/x2—6x+5 ZX x2—6x + 5

=>F(x) = ;X 2Va? —6x +5+ k=>F(x) = VaZ—6x +5+ k. OrF(0)=V5 &
V5+ k=+5 ®k=0.Dou F(x) = VxZ—6x +5+

i
6-f()= oz ot F(5)=1

f(x)= Sinx :>F(x)=—$+ k.OrF(%)zl@——i—+ k=1 -24k=1
2

Cos?x

=k =3 .D’oﬁF(x)=—$+ 3

. Soit la fonction f : R - R

3x3— 7x2+ 5x+1

TG e

1) Déterminons I'ensemble de définition.

Df =R—{1} = |-co;1[U]1; +oof

c
(x—1)?

2) Déterminons les réels a, b etc tel que : f(x) = ax + b +

La division Euclidienne de (3x3 — 7x% + 5x + 1) par (x — 1)? donne :

2 S . c
Go Par identification avec f(x) = ax + b + G172

fx)=3x—-1+

Ona:a=3; b= —-1et c=2

3) En déduisons la primitive de f qui s'annule en 0
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f(x) = 3x — 1+ﬁ=> F(x)=3x?—x— ——+k.OrF(0)= 0 ® k = -2

"0l =342, 2 _
DouF(x)—zx X= — 2
.Soit les fonctions f et F définies par : f(x) = xV3 — 2x etF(x) = (ax? + bx + c)v3 — 2x

, . , 3 . o 3
Déterminons les réels a ; b et ¢ tel queV x € ]—oo 53 ], F soit une primitive de f sur ]—oo ; E]

NB : F est une primitive de f si et seulement si F’(x) = f(x)

_ 2 — e _ —5ax?+ x(6a — 3b) + (3b — c)
F(x)=(ax* +bx+c)V3 —2x ==F(x) = — .Or
f(x) = xv3 — 2x.Paridentification : F'(x) = f(x) &

—5ax? + x(6a — 3b) + 3b — ¢) _ —
NEyT] = xv3 2x &

—5ax? +x(6a—3b) + (3b—c¢) = x(3 —2x) &

—5ax? + x(6a — 3b) + (3b — ¢) = —2x? + 3x. Par identification, on a :

D’oﬁF(x)=(§ xz—lx—g)\/B—Zx = é(sz—x—S)v3—2x+k

5
Intégrales
Intégrations a I’aide d’une primitive
. En utilisant les formules des primitives, calculons les intégrales suivantes :
nI = f01(4x3 — 3x%2+2x—5)dx=>1 = [x* — x3+ 2x% —5x ]}
=] =F(1)—-F0)= (-3)—- (0) = -3
)1 = ffn Sin(—2x + m)dx =>1 = Ecos(—Zx + 1) ] s

1 1

=1 =Fm-F(-m) = (-1)- (-3)=0

31 = [V +9dx => I = [%(4x+9)\/4x+9]g
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=1 =F@)-FO = (&)- (9)=2
L=,

V35 V31
1 =-4[7Sdx = =20 [} S dx —20[—— .

x2

1 =) - D) = (3)- ()=

2 3

2

2 2 3 (x+2)%
51 =f_1(x+2)\/X+2dx =f_1(x+2)2dx = | = |25
-1

2

= I = [(x+2)zx/ﬁ] =1 =F@)-F(-D=(2)- (5)=2

5

dx

> —fz—dx =] = [ZVx—l]z

6)l—f5

=1 =F(5)-FQ2)=#4)-(2)=2

-x+1

2 2-2 -x+1 1 2 2x-2
= —_— => = —_ —_—_— = — P ———
NI=l g = I =l o mant =l s
-] =-1x [2Vx2 — 2x+5]2 = [—\/x2 — 2x+5]2
2 1 1
=] =F@2)-F1)=(-V5)-(-2)=—V5+ 2
_ % Sinx — Cosx _ _ —(—Smx + Cosx) _ 2 —Sinx + Cosx
8) I'= —% (Cox + Sinx )? dx =>1 = —% (Cox + Sinx )2 dx — (Cox + Sinx )2

=1 == omwls =l =1 =r(5)-F(-5) = w- e

9) I = [, (x> = D3 = 3x+ 1)’dx =1 _flz( 2 _ )3 = 3x + 1)3dx

3_ 4q1
=] =%f01(3x2 - 33— 3x+1)3%dx =1 = [—(x 3:“) ]
0

=1 =F()-FO=(3)-(5)=0

4

1
10) I = fol(—Zx +1)V5x2 —5x + 4dx = fol(—Zx +1)(5x% — 5x + 4)2dx
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1 1
=> | == [ (=22 + 1)(5x% — 5x + 4)2dx = — [ (10x — 5)(5x2 — 5x + 4)2dx

1
-5 0

2

3 1
=] =i[(5xz_++4)zl :[—12—5(5x2—5x + 4)V5x% —5x + 4]

0

=1 =F()-FO) =(-1)- (-)=0

1)1 =[] x* —3x +2|dx = [[(x* = 3x +2)dx + [ (=x*+3x —2)dx
=] = Ex3 _%xz + Zx]: + [—§x3 +%x2 - Zx]:
=1 =[F(0)—F]+ [F(1)—-F@)]= [F(0)—F(D] + [F(1) - F(2)]

1= [FD- @) - (Dt - 2

12) I = [}lcos(2x —m)|dx => I = [Fcos(2x —m)dx => | = Esin(Zx - n)]g

1

1= (9-F0= (- 0= -
Intégrations par parties
. En utilisant la formule de I’intégration par partie, calculons les intégrales suivantes :
DI = [ xSin2xdx
Posons : u(x)=x=>u'(x)=1

v'(x) = sin2x =>v(x) = —%cost
T T
Alors [ = [—§c032x]0 +f0n%6052xdx = [—§c052x]0 +%f0n cos2xdx =>

I = [—%cost]Z +% E sian]Z = [—ECOSZX]Z + Esian]Z = [—%cost + isian ]Z
T

= 1=F(m-F0) = (-5)- @ =-%

2 2 1
2)1 =f_1\/xx?dx =f_1x><mdx
Posons : u(x)=x=>u'(x) =1
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V() = == =) =2V F 2
Alors [ = [Zx\/x-l-—Z]: — [} 2V T 2dx = [2xVa ¥ 2], 27 VX T Zdx=>
= 2wz ¥ 2], -2 HeR 2)\/x+—2]2_1 = [2xx ¥ 2), - Feo+ 2)\/x+—2]:
[Zx\/x-l-—Z -G+ 2)\/x+—2]:

— [=F(2)=F(-1) = (—ﬁ)_ (_E) -

3 3

[FREN)

3)1= f04 xV4x + 9dx
Posons : u(x)=x=>u'(x) =1

v'(x) =vVidx +9=>v(x) = %(4x +9)V4x +9
Alors I = [ (4x% + 9x)Vax + ] — (4x + 9)V4x + 9dx
- = E (4x? + 9x)Vax + 9]2 — = J, (4x + 9)VAx + 9dx

4 3
= E (42 + 9V +9| — -y 4(4x +9)7 dx

4

= [ (4x? + 9x)VAx +9 ] [“%”9—)%]

0

= [Fax? + 9x)\/m]z ~Llax+92 ]:
=E@uz+9@VIFFﬂz—éﬂMx+9YVZFI§K
= s (ax? +9x)m -G+ )W]
= [Fax? +90VE 9 - (2 +2)VEF9 |

= 1=F(4)-FO) = (5)- (%)==

12 4
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HI= f_lz(x —5)V2 — xdx
Posons : u(x)=x-5=>u'(x)=1

v'(x) =vV2—x=>v(x) = —§(2 —x)V2 —x
Alors I = [—%(2 —x)(x —5)V2 —x]l_z +f_12§(2 —x)V2 — xdx
=1 =[-2@-0&-5V2-x x]l_z +21,@- X)2dx

=[-ie-0G-s )\/m]l_z -2 -~ %7 dx

1

=[-ie-0G-s )\/m]l_z - g[%‘i]

-2

= [He-ne-sva=] - e - o

- [—%(Z—x)(x—S)\/m]l_z -t - x)g]l_2
- [—%(Z—x)(x—S)\/mr_z ~4@ -0z -z,
= [Fle-ne-5NVI—x - 1 —x)z\/m]l_2
= 1=F-FE2) = (5)- (F) = -5

5) I = [%x*Cos(x + m)dx
2

Posons : u(x) =x%=u'(x) = 2x

v'(x) = cos(x + m) => v(x) = sin(x + m)

Alors I = [x%sin(x + m) ]Z - fi 2xsin(x + m) dx =>
2 2

I =[x%sin(x + n)]E_E -2 f_%xsin(x + 1) dx . Posons A = f_%xsin(x + ) dx
2 2 2
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=> [ = [xZsin(x + m)]?, — 2A. Intégrons ainsi par partic A = fi,, xsin(x + ) dx
2 2

A= fi xsin(x + ) dx
2

Posons : u(x)=x=>u'(x) =1

v'(x) = sin(x + ) => v(x) = —cos(x + 1)

Alors A = [—xcos(x + 71)]2E + f_EE cos(x + m)dx = [—xcos(x + 71)]2E +[sin(x + 71)]2E
2 2 2 2

= A= [—xcos(x +m) + sin(x + m) ]E_z
2

™

= | = [x?sin(x + T[)]?E —2A . Avec A = [—xcos(x +m) + sin(x + m) ]Z
2 2

s s

=> [ =[x2sin(x + m)]*x — 2[—xcos(x + m) +sin(x +m) 1%,
2 2

= [ = [x2sin(x + m)]%, + [2xcos(x + 1) — 2sin(x + 1) 1%,
2 2

NIE]

=> [ = [x*sin(x + 1) + 2xcos(x + m) — 2sin(x + 1) 1*x

S 1=r () (D)= () (Y=

. Soient les intégrales I et J définies par : I = [?(x + 1)Cos?2xdx et J=[2(x + 1)Sin*2xdx

1) Calculons : I + J.

T z
2 2

I+ ]= [2(x+1)Cos*2xdx + [2(x + 1)Sin*2xdx = [2(x + 1)(cos?2x + sin*2x)dx

s

_ (2 B z
=[x+ Ddx = [zx +x]0

=> I=F(%)—F(O)= (;ﬂ;zm)_ 0) = ﬂ2;4n

2) Calculons : I - J en utilisant la technique de I’intégration par parties.

S —
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[—J= [2(x +1)Cos®2xdx — [2(x + 1)Sin®2xdx = [2(x + 1)(cos?2x — sin*2x)dx

= J2(x + 1)(cos4x)dx
Posons : ux)=x+1=>u'(x)=1

v'(x) = cosdx =>v(x) = %sin4x

Alors 1 —J = [(XH)

sindx 2 —sm4x dx
] -7

(x+1)

= [—T= [(x:r—l)

sindx ] - _fz sindx dx = [ St n4x]§ - % [—%COS‘]—X]E

T

sindx + —cos4x ]0

= 1o=r () -r0 = ()~ ()=

3) En déduisons les valeurs de I et J.

[(Xi-l)

2
D’apres les questions 1) et2),ona:1+J = %471 et I-J=0

Formons ainsi le systtme avec I +J et 1—1J

{I+]=T[2+4TI (1)

8

I-]=0 (2)

%+ 4n w2+ 4m
=] =

La somme des équations (1) et (2) donne : 21 =

2
En remplagant I par sa valeur dans 1’équation (2), on obtient U

2 + 4
J= 16

Intégrations par changement de variable

. En utilisant un changement de variable, calculons les intégrales suivantes :

NI =

w—

Posonsu=x4+2 =>x =u—2. Alorsdx = du
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Six=—1alorsu=1 et Six=2alorsu=4%

=1 = [ "Zdu = [[ Zdu- [ Zdu= [} Vudu- [ Zdu

= [ Vudu-2f zdu =1 = Eu\/ﬂ]: —2[2vu]} = Eu\/ﬂ]j ~ [4va];

1 - [ -]

8 10

~ 1 =R == (-5 -(-2)-

X

2
)1 =[x

Posonsu =x*—1 =>x2=u+1=> x =+vu+ 1. Alors 2xdx = du

— _d_U- _ _ — du
—>dx—2x.0rx—\/u+1 > dx T
Six=—1alorsu=0 et Six=2alorsu=3

SNaFT du 3 1 1,31
0w X b e =3k we

=2
=1 =1[2vu]) = [Va], =1 =F(3)-F(0) = v3-0= 3

- Soit le polynome p définie par : p(x) = x> — 12x — 16.
1) Montrons que —2 est un zéro double de P.
—2 est un zéro double de P si et seulement si x> — 12x — 16 est divisible par (x + 2)?

La division Euclidienne de x> — 12x — 16 par (x + 2)? donne pour quotient x — 4 et pour
reste 0. D’ou —2 est un zéro double de P. Ainsi la forme factorisée de P est :

p(x) = (x —4)(x +2)°.

2) En utilisant la méthode de I’intégration par partie et la méthode par changement de variable,
calculons I’intégrale : [ = [ 45 Jp()dx

1= ff p(x)dx = ff \/(x —4)(x +2)%dx = ff(x + 2) Vx — 4dx.

- Méthode d’intégration par parties :
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1= ff(x + 2) Vx — 4dx
Posons : u(x)=x+2=>u'(x)=1

v'(x) =vx—4=>v(x) = g(x —4)Vx —4
Alors I = E (x+2)(x — 4)Vx — 4]i - ff%(x — 4)Wx — 4dx

=] = E(x+2)(x—4)\/x—4]j - §f45(x—4)%dx

5.5
2

- E(x+2)(x—4)\/x—4]5 - g[(";‘“ ]
4 4

2

= E(x+2)(x—4)\/m]j —%[(x—ZL)%]i

5
4

= E (x +2)(x — 4)m]j —%[(x - 4)5]

G+ 2)( - 9 —4]i (RO = )

= fa+2G-Hvr—4- (- 4)2m]i

22 22

= 1=FE) -F@® = (3)- =%

5 5

- Méthode d’intégration par changement de variable :
1= ff(x + 2) Vx — 4dx

Posons u=x—4 =>=u+4.Alorsdx = du

Six=4alorsu=0 e Six=5alorsu=1
=1 = [[(u+4+2)Vudu = [ (u+6)vudu= [, (uu+ 6vu)du

10 32 1 3 1 1 3 1
= uz + ujau = uz du + udau = uz du + uau
fy (w2 + 6vu) du = furdu+ f) 6vudu= [juzdu+6[;vud

=] =

]+ ol =, s, = i ]
2 1g
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22 2

= [=F(1)—-F(0)= (_)_ 0) = ?2

5

Intégrales et suites

- Soit l'intégrale I, définie par : I, = [? Sin"x dx

1) En utilisant la technique d'intégration par parties, trouvons une relation entre I,, et I, _»
(On posera : Sin™x = Sin™ 1xsSinx)

I, = [ZSin"x dx = [? Sin"'x e Sinx dx

Posons : u(x) = Sin" lx =u'(x) = (n — 1)cosxSin™ %x
v'(x) = Sinx => v(x) = —cosx

Alors I, = [~cosxSin"'x]§ — [2 —cosx(n — 1)cosxSin"*x dx

=> I, = [—cosxSin"'x]2 +(n — 1) [ cos’xSin"*x dx

T

= [—cosxSin”_lx]g +(n—-1) foi(l — Sinzx)Sin”‘zx dx
= [—cosxSin"‘lx]g +(n—-1) fOE(Sin"_Zx — sin"x) dx

= [—cosxSin"_lx]g +(n—1) [2Sin"Pxdx — (n— 1) [? Sin™x dx

=0

onNn|d

=(n-1) fOESin”_Zx dx — (n—1) [2 Sin"x dx. Avec [~cosxSin"~'x]

=1, = (Tl - 1)171—2 - (Tl - 1)171 < I + (Tl - 1)111 = (Tl - 1)171—2 A

_ (-1

LA+n-1)= n-D, @nl,= (n—DL,_, ® =1, I,

n—-1)
~ I, ;.

D’ou larelationentre [, et I, , est [, =
2) On donne [, = % Calculons: I, et I,

Onsaitque: I, = (n;l) L_,.

- Pourn=2;o0na:l, = (2;1)12_2 = %Iozé(%)z %.
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(4—1)

3(m 3
- Pourn=4;o0na:l, = Z(Z)ZE'

- Soit l'intégrale I, définie par : [,= fo J_dx (n=20)

1) Calculons I,

Iy, = ‘12

1 x2nt 1 x 12 «x 101 2x
In_foJ— =>Ip= |, —szdx: oimdxzifo mdx
1 1
Sevi+a?] = [Vi+x7],. =l = FA) - F(0) = (V2) - (1) =vZ -1

=> [0

:>IO= \/E_l

2) En intégrant par parties, montrons que Vn =1 ona: (2n+ I, =v2 —2nl,_;.

2n+1 x2n x

_ 1 x 2 _ 1,01 5 2x
b= Jy femde = o Fade = [ e e = Sy X e

Posons u(x) = x?"* => u'(x) = 2nx*"1

Vi) = 2 = vk =2V a?

1
=], =%[2x2"\/1 + x2|0 - %fol 4nx®" V1 + x2 dx

= [x*V1 +x2|[1J - ano1 x2 11+ x2 dx

7 _ (\/1+x2)(\/1+x2) _ 14x2

\/1+x2 - \/1+x2

En rendant rationnelle V1 + x2; ona:Vv1+x

1 1 — 1+ x?2
=1, = [x*"VI+x?] — 2n fjx* dex

_ mn > 1 (1 +x%)x2n1
[x \/1+x| 2n ST dx

1 xZn 1+x2n+1

= [xZ"v1+x2| - 2n | de

=[x2"\/1+x2|—2nf \/+_ an J—

x2n+1

an \/_
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= —2nl,_1 —2nl,
=1, +2nl, = V2 — 2nl,_; < @n+ DI, = V2 — 2nl,_,
D’ou la relation : 2n + 1)1, = V2 — 2nl,_,;

3) En déduisons la valeur de I; ; I, et I;.

- Pourn=1;0na:3 =2 — 2l,=2 — 2(\/7—1)22—\/7:>11 = 2_3\/E
- Pourn=3;ona:7l3=\/5_612:>13=4810257‘/7

- Soit l'intégrale I,, définie par : I,,= f_ll(t2 —1"dt (n €N)
1) Démontrons que I,= 2 f01 (t? — 1)™dt puis calculons I,
Appliquons la relation de Chasles entre —1 et 1.
=1, = [L (2= Drde = [* (t? = Drde + [, (¢ — D) dt
Ainsi posons A = f_ol(t2 — 1)"dt puis Effectuons un changement de variable.
Posons t = =X => X = —t . Alors dt = —dX
Sit=-1alorsX=1 et Sit=0 alorsX =0
= A= f_ol(t2 - Ddt = — f_ol(t2 —Ddt = fol(t2 — D"dt
Dloul, = [,(¢ = D"dt + [, (¢* — D)"dt = 2 [ (¢* — D)"dt
=] = 2 fol(t2 — 1)"dt (ce qu’il fallait Démontre)
En déduisons la valeur de I,
L= 2[[(t2 = Drdt =1y =2 [/ (t* - 1)t = 2 [ 1dt = [2t]} = 2.

:>10= 2

2n

2) Démontrons que Vn € N ona: I = ———I,_

1

On sait que I, = 2f01(t2 -t = I,_; = 2f01(t2 —1)"~ldt
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L=2[[(t2=Drde =2 [[(t2 = D"+ = 2 [1(t2 = D" x (¢ — 1dt
=2f 22— D" tde— 2 [ (¢? - D)Lt
=2f ext(t?— D" tdt— 2 [/ (¢? - 1)" tde
= [ ex2e(t? =D tdt — 2 [} (2 = )" Vde = [t x 26(¢% = )" de — 1,
=1, = [Jtx2t(t? - )" Vdt — I,
Intégrons par partie 1’intégrale fol tx2t(t> — )" 1dt
Posonsu(t) =t = u'(t) =1

V() = 262 - 1 = w(e) =L

nql n nql
= [Jtx2t(t? — )" tdt = [—”(t:l) ]0 — i W x or [—”(ti‘l) ] =0

0
=> flt x 2t(t? —1)"ldt = —ifl 2062 — 1)"dx = ——1,
0 2n 70 2n M
5 N 1 _ 1
Dot I, = [jtx2t(t*—1)" tdt —1I,_; = —hh— I
1 1 1
e A . . (1 +Z)’n =1, ©
2n+1 . _ 2n
( 2n )I" = Tho = h=— g
D’oul, = —ﬁ]n_l (ce qu’il fallait Démontre)

us
T P T d
Soit l'intégrale I, définie par : I[,= f04 —COSan I

aCosx aCosx

, . , s
1) Déterminons le seul réel a tel que : V x [0 ; —] ona: - —,
4 Cosx 1— Sinx 1+ Sinx

1 aCosx aCosx 1 aCosx (14 Sinx)+aCosx (1 — Sinx)
Cosx 1— Sinx 1+ Sinx Cosx (1 - Sinx)(1 + Sinx)
- 1 _ aCosx(1+ Sinx + 1— sinx) _ 2aCosx _ 2a - 1 2a
Cosx 1— sin2x cos?x cosx Cosx cosx

. . . 1
Par identification,ona: 2a =1=>a = 2

S —
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5 N 1 Cosx Cosx
D’ou = - —,
Cosx 2(1 - Sinx) 2(1 + Sinx)

2) Calculons la valeur de [.

- dx 1 Cosx Cosx
A TR SR )
n fO Cos?n+ 1y 0= 0 Cosx fo 2(1 - Sinx) 2(1 + Sinx)

™ ™ ™
1~ Cosx Cosx 1 + Cosx 1 + Cosx
= 10=_f4( - - )dx=_ 4 ———(x + - [+ ———dx
1— Sinx 1+ Sinx 270 1— Sinx 270 1+ Sinx
™ ™
1 + —Cosx 1 + Cosx
= Jy=—=|t——dx + - |+ ——
0 270 1 - sinx 270 1+ sinx
T ™
—> [y = —~[In(1 — sinx)]* + = [In(1 + sinx)]? . Puisque = Ina = va , alors :
0 2 0 2 0" q 2 s .

I = [~inVI—sinx + T ¥ sinx | = [InvT+ sinx — InyI—sinx |*

V1 —sinx 1- sinx

T
Puisque lna — Inb = ln%,alors Iy = [ln( 1”‘”" ] [ ( 1+smx> ]

= Iy = F(5) = F(0) = In(1 +2)

3) Démontrons a l'aide d'une intégration par parties que : Vn € N ona:
2nl, =(2n—-1I,_; + % (On pourra poser : ! = ! X —1 )

Cos2n +1y Cos2n—1x Cos2x

s

- dx - 1 1
= |4— => T S S —
1" fO Cos2n + 1y In fo Cos2n — 1x Cos2x dx

1

(2n —1)sinx
e U ) =
Cos<™ x

Posons u(x) = oz,

’ 1 sinx
v(x) = == v(x) = tangx =
( ) Cos2x ( ) 9 cosx
=1 = [ 1 sinx ]_ f4 (2n —1)sinx sinx
Cos?2n — 1x cosx Cos2M x cosx

=[ sinx ] _ f4 (2n —1)sinx Xsiﬂ dx =[ sinx ] _ f4 (2n —=1)sin?x dx

Cos2M x Cos2M x cosx Cos2™ x Cos2n+l x

:[ sinx ] f4(2n —-1)(1 - cos %x) dx [ sinx ] —(Zn—l)f_ 1 —cos?x dx

Cos?2m x Cos2n+l x Cos?2m x Cos2nily
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cos Zx

=[ sinx ] —@2n-1) fo cO52n+1x dx +@2n—1) [} 5 dx

Cos2M x

sinx % z 1 z 1
- [ ]0 —(@n—1) f04 Cos2n+lx dx +(2n—1) f04 Cos2n+1 x e cos —2x dx

Cos2M x

sinx % z 1 z 1
2[— ]0—(2n—1)f04 m dx +(2n—1)f04 m dx

Cos2M x

us

= [ sinx E - @n-DI, +(2n—1Dl,_;.

Cos2M x

s

o[ 1 = () - r0 = () -0 =) leT

ol
ol
&

X 2" =42 x 2" x 271 =+4/2 x 21

T2

Il
|
%HNm

—
N
—
3
—~
(ST
~—

=1, =VZx 2" = @n— DI, +@n - Dl . Or V2 =222

Sl

> = % x 2"l — 2n— DI, +Q2n— DI, 4

>, = \Z—E —@n-DI, +@n-Dl,_, &I, +(@2n-1DI, = \Z—E + @n-1DI,_,
2n 2n

©@+2m=Dl, =%+ @n-Dhy @2, =@n-Dl_+%

D'ouvn € N'ona: 2nl, =(2n—Dh_; + >

- Soit l'intégrale I, définie par: I, = fol x"V1 — x2dx
1) Calculons I;.

=f01x"\/ — x2dx =1 =f01x\/1—x2 dx =—f01—§x\/1—x2 dx

1

__lfl_z 1—x2d __lfl_z 1- 2)%d _ 1=+
=—3Jy 2Vl —x*dx=—2 [ —2x x“)zdx = —2 3

0

-3 [(1 - x2)§]: -—:[a- xz)\/ﬁ];
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1

=1 = F)=F(0) = © - (=3) =3
2) En intégrant par parties, montrons que I,, = %In—z (on posera x™ = x e x"1)
= folx”vl — x2dx = folx ox" W1 — x2dx = folx"_l exV1 — x2dx
Posons u(x) = x" 1=> u'(x) = (n — Dx"2
v(x) = xv1 — x2=> v(x) = —%(1 — x%)V1 — x2 . (D’aprés la question1°)

1
=], = [—%x"‘l x (1 —x?)V1—x2 ]0 + % n-1) fol x"2(1 — x¥)V1 — x% dx

1
= = [—%xn_l x (1 —x%)V1—x2 ]0 + % n-1) fol(x"_2 —x"V1 —x2 dx

1
Or [—%x"‘l x (1 —x)V1—x2 ]0 =0
> = % (n—1) [ ("2 — x" W1 — % dx
=, :%(n— 1)f01x"‘2 1—x%— % (n— 1)f01x"\/ —x%dx
= h = (= Dhoy —; (= DL® L +5 (=Dl =3 (=Dl @
n-—1

(143 @-D)L =te-Dh, & =", e

n+2), = (n -V, =1, = :%21,1_2 .

D’ou I, (ce qu’il fallait Démontre)

n-1,
ny 22
e e 1
- Soit l'intégrale I, définie par: [,, = fo i dx avecn € N
1) Montrons que Vn € N; [, est croissante et majorée.

Pour tout x appartenant a I’intervalle [0 ; 1]; ona: x™™! < x™

_ n+1 n L 1 1
>1<14x™ s1+4x". Dot o= < =57
En intégrant sur [0 ; 1]; ona: f = _f — 71 1dx soit I, < I4q

Ainsi on en déduit que Vn € N; [, estcroissante.
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1
x"+1

1 s
D’autre part 0 < x" < 1doncl <x"+ 1< 2d’ou 7S < 1 et en intégrant sur

1
[0;1];ona:ESInS1 a
I, estune suite croissante et majorée donc elle est convergente.

2) Montrons quevn € N;ona:1— nl: < I, £ 1 .En déduisons la limite de la suite I,.

\1ee 41, . :x"+1—x": _xn
Pour tout x appartenant a I'intervalle [0; 1] ;ona : =— =——— pr
o1 . "
x"+ 121.Dou——< 1soit — >—x" @1-——>1—x"
x"+1 x"+1 x"+1
- 1 " 1
Enintégrant sur [0 ; 1]; ona: fo (1 _x:T) dx = fo (1 — x™)dx.
xnt1 1 . 1
D’oflln21—[ ] soit I, =21 ———.
n+ 11y n+1

A I'aide de la relation (1), on obtient 1 ———< I, < 1 et en utilisant le théoréme des

gendarmes, ona: liml, =0

n-—- +oo
- Soit l'intégrale I,, définie par : I, (x) = flx t"Intdx (n€N—{-1}etx > 0)

1) En utilisant une intégration par parties ; calculons I,, (x)

Posons u(t) = Int => u'(t) =%

, n tn+1
v(t)=t" = v(t) =
® ® =2
X X
_ [t xine x tntl [t ixine 1 x .,
= (x) = |——| —/ x.= [——| —— [ t'dx
n+l 1q 1 ¢t(n+1) n+l 11 n+171
e xint 1 1 [ent11* et xine 1* entl 1*
- [ n+1 ]1 T a1 [n +1]1 - [ n+1 ]1 B [(n +1)2]1
_ [t"+1><lnt g+l ]x [ +DeF Ixine — ¢! ]x
n+1 m+12 | (n +1)2 1

(m+D)x" linxe —x"tl41

=, (x) =F(x)—-FQ) = (n +1)2

2) En déduisons le calcul de J, (x) = flx t"(Int)? dt

S —
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Jo() = [ t"(In)? dt = [ " x Int X Int dt = [] Int X t"Int dt

Posons u(t) = Int => u'(t) :%

(n +D)t" Ixint —¢n*1

/ — ¢n — —
v'(t) = thint = v(t) = o

fx (n +D)t" Ixint —¢n*1

1 t(n +1)2 dx.

(n +D)t" Ixint —¢nt1
() = [[“ i ]lnt]

X
1
X
fx (n +1)e" xint
1 t(n +1)2

x gntl

dx + [

1 t(n+1)2 dx.

| [@ e ixing — ¢n L
N [[ (n +1)2 ]lnt]

1

X

n+1 _+n+1 n n
— [[(n +1)t xlnt —t ]lnt] _fx t"xiInt dx+fx t dx

(n +1)? 1 n+1 1 (m+1)2 7"
1

r 1%
|1+ xine — ¢nt1 ] 1 x ,p 1 X
= 7 Int T J, t" xIntdx+ Y J, thax.

(n +1)2 Ln +1

[(n +1)t" Ixint — ¢t
(n +1)2

]lnt_x - L(x) + ! [tn+1]x.
N n +1 1

r 1x
_ 1@ et ixine — ent? ] Int 1 [+t xine —¢ntt ]x 1 [t"+1]x
- (n +1)2 n+1 (n +1)2 1 @+ ln+1ly”
m +Dt" xine — et 7*
Avec I, (x) = [
() ]
X
= ] (x) = (n +Dt" ixine — ¢t ]l ¢ (n +D)e" Fixine — ¢t gntl
nAES = (n +1)2 (n +1)3 (+1?]

(n +Dx xinx [(n +1)Inx —2] — 2
(n +1)3

=> J,(0) = F(x) — F(1) =

3) a) Calculons I, (e) — J, (e).

(m+Dx" iy —x"t141
(n +1)2

_ +1D)x" M xinx [(n +1)Inx —2] — 2
et ]n(x) - (n +1)3

L, x) =

m+D)(e™ 1+ 1)+2
(n +1)3

= In (e) _]n(e) =

In(e)—Jn(e)

—1— quand n tend vers + co.
e

b) Déterminons la limite de
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(n+D(e" 1+ 1)+ 2

. In(e)=Jale) _ 4. (n +1)3 . D (e™ 1)+ 2
li ent+l lim en+l lim (n +1)3en+1
n— +oo n— +oo n— 4o

, nentt . 1
=lim 1139—""'1 =lim n_z =0
n — +oo n — +oo
son e In(@—Jnle) _
D’ou lim T =0
n— +oo

Intégrales linéaires

- Soient les intégrales I et J définies par : [ = f 4
1) Calculons 1

—dx et | = f4

[ =

o dx =] = [tan(x)]4 = tan( )— tan(0) =1

sinx

2) Soit la fonction définie sur [0 ] par: f(x) =

cos3x

2

cos 4x cos?x ’

a- Montrons que V x € [0 ] ona: f'(x)=

f( )_ sinx

cos3x
Posons u(x) = sinx => u'(x) = cosx

3 2

v(x) = cos®’x => v'(x) = —3sinxcos‘x

3 — (=3si 2 ; 4 + 3si 2 2
- f'(x) _ (cosx)(cos x) ( sinx cos x)(smx ) _ cos™x sin“xcos“x

(cos3x)? cosx
_ coszx(coszx+3sin2x) _ cos 2x+3sinx _ coszx+3( 1- coszx)
cos®x cos*x cos*x
cos?x + 3 —3cos?x _ 3 —2cos%x _ 3 2cos?x _ 3 2
cos*x cos*x cos*x cos*x cos*x cos2x

2

cos*x  cos2x’

D’ou f '(x) =
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b- En déduisons une relation entre [ et J.

cos X cos Zx

Onsaitque: f'(x) = . En intégrant f '(x) sur [0 ; %] ;ona:

dx<::>

% "(x) dx = dx—4 —34 dx—24
0 cos4

Ocosx

Jif () dx=3]-21.0r fo% G dx =[N = £ (2) - £(0) =2
= 3] -21=2

c- Calculons J.
224212242092 pon =4
3j-20=2=]=2+ 31—3+3(1)—3. D’ou J =
- Soient les intégrales suivantes :
I'= [Zcos*xdx ;] = [2sin*xdx et K = [?2sin®xcos*xdx
1)Calculons I - Jet I + ] + K

s us us
I-] = [Zcos*xdx — [Zsin*xdx = [2(cos*x — sin*x)dx

m
= J2(cos*x — sin®x)(cos*x + sin®x)dx
Or cos?x — sin®x = cos2x et cos’*x + sinx =1

us

= ]-]= fZCOSZxdx—>I J= [stx] =F(%)—F(0)=0

—[-]=0
Caculde! + ] + K
I +]+K= fO%cos‘*xdx + fO%sin‘*xdx +f0%25in2xcoszxdx

= f?(cos“x + sin*x + 2sin®x/Jos?x)dx

= fog(cos“x + 2sin®xcos®x + sin*x)dx

= fO%(coszx + sin*x)?dx = fO%(l)zdx = fogl dx = [x]% = %
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=1 +]+ K==

2) Calcule : I + J - 3K puis en déduis les valeursde I; JetK.
I +]-3K= fogcos‘*xdx + fO%sin‘*xdx -3 fO%ZSinZXCOSZde
= fo% cos*xdx + fO%sin‘*xdx -6 fogsinzxcoszxdx
= fO% cos*xdx + f[]%sin‘*xdx -2 fo% sin®xcos®xdx — 4 fO% sin®xcos?xdx
= fog(cosd‘x — 2sin®xcos?x + sin*x)dx — fo% 4sin®xcos®xdx

™ ™
= [2(cos*x — sin*x)*dx — [2(2cosxsinx)*dx
™ ™
2 2

— (7 2 : 2. _ 2 2
= [Z(cos2x)?dx — [2(sin2x)*dx = [?(cos?2x — sin®2x)dx

T

= fogcosllxdx = Esinélx]g =F (%) — F(0)=0

=1+ J-3K=0
Ainsi pour en déduis les valeurs de I ; J et K ; on forme le systéme avec les équations :
I-]=0; 1+]+K=2 et I+]-3K=0

I-]=0 (1)
=1+ ] +K=7 (2

I+J-3K=0 (3)

L’équation (1) donne [ - ] = 0=>1 = ] puis en remplagant / parJ dans les equations :
2)et(3),ona:

{1+1+K=§ ®{2]+1!<=§
J+J-3K=0 2/-3K=0

. \ 3
La resolution de ce systéme Donne: | = % et K= %.

En remplagant J par sa valeur dans 1’équation (1) ,ona: [ = i—z
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- Soient les intégrales I et J définies par :

cosx 7 s sinx
I=[2———dx et ] = fo

0 cosx + sinx cosx + sinx

Calculons I +] et I - ] puis en déduisons les valeurs de [ et J.

I +] _ cosx dx + 5 sinx dx = f?( cosx + sinx )dx

0 cosx + sinx 0 cosx + sinx 0 \cosx + sinx  cosx + sinx

s

= + si T T
=2 (M) dx = [? 1dx = [x]§ =%

cosx + sinx

I _] _ cosx dx — f% sinx __dx = fO%( cosx __ sinx : )dx

0 cosx + sinx 0 cosx + sinx cosx + sinx cosx + sinx

COSX — Sinx _ . % _ E _ _

_f (wsx - smx) dx = [In(cosx +sinx)]; =F (2) F(0)=0

=[-]=0

Ainsi pour en déduis les valeurs de [ et | ; on forme le systéme avec les équations :
T[

I'+]=7 et I-]=0

T

>{I =3
-] =

La resolution de Ce systéme Donne: [ = % et J= %.
- On se propose de calcule 'intégrale J définie par ] = [ 01 ﬁ dx

1) Calculons les deux intégrales A et B tel que A =

dx et B = fol

01+ x (1+e%)?

A_fo 1+e xdx =A=[ln(1 + ex)]o =A=F1)—- F(0)=In (1+e)

B=[ mydx=>B = [In(: )]1 =>B = F(1) — F(0) = —~—_
0 (1+ x)2 1+e* 2(1+ )
. . , ) . 1 _ bt ct
2) Déterminons les réels a; b et ¢ tel que : drez- ¢4 tt are7 Q)
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1 bt ct 1 a(1+t)2+bt(1+¢) ct
(1+t)2_a+1+t+ (1+¢)2 ¢>(1+t)2_ (1+t)? @
1 _a(1+t)2+bt(1+1) ct 1 _(a+b)t?’+Qa+b+c)t+ a
(1+t)2 (1+¢)2 (1+t)2 (1+¢)2

Par identification ;jona:a=1; b= —1 etc= —1
. R t
D’ou (1+t)2_1 1+t (1+¢t)2 @

3) Enposant t = e* dans 1'égalité (1), calculons [ = fol — L dx

(1+e)2
! =1 ‘ ‘ Enposantt =e*; ona:
(1+¢)2 1+t  (1+4¢t)? p - )
1 _ e~ e~
(1+ex)2 T+e*  (1+e%)2

eX eX

1
Alors I = f0(1+ex)2dx f(1_1+ex - (1+eX)2)dx

—f 1dx — fo e dx—flde:folldx—A—B

1+e* 0 (1+e%)?

:uﬁ—A—B:1—A—B:L4nC”)—e‘1

2 2(1+e)

—~1=1* _n (1”)
2(1+e) 2

4) a- A l'aide d'une intégration par partie, exprimons J en fonction de I.

X

1 e
] = f0(1+ex)3dx fox T dx

Posonsu(x) =x => u'(x) =1

-1
2(1+e%)2

V) = = v() =

(14e%)3

x LS B = TP ,1a 1
= /= [2(1+ex)2] +f0 2(1+e*)? dx = [2(1+eX)2]0+5 0 (1+e%)? dx

-1
2(1+e)?

= ] = +21

b- En déduisons la valeur de J.

-1 1 3+e 1+e
J= 2(1+e)2+51’0r 1_2(1+e)_ln( )
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. _ -1 1[13+e 1+e\] _ -1 3+e 1 1+e
=] = 2(1+e)2+2[2(1+e) ln( 2 )]_ 2(1+e)2+4(1+e) zln( 2 )

_ 1+ 4e +e? ll (1+e) D’o _1+4cz+e2 1 (1+e)

4(1+e) 2 2 T 4(1+e)? 2 2

- On considére les intégrales I = [ cos*xdx et ] = [} sin*xdx.
1) a- Montrons que l'intégrale I peut s'écrire [ = fon cosx(cosx — cosxsin®x)dx
I = [ cos*xdx = [} cos?x x cos®xdx = [ cos*x x (1 — sin®x)dx
= fon cosx X cosx(1 — sin’x)dx = fon cosx(cosx — cosxsin®x)dx
Doul = fon cosx(cosx — cosxsin®x)dx
b- A l'aide d'une intégration par parties, montrons que [ = fon sin®xdx — % ]
I = fon cosx(cosx — cosxsin*x)dx

Posons u(x) = cosx => u (x) = —sinx

2 3

. . 1,
v'(x) = cosx — cosxsin®x =>v(x) = sinx — 3sin°x

= | = [(sinx - %sin3x) cosx]z - I3 (—sinzx + %sin‘*x) dx
1 T
Or [(sinx - gsine‘x) cosx]0 =0
= I=-[ (—sinzx + %sind‘x )dx = (sinzx - %sin”‘x) dx
= [ sin*xdx — [ %sin“xdx = [ sin*xdx — %fon sin*xdx
=> I = [ sin*xdx — %]
c- Montrons de méme que | = fon cos?xdx — %I
J = [} sin*xdx.
J = [} sin*xdx = [ sin’x x sin’xdx = [ sin>x x (1 — cos®x)dx

= fon sinx X sinx(1 — cos*x)dx = fon sinx(sinx — sinxcos’x)dx
————————————————————
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 4. Primitives — Intégrales
Page 300



Primitives - Intégrales

. .. y, . T . . .
Ainsi intégrons par parties fo sinx(sinx — sinxcos?x)dx
Posons u(x) = sinx => u (x) = cosx

2 3

v'(x) = sinx — sinxcos*x =>v(x) = —cosx + %cos X

1 , i T 1
= | = [(—cosx + gcos3x) smx] - (—cosx + §c053x) cosxdx
0

m
Or [(—cosx + %cos3x) sinx] =0
0

= J== (—coszx + %cos“x ) dx = [ (coszx - %cos“x) dx
= [ cos®xdx — foﬂécos‘* [dx = [ cosxdx — %foﬂ cos*xdx
_ _ (T 2 _1
=> ] = [, cos®xdx =31
3

2) a- Montrons que [ + J =

. . _ (T . 2 1 _ (T 2 1
Onsaitque: [ = [ sin*xdx —2] et | = [/ cos’xdx—:I

) 1 _(r 2 1
I'=[fysin’xdx—3] et ]J= [ cos’xdx —3I

=]+]= fon(cos2 + sin?x)dx —%(1 +J)= foﬂ dx —%(1 +7)

=>I+]=Rf—3U+D=m—3U+))

=J]+]= n—§(1+])<i> 3+)N)=3n—-U+)D® 30+))+U+])=3n

@4l +))=3m =1+ ] =2

b- Montronsque -1 = 0
2

De méme : [ — ] = [1sin2x]z ~lu-n=ta-n

:>1—]=%(1—]) ®3U-D=1-] ©@30-D-U-)D=0 ©20-))=0

=[-]=0
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c- En déduisons les intégrales [ et J.

Ainsi pour en déduis les valeurs de I et | ; on forme le systéme avec les équations :
s

I+]="2 et I-]=0

3n
Ji = — . = —
= { +J 4 Laresolution de Ce systéme Donne: I = 3; et J= z

I-]J=0 8
Calculs de valeurs moyennes

L’intensité du courant qui circule dans une bobine en fonction du temps t, a ét€¢ modélisée par

la fonction i telle que pour tout t € R; i(t) = 5sin (1007‘[t + %)

1) Déterminons la période de cette fonction.

NB : Toute fonction de la forme t — cos(at + b) ou t & sin(at + b), admet comme

, . 2m
période t = al
a

2n 27 1
|1007| ~ 100w 50

Alors la fonction t = 5sin (1001tt + %), admet comme période t =
2) Calculons la valeur moyenne de I’intensité i du courant sur cette période.

. . 1 1
La valeur moyenne de I’intensité i du courant sur [— %’ % est:

1
M :ﬁfSOLSSin (1007Tt + %) dt

(%) _(_50) 50

1 1
=i = —1—1—1_f_5‘i Ssin (1007Tt + %) dt= —i—f_s‘i 5sin (1007‘[t + %) dt

50 '50 50 25 50

1
=25 [} 5sin (1007‘[t + %) dt
50

1 1

=i = 25— ——cos (100mt + Z)|", <[~ === cos (100mt + %)|”,
i i

1

:[— %cos (1007‘[t + %)]S__OL

50

— 4 100w T 4 100w T
=> = |—— —_ R — — —_
M = [~greos (G54 5)] —gpeos (-5 + 3)
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= —%cos (27‘[ + %) + -~ cos (—27‘[ + %)

5t
4 T 4 T 4 1 4 1 2 2 4
=573 7@ T 5w I T e e 0
=>M = —0,25 A.

Alors la valeur moyenne de I’intensité i du courant sur cette période est —0,25 A.

f1300(3t2 + 2t)dt

- La température moyenne entre 10°C et 30°Cest donnée par : M = 3010

30 3 2 3 2
_1 2 _ _ s g2 _ [B0 _ G0?] _ (a0 _ a0
=>M (3t 2t)dt [ t1]i6 = [ 20]10 “la2o 20 ] 20 20 ]

303 (30)2 103 (10)2
= (20) _ (20) ] _ (20) _ (20) ] — (1395) — (100) = 1295°C

- Le nombre moyen de personnes malades durant les huis premiers jours est donné par :

7= (%4562 — t3yde =i = 2[52 21" = L[q5 _ 2
M_8—1f1(45t t)dt_>M_7[3 41_7[15t 4]1

=158y - & ] H150)* — 2] = 948,75 ~ 949
D’ou Le nombre moyen de personnes malades durant les huis premiers jours est 949.
Calculs d’aires
- Soit la fonction f définie par f(x) = %xz —3x+4
1) Déterminons la valeur de I’intégrale | 15 f)dx
f f(x)dx—f ( x —3x+4)dx— [6x3 —gx +4x]i

= [ f@dx=F@E) - FQ) =5 -2=2

2) Ci-dessous est donnée la courbe C; représentative de la fonction f dans un repére

orthonormé(o ; 7; J).

S —
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On souhaite Détermine la valeur de I’aire du domaine plan grisé.
a- Déterminons les zéros xo et x4 de la fonction f (avec xo < x1).
En observant le graphique, on remarque que xo = 2 et xq; = 4
b- Détermine la valeur de I’intégrale flxo fx)dx + fxsl f(x)dx.
5 2 5
[P f@dx + [ fO)dx = [ f@)dx + [ f(x)dx
= flz ze —3x+ 4) dx + ff ze —-3x+ 4) dx
S ENC N I T LA SV S IV L _15
= [Gx SX +4x]1+ [6x X +4x]4 (2)+(6)72
c- Déterminons la valeur de I’intégrale f;)l f(x)dx cest-a-dire f: fl)dx
D’aprés le graphique on a : fls f(x)dx = flxof(x)dx + f;:)l fodx + fxsl f(x)dx.
5 5
=> f;)lf(x)dx = ] f(x)dx - flxof(x)dx - fxlf(x)dx. Orxg=2ct x;,=4
4 5 2 5
== fg f(x)dx = fl f(x)dx - fl f(x)dx— f4 f(x)dx
4 5 2 5 2 15 41
= [} f@dx = [} f@dx — (7 fdx + [ fax)=(3) - (£)=-%
d- En déduisons 1’aire de la partie grisée sur le graphique. (Unité graphique : 2cm)

A= (g) 2cm)? = g cm?
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- Soit la fonction f définie par f(x) = x* + x3 — 3x% — 2x + 1.
Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0 ;7; j) dont les unités
graphiques sont : 6¢cm sur I’axe des abscisses et 2cm sur ’axe des ordonnées

Calculons ’aire du domaine hachuré en cm?

L’aire du domaine hachuré est A = 6¢cm X 2cm f_lz f(x)dx = 12cm? f_lz f(x)dx

1
=> A = 12cm? f_lz(x4 +x3 —3x% - 2x + 1dx = Exs —%x“ —x3—x%+ x] ,

1 1 32 16
= 12cm? [(E_Z_1_1+1>_<_?_T+8_4_2>] = —0,15 X 12 cm?

= —1,8cm?

- On considere la courbe ci-dessous représentant une fonction polynome f de degré 2 dans un
repére orthonormé ( 0 ; 7; ) d’unité graphique : 2cm .

S —
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On rappelle que f est de la forme : f(x) = ax? + bx +c.

1) Déterminons les réels a ;b et c.

fO=0 (c=0 c=0
D’aprés le graphique, ona: < f(3) = 4<¢i>{ 9a+3b=4 ¢>{9a +3bh=4
f6)=0 36a+6b=0 \6a+b=0
. , . . 9a+3b =4 L4 _8
Ainsi la résolution du systéme { 6a+b=0 donne : a = 5 ¢t b= 3
Ainsi en remplagant les réels a ; b et ¢ par leur valeurona : f(x) = —gxz + gx

2) En déduisons en cm? I’aire de la partie hachurée sur le graphique.

L’aire de la partie hachurée sur le graphique est A = (2cm)? f06 f(x)dx

=>A = 4cm? [°

_t.2 E) - 2[_13 §2]6
0( 53X +3x dx = 4cm X +6x

0
oA — 2[_4.3 | 4 218 _ 2 — 2
—>A—4cm[ g +3x]0—4cm (16) = 64cm

Soient f:+ 2x2 —2x + 1 et g: - x3 — 3x + 3 deux fonctions de courbes représentatives
respectives (Cf) et (Cg)dans un repére orthonormé (0 ; 7; j) d’unité graphique : 2cm .

1) Les courbes représentatives (Cf) et (Cg) sont les suivantes :

S —
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(C)
()

2) Calculons en cm? Iaire 5 de I’ensemble des points M compris entre les courbes

(Cf) ; (Cg) et les droites d’équations x = —1 et x = 2.
Cette aire est donnée par : 7 = 4cm? (f_ll [g(x) — fC)]dx + flz[f(x) - g()] dx)

=> 7 = 4cm? [f_ll(x3 —2x?—x+2)dx + flz(—x3 +2x2+x-2) dx]
_ _ 21,4 _2.3_1 2 ! 21 4,2, 3,1 2 _ 2
> %= 4cm [4x $XT —5X +2x]_1+4cm [ JXT x4 ox Zx]1

=> # = 4cm? X (g) + 4cm? x (%) = 4cm? X i—; = 12,33cm?

S —
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- On donne les cas de figures suivantes dans un repére (O ;7 ;) d’unité graphique 1 ¢m sur
I’axe des abscisses et 1 cm sur ’axe des ordonnées.

1) Calculons I’aire 6% ; &€, et ##; du domaine plan hachurer dans les cas des figures :

(fig 1) ; (fig 2) et(fig 3).

La figure (1) représente un demi-cercle :

L’aire d’un cercle est : mr?. Alors 1’aire du demi-cercle représentée sur la figure est :
7= %nrz avec r = 2cm => & =21 = 6,28 cm?

La figure (2) représente un triangle :

basexhauteur

L’aire d’un triangle est : alors I’aire du triangle représentée sur la figure est :

3x2
oy = = avec base = 3cm et hauteur = 2cm =>a%,= 3 cm?

La figure (3) représente un rectangle :

L’aire d’un rectangle est : Longueur + largeur. Alors I’aire du triangle représentée sur la
figure est :
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3= 4+ 2 avec Longueur = 4cm largeur = 2cm => ;= 6 cm?
2) En déduis I’aire totale hachurée.
Ainsi I’aire totale hachurée est : 5% = & + 7%, + 3= (6,28 + 3 + 6)cm?

=> 7 = 15,28 cm?

S —
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Fonction Logarithme Népérien

OBJECTIFS :

Ce théme vise a :

« définir et étudier la fonction logarithme népérien

* mettre en place les primitives de fonction de la forme u:

Commentaires

La fonction In est nouvelle en terminale. Son introduction vient compléter et enrichir les
fonctions étudiées & ce niveau.

Volume horaire : 8 heures

SAVOIR SAVOIR-FAIRE

* Fonction logarithme népérien : * Résous des équations ou inéquations faisant
intervenir la fonction logarithme népérien.
*Détermine les primitives d’une fonction du

u
type o
» Etant donnée une fonction f faisant
intervenir la fonction logarithme népérien :

- Définition, notation, propriétés,
représentation graphique.
- Limite de référence.
- Primitives de u:
* Logarithme décimal : définition.

*Dérivée des fonctions du type In o u et
In o |ul.

- Trouve les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition ;

- Etudie les variations de

- Représenter graphiquement f.

Remarques et suggestions

La maniére d’introduire la fonction logarithme népérien n’est pas imposée. Il y a plusieurs
approches possibles :

* approche historique (comme dans le livre CIAM de TSM, page 239) ;
« approche avec la calculatrice (comme dans le livre CIAM, TSE page 82).
eapproche avec 1’utilisation des propriétés des primitives.

L’usage de la calculatrice renforce les possibilités d’étude de cette notion aussi bien pour
effectuer des calculs que pour permettre de conjecturer des résultats.
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La représentation graphique de la fonction logarithme népérien doit étre connue des éléves car
elle permet de reTrouve de nombreux résultats (ensemble de définition, variations, signe,
limites, valeurs particuliéres, branches paraboliques).

La bijectivité de la fonction logarithme népérien permet d’introduire le nombre e.

Aucune étude des propriétés de la fonction logarithme décimal ne sera faite mais on 1’Utilisea
dans les exercices. La croissance "lente" de la fonction logarithme népérien (illustration de la
branche parabolique) pourra étre étayée avec des calculs numériques. Ce résultat  sera
réinvesti lors de 1I’étude des croissances comparées des fonctions logarithme, exponentielles et
puissances.
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1- Définition :

On appelle fonction Logarithme Népérien notée (In), la primitive de la fonction x— % qui

prend la valeur 0 en 1 sur ’intervalle | 0; + oo [
2- Ensemble de définition des fonctions logarithmiques :
- Sif(x)=Inx=>Df =]0;+oo]
- Sif(x)=lIn(ax + b)=>Df ={x/x€R;ax + b>0}

- Sif(x)=nux)]=Df ={x/x eR;u(x)>0}

- Sif(x)=In (%) —>Df = {x/xeR;ig}O}

- Sif(x)=mu(x)|=>Df ={x/x €R;u(x) #0}

3- Propriétés Remarquables :

Va>0 et Vb>0, ona les propriétés suivantes:

1=

- Py:In(axb)=In(a) + In(b) Ps:Ilnva=Inaz= %lna

- Pyln (%):lna—lnb P, : In(a) = In(b) & a=b

- P3:ln(§):—lna Pg:lne®*=aqa et e =a
- Py In(a)'=nina Py: lna =b®a=c¢e"

- Ps:lne = letinl =0 Pyp:lna =nb® a=0»>

Py:ln(a)=zIn(b)®a=»b

4- Limites remarquables

lim Inx = —o; lim Inx = 4+
x>0 x > 4+

lim xlnx =0 et lim x"lnx =0
x =0 x >0
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lim xlnx = 40 et lim x"lnx =+ o

X = + oo X — 4o

lim l%x:—oo et lim ln—nx = — o0

x -0 x - 0

im "X=0 et lim l:nx =0

X — + oo X = + oo

lim RO*D _ 1 et lim E = 1 (Nombre dérivé de la fonction In au point 1)

x - 0 x -1

5- Dérivées logarithmiques:

La dérivée logarithmique d’une fonction u, est la dérivée de In|u|

Si f(x) nx => f'(x) ==

- Sif(x) =Inlax + b| => f'(x) =

ax+b

- Sif)=m(U@)=>f () ==

u(x)

- Sif =i ((38) =)= ’;((xi =

- Sif) = (UX) ev(x)=>f"(x) = ::((;()) T,((j))

- Sif(x)=h[u@)]"=>f'(x)=n

6- Primitives remarquables :

u (x)

En appliquant la technique de 1’intégration par parties, calcule une primitive des fonctions :
x = Inx et x - In(ax + b). Ainsi on retiendra :

Sif(x) =lnx => F(x) = xlnx-x + k

- Sif(x) =In(ax + b) => F(x) = (x +§)ln(ax+b)— x+k
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Z(“ => F(x) = Inlu(x)| + k

x
x)

- Sif(o) =

7- _Fonction logarithme de base a :
a) Définition :
Soit a un réel strictement positif et différent de 1. On appelle logarithme de base a, la fonction
définie par: log,(x) R} — R

x » log,(x) :Zl‘—z.

N.B : Lorsque a = 10, la fonction logarithme de base 10 est appelé fonction logarithme
Iy x

I 10

décimale. Ainsi la fonction logarithme d’un nombre réel positif est noté log x =

M= ﬁ est appelée la Mantisse du logarithme décimal ; ainsi log x = Me Inx.

b) Propriétés :
P, :log(ab) = loga + logb P3:log(%) = loga — logb
P,:log(a)® = nloga Py:log(10)" = n

Ps: (logx) =

xIn 10

8- Etude de la fonction log,(x):
Soit f(x) = log, (x)et de courbe représentative ( Cy).

1Cas:0<a <1(lna<0)

Df=10;+o[
lim f(x) =4+ et lim f(x)= —oo.
x>0 x - + o

Alors la courbe ( C ) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la courbe ( C).

x’0x ) est branche parabolique (car lim CEIR )
X

X > + oo

f(x) = logy(x) => f(x) = —— < 0

- ___________________________________
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D’ou le tableau de variation est le suivant :

X
JHe3) =
+o0
) \

- (0 NOX) ®lnx =0&x =¢e°=1

Donc (C) coupe I’axe (0x) en 1
- (O)n(OY) => x = 0et f(0) = In (0) qui n’existe pas.
Donc (C) ne coupe pas I’axe (0y).

2™ Cas:a >1(Ilna>0)

Df=10;+x[
lim f(x)= —c et lim f(x)= +oo.
x =0 X > + o

Alors la courbe ( C ) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la courbe ( C).

( x’Ox ) est branche parabolique (car lim lnTx =0)

X = + oo

1

xlna

>0

f(x) = log,(x) => f'(x) =

D’ou le tableau de variation est le suivant :

x
f1x) +

+oo
||

- (ONO0X) Rlnx =0&x =e°=1

Donc (C) coupe I’axe (0x) en 1

- (O)n(OY) => x = 0et f(0) = In (0) qui n’existe pas.
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Donc (C) ne coupe pas I’axe (0y).
NB : dans tous les cas, log,(x) =1<=> x = e

Représentation

— a >1

Exercices

Propriétés de la fonction logarithme

. 1) En utilisant les propriétés logarithmiques, exprime en fonction de In2 les réels suivants :

A=n8 +5In16 — V2 ; B=In(2+v2+V2) + In (2= V2 +2) + In(2 + V2)

C:an\/i+ln4—lnj—7 +InV23 ; D=lIn64 +§ln8—ln 2/2 2v2

2) En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans R les équations suivantes :
a-ln(2x +7) = In(x-3) ; b- In(x*-2x-3)=Iln(x + 7)

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 316



Fonction Logarithme Népérien

c-lnx +n(Bx +2)=m2x +3);d-In(x-3) =n(x+7)-In(x + 1).
e-n(2x-2) + In(x+2) =32 ;f-In(x—2) + In(x +3) = 2In(x +1).
g- Inv2x -3 :ln(6—x)—%lnx ; h-Injx—1|+mn]2x—1|=0

i-((Inx)? —7lnx+6=0; j- 3[In(x+1)]?-2In(x+1)—-5=0

3) En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans R les inéquations suivantes :
a-ln(x +8)—In(x+14)+n(x+2)<0; b-In(2x-1)-In(1-x) <In3

c- In(x+1)>nMAx-1)-In(x-1)

4) En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans RxR les systémes suivantes :

{x+y=15 ) {x2+y2=13 ) {2lnx—lny=0
" lnx + Iny =1In36 ~ “Unx + Iny = In6 o lamx + Iny =3
{lnxxlny=—10 ) {XXY=4
“lnx +Iny =3 © “14(logyy + log,x) = 17

- Soit le polyndme q définie par q(x) = 2x° + 3x* - 8x + 3.
1) Calcule q(1) puis résous les équations g(x) = Oetq(x) = 0
2) En déduis la résolution de :
a- I'équation : 2(In x)* + 3(In x)* - 8lnx + 3 = 0
b- l'inéquation 2(In x)* + 3(Inx)*- 8lnx + 3 = 0
Application des limites de la fonction logarithme

. Calcule la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de définitions :

) f(x) =n2-x%) ; 2)fx)=n(—x"+2x +3) ; 3) f(x) = (x+ Dlnx-x
) f@) =nl-x*+2x +3] ; @ =m(Z3) ;6 f() = 252

In|cosx |

D) =x-x-2mnx +1 ; 8 f(x) = ;9 f(x) =2x—1Din2x - 1)

x2
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Dérivées et primitives de la fonction logarithme
. 1) Calcule la dérivée des fonctions suivantes :

a-f(xX)=Inx +7) ; b-f(x) =ln(x*- 2x-3); ¢ f(x) = (x + 7)In(Bx + 2)

& f()=IVZ=3 ;e f) =[G +DP i f- f() =in(23)

x +2
g- f(x) = In(x’ —x)(x™+2); h- f(x) =Vx—1In(—x + 1)
2) Calcule la primitive des fonctions suivantes :

—x+ 1

Sinx — Cosx
s e > )= a

a-f(x)=mmQ@2x +7) ; b- f(x)=

cosx + sinx

7

- fO)=In(3=x) ;ef()=" if- fO)=lnx+

—3x+ 3
x242x-5

2
2 5

5 h- f()=

& f(x) - xlnx x—Inx

- Soit la fonction g définie sur R— {-1;0; 1} par g(x) = ﬁ

1) Détermine les nombres réels a,betctel queVx €]1 ; +oof

. a b c
Onait g(x)= >+ =7 + 773

2) En déduis une primitive de la fonction g sur ]1 ; +oo[

Fonction logarithmes dans les cas pratiques

- La magnétude apparente d’un astre d’éclat E est M = log,, (EE) ou Ej est I’éclat de référence.
0

1) Exprime M en fonction de lna et In (EE)
0

2) Calcule Ina sachant que E, = % et M= 5

3) En déduis la magnétude apparente des astres suivants :
a- Soleil : E = 4,786x10'°E, ;  b- Lune: E =1.2x10°E,

- L’aire A (en cm?®) de la peau d’un cobaye, en fonction de son poids P (en gramme) est donnée
par I’égalité suivante : InA = [n(9,85) + 0,64InP. (In désignant le logarithme népérien).

1°/ Quelle est I’aire A de la peau d’un cobaye de poids P = 780g ?

2°/ Quel est le poids P d’un cobaye dont la peau a pour aire A = 30cm?”?
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- Pour Détermine 1’dge d’un fossile ou d’un os on mesure le pourcentage de "carbone 14"
présent dans I’objet. En effet, a la mort d’un étre vivant si k est le pourcentage de "carbone 14"

restant au bout de N années, alorsona: N =- 8310 X [nk.

1°/ Le squelette d’un « homme du Cro-Magnon » contient 5% de carbone 14 initial. Quel age
a-t-il ?

2°/ Le pourcentage k de carbone 14 contenu dans un fossile vérifie :

51,8% < k < 53,8%. Donne un encadrement de 1’age de ce fossile.

3000
1+0,25x

- Une culture de bactéries a un rythme de croissance modélisé par la fonction R(x) =

Ou x est le temps écoulé en jours.
On admet que ce rythme de croissance est la dérivée de la fonction population P (x) c’est-a-
dire que P'(x) = R(x) et au temps x = 0, la culture compte 1000 bactéries ¢’est-a-dire :
P(0) = 1000.
1) a- Détermine P (x) désignant la population des bactéries apres x jours.
b- Evaluer le nombre de bactérie au bout de 3 jours.
c- Apres combien de jours le nombre de bactéries atteindra t-il 12000 individus ?
2) Etudie le sens de variation de P(x) sur I’intervalle [0 ; +ool.
(on Calculera la limite de P(x) en +o0)
3) On donne la fonction H définie sur [0 ; +oo par :
H(x) = 48000(1 + 0,25x)In(1 + 0,25x) — 11000x
a- Montre que H est une primitive de P sur ’intervalle [0 ; +oo].

. 10 . o . i \ .
b- Calcule I’intégrale I = fs P(x) dx puis en déduis une interprétation concréte du résultat.
c- En déduis le nombre moyen de bactéries entre le 5 et le 10"™ jour.

- Partie A
Inx—2

Soit la fonction f définie sur [10;100] par: f(x) = —

1) Calcule f'

2) Démontre que f'(x) est positive sur I’intervalle [10 ; e3] et négative sur [e3; 100]

3) Dresse le tableau de variations de f.

Partie B

On se propose d’Exprime la capacité pulmonaire de 1’étre humain en fonction de son dge

x, représenté en années et,g(x) la capacité pulmonaire en litres. On admet que sur
lintervalle[10 ;100]on a :g(x) = 110f(x) ou f est la fonction définie dans la partie A

1) Calcule la capacité pulmonaire a 10ans, 15ans, 30ans et 60ans.

2) Trace la courbe représentative de g dans un repére orthogonal.

(On prendra en abscisse : 1em pour 10 ans et en ordonnées 1cm pour 10 litres).

3) A quel age la capacité pulmonaire est-elle maximale ? Quelle est cette capacité maximale ?
4) Détermine graphiquement 1’intervalle du temps durant lequel la capacité pulmonaire reste
supérieure ou égale a 5 litres.
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Problémes
- Partie A :
Soit la fonction g définie sur ] 0; +oo[ parg(x) = —x*+1-Inx
1) Dresse le tableau de variation de g.
2) Calcule g(1) puis en déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B :

Soit la fonction f définie sur ] 0; +oo[ par f(x) = — %x +1+ l;—z et ( C) sa courbe dans le

repére orthonormé (o0; ; 7) (unité graphique 2 cm )
1) Dresse le tableau de variation de f.

2) Démontre que 'équation f(x) = 0 admet deux solutions a et avec (a < )

3) a) Montre que la droite (A ) d'équation y = — %x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f.
b) Etudie le signe de f(x) — (— %x +1 ) puis en déduis la position de (C) et (A).

4) Trace (C) et (A) dans le méme repére.

- Partie A :
On considére la fonction g définie sur ] 0; +oo[ par g(x) = x> +2- 2Inx
1- Etudie les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.
2- Dresse le tableau de variation de g puis en déduis son signe sur ] 0; +oo[

Partie B :

Inx

On consideére la fonction f définie sur ] 0; +oo[ par: f(x) = x +2 — et soit (C) sa

courbe représentative dans le repére orthonormé (o ;1 f) (unité graphique 2 cm )
1) a- Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
b- Etudie les variations de f et Dresse sont tableau de variation.

c-Montre que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C), puis étudier la
position de (C) par rapport a la droite (A).
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2) Détermine les coordonnées du point A sachant que la courbe (C) admet au point A une
tangente (T) parallele a (A).

3) Montre que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a et que o [0,5 ; 1]
4) Trace (C) et (A) dans le méme repére.

5) Hachure puis Calcule l'aire du domaine plan limité par la courbe (C) ; la droite (A) et les
droites d'équationx = letx = 2.

- Partie A :
1) On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1+ x* - 2x°Inx
a- Dresse le tableau de variation de g.
b- Démontre que 1'équation g(x) = 0 admet une solution unique o telle que : 1,89 <a < 1,90.

c- Déduis de ce qui précede le signe de g(x).

Inx
1+ x2

courbe représentative dans le repére orthonormé (o0; 7; J) (unité graphique 2 cm )

2) On considére la fonction numérique f définie sur ] 0; +oo[ par f(x) = et soit (C) sa

a) Dresse le tableau de variation de f.
b) Vérifie que f(a) = # En déduis un encadrement de f(a) d'amplitude 210!
¢) Trace (C) dans le repére.

Partie B :
On consideére la fonction numérique définie sur ] 0; +oo[ par: F(x) = flx f(odt
1) a) Prouve que F est dérivable sur ] 0; +oo[ et Précise F'(x).

b) En déduis le sens de variation de F.

, . . . Int ln_t
2) a) Vérifie que V t Zl,ona.(1+t)zs f(t) < 2

b) Pour tout x >0 ett # 0; onpose I(x) = f;ltn—ztdt et J(x)= flx (111:2 )2 dt

- A l'aide d'une intégration par parties, Calcule I (x)

1 1
R ?+ 1+c ,Calcule](x).

- A l'aide d'une intégration par partie et de 1'égalité :
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¢) Déduis de ce qui précéde que Vx > 1;o0na:
Inx Inx 1

ln2+ln(L)— M < F)<1-2-12

x+ 1 x+ 1 X x
d) On admet que lim F(x) = 6. Sans Calcule 6 VérifiequeIn2<6 <1
X = +oo

- L'objectif de ce probléme est 1'étude compléte de la fonction numérique f définie pour tout
nombre réel x différent de —1 par :

{f(x) =x- len|1 +§| six #0
fx)=0
Les parties A et B sont indépendantes.

On notera (Cf)la représentation graphique de f dans le plan muni d'un repére orthogonal

;1.
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.

2x +1
x(x+1)

Soit g la fonction numérique définie par : g(x) = —2In |1 + % |
1) Détermine Dg et Détermine les limites de g en +oo et en —oo.

2) Etudie les variations de g ; on ne demande pas de Calcule ses limites en —1 et en 0.

3) Calcule g (— %) puis Démontre que l'on a :

Vx€ ]-o; —1[u]—% ;0[ ;9(x) <0 et VxE€E ]—1; —%[u]0;+00[;g(x) >0
Partie B : Etude de la limite de f a l'infini.

1) Soient les fonctions h et k définies sur I’intervalle [0 ; +oo[ par :

t2 t2 3
h.t—>ln(1+t)—(t—7) et k.t—>ln(1+t)—(t—7+?)
Aprés une bréve étude sur [0 ; +oo[ des fonctions h et k; Démontre que :

t2 2 43
Vt=>0; ona:t—7s n(1+¢t) < t—?+?

S —
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2) En déduis que lim % =1

t -0
3) En utilisant les résultats précédents, Démontre que lim f(x) = %
X —> —0o0
Donne une interprétation graphique des résultats de la question précédente.

Partie C : Etude de la fonction f.

1) Détermine Df et Détermine la limite de f en —1

2) Etudie la continuité de f en 0

3) Démontre que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1

4) Calcule la dérivée de f et Démontre que f'(x) = x X g(x)

5) Dresse le tableau de variations de f

6) Détermine une équation de la tangente (T)a (Cf)au point d'abscisse 0
Détermine les asymptotes a (Cf).

7) Montre que 1'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et 8 avec —0,8 < B < —0,7.

8) Trace (T) ; les asymptotes et la courbe (Cf).

- Partie A :

Le but de ce probléme est d'étudier dans la partie A la fonction numérique f définie sur

10 ; 4o par f(x) =x + % + l:—; , de Détermine ensuite dans la partie B la position de sa

courbe représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite
récurrente dans la partie (I"), cette derniére partie étant dans une large mesure indépendante
des deux autres.

1) Soit g la fonction numérique définie sur ] 0 ; +oo[ par g(x) = x° - x - 2Inx + 1

, _ 2
a) Montre que la fonction g est dérivable et que Vx € Dg g (x) = (D" +3x +2)

X

b) Etudie les variations de la fonction g puis Détermine le signe de g(x).

2) a- Détermine les limites de f en 0 et en + oo.

b- Montre que pour toutx € ] 0 ; +oo[,f '(x) = % puis donne le tableau de variations de

la fonction f.
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Partie B :

I Désigne la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal
(0; T; ) unité graphique 2 cm.

Soit h la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par h(x) = x + Inx.

1) Etudie le sens de variation de h puis Montre que 1'équation h(x) = 0 admet une solution
unique o sur l'intervalle[ 0,4 ; 0,7 ]

2) Montre que l'ona: e ™* =«

3) a- Vérifie que la droite A d'équationy = x est asymptote oblique & I" en + oo,
b- Utilise les résultats de la question 1) pour Détermine les positions relatives de I" et A.

4) Construire I" et A dans le repére ortho normal (0 ; 7; )

5) a- Calcule au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale I = . 2t gt

1 ¢2

b- En déduis l'aire, en cm?® de la portion de plan limitée par la courbe I", la droite A et les
droites parall¢les a I'axe des ordonnées d'équationx = letx = 2.

Partie C : Etude d'une suite
Dans cette partie :

e I désigne l'intervalle [ 0,4 ; 0,7 ]
e o estleréel mis en évidence au B. 1.

e @ estla fonction définie sur R par ¢ (x) =e™*

Uy = 0,4’

1) wu estla suite récurrente définieparVn € N : { _
Upy1 = (p(un)

Montre qu'on a pour tout x € [ :
a)px) €1

b) [¢'(x)] < 0,7
) lp(x) —al <£0,7|x — af

2)a)MontrequeVn € N; ona: |u,4 —al <0,7|u, — a| puis en déduis par récurrence
quevVn € N; ona:|u, —al| <0,3(0,7)"

b) Conclus alors quant a la convergence de la suite u.

3) Détermine un entier p tel que pour n > p on ait: |u,, — a| < 1073 puis donné a l'aide de la
calculatrice une valeur approchée de u, a 107 3pres.
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En déduis une valeur approchée par défaut et par excés de a & 10~ 3prés

- Partie A : On considere la fonction g définie sur l'intervalle I = [—% ; +oo[ par:

2 —In(1 +x)

1+x

Soit fla fonction définie par : f(x) =

1) a) Détermine I'ensemble de définition de f et les limites aux bornes de cet ensemble.
b) Détermine la fonction dérivée de f et établir son tableau de variations.

2) Démontre que V x € ]1 ; 4oo[; I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.
Vérifie qu'une valeur décimale approchée de a a 10~ 3prés est 3,9.
3) Précise, suivant les valeurs de x, le signe de f(x)

n(1+¢t)

7 sit>0

Partie B : soit g la fonction définie par : g(0) = 0 et g(¢t) =

1) Démontre que g est continue en 0. Etudie la dérivabilité de g en 0.
2) Calcule g'(t) et Exprime g'(t) en fonction de f(t)
3) a) Détermine la limite en +oo0 de g.

b) Dresse le tableau des variations de g.

4) Le plan est rapporté au repére orthogonal(o ; 7; J). Construire la courbe (I')
représentative de g.

Partie C : Cette partie a pour objectif de Détermine l'aire A, en unités d'aires, de la portion de
plan limitée par l'axe des abscisses, la courbe (1) et la droite d'équation x = 1.

1) a) Démontre que la fonction g, définie sur [0; +oo[ par : g; (x) = VxIn(1 + x) est
dérivable en 0.

b) Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; +oo[ par : ¢(x) = 2vxIn(1 + x) — OxlzT\/idt

Démontre que ¢ est dérivable en tout point de [0 ; +oo[ et que ¢'(x) = g(x)

2) En déduis que A = fol g®)dt = 2In2 — fgl fTﬁt dt

3) Soit h la fonction définie sur [0 ; +oo[ par: h(x) = fx ﬂdt et k la fonction

0 1+¢
définie sur [O ; %[ par k(6) = tan?0
a) Calcule (hok)(0)

b) Prouve que VO € 1; ona: (hok)'(8) = 4tan’6

¢) En écrivant tan?6 = (tan?@ + 1) — 1; Détermine une primitive de (hok)’ puis donne
l'expression de (hok)

d) Calcule h(1)
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4) déduis des résultats précédents la valeur exacte de A.

- Partie A :

-1y . e 1- . , .
On considére la fonction f définie par f(x) = In (Tj) et soit ( C ) sa courbe représentative

dans le repére orthonormé (o ; T; J)
1) Détermine I’ensemble de définition Dy de f.

2) Calcule les limites aux bornes de D¢ puis en déduis que ( C) admet deux asymptotes dont on
Précisera les équations.

3) Dresse le tableau de variation de f

4) a-Ecris une équation de la tangente ( T ) a la courbe ( C ) au point d’abscisse I ou [ est le
point d’inflexion de la courbe ( C).

b-Etudie la position de ( C ) et ( T ) puis Trace (C ) et ( T ) dans le méme repere.
5) On considére I’intégrale I définie par = f_O% fx)dx.
a-Calcule I en utilisant une intégration par parties.
b-En déduis en cm?® I’aire A de la partie du plan délimité par la courbe ( C ), la tangente
(T ) et la droite d’équation x = —%
Partie B :

On considere dans cette partie la fonction numérique h définie sur ]0 ; %] par:
h(x) = % f(cosx) ou f est la fonction définie dans la Partie A :

1) Vérifie que h est la primitive qui s’annule en % de la fonction g définie par

gx) =—

sinx .
"inté = (2L
2) Calcule I'intégrale K = f% —dx

cos™x

N

Soit I’intégrale (I,,); n appartenant a N définie par : I, = [ -
3

a-Calcule I et I;

NI

b- Calcule I'intégrale [ sinxcos™xdx

3
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c- En déduis I’expression de I, —I,,,, en fonction de n puis Calcule I, ; I3 et I,

- PARTIE A :

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) = —x2? + 3x - 1 - Inx. On désigne par Cg la
courbe représentative de g dans un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j) d’unité graphique lem.

1) Etudie les limites de g en 0 et en + co.

2) Etudie les branches infinies de la courbe Cg.

3) Etudie les variations de g.

4) Montre que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans lintervalle[ 2 ; 3 ].
Détermine un encadrement de o

5) Déduis de ce qui précede le signe de g(x) en fonction de x.
Interpréte graphiquement le résultat.

6) a- Trace la courbe Cg.
a- Discute graphiquement suivant les valeurs du périmétre réel m, le nombre de

solution de I’équation g(x) =m

PARTIE B :

x—1

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = On désigne par (Cf ) la courbe

x2—xlnx "
représentative de f dans un repére orthonormé (0 ; T ; J) d’unité graphique : 1 cm.

1) a)Montre que pour tout x de ] 0; + o[, onax > Inx.
b) Justifie que la fonction f est bien définie sur ]0 ; +ool.

2) Etudie les limites de f en 0 et en +00. Que peut-on en déduis ?

3) a- Monter que pour tout x de ]0; +oo[, f'(x) = (ngm

—xlnx )?
b- Dresse le tableau de variation de f.

1
ala—1)

¢ — Montre que f(a) = puis en déduis un encadrement de f ().

4) Détermine une équation de la tangente ( T ) a la courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1.

5) Résous 1’équation f( x ) = 0 puis Trace la courbe (Cf ) et la tangente ( T ) dans le méme
repere.

1
6) a- Montre que pour tout x € J0; +oo[ ,ona: f(x)=—=

x —Inx

b- Soit A(«) ’aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf ), I’axe des abscisses et
les droites d’équations x =1 etx = «a .
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Montre que A(a)= 2In( a — 1) puis en déduis un encadrement de A(a).

7) Soit n un entier naturel supérieur ou égale a .
a- Calcule a, = | 1” f(x)dx. Interpréte graphiquement ce résultat.

b- Calcule la limite de a,lorsque n tend vers +oo.

PARTIE C:

Soit la fonction h définie sur R par h(x) = flex f(t)dt. On désigne par (Ch)la courbe

représentative de h dans un repére orthonormé (0 ; T ; ) d’unité graphique : 1 cm.

1) a- Montre que h(x) =In(e* — x).
b- Montre que pour tout nombre réel ,ona:e* > x.

2) a-Calcule limite de h(x) puis limite de @ en + oo

Que peut-on en déduis pour la courbe (C¢) ?

b- Montre que pour tout nombre réel ,ona:h(x)=x + In (1 - ei)

En déduis de lim h(x) en + o0

3) Etudie la position relative de (Ch) etde (A):y = x
4) Dresse le tableau de variation de h puis Trace(Ch) .

- PARTIE A :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ln( 2x + V4x? + 1). On désigne par (Cf) la
courbe représentative de f dans un repére orthonormé(0 ; 7 ; j) d’unité graphique lcm.

1) Montre que f est impaire.

2) Montre que f est dérivable sur R puis Montre que sa dérivée f'(x) = \/ﬁ.
X

3) Dresse le tableau de variation de f.

4) Etudie les branches infinies de la courbe (Cf).

5) Trouve une équation cartésienne de la tangente (T ) a (Cf) au point d’abscisse nul.

6) Précise la position de ( T ) et (Cf).

7) Trace la droite ( T ) et la courbe (Cf)

8) Soit a un réel strictement positif. Calcule en fonction de a , I’aire de la partie du plan
délimitée par la courbe (Cf) et les droites d’équations respectives x =0,y =0 et x = a.

- ___________________________________
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PARTIE B :

1) Montre que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle I
que ’on Précisera.
2) Construis dans le méme repére que (Cf) , la courbe (Cg) de la fonction g.
3) Montre que pourtoutx € I,ona: g(x) = %(e" — e ).
4) Montre que I’équation g(x) = x admet dans I’intervalle ] 0 ; + oo [ une solution
. -V3 V3
unique a et que o ]T ; 7[.

5) Calcule en fonction de a I’aire du domaine limité par les deux courbes (Cf) et (Cg)
et situées dans le demi-plan x > 0.

PARTIE C:

g(x)
g’

On considére la fonction ¢ définie sur R par ¢ (x) =

1) Montre que ¢ est une bijection de R sur un intervalle J que 1’on Précisera.
2) Onpose h(x) = ¢~ !(x). Donne les expressions de h(x) et h' (x).
3) Etudie puis représenter le fonction h sur]—1; 1[.

Solutions

Propriétés de la fonction logarithme

- 1) En utilisant les propriétés logarithmiques, exprimons en fonction de In2 les réels suivants :

A=In8 +3nl6 — Iny2
=A=' +1in2* —In2 =32 +22 —L 2 =>A=2n2
B=mn(2+V2+v2)+In(2-V2+2) + In(2 +2)
=>B=mn|(2+V2+V2)(2-V2+V2) (2 +V2) |

=In [((2)2 - (\/T\/E)z) (2 + \/7)] =in[(4-(2++2)) (2++2) |

= in[(4 -2~ V2)(2 +2) | = In(2 - VZ)(2 ++2) = In| @2 - (v2)]

=Imn(4—-2)=In2 =B= I[n2
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C=1In2v2 + In4 — ln\/l—7 + /23
3 1
=>C= In2z + In2% — (Inl — InV2) + In(2%)?
3 3 3 1 3
= In22 + In2%2 + InV2 + In22 = In22 + In2% + In2z + In22
3 1 3 3 1 3
= Ean + 2In2 +Eln2 +Eln2 = Ean + 2Iin2 +Eln2 +Eln2

11 _ _1
= 7ln2 = C= > n2

15
D = In64 +§ln8—ln fz /2\/2\/7 = In2¢ +§ln23 — In216

=6In2 +5m2-2m2=2m2
16 16

=D = ﬂln2
16

2) En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans R les équations suivantes :
a-in(2x +7) = In(x-3) =D, =13; +oo[

Alorsin(2x +7) = In(x-3)©®2x +7=x-3®x =-10¢D,=S={0}

b- In(x*-2x-3)=In(x + 7)=>D, =1-7; —1[U]3; +oo]

Alorsin (x* - 2x-3)=In(x + 7) @ x*-2x-3=x+ 7®x*-3x-10=0
=>A=49Doncx; = —2€D, et x,=5€D, =S={-2; 5}

c- Inx + In(3x + 2) = In(2x + 3)=>D, =]0; +oo[

Alorslnx + In(3x + 2) = In(2x + 3) @ In[x(Bx+ 2)]=In(2x + 3) &
x(Bx+2)=2x +3®3x*+2x =2x +3®3x* =3 x¥* =1=x=-1¢D, ou
x=1€eD, =S={1}

d-ln(x-3) =+ 7)-In(x+ 1) =D, =]3; +oof

x+7
x+1

x+7
x+1

Alorsin(x-3) = In(x + N-In(x + ) & (x-3)=m(2]) & x-3=

Sx-3)x+D=x+7 ©x'-2x-3=x+7®x-3x-10=0=>A=49
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Doncx; = —2¢D, et x,=5€D, =S={5}

e-ln(2x-2) + In(x+2) = 3ln2 =D, =]1; oo

Alors In (2x - 2) + In(x+2) = 3In2 <3=>ln[( 2x - 2)(x+2)] = n23 &
(2x-2)(x+2)=22®2x° +2x-4=8 ®2xX +2x-12=0®x"+x-6=0
=>A=25Donc x; = -3€D, etx,=2€D, =S={2}
f~-inx=2)+In(x+3) =2In(x +1).=>D,=]2; +oof

Alorsin(x—2) + In(x +3) = 2In(x +1) ® In[(x- 2)(x +3)| = In(x +1)?
@ (x-2)x+3)=(x +1)? ®—x—-7=0=>x=-7¢D, => S={0}

g- InvV2x -3 =ln(6—x)—%lnx :>Dv=]§;+oo[

Alors Inv2x — 3 =ln(6—x)—%lnx ©@ m2x—3 =In (6 —x) —InVx &
InV2x =3 +Invx =In(6—x) © [(V2x =3 )Wx)] = In (6 —x) &

(V2x=3 )(Vx)=6—x® Jx(2x—3) =6 —x® /2x2—3x =6—x &

2
(/2x2-3x) =(6-x) ©2x*-3x=x"—-12x+36®x*+9x-36=0

=>A=225.Donc x; = —12¢D, et x,=3€D, =S={3}

h- lnlx—1|+ln|2x—1|=0:>DV=]—00;%[U]%;1[U]1;+00[
Inx—1D)2x-1D]|=0nx-1)R2x—-1)|=h1 &|x—-1)2x-1)|=1
& |2x?-3x+1/=1=>2x*-3x+1=-1 ou 2x*-3x+1=1

- Si2x?-3x+1=-1 &2x>-3x+2=0=A= -7 etS; ={0}.

- Si2x?-3x+1=1®2x*-3x=0=>2x—-3)=0.Donc x=0€D, ou

x=2ep, =>s={0;:}
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i- (Inx)? —7lInx +6=0.
Effectuons un changement de variable en posant : Inx = X
Alors I’équation (Inx)? — 7Inx + 6 = 0 devient: X?>—7X+6=0=>A= 25.

Donc X; =1 et X,=6

- SiX;=1®lmx=1=>x=cel=e.

- SiX,=6 ®lnx=6 =>x=e"

=S={e; e}

j- 3[In(x + D]* = 2In(x +1) = 5=0

Effectuons un changement de variable en posant : In(x + 1) = X

Alors ’équation 3[In(x + 1)]?> — 2In(x + 1) — 5 = 0 devient: 3X?—-2X—-5=0
=>A= 64. Donc X; =—1 et X, =

- SiXy=-1®hx+1)=-1=x+1=el=x=-1+e!

3 3
- Sinzg <i>ln(x+1)=§ =x+1=e5 =>x=—-1+¢€5

:>S={—1+e_1 ; “1ted }

3) En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans R les inéquations suivantes :

a-ln(x +8)—In(x+14)+In(x+2)<0=>D,=]-2;+00]

Inx +8)—-Inkx+14)+in(x+2)<0.

Posonsln(x +8)—In(x+14)+In(x+2)=0&In (;:i

)+ln(x+2)=0<3:(>

(x+8)(x+2)] _ (x +8)(x+2) _
ln[T = Inl <3=(>—x+14 =1 +8)x+2)=x +14 &

2 +10x+16=x+14 & x249x+2=0 =>A= 73.Doncona:

-9-+73 —-9++73 -9-+73  —9++73
> et xZ = 2 )

':>51=[ 2 ’ 2

x1=
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Ainsi lintersectionde D, = |—2;+c0 [ et §; = [_9_2m ; —9;«/%] donne :
—9++73
2

S = ]—2;
b- In (2x-1) - ln(1-x)<ln3:>DV=]§;1[

m(2x-1)-In(1-x)<In3

2x -1
1-—x

)=ln3 ol _3 &
1—x

Posons In (2x-1)- In(1-x) =In3 © ln(
20-1=3(1-x) ®5x—4=0 =>x=2 =5 = |- ; 2]
Ainsi I’intersection de D,,=]%;1[et S = ]—oo ;;i[ donne: S = ]l ;;i[
- In(x+ 1) >mM@x-1)-In(x-1) =D,=]1;+0]

mnx+1D>mh@x-1)-In(x-1).

Posonsin (x + )= In(4x- D-ln(x-1) ©ln(x +1) = ln(4x—1) o

x—1

_4x—-1

x +1 —

S+ DE-1)=4x-10x-1=4x-1x*-4x=0®
x(x-4)=0=x=0o0ux=4 =5 =]-o0 ;0[U]4 ; +oof

Ainsi I’intersectionde D, =] 1;40w [ et S = ]—c0 ; 0[U]4 ; +oo[ donne:
S=14; 4o

4) En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans RxR les systémes suivantes :
A retenir

Si S et P désignent respectivement la somme et le produit de deux termes x et y , alors :

- x+y=S.

- xXy=P.

- x24+y?=8%2-2pP
- x3+y3=5%-3pPS

{x+y=15 {x+y=15 {x+y=15 ¢>{S=15
T Unx + Iny = 36 ~ Un(x x y) = In36 xXy=36 =
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Ce systéme est solution de I’équation X2 — SX + P = 0 avec S = 15 et P = 36
Alors résolvons 1’équation : X2 — 15X + 36 = 0=>A=81.Donc X; = 3 et X, = 12
=>8=1{(3;12) ; (12;3)}

2 2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2 _op _
_{x +y° =13 o {x +y 13 o {x +y 13 <::>{5 2P =13
Inx + Iny = In6 In(x xy) =1In6 XXy=6 P=6

o {Sz ;22(66) =13 {52—2162 =13 {51232265 o {15; zz ou {5P==—65

-Pour {ﬁ B > , le systéme est solution de I’équation X* —SX + P =0avecS =5 etP =6

Alors résolvons ’équation : X2 —5X +6 =0=>A=1.Donc X; =3 etX, =2

=>S={(3;2) ; (2;3)}

-Pour {SP —_65 , le systéme est solution de I’équation X?> —SX + P = 0 avec S = —5 et
P=6

Alors résolvons 1’équation : X2 + 5X + 6 = 0=>A=1.Donc X; = —3 et X, = —2
=>8={(-3;-2); (-2;-3)}

{Zan —Iny=0
4lnx +Iny =3 (2)
(1)

La somme des équations (1) et (2) donne : 6Inx = 3 =>Inx = %

N[-

=x=e

1 1
En remplagant x = ez par sa valeur dans 1’équation (1), ona : 2lnez —Ilny = 0 &

Zx%_lny:()@l—lnyzo :>lny=1 ==y=e

= S= {(e%;e) ; (e?e%)}

Inx x Iny = —10 _ _v __[XXY=-10
_{lnx+lny=3 Posonslnx =X et Iny=Y _>{X+Y=3
<:::>{P=—10

§=3

Ce systéme est solution de I’équation X> —SX + P =0avecS =3 etP = —10
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Alors résolvons ’équation : X2 —3X —10 = 0=>A=49. Donc X; =5 etX, = —2

- SiX;=5®mhx=5=>x=¢°
- SiXy=-2®mx=-2=>x=e?

=> S={(e;e72); (e72; e}

{ XXY=4 {XXY=4 {XX’Z:%

e- _ & Iny | Inx _ & In®y +In“x\ _
4(logxy+l0gyx)_17 4-(lnx-i-lny) 17 (lnxxlny )_17
XXY= 4 XXY= 4
@{ln2y+ln2x_1_7 .Posonslnx =X et Iny=Y <3i>{}'2+X2 _17 @
Inxxiny 4 xxy 4

P= 4
P= 4 P =
P= 4 P =
2_ 2_
sz—zpzzQ{ﬂ=1_7 ®{5 8=£®{52_8=17 {52=25<:>
P 4 4 4 4
{P= 4
S=5

Ce systéme est solution de I’équation X> —SX + P =0avecS =5 etP = 4
Alors résolvons 1’équation : X2 —5X +4 =0=>A=9.Donc X; =1 et X, = 4

- SiXj=1®hx=1=>x=e
- SiXy=4®Inx=4=>x=¢"

- Soit le polyndme q définie par q(x) = 2x° + 3x” - 8x + 3.
1) Calculons g (1) puis résolvons les équations g(x) = Oetq(x) = 0
q(1) =2(1)*+3(1)?-8(1)+3=2+3-8+3=0
Résolvons les équations g(x) = Oetq(x) = 0

Pour cela, factorisons q(x). La forme factorisée de q(x) en trois produit de facteurs est :
1
4@ = - DE+3)(x—3)
1 1
Alors q(x) = 0 (x — 1)(x+3)(x—5) =0=>x=1oux=-3 oux ==

~ 5= 1133
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Deméme q(x) = 0 (x —1)(x + 3) (x —%) > 0. Posons (x — 1)(x + 3) (x —%) =0

=x=1loux=-3 oux= % Ainsi le tableau de signe est le suivant :
W 1 N
X \ 3 : \ 1

x—1 -
x+3 -

1
x—2

2
q(x) + +

D’aprées le tableau de signe, I’ensemble solution correspondant a I’inéquation q(x) = 0 est:
=[-3.1 .

s=[-3;2|Ul1; +oof

2) En déduisons la résolution de :

a- l'équation : 2(Inx)* + 3(lnx)* - 8lnx + 3 = 0

2(lnx)* +3(nx)*-8lnx + 3 = 0.PosonsInx =X =>2X3+3X>—-X+3=0

1

(X—1)(X+3)(X—§)=0:>X=1oux=—3 ou X =2

- SiX=1®hx=1=>x=e

- SiX=-3®lhx=-3=x=¢3

1
. 1 1 1
- SIX=E <3=(>lnx=E:>x=ez

1

=S = {e; e 3; ef}
b- l'inéquation 2(In x)* + 3(Inx)*- 8lnx + 3 = 0

1
en utilisant la question 1) et 2) a-) ,ona : S= [6_3 ; 67] Ule; +oof

Application des limites de la fonction logarithme

- Calculons la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de définition :

1) f(x)=In(2-x)

Dp={x/x €ER; 2-x>0}.2-x>0=>x<2=>D; =]-00;2[
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lim f(x) =limn(2-x) = limin(-x) = +oo
X— —0  x- —00 X - —o0

lim f(x) =limn(2-x) =—o

x— 2" x> 27

2) f(x) =In(—x*+ 2x +3)

D ={x/x €R; —x*+ 2x +3>0}. —x? + 2x +3 > 0. Posons —x? + 2x +3 =10

lim f(x) = limIn (—x?* + 2x +3) = -

x> —1% x - —1*

lim f(x) =limIn (—x*+ 2x +3) = —o

x -3 x— 3"

Nfx) = (x+Dinx-x

Df={x/x ER; x>0} x>0=>Df =]0;+ oo
limf)=limx+Dinx-x =0 +1)(—0)-0= (1)(—) = —c0
x—0 x—0

limf)=limx+Dinx-x =(+0)(+0)-(+o0)=4+0—0c0="F"
X > + © X = +

Levons I’indétermination

limf(x) =lim(x+ Dinx-x =limxlnx+lnx—x=limx(lnx+ln7x—1)

X = + oo X — + oo X = + oo X = + oo

- ___________________________________
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= (+0)(+0+0—-1)=(+00)(+00)=4+0

4) f(x) =In|-x*+2x + 3|

D ={x/x €R; —x*+ 2x +3 # 0}. —x* + 2x +3 # 0. Posons —x* + 2x +3 =0
=>A=16.Donc x; = —1 et x, = 3. Alors Dy = ]—00;—1[U]-1;3[U]3; +oo[
lim f(x) = lim In|—x? + 2x + 3| = lim In|—x?| = +o

X—>—0 x-—00 X > —0

lim f(x) = lim In|—x? + 2x + 3| = lim In|—x?| = +

x —> 4o X — 400 x > +oo

lim f(x) =lim f(x) = +o0

x> —1" x - —1*

limf(x) =limf(x) = =4

x> 3" x - 37

910 =n(5)

x—1=0
x—1 x—1 x—1 .
Df—{x/x E]R,x+2>0}. x+2>0,Posonsm—0—> et
x+2=0

=
+
8

X —00 -2
x—1 + \ +
X +2

=>Dp =]-00;—2[U]1;+oo]

lim f(x) =limn (i—;;) =limIn (xi) =Imn(1)=0
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lim f(x) =limIn ();_;21) =limin (xi) =mn1)=0
X — 400 X — +oo X — +oo

lim f(x) = lim f(x) = In (32) = +oo
x—> -2 x--=-2%

lim f(x) = lim In(0) = —c0

x—- 17 x -1t

In (x +1)

6) f(x) =
Dr={x/x €ER; x +1>0etx®#0}.
Xx4+1>0=>x >—-1 et x2#0=>x#0

La reunion de ces deux conditions Donne Dy = ]—1;0[ U ]0; +oo[

lim f(X) = lim In(x +1) _ n(0) - —o»

lim () = lim 2x 2E = (—o0) x (1) = —o0
x—0" x—0"

lim f(x) = llm x et (+0) x (1) = 4+
x - 0* x -0t

lim f(x) = lim fnCctl) +1) = lim ln(;) =0

X -+ x — +oo X = +o0

Dfx) =x3-x-2Inx + 1
D={x/x ER; x>0} x>0=>Df=]0;+00[
limf(x) =limx3-x-2lnx + 1 =0-0—2(—©)+1= +

x—0 x—0

Fonction Logarithme Népérien
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lim f(x) =limx3- x-2Ilnx + 1 =4+ o0 — c0o="F["
X — + oo X — + oo

Levons I’indétermination:

Fonction Logarithme Népérien

lim f(x) =limx3- x- 2Ilnx + 1 =limx? (x—i—Zlnx + %)=(+00)2(+00)=+oo

x
X > + o X —> + X > + oo

In|cosx |

8 flx) =

xz
D ={x/x €R; cosx # 0etx*#0}.
x¢%+2k7‘r

cosx + 0 cosx #+ cos% => ou aveck €EZ
X+ —%+ 2km

x2#0=>x#0

La reunion de ces deux conditions Donne Df =R - {—% ;0; %}

9) f(x) =(2x —Din(2x — 1)

Dp={x/x €R; 2x—1>0}.2x—1>0=>x>>=> sz]g

lim f(x) = lim 2x — 1)In(2x — 1) = (0)(—) = "FI "

Levons I’indétermination en effectuant un changement de variable:
Posons 2x — 1 =X =>x =X2L1. Six—>% alors X - 0
= lim f(x) © limXlnX =0

x=- X-0

Dot limf(x) =0

1
X ==
2

;+°°[
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lim f(x) =lim 2x — 1)In(2x — 1) = lim 2xIn2x = +
X = + X = + o X — +
Dérivées et primitives de la fonction logarithme

. 1) Calculons la dérivée des fonctions suivantes :

a-f(x)=m2x +7) =f'(x) =

2x +7

-2

b- f(x) =In (x? - 2x-3) = f'(x) =

x2 2x -3
- f(x)=(x + DinBx + 2) =f ()= nBx + 2) + 3(3—++Z7)
' x In(3x x
:>f (x) _ (3x +2) (33x1§)+3 + 21
\#1 1
d- f(x) =Inv2x—3 =>f'(x) =ﬁ:m
ef@ =M@ +DP = =3(=)n@+DT @
- 1 xi+4x+1
f- f(x)—ln( ) =)= == e m—
— 3 20my o ey _ 3x2-1  2x _ sxt43x%-2
g- f(0) = In(x® —0)(xX242)=>f (0) = Z—+ ==

x3-x x242 (x3—x)(x2+2)

h- f(x)=vx—1In(—x +1) —>f(x)— XVx—1

- f'( )= m(—x+1)  Vx=1 _In(-x+1) | Vx=1_ (x—Din(-x+1) +2(x - 1)
X = S h=1 i1 arod x -1 20 — DWx =1

2) Calculons la primitive des fonctions suivantes :
a-f(x)=n(2x +7)

NB:Sif(x) = In(ax + b) => F(x) = (x + =) In(ax+b) - x+k

Alors f(x)=In(2x +7) => F(x) = (x + %)ln(Zx +7)—x+k

Sinx — Cosx —(=Sinx + Cosx) .
b- f(x) = — = , = —In|cosx + sinx| + k
cosx + sinx cosx + sinx
—x+ 1 -2 —=x+1 1. 2x-2
e f(x) =—= = =x2 = —ox—22—2
x2—2x-5 -2 x2-2x-5 2 x2-2x-5
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=>F(x) = —;xIn(x? - 2x—5)+k

d- f(x)=In(3—x) =>Fx)=x-3)In(3—-—x)— x+k

7 2 7 7.2 7
e f) == e a5k

_ —x+ 1 _ _ _l 2 _ _
f- f(x)—lnaﬁ-xz_ZX_5 => Fx)=xlnx-x len(x 2x—5)+k

1

g- f(x) = —— =2x—— => F(x) = 2 X In|lnx| + k = 2In|lnx| + k

xlnx nx

-2 2(1-3)
h- f(x)=—%X = 2 => F(x) =2XIn|x —Inx| + k = 2In|x — Inx| + k

x—Inx x—Inx

. Soit la fonction g définie sur R —{—1; 0; 1} par g(x) = ﬁ

1) Déterminons les nombresréelsa; betctelqueVx €]1 ; +oof

. a c
On ait g(x) = sttt o3

b 4 c alx — D+ D+bx(x+1D)+cx(x—1)

a _ —
g(x)_;+x_1 x+17>g(x)_ x(x—Dx+1)

. _ a(x2 - 1)+ bx(x + D+cx(x—1) xz(a+b+c)+x(b—c)—a
= g(x) - x(x2 -1) - x(x2-1)

Ainsi par identification, on a:

, 1
D’autre pat g(x) = v

x%(a+b+c)+ x(b—c)—a _ 1 2 _
TG?-D —x(x2_1)¢>x(a+b+c)+x(b c)—a=1

a+b+c=0 a+b+c=0 —14+b+c=0 b+c=1
=> b—c=0 &3 b—c=0 & b—c=0 <©ib—c=0
—a=1 a=-1 a=-1 a=-1

_[bt+tc=1 _ o 1 _1
—>{b_C=0—>2b—1 >b—2 et ¢ =1

. _ 1 1 1
Drou g(x) = x+2(x—1) 2+ 1)
2) En déduisons une primitive de la fonction g sur ]1 ; +oo[

1 1 1 1 1
glx)= —-+ a0 e G(x) = —lnx+Eln(x—1)+Eln(x+1)+k
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Fonction logarithmes dans les cas pratiques

. La magnétude apparente d’un astre d’éclat E est M = log, (EE) ou Ej est I’éclat de référence.
0

1) Exprimons M en fonction de Ina et In (Ei)
0

M= loga(5—0)¢>M= —20

2) Calculons Ina sachant que E, = % et M=5

ln(i) ln<%>
M= — opp =f o M= 0 o p= 2D o g = A0
Ina 0™ 10 Ina Ina M

OrM=5 =>lna= in(10)

=0,46

2) En déduisons la magnétude apparente des astres suivants :

a- Soleil : E = 4,786x101°E,
4,786x1010F )

n(z;) ! ( E In (4,786 x1010)
— SM = 0 =
Ina Ina Ina

M= loga(;—0)¢>M=

10in(4,786x10) _  10In(47,86) 10in(47,86) __

~ 84

.Orlna=046=>M =

Ina Ina 0,46
b- Lune : E = 1,2x10°E,
E 1,2x105E¢
M = log, (i) SO M= w OM = ln( Eg ) _ In(1,2x10°)
Ep Ina Ina Ina
__ 5In(1,2x10) _ 5In(12) 5in(12) ~27

" .Orlna=046=>M=

lna In 0,46

. L’aire A (en cm?®) de la peau d’un cobaye, en fonction de son poids P (en gramme) est donnée
par I’égalité suivante : InA = [n(9,85) + 0,64InP. (In désignant le logarithme népérien).

1) Déterminons 1’aire A de la peau d’un cobaye de poids P = 780g
InA = In(9,85) + 0,64inP .OrP =780

=>[nA = In(9,85) + 0,64In780 < InA = 2,28 + 4,26 ® Ind = 6,54 & A = %>
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=>A = 692,28 cm?
2) Déterminons le poids P d’un cobaye dont la peau a pour aire A = 30 cm®
InA = n(9,85) + 0,64InP. Or A =30

=>[n30 = In(9,85) + 0,64inP < 0,64InP = In30 — In(9,85) <0,64InP = 3,40 — 2,28

©0,64InP = 1,12 © InP = % &P =175 P =el75 =575

=P = 5,75g.

- Pour Détermine 1’dge d’un fossile ou d’un os on mesure le pourcentage de "carbone 14"
présent dans I’objet. En effet, a 1a mort d’un étre vivant si k est le pourcentage de "carbone 14"
restant au bout de N années, alorsona: N =- 8310 X Ink.

1) Le squelette d’un « homme du Cro-Magnon » contient 5% de carbone 14 initial.

Déterminons 1’age de ce squelette

N =- 8310 x Ink. Ork=5%=%=0,05

=> N =- 8310 x [n0,05 = 24894,53
=> N = 24894,53 Ans.
2) Le pourcentage k de carbone 14 contenu dans un fossile vérifie : 51,8% < k < 53,8%.

Donnons un encadrement de 1’age de ce fossile.

51,8% < k < 538% ®=l<k<>2 ©0518<k <0538

n0,518 < Ink < [n0,538& —0,65 < Ink < —0,61 &

(- 8310) x (—0,61) <- 8310 x Ink < (- 8310) X (—0,65) <>5069,1 < N < 5401,5

Alors I’age de ce fossile est compris entre 5069 ans et 5402 ans.

3000
1+0,25x

- Une culture de bactéries a un rythme de croissance modélisé par la fonction R(x) =

Ou x est le temps écoulé en jours.

On admet que ce rythme de croissance est la dérivée de la fonction population P(x) c’est-a-
dire que P'(x) = R(x) et au temps x = 0, la culture compte 1000 bactéries ¢’est-a-dire :
P(0) = 1000.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 344



Fonction Logarithme Népérien

1) a- Déterminons P (x) désignant la population des bactéries apres x jours.

3000 _ 025 3000 _ 3000f 0,25

1+0,25x

P'(x) =R(x) =P(x) = fR(x)dx = f1+0,25x x = 0,257 1+40,25x x = 0,25

0,

. _ 25
=> P(x) = 12000 [

dx = 12000[In(1 + 0,25x)] + k. Or P(0) = 1000

= P(x) = 12000in(1 + 0,25x) + k. Or P(0) = 1000<> k = 1000

D’ou P(x) = 12000in(1 + 0,25x) + 1000
b- Evaluons le nombre de bactérie au bout de 3 jours.

P(3) = 12000In(1 + 0,25 % 3) + 1000 = 7715
D’ou le nombre de bactérie au bout de 3 jours est de 7715 individus.

c- Déterminons le nombre de jours a partir du quels le nombre de bactéries atteindra 12000
individus

Pour cela, posons P(x) = 12000 <> 12000In(1 + 0,25x) + 1000 = 12000

& 12000In(1 + 0,25x) = 11000<> In(1 + 0,25x) = 11;‘(’)((’)?) & In(1 + 0,25x) = 0,91

&1+ 0,25x = %! & 0,25x = %1 — 16> 0,25x = 2,48 — 1> 0,25x = 1,48

=x =592=~6

Alors le nombre de jours a partir du quels le nombre de bactéries atteindra 12000 individus au
bout de 6 jours.

2) Etudions le sens de variation de P(x) sur I’intervalle [0 ; +oo[
(on Calculera la limite de P(x) en +)

P(x) = 12000in(1 + 0,25x) + 1000
P(0) = 12000in(1 + 0,25 X 0) + 1000 = 1000 et lim P(x) = +o

X > +oo
3000

1+0,25x

P'(x) = R(x) = >0Vxe€[0; +oof

Alors V x € [0; +oo, P est strictement croissante.

3) On donne la fonction H définie sur [0; +oo[ par :

H(x) = 48000(1 + 0,25x)In(1 + 0,25x) — 11000x

a- Montrons que H est une primitive de P sur I’intervalle [0 ; +ool.

H est une primitive de P sur I’intervalle [0 ; +oo[ si et seulement si H'(x) = P(x)

H(x) = 48000(1 + 0,25x)In(1 + 0,25x) — 11000x
= (48000 + 12000x)In(1 + 0,25x) — 11000x

0,25
1+0,25x

= H'(x) = 12000 x In(1 + 0,25x) + X (48000 + 12000x) — 11000
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(12000 +3000x)

= 12000in(1 + 0,25x) + =

— 11000

(12000 +3000x) — 11000 (1 + 0,25%)
1+40,25x

=12000In(1 + 0,25x) +

12000 +3000x — 11000 —2750x

= 120001n(1 + 0,253(,') + 1+0,25x

9250x + 11000

=12000in(1 + 0,25x) + — -

1000 + 250x

1+0,25x
1000(1 +0,25x)

1+0,25x

=12000In(1 + 0,25x) +
=12000In(1 + 0,25x%) +

=12000In(1 + 0,25x) + 1000 = P(x)

D’ou H est une primitive de P sur I’intervalle [0 ; +oo

b- Calculons I’intégrale I = fsw P(x)dx
1= [ P(x)dx =[] P(x)dx = [H()]}* = H(10) — H(5)

=>1=100464,1787 — 32580,46335 = 67883,71

Interprétation concrete du résultat : I’intégrale I correspond Iaire en cm? de I’espace occupé
par les bactéries entre le 5™ et le 10"™ jour.

c- Calculons le nombre moyen de bactéries entre le 5™ et le 10°™ jour.

m = —— 1" P(x)dx = 1= 0,21 = 0,2 X 67883,71 = 13576,74 ~ 13577
Alors le nombre moyen de bactéries entre le 10°™ et le 20™ jour est d’environ 13577

individus.

Partie A
Soit la fonction f définie sur [10; 100] par: f(x) =
1) Calculons f’

Inx — 2

X

G)w-@WUnx—2)  1-inxt2 _ 3-inx
(0?2 T2 2

f) =" = f(x) =
2) Démontrons que f'(x) est positive sur I’intervalle [10 ; e3] et négative sur [e®; 100]
Pour tout x € [10 ; 100], x? > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe de 3 — Inx
Posons 3 —Inx > 0 —Ilnx > -3 & lmx<3 S x<ed

= vx<e} 3-Inx>0ctVx>e? 3—Inx<0
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DouVxe€[10;e3],f'(x) >0 etVxe[e?;100],f (x) <0

n10 — 2 ne3 -2 3 -2 1 _
fA0)=———==003 ; f(e)="F5—="F5-=5=¢
etf(100)=%=0,02

3) Dressons le tableau de variations de f.

X 10 e’ 100
f'(x) + -
e—3
0,03 ,02
Partie B

On se propose d’Exprime la capacité pulmonaire de I’étre humain en fonction de son age
x, représenté en années et,g(x) la capacité pulmonaire en litres. On admet que sur
lintervalle[10 ; 100]Jona: g(x) = 110f(x) ou f est la fonction définie dans la partie A
1) Calculons la capacité pulmonaire a 10ans, 15ans, 30ans et 60ans.

- La capacité pulmonaire a 10 ans est: g(10) = 110£(10) = 110 x 0,03 = 3,3 litres
- La capacité pulmonaire a 15 ans est: g(15) = 110f(15) = 110 x 0,04 = 4,4 litres
- La capacité pulmonaire a 15 ans est : g(30) = 110£(30) = 110 x 0,05 = 5,5 litres
- La capacité pulmonaire a 15 ans est : g(60) = 110f(60) = 110 x 0,03 = 3,3 litres

2) Tragons la courbe représentative de g dans un repére orthogonal.
(On prendra en abscisse : 1cm pour 10 ans et en ordonnées 1cm pour 10 litres).

En utilisant le tableau de variation de f, on en déduit celui de g :

10 e’ 100

X
g'x) + -

110e™
g(x) /
3, 2,2

3) Déterminons 1’age a partie du quel la capacité pulmonaire est maximale

En utilisant le tableau de variation ci-dessus, on a :

La capacité pulmonaire est maximale 4 1’Age de : e = 20,08 ~ 20 ans et cette capacité
maximale correspond a 110e73 = 5,47 litres.

4) Déterminons graphiquement I’intervalle du temps durant lequel la capacité
pulmonaire reste supérieure ou égale a 5 litres.
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Pintervalle du temps ]14 ; +oo[

Problémes

Partie A :
- Soit la fonction g définie sur ] 0; +oo[ parg(x) = —x? + 1— Inx
1) Dressons le tableau de variation de g.
limg(x) =lim—x*+1-Inx=—(0)>+1— (—) = +o
x—>0 x—0
lim g(x) =lim —x*+1- Inx = —(+0)? + 1 — (+) = —00 — 00 = —00
X = 400 X = 4o
gx)= —x*+1-Inx=>g (x) = —2x — %= —(2x+ i)

Alors Vx €] 0; 4+oof g' (x) < 0.D’ou le tableau de variation de g est le suivant :
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X 0 1 400
g'(x) —

+o00 X
|
1

gx) \\

2) Calculons g (1) puis en déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

g)= —x*+1—Inx =>g(1)=0
Alors d’apres le tableau de variation de g, ona:
Vxe]0; 1[ gix) >0et Vxe]1; +of gx) <0

Partie B :

Inx

Soit la fonction f définie sur ] 0; +oo[ par f(x) = — %x +1+ - ©t ( C) sa courbe dans

le repére orthonormé (0; 7; 7) (unité graphique 2 cm )
1) Dressons le tableau de variation de f.

fO) = —3x + 14+ 2=

lim f(x) = lim — 2x + 1+ 2= == 2(0) + 1 +;(—00) = —o0

x—0 x—0

limf(x)zlim—%x + 1+ l;l—j =—%(+00)+1+%(0)=—oo

X > +oo x = 0

flx) = _%x +14 l;‘_;‘ = f'(x) = _% + 12—xz;1x _ —xz-;iz—lnx _ %

Vx €]0; +oo[ ,2x2 > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x).
Or d’apres Partie A 2),ona:

vxel0; 1 gx)>0=> vxe]0; 1] f'(x) >0

et Vx €]1; +oof g(x) <0=>Vx€]1; 4o f'(x) <0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :
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x
f10) +

£ /e/'

2) Démontrons que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions @ et avec (a < )

D’aprés le tableau de variation de f, Vx € ] 0; 1[ f est définie, continue et strictement
croissante de ’intervalle ] 0; 1[ vers ]—oo ; %[

Alors I'équation f(x) = 0 admet une premiére solution

De méme ,Vx € | 1; +oo[ f est définie, continue et strictement décroissante de 1’intervalle

]11; 4oo[ vers ]—oo ; % [ . Alors I'équation f(x) = 0 admet une deuxi¢me solution f

3) a) Montrons que la droite (A)d'équation y = — %x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f.

La droite (A)d'équation y = — %x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f si et seulement si
limf(x)—y=0
X = 4+
. . 1 Inx 1 . 1 Inx 1
llmf(x)—y—llm(— Ex+1+g)—(— §x+1)—llm— Ex+1+;+ Ex—l
X = +oo X = 400 x = +o00

= lim & = lim l-ln—x=1(0) =0

2x 2 x 2

X —> 400 x> 400
D’ou la droite (A)d'équation y = — %x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f
b) Etudions le signe de f(x) — (— %x +1 ) puis en déduis la position de (C) et (A).
L’étude du signe de f(x) — (— %x +1 ) nous permet d’en déduis que :
- Vx€]0; 1[; (C)est en dessous de la droite (A)

- Vx€]1l; +oo[; (C)est au dessus de la droite (A)
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4) Tragons (C) et (A) dans le méme repére.

- Partie A :

On considére la fonction g définie sur ] 0; +oo[ par g(x) =x% + 2- 2Inx
1- Etudions les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.
limg(x)=limx? + 2-2Inx =(0)?+2—2(—») = —o0

x—0 x—0

limg(x)=limx? + 2-2Inx = (+0)? + 2 —2(+0) = +00 — 00 = "F[ "
X—> 400 x> +4oo

Levons I’indétermination

) = (+0)*(1 + 0 = 0) = +oo

. T 2 _ —J;i 2 i_
limgx)=limx* + 2-2Ilnx =limx (1+x2 =
X— 400 x> 400 X -t

2- Dressons le tableau de variation de g puis en déduis son signe sur ] 0 ; +oo[

2_
Vx €]0; +oo[ ; x > 0 Alors le signe de g'(x) dépend du signe de x* — 1

Posonsx? — 1=0 =>x=—-1¢Djou x =1

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :
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X 0 1 400
g'x) - ) +

gx) \ ; /

D’aprés le tableau de variation de g, Vx € 1 0; +oo[ g(x) >0

Partie B :

Inx

On consideére la fonction f définie sur ] 0; +oo[ par: f(x) = x +2 — et soit (C) sa

courbe représentative dans le repére orthonormé (0 ;1 f) (unité graphique 2 cm )

1) a) Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Inx

lim f(x) =limx + 27 =0+4+2(—0) = -

x—0 x—0

Inx

lim f(x) =limx + 2 — =+o00 + 2(0) = 4+
X = +0o X — +00

b) Etudions les variations de f et Dresse sont tableau de variation.

— 249
f(X) = x +21nTx :>f,(x)= 1+ 2(1lenx) _* +2-2lnx _ g(x)

XZ X2
Vx €]0; +oo[ ,x% > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x).
Or d’aprés Partie A 2),ona:Vx €]0; +oo[ g(x) >0=>Vx €]0; +oo[ f'(x) >0

D’ouVx €]0; +oo[; f est strictement croissante le tableau de variation de f est le suivant :

x 0 400
f'(x) +

+o0
F) /

—00

¢) Montrons que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C), puis étudions la
position de (C) par rapport a la droite (A).

La droite (A)d'équation y = x est asymptote a la courbe (C) de f si et seulement si

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 352



Fonction Logarithme Népérien

limf(x)—y=0
X — 400

Inx

)—(x)=limx+ 2™ —x =1im&§21"7" =2(0) =0

limf(x)—y=lim(x + 2 lnTx
X > 400 X = 400 X —> 400 X = 400
D’ou la droite (A)d'équation y = x est asymptote a la courbe (C) de f
Etudions le signe de f(x) — y puis en déduis la position de (C) et (A).
L’étude du signe de f(x) — y nous permet d’en déduis que :

- Vx€]0; 1[; (C)est en dessous de la droite (A)

- Vx€]1l; +oo[; (C)est au dessus de la droite (A)

2) Déterminons les coordonnées du point A sachant que la courbe (C) admet au point A une
tangente (T) parallele a (A).

- Soit (T) la tangente y = f'(x9)(x — xp) + f(x) .

- Soit la droite (A) d'équation y = x
i . 1 (%o .
Soit A (yo) ce point
La tangente (T) est paralleéle a la droite (A) si et seulement si les coefficients directeurs sont
249
égale c’est —a-diref’(xg) = 1. Or f'(xy) = o742 Zinxg

x02

24
flxp) =1 <3=(>x°+j¢ = 1®xp%+ 2— 2Inxg = xy> & 2— 2Inx, =0 &
0

Inxg=1=>x5=e et yp=x5=c¢€.
D’ou A(z) est le point cherché.

3) Montrons que I'équation f (x) = 0 admet une solution unique « et que a [0,5 ; 1]

- D’aprés le tableau de variation de f, Vx € ] 0; +oo[ f est définie, continue et strictement
croissante de ’intervalle ] 0; +oo[ vers |—oo; 400 .
Alors I'équation f(x) = 0 admet une solution unique «a telle que f(a) = 0.
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£(0,5) = —2,2

IR (CORIIORT:

De plus {

Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires a [0,5 ; 1]
Conclusion : 1'équation f(x) = 0 admet une solution unique « et que a [0,5 ; 1]

4) Trace (C) et (A) dans le méme repére.

5) Hachurons puis calculons l'aire du domaine plan limité par la courbe (C) ; la droite (A) et les
droites d'équation x = letx = 2.

Soit A = flz[f(x) — yldx cette aire

Azflz[f(x)— yldx < A =f12[(x + 2 lnTx )— (x)]dx <2i>A=f12(2 IHTX )dx
nx nx 2 2

=>4 =2 flledx =2 flzilnxdx =2 [%]1 = [(Inx)?]? =1,92 cm?

Pour le domaine hachuré, (Voir figure)
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- Partie A :

1) On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1+ x? - 2x%inx
a- Dressons le tableau de variation de g.

Dy =10; +oof

limg(x) =lim1+x?-2x?nx =1+ (0)2-2(0)=1

x—>0 x—0

lim g(x) =lim 1+ x? - 2x%Inx =1+ (4+)? — 2(+00) = 400 — 00 = "F[ "
X > 400 X > 400

Levons I’indétermination

lim g(x) = lim 1 + x% - 2x%Inx = lim x* (xi2 +1- 2lnx) =(+0)%(0+1— ) = —0
X—> 400 x> 4o X = +oo

gx) = 1+x% - 2x%nx = g'(x) = - 4xinx

Vx €]10; +oo[; - 4x < 0. Alors le signe de g'(x) dépend du signe de Inx
Posons Inx > 0=>x > e%=>> 1. Ainsi pourlesx > 1,ona: Inx >0

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X 0 1 le 400
—4x - P =
Inx — ( e
g'(x) + =
2 !
9(x) 0
1 —00

b- Démontre que l'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que :
1,89 < a < 1,90.

- D’aprés le tableau de variation de g, Vx € ] 1; +oo[ f est définie, continue et strictement
décroissante de I’intervalle | 1; +oo[ vers]|—oo; 2.
Alors I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que g(a) = 0.
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9(1,89) = 0,02

5(190) = 0,02 = g(1,89) x g(1,90) < 0

- Deplus {

Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires ona: 1,89 <a < 1,90.

Conclusion : I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que 1,89 < a < 1,90.
c- Déduis de ce qui précede le signe de g(x).

Alors d’apres le tableau de variation de g, ona:

Vx€]0; af glx) >0et Vx€]a; +oof gx) <0

Inx
14 x2

courbe représentative dans le repére orthonormé (0 i1 f) (unité graphique 2 cm )

2) On considére la fonction numérique f définie sur ] 0; +oo[ par f(x) = et soit (C) sa

a- Dressons le tableau de variation de f.

Inx
1+ x2

lim f(x) = lim

= —00

x—0 x—0

. T nx 5. lnx
lim f(x) = lim -—— =lim— =0

x — +oo x — +oo X =+
1 2
Inx , —(1+ x%)—2x(lnx) 1+ x2 - 2x2inx g(x)
f— => =% = =
f(x) 1+ x2 f (x) (1+ x2)?2 x(1+ x2)2 x(1+ x2)2

Vx €]0; +oo[; x(1+x2)? > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)
Or d’apres Partie A 1) c¢),ona:

Vx€]0; afl glx) >0=> Vx€e]0; al f'(x)>0et

Vx€ela; +of glx) <0=>Vx€e]a; +o[ f'(x) <0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

0 a +o0

X
f/(x) + 0 -

@ || / f(a)\o
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b- Vérifions que f(a) = # En déduis un encadrement de f () d'amplitude 2¢107*

2
D’aprés Partie A 1) b),ona: g(a) =0 1+ a? - 2a%lna =0=>Ilna = 12;‘;
, _ lnx _ Ina
Dautre part f(x) = ——=> f(@) = T
1+a? Ina o
Remplagons Ina = >-z Par sa valeur dans f(a) = T4 oz Ansiona:

1+a?

Ina 202 1+a? 1 5y 1
= == = = = — = —
f(a) 1+ a? f((l) 14 a? 2a2(14 a2)  2a? D’ou (a) 2a2°

c- Tragons (C) dans le repére.

¥l

Partie B :
On considére la fonction numérique définie sur ] 0; +oo[ par: F(x) = flx f®)dt
1) a) Prouvons que F est dérivable sur ] 0 ; +oo[ et précisons F'(x).

f est une fonction continue sur | 0; +oo[ . Alors F est donc dérivable sur | 0; +oo[

Inx
14 x2

Sa fonction dérivée est F'(x) = f(x) avec f(x) =

b) En déduis le sens de variation de F.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 357



Fonction Logarithme Népérien

X 0 1 400
f(x) - +

| T~ —

D’apreés le tableau :

V x €]0; 1[; F est strictement décroissante

Vx €]1; +oo[; F est strictement croissante

Int Int
(1+t)2 sf@ = 2

2) a) Vérifionsque Vt = 1;o0na:

OnsaitqueVt >1;ona:t?<1+t><t>+2t +1

1 1 1 1 1
t2+2t +1 1+t2

& < ——<
t2 (1+t)2 = 1+t2 — ¢t2

En prenant les inverses, on a :

En multipliant cette derniére par Int, ona:

Int Int Int Int Int . .
< < — & < < — ’ S
Tl ces =& Tz = fi®) < 2 (ce qu’il fallait Démontre )

b) Pour toutx >0 ett # 0; onpose [(x) = [ Trdt et ](x)=f1x(1h:—z)2dt

- A l'aide d'une intégration par parties, Calcule I (x)
x Int x 1
1) =[] 7dt =[] 5intdt

Posons u(t) = Int =>u'(t) :%

’ 1 1

v(t)zt—2:>v(t)=—;
o0 2 [ s e [ [ o o ]
= I(x)_[ t]1+f1 tzdt _[ t 1+[ t]l_ t t]l
= 1) =1---"=

1 1
in i 1+t , calculons J(x).

c) A l'aide d'une intégration par partie et de 1'égalité :

Puis en déduisons de ce qui précéde queVx > 1;o0na:
Inx 1

x Inx
ln2+ln(x+1)— S F(x)Sl—x—— -
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Jx) =[] Tne dt =[] (1+ REvSTRs Int dt

Posons u(t) = Int =>u/(t) :%

= -1

Vi) = a +t)2 = v(t) = 1+t
_ _ e [t
>](x)—[ 1+t1+ 1t(1+t) [ 1+t]

Int Int

= J(x) = [——] + [Int — In(1 + O] = [__ Int —

. _ x _ Inx
= ](x)—ln2+ln(x+ 1) 1+x

En déduisons que Vx > 1;o0na:n2+In (x

)
+1 x+ 1

s \ . Int x Int
D’aprés 2) a), ona.mﬁ fl f(Hdt < —
x Int
fl a +t)2d

x lnx 1
ln2+ln(x+1) x+1<F(x)<1 x  x

d) On admet que lim F(x) =

X — 400

On sait que : In2 + In (x ol

+1 x+ 1

En appliquant le théoréme des gendarmes a 1’inégalité :

x Inx 1
ln2+ln(x+1> x+1< F(x)<1——-=,ona:
lim ln2+ln(xil)— xlle < limF(x) llml—ln—x—% &
X >+ X — +o0 x — +oo

In2<6 <1 (Cequ’il fallait Démontre )

Inx

) lnx<F(x)<1_ln_x__

1

K-

1+t

)t

In(1 + t)]:

t < [fmd <[ Tdt @ J@) < F@O) <I@x) @

Fonction Logarithme Népérien

Inx

< F)<1-2--

. Intégrons cette inégalité sur [1 ; x]

6. Sans Calcule 6 vérifions que In2 <8 <1
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L'objectif de ce probléme est I'étude compléte de la fonction numérique f définie pour tout
nombre réel x différent de —1 par :

{f(x) =x- len|1 +§| six #0
fG)=0
Les parties A et B sont indépendantes.

On notera (Cf)la représentation graphique de f dans le plan muni d'un repére orthogonal

;7 DN.
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.

2x +1

Soit g la fonction numérique définie par : g(x) = prae

—2n|1+1]
X

1) Déterminons I’ensemble de définition Dg

Dg ={x/xER;x(x+1) ¢Oet1+%¢0}:>Dg=]R—{0; -1}

=>Dg = ]-o0; —1[U]-1;0[U]0; +oo[

Déterminons les limites de g en +o0 et en —co.

. g 204l 1| _ g 2x 1 _ g2 1| _
llmg(x)—llmx(xH) 21n|1+x|—llmx2 Zln|1+x|—llmx 21n|1+x|—0
X — +oo X — +oo X — +oo X — +oo

lim g(x) =lim 2x+11)—2ln|1+%| =limi—’;—21n|1 +%| =lim2;—21n|1+%| =0

x(x +

X - — X - — X - — X - —

2) Etudions les variations de g ; on ne demande pas de Calcule ses limites en —1 et en 0.

! setVx €ER—{0;—1}; ona: g'(x) <0

2x +1 -
g(x) x2(x +1)

1] _ ’ _
_x(x+1)_2ln|1+;|7>g(x)_

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X —00 -1

g'(x) -

_——t AN

90 | TN

/
/
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3) Calculons g (— %)

1
9(-3)=0
D’apreés le tableau de variation de g ; ona:
1 1
Vx€ ]—oo; _1[U]_E;O[ ;g(x) <0 et VxE€ ]—1; —E[U]O;+00[;g(x)>0

Partie B : Etude de la limite de f a l'infini.

1) Soient les fonctions h et k définies sur I’intervalle [0 ; +oo[ par :
t2 t2 3
h.t—>ln(1+t)—(t—?) et k.t—>ln(1+t)—(t—?+?)
Aprés une bréve étude sur [0 ; +oo[ des fonctions h et k; démontrons que :
t? t2 3
Vt20;ona:t——=< n(1+1¢t) < t——+7
2
- Etudebrévede h(t) =In(1+t)— (t - %) sur I’intervalle [0 ; 4+oo[
() = =>Vte€; [0; 4o h'(t) =0.Alors h est croissante sur R, ..
2
De plus h(0) = 0.Donc V't = 0; ona: h(t) = 0 et par suite t —% < n(1+1t)

2 3
- Etudebrévede k(t) =In(1+t)— (t — % + %) sur ’intervalle [0 ; oo

kK'(t) = —% =>Vte;[0;+o k'(t) <O0.Alors k est croissante sur R, .
De plus k(0) = 0.DoncVt =0; ona: k(t) <O et parsuite In(1+1t) < t—t2—2+§
Conclusion Vt>0; ona: t——< In(1+¢t) < t——+£
2) En déduisons que lim %&Ht) = %
t -0
t3

D’aprés ce qui précéde, on a : t——< In(1+1¢) < t——+—

Multiplions tous les membres de 1’inégalité par —1. Ainsion a :
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t2 3 t?
—t+——=—< —-In(1+t) < —t+—

2 3 2
Ajoutons t a tous les membres de 1’inégalité. Ainsion a :
¢2 ¢?

¢3
> —?S t—n(1+1¢t) < FY

Divisons tous les membres de I’inégalité part?. Ainsiona :

l _t < t—In(1+t) < l
2 3 t2 2
o1t 1 1
lim-—-=- et lim-=-
2 3 2 2
t—-20 t—-20
5 N o . t—In(l1+t) 1
Alors d’aprés le théoréme des gendarmes, on a : lim — =3

t-0
3) En utilisant les résultats précédents, démontrons que lim f (x) = %
X = —o0
1 1 1y_1_ 1
flx)=x- len|1+;|.Posonsx =< :>f(;) == t_zln(1+t)~

Quand t tend vers 0, alors x tend vers +0o0

Alors lim f(x) = lim # =% De méme lim f(x) = lim % =%
X — 4o t—-0 X = —x t—-0

Interprétation graphique des résultats de la question précédente.
Puisque lim f(x) = lim f(x) = % . Alors la droite d’équation y = %
X 240 x - —©
Alors la droite d’équation y = % est asymptote horizontale a la courbe (Cf)
Partie C : Etude de la fonction f.

f(x)=x-— len|1+%|
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1) Déterminons Df
Df = {x/x€R;x#0et 1+ %0}=>Df =R—-{0; -1}
=>Df = ]-o00; =1[U]=1;0[U]0; +oo[
Calculons la limite de f en —1
vx €Df; f(x) =x— len|1+%| etona:limln|1+%| = -0
x > -1
Donc limf (x) = +oo
x > -1
2) Etudions la continuité de f en 0

f est continue en 0 si et seulement si limf (x) = f(0) =0

x -0
lim f(x) = limx — len|1+§| =limx — x%In ﬂ|
x =0 x =0 x -0

= limx — x%In|x + 1| + x%In|x|. Or lim xInx = 0
x >0 x —>0
Donc limf (x) = 0. De plus f(0) = 0 donc f est continue en 0
x -0

3) Démontrons que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1
f est dérivable en O si et seulement si lim w =f(0)=1
x =0

- —x2m|1+1
lim [/ f(0)=lim%= lim il bl :lc| "|

5 =lim1—xln|1+%|

x -0 x -0 x -0 x -0
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= lim1— xIn|x + 1| + xin|x|. Or lim xIn|x| = 0
x =0 x =0

[@-fO _
x—0

Donc lim

x -0
Conclusion : f est dérivable en 0 et son nombre dérivé est f'(0) =1

4) Calculons la dérivée de f et démontrons que f'(x) = x X g(x)

Vx €EDf; f(x) =x— len|1+%| = f'(x) =%—2xln|1 +§|
= f'(x) =x [% —2In |1 +%|]:> f'(x) = x x g(x) ( Ce qu’il fallait Démontre )

5) Dressons le tableau de variations de f

D’ aprés Partie A ; 3), et PartieC ;4) ona :

VXxE |—o; —1[U]—%;0[ UJ0;+oof;f'(x) >0et VxE€ ]—1; —%[;f’(x) <0

x —oo -1 -2 0 +o0

g' () + - 0+

+oo|[ 4+ oo i
9 / \ / :
1

1
2

6) Déterminons une équation de la tangente (T)a (Cf)au point d'abscisse 0

L’équation de la tangente (T)a (Cf)au point d'abscisse 0 est y = x

Déterminons les asymptotes a (Cf).

lim f(x) = +oo. Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale a la courbe (Cf).
x - -1

limf(x) = lim f(x) = % . Alors la droite d’équation y = %est asymptote verticale a la

X »>+0 x -> —oo  Courbe (Cf).
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7) Montrons que 1'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et 8 avec —0,8 < B < —0,7.

1 . . .. 1 1
-VxE€ ]—1 ; _E] ; f est continue et strictement décroissante de ]—1 ; _E] vers [_E ; +00[

Alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique S telle que f(8) =0

£(=0,8) = 0,087

F(=0.7) = —0,28 ~ F(OB) X f(=07) <0

- De plus {

Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, f € ]—0,8 ; —0,7]

De méme :

1 . . . 1 1 1
Vx€E ]— 25 +oo[ ; f est continue et strictement croissante de ]— 25 +00[ vers ]— 25 E[

Alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique & telle que (&) = 0

Or f(0) =0doncé =0

Vx€]—oo; —1[; f(x) > 0.

Conclusion : 1'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et § avec —0,8 < § < —0,7.

8) Tragons (T) ; les asymptotes et la courbe (Cf)
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- Partie A :

Le but de ce probléme est d'étudier dans la partie A la fonction numérique f définie sur
10 ; +oof par f(x) =x + i + lz—j , de Détermine ensuite dans la partie B la position de sa

courbe représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite
récurrente dans la partie (I'), cette derniére partie étant dans une large mesure indépendante
des deux autres.

1) a) Dérivée de la fonction g
La fonction g, définie sur ] 0 ; +oo[ par g(x) = x3 - x - 2 Inx + lest dérivable sur ] 0 ; +oo[
(comme somme algébrique de telles fonctions) et sa dérivée est :

_ 3x3-x -2 _ (x—1)(3x2—x—2)

X X

g'(x) = 3x?-1 —%
b) Variations de g et signe de g(x).

On peut résumer 1’étude du sens de variation de g et du signe de g(x) dans le tableau suivant :

X 0 1 400
x—1 - +
3x2+ 3x+2 + +
g'(x) - +
+o00 +o00
1

D’apreés le tableau de variation, g(x) > 0

2) a)Limitede f enOeten + oo

Inx

flx) =x +%+ =

Inx

— = —00
x2

lim f(x) =limx +%+
x—>0 x—0

lim f(x) =limx +%+ 1:_;2_'_00
X -+ X -+
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b- Montrons que pour tout x € ] 0 ; 4+oo[, f '(x) = % puis donnons le tableau de

variations de la fonction f.

La fonction f, définie sur ] 0 ; +oo[ par f(x) = x + % + l:—); est dérivable sur ]0 ; + oof et sa

1-2lnx __ x3—x +1-2Inx

= fi(0) = &2

s 1
dérivéeest: f'(x) = 1 -t Q7= = -

Vx €]0; +oo[; x3 > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)
Or d’apres Partie A 1) b),ona:
Vx €]0; +oof; g(x) >0=> Vx €]0; + o] f'(x)>0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

0 400

X
f1e) +

+00
fo ||

Partie B :
Soit h la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par h(x) = x + Inx.

1) Etudions le sens de variation de h puis montrons que 'équation h(x) = 0 admet une
solution unique « sur l'intervalle[ 0,4 ; 0,7 ]

La fonction h définie sur] 0 ; +oo[ est également dérivable] 0 ; +oo[ et sa fonction dérivée est

W)= 1+ =22 =Vx€]0; + o[ ;h'(x) >0

D’ou le tableau de variation de h est le suivant :

h'(x) +

X 0 a 400

+oo
h(x) I —

- D’aprés le tableau de variation de h, Vx € ] 0; +oo[ h est définie, continue et strictement
croissante de ’intervalle ] 0; +oo[ vers |—oo; 4oo].
Alors 1'équation h(x) = 0 admet une solution unique « telle que h(a) = 0.

h(0,4) = —0,52

r(0,7) = 0,34 =>h(0,4) x h(0,7) <0

- Deplus {
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Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiairesona: a € [0,4 ; 0,7 ]

Conclusion : 1'équation h(x) = 0 admet une solution unique « € [ 0,4 ; 0,7 ]

2) Montrons que l'ona: e ™ =«

D’aprés Partie B 1)ona:h(a) =0 a + lIna=0=> lna=—-a=>e “=qa

3) a- Vérifions que la droite A d'équation y = x est asymptote oblique & I" en + oo,
La droite A d'équation y = x est asymptote oblique & (I') en + oo si et seulement si

limfx)—y=0

x =+ o

Inx Inx

; ; 1 1
limf(x) —y=0=1lim (x + -+ x—z)—x—llm;+ = =0
X >+ o X — + X - + o0
D’ou La droite A d'équation y = x est asymptote oblique & (I") en + oo

b- Utilisons les résultats de la Partie B question 1) pour Détermine les positions relatives de
(I') et A
Pour étudier la position relative (I') et (A) nous devons étudier le signe de f(x)- y.
Orf(x)-y=1+ =23
Donc le signe de f(x) - y dépend du signe de h(x).

x2 "

Or d’apres le tableau de variation obtenu dans la Partie B 1) ona:

Vx€]0; af h(x) <0=> Vx€]0; al f(x)-y <O0etparconséquentVx € |0; a[;la
courbe (I") est en dessous de la droite (A)

De méme Vx € | a; +oo h(x) >0=>Vx € ]a; +oo[ f(x)- y > 0 et par conséquent
Vx € | a; +o[ ;la courbe (I') est au dessus de la droite (A)

4) Construction de la courbe (I') et de la droite A dans le repére ortho normal (0 ; T; J)
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2
5) a- Calculons au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale I = f l:—zt dt

I= flzl:‘—ztdt =f12tizlnt dt

Posons : u(t) = Int =>u'(t) = %

v(t) = 5 =>v(t) = -7
2 2 2
e - [ [ - [ - )
tlq t t1q t 1
1-In2

b- En déduisons 'aire, en cm? de la portion de plan limitée par la courbe (I') , la droite A et les
droites parall¢les a I'axe des ordonnées d'équationx = letx = 2.

L’aire A de la portion de plan indiquée est, en cm?, puisque (I') est au dessus de (A) et puisque
(A) est au dessus de I’axe des abscissespour 1 < x < 2

= @em)? [{(FC) =y = 4em® [ (1 +77)de = dom? [ Lde + 4om? [P de

=4 cm? ff%dt + 41 cm? = 4 cm?[Int]? + 41 cm? = 4 cm?In2 + 41 cm?

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 369



Fonction Logarithme Népérien

=4 cm?In2 + 4cm? (1_2&) = 4cm? (an + iﬂ) = 4cm? (—ZZnZ +21_ln2 )

= 4cm? (MTH) = 2cm?(In2 + 1) = (2In2 + 2)cm? = 3,39cm?
Partie C : Etude d'une suite
Dans cette partie :
e I désigne l'intervalle [ 0,4 ; 0,7 ]

e « estle réel mis en évidence au B. 1.

e ¢(x) est la fonction définie sur R par ¢(x) = e~
uO = 0,4‘

Upt+1 = (p(un)

X

1) u est la suite récurrente définie parvVn € N : {

a) Montrons qu'on a pour tout x € [ ona: ¢(x) €1
Pour tout x de l'intervalle I = [ 0,4 ; 0,7]; ¢(x) appartient a I’intervalle I.

On peut résumer 1’étude des variations de ¢ sur I dans le tableau suivant :

x 0,4 0,7

0,670

o) —
0,497

0(0,4) = 0,670 < 0,7 et ¢(0,7) = 0,497 > 0,4

Donc pour tout x de l'intervalle I = [ 0,4; 0,7 ] ; ¢(x) appartient a I’intervalle 1.
b) Montrons qu'on a pour tout x € [ ona: |¢'(x)| < 0,7

Onsaitque: 0,4 <x<0,7

Appliquons ¢'(x) a I’inégalité : 0,4 < x < 0,7

=> ¢'(04) =¢'(x) =¢'(0,7)

—> 0,670 < ¢'(x) < —0,497

Appliquons la valeur absolue a I’inégalité : —0,670 < ¢'(x) < —0,497
—>-0,4970] < |¢'(x)] < |—0,67| €0,4970 < |¢'(x)| < 0,67

=>|¢'(x)] < 0,67.0r 0,67 = 0,7.D’ou |¢'(x)| < 0,7
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¢) Montrons qu'on a pour tout x € [ ona: |p(x) — a| <0,7|x — a|

Puisque |¢@'(x)| < 0,7 alors d’apreés le théoréme de I’inégalité des accroissements finis
appliquée a la fonction ¢ pour x appartenanta L, ona: |p(x) — ¢(a)| <0,7|x — «f

Or d’aprés Partie B 2)ona ¢(a) = e ™ = a. Alors |p(x) —p(a)] <0,7|x — a| &
lp(x) —al < 0,7|x — a] (Ce qu’il fallait Démontre)
2)a) Montronsque Vn € N; ona:|u,,; —a| <0,7|u, — «a
On sait que : [@(x) — a| < 0,7|x — a| . Posons x = u,,
=>|p(uy ) —al < 0,7|u, — al. Orp(u, ) = uyqy
=>|u,,1 —a| <0,7|u, — a| (Ce qu’il fallait Démontre)
En déduisons par récurrence que Vn € N; ona: |u, —a| <0,3(0,7)"
Onsaitquea €[04 ; 0,7] 04 <a<0,7 et u, =04
Ilvientque 04—-04 <a—uy<0,7-04

S0 <yy—a <£0,3

&0 <|ug—al <03

0 < |uy—al <0,3(0,7)°

Alors la relation est vraie a ’ordren = 0

Supposons la relation est vraie a ’ordre n ¢’est-a-dire Vn € N; ona: |u, —a| < 0,3(0,7)"
puis montrons qu’elle est vraie a I’ordre n + 1 c’est-a-dire Vn € N; ona:
[ups1 — al < 0,3(0,7)"*!

D’apres Partie C 2) a),ona: |u, . —a| <0,7|u, — af

Par suite |u, 41 — a| < 0,7|u,, — a| < 0,7[0,3(0,7)" ]

D’ou |u, 4 — a| < 0,3(0,7)" !

Conclusion : Vn € N; ona: |u, —a| < 0,3(0,7)" (Ce qu’il fallait Démontre).

b) Etudions la convergence de la suite u puis.
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Calculons lim u,
n— +o
La suite de terme général 0,3(0,7)" est convergente V n € N et converge donc vers 0.
Alorslim lu, —a| =0 limu, —a=0 ®limu, =«a
n — +oo n — +oo n — +oo
D’ou la suite u,, est convergente et converge vers o

3) Déterminons un entier p tel que pour n > p on ait: |u, — a| < 10~ 3puis donnons a l'aide
de la calculatrice une valeur approchée de v, a 10~ 3pres.

On sait que |u, — a| < 0,3(0,7)" et d’autre part |u, —a| < 1073.

-3

-3
Par identification on a : 0,3(0,7)" < 1073 < (0,7)" < 1%—3 © eMn07 < 1(;—3

103

-3 1A P
& nln0,7 <In (1%—3) =n > % (Carln0,7<0)

=> n > 15,99. On peut donc prendre p = 16
Ainsi a I’aide de la calculatrice, on obtient a 10~ 3prés la valeur de u;4 = 0,567
En déduisons une valeur approchée par défaut et par excés de @ a 10 3prés

- 0,567 est la valeur approchée a 10~3prés par défaut de a.

- 0,568 est la valeur approchée a 10~3prés par excés de a.

- Partie A :
X

Soit f 1a fonction définie par : f(x) =

2
. —In(1 +x)
1) a) Déterminons l'ensemble de définition de f

Df={x/xeR;1 +x#0etl +x >0}=Df =]-1; +oo[

Calculons la limite de f aux bornes de cet ensemble.

. T 2x _ _ge 2= (1 +x)In(1 +x)
lim f(x) = llm1+x In(1 +x)—llm—1+x
x - —1 x - —1 x - —1
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Effectuons un changement de variable en posant X =1 +x=>x=X—1

Six =-—1 alors X =0

lim f(x) = lim 2(x—1)X—xznx =y 22X 200 —02+— © _ _OL+= o
x—->-1 X -0 X -0
=>lim f(x) = —oo
x - -1
lim f(x) = lim 12;; —In(1 +x) = lim ij —In(x) =2 —(+o) = —©
X >4+ x > 4o X — 4o

b) Déterminons la fonction dérivée de f puis établissons son tableau de variations.

2x _ _ 21 +x) —(1)(2x) 1 2(1+x)—-(1(2x) 1
fO =n A +0 =) == T~ arw? 1ex
. ’ 1-—x
=) =ay

Vx €Df (1+x)? > 0. Alors le signe f'(x) dépend du signe de 1 — x
Posons1 —x=0=>x = 1.

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X -1 1 a + oo

f') + 4;

fx) / 1—In2 \K‘

2) Démontrons que V x € [1 ; 4oo[ ; I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.
Vérifions qu'une valeur décimale approchée de a a 10~ 3prés est 3,9.

- D’aprés le tableau de variation de f, Vx € [1 ; +oo[ f est définie, continue et strictement
décroissante de I’intervalle [1 ; +oo[vers |—o0; 1 — [n2].
Alors I'équation f(x) = 0 admet une solution unique «a telle que f(a) = 0.

£(3,9) = 0,003

f(4) = —0009 TENXfH) <0

De plus {
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Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit I’encadrement suivant
39<a<4
3) Précisons, suivant les valeurs de x, le signe de f(x)
D’apres le tableau de variation de f :
Vx €]-00;0[U]a; +oo[; f(x) <0 et Vx€]0;al; f(x)>0

n(1+¢t)

7 sit>0

Partie B : soit g la fonction définie par : g(0) = 0 et g(¢t) =

1) Démontrons que g est continue en 0.

g est continue en 0 si te seulement si lim g(t) = g(0) =0

t -0
lim g(t) = um% = lim 2 X T = (1) x (0) =0
t >0 t >0 t >0

Puisque lim g(t) = g(0) = 0, alors g est continue en 0.
t -0

Etudions la dérivabilité de g en 0.

g est dérivable en 0 si te seulement si lim % =g'(0)=1l€eR

t >0
n(1+t)
lim g(t)—g(0) = lim g(@) = lim i = i n(1+t) S n(1+t) ><1—
t—0 t t tVt t NG
t -0 t >0 t -0 t -0 t -0

=1x(4+0) =+ #lER
Alors g n’est pas dérivable en 0.

2) Calculons g'(t) et Exprime g'(t) en fonction de f(t)

1 1
n(1+t) , mx\/f—ﬁxm(l +1t)
Pourtoutt >0; ona: g(t) =——— => £) =
g@®) N g'(® 0
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Vvt n(1+t)

o () — LE e Yt m@+n 1 2t
>g®) = t BT 20F 2t (1+t ln(1+t))

=g'(©) =57 % f(©

3) a) Déterminons la limite en +oo de g.

1 1
) w40 . ln[t(1+t—)] e +in(1+4)
lim g(t) = lim = lim NG = lim NG
t >+ t - 4o t - 4o t - 4o
. nt ln(1+1t—) gt ln(1+1—) _ _
—llmf'l'T —llmg—-l' T_O-l_ 0=0
t > 4o t > 4o

b) Dressons le tableau des variations de g.
g = 2:—\/; X f(t).Vt € D,; 2ty/t > 0. Alors le signe de g'(t) dépend du signe de f(t).
Or D’apres Partie B : 3)ona:
Vx €]-00;0[U]a; +oo[; f(t) >0=> Vx € ]-00;0[U]a; +oo[; g'(t) <0
et Vx€el0; al; f®) <0 = vxel0;al; g >0

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X
g'(x) + 0 -

g(a)
0 0

4) Le plan est rapporté au repére orthogonal (0 ; 7; J). Construisons la courbe (I")
représentative de g.
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Partie C : Cette partie a pour objectif de Détermine l'aire A, en unités d'aires, de la portion de
plan limitée par I'axe des abscisses, la courbe (1) et la droite d'équation x = 1.

1) a) Démontrons que la fonction g, définie sur [0 ; +oo[ par : g, (x) = VxIn(1 + x) est
dérivable en 0.

gi est dérivable en 0 si te seulement si lim gl(x)x_f‘?(o) =g,'0)=1le R
x -0
lim g1(x)— g1(0) lim g1(x)— 0 lim g1(x) _ lim Vxin(14x) li xin (1+x)
x—0 - x—0 x x - xVx
x =0 x =0 x =0 x =0 x =0
g n(1+x) _ . _ _
= lim == limgx)=9g(0)=0€ R
x =0 x =0
D’ou la fonction g; est dérivable en 0 et son nombre dérivé est g;'(0) = 0
b) Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; +oo[ par : @ (x) = 2vxIn(1 + x) — f:lzTﬁtdt

Démontrons que ¢ est dérivable en tout point de [0; +oo[

00) = 2En(1+ ) = J; ode = 29,00 - f; e

In(1+x) Vx

Vx €]0; +oo[; gy est dérivable et sa dérivée est g';(x) = - +o—etg =0
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De plus la fonction § définie sur [0 ; +oo[ par 6(t) = IZT\/?t est continue sur [0 ; +oo[

Donc la fonction h définie sur [0 ; +oo[ par h(x) = gl dt est définie et dérivable sur

0 1+¢
[0; +oo] et
h'(x) = 12+£§ On en déduit donc que ¢ est dérivable en tout point de [0 ; +oof.

Montrons que ¢'(x) = g(x)

20T ’ n(1 Vx 2vx
() = 2Vxin(1 +2) - f 2dt => ¢'(x) =2| né«? v e

t

. ' _ Im(Q+x)
= ¢ (x) = N g(x)
2) En déduisons que A = fol g(t)dt = 2In2 — 01 12T\/i dt

A= folg(t)dt =[]} = (Zan - follzTﬁtdt )unité d'aire

3) Soit h la fonction définie sur [0 ; +oo[ par : h(x) = foxlzT\/idt

et k la fonction définie sur [0 ; %[ par k(6) = tan?0

a) Calculons (hok)(0)

(hok)(0) = h[k(0)] = R[0] =0

b) Prouvons que VO € I ; ona: (hok)'(0) = 4tan?6
(hok)'(6) = k'(6) x h'[k(6)].

Or VO EI ; h'(0) =2tanf(tan®0 + 1) et Vx €[0; +oo[; h'(x) = %

2y/tan?8
14 tan 26

Donc V 8 € I (hok)'(8) = 2tanf(tan?6 + 1) ( ) = 4tan@ X |tand|

= 4tan’*f Carf € [0 ; %[ (ce qu’il fallait Démontre)

D’ouV @ €1; ona: (hok)'(0) = 4tan®6

¢) En écrivant tan?6 = (tan?6 + 1) — 1; déterminons une primitive de (hok)’ puis
donnons l'expression de (hok)
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(hok)'(0) = 4tan?6 = 4[(tan?6 + 1) — 1] = 4(tan?6 + 1) — 4 = 4(tan)'(6) — 4
Soit H une primitive de hok. Alors H(6) = 4(tan)(6) — 46.

Or hok est une primitive de (hok)'. D’ou (hok)(0) = 4(tan)(8) —460 +c. (¢ € R).
De plus (hok)(0) =0

Donc (hok)(6) = 4(tan)(0) — 486
d) Calculons h(1)
h(1)=nh [k (%)] = (hok) (%) = 4tan (%) —m=4—m aveck (%) =1

4) déduisons des résultats précédents la valeur exacte de A.

A =2In2— 1£dt =2in2 — h(1) = (2In2 — 4 + 7w )unité d'aire

0 1+¢
- Partie A :

-1y . o 1- . , .
On considére la fonction f définie par f(x) = In (Tj) et soit ( C ) sa courbe représentative

dans le repére orthonormé (o ; 7; J)

1) Déterminons I’ensemble de définition Dy de f.

Df = {x/xE]R;l—x>Oet1 x>0}:>Df=]—1;1[

1+ x
2) Calculons les limites aux bornes de D¢ puis en déduisons que ( C) admet deux asymptotes
dont on Précisera les équations.

limf(x)= limlin (11;—;() =4
x > —-1" x - -17

limf(x)= Ulimlin (11; ;) =—

x > 17 x > 17
Alors les droites d’équations x = —1 et x = 1 sont asymptotes verticales a la courbe (C) de f

3) Dressons le tableau de variation de f

1 2 -2

f(x):ln(ll-:;:):>f,(x)=_1—1x_1+x=_(1—1x+ 1-{1—x)=_(m)=m
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= f'(x) = - :2 > . D’ou le tableau de variation de f est le suivant :
X -1 1
f'C0) -
+o0

@) T

4) a-Ecris une équation de la tangente ( T ) a la courbe ( C ) au point d’abscisse I ou [ est le
point d’inflexion de la courbe ( C).

Déterminons le point d’inflexion de la courbe ( C)

4

f'(x) = - Posons f'(x) =0 <2=> ——— =0® —4x=0

2)2

=>x = 0. Donc f"'(x) > 0sur]—1; 0 puis f"'(x) < O0sur]0; 1[ d’ou le point
I1(0;f(0))=(0;0)=>1(0;0) estun point d’inflexion de la courbe ( C).

L’équation de la tangente ( T ) a la courbe ( C ) au point I(0;0) est :
(T):y =f"(x)(x = x0) + f(x0). Orxg = 0 =>y = f'(0) (x — 0) + £(0).
=y =f(0x)+f(0)=-2(x)+0=-2x
D’ou (T):y = —2x est I’équation de la tangente au point 1(0;0)
b-Etudions la position de ( C ) et ( T ) puis Trace ( C ) et ( T ) dans le méme repére.
D’aprés 4) b) ,ona:
Vx €]-1;0[; f"(x)>0 =>Vx €]-1; 0[; (C)estaudessus(T)

Vx €]0; 1[; f"(x) <0 =>Vx eVx €]0; 1[; (C) esten dessous ( T)
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5) On considére I’intégrale 1 définie par = f_ol f(x)dx.
2
a-Calculons [ en utilisant une intégration par parties.
1= ["1fG)dx = ["11x f(@)dx
2 2

Posons u(x) = f(x) = u'(x) = f'(x)

v(x)=1=>v(x) =x

1+ 1-—x

=1 =[xf()]°1— [Pixf () dx = [xln (1_;:)]0_1— [P x —=2 - dx

1+ x 1- x2 1+

I R SR W CE) e

= [xin () - m(1 - xz)]o_l =3m3 —In4

1+ x 2

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 380



Fonction Logarithme Népérien

b- En déduisons en cm® I’aire A de la partie du plan délimité par la courbe ( C ) , la tangente

( T) et la droite d’équation x = 7
A = (2cm)? f_O%(f(x) —y) dx = 4cm? f_O%(f(x) + 2x) dx
= 4cm? f_o%f(x)dx + 4cm? f_O% 2x dx
= 4cm? [xln( P ) In(1- xz)] +4cm? [xz]0
=> A = 4cm? [xln( ) In(1- xz) +x ] = (6In3 — 4In4 — 1)cm?
7

Partie B :

On considere dans cette partie la fonction numérique h définie sur ]0 ; %] par

1
h(x) = 2 f(cosx) ou f est la fonction définie dans la Partie A :

1) Vérifions que h est la primitive qui s’annule en % de la fonction g définie par g(x) = e

h est la primitive de la fonction g qui s’annule en % si et seulement si h'(x) = g(x)

-2

1— x2

h(x) = %f(cosx) =>h'(x) =— %sinxf'(cosx). Orf'(x) =

-2 _ osinx 1

— I (x) = — 3 sinx X =g(x)

1- cos?x  sin?x  sinx
T\ _ 1 _ 5 N c . [ T
h (5) =3 f(0) = 0.D’ou h est la primitive de la fonction g qui s’annule en 7

inté _ L
2) Calculons I’intégrale K = f% . dx

= 0L = 1 (5) = (5) =0 (5) = 57 (1) =~ (~im3) = ons
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us
T N P S cos™x
3) Soit Iintégrale (I,,); n appartenant a N définie par : I, = [Z ——dx.
- sinx
3
a-Calculons I, et I;
2 cos™x 2 cosx 1 1, 1
I, =[f——dx =y = [——dx=[{—dx==In=
3 sinx 7 Sinx 7 sinx 2 3
T s s T
> cos™x = cos\x > COSX . 3 V3
I, = [?——dx =, = [} ——dx = [?—dx = [In(sinx)]? = —In—
3 Sinx 3 Sinx 7 Sinx 3 2
T
b- Calculons I’intégrale [ sinx X cos™x dx
3
T
%sinx X cos"xdx = [ cos™ ]E = !
% n+1 % (n +1)2n+1
c- En déduisons I’expression de I, —I,,, en fonction de n
I — _ %cosnx dx — %cos"+zx dx = %cosnx —cos™ 2y dx = %cosnx(l—coszx) dx
n n+2 2 sinx Z sinx z sinx z sinx
3 3 3 3
s
_ %cosnx sin%x dx = %sinx % cos™x dx [ cos™ 1y ]7 _ 1
-z sinx -z n+1 % T (n+1)2ntl

1 1
== In _In+2 = (n +1)2n+1 & In+2 = In - (n +1)2n+1

Calculons I, ; Iz et Iy

1
In+2 - In - (n +1)2n+1

11,1 1
- Pourn=0;ona:L=1I[—-=-ln-—-.
2 23 2
1 V31
- Pourn=1;ona:L=0L—-=-=-ln—-— -.
8 2 8
11 13
- Pourn=2;ona:l,=0—— =-In3——
24 2 24

- PARTIE A :

Soit g la fonction définie sur 0 ; +oo[ par g(x) = —x2 + 3x - 1 - Inx. On désigne par Cg la
courbe représentative de g dans un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j) d’unité graphique lem.

1) Etudions les limites de g en 0 et en + co.
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lim g(x) = lim —x?+ 3x-1-lnx = —(0) + 3(0) - 1- (=) = 4+
x—0 x—0

lim g(x) = lim —x?> + 3x- 1- Inx = —(+) + 3(+%) - 1 - (+o)
X =+ X =+

= —o0+ oo ="F[". Alors levons I’indétermination.

.  Tin a2 1 — ] 2(_ i_i_ln_x
limgx)=lim—x*+ 3x-1-Inx = limx ( 1+--= xZ)
X 400  x— +0o0 X =+

= (+00)(=1+ 0 — 0 — 0) = (+0)(~1) = — o

2) Etudions les branches infinies de la courbe Cg.

Inx

x4 3x-1-
lim@z lim%llnx: lim—x+3—% —Tz—(+oo)+3+0—0=—oo

x>+ x- +ow X > too
Alors la courbe (Cg) admet une branche parabolique de direction (oy)

3) Etudions les variations de g.

242 _
gx)=—=x*+3x-1-lnx=>g'(x) = —2x+ 3_§=M

X
Vx €]0; +oo[; x > 0. Alors le signe de g'(x) dépend du signe de —2x? + 3x — 1.
Posons —2x% + 3x—1=0=>x;, =1 etx, =%

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

x |o 1 5 a + oo
g'(0) - h + 0 =
g(x) e \ / 2 \ |
1 0 \—m

4) Montrons que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique @ dans I’intervalle[ 2 ; 3 ].
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- D’apres le tableau de variation de g, Vx € ] 7 +00[; g est définie, continue et strictement

décroissante de I’intervalle E ; +oo[vers]—oo ;% [ Alors I'¢quation g(x) = 0 admet une

solution unique « telle que g(a) = 0.

9(2) =03

De plus {g(3) = —2.09

=>g(2)xg(3) <0

Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit I’encadrement suivant
2<a<3

5) Déduisons de ce qui précede le signe de g(x) en fonction de x.
Interprétons graphiquement le résultat.

D’apres le tableau de variation de g :

Vx€el0;al; glx) >0 et Vx€la; +o[; glx) <0

6) a- Tragons la courbe (Cg).

b- Discutons graphiquement suivant les valeurs du périmétre réel m, le nombre de solution
de I’équation g(x) =m

D’apreés le graphique, Vy € ]—o0 ; +oo[; I’équation g(x) = m admet une solution unique.
PARTIE B :
Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = ﬁ On désigne par (Cf) la courbe

représentative de f dans un repére orthonormé (0 ; T ; j) d’unité graphique : 1 cm.
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1) a) Montrons que pour tout x de ] 0; + oo[, ona x > Inx.

Posons p(x) = x — Inx puis effectuons une étude bréve de la fonction p sur] 0; + oof,
affin de Détermine son signe.

lim p(x) = limx — Inx = (0) —(—) = +o0

x—0 x—0

lim p(x) = limx —Inx = (+00)—(4+0) =+00—0c0="F["
X -+ X - o

Levons I’indétermination

Inx

lim p(x) = lim x (1= =) = (+00)(1 = 0) = (+00)(1) = +o0

X = 4+ X = 4+

x—1

plx) =x—Ilnx=> p'(x) = 1—§= .
Vx €]0; +o[; x > 0. Alors le signe de p'(x) dépend du signe de x — 1.

Posonsx—1=0=>x=1

D’ou le tableau de variation de h est le suivant :

X 0 1 + o

p'(x) - D +

e || T~ —

D’aprés le tableau de variationde p, Vx €]0; +oo[; p(x) >0 @ x—Ilnx >0
=>x > Inx ( Ce qu’il fallait Démontre )

b) justifions que la fonction f est bien définie sur |0 ; +ool.

fx) = 5—

T x2—xinx

- La fonction x - x — 1 est définie sur ]0; +ool.

- Lafonction x = x? — xInx est définie sur ]0; +oo.
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Alors f(x) = xz—_xlnx est une fonction qui est bien définie sur ]0 ; +ool.

2) Etudions les limites de f en 0 et en +00. Que peut-on en déduisons ?

x—1 -1
limf(x)=lim——= —=—w
f() x2— xinx ot
x—0 x—0
1 W2(+-2) T-%  0-0_ 0
= _
lim f(x) =lim =lim——>%L =lim*~—F% =—=-=0
f( ) x2— xlnx x2(1_l"_") | _lnx 1-0 1
X X
X — +oo X — +oo X > +oo X — +oo

Ainsi on en déduit que les droites d’équation x = 0 et y = 0 sont respectivement asymptote
verticale et horizontale a la courbe (Cf)

3) a- Montons que pour tout x de ]J0; +oo[, f'(x) = %

x—1 W (x2=xlnx ) = 2x — Inx =D (x — 1)
fG0) = = f(x) = Pl

x2— xlnx (x2—xinx )?

_ (xz—xlnx)— Qx—lnx -1 -1) _ x%—xlnx —2x% + xlnx +x +2x -lnx — 1

(x2—xInx )2 (22— xlnx )?
_ —x2 +3x —1—Inx _ g . ’ _ g(x) 5s . ,
e el v e R f'(x) = i 2 ( Ce qu’il fallait Démontre )

b- Dressons le tableau de variation de f.
Vx €]0; +oo[; (x? — xInx)? > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x).
Or d’aprés PARTIE A 5)ona:

- Vx€el0;al; gx)>0=>VvVxel0;al; f'(x)>0
et

- Vx€la; +oo[; glx) <0 =>Vx€la; +o[; f'(x) <0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X a
£/ + ) —
fla
f (x) /
—00 O
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¢ — Montrons que f(a) = pro—

D’aprés PARTIE A 5) 1'équation g(x) = 0 admet une solution unique «a telle que g(a) = 0.

Alors g(@) =0® —a’+ 3a-1-lna=0=Ina=—-a’+ 3a-1 (1)

D’autre part f(x) = = f(a) = (2)

xz— xlnx az— alna
.. , . a—1

== == —
Eliminons [na entre les équations (1) et (2) => f(a) PR Ty
-1 a-1 a—-1 a—1 1

= f(a) aZ- a( a4 3a - 1) _a3—2a2+a :a(a2—2a+ 1):a(¢z—1)2 :a(a—l)

LIRRY 1
D’ou f(a) b

En déduisons un encadrement de f(a).
Onsaitque:2<a <3 (1)
Deméme:2<a<3 ® 2-1<a-1<3-1& 1<a-1<2 (2)
2<a<3 (D
1<a—-1<2 (2)
Effectuons le produit des relations(1)et (2). Ainsi on a :
@M =s@@-1D =32
&2<al(a—1)<6

En prenant I’inverse de ’inégalité précédente, on a :

< 1

1< o
6 a(a—1)

<

N | =

<flo) < % ( Ce qu’il fallait Démontre )

=

4) Déterminons une équation de la tangente ( T ) a la courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1.
L’équation de la tangente ( T ) a la courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1 est :
(T)y:y=fMDE-D+ fA1) =>y=x-1

5) Résolvons I’équation f(x) = 0
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x—1

fx)y=0& =0 &LPx—-1=0=>x=1.

x2— xlnx

Alors la courbe (Cf ) coupe ’axe (ox) enx =1

Tragons la courbe (Cf ) et la tangente ( T ) dans le méme repere.

1

X

6) a- Montrons que pour tout x € ]0; +oo[ ,ona: f(x) =

(-3) _ -

x(x —Inx) T x—Inx

x —Inx

x—1

f) = >f(x) =

( Ce qu’il fallait Démontre )

x2— xlnx

b- Soit A(«) ’aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf ), ’axe des abscisses et
les droites d’équations x =1 etx = «.

Montrons que A(a) = 2In(a — 1)

1

Ala) = flaf(x)dx = fla L gy = flaxl__szdx = [In(x — Inx)]¢

x2— xlnx

= A(a) = In(a — Ina) = In[a — (Ina)]. Or dans la PARTIE A 5),ona:
Ina =—a?+ 3a-1
=>A(a) =lnfa—(—a?+ 3a-1 )| =n(e+a?-3a+1) =n(a® - 2a+1)
=ln(a-1?% =2ln(a—-1)

D’ou A(a) = 2In(a — 1) ( Ce qu’il fallait Démontre )
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En déduisons un encadrement de A(a).

2<a<3®l<a—-1<2®0<sn(a-1)<n20<2ln(a—-1) <2n2&
0<2ln(ea—1) <lnd & 0<A(a) <Ind (Cequ’il fallait Démontre )

7) Soit n un entier naturel supérieur ou égale O .

a- Calculons a,, = fln f)dx.

a, = flnf(x)dx =2ln(n—1)

Interprétons graphiquement ce résultat.

a,, est I’aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf) , I’axe des abscisses et les droites
d’équationsx =1 etx =n.

b- Calculons la limite de a,, lorsque n tend vers +oo.
lima, = lim2ln(n — 1) = lim 2Iln(n) = +o
n—- 4o n-o 4o n-— +oo

PARTIE C :

Soit la fonction h définie sur R par h(x) = flex f(t)dt. On désigne par (C h) la courbe

représentative de h dans un repére orthonormé (0 ; 7 ; j) d’unité graphique : 1 cm.

1) a- Montrons que h(x) = In(e* — x).

X X 1_1
h(x) =[] fOdt =[] —Ltdt= In(e* —Ine™) = In(e* —x)
b- Montrons que pour tout x de R;ona:e* > x.

Posons k(x) = e* — x puis effectuons une étude bréve de la fonction k sur R ; affin de
Détermine son signe.

limk(x) = lime* —x= 0—(—) =40

limk(x) = lime* —x =limx (% - 1) = (+0)(400) = 40

X — +oo X — +oo X — +oo
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k(x)=e* —x =k'(x)=e* —1
Posons k'(x) =0® e* —1=0=>x=1In1=0

D’ou le tableau de variation de k est le suivant :

X —0o0 0 + o
k'(x) — +

+00 + oo
k() \ 1 /

D’aprés le tableau de variationde k, Vx € R ;k(x) >0 & e* —x >0

=>e* > x.( Ce qu’il fallait Démontre )

h(x)

2) a-Calculons limite de h(x) limite de en + oo

lim ? — lim ln(ei_x) - lim ln[ex(1_eix)] — lim IneX +ln(1—eix)

X—> 400 x> +o00 X = +oo X = +oo

= limM = lim1+ln(1xj=1+0=1:>a=1
X —> +o0 X —> +o0

limh(x) —ax = limIn(e* —x) —x = limx + ln(l— i)—xz limln(l— e%)

eX
X — +oo X — +oo X > +oo X — +oo
. X _ _ _
—llmln(l—e—x)—ln(l 0)=0
X — +oo

On peut en déduis que la droite d’équation y = x est asymptote oblique pour la courbe
(Ch)en + o

b- Montrons que pour tout nombre réel ,ona: h(x) =x + In (1 — ei)

X

h(x):ln(ex—x)zln[QX(1_ eix)]:lnex + ln(l— e%):x + ln(l—i)

ex
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1

Douh(x)=x + In (1 - e—x) ( Ce qu’il fallait Démontre )

En déduisons de lim h(x) en + oo

lim h(x) = limx + ln(l— eix) = 400+ 0=+

X —> 400 x> 400

3) Etudions la position relative de la coure (Ch) et de la droite (A):y = x .

Pour cela, étudions le signe de h(x) —y

L’étudions le signe de h(x) — y montre que :

Vx € ]-0 ;0] ; h(x) —y>0.Alors Vx € ]—o ;0]; (Ch) estau dessus (A)
Vx € [0 ;40 ; h(x) —y <0.AlorsVx € [0 ;4] ; (Ch) esten dessous (A)
4) Dressons le tableau de variation de h puis Trace.

limh(x) =limx + ln(l— eix) = 400+ 0=+

X —> 400 x> 400

lim h(x) =limIn(e* —x) = +o
h(x) = In(e* —x) = h'(x) = S

D’aprés PARTIE C 1) b) ,ona:e* —x > 0; alors le signe de h'(x) dépend du signe de
e*—1.Posonse*—1>0 ®e*>1=>x>nl1&x>0

Ainsi on dira que pour les x > 0; h'(x) > 0

D’ou le tableau de variation de h est le suivant

D’ou le tableau de variation de k est le suivant :
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h'(x) — D +

h(x) +m\ 1 /'m

- PARTIE A :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ln( 2x + V4x? + 1). On désigne par (Cf) la
courbe représentative de f dans un repére orthonormé(0 ; 7 ; j) d’unité graphique lcm.

1) Montrons que f est impaire

f est impaire si et seulement si f(—x) = —f(x)
f(—X) — ln(_zx + /4x2 ¥ 1) =1In |:(_ZX ++/4x2+ 1)(—2x—\/4x2+ 1)]
—2x —y4x2 +1

= In (-2x)2~ ( 4x2+ —In [4x2—(4x +1)] ln( 4x%-4x2—1 )
—2x — 4x +1 2x — 4x +1 —2x —4x% +1

= -t \_ 1 Y- _ 2 = —
In (_zx SN o 1) In (ZX o 1) ln( 2x + V4x* + 1) f(x)
D’ou f est impaire

2) Montrons que f est dérivable sur R

f(x) =In( 2x + VaxZ + 1).
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- 2x est une fonction dérivable sur R

- V4x2+ 1 est aussi une fonction dérivable sur R

Alors f est dérivable sur R

2

Montrons que f'(x) = Nt

4x2+1

8x 2+ 4x 242+ 1+ 4x
f(X)—ln( 2x +V x2+1)—>f(x)— Tt _ 2 Tt —_ Jmta

2x A2+ 1 2x +Vax2+ 1 2x +4x2+1

2(VaxZ+ 1+ 2x)

[ax2+1 _ 2(\/4x2+ 1+2x) _ 2

2 4Vax2+ 1 (Va2 te2x)(VaxZe 1) Vax?el

Dou Vx €R; f'(x) =

\/m
3) Dressons le tableau de variation de f.
Vx ER; ffl(x)>0

D’ouVx € R; f eststrictement croissante.

lim f(x) = lim In( 2x + V4x2 + 1) = lim In [Zx + [4x? (1 + 4;17)]

X =>4+ x> +oo X — +oo
. , 1. f 1
=limin [2x+ [2x] 1+4x—2] = limln [2x+2x 1+4x2]
X — +oo X — 4+
= limln [Zx (1 + /1 + 4)1‘—2>] = In[(+0)(2)] = In(+o) = +oo
X — +oo

(Zx +M)(2x —M)] — lim In [(zx)Z_ (m)zl

Lim f(x) = lim ln[ 2% —4x2 41 2x —ax2+1

X—> —0 XxX—o — X > —00
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2x —v4xZ +1 2x —v4xZ +1 Vax? +1
X > —00 X > —0o0 X > —00
. -1 . -1
=lim In = =lim ln
_ 2 —
2% }4x (“EZ) 2x —2x| [1+ 0
X > —© X > —

X - — X - —©
. -1 , -1
= lim ln - = lim In )=~
X
[2x<1+ 1+m)]
X - — X > —©

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X
F@ ¥
+o0
F) /

4) Etudions les branches infinies de la courbe (Cf).

In( 2x+V4x2+1
lim%x)=lim—n( i xx )=O

X = © X - ©
Alors la courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction (0x)

5) Trouvons une équation cartésienne de la tangente ( T ) a (Cf) au point d’abscisse nul.
L’équation de la tangente ( T ) 4 (Cf) au point d’abscisse nul est y = f'(0)(x) + f(0)

=>y = f'(0)(x) + f(0) =2x.D’ottona (T):y=2x
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6) Précisons la position de ( T ) et (Cf).

Pour cela, étudions le signe de f(x) — y

L’étudions le signe de f(x) — y montre que :

Vx € ]—0 ;0] ; f(x) —y>0.AlorsVx € ]—c0 ;0]; (Cf) est au dessus (T)
Vx € [0;+400[; f(x) —y <0.AlorsVx € [0 ;4] ; (Cf) esten dessous (T)

7) Tragons la droite ( T ) et la courbe (Cf)

8) Soit a un réel strictement positif. Calculons en fonction de , I’aire de la partie du plan
délimitée par la courbe (Cf) et les droites d’équations respectives x = 0,y =0 et x = a.

Ale) = foaf(x)dx = foa In( 2x + V4xZ + 1)dx
2

Posons u(x) = In(2x + V4xZ + 1) =>u'(x) = Nrorsi
X

v'(x) = 1=>v(x) =x

= A(a) = [xln( 2x +V4x2 + 1)]Z - Oaz_x

4x241

= [xin( 2x + V4xZ + 1) — 2v/4x% + IJZ

= aln(2a +V4a? + 1) — 2V4a? + 1 +2
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PARTIE B :

1) Montrons que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle I que
’on Précisera.

D’apres le tableau de variation f; f est définie ; continue et strictement croissante de
]—o00; 400 vers | —co; 4oo[.

D’ou la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur I’intervalle [ = ]—oo ; +o0[

2) Construisons dans le méme repére que (Cf) , la courbe (Cg) de la fonction g.

ére

5+ (Cg) 1°"° bissectrice : y = x

(Cf)

3) Montrons que pour tout x € Lona: g(x) = %(e" — e ).

f(x) =n(2x +V4xZ +1).Posons f(x) =y @ In(2x +V4x?+1) =y &
2

2x+Vaxl+1=e’ @Vl +1=e" - 2x & (Va2 +1) = (e’ —2x)* ®

ey -1

4x? 4+ 1=e% —4xe? + 4x°> O e? —4xe? =1 4xe? = eV -1 x = —

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 396



Fonction Logarithme Népérien

_ (ezy—l)e_y _ e2Yxe ™ —eY _ eV—e™V _ l(ey _ e_y)'
4 4 4 4

& x

= f71(x) = g(x) = ;(e* — e~*). (Ce qu'il fallait Démontre )

4) Montrons que 1’équation g(x) = x admet dans I’intervalle ] 0 ; + oo [ une solution unique

a etqueo € ]_T‘E ,?[

- D’aprés le tableau de variation de g, Vx € ]0 ; 4+oo[; g est définie, continue et strictement
croissante de I’intervalle ]—oo ; +oo[ vers |—oo ; +oo[ . Alors I'équation g(x) = x admet une
solution unique « telle que g(a) = a.

- Deplus [g(_23>+ 23]><[g(23>— z3 <0
.V3[
' ol

Alors d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, o € [—
2

5) Calculons en fonction de a ’aire du domaine limité par les deux courbes (Cf) et (Cg) et
situées dans le demi-plan x = 0.

B(a) = [ [f(x) — g(x) ldx = [} f(x)dx — [ g(x)dx

=aln(2a +V4a? +1) — 2v4aZ + 1+2 +if0a(ex — e ™)dx

a

=aln(2a+V4aZ +1)—2vV4a? + 1+2+ Eex +% e"‘]o

- Z — Z loa gl _1_1
=aln(2a+V4a? +1) —2V4a?+ 1+ 2+ "+ e T3

PARTIE C:

g(x)
g9' ()

On considére la fonction ¢ définie sur R par ¢ (x) =

1) Montrons que ¢ est une bijection de R sur un intervalle /] que 1’on Précisera.

1 - 1
(p(x) = g(X) = Z(ex_e X) = efme” = ex_e_x = ezx—l
g9'(x) %(ex+e_x) e¥+e™* ex+eix e2* +1
2x 2x
. . et —1 . e
lim o(x) = lim ——= lim =1
X —> 4+ x> +o0 X > +oo
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-1_0-1_ -1
llm(p(x)—llm el

px) = @'(x) = =Vx€ER; ¢(x)>0

ezx+1 (ez"+1)2

D’ou le tableau de variation de ¢ est le suivant :

x —00 400
@'(x) +
1
e
-1

D’apreés le tableau de variation ¢ : ¢ est définie ; continue et strictement croissante de
]—o0; 4+oof vers]—1; 1].

D’ou la fonction ¢ admet une fonction réciproque ¢~ !(x) définie sur I’intervalle
J=1-1;1[.

2) On pose h(x) = ¢~ (x). Donnons les expressions de h(x) et h (x).

=y @e¥-1=y(e*+1)®

p(x) =

e2x+1

1+y
1-y

Do 1=yeP + y@ e -y =1+y@e(1-y)=1+y=e¥ = =>

2x=ln(1+y):>x=lln(1+y>=ln Y =@ '(x)=In 1+x

1-y 2 1-y 1-y 1—x
Douh(x) = ¢ 1(x) = In H_Jr;
L=
RGO = In |24 > () = T o L
1-x

Dot b (x) = —
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3) Etudions puis représentons le fonction h sur |—1; 1][.

lim h(x) =limin 1:‘ = —o0

x—- -1t x->-17

lim h(x) = lim ln\/ 1:‘ = ln\/ 02 = 4o

x—->1" x-17

_ 1+x _ ' _ 1
h(x) =In /—1_x >h'(x) = s

Alors le signe de h'(x) dépend du signe de 1 — x2. Posons 1 — x2 =0=>x%2 =1

=x=-1 ou x=1

D’ou le tableau de variation de h est le suivant :

X —00 400
@'(x) +
+o0
o |
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La représentation de la courbe (Ch) sur |—1; 1[ est le suivant :

A A
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Fonction Exponentielle -Fonction puissance

OBJECTIFS :
Ce terme vise a :
* Définir et étudier les fonctions exponentielles et puissances ;

* Mettre en place les primitives de fonctions de la forme v’ e" et u’u® (ae R\ {—1}).

Commentaires

Les fonctions exponentielles et les fonctions puissances complétent les fonctions étudiées en
Terminale. Leurs champs d’application est vaste on les retrouve aussi bien en biologie qu’en
science physique, notamment pour résous les équations différentielles.

Volume horaire : 10 heures

SAVOIR SAVOIR-FAIRE

* Fonction exponentielle népérienne : * Etant donnée une fonction faisant intervenir
la fonction exponentielle népérienne ou une

- définitions, notation, propriétés, . - RN g
fonction puissance, 1’étudier et la Représente

représentation graphique ;

o raphiquement.
- limite de référence ; graphid
- primitive de u’ x e". * Résous des équations ou inéquations faisant
» Définition de la fonction exponentielle de base | intervenir des fonctions exponentielles.
a(aelR* —{-1}). « Détermine les primitives d’une fonction du

» Définition de la fonction puissance d’exposant | type :

reel.no'n. nul. - wxu" (melR —{+1});

* Primitive de u” xu™ (m € IR —{—1})] -

* Croissance comparée des fonctions logarithme I lu )i,e N 1 .
népérien, exponentielle et puissances. * Ut 15¢ fes imites sur a’cr01ssar.1ce.

« Dérivées de fonctions du type expo, u® | comparce pour Calcule d’autres limites.
(a e IRY).

Remarques et suggestions

La fonction exponentielle népérienne est définie comme la bijection réciproque de la fonction
In. Ses propriétés se déduisent naturellement de celles de la fonction In.
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La notation exp(x) = * et pour tout x appartenant a IR est a la généralisation de exp(r) = e"
pour tout r appartenant él Q, qu’on peut justifier.

L’¢étude des fonctions exponentielles de base a et des fonctions puissances découlent irectement
de I’étude de la fonction exponentielle népérienne.

On habituera les éléves a retrouver les limites et les dérivées des fonctions exponentielles de
base a et puissances a partir des définitions de ces fonctions.

L’étude générale des fonctions exp, n’est pas a traiter de maniére théorique mais pourra étre
abordé sur quelques exemples (0< a < 1leta > 1).

Il en est de méme pour les fonctions x = x“. Ce sera I’occasion d’étudier des cas

X . . . . p
correspondant & des valeurs variées de a et de faire le lien avec les notations Vx et x /a,

Les fonctions puissances x = x* sont définies sur ]0 ; +oo[ mais, pour certaines valeurs de a
1 . s

(a€Z,a = 7 etc.), elles peuvent étre définies sur un ensemble contenant ]0 ; +oo[ (par

exemple IR, IR* ou [0 ; + oo ).
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1- Définition :

La fonction exponentielle noté « expox » ou « e* » est la fonction réciproque de la fonction
Inx définie sur R=]— o0 ; + oo[

2- Ensemble de définition de la fonction exponentielle :

Sif(x)=e* alors Df =R=]—o00 ; + oo
NB:

Vx € R, e* > 0 (Car la fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction
logarithme Népérien. Elle prend ces valeurs dans R} ).

3- Propriétés remarquables :

P1 . eaxb — (ea)b P2 : ea+b: e x eb
. a-b _ €° e po—a _ L
P3. e —g P4. e —;
Ps:(e®)" = e Ps: e =lne*=a
P,:el=1ectel=e¢ Pg: lne= enl=1
Py:e=eP&a = b Pe?>el@a>bete*<el®ac<h

Pii:e*=bea=Inb

4- Limites remarquables :

lim e* =0 et lim e* = 4o

X — — oo X - +oo

lim xe* =10 et lim x"e* =0

X > —oo X > — o0

lim xe* = + oo et lim x"e* = 4+
X = 4+ o0 X —> + o

- ___________________________________
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. e* . e~
lim —=0 et lim — =0
x xn
X > —o X > — o
. e* i eX
lim — =+ et lim — = 4+
x xn
X — + oo X = + oo
. e*—1 . am i ax
lim =1 etpoura >0,ona: lim o 4+ et lim — =t
nx X
x -0 X > + o X > +

5- Dérivées remarquables :

- Sif(x) e => f'(x) = e*

Sif(x) = e+ => f'(x) = gel@+P)

Sif(x) = et®l => f(x) = u' (x)e®)]

6- Primitives remarquables :

- Sif(x) =e*=>F(kx) =e* + K
- . — plax +b) — _1 (ax+b)

S1 ) = @ 1) = Fy =L@ 4 K
- Si f(x) :u'(x) el™] = F(x) = L@y g

7- Fonctions puissances :

a)Définition :
On appelle fonction puissance toute fonction f;, définie sur ] 0 ; + oo [ par :
fa(x)=a* = "™, ol a estun nombre réel positif et différent de 1.

b) Etude des fonctions puissances :

- érivée :f,(x) = (e = lnae ,d’ou: =
D A xlna l xlna d’ (x a‘lna
- Tableaux de variation :
Les tableaux de variations suivants résument 1’étude de f;, suivant les valeurs de a.

1% cas : Si0 < a < 1 alors on a: le tableau suivant
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X —0o0 40
fa (x) -
400
fa(x)
0
2°™ cas : Si a > 1 alors on a : le tableau suivant
x —00 +o00
fa () +
400
fa ()
0
- Représentations graphiques:
¥y
ol
0 <a<1
a >1
-3 -2 -1 o] 1 2 3 x
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| EXERCICES |

Propriétés de la fonction exponentielle

1) En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, simplifie les expressions
suivantes :

1 1
_ ZIn8 —In- _
A=eln3 _g-in3 4 o3in8 _ ,-lng g p2in5 _ ,-In3 4 ln(e\/er\/ﬁ)

>

1
C=—2Ine? + InvVe — In(Ilne) + 3¢in(-1n) . D=elneve

2) En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, résous dans R les équations

suivantes :

a) eX =3 ; b) e =2 ; C) er :% ; d) e3x+1 — e—x+3; e) eZ—3x — e—x2
Xx_ g . —x _ 7. 5x _ _ ‘.ex+1:l.. ex—e_x: . e2x _1

f)3 4’9)4 3’h)7 3’l)ex—4 2",) e¥ +e X ’k)ex+1 e x

I) e?*+3e*—4=0

3) En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans R les inéquations suivantes :

_ _ 1 _ _ .2
a)e >4 ; be <6 ; c)e*>-;d)eXTl<e™t3; ) 23> e
2

f)3°<4 ;1) e +5e*+ 4<0

. Soit la fonction polynome définie par f(x) = x° - 4x° - 29x - 24

1) Calcule f(—1) et f(—3) puis en déduis une factorisation de f sous forme d'un produit de 3
facteurs du premier degré.

2) Résous I'équation f(x) =0
3) En déduis la résolution de 1'équation :e?* — 4e* — 29 — 24e™* = 0 et de I’équation :
2% — 4 x 22X —29%x2¥—24=0

. En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans RxR les systémes suivantes :

a {Ze"—ey=15 b {e"xgyzs ) {Bex—Zlny=13
“le* 4 2eY =40 ’ “ler+ev =6 ’ “15e* +3lny =9
a-{Z - 2277 =0 e[ 31 =1

2% =227 =0 ’ 3**2x 3V =3

S —
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Application des limites de la fonction exponentielle

- Calcule la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de définitions :

3

1) f(x) =e™ B f(x) = e 5 3) f(x) = exez

x242x x2 2

D F) =S 900 = g O () =

NFE = T 5 HFE =lnle™ =1 3 9f®) = x+2)(e* 1)
Dérivées et primitives de la fonction exponentielle
. 1) Calcule la dérivée des fonctions suivantes :
W f) = e L by f) = e o flx) = e
B ) == O f0) = D) =
g f(x) =nlln(e*-1] ; hb)f(x) =x+2)(e*-1)

2) Calcule la primitive des fonctions suivantes :

a-f(x)=e 2x-3 b- f(x) *8—2:3 s e- f(X)= (—x+1) ex2—2x+5

1 L T
d- f¥) = Ze e'f(x)_m BEI e f0) =3
fx) 16; h- f (%) e - f(x) ¢ D fx)=2"
g-f(x) = — sh-f()=— S i- f()=—— ; Dfl)=
x? Jx l1+e*
. 1) Détermine les réels a et b pour que la fonction F soit une primitive sur R de la fonction f.

a) f(x) =(2x + 1)e*et F(x) = (ax + b)e”

b) f(x) = (x + 1)ez et F(x) = (ax + b) ez
2) Détermine les réels a; b et ¢ pour que la fonction F soit une primitive sur R de la fonction

f

a) f(x) =(x*—1)e* et F(x) = (ax’+bx + c) e
b) f(x) = (x*-3x + 1)e3 et F(x) = (ax’+bx + c)e ¥

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 6. Fonction Exponentielle. Page 407



Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

Fonction exponentielle dans les cas pratiques

. Soit la fonction f définie sur R par : f(x) =8(e™* — e~%%)

8(e*—1)
e2x "

1) a- Démontre que pour tout réel x, ona: f(x) =

X

b- Démontre que pour tout réel X, ona : f'(x) = %. En déduis le signe de f'(x).
c- Détermine les limites de f en —oo et en +oo.
d- Dresse le tableau de variation de f sur son ensemble de définition.
e- Représente la fonction f dans un repére orthogonal.
(Unités: 4 cm sur ox et 2 cm sur oy )
2) On injecte a I’instant t = 0 une substance dans le sang d’un animal. A I’instant t ou t est
positif et exprimer en seconde, la concentration g de la substance injectée est :
g(t) =8(e~t — e~2%). On rappelle que la < Concentration >> est le rapport entre la quantité
du liquide et la quantité du sang qui le contient.

a- En utilisant les résultats de la question 1), Donne le tableau de variation de la
concentration du sang en fonction du temps t.

b- Au bout de combien de temps la concentration est elle maximale ? On Donnera une
valeur approchée par défaut de ce résultat en centime de secondes.

c- Détermine les instants t; et t, pour les quels la concentration est égale au quart de sa
valeur maximale.

. On étudie I’évolution d’une colonie de bactéries placée dans une pétrie. Le nombre da bactéries

. 1 . s - 4et -1
en centaines est modélisé par la fonction f définie sur I’intervalle[0; +oo[ par f(t) = :;T ou

t représente le temps en heures. On suppose que 1’on peut compter le nombre de bactéries a
I’unité pres grace a un compteur de radioactivité.

1) a) Calcule f(0) et interpréter ce résultat.
b) Montre que f(t) =4 — etgj' En déduis la limite de f en +o0
On appelle cette valeur, la saturation. Que peut-on en conclure pour la courbe (C ) de f ?

¢) L’équation f(t) = 4 admet-elle des solutions ? Justifier la réponse.

9et

2) Montre que la dérivée f'de f vérifie f'(t) = e

En déduis le tableau de variation de f

sur intervalle [0; +oo[
3) Soit (T) la tangente au point d’abscisse 0 a la courbe (C). Détermine une équation de (T).

4) Recopie et compléte le tableau ci-dessous en arrondissant 41072 prés
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t
f()

5) Trace (C), (T) ainsi que toutes les asymptotes éventuelles a (C ).

6) Calcule a la minute prées I’instant t, ou le nombre de bactéries sera égal a 200

7) Détermine le temps au bout du quel la population de cette colonie serrait égale a 80% de sa
saturation

. Partie A

A l'instant t = 0 on injecte dans le sang d’un patient une dose de 3ml d’un médicament. On
veut étudier le processus d’élimination du produit au cours des douze heures suivant
I’injection. La quantité de médicament présente dans le sang en ml en fonction du temps t en
heures est f(t), ou f est définie sur [0; 12]par: f(t) = 3e~ %1,

1) Déterminez f ’(t) et justifier que pour tout te[0;12],f’(t) < 0.
2) Dressez le tableau de variation de fsur [0 ; 12].
3) Calcule f(2); f(3); f(4); f(6) et f(8). Que représente chacune de ces valeurs ?

4) Trace la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal d’unités
graphiques (1cm sur (Ox) et 4 cm sur (0y)).

Partie B

Le médicament est inefficace lorsque la quantité contenue dans le sang est inférieure a
1, 25ml, ainsi on procede a une seconde injection

1°/ Au bout de combien de temps on procedera a la seconde injection ?

(On Déterminera ce temps graphiquement et par calcul).

2°/ On rappelle que le seuil de toxicité du médicament est de 4, 5ml.

Le patient court —il un risque d’intoxication par le médicament a la seconde injection ?

Problémes

- On considére la fonction numérique f définie sur R par : f(x) = 2x +1—-xe*™ !

On note C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, 1, j ) .

Partie A : Etude de la fonction f et construction de la courbe ( C).

1) Etudie la limite de la fonction f en — oo puis en + o

1

L e 11
(on pourra écrire xe - xe ).
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2) Démontre que la droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote & la courbe C en — oo et
préciser la position de la courbe C par rapport a la droite A.

3) a) Calcule la dérivée f ' et la dérivée seconde f "' de la fonction f.

b) Dresse le tableau de variation de la fonction f ' en précisant la limite de la fonction
f'en — oo,

¢) Calcule f '(1) et en déduis le signe de f '(x) pour tout réel x.
d) Dresse le tableau de variation de la fonction f.

4) Soit I I’intervalle[1,9 ; 2]. Démontre que, sur I, I'équation f(x) = 0 a une solution unique,
Q.

5) Trace la droite A et la courbe C (unité graphique : 2 cm).

Partie B : Recherche d'une approximation de o :
On consideére la fonction g définie sur l'intervalle I par: g(x) =1+ In (2 + %)

1) Démontre, sur I, I'¢quation f(x) = 0 équivaut a I’équation g(x) = x.
2) Etudie le sens de variation de la fonction g sur I et Démontre que, pour tout x
appartenant a I, g(x) appartient a I.

3) Démontre que, pour tout x de l'intervalle I, [g'(x)| < %
4) Soit (u,) la suite de nombres réels définie par : uy = 2 et, pour toutn de N,

Up 41 = g(Un)

. 1
a) Démontre que, pour tout n de N, |u,,; —a| < 5 |lu, — «a|

L . . 1 (1\" .
b) En déduis, en raisonnant par récurrence que pour toutn de N, |u, — a| < m (5) puis

Donne la limite de la suite u, en +o
Partie C : Calcul d'aire :

1) En intégrant par parties, Calcule l'intégrale J = | 1“ xe* ldx
2) a) Détermine, en unités d'aire, 1'aire A de la portion de plan limitée par la courbe (C),
l'axe des abscisses, la droite d'équation x = 1 et la droite d'équation x = a.

b) Démontre qu'on peut écrire A = (a — 1) (a - i)

- Partie A : Résolution de I'équation différentielle (E;) : y' - 2y = xe*

1) Résous I'équation différentielle (E5) : y' — 2y = 0 ou y désigne une fonction
dérivable sur R.
2) Soient a et b deux réels et soit u la fonction définie sur R par u(x) = (ax + b)e*.
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a) Détermine a et b pour que u soit solution de 1'équation (E;).
b) Montre qu’une fonction v est solution de I'équation (E;)si et seulement si
u — v est solution de (E).
¢) En déduis l'ensemble des solutions de (E,).
3) Détermine la solution de 1'équation (E;) qui s'annule en 0.

Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2e* - x - 2.

1) Détermine la limite de g en — oo et la limite de g en + oo.

2) Etudie le sens de variation de g, puis Dresse son tableau de variation.
3) On admet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.
a) Vérifie que 0 est 1'une de ces solutions.

b) L'autre solution est appelée a. Montre que - 1,6 < a < —1,5.

4) Détermine le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x.

Partie C : Etude de la fonction principale
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e?*- (x + 1) e*

1) Détermine la limite de f en — oo et en + 0. (On pourra mettre e~ en facteur).

2) Calcule f '(x) et Montre que f '(x) et g(x) ont le méme signe. Etudie le sens de
variation de f.

3) Montre que f(a) = —
encadrement de f (). (On rappelle que —1,6 < a < —1,5).

4) Etablie le tableau de variation de f.

5) Trace la courbe (C), représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal
(Unité graphique 2 cm).

a’+2a

, ou o est défini dans la partie B. En déduis un

Partie D : Calcul d'aire
1) Soit m un réel négatif, Interpréter graphiquement l'intégrale frg f)dx

2) a) Calcule frg xe*dx al'aide d'une intégration par parties.
b) En déduis [ f(x)dx

3) Calcule la limite de frg f(x)dx, lorsque m tend vers — oo.

L'objet de ce probléme est d'étudier, a I'aide d'une fonction auxiliaire, une fonction et de résous
une équation différentielle dont elle est solution.

A) Etude d'une fonction auxiliaire
eX
14 2e*

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = — In(1+ 2e*)
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1) Calcule g'(x) et Montre que ce nombre est strictement négatif pour tout x de R.
2) Détermine les limites de g en — oo et + co.

3) Dresse le tableau de variation de g.

4) Donne le signe de g(x).

B) Etude d'une fonction et calcul d'une aire.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e **In(1 + 2¢%).

On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthogonal

(unités graphiques : 4 cm sur l'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées).

1) Calcule f'(x) et Montre que pour tout réel x, f '(x) = 2e~**g(x).
2) a) Détermine la limite de f en — oo.
b) Détermine la limite de f en + oo.
On pourra remarquer que : si on pose X = 1 + 2e”*, f(x) s'écrit 4 & _Xl)z X IHTX

Dresse le tableau de variation de f.

3) TraceC.

4) Soit a un réel strictement positif.
a

a) Calcule la valeur de l'intégrale I(a)) = [ dx

<
0 1+42e*
b) En déduis, a l'aide d'une intégration par parties, l'intégrale : J(a)) = [ Oa f)dx puis

Donne une interprétation graphique de J(a).

C) Résolution d'une équation différentielle

e—x

On considére 1'équation différentielle (E) : y' + 2y = 21 —ox

1) Vérifie que la fonction f étudiée dans la partie B est solution de (E).

2) Montre qu'une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ — f est solution de
I'équation différentielle (E") : y" + 2y = 0.

3) Résous (E") et en déduis les solutions de (E).

- Partie A :

Soit la fonction g définie sur R par g(x) =e* +x - 5

1) Etudie le sens de variation de g.
(On ne demande pas de Détermine les limites de g, ni de construire sa courbe).

2) a) Calcule g(0) et g(2)

¢) Démonte que 1'équation : Vx € R, e* + x —5 =0 admet une solution unique « et
que :
1,30 < a < 1,31
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Partie B :
Soit la fonction numérique f définie sur ]—oo ; 5[ par: f(x) = In(5- x).

1) Etudie le sens de variation de f. Préciser les limites de f en 5 et en —oco.
2) Prouveque f(a) = a
3) a)Démontre que Vx € [0;3], ona:|f'(x)| < %

b) En déduisque Vx € [0;3], ona: |[f(x) —a| < %lx—al
c) Démontre quesi0 < x < 3,alors0 < f(x) < 3.

4) Dans le plan muni d'un repére orthonormé (o, I, J ) , d'unité graphique (3 cm), on
désigne son (C) la représentation graphique de la fonction f.
a) Trace la courbe (C), puis hachurer la partie du plan formée des points de coordonnées

| (l<sx <4 .
(x,y) tel que : {0 <y<f) on notera (S) cette partie.

b) Enremarquant que, V x # 5, xsz =1+ ﬁ ; Montre que f:xxfsdx =4-6a
¢) Prouve que l'aire A de la partie (S) en cm’est donnée par A = —a” + 6a - 4.
(On Utilisea une intégration par partie).

ex
1+ x)?

-On considére la fonction f, définie sur l'intervalle ]—1; + oo[ par f(x) =
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal
0;1; D

A) Etude de la fonction f et tracé de (C)
1) a) Calcule la limite de cette fonction lorsque x tend vers + co.

b) Calcule la limite de cette fonction lorsque x tend vers — 1. Que peut — on en déduis pour la
courbe (C) ?

2) Calcule f '(x) et Montre que son signe est celui de %

3) Dresse le tableau de variation de f.

4) Trace la courbe (C), les droites d'équations respectives x = —1 ety = 1, ainsi que la
tangente a cette courbe en son point d'abscisse 0.

(Unité graphique : 4 cm)

5) Montre que 1'équation f(x) = 1 admet une unique solution, notée o, dans l'intervalle
[1; 10].
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Utilise le graphique précédent pour Donne deux nombres entiers consécutifs a et b tels que a
appartient a ’intervalle [a ; b].

B) Calcul d'une aire
1) Soit g la fonction définie sur -1 ; + oo par g(x) = xe+ T
a) Etudie le sens de variation de g dans l'intervalle [1 ; 2].
b) Montre que, pour tout x appartenanta [1; 2].ona:1 < g(x) < 2,5.
¢) En déduis un encadrement de A; = |. 12 g(x)dx
2) Soit A, l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par les droites d'équations
respectives x = letx = 2, lacourbe (C) et 'axe des abscisses.
A l'aide d'une intégration par parties, exprimer A, en fonction de A, et en déduis un

encadrement de A,.

C) Approximation d'un nombre a 'aide d'une suite
Pour cette partie, on Utilisea sans justification le fait que 1'équation f(x) = x a une unique

solution £ et que celle — ci est élément de l'intervalle [% ; 1]

ex

Soit h la fonction définie sur |—1; + oo[ par h(x) = a7

1) a) Vérifie que, pour tout x appartenanta |[—1; + o[, ona: f '(x) = f(x) — 2h(x).
a) Calcule h'(x).
b) En utilisant la question a), Calcule f "'(x). En déduis le sens de variation de f ' dans

v 1,
l'intervalle [ 5 1]
2) En déduis que, pour tout x appartenant [% ; 1] dona:|f'(x) < %

3) On définit la suite (u,,), pour tout nombre entier naturel n, par :
up=1letu,1=f(,),pourn>0

. 1
On admet que, pour tout nombre entier naturel n, on a S <u,< 1.

. 1
a) Montre que, pour tout nombre entier naturel n, ona : [u, 41 — B| < " |lu, — Bl

. . 1\"
b) Montre par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, ona : |u, — | < (Z)

¢) En déduis une valeur approchée numérique de 8 a 1073 pres.
- Dans tout le probléme le plan est rapporté a un repére orthonormal(0 ; 7; j) (unité 5 cm).

Partie A :

On consideére la fonction f définie sur [0 ; + 00[ par f'1(x) = xe ™ eton appelle C, sa

courbe représentative.
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1) Montre que pour tout réel positif x, f1(x) —e~" — 2x2e~*" En déduis le sens de
variation de f.

2) Calcule la limite de f| en 4+ oo (on pourra poser u = x%). Interpréter graphiquement
ce résultat.

3) Dresse le tableau de variation de f.

4) On appelle A la droite d'équation y = x. Détermine la position de C, par rapport a A.

5) Trace C; et A.

Partie B :

: 1y . s 3 -x?
On considere la fonction f3 définie sur [0 ; + 00[ par f3(x)= X"€ " eton appelle C; sa
courbe représentative.

1) Montre que pour tout réel x positif, f’3(x) a méme signe que 3 — 2x”. En déduis le
sens de variation de f.

2) Détermine les positions relatives de C; et C.

3) Trace C; dans le méme repére que C .
(on admettra que C; a la méme asymptote que C; en +00).

4) On appelle D la droite d’équation y = 1. Soit A, l'aire en unités d'aire du domaine
limité par la courbe C;, les deux axes de coordonnées et la droite D et soit A; I'aire en
unités d'aire du domaine limité par la courbe Cs, les deux axes de coordonnées et la

droite D.
a) Calcule 4;.
b) A l'aide d'une intégration par parties, Montre que A3 = — i + 4
Partie C :

On désigne par n un entier naturel non nul et on considere la fonction f, définie sur [0 ; + 00[
par: f,(x) = x"e ¥’

On note (C,) la courbe représentative de f,, dans le repére (0 ; T; )

1) Montre que pour tout entier n > 1, f,, admet un maximum pour x = \E On note a,, ce

maximum.

2) On appelle S, le point de (C,) d'abscisse \E . Montre que, pour tout i, (C,,) passe par S,.

Placer Sy, S,, S; sur la figure.

3) Soit la fonction g définie sur [0 ; + oo[ par g(x) = eg[_ 1+ln(%)]

a) FEtudie le sens de variation de g.
b) Montre que pour tout entier n > 1, a, = g(n). En déduis que tout point S,, on a une
ordonnée supérieure a celle de S,.
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- Le probléme est composé de I'étude d'une suite de fonctions dépendant d'un parametre, puis de
la recherche d'une valeur approchée d'une solution d'une équation du type : f(x) = x.

Partie A :

Pour tout entier n strictement positif, on note f;, la fonction numérique de la variable réelle
définie sur R—{—1} par : f, (x) =

ex
(x+ 1"

On note (C,) la courbe représentative def, dans le plan rapporté a un repére orthonormé (unité
graphique : 2 cm).

1) Détermine la fonction dérivée f',, de f, et donné I'expression de f',, en fonction de f, et de

fn+1-

2) Etudie les variations de f;, et ses limites éventuelles en — o0 ; — 1 et + 0. (On distinguera
les cas ou n est pair et n est impair.)

3) Démontre que toutes les courbes (C,) passent par un méme point.

4) Détermine la limite de f"T(x) lorsque x tend vers +o00. Que peut — on en déduis pour les

courbes (C,,) ? Trace sur deux figures distinctes les courbes (C) et (C,).

Partie B :

Pour tout entier n strictement positif, on note : I, = f01 fndx.

1) Démontre que la suite (I,,) est décroissante et qu'elle converge.

2) Détermine en utilisant la relation de la question A).1), une relation entre I,, et ], ;.
Partie C :

Dans cette partie, n = 2.

1) Démontre que 1'équation f,(x) = x admet une solution unique a dans l'intervalle E ; 1]
Le but de cette partie est de Détermine une valeur approchée de a.

2) Etudie les variations de f', dans E ; 1]et en déduis que pour tout nombre réel x appartenant
a lintervalle E ; 1] sona: 0<|f5(x) |< 0,25

uo = 0

Uny1 = f2(un)
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a- Démontre, en utilisant la question C.2., que pour tout entier naturel n :

1
s = al < 2, = af

s . 1 /1\" .
b- En déduis que pour tout entier naturel n, |u,, — a| < 2 (Z) et que la suite (u,),n € N

converge vers a.

- On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = <1

xeX + 1
On note (C) sa courbe dans un repére orthonormé (o, 17, ]) d'unité graphique (4 cm).
Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire).
On définie la fonction g sur [0 ; +00[parg(x) =x + 2-¢€*

1) Etudie les variations de g, Dresse son tableau de variation. Montre que 1'équation g(x) =0
admet une solution @ et que 1,14 < a < 1,15.

2) En déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : (Etude et tracée de f).

e*xg(x)

1) Montre que Vx € [0; +oo[,ona  f'(x) = Gert 2

En déduis le sens de variation de f.

1—e™*

x+e™X

2) a) Montre que V x € [0; +00[; f(x)

b) En déduis lim f(x) . Interpréter graphiquement ce résultat.
X — oo
3) Montre que V x € [0 ; +00[, fla) = alT puis Détermine 1'équation de la tangente au
pointxy = 0

4) Montre que f(x) - x = %r_n . Btudie les variations de la fonction

T(x) =e*—xe* - 1.

Puis en déduis la position de (C) par rapport a (T). Trace (C) et (T).
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Partie C :
1) Détermine une primitive F de f en utilisant la question 2) a) de la partieB.

2) Calcule en cm” l'aire A du domaine plan limité par (C), la tangente (T) et droites d'équation
x=0etx=1

- Partie A :

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O ; T; j) L'unité graphique est 4 cm sur l'axe des
abscisses et 2 cm sur 1'axe des ordonnées.

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (2 + cos x)e! ~*. On note (C)la courbe

représentative de f dans le repére (O, ;, }) .
1) Montre que, pour tout x de R: f(x) > 0.
2) a- Montre que, pour tout x de R : v2cos (x - %) = cosx + sinx
b- En déduis que, pour tout x de R : 2 + cosx + sinx >0
c- Montre que f est strictement décroissante sur R.
3) a- Montre que, pour tout x de R : e! =%, < f(x) < 3e! ~*.
b- En déduis les limites de f en 400 et en —oo.
c- Interpréter géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la limite de f en +co.
4) a- Montre que, sur l'intervalle [0 ;7T ] I'équation f(x) = 3 admet une solution unique a.
b- Donne un encadrement de o d'amplitude 1072
5) Représente la courbe (C) sur [0; 4]
Partie B :

On veut Calcule l'aire, A, exprimée en unités d'aire, du domaine limité par la courbe (C) , 1'axe
des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite d'équation x = 1.

1) Montre que : A =2e — 2 + fol el~tcostdt
2) Onpose: 1= fol el~tcostdt et J= fol eltsintdt

a- A l'aide de deux intégrations par parties, Montre que :
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I = —cosl + e-Jet] = —sinl + I.
b- En déduis la valeur de 1.

3) Détermine la valeur exacte de A en unités d'aire, puis Donne une valeur approchée de A a
1073 pres par défaut.

Partie C :

sinx

Soit h la fonction définie sur R par h(x) = =1 —

2+ cosx

1) a) Montre que la fonction h admet des primitives sur R.
b) Calcule la primitive H de la fonction h, qui prend en 0 la valeur (1 + [n3).

2) a) Détermine In(f(x)) pour tout x de R.
b) Etudie le sens de variation de la fonction H.
¢) Détermine le tableau de variations de H.
3) On appelle 1" 1a courbe représentative de la fonction définie sur R par

x = 1-x + In(2 + cos x). (On ne demande pas de Représente I ). On appelle A la droite
d'équationy = —x + 1.

a) Etudie la position relative de I et de A.

b) Détermine les abscisses des points communs a 1" et A.

1) a) Etablie une équation de la tangente T & I au point d'abscisse 0.
b) Etudie la position relative de I" et T.

5) Montre que la courbe I" est contenue dans une bande du plan limitée par deux droites
paralleles dont on Donnera des équations.

- Partie A :

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = eioil . On note (C)la courbe représentative de f
dans le repére

(0; T; ) (Unité graphique 1 cm).

1) a- Détermine la limite de f en —oo.

En écrivant f(x) = 10 — efi ; » Détermine la limite de f en +oo. Puis en déduis 1’équation

des asymptotes a la courbe (C)
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b- Calcule la dérivée f'de la fonction f puis Dresse le tableau de variation de f.
2) Détermine une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse [n4.
3) Trace sur un méme graphique la courbe (C) ; ces asymptotes et la tangente (T).
Partie B :

Une entreprise fabrique un certain produit P. On appelle x le nombre de tonnes de produit
fabriquées.

On note C(x) leur cout total de fabrication, exprimé en milliers d’euros.

La fonction colt marginal, C’ est la dérivée de la fonction C.

Pour tout x € [0; 4+oo[, ona C'(x) = f(x); ou f est la fonction étudiée dans la partie A.
De plus , on suppose qu’il n’ya pas de charges fixes, donc que C(0) = 0.

1) a- Montre que le cot total est donnée par C(x) = f: f(®)dt.

b- Exprimer € (x) en fonction de x.

c- Qu’elle est le cofit total de 5 tonnes de ce produit P ? On Donnera la valeur exacte, puis la
valeur arrondie a la dizaine d’euros prés.

C(x)
x

2) On appelle C,, (x), le coiit moyen défini, pour tout x € [0; +oo[ par C,,(x) =
a- Exprimer C,, (x), en fonction de x.

b- Vérifie que, pour tout x € [0; +oo[; C,,,(x) = 10 +

10In(1 + 4e™%) 10In5
x x

c- En déduis la limite de C,, (x) en +oo.
- Le plan est muni d’un repére orthonormé (0 ; 7; ), unité graphique : 2 cm.

Partie A :
Soit g la fonction numérique définie sur ]— T; 0[ par g(x) = cox?x + cosx — 1.
1) a) Montrer que g est dérivable sur ]— ; 0[ et que g'(x) = —(1 + 2cosx)sinx.

b) En déduire que g'(x) < 0 pour tout x € ]— T; —%ﬂ] et que g'(x) = 0 pour tout
X € [—z?n ;0[.

c) Dresser le tableau de variation de g.
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2) a) Montrer que ’équation g(x) = 0 admet une solution unique 8 sur]— T; 0[ et que
T s
pel-3:-3.
b) En déduire le signe de g sur ]— ; 0[

Partie B :
Soit f la fonction numérique définie sur ]— T; +00[ par:

__ 2sin(2x) 1 . .
flx) = Trcosx T2 Sle] 71,0]
et
3 .
f(X)ZZ—m Slx€]0;+00[

On note (Cf)la courbe représentative de f.
1) Etudier la continuité de f en 0.
2) Etudier la dérivabilité de f en O puis en déduire une interprétation géométrique des
résultats obtenus.
3) a) Calculer lim f(x)
X — 400

41— i 1 £
dd=cosv)sinxcosx | 1 42 dquire que

b) Montrer que pour tout x € ]— T ; 0[, ona: f(x) = T—cosZx 3

lim f(x) = 4o

X— -7
¢) En déduire les asymptotes de la courbe (Cf).

4) a) Calculer f'(x) pour tout x € ]0 ; +oo[ puis en déduire le sens de variation de f sur
105 +ool.

gx)

4 . £ qs
T3 cosx Puis en déduire le sens

b) Montrer que pour tout x € ]— T; 0[, ona: f'(x) =

de variation de f
sur ]— ;0 [
¢) Dresser le tableau de variation de f sur |—7 ; +oo[.

5) Construire la courbe (Cf), ses asymptotes et ses demi-tangentes au point d’abscisse 0.

Partie C :

On admet que tout x € [1,5;2],0ona:0 < f'(x) < % (R).

1) Soit h la fonction numérique définie sur [1,5; 2] par : h(x) = f(x) — x.
Etudier les variations de h puis en déduire que I’équation f(x) = x admet une solution
unique a € [1,5;2].

uy, =15

pour tout n € N.
Upy1 = f(un)

2) Soit (u,) la suite numérique définie par : {

a) Montrer par récurrence que pour tout n € N, u,, € [1,5; 2]. (On pourra utiliser la
relation (R))
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* 1
b) Montrer que Vn € N*;ona: |u, — af S§|un—1— al et que :

n+1
|u —a|<—1n|u —a|< —1
n 2 0 2

o . . 1 n+1
¢) En déduire par récurrence que Vn € N*,ona: |u, —a| < (5)

d) En déduire que la suite (u,,) est convergente.

e) Déterminer un entier p tel que pour n > p onait: |u, — a| < 1072 puis donné a l'aide de
la calculatrice une valeur approchée de u, a 10~ 3pres.

Solutions

Propriétés de l1a fonction exponentielle

. 1) En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, simplifions les expressions
suivantes :

1,53

§ln2 _

1 1
A =eln3 _p-in3 eglnS _ e—lnz A= eln3 In4

+ e e

_eln3

1

— ,n3 _ _~
:>A—€ 7eln3

m2 _ 4 _ o 1 _4=2_A=_2
+ e e—33+243>A3

B = e2n5 _g=n3 4 ln(e‘/7 X e\/g) —=B= e L 4 ln(e‘/E X ez\/i)

eln3

= elnzsfﬁ_l_ Ine®? = 257§+ 3V2 = 74+3_9ﬁ :>B=74§—9\/7

1 1
C = —2Ine® + Inve — In(lne) + 3e(-1n3) = € = _2Ined + Inez — In(1) + 3elnne)
1
= —2Ine’ + Inez — In(1) + 3e"W = —6 +%+ 3= —§:>C =-:

3
D=ean6\/E :>D=elne4 =E :>D=§
4 4

2) En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, résolvons dans R les équations
suivantes :

a)e* =3 & ne* =Im3=>x=1In3. AlorsS = {In3}

be*=2 ®lne™=mn2=>—-x=1In2=>x=—-In2.AlorsS ={—-In2}

Qe =1 @ e =int=>2x=—-In2=> x=—"22_ Alors S = {—E}
2 2 2 2

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 6. Fonction Exponentielle. Page 422



Fonction Exponentielle - Fonction

puissance
3x+1 _ ,—x+3 _ 9w, 1 _ (1
d) e+l = ¢ <i>3x+1——x+3<i>4x—27>x—5.AlorsS—{E}
e) e = e 2 -3x=-x2®x2—3x+2=0=>x, =1 etx, = 2.
Alors S ={1;2}
f)37=4 ®el3=4 Gxin3 = Ind =>x =12 Alors§ = {2}
—x _ —xlnd _ _ — o= _n3 —[_m3
947 =3 ®e =3 & —xind=In3 =>x=-1> AlorsS = {12}

h) 7°* = =3 ® "7 = —3 "Impossible". Alors S = { @ }
e* +1

Dy =% & 2e*+2=e" —4& e¥ = —6 " Impossible". Alors S = {0 }

eX—e

) =1 ef—e*=e"+e* P2 =0 e =0Impossible"=>S ={0}

e +e™*

2x
k)~ =1 @exe*=e'+1@e =e*+1=>0=1 Absurde=>S={0}

e* +1 e ™
) e* +3e* — 4 = 0.Effectuons un changement de variable en posant X = e*
Alors I’équation e?* + 3e* — 4 = 0 dévient: X2 +3X —4=0=>X, =1 etX, = —4.

- SiXj=1®e*=1x=I[n1=0.
- SiX; =—4 & e* = —4"Impossible".

=S5={0}

3) En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans R les inéquations suivantes :

n4
— = [—o0;

a)e > >4 & —2x > Ind= =

b)e™* <6 & —x=<In6b=>x=—-In6=>S5=[—In6; +o0|

1
c) e?* >

<::>2x>ln <.‘:t>2x>—ln2—>x>——S ]lnz 00[
d) 3t < e"‘+3<2i>3x+1<—x+3®4x<2:>x<%:>5=]—00;%[

e) e? 3% > e ¥ 2 —3x>-x2x2—3x+2>0.Posons x2 —3x +2 =0

=>x; =1 etx, =2.Alors S=]—00;1]U[2; +oo]

f)37<4® et <4 $xn3 < Ind >x < =5 =|-o0; o
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g) e* +5e*+ 4 <0.Effectuons un changement de variable en posant X = e*
Alors I’inéquation e?* + 5e* + 4 < 0 dévient: X2 + 5X + 4 < 0. Posons X*> + 5X +4 =0
=X, =—-1 et X, = —4.
- SiX; =-1 & e* =—1"Impossible".
- SiX, =—4 & e* = —4"Impossible".
Alors S={0}
- Soit la fonction polynéme définie par f(x) = x° - 4x* - 29x - 24
1) Calculons f(—=1) et f(—3)
f(=1D) =0 et f(=3)=0
En déduisons une factorisation de f sous forme d'un produit de 3 facteurs du premier degré.
Ainsi la forme factorisée de f(x) est f(x) = (x + 1)(x +3)(x — 8)
2) Résolvons 1'équation f(x) =0
fG) =0 (x+Dx+3)(x—-8)=0=>x=-1; x=—-3oux=38
=S5 ={-1;-3;8}
3) En déduisons la résolution des équations :
e — 4e* — 29 — 24e™F = 0% e —4e* =29 — 2 = 0 @ — 4e?* — 29¢% — 24 =0
Effectuons un changement de variable en posant X = e*
Alors I’équation e3* — 4e2¥ — 29¢* — 24 = 0 dévient : X3 — 24X2 — 29X —24 =0
D’aprés 2),ona: X =—1; X=—-3ouX =8
- SiX=-1%& e* =—1impossible
- SiX =-3<®e* =—-3impossible
- SiX=8&e*=8=x=1In8
S={In8}
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23% — 4 x2%% =29 x 2% =24 =0 (2%)°% —4(2%)% — 29 x 2* — 24 = 0. Posons X = 2*
=> X3 —24X? -29X—-24=0

D’aprés 2),ona: X =—1; X=—-3ouX =8

- SiX=-1®2%=-1® e*"2 = —1 impossible

- SiX=-3®2"=-3® e*2 = _3 impossible

- SiX=8®2"=8® et =8=>xIn2 =In8 © xIn2 = In23 & xIn2 = 3ln2 =>
x=3

Alors S = { 3}
- En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans RxR les systémes suivantes :

a- {Ze" —e¥ =15 o {46" —2e¥ =30
e*+2e¥ =40 e* +2e¥ =40

=>5e* =70=>e* =14 etx = Inl4
Remplagons x = In14 par sa valeur dans I’équation e* 4+ 2e” = 40. Ainsion a :
14+ 2e¥ =40 & e¥ =13=> y =1Inl13
D’ou S = {(In14;In13) ; (In13;In14)}

XxY=8

e*xe¥ =8
b{ X+Y=6

Posons e* = X et e¥ =Y. Alors le systeme dévient {
e*+e’=6

{I; f 2 . Ainsi ce systéme est solution de I’équation X2 —SX + P =0

Ou S et P désignent respectivement la somme et le produit.
X2 —SX+P=0 ©X?—6X+8=0=>A=4Alors X=20uX =4
- SiX=28e*=2=>x=1In2
=>8§ ={(In2;In4) ; (In14;In2)}
- SiX=4&ef=4=>x=1In4

3e* —2lny =13
c- { ¢ ny Effectuons un changement de variable en posante* = X et Iny =Y

5¢* +3lny =9
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3X—-2Y =13 <::>{9X—6Y=39

Alors le systéme dévient {SX +3r=9 10X + 6Y = 18

=19X =57=>X=3
Remplagons X = 3 par sa valeur dans I’équation 5X + 3Y = 9. Ainsiona:
15+3Y =9&3Y=—-6 ==Y =-2

- SiX=3®e*=3=>x=1In3
=S5 ={(n3;e7%) ; (e7%;In3)}
- SiY=-2&Iny=-2=>y=¢?

2% _ 22—y =0 o exan _ e(Z—y)an =0 o _exan + e(Z—y)an =0
d- {Zx _ 22+y =0 {exan _ e(2+y)ln2 =0 {exlnz _ e(2+y)ln2 =0

=> (2-Nin2 _ ,2+)in2 _
e@ V2 = @2 & (2 — )2 =2 +YIM2 @ 2-y=2+y S 2y=0=>y =0
Remplagons y = 0 par sa valeur dans I’équation e*? — e?=¥)"2 = 0_Ainsi on a :
e¥n? — 22 — 0 & e*M2 = @212 & xIn2 = 2In2 =>x =2
=>5={(2;0); (0;2)}

3% x 32y—1 =1 exln3 X e(Zy—l)ln3 =1 e(x +2y-1)in3 _ 1
-{3x+2x3y:3 {e(x+2)ln3><eyln3=3 {e(x +y+2)ln3:3

{(x+2y—1)ln3=ln1 {(x+2y—1)ln3=0 {x+2y—1=0
P &
(x+ y+ 2)In3 =1In3 (x+ y+ 2)In3 =1In3 x+y+2=1

{x+2y=1 {x+2y=1
&
x+y=-1 —x—y=1

Remplacons y = 2 par sa valeur dans 1’équation x + 2y = 1. Ainsion a :
x+4=1=>x=-3

=S ={(-3;2); (2;-3)}
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Application des limites de la fonction exponentielle
- Calculons la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de définitions :
1) f(X) — e—x2+ 2x-3

Df=R=]—°°} +oo[

lim f(x) = lime ™ +273 = [ime™" =
X — —o0 X — —o X — —©
lim f(x) = lime ™ 23 = [ime™" =0
X 540 x - 4o X — +oo

2)f(x) =e 3

Df={x/x€R;x—3 =0}

x—320=>x2=3=>Dp =[3; +oof

f(3)=eB33 =el =1

lim f(x) = lim eV* 3 = lime¥™ = +o0

X >+ x >+ X — +oo
3

Ifx) = eee

D ={x/x€R;—x+2=*0}

—x+2#0=>x#2=>Df =]-0;2[U]2; +oof

lim f(x) = lim e%”: lim e§=1

X — —o X > —o X - —

3 3
lim f(x) = lime=x+2z= lime—x =1

X — +oo X — +o X — +o
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3 3
lim f(x) = lime=x+2 = e0T = +o0

x - 27 x - 27

3 3
limf(x) = lime=x+2=¢e0- =0

x -2t x -2

2
eX +2x

4 f(x) =

x+2

sz{x/xEJR;—x+2¢0}

x+2#0=>x%#—-2=>D =]-00;-2[U]-2; +oof

l' f( ) l ex2+2x l exz n
m X) = lim = ium = T00
x+2 x
X — —o0 X — —oo X — —oo
24, 2
lim f(x) = lim A lim %= = +oo
x+2 x
X — +oo X — +oo X — +oo
2
lim f(x) = lim S —0
x+2 0~
x > =27 x - 27
2
lim f(x) = lim e _ 1 +o0
x+2 ot

x - —=2% x - 2%

2
eX

NfX) =g

Df={x/xeR;-1+ e 3 %0}

Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

1+ e 320 = ez"_3¢1:>2x—3¢ln1¢>2x—3¢0:>x¢%

<oy foful s vef
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2 2
. . e* , * . e
lim f(x) = lim ——= = lim—5 =lim— =0
X — —o0 X — —o0 X — —o0 X — —00
2 2
, , e* , * e
lim f(x) = lim ——= lim — = lim — = +oo
X — +oo X — +oo X — +oo X — +oo
2
lim f(x) = limL——l——oo
-1+ e2x3 0~
X == X ==
2 2
2
, . e* 1
lim f(x) = lim TIio2i-3 T ot +oco
+ 3+
X == X ==

ex

0)f() = m—nrs

Df ={x/x € R;e** — 5e* + 6 # 0}

Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

e?* — 5e* + 6 # 0.Effectuons un changement de variable en posant X = e*

Alors I’équation e?* — 5e* + 6 # 0 dévient: X2 —5X +6 = 0=>X; # 2 etX, # 3.

- SiX;#F2 ®e*#E2Ex #In2.

- SiX,#3®e*# In3

=> Dy =]|—00;In2[U]In2; In3[ U ]In3; +oo[

e~ e e
limf(x)=lim——— = lim—— =lim =
f( ) e2X _ 5eX 46 e 2x e?

X — — X - — X - — X — —©
2 2
eX e~ eX
limf(x)=Ilim———— = lim——=1lim
f( ) e2X _ 5e* 16 e 2x e?
X — +oo X — +oo X — +oo X — +oo

= 400
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x2 m22
lim f(x) = lim —— = — =+
im = = =
e2X — 5eX 46 ot
x - In2~ x - In2~
li li ex2 elnzz
im f(x) = lim = = —00
f@x) e?* — 5e¥ +6 0~
x > 2t x - 2t
li li ex2 el"23
im f(x) = lim = = —00
@) e?* — 5e¥ +6 0~
x — In3~ x — In3~
l‘ l exz eln23
m f(x) = lim = = 400
f( ) e2X — 5eX 46 ot
x -3t  x - In3"

NF® = o

D ={x/x€eR;(x—1)*#0}

Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

(x=1)2#0®x—1#0=>x#1=>D; = ]—00;1[U]1; +oof

X

, , e* . e
lim f(x) = llmm = llmx—2 =0
X — —o0 X — —o X — —©

e* exz

lim f(x) = llmm= lim — =t
x — 4o X — 4o X =+

; - lim— e _
lim f(x) = llm(x 7 = o +o0
x > 1" x > 17

; - lim—" e _
lim f(x) = llm(x T = T
x -1t x -1t

8) f(x) =n(e*—-1)

Df={x/x€ER;e*—1>0}
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er—=1>0®e*>1<=x>Inl =x>0

=>D; =]0; +oof

limf(x) = limin(e*—-1) = —o0

x -0 x =0

limf(x) = limin(e*—1) =+

x =+ X =+

Nfx) =x+2)(e*-1)

Df =R =]—o0; +oof

limfx)=limx+2)(e*—1)= limxe*=0

X — — X = — X = —©

lim f(x) = lim(x +2)(e* —1) = limxe* = 4+

X >+  x o+ X =+

Dérivées et primitives de la fonction exponentielle

- 1) Calculons la dérivée des fonctions suivantes :

B) f(x) = e 1> f(w) = (~2x - e x !

b) f(x) = V"7 = f'(x) = m=eV*"

¢) f(x) = eroT ) = — TS

(x - 1)2

2
-1 ’ (2x+42)e*" 2%
&) f() = = f100) = 2

(ex2+ 2x)2
—x2 (_ng—xz )(ex—3)_(ex—3)(e—x2) - _x2+x-3
_ e . ’ _ _ x + e
) f() = = f(x) = — = b
_ —x? ot _ (—2x)(e2* — 5e* +6)—(2e%* — 5¢* )(~x2)
f) f(x) T e2x _gex 46 7>f (x) - (e2x — 5eX +6)2

_ —x[(2-2x)e?*-52 +x)e* +12] _ —x[(2-2x)e?*—5(2 +x )e* +12]
- (e2X — 5eX +6)2 = f (x) - (e2X — 5eX +6)2
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1

g) f(x) = In[ln(e* — 1] => f'(x) = 1= 1

In(e*—1) (ex—l)ln(ex—l)

hf(x) =x+2)e*-1D=f(x)=e*—1+e*(x+2)=e*—1+xe*+2e”*
= f'(x) =xe* +3e* —

2) Calculons la primitive des fonctions suivantes :

a-f(x)—ez"3—>F(x)— e 3 +k
2x—3 -2 3e 2x-3 3 —2e 2x-3
b- f(x)_ o3 N3 .3 X3 .3

= F(x) =_3—Zln|3—ez"‘3|+k
c- f(X) — ( x+1) e* —2x+5 X ( x+1) e* —2x+5 X(ZX—Z) e* 2_92x45

= F(x) = _1—2 X eX}=20+5 4 |

1
x

1 -1 1 1 1
d- f(x) = e =—x—2ex=—ex+k = F(x)=—ex+k

VZx+3 — 1 VZx + 3 = — ,V2x+ 3
= ¢ —SXWe > F(x)=e +k

e-f(x) =

f- fx) = eZX . = GemH = F(x)z_%e—2x+3+k

B
B

e

; —er 2 =2 L weVr= — 2V
gf(x)—\/;—zx\/;—zz\/;xe > F(x) =2eV* +k

ex

h- f(x) =

=Injl+e*|+k
- f(x)=2*=e""2=>F(x) = ﬁx eXn? 4k
-1) déterminons les réels a et b pour que la fonction F soit une primitive sur R de la fonction f.
a) f(x) =(2x +1)e* et F(x) =(ax +b)e”

F est une primitive de f si et seulement si F'(x) = f(x). Avec F'(x) = (ax + a + b)e*

F’(x)=f(x)<i>(ax+a+b)e"=(2x+1)e"¢>ax+a+b=2x+1z>{2i§_1

— a=2 — a:2: y N _ _ .
<_>{2+b=1< >{b=—1 >DlouF(x) = (2x — e* + k

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 6. Fonction Exponentielle. Page 432



Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

b)f(x) = (x + 1)e? et F(x) = (ax + b)e?
F est une primitive de f si et seulement si F'(x) = f(x). Avec F'(x) = %(—ax +2a - b)e_z_x

F'(x) = f(x) <3=€>%(—ax+2a—b)e_7x = + 1)e_2_x @ —ax+2a—-b=2(x +1)

—a=2 a=-2
& — -b= = &
ax+2a—>b 2x+2<>{2a_b=2 {
=>D’ou F(x) = (—2x — 6)e_7x +k

2) Déterminons les réels a; b et ¢ pour que la fonction F soit une primitive sur R de la
fonction f

a) f(x) = (x*=1)e® et F(x) = (ax’+ bx + ¢) e**
F est une primitive de f si et seulement si F'(x) = f(x).
Avec F'(x) = [2ax? + 2(a + b)x + b + 2c]e?*. F'(x) = f(x) &
[2ax? + 2(a + b)x + b + 2cle® = (x> —1) e?* &2ax?> +2(a+ b)x + b+ 2c = x* -1
(q=1
2a =1 2a=1 2
b+2c=-1 b+2c=-1 kc___
4

D’ou F(x) = ze —%x -

1\ 2

4) e*+k

b)f(x) =(x*-3x + 1)e 3 et F(x)=(ax’+bx + c)e ¥
F est une primitive de f si et seulement si F'(x) = f(x).

Avec F'(x) = [-3ax? + 2a —3b)x + b — 3cle ™ *. F'(x) = f(x) &

[-3ax? 4+ (2a —3b)x + b —3cle™* = (x* - 3x + De 3 &

Sy
I
I

a
—3a=1 3

—3ax*+ (2a—-3b)x +b—3c=x>- 3x + 1<3i>{2a—3b=—3<i>
b—3c=1

F(x) = (—%xz + gx —g) e +k

- ___________________________________
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Fonction exponentielle utilisée dans les cas pratiques

. Soit la fonction f définie sur R par : f(x) =8(e™* — e~%%)

, . 8(e* -1
1) a- Démontrons que pour tout réel x, ona: f(x) = S

e2x
fx) =8 —e™2)
= f(x) =8e **(e* — 1)
1
= f(x) =8 (e* — 1)
8
= f(0) = ("= 1)
- _ 8D o, ‘el . _8(e*-1)
= f(x) = 2+ D’ou pour toutréel x,ona: f(x) = 5
b- Démontrons que pour tout réel x, ona: f'(x) = B(Ze;: ). En déduis le signe de f'(x).
8(e*-1)
fay =252
Posons u(x) = 8(e* — 1) =>u'(x) = 8e*
v(x) = e?* =>v'(x) = 2e?*
g _ (8e™)(e?*) — 8(2e2¥)(e*-1)
_>f (X) - (er)Z
g 8e2X(eX—2e* +2) 8e2X(—eX +2) 8(2—e*)
= f'(x) = pres = Py T
D’ou pour tout réel x, ona : f'(x) = 8(29;:3 )

c- Déterminons les limites de f en —o et en +oo.

lim f(x) = lim8(e™* —e™2¥) = lim8e*(1 —e™*) = (4+0)(—) = —o

X o —00 X = —o0 X > —o0
. . 8(e*-1) . 8e* . 8
lim f(x) = lim—7z— = lim = lim = =0
X > +oo X = +oo X >+ x> +oo

d- Dressons le tableau de variation de f sur son ensemble de définition.
8(2—e*)

fro0 =2
vV x € R,e?* > 0 Alors le signe de f'(x) dépend du signe de 8(2 — e*).
Posons 82— e*)>0® 2— e*>0@—e*>-2®e* <2 =x<In2

Alors V x € |—o0; In2[; f'(x) >0 etV x €]In2;+oo[; f'(x) >0
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—00 n2 400

x
frx

+ 0 -
£ _oo/'z\o

e- Représentation de la fonction f dans un repére orthogonal.

2) On injecte a I’instant ¢ = 0 une substance dans le sang d’un animal. A I’instant t ou t est
positif et exprimer en seconde, la concentration g de la substance injectée est :
g(t) =8(e~t — e72%). On rappelle que la < Concentration >> est le rapport entre la quantité
du liquide et la quantité du sang qui le contient.

a- En utilisant les résultats de la question 1), donnons le tableau de variation de la
concentration du sang en fonction du temps t.

t 0 n2 +o00

g ® + 0 -

2
0 0

b- Déterminons le temps au bout du quel la concentration est elle maximale
D’aprés le tableau ci-dessus la concentration est elle maximale a I’instant t = In2 = 0,69 s
c- Détermine les instants t; et t, pour les quels la concentration est égale au quart de sa valeur

maximale
La concentration est égale au quart de sa valeur maximale si et seulement si

g(t) = % X2 &8 t—e?)= % Set—e =006 t—e2-006=0
—e 72t + 7t — 0,06 = 0. Ainsi effectuons un changement en posant et = X

=>X2-X+006=0; A4=0,76.AlorsX; =0,06 et X, =0,93
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- SiX=0,06® et =006 —t=1In006& —t=-281 =>t=281s
- SiX=093® et =093®—t=In093&—t=—007=>t=007s
Dot t; =007s ou t,=281s

. On étudie 1’évolution d’une colonie de bactéries placée dans une pétrie. Le nombre de bactéries
4et -1

et +2

t représente le temps en heures. On suppose que I’on peut compter le nombre de bactéries a

I’unité prés grace a un compteur de radioactivité.

1) a) Calculons f(0)

en centaines est modélisé par la fonction f définie sur I’intervalle[0; +oo[ par f(t) = ou

4e9-1  4-1 3
O = =mm=571

Interprétation du résultat : A 1’ instant t = 0, on a une centaine de bactéries

9
el +2°

b) Montrons que f(t) = 4 —

t_
t) =2 =L En effectuant la division Euclidienne de 4¢' — 1 par ' + 2, on obtient bien :
et +2 p

9
et +2

f(t)=4-
En déduisons la limite de f en +oo
limf(t) = limd———.= limd——= 4—0=4
im f(t) = lim g lm = =
t > 4o t = 4o t > 4o

Si cette valeur est la saturation, alors on peut conclure que pour la courbe (C) admet 4
centaines de bactéries comme valeur seille.

¢) Vérifions si ’équation f(t) = 4 admet-elle des solutions

f(t)=4<::>4—9—=4<i>— S = %=0®9=0(absurde).

et +2 et+2 et

Alors I’équation f(t) = 4 n’admet pas de solution.

t
2) Montrons que la dérivée f'de f vérifie f'(t) = (f+—2)2
4et —1
F® =7

Posons u(t) = 4e* — 1 =>u'(t) = 4¢t

v(t) =e' +2=>v(t) = ¢
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(4e")(e'+2) = (e")(4e' —1) _ e'(4e'+8—4e'+ 1) _ e'x9 9et
(et +2)2 - (et +2)2 (et +2)2 T (et +2)2

= f(6) =

En déduisons le tableau de variation de f sur ’intervalle [0; +oo]

' 9et . .
f@= (eti—Z)Z > 0. Alors pour tout t € [0; +oo[, f est strictement croissante.

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

0 400

t
f'® +

4
f@® /
1

3) Déterminons une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 0

Ona:(M:y=f Ot -0)+fO0)=txfO)+f0)=tx1+1=t+1
D’ou I’équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse O est y =t + 1

4) Complétons le tableau ci-dessous en arrondissant 41072 prés

t 0 1 2 3 4 5 6 7
J i) 1 12,09 3,04 |3,59]3,84]3,94 3,97 | 3,99

5) Tracons (C), (T) ainsi que toutes les asymptotes éventuelles a (C ).

y
5+ (T

IS

©
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6) Calculons a la minute pres I’instant ¢, ou le nombre de bactéries sera égal a 200

4et -1
et+2

Le nombre de bactéries sera égal a 200 si et seulement si f(t) =2 &
& det —1=2(e' +2)© et —1 = 2e' +4& 2et=5¢>et=%®t=ln(%)
=> t = 0,91 soit 91 minutes pres

Alors la minute prés ou le nombre de bactéries sera égal a 200 est ty = 60 mn

7) Déterminons le temps au bout du quel la population de cette colonie serrait égale a 80% de
sa saturation.

La population de cette colonie serrait égale a 80% de sa saturation si et seulement si

t_
f()=4x80% & f(t)=4xpc & f(H) =320 — =32
4et —1=32(et + 2) 4et —1=32e'+64 < 08¢t =74 et =%

& et =9256 t =1n(9,25) t = 2,22 Soit 2 h 22 min

. Partie A

A T’instant t = 0 on injecte dans le sang d’un patient une dose de 3m! d’un médicament. On
veut étudier le processus d’élimination du produit au cours des douze heures suivant
I’injection. La quantité de médicament présente dans le sang en ml en fonction du temps t en
heures est £(t), ou f est définie sur [0;12] par: f(t) = 3e %1t

1) Déterminons f ’(t) puis justifions que pour tout te[0;12], () < 0.
f(©) =37 = f'(t) = —0,1 x 3¢ = —0,3e 71"
Pour tout te[0;12],e7%1%) > 0alors f'(t) = —0,3e %1t < 0.

2) Dressons le tableau de variation de f sur [0 ; 12].

t [0 12
f@®) -

f@®

36_1'2
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3) Calcule £(2); £(3); f(4); f(6) et f(8).

t 2 3 4 6 8
f(®) | 245 [222]2,01]1,64] 1,34
Ainsi chacune de ces valeurs obtenues représente la quantité de médicament présente dans le
sang en ml en fonction du temps t

4) Tragons la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal d’unités
graphiques (lem sur (0Ox) et 4 cm sur (0y)).

Q12345678 091011121314x

Partie B

Le médicament est inefficace lorsque la quantité contenue dans le sang est inférieure a

0, 25ml, ainsi on procéde a une seconde injection

1°/ Déterminons le temps au bout du quel on procédera a la seconde injection

On procédera a la seconde injection si et seulement si f(t) < 1,253 < e %1t < 0,253
< —0,1t < In(0,253) < —0,1t<—-1,37 < 0,1t > 1,37 <t > 13,7

D’ou on peut procéder a la seconde injection a partir de 13h 7min

2°/ On rappelle que le seuil de toxicité du médicament est de 4, 5ml.

Vérifions si le patient court un risque d’intoxication par le médicament & la seconde injection
Pour cela calculons f(13,7)

f(13,7) = 0,76 ml

Or 0,76 ml < 4,5ml. alors il n’y a aucun risque d’intoxication par le médicament a la
seconde injection.
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Problemes
- On considére la fonction numérique f définie sur R par: f(x) = 2x +1—xe* !
On note C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal (0;7; §)
Partie A : Etude de la fonction f et construction de la courbe ( C).

1) Etudie la limite de la fonction f en — oo puis en + o
1_

(on pourra écrire xe*~ éxe" ).
lim f(x) = lim2x +1-xe* ! = lim 2x +1—§xe" =2(—00)+1—%(0) =—o0
X = — X > — X = —

lim f(x) = lim2x +1—xe*" ! = lim 2x +1—§xe"=limx(2 +%—§e")

X =+ X > + X >+ X >+
=(+00)(2— Oo):—oo

2) Démontre que la droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote a la courbe C en — o

La droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote a la courbe C en — oo si et seulement si :

limf(x)—y= lim(2x +1- xe*” 1)—(Zx +1)=lim2x +1f§xex—2x—1

X = —0 X = —0 X = —00
lim —=xe* =
X —> —00

D’ou la droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote a la courbe C en — oo

Précisons la position de la courbe C par rapport a la droite A.
Pour cela, étudions le signe de f(x) — y. Posons f(x) —y =— é xe* .
Vx € Dp, e* > 0 Alors le signe de f(x) — y dépend du signe de —éx. Posons —éx =0

=> x = 0. D’ou le tableau de signe de f(x) — y est le suivant :
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x —00 0 400

fG)—y + 4; -

D’aprées le tableau de signe :

Vx € Dp ]—;0[; f(x) —y>0.AlorsVx € Dy ]—00;0[; Cestaudessus de A
Vx € Dp ]0;40[; f(x) —y <0.AlorsVx € Df J0;+0o[ ; Cesten dessous de A
3) a) Calcule la dérivée f ' et la dérivée seconde f "' de la fonction f.

f)=2x +1-xe* '=f(x) =2-(x+De* " Let f/lx)=—(x +2)e* !

b) Dresse le tableau de variation de la fonction f ' en précisant la limite de la fonction
f'en — oo,

Iimf'(x) = lim2- (x+1De* " 1=1lim2-xe* " 1—e*"1=2-0-0=2

X = — X > — X = —©

limf'(x)=1lim2- (x+1e* " 1= lim2- (xe* " '+e* 1) =2—(+0+00)=—0
X—>+o x-o+oo X -+t

') =—(x+2)e*~ !

Vx € D, e*~t > 0 Alors le signe def"(x) dépend du signe de — (x + 2).

Posons—(x +2)=0& x = -2

D’ou le tableau de variation def’(x) est le suivant :

x —0o0 -2 1 40
f7(x) + ! —
24¢73 E
f’(x) / \ :
2 0 \A 400

¢) Calcule f '(1)
Fl(1)=2-2=0

En déduisons le signe de f '(x) pour tout réel x.
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D’aprés de variation def’(x) :

Vx€ Dp ]—oo;1[; f'(x) > 0.

Vx€ Dp |1;40[; f'(x) <O0.

d) Dressons le tableau de variation de la fonction f.

En utilisant la question précédente, on a le tableau de variation de la fonction f suivante :

x
f/x) + -

£G) / —

—Q0

F O ------1-dR

/

4) Soit I lintervalle[1,9 ; 2]. Démontre que, sur I, I'équation f(x) = 0 a une solution unique,
a.

- D’aprés le tableau de variation de f, Vx € ] 1; +oo[; f est définie, continue et strictement
décroissante de I’intervalle ]1; +oo[vers]—oo ;2 [. Alors I'équation f(x) = 0 admet une
solution unique « telle que f(a) = 0.

£(1,9) = 0,12

- Deplus {f(Z) — 043

=>f(19) xf(2) <0

Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 a une solution
unique o tel que: @ € [1,9; 2].

5) Tragons la droite A et la courbe C (unité graphique : 2 cm).
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Partie B : Recherche d'une approximation de a :

Soit la fonction g définie sur I par g(x) =1+ In (2 + %)

On consideére la fonction g définie sur l'intervalle I par: g(x) =1+ In (2 + %)
1) Démontre, sur I, I'équation f(x) = 0 équivaut a I’équation g(x) = x.

fxX)=2x +1-xe* L Alorsf(x) =0 2x +1-xe* '1=0®xe* 1= 2x +1

2x +1

X

Gel=El o l=24 2 ox—1=m(2+1)@1+m(2+1)=x®
X X X
g(x) = x (Ce qu’il fallait Démontre)

2) Etudions le sens de variation de la fonction g sur I.

1 1
_ A S ST SO SR
g(x)_1+ln(2+x)_>g(x)_2+l_ﬂ_ x2><2x+1_ x(2x+1)<0
x x

D’ou pour tout x appartenant a I’intervalle I = [1,9; 2]; g est strictement décroissante.
Démontre que, pour tout x appartenant a I, g(x) appartient a I.
x €[1,9; 2] © 1,9 <x <2 .g étant décroissante sur  ; on a :
9(2) < g(x) =9(19)
& 191<g(x) <196
&19<g(x)<2
@ 19<gx)<2 =>gx)€e[19; 2] ® g(x) € I(Ce qu’il fallait Démontre)
3) Démontre que, pour tout x de I’intervalle I, |g'(x)| < %

1
x(2x +1)

On sait que : g'(x) = — et1,9<x <2 (1)

D’autre partsi: 1,9 <x <2; Alorsona:

g'(19)<g'(x) <g'(2)

1 , 1
- - @ @ @< < - -
1,9(2x1,9+1) — 9 (X) - 2(2x2+1)
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- E < g'(x) £ —— . Enappliquant la valeur absolue a I’inégalité on a :
-5l <ld@i<|-55
& E <|lg'(™)]| < E Orm - Donc I'inégalité devient : — < lg' ()] < %

, 1
= lg@l <t
D’ou pour tout x de Uintervalle I ; ona: |g'(x)| < % (Ce qu’il fallait Démontre)

4) Soit (u,) la suite de nombres réels définie par : u, = 2 et, pour tout n de N,

Upy1 = g(un)
a-Démontrons que, pour tout nde N, |u, 41 —a| <= |u al

-D’aprés PartieA-4) ,ona:f(a)=0®2a +1-ae* '1=0® ae* 1= 2a +1

<::(>ea_1=2f1+1 Set- 194 l:>a—1= ln(2+l)®l+ln(2+
- « a

a

a

R |r
N—r
I

g(@) =a

1

- D’autre part on a démontré que |g'(x)| < 5

Ainsi d’apres le théoréme de I’inégalité des accroissements finis, on a :
1
lg(x) —g(@)| <5lx —al.Org(a) = a
= |gx) —a| < |x —a|.Enposantx =u,; ona:|g(u,) —al <= Iun al.

Or g(u,) = Upi1 = |Uupy —a| <= |un — al. (Ce qu’il fallait Démontre)

b-En déduisons, en raisonnant par récurrence que Pour tout n de N, |u,, — a| < I (%)
Onsaitque ¢ €[1,9; 2] 19 <a <2 et uy, =2
Ivientque 1,9 —2<a—-u; <2-2

& =01 <uyuyy—a <0

&0 <|uy—al <01
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@0 <|ug—«| <—
10

1 (1\°
&0 <|uy—«al S—(—)
10 \9

Alors la relation est vraie a ’ordre n = 0

Supposons la relation est vraie a I’ordre n c’est-a-dire Vn € N; ona:

1 (1\", . . a1, s g
lu, —al < m (;) Puis montrons qu’elle est vraie a I’ordre n + 1 c’est-a-dire Vn € N ;

1 /1\n+1
ona: |u,4q —al| < E(E)

. . 1
D’aprés Partie B 4) a),ona: |u,,; —a| < 5 lu, —al.

. 1 171 (1\"
— < - — < -|—(=
Par suite |un+1 (1| =3 Iun al =35 [10 (9) ]

D’ou |u, 41 —al < i(l)wr1
n+1 =10 \9

n
Conclusion : Vn € N; ona: |u, —a| < % (%) (Ce qu’il fallait Démontre).

b) Etudions la convergence de la suite u puis donnons sa limite en +oo .

La suite de terme général % (%)n est convergente V n € N et converge donc vers 0.
Alorslim |lu, —a| =0 limu, —a=0 ®limu, =«a
n — +oo n — +oo n — 4o
D’ou la suite u,, est convergente et converge vers o
Partie C : Calcul d'aire
1) En intégrant par parties, calculons l'intégrale ] = fla xe* ldx
J = [ xe* ldx
Posons u(x) = x=>u'(x) =1
v(x) =e* 1 =>p(x) =e* !

=> ] = [xe*1]¢ — fla e ldx = [xe* 1§ — [e*71]¢ = [xe* ! —e* 1 ]¢
I
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=] =(a—1)e*!

2)a) Déterminons, en unités d'aire, l'aire A de la portion de plan limitée par la courbe (C), I'axe
des abscisses, la droite d'équation x = 1 et la droite d'équation x = a.

A= [[ f)dx = [['(2x +1- xe*™ Y)dx = [[(2x + 1)dx — [ xe*™ 'dx
:>A=f1a(2x +1)dx — J=[x*+x]§—J=a’—a—] .Or J=(a—1)e*!
=A=a’+a—-2—(a—1e*!

b) Démontrons qu'on peut écrire A = (a — 1) (a — i)

Onsaitque A=a’+a—2— (a—1)e* !

\ . — 2x +1 _ 2a +1

D’autre part d’aprés Partie B 1),ona: e~ ! == &et l ="
X a
2a +1 202 —a -1

DoncA=a2+a—2—(a—1)(T)=a2+a—2—

a

_ a3+ a? 20 -2a%+a+1 _ ad—a’—a+1 _ (a—l)(az—l)

:>A=(a—1)(a—§).

D’ou l'aire A de la portion de plan limitée par la courbe (C), I'axe des abscisses, la droite
d'équation x = 1 et la droite d'équation x = o est donné par :

A=(a—-1) (a - i) (Ce qu’il fallait Démontre).

- Partie A : Résolution de I'équation différentielle (E;) : y' - 2y = xe*
1) Résolvons I'équation différentielle (E;) : y' -2y = 0
Ona (Ep):y -2y =0=>S = ke?*
2) Soient a et b deux réels et soit u la fonction définie sur R par u(x) = (ax + b)e*.
a- Déterminons a et b pour que u soit solution de I'équation (E,).
u est solution de I'équation (E,) si et seulement si u' (x) — 2u(x) = xe* avec
u(x) = (ax + b)e* et u'(x) = (ax +a+ b)e*.

u' (x) — 2u(x) = xe* < (ax +a+ b)e* —2(ax + b)e* = xe* &
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[(ax+a+ b) —2(ax + b)]le* =xe*® (ax+a+ b)—2(ax+b)=x &

—ax+a—b=x => {a_—abzzlo ¢>{_1a_=b_i 0 <3=>{(11)Z:11

D’ouu(x) = —(x + 1)e*

b- Montrons qu’une fonction v est solution de 1'équation (E) si et seulement si u — v est
solution de (E3).

NB:
A=>B
Montre que < B, revient & montré que et
B=>A

Ainsi pour Montre qu’une fonction v est solution de 1'équation (E;) si et seulement si u — v
est solution de (E,), on montre que

( v est solution de | équation (E;) => u — v est solution de (E;)
et

k u — v est solution de (E,) => v est solution de | équation (E,)
- Montrons que v est solution de I équation (E;) => u — v est solution de (E,)

e uest solution de I’équation (E;) si et seulement si u (x) — 2u(x) = xe* (1)
e v estsolution de I’équation (E,) si et seulement si v’ (x) — 2v(x) = xe* (2)

Effectuons ainsi la différence des relations (1) et (2) :

D -Q):[u @) —v )] -2[ul) —vx)] = xe* —xe*

& (u—-v) (%) =2 —v)(x) = 0=>u— v estsolution de (E,)

D’ou v est solution de I équation (E;) => u — v est solution de (E,)

- Montrons que u — v est solution de (E,) => v est solution de | équation (E;)
Siu — v est solution de (E) alorsona: (u —v) (x) = 2(u —v)(x) =0 &

W) —v )] =2[u@x)—vEx)]=02u ) —v () —2ulx) +2v(x) =0
v (x) —2v(x) = u' (x) =2 u(x). Avec u(x) = —(x + De* et u (x) = —(x + 2)e*.
Alors v' (x) — 2v(x) = u' (x) =2 u(x) ©

v (x) = 2v(x) = [-(x + 2)e*] = 2[-(x + 2)e*] & v (x) — 2v(x) = xe*
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D’ou u — v est solution de (E,) => v est solution de | équation (E;)

v est solution de 1 équation (E;) => u — v est solution de (E,)
et
Conclusion : puisque J
u — v est solution de (E,) => v est solution de | équation (E;)

Alors une fonction v est solution de I'équation (E,) si et seulement si u — v est solution de
(E;). (Ce qu’il fallait Démontre).

c- En déduisons 1'ensemble des solutions de (E;).

e Onsait que u(x) — v(x) estsolution de I’équation (E;)
e D’autre part ke?* est aussi solution de I’équation (E5)

Par identification, on a : u(x) — v(x) = ke?* =>v(x) = u(x) — ke?* .
Oru(x) = —(x + 1)e*

=v(x) = —(x + 1)e* — ke**

D’ou I'ensemble des solutions de 1’équation (Eq) est v(x) = —(x + 1)e* — ke?*
3) Déterminons la solution de I'équation (E;) qui s'annule en 0.

La solution de 1'équation (E4) qui s'annule en 0 est définie par v(0) =0 = k = —1
D’ou la solution de I'équation (E;) qui s'annule en 0 est v(x) = e?* — (x + 1)e*
Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2e* - x - 2.

1) Déterminons la limite de g en — oo et la limite de g en + oo.

limg(x)=lim 2e*-x-2=2(0)—(—0) —2 =+ oo.

limg(x) = lim 2¢*-x-2= limx(Zex—x—l—%)=(+00)[2(+00)—1—0]
X—>+0 x>+ X = + oo

=(+0)(+®) =+
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2) Etudions le sens de variation de g
gx) =2e*-x-2=> g'(x) =2e* - 1. Posons g'(x) > 0= 2e*-1>0=>
e* > %:>x > ln%:>x > —In2.
Ainsi : pour les x > —In2,ona: g'(x) >0 etpourlesx < —In2,ona:g'(x) <0
D’ouV x € ]—o0; —In2[; g est strictement décroissante et

Vx €]-In2; +oo[; g eststrictement croissante

Dressons le tableau de variation de g.

X —0o0 a —In2 0 +o0

g'(x) - !

+o0
0 0
LT e —

gx) \ :
3) On admet que 1'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.

a-Vérifions que 0 est 'une de ces solutions.
glx)=2e*-x-2=>g(0)=2e"-0-2=2-2=0

D’ou 0 est I'une de ces solutions de 1'¢équation g(x) = 0.

b-L'autre solution est appeléea. Montrons que - 1,6 < a < —1,5.

- D’aprés le tableau de variation de g , Vx € ]—oo; —In2[; g est définie, continue et
strictement décroissante de I’intervalle ]—oo ; —In2[; vers]—1 + In2 ; +oo [. Alors I'équation
g(x) = 0 admet une deuxiéme solution « telle que g(a) = 0.

g(- 1,6) = 0,003

= g(—1,6) x g(—1,5) <0
Sl 15) = —005 ~ICLEO XL

- Deplus {
Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation g(x) = 0 a une deuxi¢me
solution @ tel que- 1,6 < a < —1,5.

4) Déterminons le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x.

D’apres le tableau de variation :

- Vx€]-oo;a[U]0;+o[;g(x)>0.
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- Vxe€la;0[; gx) <.
Partie C : Etude de la fonction principale
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e?*~ (x + 1) e*
1) Déterminons la limite de f en — oo et en + co. (On pourra mettre e2* en facteur).
lim f(x) = lim e~ (x +1)e* = lime*-xe*—e*=0-0-0=0
X = — X > —© X > —®
lim f(x) = lim e**- (x +1)e* = lim e? [1 e_xl)] =lime*(1-0) =+
X—>+o©0 x-> 4+ X -+ o X -+
2) Calculons f '(x) et Montre que f '(x) et g(x) ont le méme signe.
f(x)=e?- (x +1)e*=f'(x) =2e¥-[e*+ (x +1)e*] =2e*-e*—(x +1)e”
= f'(x) = 2e*-e* —(x + 1) e* = ex(Zex -1—x- 1) =e* X g(x)
Vx € R; e* > 0. Alors f '(x) et g(x) ont le méme signe. Or d’aprés Partie B 4), ona:
- Vx€]-o;a[U]0;+[;g(x) >0=>Vx €]—co;a[U]0;+oo[;f(x) >0
- Vx€la;0[; gx)<0=>Vx€la;0[; f'(x)<0
Etudions le sens de variation de f.

- Vx€]-oo;a[U]0;+oo[;f est strictement croissante.

- Vx€la; 0[; f eststrictement décroissante.

a’+2a

3) Montrons que f(a) = — , ol a est défini dans la partie B.

a+2

D’aprés Partie B3)b),ona: g(a) =0 2e*-a-2=0=>¢% =
D’autre part f(x) = e?*~ (x +1) e*® f(a) = (e¥)*- (a + 1) e“.

(a+2) _(a+ 1) ><0(+2 (a-zl—z)z_(a+1)2(a+2)

Ore?® =
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_ a’+4a +4 _a2+ 3a+2 a’+4a +4-2a%— 6a—4
- 4 2 - 4
—a?—2a a’+2a a’+2a 5. . ,
== == fla) =— Y (Ce qu’il fallait Démontre)
En déduisons un encadrement de f(a). (On rappelle que —1,6 < a« < —1,5).
-1,6<a <-15
& f(=16) < f(a) < f(-15)
<032 < f(a) <037
5) Etablissons le tableau de variation de f.
x —00 a 0 +o0
Ji6)) + 0 - 0 +
| +oo
f(a)
f)
0 0

5) Tragons la courbe (C), représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal

S —
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Partie D : Calcul d'aire
1) Soit m un réel négatif, Interprétons graphiquement l'intégrale f:l f(x)dx
La fonction f est positive sur [m ; 0]donc I’intégrale fn(i f(x)dx est I’aire, exprimée en unités
d’aire, de la partie de plan comprise entre I’axe des abscisses, la courbe (C) et les droites
d’équationsx = metx = 0.
2) a-Calculons f:l xe*dx al'aide d'une intégration par parties.
fn(i xe*dx
Posons u(x) = x=> u'(x) =1
v'(x) =e*=>v(x) =e*
=> f:l xe*dx = [xe*]9, — f:l e*dx = [xe* —e*]% = (1 —m)e™ — 1

b-En déduisons f:l f(x)dx

f:lf(x)dx = f:l[ezx— (x +1)e*]dx = f:l e dx — f:l xe*dx — f:l e*dx

= [0 fGdx =[] — [xer —exIf, — [*], = [Le ] — [xe™ —e7]g, — [e*1S,

—e2Mm 4 2me™ 4+ 1

0
=> fm f(x)dx = >
3) Calculons la limite de f:l f(x)dx, lorsque m tend vers — co.

e?™ +2me™+1 _ —(0)+2(0)+1 1

0 =
lim [ f(x)dx = lim > . >

m — —o m — —o

D’ou lim f:l f(x)dx =31

m — —oo
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- L'objet de ce probleme est d'étudier, a 1'aide d'une fonction auxiliaire, une fonction et de résous
une équation différentielle dont elle est solution.

A) Etude d'une fonction auxiliaire

X

— In(1 + 2e%)

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 1 _f "

1) Calculons g'(x) et Montre que ce nombre est strictement négatif pour tout x de R.

e* e* 2e* e* —2e*(1 +2e%)
_ Xy => q' — — —
9(x) 1+ 2eX In(1+2e%) = g'(x) (1+2e¥)2 1+ 2ex (1 +2e%)2
, e*(1 +4e%) . e* (1 +4e%) e*(1 +4e%)
= [ -_— —_— 7
g'(x) Q120502 Puis que Vx € R 1+ 207)2 > 0 alors 1 +207)2

DouVx e R; g'(x) <0

2) Déterminons les limites de g en — oo et + oo,

. s ex n_n_

lim g(x) = lim Tyt~ In(1+2e*) =0—-0=0
X—> -0 x> —0w

. T e _ 1 _
limg(x) = lim T2~ In(1+2e*) = . (+) = —

x>+ x-o+o

3) Dressons le tableau de variation de g.

x —00 +o00
g' ) -
gx)

4) Donnons le signe de g (x).
D’apreés le tableau de variation, Vx € R; g(x) est strictement négative .
B) Etude d'une fonction et calcul d'une aire.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e #In(1 + 2e*).
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On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthogonal
(unités graphiques : 4 cm sur l'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées).

1) Calculons f '(x) et montrons que pour tout réel x, £ '(x) = 2e~**g(x).

f(x) =e In(1+ 2e*)=>f'(x) = —2e 2 xIn(1+ 2e*) + T iezxex X e 72X

ex
1+2e*

= f'(x) = 2¢™ [ - In(1+ Ze")] = 2e %*g(x).
DouVx ER; f'(x) =2e *g(x).

2) a) Déterminons la limite de f en — oo.

In(1+ 2e%) . 2 In(1+2e*)
——=[lim=Xx—"
e2x e* 2e”*

lim f(x) = lim e In(1+ 2¢*) = lim
X - —o0 X o —o0 X o> —oo X o> —o0

Effectuons un changement en posant X = 2e*. Six - —oo alors X = 0

In(1+h) _

lim f(x) lim % X ln(l; Y orlim = 1 est une limite remarquable
X = —o© X-0 X-0 h-0
Et d’autre part lim % = +o0
X-0
Alors lim % X w = (+0)(1) = +oo

X-0
=>lim f(x) = 4o
X = —

b) Déterminons la limite de f en + co.

X x InX
X - 1)2 X

On pourra remarquer que : si on pose X = 1 + 2e”*, f(x) s'écrit 4

Six - +ooalors X - +o0
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, , X InX _ . 4X X _ 4 X _ _
Alors lim f(x) & llm4mx7— lim X5 = lim T X5 =0x0=0
X — +oo X > 4o X o 4o X > 4o
Dressons le tableau de variation de f.
f'(x) =2e7#g(x).
Vx €ER;2e72* >0 et d’aprés Partie A)3), g(x) < 0.
DouvVxeR; f'(x) <0
D’ou le tableau de variation de f est le suivant
X —00 +o0
f'e) -
400
f)
0
3) Tragons la courbe C.
y
3L
24
1,
= 5 1 0 1 2 3 4x
_1,,
4) a- Mont e to2x—2_
a- Montrons que —— = -
e_x _ 2 % e X _ e—2x +2e% 27X _ e—2x _ e—2x _ e—Zx _ e—ZxXex _ e X
e* 42 e % +2 e 42 42 12T 14gex T 14 2et
e
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LI e — =X __ e *
Dou1+2€x—e 2xe"‘+2
b- Soit a un réel strictement positif. Calcule 1'intégrale I(a) = fo 1 i_zxe dx
(o) = [ m =l =y (e*—2x-=5 +2) dx = [-e™* — 2In(e™* + 2)]¢

=[w)=1—e"*—2In (e—a3+z)
c-En déduisons, a 1'aide d'une intégration par parties, l'intégrale : J(a)) = foa fo)dx

J(@) = foa fx)dx = foa e *In(1 + 2e*)dx

Posons u(x) = In(1 + 2e*) =>u'(x) = =

v(x) =e ¥ =p(k) = —%e‘zx

= J(a) = [——e_zx x In(1+2 ex)] + fo dx = [—%e_zx x In(1+2 ex)]z + 1(a)

1+ 2e*

- [_Ee —2x xln(1+2€x)] +1(0).Orl(0)=1—¢"" —2ln( _“3+2)

=J(a) =1 +§ln3 - %e_z"‘ xIn(1+2e%) —2in(e ™ +2)—e®
Donne une interprétation graphique de J(a).

La fonction f est positive sur [0; a] avec @ > 0. Donc (@) est I’aire, exprimée en unités
d’aire, de la partie de plan comprise entre la courbe (C), les axes de coordonnées et la droite
d’équation x = a.

C) Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (E) : y' + 2y = 21 —2ox

1) Vérifions que la fonction f étudiée dans la partie B est solution de (E).

f est solution de (E) si et seulement si f (x) + 2f (x) = 21 ey

e.’X
1+ 2e*

Avec f(x) = e 2 In(1 + 2e*) etf (x) = 2e™% [ - In(1+ Ze")]

ex
1+ 2e*

Alors f'(x) 4+ 2f(x) = 2e™%* [ - In(1+ Ze")] +2e72*In(1 + 2e¥)
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_ 2% _ —2x x —2x X\ — e
= T 2e “*In(1 + 2e*) + 2e"“*In(1 + 2e*) = 21+2ex
. . Lo o, e
D’ou f estsolutionde (E): y' + 2y = 21 o

2) Montrons qu'une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ — f est solution de
I'équation différentielle (E ") : y' + 2y = 0.

NB :
A=>B
Pour Montre que A <> B,on montre que et
B=>A

Ainsi pour Montre qu’une fonction ¢ est solution de I'équation (E) si et seulement si ¢ — f
est solutionde (E ") : ¥’ + 2y = 0, on montre que :

( @ est solution de I équation (E) => ¢ — fest solution de (E ")
et

@ — f estsolutionde (E”) => ¢ est solution de | équation (E)

\

- Montrons que ¢ est solution de I équation (E) => ¢ — fest solution de (E ")
e ¢ estsolution de I’équation (E) si et seulement si ¢ (x) + 2¢(x) = 2 % a
@

e—x

e f estsolution de I’équation (E) si et seulement si f (x) + 2f (x) = 2 T oor

Effectuons ainsi la différence des relations (1) et (2) :

—X

M) =@ : [0 @) = O]+ 2[px) - f(x)]=2————2-5

1+ 2e* 1+ 2e*

& (@—f) ) +2(p — f)(x) = 0=>¢ — f estsolution de(E )

D’ou ¢ est solution de I équation (E) => ¢ — f est solution de (E ")

- Montrons que @ — f est solution de (E ) => ¢ est solution de I équation (E)
Si @ — f estsolution de (E’) alorsona: (¢ — f) (x) + 2(¢ — f)(x) = 0 &
[p' () = F (] +2[px) = f() =02 @ () = f () +29(x) —2f(x) =0 &
@ () +20(x) = f () +2 f(x).

Avec f(x) = e #In(1 + 2e%) et f (x) =2e % [ -

oo n(1+ Zex)]
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Alors @ (x) + 2¢(x) = f (x) 42 f(x) ©

© (X)) +2¢(x) =27 [ - In(1+ Ze")] +2e ¥ In(1 + 2e¥)&

1+2e*

e—x

9 () +20() =2

D’ou ¢ — f est solution de (E’) => ¢ est solution de | équation (E)
¢ est solution de I équation (E) => ¢ — f est solution de (E )

Conclusion : puisque J “ ’

L(p — f estsolutionde (E") => ¢ estsolution de | équation (F)

Alors une fonction ¢ est solution de I'équation (E’) si et seulement si ¢ — f est solution de
(E"). (Ce qu’il fallait Démontre).

3) Résolvons (E")

(E:y +2y = 0=>S=ke >

En déduisons les solutions de (E).

e Onsait que (x) — f(x) estsolution de I’équation (E ")

e D’autre part ke 2%

est aussi solution de I’équation (E ")

Par identification, ona: ¢(x) — f(x) = ke ™2 =>@(x) = f(x) + ke ?* .
Or f(x) = e ?*In(1 + 2e%)

= (x) = e #*In(1 + 2e*) + ke ?* .

D’ou I'ensemble des solutions de I’équation (E) est ¢(x) = e 2*In(1+ 2e*) + ke 2* avec
(k eR)

- Partie A :
Soit la fonction g définie sur R par g(x) =e* +x- 5

1) Etudions le sens de variation de g.
(On ne demande pas de Détermine les limites de g, ni de construire sa courbe).

g(x)=e*+x-5=>g'(x) =e* +1. Pourtoutx € R; g'(x) >0

D’outout x € R; g est strictement croissante de R vers R.
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2) a) Calculons g(0) et g(2)
g0)=—4 et g2)=e?-3

b) Démontrons que I'équation : V x € R, e* + x — 5 = 0 admet une solution unique « et
que 1,30 < o < 1,31

- D’aprés le tableau de variation de g, Vx € |—oo ; +o[; g est définie, continue et
strictement croissante de I’intervalle | —co ; +-0o[; vers]—oo ; +oo[. Alors 1'équation g(x) = 0
admet une solution unique « telle que g(a) = 0.

g(1,30) = —0,03

9(131) = 0,01 9130 xg(131) <0

- Deplus {

Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation g(x) = 0 admet une solution
unique « tel que 1,30 < a < 1,31.

Partie B :
Soit la fonction numérique f définie sur ]—oo ; 5[ par: f(x) = In(5- x).
1) Etudions le sens de variation de f. Précisons les limites de f en 5 et en —oo.
lim f(x) = lim ln(S - x) =400
X—>—0 x- —0w
limf(x) = lim In(5§- x) = —o0
x -5 x -5
-1

f() = In(5-x)=>f'(x) = -— =—— =>Vx€|-w; 5[; f(x)<0

5—-x

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x
f'(x) -

+oo

f(x)

2) Prouvons que f(a) = a
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D’aprés Partie A 2) b), I’équation I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que
gl@)=0.Alorsg(a) =0 e*+a-5=0=>e*=5—a=a=Imn5G—-a)

D’autre part f(x) = In(5- x) © f(a) = In(5- @).Ora = In(5 —a)=> f(a) = a.

3) a) Démontrons queV x € [0;3],ona: |f'(x)]| < %

1

x—=75

f'(x) =
x €[0;3] ©®0<x<3

& -5<x-5<-2

o - % <
@[3 =irmi <|-3|
@ << If @) <5 =>If'(0)]| < 5 (Ce qu'il fallait Démontre)
b) En déduisons que Vx € [0;3], ona:|f(x) —a| < %Ix —a
Puis que |f'(x)] < % , alors d’apres le théoréme de 1’inégalité des accroissements finis, on a :
) = fF@I < ;lx—al.Or f(@) =a =>If()—al < ;lx—al
DouVvx € [0;3], ona:|f(x) —al < % [x —a| (Ce qu’il fallait Démontre) .
¢) Démontrons que si 0 < x < 3,alors0 < f(x) < 3.
0<x<3® f(3) = f(x) <f(0) (Car f est décroissante)
=>n2< f(x) < In5 ©069< f(x) <1,60 =>f(x) € [0,69;1,60].

Or[0,69;1,60] c[0;3].Si0 < x < 3,alors 0 < f(x) < 3.(Ce qu’il fallait démontre)

4) Dans le plan muni d'un repére orthonormé(o ; 7; j), d'unité graphique (3 cm), on désigne
son (C) la représentation graphique de la fonction f.

a-Tragons la courbe (C). Calcule puis hachurer la partie du plan formée des points de
coordonnées

<x <4

tel 1 tera (S) cett rti
(x,y) tel que : 0<y<fx) on notera (S) cette partie.
e —
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S= (3cm)? [ f(x) dx = 3em)? [, In(5 - x) dx.

Orsi f(x) = In(ax +b) => F(x) = (x + =) In(ax + b) = x + k

= $= (3em)? [} f(x) dx = Bem)? [ In(5 - x)dx = (x + =) n(5 - x) - x]j (3cm)?
=[x~ 5)In(5 - x) — x| Bem)? = (=3 + 4ln4) x 9 cm? = 22,90 cm?

¥l 2

(G155
(o)
x

— l,,
_Zﬁ;
_3,,
-4
x 5 4 x
b-En remarquant que, V x # 5, = 1+ —— ; montrons que fa :dx =4—6a

[ dxzf;(1+ ﬁ)dxzf;(u 5%)dx=[x+ Sin|x — 5[]

x =5 x —

=[x+ 5|5 —alli = (4 +5in1)- (a +5In( - a)).

f; ~ dx=4—a-5n(5—-a).Ora=InG-a)

x =5

4
:>fa

is dx =4 —a—5a =4 — 6a. (Ce qu’il fallait démontre)

X
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c-Prouvons que l'aire A de la partie (S) en cm” est donnée par A = —a’ + 6a - 4.
(On Utilisea une intégration par partie).

= A= f;f(x) dx = f: In(5 - x)dx =[(x+ _il) In(5 - x)—x]4
=[(x—5)ln(5—x)—x]z=(—ln1—4)—((a—5)ln(5—a)—a)
=—4—(a—5)ln(5—a)+a. Ora=mn(G—-a)

=>A=—-4—(a—-5)a+a=—-4—a’+5a+a=—-a’+6a- 4

D’ou A = —a’+ 6a - 4. (Ce qu’il fallait démontre)

- On considére la fonction f, définie sur l'intervalle ]—1; + oo par f(x) =

e

1+ x)?

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal
()

A) Etude de la fonction f et tracé de (C)

1) a) Calculons la limite de cette fonction lorsque x tend vers + co.

ex

e* .
T = lim == +o0

lim f(x) = lim
X > +oo X > +oo X > +oo
b) Calculons la limite de cette fonction lorsque x tend vers — 1.

. . e*
lim f(x) = lim Qe nZ —or = 1

On peut en déduis que la courbe (C) admet une possibilité d’asymptote oblique et admet la

droite d’équation x = —1 comme asymptote verticale.
2) Calculons f '(x) et Montre que son signe est celui de %

_et ey €A+ 020+ x)e* e A+ [ +x)-2] _ eX(1+x-2)
f(x)_(1+x)2 > )= 1+ ) - 1+ x)* Toa+ 3

_ef(x-1) e* x—1

T a+03 T A+ 02 x+1
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x . , , . -1
Orvx € Df; (1i—x)2 > 0. Alors le signe de f '(x) dépend du signe de ;—1
Etudions le signe de % .Posonsx—1=0¢et x+1=0
=x=1let x=-1
D’ou le tableau de signe de i;—i est le suivant :
X -1 1 +o00
x -1 (
- +
x+1 (
3) Dressons le tableau de variation def .
X -1 1 +00
f(x) - ) +
+o0 +0o0
f)
¢
4
4) Tracons la courbe (C), les droites d'équations respectives x = —1 ety = 1, ainsi que la

tangente a cette courbe en son point d'abscisse 0. (Unité graphique : 4 cm)

La tangente a pour équation y = —x + 1.

S —
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2

5) Montrons que 1'équation f(x) = 1 admet une unique solution, notée «, dans l'intervalle
[1;10].

Sur I’intervalle [1; 10] ; f est dérivable et strictement croissante, donc f réalise une bijection

e10

121

e

de [1;10] vers Iintervalle [ £(1); f(10)] = [Z ;

] = [0,67;182,03].

10

Nous en déduisons 1 appartient a l’intervalle[ ] Donc I’équation f(x) = 1 admet une

e .
4 121
unique solution notée a, dans l'intervalle [1;10] telque f(a) =1

Utilisons le graphique précédent pour Donne deux nombres entiers consécutifs a et b tels que
O appartient a I’intervalle [a ; b].

Ainsi a ’aide du graphique, nous remarquons a appartient a I’intervalle[a ; b] = [2; 3].

B) Calcul d'une aire

eX
x+ 1

1) Soit g la fonction définie sur ]—1; + oo[ par g(x) =
a-Etudions le sens de variation de g dans I’intervalle[1 ; 2].
g est dérivable sur [1 ; 2] comme quotient des deux fonctions dérivables non nulles :
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xe*

x . ’ ="
x > e* et x > 1+ x; etnousavons g (x) IR

De plus g'(x) est strictement positif sur [1 ;2] , alors g est strictement croissante.
b-Montrons que, pour tout x appartenanta [1; 2].ona:1 < g(x) < 2,5.

g étant croissante sur [1; 2] alors on a I’encadrement suivant : g(1) < g(x) < g(2).
2

Org(l) = % ~ 1,35 et g(2) = e? ~ 2,46. Nous avons : g(1) > 1 etg(2) < 2,5.

Alors pourtout x € [1; 2]:1 < g(x) < 2,5

dx

c-En déduisons un encadrement de 4; = | 12 gx)dx = | 12 xe: -

Nousavons:1<2 etl < g(x) < 2,5; d’aprés les théorémes d’encadrement d’nue
intégrale nous déduisons que : flz ldx < ff g(x)dx < flz 2,5dx &

X2 < [Pg(0dx < [25x)F @2-1< [Pg)dx< (2-1)x 25
@1< [Pgdx< 25 & 1< 4, <25

2) Soit A, l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par les droites d'équations respectives
x = letx = 2,lacourbe (C) et I'axe des abscisses.

A l'aide d'une intégration par parties, exprimons A, en fonction de 4,

La fonction f est positive sur [1; 2], donc I’aire A, cherchée est donnée par :

2 e*
Az = fl —(1 T 02 dx

Posons : u(x) = e* =>u'(x) = e*

! p— 1 — _—— 1
v(x)_(1+x)2 >‘L7(X)— 1+x
x 12 x 2
. _[__e 2 e _ _e e
_>A2_[ 1+x]1+f11+xdx_ 7Tz t4
_ _ e? e
*>A2 —Al_?‘l'z

En déduisons un encadrement de A4,.

On sait que I’encadrementde A; est: 1< A; < 2,5.
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2 2
Or Ay =Ai =545 = A =M +5 -3

Alors 1< 4, < 25®1< A2+——§ <25©1——+§ A, <25-

C) Approximation d'un nombre a I'aide d'une suite

Pour cette partie, on Utilisea sans justification le fait que 1'équation f(x) = x a une unique

solution £ et que celle — ci est élément de l'intervalle [ 1]

Soit h la fonction définie sur ]|—1; + oo[ par h(x) = (1+ mE

1) a- Vérifions que, pour tout x appartenanta ]—1; + oo[,ona: f '(x) = f(x) — 2h(x).

. ’ _ef(x=1) _ef(x +1-2) _ (x +De*—2e* _ (x +1)e* _ eX
On sait que f'(x) = a+x3  a+03 ~ a+x3 0 (1+x)3 2(1+ x)3

ex

= 1+ x)Z - 2 1+ x)3 f(X) Zh(x)

b-Calculons h'(x).

Y _(1+x)3ex—3(1+x)zex _ (x=2)e*
h(x) = (1+ x)3 —h'() = 1+ x)° T+ 0t

c-En utilisant la question a), calculé f "' (x).

1)e* (x—2)e*

f'(x) = f(x) = 2h(x) => f"(x) = f'(x) - 2h'(x) = (1+x)3 BT

x% —2x +3)e*
MACRE - x)4)

En déduisons le sens de variation de f ' dans l'intervalle [% ; 1]

Pour tout x de I’intervalle ]|—1; +oo[; x? — 2x + 3 est positif, donc f”’(x) est strictement

.. 1 o . . 1
positif sur [E ; 1], nous en déduisons que f” est strictement croissante sur [E ; 1]

2) En déduisons que, pour tout x appartenant a [ 1] ona:|f'(x)] < %

xE[%;l]@%SxSl.

. . 1 1
D’autre part f' est strictement croissante sur [E ; 1] , donc pour tout x € [E ; 1] ; ona:
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1
4e2
27

FESf@sfOe-2<rm<0e-024<f()<0®-1<f()<0

SoIfWls |-eosifwis:

Alors pour tout x appartenant a [% ; 1] ,ona:|f'(x)] < % (Ce qu’il fallait Démontre)
3) On définit la suite(u,, ), pour tout nombre entier naturel n, par :
uy =1letu,,q =f(u,),pourn>0

On admet que, pour tout nombre entier naturel n, on a :% <u,< 1.

a-Montrons que, pour tout nombre entier naturel n, ona : |u, 1 — Bl < %lun - Bl

Puis que |[f'(x)] < % , alors d’aprés le théoréme de 1’inégalité des accroissements finis, on a :
F) = FBI< J1x=B1.0r f(B) =B =>If() =Bl < 7 Ix =Bl

DouVx € [% ;1];ona: [f() =Bl < %lx—ﬁl

Posons u,, = x . Alorsona: |f(u,) — B| < % lu, — BIl. Or f(u,) =uy4q

D’ou pour tout nombre entier naturel n, on a : |u,q — B < i lu, — Bl

. . 1\
b-Montre par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, ona : |u, — 8| < (Z)

. 1 no .
- sin=0uyy=1 etﬁe[5;1].Alors|1—ﬁ|S1=(Z> vraie V x € N.

rin . N 1\"
- Supposons que la propriété est vraie au rang n, ¢’est-a-dire |u, — B| < (Z) et montrons

, . , o 1 n+1
qu’elle est vraie au rang n + 1, ¢’est-a-dire |u, 4 — B| < (Z)

En utilisant le résultat de la question précédente, nous pouvons écrire :

1 1\n+1
s = Bl < 3y — Bl & g —BI<(5)
D’ou la relation est vraie a ’ordre n + 1.
. 1\" . .
Conclusion : pour tout nombre entier naturel n, on a: [u, — | < (Z) (Ce qu’i fallait

Démontre)
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c-En déduisons une valeur approchée numérique de § a 1073 pres.

\ PR N\
Cherchons n tel que |u,, — 8] < 1073, D’aprés ce qui précede, il suffit que (Z) soit inférieur a
n10~3
in4

1073 sinin G) <1073 & —nln4 < In1073 @ nind > —In103 =>n > —
=>n > 4,98. Puisque n est un entier alors il suffit de prendre n = 5.
D’ou us est donc une valeur approchée de 8 a 1073 pres.
Ainsi us ~ 0,697 est une valeur approchée numérique de 8 a 1073 pres.
- Dans tout le probléme le plan est rapporté a un repére orthonormal(0 ; 7; J) (unité 5 cm).

Partie A :

L . L. .2
On considere la fonction f| définie sur [0 ; + 00[ par f1(x) = xe™ et on appelle C, sa
courbe représentative.

1) Montrons que pour tout réel positif x, f'1(x) = e " — 2x2e™"
—x2_ l —x?2 2 ,—x?

f1lx) =xe™*=>f"i(x) =e™ —2x%e

En déduis le sens de variation de f.

frie =e " —2xe™ = fi(x) = (1~ 2xD)e

Pour tout x € R; e~ ** > 0 alors le signe de f,(x) dépend du signe de 1 — 2x2.

Posons1—2x2=0:>x=£=_

X 0
f1(0) +

-e—§| =

D’aprés le tableau ci-dessus :

1 , 1 . .
Vx€E [0; ﬁ[ ; f11(x) > 0.Par conséquent V x € [0; N [; f1 est strictement croissante.

VxE€ ]% ; +00[; f1(x) < 0. Par conséquent V x € ]\/1—7 ; +oo[; f1 est strictement

décroissante.

2) Calculons la limite de £ en + oo (on pourra poseru = x2).
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1
lim f1(x) = lim xe™" . Posonsu = x2 ® x =Vu © x = uz.
X — +oo X — 4+
Si x = 400 alors u — o0

1
Alors : lim f(x) < lim f(u) = limu2e™.Orpourtoutn € N; limu"e™ =0
X = 4+ u — +oo u — +oo u — +oo
D’oulim f1(x) =0
X > 400

Interprétons graphiquement ce résultat.

Puisque lim f;(x) = 0. Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la
X — +0oo Courbe C; de f,

3) Dressons le tableau de variation de f. D’ou le tableau de signe de f',(x) est le

suivant :
X 1
0 Z +o0
fhi(x) + '11) -
e _?

fl(x) / ﬁ\‘
0 0

4) On appelle A la droite d’équation y = x. Déterminons la position de C; par rapport & A.
Pour Détermine la position de C; par rapport a A, nous étudions le signe de h(x) avec :
h(x) = x — f1(x).

h(x)=x— filx) =x— xe ¥ = x(l - e‘xz).

x est positif ou nul sur [0 ; +oo[; h(x) a donc le signe de 1 — e~

2 2
Posons 1 —e ™ * >20® e * <1 ® —x2<Inl1 ® —x2 <0 x%? > 0. En posant
x>=0; ona:x=0

Alors nous en déduisons que h(x) est positif ou nul sur [0; +ool.
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D’ouVx € [0; +oo[;lacourbe C; estau dessus de la droite A.

5) Tracons C; et A.

2

/6 i é 3 X

Partie B :

On considere la fonction f3 définie sur [0 ; + 00[ par f3(x) = x3e™* “et on appelle C; sa

courbe représentative.
1) Montrons que pour tout réel x positif, f’3(x) a méme signe que 3 — 2x°.
_ .3,-x% _ / — 2,—x? - x? 3 2 ,—x? 4 ,—x?
fi(x) =x"e => f'3(x) = 3x“e — 2xe X x° = 3x‘e — 2x%e
=3- 2x2)xze_x2.
Vx €R, x?e~* > 0; Alors le signe de f'5(x) dépend du signe de 3 — 2x2.

En déduisons le sens de variation de f3.

Posons 3 —2x? =0=>x = \E . D’ou le tableau de signe de f'3(x) est le suivant :

X 3
0 /: +oo
\ 2

f'3(x) + -

D’aprés le tableau ci-dessus :
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3 , 3 . .
Vx€E [0 ; \/; [; f'3(x) > 0.Par conséquent V x € [O; \/; [; f3 est strictement croissante.

VxE€ ]\E, +oo[; f3(x) < 0. Par conséquent V x € ]\E, +00[; f5 est strictement

décroissante.

2) Déterminons les positions relatives de C; et Cs.

Pour Détermine la position de C, et Cs par rapport a A, nous étudions le signe de h(x) avec :
k() = f1(x) = f3(x) = xe~*" —x3e=*" = (1 — x2)xe~*".

X

xe~ % est positif ou nul sur [0 ; +oo[. Donc le signe de k(x)dépend du signe de 1 — x2.

Posons1 —x2=0=>x= 1

X 0

k(x) +

=
|

D’aprés le tableau ci-dessus :

Vx€ [0; 1[; k(x) > 0.Par conséquent V x € [0; 1[; la courbe C, est au dessus de la
courbe C;

Vx € ]1; +oo[; k(x) < 0.Par conséquent V x € ]1; +oo[; la courbe C; est en dessous de la
courbe C;

3) Tragons C; dans le méme repére que C; (Voir figure dans la partie A)

4) On appelle D la droite d’équation x = 1. Soit A, l'aire en unités d'aire du domaine limité
par la courbe C;, les deux axes de coordonnées et la droite D et soit A; 'aire en unités d'aire du
domaine limité par la courbe C;, les deux axes de coordonnées et la droite D.

a-Calculons A4;.
1 1 2 1-2 2
Sur [0;1]; f1(x) =2 0.Donc 4y = [ fi(x)dx = [; xe™ dx = [, — X xe ™ dx

R Sy o RGO RICHERC S

- %(1—§)u.a = 4 :%(1—l>u.a

e
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. o . 1
b-A l'aide d'une intégration par parties, montrons que Az = — ot Aq
Ay = [ f00dx = [ x3e~*dx = [ x? x xe~* dx

37 JoJ3 0 0

Posons : u(x) = x* =>u'(x) = 2x

—x2

v’(x)zxe‘"2 => v(x)z—e2
2t 2 el 1
] +Jyxe ¥ dx Ay =——+4,.0r e 1 =-
0

:>A3 = [—xze

- —_1
= A3 = » + A4
Partie C :

On désigne par n un entier naturel non nul et on considere la fonction f;, définie sur

[0 ; + 00[ par f,(x) = x"e*_ On note (C,) la courbe représentative de f;, dans le repére
;57

1) Montrons que pour tout entier n > 1, f,, admet un maximum pour x = \/% On note &, ce
maximum.
Pour tout x € [0 ; + 00[ ; fn est dérivable et sa dérivée est telle que :

H n,—x% _ ! n—1 —x2 —x2 n n—1 2y, —x2
Sif,(x)=x"e™ =>f" (x) =nx""'xe™ —2xe™* X x" =x""(n—2x%)e
= f (%) = x"(n — 2x2)e~*".
Pour tout € [0; + 00[ ;x"‘le_"Z > 0. Alors le signe de f, (x) dépend du signe de

n

n — 2x2. Posons n — 2x?2 =0:>x=\/;

x 0 \/% +oo
|

fn(x) +

D’apreés le tableau ci-dessus :

VxE]O;\/%[;f’n(x) >0 et Vxe]\/g;+oo[;k(x)<0.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 6. Fonction Exponentielle. Page 472



Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

N . n . ,
D’ou f,, admet un maximum pour x = \/; et ce maximum est noté a,

2) On appelle S, le point de (C,,) d'abscisse \/% .

Montrons que, pour tout n, (C,) passe par S,.

e

S, est le point d’abscisse \E = 1. Son ordonnée est f,(1) = L

Calculons f,, (1)

— -1 _1 ot
(D) =e"= < - Donc S, appartient a toutes les courbes (o)
Plagons S7, S, , S3 ( Voir la figure ).
3) Soit la fonction g définie sur [0 ; + 00[ par g(x) = ef[_ L+in(3)]
a-Etudions le sens de variation de g.

La fonction g est dérivable sur [O s+ 00[ comme composée de fonctions dérivables et sa

dérivée est g'(x) =

1
7,1 , 1
§><§+E(—1 + ln%)] x g(x) =>g'(x) =Eln§xg(x)

gx) = e?(_1 +ing) est positif pour tout x € ]0 ; +oo[; donc g'(x) a le signe de In %
Posonsln§> 0:>§> e’ & §> 1 =x>2.

Ainsipourlesx > 2;onag'(x) >0 et lesx <2;o0onag'(x) <O0.

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X 0 2 400
g'x) - +
1 400
gx)
e—l

- Vx€ ]0;2[; g eststrictement décroissante.
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- VxE€ ]2;+40[; g eststrictement croissante.

b-Montrons que pour tout entier n > 1, a,, = g(n).

n n n ng, n
a, = (\/é) Xe 2= enln 2w e 2 = ef(ln?_l) = g(n) =q, = g(n)
En déduisons que tout point S,, , on a une ordonnée supérieure a celle de S,.
S, est le point de coordonnées ( \/% ; g(n)); S, est le point de coordonnées (1; g(2)).
Puisque g est croissante sur ]2 ; +oo[ et décroissante sur |0; 2[; alors admet un minimum
pour la valeur 2.
Pour tout x de ]J0; +oo[; g(x) = g(2). Alors on en déduit que, pour toutn > 1; ona:
g = g(2).
D’ou le point S,, a une ordonnée supérieure a celle de S,.

- Le probléme est composé de I'étude d'une suite de fonctions dépendant d'un parametre, puis de
la recherche d'une valeur approchée d'une solution d'une équation du type : f(x) = x.

Partie A :

Pour tout entier n strictement positif, on note f;, la fonction numérique de la variable réelle
définie sur R—{—1} par: f, (x) =

ex
(x+ D"

On note (C,) la courbe représentative def, dans le plan rapporté a un repére orthonormé (unité
graphique : 2 cm).

1) Déterminons la fonction dérivée f',, de f;, et donnons l'expression de f',, en fonction de f;,

etde f,41-
e* , eX(x+ D'—n(x+ 1) LleX e*(x+ 1" (x+ 1)n—lex
= == = = —
fn(x) (x+ 1" f n(x) (x+ 1)271 (x+ 1)271 (x+ 1)2n
_ e* _ e* e _ e*
TGt DT x(r D2 Mt D ik (xt D20 (xt D (x DR

= f'n () = fu(x) = nfpi1(x)

2) Etudions les variations de f, et ses limites éventuelles en — oo ; — 1 et + c0. (On
distinguera les cas ou n est pair et n est impair.)
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ex
lim f,(x) = llm( T m—=0
X > —00 X > —00 X > —00
X 3 ex _
lim f,(x) = lim i lim — = 400
X > +oo X — +oo X — +oo

oot +o0 si nest paire
lim f,(x) = lim = et

(x+ Dr (0 . ) )
—o0 Sl n est lmpalre

x—- -1 x——1"

lim f,(x) = lim

ot . +o0 si nest paire
e
—_— = et
(x+ D" )" {

+o00 si n est impaire
x> —1* x - —1*
3) Démontrons que toutes les courbes (C,) passent par un méme point.

Soit A (;g) ce point tel que si toutes les courbes (C,) passent par un méme point , alors on a :

fo(x0) = f1(xp)-

e*0 X0 — e*0 1

fo(xo) = f1(xo) © (x+1)0 (x0+1)1<:>e _x0+1®1 x0+1<:>

x0+1=1:>x0=0.

En remplagant x = 0 par sa valeur dans y, = f;(x,) oudans y, = fo(xp); ona:

vo = f1(0) = =1=1 .Dou toutes les courbes (C,) passent par un méme

(0 +1)1 1
pointA((l)).

4) Déterminons la limite de 28 lorsque x tend vers +oo.

ex
. fa(X) . (x+ D" . e* . e* . e* . e*
lim=——=1lim = lim = lim = lim = lim = 400
x x x(x+ 1" x(x+ 1" xXx™ xntl
X — +oo X — +oo X — 400 X — 400 X — 4+ X — +oo
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=>lim f—"ix) = to

X > +oo

On peut en déduis que toutes les courbes (C,,) admettent I’axe (y'0y) comme direction
parabolique.

Tragons sur deux figures distinctes les courbes (C,) et (C,).

A
A
= i 0 1 2 9 - i 0 1 2 N
-1+ 14
_ol _ol

Partie B
. . .. 1
Pour tout entier n strictement positif, on note : I, = fo frndx.

1) Démontrons que la suite (I,,) est décroissante et qu'elle converge.

La suite (I,) est décroissante si et seulementsi I, .1 —1I, <0

1 1

3 . . n+1 n
Pour tout x appartenanta [0;1]; (x + D" > (x+ )" & Gr o <Gror

X X

e

Ore* > 0.Alorsona:

GO <Gy - Enintégrant sur [0;1],0ona:

1 e* 1 e
fO de < fO mdx & 1n+1 < In & In+1 _In <0.
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D’ou la suite (I,,) est décroissante.

D’autre part si x appartient a [0;1]; alorsona:
0<x<1

P 1<x+1<2

©1<@x+D" <20

@ — <
2n (x+ 1"

<1

® <<
2n (x+ 1D

< e* . Enintégrant sur [0;1]; ona:

flidx< i dx < [l eXdx & — [ eXdx <I, < [ e*dx ©
0 2n 0 (x+ D" —Jo 2n Jo = =1Jg

Sl <t <[elh

e—1

2".

< I, < e — 1. Alors La suite (I,,) est majorée.
Conclusion : La suite (I,,) étant décroissante et majorée, alors elle converge.

2) Déterminons en utilisant la relation de la question A).1), une relation entre I, et I, .
D’apreés la relation de la question A).1), ona: ', (x) = f,(x) — nf, 41 (x).

fh(x) = f(x) —nfy41(x) . En intégrant sur [0;1]; ona:

[ f L @dx = [ fu()dx —nf) frr () dx & [ 1y =1, — nlyis

S (D) = £0)]§ =1, — nhyyy @ [f(D = £00) 5 =1, — nlpyy
@297—1=1n— nlyq .

-1

D’ou larelationentre I, etl, qest: I, — nl,,q = 5

Partie C :
Le but de cette partie est de Détermine une valeur approchée de .

Onpose:n = 2.
1) Démontrons que 1'équation f,(x) = x admet une solution unique a dans l'intervalle E ; 1]

f2(x) =x < fr(x) —x = 0. Posons h(x) = fo(x) — x
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Sur I’intervalle [ 1] h est dérivable et strictement décroissante, donc h réalise une bijection

de E ; 1] vers I'intervalle [h(l) ‘h (5)] =[-0,32;0,22].

Donc I’équation h(x) = 0 admet une unique solution notée a, dans l'intervalle E ; 1] telque

h(a) = 0.0r h(x) = f,(x) — x. Par conséquent I’équation f,(x) —x =0 fo(x) = x
admet une solution unique « telle que fL(a) = a

De plus h G) X h(1) < 0. Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, a € E ; 1]

2) Etudions les variations de f, dans [ 1] et en déduisons que pour tout nombre réel

x appartenant a l'intervalle [ 1] ;ona: 0<|f'5(x) |< 0,25

—1)e* , —2x+3)e*
i) == = 00 = S0 e pryn = B 5

D’ouV x € Df'y; f” ,(x) > 0. Par conséquent f'5 est strictement croissante sur E ; 1].
Doasi><x <1;ona: f(5) < f2(0) < f,(1) © =025 < f,(x) <0
En appliquant la valeur absolue, ona: 0 < |f',(x) |< 0,25 & 0<|f', (%) |< %

D’ou Vx € E ; 1] ;ona:0<|f () |< %(Ce qu’il fallait Démontre).

=0
3) Soit (u,), n € N la suite définie ar{ o=
) Seit () Py = ()

1
a-Montrons que pout toutn € N*;ona:u, € [E ; 1]
On sait que : U, 11 = fo(u,)

Pourn=0; ona:u = fo,(uy) = f,(0) =1€ [ 1] Vraie

. . 1 . , s a1
Supposons la relation ¥ n € N*,u, € [E ; 1] est vraie et montrons qu’elle est vraie a I’ordre

n+ 1c'est-a-direVn € N*,u,,q € E ;1]
On sait que x € [ 1] fz(x)e[ 1] et u, € [ 1] En posant x = u,, ona:

) € [551] @ wpis € [531] car o) = .
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D’ou la relation est vraie a ’ordre n + 1.

Conclusion : pout toutn € N*;ona:u, € E ; 1] (Ce qu’il fallait Démontre).

b- Démontrons, en utilisant la question C.2, que pour tout entier naturel n :

s — @l <5 lu, — al

On sait que d’apreés la question C.2, ona: [f',(x) |< %.

Alors d’aprés le théoréme de 1’inégalité des accroissements finis, on a :

Ifo(x) — fLl@)] < % [x — a| . Or d’aprés la question C.1,on a: (@) = a . D’ou
fo(x) —a| < %lx — al . Enposantx = u,,ona: |f,(u,) —a| < %lun - «af

Or fo(u,) = Upyq - DO Uy —al < %lun — a| (Ce qu’il fallait Démontre).

1 . 1 (1\"
c- En déduisons que pour tout entier naturel n, |u, — a| < 2 (Z)

. 1 1
Onsa1tquea€[5;1]<:>5 <a<l et uy =0

. 1
Il vient que : Up— 5 Suyp—a<uyy—1

& |u0—1|S|u0—a|S|uo—%|

1
1 1/1\% o, . . .y

=>|uy —al| < ;@ lug — al < >) - D’ou la relation est vraie a 'ordre n = 0

Supposons la relation est vraie a I’ordre n c’est-a-dire Vn € N; ona:

1/1\" , . S . 1 s < -
lu, —a| < 7 (Z) Puis montrons qu’elle est vraie a ’ordre n + 1 c’est-a-dire Vn € N ;

1 /1\nt1
ona: |u,4q —al| < E(Z)

D°aprés Partie C 3)b),ona: [u,; —a| <7 |u, — al.

; 1 11 /1\"
Par suite |u,4; —al < Z|un—g_r| SZ[E(_) ]
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D’ou |u al < ! (1)n+1
n+1 =12 \4

. . 1/1\" .. . ,
Conclusion : tout entier naturel n, |u, — a| < 7 (Z) (Ce qu’il fallait Démontre).

Montrons que la suite (u,), n € N converge vers a.

. 1\
La suite de terme général 3 (Z) est convergente ¥V n € N et converge donc vers 0.
Alorslim |lu, —a|=0® limu, —a=0 & limu, =«
n — +oo n — +oo n — +oo

D’ou la suite u,, est convergente et converge vers «

-On consideére la fonction f définie sur [0 ; +00[ par f(x) = xzz_+11
On note (C) sa courbe dans un repére orthonormé (o0 ; 7; j)d'unité graphique (4 cm).
Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire).
On définie la fonction g sur [0 ; +00[parg(x) =x+ 2-¢e*
1) Etudions les variations de g, puis dressons son tableau de variation.
Dg = [0; +00[
g0 =1et limg(x) = limx (1 + %—ex—x) = (+)(1+ 0 — ) = (+0)(—w) = —w
xX—>+00 x>+
gx)=x+2-e*=>g'(x) = 1-¢".
Posons g'(x) >0 1-e*>0®e* <1 =x<Inl=>x<0.
Ainsipourlesx < 0, ona: g'(x) >0etpourlesx >0, ona:g'(x) <0

Nous en déduisons que V x € [0 ; +00[ ; g est strictement décroissante.

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :
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x 0

g' ) -

1

gt | T

© ---t-48

T

—00

Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une solution @ et que 1,14 < a < 1,15.

D’aprées le tableau de variation g est définie, continue et strictement décroissante de [0 ; +00[
vers |—oo ; 1]et par conséquent I’équation g(x) = 0 admet une solution « telle que g(a) = 0

g(1,14) = 0,01

9(1,15) = 0,008 =>g(1,14) x g(1,15)0<0 . Alors d’apres le théoréme des

De plus : {

valeurs intermédiaires il existe un unique a tel que 1,14 < a < 1,15.
2) En déduisons le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
D’apreés le tableau ci-dessus, Vx ]0; a[; g(x) >0 etVx]a;+o[; g(x) <0

Partie B : (Etude et tracée de f).

. _erxgl)
1) Montrons que Vx € [0; +oo[,ona : flex) = er+ D2 °
_e*-1 _ ’ _ef(xe* + 1) —(x+1)e* x(e*—1) _ e*(x+2-e*) _ eF*xgl)
fe) = xeX + 1 > fx) = (xe* + 1)2 T e+ 1)2 T (xe¥+ 127

D’ou f '(x) = ;:;—i(ﬁz (Ce qu’il fallait Démontre).

En déduisons le sens de variation de f.

X
Pour tout x appartenant a [0 ; +00[, (xexe—+1)2

> 0. Alors le signe de f '(x) dépend donc du
signe de g(x). Or d’apres partie A) 2) ,ona:

Vx]0; al; g(x)>0.AlorsVx]0; a[; f'(x) >0

EtVx]a;+o[; gx) <0.AlorsVx Ja;+o[; f'(x) <0

Nous en déduisons ainsi que :

V x ]0; a[; f eststrictement croissante.

Et
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V x |la;+oo [; f eststrictement décroissante.

1—e™™
2) a) Montrons que V x € [0; +oo[; f(x) =—
1 1
et _e(om) 1t 1o
f(x)_xex+1 7>f(x)_ex(x—eix) _x_eLx T rtex

b) En déduisons lim f(x) .
X — +o

lim f(x) = lim 1oel 120 L o

x+e X 4o +0 4w
X = 400 x — 400
Interprétons graphiquement ce résultat.
Puis que lim f(x) = 0. Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la

x = +oo courbe (C).

1
a+1

3) Montrons que V x € [0; +00[, f(la) =

D’aprés partie A) 1),ona:g(a) =0 a + 2-e*=0=>¢e%= a + 2

e¥—1 e%—1

Drautre part, f(x) = —— => f(a) = ——

En remplacant e = a + 2 par sa valeur dans f (a ) ; ona:

f(a)— e -1 (a+2)-1 a+1 _a+1l 1
T ae+ 1 _a(a+2)+1 T aZ+42a4+1 (a +1)2 T a+1

D’ouVvVx € [0 ; +00[, fla) = alj (Ce qu’il fallait Démontre)
Puis déterminons 1'équation de la tangente au point x, = 0
L'équation de la tangente au point xy = Oesty = f'(0)(x — 0) + f(0) =1(x) + 0 = x

D’ou y = x est I’équation de la tangente au point x, = 0.

4) Montrons que f(x) - x = Gt Dletoxer - 1)

xe* +1
f(x)—xz e’;—l _x:ex—l—xzex—x zex(l—xz)—(1+x)
xe* + 1 xe* + 1 xe* + 1
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e (1-0)(1+x)-(1+x) _ (1+x)[e*(1-x)-1] _ (x+ D(e*—xe* - 1)

- xe* + 1 xe* + 1 xe* +1

_ e+ D(e*—xe* -

D’ou f(x) - x T O (Ce qu’il fallait Démontre)

Etudions les variations de la fonction T(x) = e*—xe* — 1.
T(x) =e*—xe* -1
DT =[0; +o,
T(0) = 0
lim T(x) =lim e*~xe* — 1= —
X > 4+ x - +oo
T(x) = e*—xe* —1=>T (x) =— xe*
Pour tout x appartenant a [0 ; +00[, e* > 0. Alors le signe de T '(x) dépend donc du
Signe de — x. Posons —x =0=> x =0

D’ou le tableau de signe de T (x) est le suivant :

X 0 400

T(x) —

En déduisons la position de (C) par rapport a (T). Trace (C) et (T).
D’aprés le tableau de signe de T, Vx € [0; +oo[; T(x) <0 © f(x)-x =0

D’ou Vx € [0 ; +00[ ; la courbe (C) est en dessous de la tangente (T).
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Partie C :

1) Déterminons une primitive F de f en utilisant la question 2) a) de la partieB.

1—e™™

x+e X’

D’aprés partie B2)a)ona:Vx € [0; +oo[; f(x) =
1—e™™

x+ e ™

Alorssi f(x) =

=Fx)=Inlx+e™*|+k
2) Calculons en cm? l'aire A du domaine plan limité par (C), la tangente (T) et droites
d'équationx =0etx =1

1—e™*

A= (4cm)? folf(x)dx = 16cm? fol

— 2 —x |11
P dx = 16cm?[In|x + e™*|]j

=In (He) x 16cm? = 5,01cm?

e

- Partie A :

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O ; T; j) L'unité graphique est 4 cm sur l'axe des
abscisses et 2 cm sur l'axe des ordonnées.

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (2 + cosx)e! ~*. On note (C)la courbe
représentative de f dans le repére (O, ;, ]) .

1) Montrons que, pour tout x de R : f(x) > 0.

La fonction f est définie sur R par : f(x) = (2 + cosx)el ~*.

D’autre part —1 < cosx < 1. Donc 2 + cosx >0 et el~* >0

Donc pour tout x de R : f(x) > 0. (Ce qu’il fallait Démontre)

2) a- Montrons que, pour tout x de R : v/2cos (x - %) = cosx + sinx

V2cos (x - %) =2 (cosx X cos% + sinx X sin %) =2 (cosx X g + sinx X g)

V2 xV2 V2xV2 . 2 2 . .
=—; cosx + > smx=Ecosx+gsmx=cosx+smx

D’ou pour tout x de R, v2cos (x - %) = cosx + sinx. (Ce qu’il fallait Démontre)

b) En déduisons que, pour tout x de R : 2 + cosx + sinx > 0
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2+Cosx+sinx=2+\/§cos(x—%)=\/§[%+cos(x—%)] =\/§[ﬁ+cos(x—%)]

Alors 2 + cosx + sinx > V2(vV2—-1) >0
D’ou pour tout x de R, 2 + cosx + sinx >0 (Ce qu’il fallait Démontre)
c- Montrons que f est strictement décroissante sur R.
La fonction f est dérivable sur R et sa dérivée est f'(x) = —(2 + cosx + sinx)e! ~* < 0.
D’ou la fonction f est strictement décroissante sur R.
3) a- Montrons que, pour tout x de R : e! =% < f(x) < 3el ~*.
Pourtoutx ER; ona: —1<cosx <1

P2-1<2+cosx<2+1

P 1<2+cosx <3

@ 1xel™* <(2+cosx)e! =¥ <3el =7

el ™ < f(x) <3el™*
D’ou pour tout x de R : e! = < f(x) <3e! ~*. (Ce qu’il fallait Démontre)
b- En déduisons les limites de f en +o0 et en —oo.
D’aprésa), ona: el % < f(x) <3el™*,
limel!=*=0 et lim3e! " *=0
X = 400 X — 400
Alors d’aprés le théoréme des gendarmes, ona: lim f(x) =0
X = 400
Deméme: lime'™* =40 et lim3e! =+
X = —00 X > —

Alors d’aprés le théoréme des gendarmes, on a : lim f(x) = +oo

X > —o0
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c- Interprétons géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la limite de f en +oo.

Puis que : lim f(x) = 0. Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la
X = +oo Courbe (C) de f.

4) a- Montrons que, sur l'intervalle [0 ; 7] I'équation f(x) = 3 admet une solution unique o.

Puis que f est dérivable et strictement décroissante sur [0 ; 7], alors elle réalise une
bijection de [0 ;7 ] vers [ f(1r); f(0)] = [el™; 3e]. Orel™ <3< 3e

Donc 1'équation f(x) = 3 admet une solution unique a sur l'intervalle [0 ; 7]

b- Donnons un encadrement de o d'amplitude 1072

£(0,87) = 3,012 > 5

£(0,88) = 2,973 < 3 alors un encadrement de o d'amplitude 10™2 est donnée par

Puisque : {

087 <a<0,88
5) Représentons la courbe (C) sur [0; 4]

Le tableau de variation de f sur [0 ; 4] est donnée par :

0 4

x
f/x) -

3e,

@) \
0,07

Ainsi la représentation graphique de la courbe (C) sur [0 ; 4] est la suivante :
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Partie B :

On veut Calcule l'aire, A, exprimée en unités d'aire, du domaine limité par la courbe (C) , 1'axe
des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite d'équation x = 1.

1) Montrons que : A = 2e — 2 + fol el~tcostdt
La fonction f est positive sur [0 ; 1] donc ’aire A est donnée par :
I T P B 1 1-
A= [ 2" dx = [ (2+cosx)e'¥dx = [ 2¢'¥dx + [ cosx x e’ *dx
= [—2e™]§ + [ cosx x e!™dx = =2 + 2e + [ cosx x e!™*dx . Enposant x = t,ona:
[—2¢' b + f, dx=—2+2e+ [ 1"*dx . Enp

A=2e-2+ fol el~tcostdt
1
2) Onpose I = J; e'"Cost dt et J = j e'"'Sint dt

a- A I’aide de deux intégrations par parties, montrons que :
I = —cosl +e-Jet] = —sinl + 1

1
1- . L .
Ona:l = .[o Cost e "'dt , faisons une intégration par parties :

u(t) = Cost =>u'(t) = — sint

v(t)=elt =v (t)=—elt
l . —
=>] =[- Coste'™ ], —IOSlnt e''dt

= —Cosl + Cosel-] = —Cos1 + e-]J=1=—Cos1 + e-]
De méme, on intégre par parties J en posant :
w(t) = Sint => w'(t) = cost
v(t)=el"t=v (t)=—e!t

. < 1 -
== [—Smt e t]o +j0Cost e 'di=—Sinl.e® + I=—sinl + I

Dou J = —=Sinl +1
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b) En déduisons la valeur de /

Des relations précédentes obtenues, on en déduit :

I = —cosl+e-] =—-Cosl+e+sinl-1=
2] = sinl-Cos1l + e => I:%(sinl— Cos1l + e)

3) Déterminons la valeur exacte de A en unité d’aire puis donnons une valeur approchée de A a
107 pres.

On obtient finalement A=—2 + 2e + [ = —2 + ge +%(sin 1- Cos 1) etune valeur
approchée de A par défaut est A = 4,94 (u. a).

Partie C :

sinx

Soit h la fonction définie sur R par h(x) = —1 —

2+ cosx
1) a- Montrons que h admet des primitives sur R.

T est dérivable sur R donc elle admet des

La fonction définie sur R par h(x) = —1 — Pp—

primitives sur R.
b) Déterminons la primitive de H de h qui prend la valeur 1 + In3 en 0.
sinx

On sait que Vx € R; 2+ cosx >0eth(x) = —-1—

2+ cosx

=> H(x)=In(2 +cosx)-x +k

Si cette fonction prend la valeur 1 + In3enOalors H(x) =1- x + In (2 + cosx)

1) a- Déterminons In (f(x)) pour tout x € R; ona:Vx € R; f(x) > 0et]’on obtient :

In (f(x))=In[(2 + cosx)e?™ | =In (2 +cosx) +Inel™ =1- x +In (2 + cosx)
= H(x)

b) Etudions le sens de variation de la fonction H

On a peut résumer les variations de H dans le tableau suivant :
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X —00 + oo
f() +oo
\ 0
+0o0
H(x)
—00

Alors Vx € R; H est strictement décroissante.

3) a-Soit ( I") la courbe de la fonctionx — 1- x + In (2 + cosx) et soit (A) la droite
d’équation y = — x + 1. Etudions la position relative du ( I") et de (A)

Pour étudier la position relative de ( I") et (A), on étudie le signe de H(x) - y.

Posons Hx)- (—x + 1) >0 2 +cosx =2 2-1=1

Alors on obtient : H(x) — (—x + 1) = 0 et par conséquent ( I") est au dessus de (A).

b) Déterminons les abscisses des points communs 8 I" et A

Posons Hx)-y = 0L HXx)-(—x + 1) = 0= In(2+cosx) =0

& cosx =—1=>x =mn+2kmavec kK €EZ

4) a- Equation de la tangente & (I ) en 0

y = H(0)(x-0)+ HO)=>y = —x + 1 + In3.

b) Etude de la position de ( I") et la tangente (T)

Etudions le signe de H(x) - (—x + 1+ In3)

Hx)- (—x + 1 + In3) = In(2 + cosx) - In3

Soit puisque 2 + cosx <2+ 1 =3 <= In (2 + cosx) <In3 . Alorsona:
H(x) - (—x+ 1+ I[n3) < 0. Et par suite, la courbe ( I") est au dessus de (T)

5) Montrons que la courbe ( I") est contenue dans une bande du plan limitée par deux droites
parall¢les dont on Donnera des équations :

On sait que Vx € R; 1 < 2 + cox < 3. Alors en appliquant la fonction In sur I’inégalité, on
obtient :
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Inl1 <In(2+ cox) < In3

& 0<In(2+cox) <In3

& 1-x<1-x+m@2+cox) <1—x+1In3
& 1—-x<HX)<1-—x+1In3

Donc la courbe ( I") est contenue dans la bande limité sur les deux droites paralléles (A) et

(1)

- Partie A :

Soit la fonction f* définie sur R par f(x) = 1067

e +

2 - Onnote (C)la courbe représentative de f

dans le repére (0 ; T; J) (Unité graphique 1 cm).

1) a- Déterminons la limite de f en —oo.

. . 10e* , 10000 _©
lim f(x) =lim =lim =—=0
£ eX + 4 0+4 4

X — —0oo X — —00 X — —00

En écrivant f(x) = 10 — % ; déterminons la limite de f en +oo.
lim f(x) = lim10 - —— =lim 10-22=10-0=10
eX + 4 e*

X — +oo X > +oo X — +oo

En déduisons 1’équation des asymptotes a la courbe (C)

S —
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limf(x)=0

X — —0o0

Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe (C) en —oo

lim f(x) = 10. Alors la droite d’équation y = 10 est asymptote horizontale a la courbe (C)
X - +oo en +oo

b- Calculons la dérivée f'de la fonction f puis dressons le tableau de variation de f.

10e* 10e*(e® +4) —e*x10e* _ 10e¥(e* +4—e*) _ 40e*

— ! -
ex+47>f(x)_ (e* + 4)2 T (e + 4)2 _(ex+4)2>0

f(x) =

D’ouV x € Dy ; f eststrictement croissante et le tableau de variation de f est le suivant :

X —00 + oo
i) v
10
e /
0

2) Déterminons une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse In4.

L’équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse n4 est donnée par :
y=f'(lnd)(x — In4) + f(lnd) =>y = 5?(x —n4)+5= %x —5In2+5
D’ou la tangente (T) a pour équation : y = %x —5In2+5

3) Tragons sur un méme graphique la courbe (C) ; ces asymptotes et la tangente (T).

124

11+
10

\ 4
\ 4

@)
1

/‘/‘i"

-1r10-9-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314x
—o1
_3l
—al
_sl
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Partie B :

Une entreprise fabrique un certain produit P. On appelle x le nombre de tonnes de produit
fabriquées.

On note C(x) leur coft total de fabrication, exprimé en milliers d’euros.

La fonction cofit marginal, C’ est la dérivée de la fonction C.

Pour tout x € [0; +oo[, ona C'(x) = f(x); ou f est la fonction étudiée dans la partie A.
De plus , on suppose qu’il n’ya pas de charges fixes, donc que C(0) = 0.

1) a- Montrons que le coit total est donnée par C(x) = fox f(®)dt.

Pour tout x € [0; +oo[, ona: C'(x) = f(x) . Intégrons cette égalité sur [0; x] ; alorson a :
Jy €' Gdt = [ f(®de @ [CO]F = [, f(®)dt = C(x) - €(0) = [; f(D)dt.

OrC(0) =0.D’ou C(x) = fox f(®)dt. (Ce qu’il fallait Démontre).

b- Exprimons C (x) en fonction de x.

COO = [t & €)= [F2 de = 10 [F=S—dt =10[In(e’ + 4T

0 et+4 et + 4
= 10In(e* + 4) — 10In5 = 10[In(e* + 4) — In5] = 10In (exTH)
c- Déterminons le cofit total de 5 tonnes de ce produit P

(On Donnera la valeur exacte, puis la valeur arrondie a la dizaine d’euros preés).

€5 +4

Le cofit total de 5 tonnes du produit P est donnée par C(5) = 10in ( ) = 34,17euros.

@
X

2) On appelle C,, (x), le colit moyen défini, pour tout x € [0; +oo[ par C,,,(x) =

a- Exprimons C,, (x), en fonction de x.
e¥ +4
_Cx) _ _101n( 5 )_10 e* +4
Cn() =52 = Cn) = — = = 2in (57)

10in(1 +4e™*) 10In5

X

b- Vérifions que, pour tout x € [0; +oo[; C,,(x) =10+

eX +4

4
101n( 5 ) _ 10In(e¥ +4) —10lns _ 10m[e*(1+ )] -10m5
X

X X

Cn(x) =
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__10me*+In(1+ 4e7*)-10In5 _ 10x +In(1+ 4e *)—10In5 _ 10 + 10in(1 +4e %) 10In5

X X X X

D’oupourtoutx € [0; +o[;ona: C,(x) =10+

10in(1 +4e*)  10In5
x

X
c- En déduisons la limite de C,, (x) en +oo.

10in(1 +4e™*) 10In5

lim C,,(x) = lim 10 + =104+ 0—-0=10

X — +oo X — +oo

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0 ; 7; ), unité graphique : 2 cm.
Partie A :

1) Soit g la fonction numérique définie sur ]— T; O[ par g(x) = cox?x + cosx — 1.

a) Montrons que g est dérivable sur ]— T; 0[ etque g'(x) = —(1 + 2cosx)sinx.

g est la somme de deux fonctions dérivables sur ]— T; 0[, alors g estdonc dérivable sur

]— ;0 [

g(x) = cox?®x + cosx — 1 => g ®) = 2(=sinx)cosx — sinx = —2sinxcosx — sinx =

—(1 + 2cosx)sinx.

D’ou g'(x) = —(1 + 2cosx)sinx.

b) En déduisons que g'(x) < 0 pour tout x € ]— T; —%ﬂ] et que g'(x) = 0 pour tout x €
2

-3 0]

Vx € |-m;0[, —sinx > 0 alors le signe de g'(x) dépend de celui de 1 + 2cosx. Posons

14 2cosx =0 & cosx = —% & cosx = —cosg & cosx = cos (n —g)

a=p+2kn
Or cosa = cosf} & ou avec k € Z

a=—p+2kn

x=(n—%)+2kn x=2§+2kn
Donc cosx = cos (n — g) e ou avec k € Z& ou kel
x=—(n—%)+2kn x=—2?n+2k7r

Puisque x € ]— T; 0[, alors la seule valeur a retenir est x = — 2?7[ + 2km

Etudions ainsi le signe de 1 + 2cosx sur ]— ; —%ﬂ] et sur [—%ﬂ ; 0[.
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Sur]—n;—?n], ona:—n<x$—?n

2
& cos(—m) < cosx < cos (— ?n)
2
& cos(m) < cosx < cos (?)
& cos(m) < cosx < cos (n — g)

Donc Vx e]—n;—%ﬂ],l + 2cosx <0

Fonction Exponentielle - Fonction

puissance

& cos(m) < cosx < —cosg

1
& —1<cosx£—§

& —2<2cosx < —1

& —1<1+4+2c0sx<0

Etudions ainsi le signe de 1 + 2cosx sur [— z?n ; 0[

Sur[——, [,ona:—%ﬂSx<0
& cos( ) < cosx < cos(0)

& cos (?n) < cosx < cos(0)

& cos( ) < cosx < cos(0)
Donc Vi € [ 37 ;0[, 1+ 2cosx 2 0

& —cos (3) < cosx < cos(0)

& —%Scosx<1
& —1<2cosx <2

& 0<1+2cosx<3

Par conséquent g'(x) < 0 pour tout x € ]—7‘[ ; —%ﬂ] et g'(x) = 0 pour tout x € [—%ﬂ ;0[.

¢) Dressons le tableau de variation de g.

2
x
- — B 0
—sinx + 1+
1+ 2cosx — L+
g'(x) - . T
-1 ! 1
gx) 1
_3
4
2) a) Montrons que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique 8 sur ]— T; O[ et
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s s

3773l
D’apreés le tableau de variation de g, on a :

que € ]—

2 e . . S
- Pourtoutx € ]— m;— ?n], g est définie continue et strictement décroissante

2 , 1. . 2 2
sur]—n ; —?n] Donc g réalise une bijection de ]—n ; —?n] vers g (]—n ; —?ﬂ ) =

[—% ; —1[. Comme 0 ¢ [—Z ; —1[ , alors I'équation g(x) = 0 n’admet pas de

. 2
solution dans ]— T;— ?n .

- Pourtoutx € [— z?n ; 0[, g est définie continue et strictement croissante
sur [—%ﬂ ; 0[. Donc g réalise une bijection de [— %ﬂ ; 0[ vers
g ([—%ﬂ ;0[.) = —% ; 1[. Comme 0 € [—% ; —1[, alors I’équation g(x) = 0 admet une
solution unique S dans |— z?n ; O[

Montrons que 8 € ]—g - E[

(o(-9--}
l

Alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, € ]—g ;= %[

Conclusion :

L’équation g(x) = 0 admet une solution unique f sur ]—n ; 0[ avec B € ]—g ;= %[ .

b) En déduisons le signe de g sur ]— T; 0[
De ce qui précede et d’apres le tableau de variation de g, on a:
- Pourtoutx € ]—n;ﬁ[, gx) <.

- Pourtoutx € |B;0[, g(x) > 0.
- Pourx=f,gx)=0=g(B)=0

Partie B :
Soit f la fonction numérique définie sur ]— T; +00[ par:
_2sin@x) | 1 . .
f(x)_1+cosx+2 SLXE]—T[,O]
et
3 .
f(x)=2—m six €]0;4oo]
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On note (Cf)la courbe représentative de f.

1) Etudions la continuité de f en 0.
f estcontinue en 0 si et seulement si lim f(x) = lim f(x)
x—- 0" x - 0"
Continuité a gauche :

; _ . (2sin@x) [ 1) _200) 1 1_1
lim f(x) = lim (1+cosx 2) 140 2 0+ 272
x - 0" x - 0"

Continuité a droite :
. . 3 3 3 1
llmf(x)zltm(Z—m)=2—1_|_—1=2—E=5

x -0t x - 07

Puis que lim f(x) = lim f(x) = f(0) = % . Alors f est continue en 0.
x—- 0" x—- 0"

2) Etudions la dérivabilité¢ de f en 0.

—f(0 —f(0
f est continue en 0 si et seulement si lim % = lim %
x -0~ x - 0t
Dérivabilité a gauche :
2sin(2x) 1 1
. fl)—f(0) . d+cosx ' 2 2 . 2sin(2x) . A4sinxcosx
Iim——————= lim———————= lim———— = lim——
x—0 x x(1+cosx) x(1+cosx)
x— 0" x— 0" x - 0" x— 0"
. sinx cosx 1
= lim 4 X =4X1x-=2
X 1+cosx 2
x -0
—f(0
Donc lim [/ ©) =2
x—0
x - 0"
Dérivabilité a droite:
o3 _1 33 3(1— 2 )
. fx)—f(0) . e3%11 2 .2 ed3xiq .2 e3% 41
lim—————= lim—— = |lim—— = |[im————
x—0 X X X
x - 0t x - 07 x - 0% x - 0%
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— im 2 « e3x—1 _ 9xe3x—1>< LU SURUE S
= (@) T 3x e3x—1" 2 2 4
x - 0" x -0t
x)—f(0 9
Donc lim LE2=L©@ _ 2
x—0 4
x - 0F

—f(0
Puis que lim%;t lim

x—- 0" x -0t

f(x)—f(0)
x—0

. Alors f n’est pas dérivable en 0.

En déduisons une interprétation géométrique des résultats obtenus.

La courbe (Cf) admet au point d’abscisse 0 deux demi-tangentes (T;) et (T,) de coefficients

. . . 9., ., .
directeurs respectifs 2 a gauche de 0 et 7 droite de 0.

3) a) Calculons lim f(x)
X > +oo

limf(x)=lim(2—ﬁ

X — 400 X — +oo

)=2—0=2

4(1—cosx)sinxcosx

b) Montrons que pour tout x € |-7;0[,ona: f(x) = R

1
t2

2sin(2x) 1 1—cosx 2sin(2x) 1 (1—cosx)(2sin2x)
0 = R0 ot ()

1+cosx 2 7 1—cosx 1+cosx (1—cosx)(1+4cosx)
_ (1—cosx)(4sinxcosx) 4 1

1
t3

1—cos? 2

En déduisons lim f(x) = 4o
X - -T

lim (A0=Cos0SIxC0sx | 1) _ )iy (HAcossinzcost 1)

1—cos2x 2 sinlx 2
X = —T X > -1
- lim (4(1—c¢?sx)cosx + 1) _ —_8 + 1 - +oo
sinx 2 0 2
X —> -1

¢) En déduisons les asymptotes de la courbe (Cf).

lim f(x) = 2. Alors la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale
X = 400
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lim f(x) = 4oco. Alors la droite d’équation x = — est asymptote verticale
X— -7

4) a) Calculons f'(x) pour tout x € ]0 ; +oo[

3x
Pour tout x € ]0; +oo[, ona: f(x) =2 —%I>’(x) =3€—2 > 0.
e’*+1 (e3x+1)

En déduisons le sens de variation de f sur ]0 ; +oo[.

De ce qui précéde, on en déduit que Vx € ]0; +oo[, f est strictement croissante.

. g _ 49
b) Montrons que pour tout x € |-7;0[,ona: f'(x) = T3 coox
. . __ 2sin(2x) l
Pourtouth]—n,O[, ona: f(x) = oo T 2
2c0s2x(1+cosx)+sinx(sin2x) 2cos3x+4cos?x—2 cos3x+2cos?x—1
=> ! = = = _—
fie)=2x (1+cosx)2 Zx (14cosx)? 4x (14cosx)?

La forme factorisée de cos3x + 2cos?x — 1 en posant cosx = X,ona:
X342X2-1=X+1DX*+Xx-1)

(cosx+ 1)(coszx+cosx—1)
(1+cosx)?
g  _ 49
(14+cosx)?2 ~ (1+cosx)?

Donc pour tout x € ]—n;O[, fllx) =4x

=4X
En déduisons le sens de variation de f sur ]— T; 0[.

Pour tout x € ]— T ; 0[ 4 2 > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe g(x).

" (T+cosx)?
Or d’apres Partie A2)b),ona:
- Pourtouth]—rt;ﬁ[, g(x)<0:>VxE]—7T;,8[, f'(x) <0
- Pourtoutx €]8;0[, glx) >0 =>vxe]lp;0[, f'(x) >0

¢) Dressons le tableau de variation de f sur ]—m ; +oo[.

X - B 0 4w
() - +
+o00 ' 2
f(x) 1
\f(ﬁ) /

5) Construisons la courbe (Cf), ses asymptotes et ses demi-tangentes au point d’abscisse
0.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 6. Fonction Exponentielle. Page 498



Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

Y
v

Partie C :
On admet que tout x € [1,5;2],0ona: 0 < f'(x) < % (R).

1) Soith la fonction numérique définie sur [1,5; 2] par : h(x) = f(x) — x.
Etudions les variations de h
Vx €[1,5;2], h(x) = f(x) — x. h est dérivable sur [1,5 ; 2] comme somme de deux fonctions

dérivables sur .

h(x)=f(x)—x =h'(x)=f'(x)—1.0r"(x) < % < 1.D’ou h'(x) < 0 et par conséquent
h est strictement décroissante sur [1,5 ; 2].
En déduisons que 1’équation f(x) = x admet une solution unique a € [1,5;2].
(R(1,5) = F(1,5) — 1,5 = 0,5 — —— ~ 0,45
’ ) ) ) e4'5+1 )
et => h(1,5) x h(2) < 0.

(h(2) = F(2) -2 =—-0,007 = —7.1073

h est continue et strictement décroissante sur [1,5 ; 2]. Alors h réalise une bijection de [1,5 ;2]
sur h([1,5;2]) = [-7 *1073; 0,45].0 € [-7 « 1073 ; 0,45], donc 0 admet un antécédent
unique a € [1,5; 2] telque h(a) = 0 et par conséquent 1’équation h(x) = 0 admet une
solution unique . Or h(x) = 0 = f(x) = x.

D’ou pour tout x € [1,5; 2], f(x) = x admet une solution unique a € [1,5; 2]

uo = 1,5

2) Soit (u,) la suite numérique définie par :{
) (un) q Py = flu

pour tout n € N.
n)
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a) Montrons par récurrence que pour tout n € N, u, € [1,5; 2]. (On pourra utiliser la
relation (R))

Soit P, la propriété : vn € N; u, € [1,5;2].

- Pourn=0,ona:uy,=15€[15;2]. D’ou P, vraie.
- Supposons P, vraie et montrons P, vraie : Puisque u, € [1,5;2] ; a € [1,5;2] et

pour tout x € [1,5;2];0ona: 0 < f'(x) S%
Supposons u,, < a, alorsona: fua 0dx < f: fl(x)dx < fua %dx &
1 a
0@, <[37] @
Un
1
0= (@~ flu) < (a—w,)
1
Osa—upy s5(@—u,) ®
aSa—un+1+aS%(un—a)+a©
a < Uy S%(un+a).0runs26t a<2=u,+a<4 Donc:

1,5<a<u,yq S%(un+a)S2:>1,5Sun+1S2

Ainsi u, 44 € [1,5; 2] et par conséquent P, ,; vraie.

Supposons maintenant u,, > «, alorsona:
Un Un 21 up 1
Jorodx < [N f')dx < " 5dx &
u 1. 1%

0l < [3x] "

27 g

1

0= flu,) = fl@) S5 (w, —a) @

1
OSunH—aSz(un—a)@
a < Uyiq S%(un +a).0Oru, <2et a <2=>u, +a < 4. Parsuite :

1,55 a<u, S%(un+a)S2:>1,5Sun+1S2

De méme u,,; € [1,5; 2] et par conséquent P, vraie.
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Conclusion : pour toutn € N, u,, € [1,5;2].

* 1
b) Montrons que Vn € N*; ona:|u, —al < §|un—1 — aletque:

1 1 n+1
lu, — «al Sz—nluo —a| < (E)

Pour tout x € [1,5;2];0ona: f'(x) < % et f' est continue sur [1,5; 2] ; de méme :
u, €[1,5;2] ; a € [1,5; 2]. D’aprés I’inégalité de la moyenne on a :
n—1 g1 1 . 1
|f; () dx| < §|un—1 — al. Soit |f(u,—1) — f(@)| < §|un—1 - al®
1
|un - al < Elun—l - (ll
Considérons la propriété B, la propriété : Vn € N; |u, —a| < zi" lug — «af .

1 .\ .
- Pourn=0,ona:|uy—al < 2—0|u0 — al.D’ou P, vraie.

- Supposons B, vraie et montrons P, 1 vraie :

1 1
Ona: |u,4q —al Szlun— al. Or |lu, — af Sz—nluo— a

YA
=l = al < (3) (Gl = al)
_ 1 . .
= Uy —al < 7T |ug — al et par conséquent P, vraie.

. 1
Parsuite Vn € N; |u, — a| S?Iuo— al .

) . i . 1 n+1
¢) En déduisons par récurrence que Vn € N*,ona: |u, —a| < (E)

o, 1
De ce qui précéde ona: |u, — al| < 7|u0 - a.

D’autre partona:1,5<a <2 &
—2<—-a<-15®

U—2<yy—a<uy;—15.0ruy; =15

1
—05suy-as0®-3<uy—-as<0
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1
= |U.0 - al <-.
2
. 1.1 1\
Ce qui donne alors |u, — a| < ey e lu, —al < (E)
1 n+1
Dou Vn € N, ona:|u, —a| < (5)
d) En déduisons que la suite (u,,) est convergente.
1 n+1 1 n+1 1 n+1
OnaVvn EN*:Iun—aIS(E) & limu, —al = lim(z) .Orlim(z) =0
n — 4+oo n — +oo n — 4o

2 limlu,—al=0 &limu, =«a
n — +oo n — 4o

D’ou (u,) est convergente et converge vers a.
e) Déterminons un entier p tel que pourn = ponait: |u, —a| < 1073
1)n+1

On sait que |u, —a| < (E

. 3. S as _
Pour avoir |u,, — a| < 1073 ; il suffit d’avoir (3 <1073 .0raP = ePln@
n 2

n+1 1 1
- (%) <1073 @ e < 10736 In [V < 1n107?

& (n+ 1)ln% < —3[n10© —(n + Din2 < 31104 (n + 1In2 = 3in10
. 3Iln10 3ln10 3%2,30

=n+1> 2 QHZW—].@TIZ 0.69 -1

=n=9

Doup=9=>|ug—al <1073

Remarque : uq est une valeur approchée de @ a 1073 prés.
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Suites numériques

OBJECTIFS :

Ce théme vise a :

« étudier le comportement global d’une suite numérique (majoration, minoration, convergence,
variations) ;

* mettre en ceuvre le raisonnement par récurrence ;

* Donne des outils pour traiter des problémes d’approximation.

Commentaires

Les suites bornées et suites monotones sont nouvelles en Terminale.

En Premicre, la notion de limite de fonction a été introduite de fagon intuitive. De méme, ici on
pourra s’appuyer sur ’utilisation de la calculatrice et des graphiques pour introduire la notion
de convergence d’une suite. On peut faire comprendre a 1’éléve :

* que pour certaines suites, tous les termes a partir d’un certain rang, sont aussi proches que
I’on veut d’un nombre réel a ;

* que pour d’autres suites, les termes a partir d’un certain rang, prennent des valeurs aussi
grandes que ’on veut ;

* qu’il existe des suites qui ont des comportements irréguliers.

On apprendra a 1’éléve a mettre en ceuvre un raisonnement par récurrence. Ce type de
raisonnement sera suggéré dans 1’énoncé des exercices et des évaluations, lorsque son
utilisation est indispensable.

Les suites géométriques permettront d’établir la convergence de certaines suites en utilisant des
majorations. Dans le cas notamment des suites définies par récurrence, on pourra majorer

|u, — al, a ’aide de I’inégalité des accroissements finis ; toute étude de ce type de suites devra
comporter des indications sur la méthode a suivre.

L’étude des suites sera étroitement liée a celle des fonctions. Ainsi, pour Donne des
approximations des valeurs attachées a des fonctions, on utilisera des suites (méthode du point
fixe). Le calcul différentiel ou les propriétés asymptotiques de certaines fonctions permettront
de conclure sur le comportement des suites.

Le calcul d’une valeur approchée d’une intégrale sera aussi un moyen de mettre eu ceuvre des
suites.

Volume horaire : 16 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE

* Suites monotones * Démontre qu’une suite est monotone :
* Suites majorées, minorées, bornées

. - Par comparaison de deux termes
* Suites convergentes :

généraux consécutifs ;

- Notion de convergence. - Par I’étude des variations d’une

- Unicité de la limite (admise) fonction ;

- Toute suite croissante et majorée - Par un raisonnement par récurrence.
converge * Démontre qu’une suite est majorée et/ou

- Toute suite décroissante et minorée | MNOTCE:
converge. - Par un calcul direct ;
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- Si fest une fonction numérique telle - Par I’étude des variations d’une
que lim f(x) = [ alors la suite fonction ;
n—--+oo .
définie par u, = f(n) converge vers - Par un raisonnement par récurrence.
L * Démontre qu’une suite est convergente ou
* si (u,) est une suite convergeant vers a et f | divergente par :
une fonction continue en a alors la suite - L’étude du comportement d’une
Vn=f(u,)converge vers f(a). fonction ;

* Convergence des suites géométriques
(suites du type (a")).

* Suites divergentes

» Convergence des suites géométriques et des

- L’utilisation des opérations sur les
limites ;

- L’utilisation des théorémes de

suites du type n® comparaison.

* Suites divergentes

* Théorémes de comparaison : sconjecturer a partir d’une représentation

Soient les suites (v,,) et (u,) graphique et comportement d’une suite
récurrente.

1) Sia partir d’un certain rang,
v, < u, etsi(v,) tend vers +oo, alors (u,)
tend vers +oo.
2) Sia partir d’un certain rang,
v, < u, etsi (u,) tend vers —oo, alors (v,)
tend vers —oo.
3) Sia partir d’un certain rang,
[vo_l] < u, etsi(u,)tend vers 0,
alors (v,) tend vers /.
4) Si a partir d’un certain rang,
vh S u, < w, etsi(v,)et(w,)
tend vers /, alors (u,,) tend vers /.
5) Siapartir d’un certain rang v, < u,
et (u,) tend vers / et (v,) tend vers
['alors I'< L.

ssuites (a") et (n*). Croissance comparée
Limites et comportements asymptotiques
comparés des suites (Inn) ; (a"), a> 0 et
m%), a > 0.

Suites récurrentes définies par une relation
du type : u,41 = f(u, ).
Soit (u,) une suite définie par

Up41 = f(un)'
Si (u,) converge vers / et si f est continue en
lalors f()) =1L
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Remarques et suggestions

Le programme de Premiére a pour objectif de permettre aux éléves de se familiariser avec le
concept de suite numérique. Il n’en reste pas moins vrai que I’acquisition de ces notions reste a
consolider en terminale, en particulier, les notions de suites arithmétiques et géométriques.

On doit d’abord considérer qu’en classe de terminale, il est utile, voir indispensable, de
retravailler les notions de base.

On traitera sur des exemples guidés quelques méthodes de recherches de solution approchées
d’une équation numérique (dichotomie, tangente, interpolation linéaire...) et de calcul
approché d’une intégrale.

Dans le cas de I’approximation d’un point fixe a de f, on soulignera I’intérét (théorique et
numérique) d’une inégalité de type |f(x) —a|] < k|x —a|,ou0< k < 1.

Pour la recherche de la convergence d’une suite numérique, on veillera a choisir des exemples
ne posant pas de difficultés majeures et a apporter dans les énoncés toutes les indications utiles
a cette é¢tude. On insistera ¢galement sur les méthodes d’étude de convergence (étude du
comportement d’une fonction, opérations sur les limites, théorémes de comparaison).

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 7. Suites numériques. Page 494



Suites numériques

I- Généralité :
1) Définition :
On appelle suite numérique toute fonction définie de N—R. On note
U:N—>R
n—-un)=u,

2) Mode de définition d'une suite :
-Une suite peut étre définie par une formule explicite c'est-a-dire u,, en fonction de n :
u,= f(n).
Exemple:u, =n + 3;v, =

2n— 4

. — 2_
— swpo=4n"-3n + 1

-Une suite peut étre définie par son 1% terme et une formule de récurrence, c'est-a-dire u, 4,
s'exprime en fonction de u,,.

Uy = 2
Exemple : Soit la suite : {u

3) Sens de variation d’une suite

- Siu,y —u, =0;Vn € N alors u, est croissante
- Siu,y —u, <0;Vn € N alors u, est décroissante
- Siuyy —u, =0;Vn € N alors u, est constante

4) Représentation des termes d'une suite :

Pour représenter les termes d’une suite u,, sur I'axe des abscisses, on trace la 17 bissectrice
(D) d’équation y = x . Ainsi on trace la fonction associée a la suite u,, en posant u,,= x

et u,,1 = f(x). On détermine les termes de la suite sur I'axe des abscisses par projection.

U, = —
Exemple : Soit (u,,) définie Par : {UO _3+2U,
n+1 2+ Uy
Représenter sur I'axe (0x) les 3 premiers termes de la suite u,,.
Solution
Désignons par f la fonction définie sur ]— 2;+ oo[ par: f(x)= 32++ Zxx

En suivant les régles de construction ci-dessus, on a la représentation suivante :

/ y ’,,

. \
N
(U R SR
e
N
\
N
\
N
N
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II- Convergence d'une suite
Définitions :
- Une suite u, est dite convergente si et seulement si son terme général u,, admet une limite
finie.

On note : limu,=1 avecl € R. Alors u, est dite convergente.

n — +oo
- Une suite u,, est dite divergente si et sculement si son terme général u,, admet une limite
infinie.

Onnote : limu,= 400 ou limu, = +o. Alors u, est dite divergente.
n——ow n — +oo

III- Suite majorée — minorée —bornée :

1) Définitions :

- Une suite u,, est majorée si et seulement Va € RetVvneN:u, <a.
- Une suite u, est minorée si et sculement Va € R etVn € N:u, = b.

- Une suite u, est bornée si et sculementVa € R; b€ RetqueVn € Nona:
b<u,<a

2) Théorémes :

a) Théoréme1 :

- Toute suite croissante et majorée est convergente.

- Toute suite décroissante et minorée est convergente.

b) Théoréeme 2 :

Tout sous-ensemble non vide E de nombres réels a une borne supérieure A, c'est-a-dire :
Vx EE; x<A

3) Propriétés :
Soient u, etv, deux suites telles que :

limu,=1 et limv,=1
n—+ow n — +oo

On a les propriétés suivantes :
P,:Siu,<v, : alors I < I

Py:lim(u, +v,)=1+ 1
n —» +oo

P;: Si (u,) est bornée et si (v,) est divergente, alors :
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a)lim (u, + v,)= o b) lim (u,*v,) = o
n — +o n+ o

1V- Relations entre les limites :

Théoréme : (Théoréme des gendarmes).

Considérons les trois suites u,, ; v, etw,, (n>n,)

Telque:u,<v, <w,

u, etw, Siconverge vers la méme limite [ ; alors v, converge vers [.
Preuve :

A partir de la relation donnée entre les suites on a :

lim u, < lim v, < limw,
n —» o n — o n — o

Alors lim v, =1
n — oo

V- Suites Adjacentes :

Définition :

Une suite (u,,) est adjacente a une autre suite (v,,) si l'une des deux suites est décroissante
tandis que l'autre est croissante et si : lim (u, —v,)=0
n — +o

Théoréme 1 :

Si les suites u,, et v, sont adjacentes (u,, croissante et v,, décroissante) alors :
vVné€eNona:u,<v,.

Preuve :

Supposons que le contraire de la conclusion du théoréme soit vrai pour n = k, c'est-a-dire :
U > V.

Pourn > k, puisque u, est décroissante et que v, est décroissante, on a :

U, Z Wy 2V 21,

(un_vn) 2 (uk_vk)

lim (u, —v,) #0

X — 400

Théoréme 2 : si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent toutes deux vers une méme
limite.
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Preuve :
Puis que les suites sont adjacentes et que u,, est croissante et v,, décroissante, le théoréme 1
implique : uy < u, <v, <Yy
On note alors que :
a) u, estcroissante et elle est majorée par v, , donc elle converge vers L.
b) v, est décroissante et elle est minorée par u, donc elle converge vers ['.
Ainsi
limu,—v,)=1-1 =0=1-1 &©Il="
X = +0o

Ce qu'il fallait Prouve.

VI-  Suite Arithmétique

1) Définition :
Une suite u,est dite arithmétique si et seulement si :Vn € N; u, .1 —u,=7.
Ou r est appelée la raison de la suite u,,.

2) Expression du terme général :
D'une fagon générale si u, est le premier terme, I'expression du terme générale d’une suite
arithmétique est : u,, = w, + (n —p)r

3) Termes équidistants d’une suite :

Soit (u,) n € N, une suite arithmétique p un entier naturel tel que p < n les termes u, et
Up,_, sont des termes équidistants des termes extrémes u, et u, car il ya p termes avant le
terme u, etp termes apres le terme u,_,

4) Somme des termes équidistants d’une suite arithmétique

Soit p un entier naturel tel que p <n
Les termes u, et u,,_, sont des termes €quidistants des termes extrémes

U+ Uy p= U+ pr)+t U+ (M—p)T)=Uy +(Uup+ nr)dotu, +u, , = uy + u,

Théoréme :
La somme de deux termes équidistants d’une suite arithmétique est égale a la somme des
termes extrémes.

5) Propriétés :

En application du théoréme on a :
P, : Trois nombresa; b; ¢ forment une progression arithmétiquesi: 2b = a + c.

Preuve : Soita; b et c trois réels

b=a+r

c=b+r
a+c=a+b+r=2a+2r=2(0@+r)Alors:a+c=2b
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P, : Trois nombres a, b, ¢ forment une progression arithmétique de raison r si :
b=a+r1r et c =a+ 2r.

P5: Quatre nombres a, b, ¢, d forment une progression arithmétique de raison r si :
3b-d = 2d

P, : Soit u, une suite arithmétique de 1 terme u,. La somme de deux termes équidistants est
toujours a la somme des extrémes
Uy ,UL sUp ... Up_p 3 Up_q1; Uy ; Uq; Uy_q SONt équidistants.

D’une maniere générale, ona: uy + w,=u, + u,_,
6) Sens de variation d'une suite arithmétique

Soit u,, une suite arithmétique de raisonr. Ona: u,,4 —u, = r d’ou:
- Sir >0 alors u, estcroissante
- Sir<0alors u, estdécroissante
- Sir=0alorsu, estconstante

7) Somme des n premiers termes d'une suite arithmétique :

Soit u, une suite arithmétique de 1* terme u,, et de raison r.
La somme des n premiers termes d’une suite arithmétique est :

_ (n-p +1)(Up+Uy)
2

_ (n-p+1)[2Up+ (n —p)r]
2

Sn Sn

VII- Suites géométriques

1) Définition :
. , y . . . U,
U, est une suite géométrique si et seulementsi: vn € N; ona: Z—” =gq ou

n

U,+1 = qU,. Ou q est un réel fixé appelé la raison de la suite géométrique.

2) Expression du terme générale

D'une fagon générale si u, est le ler terme et r sa raison, alors 1'expression du terme générale
, . L n—
d’une suite géométrique est : u, =u,(q)"?

3) Produit des termes équidistants des termes extrémes d’une suite géométrique :

Théoréme :
Le produit de deux termes équidistants des termes extrémes est égal au produit des termes

extrémes c'est-a-dire : Ug X U, = Up X Uy.

4) Propriétés :

P, : Trois nombres a; b; c¢ forment une progression géométrique si : b’= ac.
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P,: Trois nombres a; b; ¢ forment une progression géométrique de raison q si :
b = qa et c = g’a.

P;: Quatre nombres a; b; c¢ et d forment une progression géométrique de raison q si :
b=gqa ; c=¢q'aetd = q’a

5) _Sens de variation d'une suite géométrique :
Soit u,, suite géométrique de raison et de 1% terme u; :

o 1% casuy>0:si

- q>1 alorslasuiteu, estcroissante

- 0<g<1 alorslasuite u, estdécroissante

- q = 1 alors la suite u, constante ou stationnaire
o 2¢Casuy<0:si

- q>1 alors la suite u,, est décroissante

- 0<g<1 alors la suite u, estcroissante

- q = 1alorslasuite u, estconstante

6) Convergence d’une suite géométrique :

La limite d’une suite étant la limite de son terme général, une suite géométrique est
convergente si —1 < g < 1 etestdivergente si ¢ € |—00; —1] U ]1; +oo[

7) Somme des termes d'une suite géométrique :

D'une maniére générale si u,, est le 1 terme alors I'expression de la somme est :

8) Cas d'une suite géométrique :

Soit u,, une suite géométrique de raison q
- Si|ql <1 alors la suite u,, converge vers 0
- Si|gl >1 alors lasuite u, est divergente

- Silg| =1 alorslasuite u, converge vers u,
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VIII- Notion sur les intéréts simples et intéréts composés :
Les intéréts :

L’intérét est la rémunération d’un placement pendant une période donnée,
(c’est-a-dire entre un temps Ty et un temps T, ).
Ainsi les intéréts sont classés en deux catégories: (intéréts simples et intéréts composés).
NB:

- L’intérét simple est utilisé pour des placements a court et moyen terme.

- L’intérét composé est utilisé pour des placements a long terme.

a- Intéréts simples :

Un placement est fait a intérét simple, lorsque, a des époques fixées d’avance celui qui préte
ou place son argent en touche les intéréts de fagon que le capital placé reste le méme jusqu’a

I’époque du remboursement.
«t.n_ (Capital placé)s( Taux d intérét)s( Durée du placement )

P Période

Sa formule est : I =<
NB:
» Si: nesten jours, alors la période P =36.000.
» Si: nesten mois, alors la période P =1.200.

» Si: nesten année, alors la période P =100.

b- Intéréts composés :

Un placement est fait a intérét composé, lorsque, a la fin de chaque unité de temps, I’intérét est
ajouté au capital pour produire un intérét a son tour, pendant 1’unité de temps suivante.

Sa formule est :

I,=Co[(1 + i)"-1]=(Capital initial )[(1 + taux d'intérét )Pvrée -1 |
NB :

> 1 an =2 semestres = 4 trimestres = 12 mois.
. .1
> 1 semestre = 2 trimestres = 6 mois = Zan.
. 1 .1
> 1 trimestre = Jsemestre = 3 mois = _an.

> 1 bi - an =4 semestres = 8 trimestres = 24 mois = 2 ans.

c- Valeurs acquises :

C,= Co(1 +i)"= (Capital initial )(1 + Taux d'intérét )Pvrée

NB : Le taux d’intérét s’exprime toujours en pourcentage ( % )
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Exercices

Généralité sur les suites.

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses:

1) Toute suite bornée est convergente.

2) Toute suite décroissante a termes positifs converge vers 0.

3) La somme de deux suites divergentes est toujours une suite divergente.
4) Toute suite a termes positifs, convergente vers 0 est décroissante.

5) Si une suite a termes positifs diverge, alors sa limite est +oo.

- Etudie la convergence des suites suivantes :

AU, .1=n—U,et Uy=-=5; b)U,=vn?+n—n;c) Un:sin(mr—%)

L . P 1 1
. On considere les suites U,, et v, définies par: U, =1 — —et v, = 1-—

2
n
Montre que les suites U,, et v, sont adjacentes

. . e f U =
. Soit u,, la suite définie par : {un+1 = In(1+ u,)

Trace la courbe représentation de la fonction x +> In (1 + x) puis en déduire une
représentation graphique des 4 premiers termes de la suite u,

Suites arithmétiques — Suites géométriques.

. 1) Calcule dans chacun des cas suivants d’une suite arithmétique.
a- Laraison r et lasomme S, si: U;=397; U, =64 et n= 1000
b- L’entier netlaraisonr si: Uj=—4; U, =6 et S, =28
c- Le premier terme Ujet la somme S, si: U, =105;n =17 etr=-2

2) Calcule dans chacun des cas suivants d une suite géométrique.
a- L’expression U, etlasomme S, si: Uj=2; gq=3 et n=>5
b- Laraison q et lasomme S,, si: U;=162; U, =32 et n =5

. e .. Ug X uz = 32
. Soit u,, une suite géométrique décroissante tel que : {uo +us = 18
1) Calcule uy et us
2) Détermine la raison de la suite u, .
3) Donne l'expression de la suite u, en fonction de n.
4) Onpose S, =ug+ uy +..... + u,. Calcule S,, en fonction de n puis en déduire la

somme des 20 premiers termes de la suite u,

Détermine une suite arithmétique u,, sachant que la somme de ces n premiers termes est égale
a3n’+4noun €N
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U = —2 up + 1
Soit les suites u, et v, définie par: Un et v, =——

Upt1 = 1-u, Un
1) Calcule v, en fonction de u, puis en fonction de v,.
2) En déduire que v, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier
terme v
3) Exprime v, puisu, en fonctionde n.
4) OnposeS,=v;+v;+..... + 1,
a) Exprime S,, en fonction de n
b) Calcule la somme de 30 premiers termes de la suite v,

. On donne deux suites (u,) et (v,) telles que, Vn € N

{unH =3u, + 2y, ; {uo =1
Vpy1 = 2u, + 3v, vy = 2

1) Calcule:u, et v,pourn € {1; 2; 3}.

2) On définit deux suites (X,,) et (Y,) par: X, =u, + v, et Y, =u, — v,
a) Montre que (X,,) est une suite géométrique et (¥, ) une suite constante.
b) Exprime u, puis v, en fonction de n.

- On considére deux suites (u,,) et (v, ) définies pour tout entier naturel n par ug =1 ;
Up1=2u,+1 et v, =u,41 —u,
a) Montre que v, est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprime, pour tout entier naturel n, v,, en fonction de n.
¢) Soit la somme S, = vy + vy +..... + V,_¢

Montre que pour tout entier naturel n, S,, = u,, —ug
Calcule S,, en fonction de n, puis u,, en fonction de n.

- Soit la suite S,, = 0,{55 ........................... oun € N*.

Y
n Chiffres 5

1) Prouve que S,, est la somme des n termes consécutifs d’une suite géométrique de
premier terme 0,5.

g . 5 1
2) En déduire que vn € N*; S, :5( 1 _10_")
- 1) Soit (u,), n € N, une suite arithmétique de raison r (r #0 ).
o . 1
On définit la suite (v, ), n € N, par v, = e 2Un
a- Montre que (v, ), est une suite géométrique dont on Détermineras la raison et le premier

terme vy(on Exprimera v, en fonction de u; ).
b- Etudie suivant les valeurs de r la convergence de la suite v,

. e 1 _
2) Soit w,n € N, la suite définie par w,= fg 2 2xdx.

a- Calcule w,, en fonction de n.
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b- Montre que w,, converge vers un nombre réel [ que I’on précisera.
n . . L4 .
c- Onpose S,=wy+wy+ ......... tw, - o Calcule S,, en fonction de n puis en déduire
lim S,
n—+o

- On considere les suites u,, et v, définies pour tout entier naturel n par définies par :

1
uO = = 3
{ 3 3 , ¢t vn:ln(EUn)
Upt1 = E(Un)

1) Calcule wvy.

2) Démontre que v, est une suite géométrique de raison 2.

3) Exprime v, en fonction de n.

4) Calcule la limite de v,, .

5) Exprime u,, en fonction de v,, puis en déduire la limite de u,,
6) Pour tout entier naturel n, on pose :

Sy =V + v+t Vg et T, =ug X Uy Xeoo X Uy

a- Démontre que : S,= ( 1-2"*1)In2

n
b- Justifie que T,, = (é) eSn puis en déduire T, en fonction de n.

- On considére la suite numérique u,, définie parVn €N, u,= e?" !
1) a) Calcule ug, uq ; up ;uz et Uy q
b) Démontre que la suite u,, est une suite géométrique dont on précisera la raison.
c¢) Exprime en fonction de n la somme S, =uy +u; +..... +u,
En déduire lim S,
n — +oo
d) Trouve la valeur minimum de n telle que S,, > 10

2) Soit la suite v, définie par Vn €N, v,= In(u,)
a) Exprime la somme S',, = vy + v; +..... + v, en fonction de n
b) Exprime le produit B, =uy X uy X..... X u, en fonction de n

. . . ... uy =1
- Soit la suite u,, ; n € N* a termes positifs tel que : { ! 2
(un+1) =u, Xe

1) Calcule puis Exprime u;; u,; us en fonction de e* ou k €R.

2) Onposev, =Iln(u,) — a (ou a € R*net N¥).

a) Détermine le réel a pour que v, soit une suite géométrique dont on Déterminera la
raison et le premier terme v;.

b) Calcule la limite de v, puis celle de u,, en +
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- Apres les élections présidentielles 2013 au Mali, I’analyse des résultats a montré que le
candidat élu avait obtenu v, voies, le 2° avait obtenu v, voies, ainsi de suite jusqu’au dernier
des n candidats qui avait obtenu v, voies. De plus on a constaté que le k™€ candidat avec
(k = 1) avait obtenu le double de voies de son successeur immédiat ( k + 1)™ du
classement ; définissant ainsi une suite numérique (v,), »1
1) Prouve que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison q.

2) Le nombre total de votants appelé suffrage expriméest S, = vy +v; +..... +v,_1 .

Un candidat est élu président dés le 1¥ tour, lorsque son nombre de voies v; dépasse la moitié

de S,.

a) Détermine en fonction de n et v, le suffrage exprimé §,,.

b) Examine si un deuxiéme tour a cette élection eut été nécessaire.

3) En effet le nombre total des votants fut 945 et le candidat fut élu par ses 480 voies.
Détermine alors le nombre n de candidats qui avaient postulés.

- Soit la suite u,, définie par son premier terme u et par la relation de récurrence
4
(n € N)

4—uy
1) a) Détermine u, pour que u, soit constante.
b) Démontre que si u,, <2 alors
U, <Up41 <2 (n € N) En déduire que si uy< 2 alors pour tout entier naturel on a :
u, <2 et que la suite est monotone.
2) On suppose maintenant que uy = —1
a) Calcule u; ; uy; us.

Up41 =

b) Soit la suite v, définie par v, = - Démontre que v,, est une suite arithmétique dont
n_

on Déterminera le premier terme et la raison.
¢) Calcule u,, en fonction de n puis étudier sa limite en + oo,

- On ajoute une certaine dose d’un antibiotique a un bouillon de culture contenant des microbes
sensibles a cet antibiotique. Un ordinateur compte et indique a chaque heure le nombre de
microbes vivants dans le bouillon ; on s’apergoit qu’a chaque heure, le nombre de microbes
vivants est la moitié du nombre de microbes a I’heure précédente.
1°/a) Sachant qu’a 6heures le bouillon contenait N microbes, Calcule le nombre de microbes
vivants aux heures suivantes : 7h ; 8h; 9h; 10h.

b) Montre que ces nombres sont en progression géométrique ; Calcule pour un entier positif
n la somme S, des n premiers termes de cette progression.
2°/ A 12heures, on ajoute au bouillon un produit qui annule I’effet de I’antibiotique. On
constate alors que le nombre de microbes vivants dans le bouillon augmente de 25% par heure.
Calcule le nombre de microbes vivants dans le bouillon & 14h si N = 101°.
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Progression arithmétiques — Progression géométriques.

- Trouve 3 nombres consécutifs a; b et c d’une suite en progression arithmétique sachant

e : {a+b+c= 3
q 3a—6b+c= 6

Trouve 3 nombres consécutifs a; b et ¢ d’une suite en progression géométrique sachant

aXbxc=8
queZ{a+b=—1
c—a=1
Soient a et b deux réels tel que : (a; a + 4b; 5a + 2b) et(b +3; 3a+1; 6a +b)

soient des termes consécutifs de suite respectivement arithmétique et géométrique.
Trouve a et b.

- Quatre (4) entiers strictement positifs a, b, ¢, et d forment dans cet ordre une suite géométrique
dont la raison est un entier premier avec a.

Trouve ces nombres sachant qu'ils vérifient en outre la relation 10a®> = d - b.

- Soit u,, une suite dans laquelle les dix premiers termes de la suite sont en progression
arithmétique de raison r et a partir de u;o les termes sont en progression géométrique de
raison q.

Ondonne:u; =0;up, :;—7
1) Calculeq;r;uyy et uqq
2) Calcule la somme S,, des n premiers termes de la suite u,, dans les deux cas suivants:

ayn <10 b) n>10

et qr=1

- 1) Quatre entiers strictement positifs a; b; c et , forment dans cet ordre une suite
géométrique dont la raison q est un entier premier avec a. Trouve ces nombres sachant qu’is

vérifient en outre la relation 10a”>=d - b.
2) soient Z; ; Z, et Zs trois nombres complexes dont le produit est 3iv/3 , les arguments
respectifs a; ; a, et az forment une suite arithmétique de raison % et les modules

S . 2
Ty ; T etz une suite géométrique de raison 2. Sachant que 0 < a; < ?n .
Détermine : Z; ; Z, et Zs.

Suites économiques.

- Au 1% Janvier 2012, le prix d’un kilo de sucre est de 550 f CFA.
Le prix du kilo subit une augmentation de 50 f CFA au 1¥ Janvier de chaque année.
1) Quel serait le prix du kilo de sucre au 1* Janvier 2013 ? Au 1® Janvier 2014 ?
2) On désigne par P, le prix du kilo du sucre au 1* Janvier + n. Calcule B, en fonction de n
3) Calcule P, .1 — P, puis en déduire la nature de la suite P,.
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Le premier Janvier 1999, la population d’une commune rurale était de 3000 habitants.
On admet que cette population diminue de 4 % chaque année.

Calcule la population de cette commune :

1) Au 1¥ Janvier 2005

2) Au 1* Janvier 2006

3) Au 1* Janvier 2012

La population d’un pays augmente réguliérement de 3% par an.
Reproduire et compléter le tableau démographique ci-dessous :

Années 2012 2013 2014 2015 2016

Populations 6415000

Un capital A est placé a intéréts composés aux taux de 3% I’an. On appelle C, le capital initial
et C, le capital aprés n années.

1) Expliquer la relation C; = 1,03C, puis écrire le capital C,, en fonction de C et 1,03 .

2) Au bout de combien d’années le capital est —il doublé ?

3) Au bout de combien d’années le capital est —il triplé ?

Ali a recu de son pére une somme de 100.000 FCFA.
Aprés réception, il dépose cette somme dans une caisse d’épargne le 1% Janvier 2009 & intérét

composé au taux annuel de 5 % en vue d’acheter une moto a 300000 FCFA.

1) A partir de quelle année pourra-t-il acheter sa moto sachant qu’il ne dispose que de cette
somme ?

2) Quelle serait la nouvelle valeur acquise par Ali s’il place un capital de 100.000 FCFA au
bout de 30 semestres au taux de 2 % par semestre ?

1) Chaque année la grand-mere de Salif dépose de ’argent dans une banque afin de constituer
une cagnotte pour son petit-fils.
Elle a commencé le 1 janvier 1982 par un dép6t de 500 F. Depuis lors, elle a effectué un
dépot chaque 1% janvier, en augmentant chaque année le montant de ce dépot de 50 F.
On note :
e u, le montant exprimé en francs, de la somme déposée dans la caisse d’épargne le 1%
janvier 1982+ n. (Ainsi uy =500 ; u; =550; ...)
e S, le montant, en francs, de la somme contenue dans la caisse d’épargne apres le
dépot de I’année 1982+ n. (Ainsi Sy =500 ; u; =1050; ...)
a- Calcule u,, puis Exprime u,, en fonction de n.
b- CalculeS,, puis Exprime S,, en fonction de n.
c- Le 1% janvier 2002, la grand-mére de Salif effectue son dépot habituel (en franc), puis
offre I’argent de la caisse a Salif. Quel est le montant de la somme recue par Salif ?
Exprime cette somme en franc puis en euros.(Rappel : 1€ = 6,55957 franc).

2) Avec le cadeau de sa grand-mere, Salif décide d’ouvrir un compte bancaire et d’y placer la
plus grande partie de la somme qu’il a regue.
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Le 1% janvier 2002,il effectue un placement de 3000 €, & intéréts composés, aux taux annuel
de 4%.( A la fin de chaque année, les intéréts seront incorporés au capital). De plus, chaque 1
janvier des années suivantes, il décide d’ajouter sur son compte la somme de 200€.
On note :
e (, le montant exprimé en euros, du capital disponible sur le compte bancaire de Salif
apres n années de placement. (Ainsi Cy = 3000)

e (u,) la suite définie par u,= C,, + 5000. (Ainsi uy = 8000)

a- Justifie que pour tout entier naturel n, ona: C, 1 = 1,04C, + 200

b- Démontre que(u, ) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

c- Exprime u,, en fonction de n, puis C, en fonction de n.

d- Combien d’années, au minimum, Salif devra-t-il attendre pour disposer d’une somme
de 6000 euros sur son compte bancaire ?

Solutions
Généralité sur les suites.

. Vérifions si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses:

1) Toute suite bornée est convergente. (Faux)
Exemple : la suite de terme général u,, = (— 1)" est bornée mais n’est pas convergente.

2) Toute suite décroissante a termes positifs converge vers 0.(Faux)

Puisque cette suite est a termes positifs, elle est minorée par 0. Cette suite étant décroissante et
minorée, elle est convergente. Mais elle ne converge pas nécessairement vers 0.

Exemple : la suite de terme général u, =1 + —est décroissante, a termes positifs. Elle est bien
convergente et sa limite est 1.

3) La somme de deux suites divergentes est toujours une suite divergente.(Faux)

Exemple : les suites de termes généraux u,, = (— 1)" et u,, = 1 — (— 1) sont divergentes,

mais leur somme est une suite constante, donc convergente.

4) Toute suite a termes positifs, convergente vers 0 est décroissante.(Faux)

u, =e ™ sinestpair
Exemple : la suite de terme général 10 . . _est a termes positifs et
U, = — sin est pair
n

- _ 10 . L
converge vers 0 car la limite en +co de e™ et —est 0 mais n’est pas décroissante. En effet,

on a par exemple : u; < u,

5) Si une suite a termes positifs diverge, alors sa limite est +oo.(Faux)
Exemple : les suites de terme général u,, = 3 + cos(n) est divergente mais sa limite n’est
pas +oo
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. Etudions la convergence des suites suivantes :

a)U,,1=n—-U, etUy =—5

Le calcul des premiers termes montre qu’il semble y avoir un écart de 1 entre deux termes de

rangs pairs (ou impairs) consécutifs. Montrons- le.

Pourtoutn €N; ona U, =n—"U,alors:U, ., =(n+1)—U,.1=(n+1)—(n—-U,)
=n+1-n4+U,=1+U0,=U,;,=1+U,LU,, - U,=1

Ainsi, la suite (v, ) définie pour tout n € N par : v,, = u,, (les termes de rang pairs), est une

suite arithmétique de raison 1.

Par conséquent, elle est divergente et sa limite est +oo.

Il en est de méme pour la suite(w,,), définie pour tout n € N, par w,, = Uy, 41 (les termes de

rang impairs).

On conclut que la suite est (u,,) est divergente et sa limite est +oo.

b)U, =vn?+n—n

(aTtn-n)(nZrnsn) (aZrn)'-n? wen-n?

U,=vn>+n—n= = = =
(\/n2+n+n) \/n2+n+n \/n2+n+n \/n2+n+n
_ n _ n _ n _ 1
\/nz(1+l)+n n(1+a+n n( [1+2+ 1) [1+2+1

n n n n
, , 1 1 1
Alors lim U, = lim = =—
1_'_1_‘_1 V1+0+1 2

n
n—-+o0 n- 4o

\ . . 1
D’ou la suite U, est convergente et sa limite est 5

¢) U, =sin (nn - %)

. . . (1 . . . . (1
Sin est pair, U, = —sin (Z) et si n est impair, U,, = sin (;)

I
o

D’oulim U, = lim — sin (%) =0 et limU, = limsin (%)
n—-+oc n- +oo n—-4+oco n- 4o

D’ou la suite U,, est convergente et sa limite est 0

-1 . o 1
. On considére les suites u,, et v, définiespar:u, =1—=-¢ct v, =1—=
n
Montrons que les suites u,, et v, sont adjacentes

Pour toutn € N*: v, —u, =(1—:—2)—(1—%)=1—n_2_1+;=__+_

Donc lim(v, —U,) = 0
n — +o
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Pourtoutn € N*:u, 1 —u, =(1—L)—(1—%)= 1—%—1+l=—i+
=>Uy,y1 — U, > 0.

On en déduit que la suite (u,,) est croissante.

. 1 1 1 1
Pourtoutn € N*: v,y — v, =(1—m)—(1—n—2)=m_n_z<o
=V, — U, <0.

On en déduit que la suite (v,) est décroissante.

Comme la suite (u,,) est croissante, (v,,) est décroissante et (v, — U,,) tend vers 0, on conclut

que les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes.

u0=4

Soit u,, la suite définie par : {un+1 = In(1+ u,)

Tragons la courbe représentation de la fonction x > In (1 + x) puis en déduisons une

représentation graphique des 4 premiers termes de la suite u,, (voir figure ci-dessous).

.
A s

Suites arithmétiques — Suites géométriques.

. 1) Calcule dans chacun des cas suivants d’une suite arithmétique.

a- Laraison r etlasomme S,, si: U;=397; U, =64 et n = 1000

L’expression des n premiers d’une suite arithmétique de 1% terme U; et de raison r est:

U,=U; +r(n—1).

U,=U; +r(n—1)©64 =397 + (1000 — 1)999r = —333 =>r = —%

La somme des n premiers d’une suite arithmétique de 1% terme U; est S, = 5

=5, = w =230500

n(U1+ Uy)
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b- L’entier n et laraisonr si: Uj=—4; U, =6 et S, =28

n(Uy+ Uy)

La somme des n premiers d’une suite arithmétique de 1% terme U; est S, = 5

Sn=M@28=M©2n=56:>n=28

L’expression des n premiers d’une suite arithmétique de 1¥ terme U; et de raison r est:
U,=U +r(n—1).

Up=Up +r(n—1)&6=—4+7(28-1) :>r=g

c- Le premier terme Ujetlasomme S, si: U, =105;n=17etr=-2

L’expression des n premiers d’une suite arithmétique de 1% terme U; et de raison r est:
U,=U; +r(n—1).

U,=U; +r(n—1)<105=U; + 17(-2 - 1)=>U; = 156

2) Calcule dans chacun des cas suivants d une suite géométrique.

a- L’expression de U,, et lasomme S,, si:U;=2; g =3

L’expression des n premiers d’une suite géométrique de 1% terme U; et de raison q est:
Un: Ul (CI)n_l

Up=Uy ()" ®U=203)" "

. o U1(1-q"
La somme des n premiers d’une suite géométrique de 1 terme U; est S, = %‘;)
Ui (1— 2(1-3"
Sp = 15—2)6:()571: (1— ):>Sn=3n_1

b- Laraison g et lasomme S,, si:U;=162; U, =32 et n =75

L’expression des n premiers d’une suite géométrique de 1% terme U; et de raison q est:
s _16 . _+f16_2
162 81 81 3

_ U (1-q™)
1-gq

U,= Uy ()" <32=162(q)° ! ©32=162¢" =>¢* =

La somme des n premiers d’une suite géométrique de 1% terme U; est S,

v1G-q™) 162(1-(3)°)
= ﬁCZ:)Sn = T :>Sn = 422

Sn

S .tu .t , ,tr. d, . t tl .{UOXU3=32
o1t Uu,, une suite geometrique decroissante tel que : U + Uy = 18

1) Calculons u, et uj

u0><u3=32 P =32
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Alors ce systéme est solution de I’équation X2 —SX + P =0ouS et P désignent
respectivement la somme et le produit.

Résolvons ainsi 1’équation X2 — SX + P = 0<»>X%2 — 18X +32=0. A= 196 =
Xl =2et XZ =16
La suite (u,,) étant décroissante, alors uy = 16 et uz = 2

2) Déterminons la raison de la suite u,, .
L’expression des n premiers d’une suite géométrique de 1° terme U, et de raison g est:

Un: UO (CI)n

- _ e g3 g3 U2 1 331 =1
Ainsipourn = 3,ona: U3=Uyq° =>q =T 16 8.Alorsq \/; >q =

3) Donnons I'expression de la suite u,, en fonction de n.

— n _ — n" 1 4 -n 4—-n
U,=Uy(q) —>Un—16(5) =16x5-=2'x27" = 2
4)Onpose S, =ug+ ug +..... + u,.

Calculons S, en fonction de n puis en déduisons la somme des 20 premiers termes de la suite
uTL

. . . Up(1—q™ +1
La somme des n premiers d’une suite géométrique de 1¥ terme u, est S, = %
-q
o +1 1
¢ - Uo(1—q"+1) s = 16(1—(5) ) 3 16(1——1-2n+ ) Ca(1_ L
n — 1—gq —on — 1_ T - 1 - on+1
2 2

=S5, =32(1- 27" =32-32x2""1=32-2>x2"""1 =32 25""1
=32— 24" =5 =32- 24"

Déterminons une suite arithmétique u,, sachant que la somme de ces n premiers termes est
égale a 3n’+4n (avecn € N)

La somme des n premiers d’une suite arithmétique de 1 terme U; est S, = w
U1+ Uy)
S, =an.Or Uy=U; +r(n—1)
n[U1+ Ui+r(n—-1)] n[2U1+r(n—1)] nQQUi +nr — 1)
:>STL = —1 12 @Sn = —1 2 ¢>STL = —1 2
2, _ 2 _

&S, = 2nU1+721 r—nr &S, _n r+n§2U1 r)'

P . . . n?r +nQ2Uy—r) 2
Or S, = 3n"+ 4n. Alors par identification on a : — = 3nN+4n &
n?r + n(2U; —r) = 6n’+ 8n r==6 & r=6 DoulU,=U; +r(n—1)

1 20 —r=8 "U; =7~ no Tl

=U,=7+6(n—-1)=6n+1
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Upt1 = 1-uy, Un

u = -2
. . e +1
. Soit les suites u, et v, définie par: { Un et v, ="

1) Calculons v, en fonction de u,, puis en fonction de v,.

- Expression de v,,,; en fonction de u,

up + 1 Uup41 + 1 u
Un = . :>Un+1:L-Or Up+1 = 1 -
Un Un+1 —Un
Un unp +1-un 1
- 7(1—un)+17 1—up, _ 1-up, _ 1 1-up 1
== VUny1 = ( Un ) - Un T n Ty, X u _u_
1-—un 1-upn 1-un n n n

- Expression de v,,,; en fonction de v,

up + 1

. 1 1 .
On sait que v, = U= En remplagant u,, = ~— parsa valeur dans la relation
Un— Un—

n
1 1 1
Vn+1:u_a0na:vn+1:u_¢>vn+1:_i_ =V, — 1= v =1, — L
n n

vp—1

2) En déduisons que v, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier
terme v,

Un41 = VUp — 1& Un+1 — = -1

up+1 _ 1

D’ou v, est une suite arithmétique de raison —1 et de premier terme v; = ” >
1

3) Exprimons v, puis u, en fonction de n.

- Expression de v, en fonction de n

v, estune suite arithmétique de raison —1 et de premier terme v; = > alors son expression
en fonctionde nest: v,=v; +r(n—1).

v,=v; +r(n - 1)<i>vn:71— 1(n - 1):%—n+ 1=-n +—23:>vn: -n +—;
- Expression de u,, en fonction de n

. 1 3
On sait que u,=—— Or v,=-n+ 5l
v,

-1
n
3 1
En remplagant v,= —n + ~ bar sa valeur dans u,= —- Alorsona:
Un—
1 1 1 2 2
un = & un = 7 = 3 = => un =
vp—1 (n+5)-1 (n+5)-1 2041 —2n+1

4)Onpose S, =v; +v, +..... + v,

a-Exprimons S,, en fonction de n
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n(wi+vn)

. une sui Hhmétiau _
La somme des n premiers d’une suite arithmétique de 1% terme v, est S, 5

1 3 1 3
1 3 nl=5-n+-= nl5-n+-= 2n—n?
.Or vy =— et y,=—n+— Alors §, = (22 2)= z > 2)= >

n(wi+vn)
2

S, =

b-Calculons la somme de 30 premiers termes de la suite v,

—n?2 _ 2
Sn — 2n2n :>S30 — 2(30)2(30) =420

-On donne deux suites (u,) et (v,) telles que, Vn € N

{unH = 3u, + 2y, {uo =1
Vpy1 = 2U, + 3y, vy = 2

1) Calculons : u, et v, pourn € {1; 2 ; 3}.

ul = 3u0 + 2170

u1=3+4 . {u1=7
v1=2u0 +3U0

Pourn=0;ona:{ v1=2+6_>v1=8

u, = 3uy + 21 :>{u2 =21+16 _ {uz =37

Pourn = 1; Ona:{v2=2u1 + 31, v, =14 + 24 _>v2=38

Uz = SUZ + 2172

{u3 =111+76 {uz =187
=> >
173 = Zuz + 3172

Pourn = 2; Ona:{ vy =74 +114  |v, = 188

2) On définit deux suites (X,) et (V,) par: X, =u, + v, et Y, =u, — v,

a-Montrons que (X,,) est une suite géométrique et (¥;,) une suite constante.

Xp =Un + =>Xn41 = Uy + Vg = Bun +2v) + Qu, +3v,) =5, + v)
=>Xn41 = 5Uy + 1) Xy 41 =5X,,

D’ou X,, est une suite géométrique de raisons g = 5 et de premier terme X, =uy + vy = 3
Donc I’expression de X, est X,,= X,(q)" =3(5)" =3 x5"=3x5"

Yy =ty = U =Ypiq =Unss = Va1 = Gy +20,) — Uy +30,) = Uy — vy

Alors YV, =Y, =0

D’ou Y, une suite constante de valeur ¥, = Y, =1— 2=-1

b-Exprimons u,, puis v, en fonction de n.

Onsaitque X, =u, + v, et Y, =u, — v,
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:>{Xn = u, + v,
Yn = Uy — Wy

_ _ _ _ Xp Y _ n _ _ _ 3x57—1
=X, +Y, = 2u, =u, = 5 .OrX,=3x5" et¥,=u, — v,=>u, = .
. Xn—Y, 3x5 141
De méme v, = "—" =>1vp, =
2

On considére deux suites (u,,) et (v, ) définies pour tout entier naturel n par ug =1 ;

Up+1™ 2un+ 1 et Un = Upy1 — Uy
1) Montrons que v, est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
Vn+

Vn+l _
—=q

n

v, est une suite géométrique si et seulement si : v, 1= qv, ou

Vp =Uppq —Up= Quy + 1) -, =2u, + 1-u,=u, + 1

=V, Uy + 1=Cu, + 1D+ 1=2u, +1+ 1=2u,+2=2@W, +1)=>v,,4 =21,
D’ou v, est une suite géométrique de raison ¢ = 2 et de premier terme vg = uy + 1 = 2

2) Exprimons, pour tout entier naturel n, v,, en fonction de n.

L’expression des n premiers d’une suite géométrique de 1% terme v, et de raison g est :

Un= "o (Q)n

2= v ()" S, = 2(2)" = 2"
3) Soit la somme S,, = vy + vy +..... + V4

a-Montrons que pour tout entier naturel n, S,, = u,, — U,

Onsaitque: v, =uU,;1 — U,

= Vo =Hr —Up
V1 =¥ — Yy
Uy =¥z — Hr

Yp—

Dy Uy~ e
En ajoutant membre a membre les termes de 1’égalité ci-dessus, on a :
Vo+ v+ + U, = U, —UPS, = U, — U
D’ou pour tout entier naturel n, S,, = u,, — uy (Ce qu’il fallait Démontre).
b-Calculons S, en fonction de n

La somme des n premiers d’une suite géométrique de 1¥ terme v, et de raison q est :
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_w(-q"*")
S, = -
_gn+tl _on+l
S, =v0(11_qq )C:()Sn =2(11_22 ) =5 = _2(1_2n+1)

En déduisons wu, en fonction de n.

D’aprés la question a), S, =u, —u, et D’aprés la question b), S, = —2(1 —2"*1)
Par identification, u,, —uy = —2(1 — 2"*1) =>u, = —2(1 — 2" ) +u,. Oruy =1

=y, =-2(1-2""1)+1=-2+2x2""1 +1=-1+2""2,

DouVn €N, ona:u, = —1+2""2,

- Soit la suite S,, = 0,555. ... .5 oun € N*.

n Chiffres 5
1) Prouvons que est la somme des n termes consécutifs d’une suite géométrique de premier
terme 0,5.
Soit la suite S,, = 0,{55 .......................... -3 oun € N*
~"
n Chiffres 5
=S5, =0,5+0,05+0,0054+................ +0,00000...... 5
Doncu; =05 ; u, =005 ;u3=0005 ;..................... ; u, = 0,00000...... 5

, . u u u .
En effectuant les opérations —= ;== ;=% on obtient :
uip uz us3

u; 0,05 01 .4 0,005 01 .4 0,0005 01 5 . L.

L= = === ;— = = et d’une maniére générale, on a :
uq 0,5 T Ty 0,05 7T Tug 0,005 ’ g ’

up usz Ug u Un+1

“=—=—= ... . ——=01=g¢q

uj u us Un—1 Un

D’ou S, est la somme des n termes consécutifs d’une suite géométrique de raison g = 0,1 et de
premier terme

u; = 0,5 et ce ci peut étre traduit par : S, = 0,5[(0,1)° + (0,1)* + (0,1)? + --- + (0,1)**]

2) En déduisons que Vn € N*; S, = %( 1- 10%)

La somme des n premiers d’une suite géométrique de 1% terme u, et de raison q est :
u1(1—-q")
Sn — 1 q
1-q
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5 1\"
u;(1-q") 05(1-0,1") 05(1-01") 710 1_(E)
Sy =10 5, = = ;
1-gq 1-0,1 0,9 2

=5, =2[1- (%) |=2(1-=). DouvneN; ona:s, =2(1-=)

- 1) Soit (u,), n € N, une suite de raisonr (r #0 ).

s . 1
On définit la suite (v,), n €N, par v,= € 2Un

a- Montrons que (v,), est une suite géométrique dont on Déterminera la raison et le premier
terme vy( on Exprimera v, en fonction de uy ).

1
Ona:v,= e 2.
S . ) .
Alors (v,), est une suite géométrique si et seulement si : v, ; =qv, ou ’;—“ =q
n
1 _ 1
v, =3e W =>q =ce 211
1 —20ns —2Un41
Alors ona: 2t =% =8 T M g 2Unat i @2Un = g~ 2Un41+2Un
Ty, %e—zun e—2Un

—s Vit o= 2Uns1~ Un)
Un

. Sse, une sui hmetiau . ’ ‘qu :

Or d’apres I’hypothése, u,, est une suite arithmétique de raisonr, par conséquent on a
% — — —

Upsr — Uy, =7 . D00 2t = o= 20Uns1= Un) = =2

Un
o . _ . 1 _
Alors (v,), est une suite géométrique de raison ¢ = e~ 2" et de premier terme vy= 2 2Uo,

b- Etudions suivant les valeurs de r la convergence de la suite v,

Pour cela, exprimons v, en fonction de n.
L’expression des n premiers d’une suite géométrique de 1% terme v et de raison g est:

1 _ _ 1 _ _ 1 _ —
Vn:UO(q)nC:)Vn:Ze ZUO(e 2r)n=ze ZUOXG 2nr :>Un:Ze ZUOXe 2nr

Ainsi pour étudier la convergence suivant les valeurs de 7, on cacule la limite de v, en +oo.
- Pour r >0; ona:

. 1 _ 1
limv,= lim e 2o x e Z"r:Ze 20 x (0) =0

n—»+o n- +oo

- Pour r<O0; ona:

e~ 2U0 x (+0) =0

. 1 _ 1
limv,= lim_e 200 x e Z”r:Z
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n—- 4+ n- +o
- Pourr=0; ona:

. 1 _ 1 _
limv,= lim e 2o x ¢ Z"r:Ze 2Uo

n—»+o n- +oo

2) Soitw,, n € N, la suite définie par w,,= fg%e— 2% gy

a- Calculons w,, en fonction de n.

=Ml —2xg, 1M —2x —_1m —2x
wy = [ore Pdx = [ em ¥ dx=—_ [ —2e"*dx

1 _o 1" 1 _ 1 1
:>Wn:[——e 2x] =_—Z¢ 2n+_:_
8 0 8 8 8

D’ou w, :%(1 —e™ ™)

b- Montrons que w;,, converge vers un nombre réel [ que 1’on précisera.

Pour cela, on calcule la limite de w,, en +oo.

limw,= lim%(l - e‘Z"):%(l -0) :%

n—-+o0 n- 4o
E N r 1
D’ou w,, converge vers le réel = 3
n
c- On pose S,=wy+ wp+ ......... tw, =g
Calculons S,, en fonction de n puis en déduire  lim S,
n —+o

Posons S', = wy+wy+ ......... + w,

=limS, = limS', — % .

n->+ow n->+ow

Ainsi exprimons S’,, en fonction de n.
1

8

. 1 _ 1 _

Onsaitque: w, = (1 —e ny = —se n
1 1 _9

:>W1:§__e

@

1 1 _on
w,=-—-¢
n g 8

_l o Yl -on
5€ —8(1 e ")

Suites numériques

En effectuant membre a membre la somme des termes de 1’égalité ci-dessus, on a :
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1 _ n n __

Wit Wyt tw,=nx-—n_e 2"<¢:>S’n—§—§e n

. . n _ n — n
=>lim$, = lim$', — &= lim (———e 2”)—§=l1m———e 2”—5

n—->+owo n-o+ow n—+oo n—+oo

1 n 1
=lim —2e = |lim —=x—=—=-x(0)=0
8 8 eln 8 Q)
n—+oo n-—-+o

- On considére les suites u,, et v, définies pour tout entier naturel n par définies par :

1
Uy = 3
{ 3 et v,=In (E un)

3
Up41 = E (un)z

1) Calculonsv,.

v,=1In (% Un) =>vy=In G UO) =ln G X §)= In G) =—-In2 =>vy=—-In2

2) Démontrons que v, est une suite géométrique de raison 2.

Un+1

(v,), est une suite géométrique si et seulement si : v, ;1 =qv, ou =q

n

v,=In (% Un) =>v, 1=In G Un+1) =In G X %(Un)z) =In G (Un)z) =In (% Un)2

=2In G Un) =2y,

Alors v, estune suite géométrique de raison g =2 et de premier terme vy= —In2.

3) Exprimons v, en fonction de n.

L’expression des n premiers d’une suite géométrique de 1% terme v, et de raison q est:
v,= vy ()" ®v,= —In2(2)" = —2"In2.

4) Calculons la limite de v,, .
limv,= lim—-2"In2 = —(+)In2 = —c0 X [n2 = —0
n—- -+ n- +o

5) Exprimonsu, en fonction de v,, puis en déduisons la limite de u,,
3 3 2 - o
v,=1In (5 Un)<3=(>z u, =e’n =>u, = ge"n . Ainsi calculons la limite de u,, en +oo.

; .2 ; ;
limu,= llmge"". Or limv,= —o0 =>lime"» =0

n—»+o0 n- +oo n — +oo n — +oo

- .2 2
D’ou limu,= lim Ze™ = 5(0) =0
n—»+o n- +oo
6) Pour tout entier naturel n, on pose :
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Sp=vy+ Ut + Vg et Ty, =ug X Uy Xeeoe X Up_4

a- Démontrons que : S, = ( 1- 2"*1)In2
La somme des npremiers d’une suite géométrique de 1% terme v, et de raison q est :

S’n _ 1;0(1_qn+1)

1-g¢

_ —l2(1-2"t1)  —(1-2"*tD)m2

&
Sn 1-2 -1

(1-2"")in2

. 2\" . 4 .
b- Justifions que T,, = (5) e5n puis en déduisons T, en fonction de n

. 2
On sait que : u, = ge""

2
:>u0:_eV0
3
2 v
u, =-e’1
173
2
un:_eVn

3
En effectuant membre & membre le produit des termes de 1’égalité ci-dessus, on a :
Ug X Uy Xeooto X Upy_q = G)n X e¥0 X e"l X e¥n = G)n x eWotvit .t vn_1)
Or par hypothése S, =vg + v +..... + V1 etT, =uy X uy X..... X Uy_4
2\" ¢ . .
Alorsona: T, = (5) e”n (Ce qu’il fallait Démontre).

Déduisons T,, en fonction de n avec
. 2\" .
On saitque : T, = (5) eSn et d’aprés la question : 6)-a, ona: S, = (1 — 2"*1)n2.

Alors T, = G)n eSh = (g)” (127 1)in2

-On considére la suite numérique u,,définie parVn €N, u,= e?" !
1) a- Calculons ug ; uq ; Uy ;us et u, 4

- -1, —e - — 53 . — 5 . — 2n+l
W=e " ; uy=e ; upy=e’ ; ug=e> ; U, 1= e"
b- Démontrons que la suite u,, est une suite géométrique dont on précisera la raison.

. r 7 . . . u
u,, est une suite géométrique si et seulement si : u,,; = qu, ou —* =g

n
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2n +1

_ _ 2n+1 Un+1 _ € _

= U= € . Alors vy i€
= pltl = o2

D’ou u, estune suite géométrique de raison g = e“ et de premier terme Uy= e ~
n 0

c- Exprimons en fonction de n la somme S, =uy +uq +..... + u,

2n +1 X e—Zn +1 — eZn +1-2n+1

2 1

La somme des n premiers d’une suite géométrique de 1¥ terme u, et de raison q est :
n+1 _
ug(1-q"*1) (1_(62) )e T (1—etmt2)e -1 o-1_ g2ntl
= RS = 2 = 2 = 2
1-g¢g 1—e¢ 1—e 1—e

En déduisons  lim S,

n — +oo
-1 2n+1
. . e - e
lim§, =lim———= -
1-e

n—o+owo n—o -+t

d- Trouvons la valeur minimum de n telle que S, > 10

-1 2n+1
S, >10 < %z 10 @e ™1 — 21> 10(1 — e?)@e?"*! < 63,5

=>2n+1 < In(63,5) =>n < 1,57
2) Soit la suite v, définie parVn €N, v,=In(u,) = n(e*» 1) =2n — 1

a-Exprimons la somme S’,, = vy + v; +..... + v, en fonction de n
Pour cela cherchons la nature de la suite v,,.

v,=In(u,) = N =2n -1 =>vy,=2n—-1et v, 1=2n+1
Vppi— V=0C2n+1)-2n -1 =2n+1-2n+1=2

Alors v, est une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier terme vy = In(yy) = —1.
Par conséquent I’expression de v, est: v, = 2n — 1 et la somme des n premiers termes de la
_ (m+Dwo+vy) _ (n+1D(=1+2n-1) _ (n+1)(2n -2)

. , .
suite v, est donnée par : S, = > = - = >

_2m+1)(n-1)
===

m+ D(n—-1)=n?>-1
DouS,=vy+v +.... +v, =n?>—1
b-Exprimons le produit P, =uy X uq X..... X u, en fonction de n

On sait que : v,= In(u,)

=>vg = In(uo)
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vy = In(uy)

v, = In(uy,)
En effectuant membre a membre la somme des termes de 1’égalité ci-dessus, on a :

Vot vt +v, =In(uy) + In(uy) +..... In(u,) S, = n(uyg X uy X .....X u,)
’ ’ 2
=>Ug XUy X XUy, =51P, =e5n OrS, =n?—1 =P, =e™ !
N . . 2_
D’ou le produit P, =ug X u; X..... X u, en fonctionden est P, =e™ 1

u1=1

Soit la suite u,; n € N* a termes positifs tel que : {
- " (Ups)? =u, Xe

1) Calculons puis Exprime u;; u,;us en fonction de e* ou k €R.

1 1
On sait que (Uy41)> = u, X e =>u, ., = Ju, Xxe = Ju, xJe = (u,)z X ez
w=1=e

1 1
2 2

1 1 1
U, =(w)zxez=(1)2xez=e

1 1 1 % 1 1 1 3
u3=(u2)zxez=(ez) X ez = et X e2 = e4
2) On pose v, =In(u,) —a (ou a € R*net N¥).

a-Déterminons le réel a pour que v, soit une suite géométrique dont on Déterminera la raison
et le premier terme v;.

v, =n(u,) —a

=) —a=n1)—a=-a
1 —2a
vzzln(uz)—a:ln(ef)—a=%—a=122
3 —4a
173:ln(ug,)—a:ln(ei)—a=%—a=344

Alors les 3 termes vy ; v, et v3 sont en progression géométrique si te seulement si :

2 2 2
_ 2 3—4a\ _ (1-2a —3a+4a” _ 1-4a+ 4a
lev3f(v2)®(—a)x(4)_(2 @Taie Ll o

—3a+ 4a’=1—-4a+4a* ®4a—-3a=1=>a=1.
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\ 1 1
Dlou vy =—1 ; vy =—cet v, =—_ et v, =In(u,) -1

b-Calculons la limite de v,, puis celle de u,, en +

L
7 _ 1

v, est une suite géométrique de raison g = Z—Z ==t de premier terme v; = —1.
P

1 . _ n-1 ey, = "1 _ 1) _ 1
Alors son expression est v,= v;(q) v,=—1(; = -1{55)= 5=
e li — 1 L )
*>17n*—2n—_1 et muv, = lm—zn—_l—

n—4+oc n- 4o
1
1 -

D’autre part v, =In(u,) — 1n(w,) =v, +1 = —sotl=u, = e( T +1)

1
=y, = e(_Z"‘IH) et limu, =e® =1
n — +oo n — +oo

- Apres les ¢élections présidentielles 2013 au Mali, I’analyse des résultats a montré que le
candidat élu avait obtenu v, voies, le 2° avait obtenu v, voies, ainsi de suite jusqu’au dernier
des n candidats qui avait obtenu v,, voies. De plus on a constaté que le k**™¢ candidat avec
(k = 1) avait obtenu le double de voies de son successeur immédiat ( k + 1)“™¢ du
classement ; définissant ainsi une suite numérique (v,),, 1
1) Prouvons que (v,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison q.

D’aprés les renseignements ci-dessus, ona: vy = 2v, ; v, = 2v3 ; V3 = 2V, etde

Unt+1 _ l

Un 2
D’ou v, estune suite géométrique de raison q = 5 et de premier terme v;.

maniére générale,ona : v, = 2v, .1 &

2) Le nombre total de votants appelé suffrage expriméest: S, = vy + vy +..... + v, .
Un candidat est élu président dés le 1% tour, lorsque son nombre de voies v; dépasse la
moitié de S,,.

a-Déterminons en fonction de n et v, le suffrage exprimé S,,.
Ici, le suffrage exprimé S,, désigne la somme des n premiers termes de la suite géométrique de

. 1
1* terme v, et de raison q = 7

S = 171(1_qn )
n 1-gq
1\ 1
Alors Sn = 1;1(11%(;") <::>Sn _ Vl(ll__(zl) ) — Vl(l_%(f) ) — 2]]1 (1 _ (%)n ) _ 2171 (1 _Zin)

D’ou le suffrage exprimé S,, en fonctionde n est: S, = 2v; (1 - zi")

b-Examinons si un deuxiéme tour a cette élection eut été nécessaire.

Par hypothése, candidat est élu président dés le 1 tour, lorsque son nombre de voies v,
. . . - P 1
dépasse la moitié de S,, ou S, désigne le suffrage exprimé c’est-a-dire : v; > ESn<2=>
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1
U1—55n>0

is..

Ainsi étudions le signe de v; — .

1 1 1 1 1 1
Vi = 58 =V~ 5(2171 (1_27))=U1_ U1(1—2—n)=171— vt v =5

Or¥n €N;5->0 et v >0 AlorsVn €N; vy — 55, > 0=>v; >,

Puisque v; > %Sn, alors le candidat est élu président dés le 1 tour.
3) En effet le nombre total des votants fut 945 et le candidat fut élu par ses 480 voies.

Déterminons alors le nombre n de candidats qui avaient postulés.

Par hypothese : S, =945 et v; = 480.

En remplagant S,, = 945 et wv; = 480 par leur valeur dans S,, = 2v; (1 - zi")’ ona:

945 =2><480(1—Zin)<:>945 =960(1—zin)<:>1—i:ﬁ¢>i:1—ﬁ

5 2n 960 2n 960
1 1 1 1 1
e 2=

=~ =n=6
2n 960 2n 64 20 2 -

Alors on en déduit qu’il y-avait n = 6 candidats comme postulant.

4

- Soit la suite u,, définie par son premier terme u, et par la relation de récurrence u,,; =

4—uy
(n € N)
1) a- Déterminons u, pour que u, soit constante.
. . . L 4
La suite est constante ou stationnaire si et seulement u,, = u, c’est-a-dire uy = &

4— ug
Uy (4‘—u0):4‘ ¢>u02+4‘u0—4=0:> u0:2

b-Démontrons que si u, <2 alors (n € N); u, <u,,; <2

En déduisons que si uy< 2 alors pour tout entier naturel on a : u,, <2 et que u,, est monotone.
1

4—u,
Alors Vn € N; u, <2 et la suite est croissante (donc monotone).

Supposons que u,, <2 alors: 4 —u, >2 & 12<

2) On suppose maintenant que uy = —1

a) Calculons u; ;uy; us.
Uy =—— et up=—1
n+1 4—u, 0

4
Alors : UW=< 5 Up =75 U=

. . s 1
b) Soit la suite v,, définie par v, = T
n
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Démontrons que v, est une suite arithmétique dont on Déterminera le premier terme et la
raison.
v, est une suite arithmétique si et seulement si : v, — v, =1 ou r = cste = la raison.

_ - 1 1 _ 1 _ 1
Un = Up—2 Un1 = Uni1—2 — 5  4-8+2u,  _AFZup
4-u R S 4-u
n 4—up n
4—uy
== =
n+l -4 + 2uy
4—u 1 4—u 1 4—up—2
Alors v, — v, T — = T — = =
—4 4+ 2uy Up—2 2(up—2) Uy —2 2(up—2)
2—uy, _ —(up—2) _ -1
2un—2)  2p—2) 2
. . . . -1 . 1 -1
D’ou v, est une suite arithmétique de raison r = - et de premier terme vy = 5=
up—

¢) Calculons u,, en fonction de n puis étudier sa limite en + co.
, . N . -1 . -1
v, étant une suite arithmétique de raison r = - et de premier terme vy = 3> alors son

. -1, -1 2+3n
expression est v, = Vo + nr=—+ —n=———.
. 1 2+3n
Puisque v, = > alorsu, =2+ —.0Or v, = -
_ n
1 6 4+6n—6_ 6n-—2
n _2+63" 2+3n 2+3n 2+3n
P . 6n —2 . 6n 6
D’ou limu, = lim———= lim =—=2
2+3n 3n 3
n— +o n- +oo n — +oo

1°/a) Sachant qu’a 6 heures le bouillon contenait N microbes, calculons le nombre de microbes

vivants aux heures suivantes : 7h ; 8h; 9h; 10h.
A 6 heures le bouillon contenait u; = N microbes

. . N .

A 7 heures le bouillon contenait u, = 5 microbes
. . N .

A 8 heures le bouillon contenait uz = " microbes
. . N .

A 9 heures le bouillon contenait u, = 3 microbes

. . N .
A 10 heures le bouillon contenait us = e microbes

b) Montrons que ces nombres sont en progression géométriques

N . 1 1 1 1
D’aprés la question a), ona : u, SoU s Uz = JUp 5 Uy = U3 et us =-u

. s . 1
Donc ces nombres sont en progression géométriques de raison g = 2

Calculons pour tout entier positif n la somme S,, des n premiers termes de cette progression.

uq[1-(9)"]

Pour une suite géométrique, on a la somme §,, = N
-q

- N[l‘(l%)n] - N[lzzin]

1=

1
oru; =N etq=5

=5, =28 (1- 5)

N
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2°/ A 12heures, on ajoute au bouillon un produit qui annule 1’effet de I’antibiotique. On
constate alors que le nombre de microbes vivants dans le bouillon augmente de 25% par heure.
Calculons le nombre de microbes vivants dans le bouillon a 14h si N = 100,

. . N . 1010 .
A 12 heures le bouillon contient v; = ” microbes = “ microbes

10
A 13 heures le bouillon contient v, = v; + 0,25v; = 1,25v; = 1,25 % microbes

10
A 14 heures le bouillon contient v3 = (1,25)? X % = 244140625 microbes

Progression arithmétiques — Progression géométriques.

- 1) Trouve 3 nombres consécutifs a; b et ¢ d’une suite en progression arithmétique sachant

Que'{ a+b+c=3

‘\3a—6b+c= 6

On sait que pour une progression arithmétique de 3 termes a; b; c,ona: a+c = 2b
Ainsi I’équation devient :

{2b+b=3 _>{3a—32b=+3c=6 { boh v

3a—6b+c=6 “13a—6b+c=6

D’autreparta + b + c =3=>a+ 1+ c=3=a+c =2

{ at+c=2 >{a+ c =2 >{—a—c=—2:>2a=10 =>q =5 et

3a—6+c=6 3a+c=12 \3a + c=12
c=-3
D’oulesnombresa; b etcsonttelsquea=5; b =1 etc= —3

2) Trouve 3 nombres consécutifs a; b et c d’une suite en progression géométrique sachant
axXbXxc=28
Que : { a+b= -1
c—a=1

On sait que pour une progression géométrique de 3 termes ; b; c,ona:a X ¢ = b?
Ainsi I’équation devient :

at+b= -1 a+b=-1 =>ja+b=-1=>a+b= -1
c—a=1 c—a=1 c—a=1 c—a=1

{(a-c)-sz {(bz)-bzs {b3=8 { b=3
= >
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b=3 b=3
=>ja= —4 =>ja= —4
c—a=1 c = -3

D’oulesnombresa; b etcsonttelsquea = —4; b = 3 etc = —3

Soient a et b deux réelstel que : (a; a + 4b; 5a + 2b) et (b +3; 3a+1; 6a +b)
soient des termes
consécutifs de suite respectivement arithmétique et géométrique. Trouvons a et b.

a; a + 4b et 5a + 2b étant dans cet ordre 3 termes consécutifs d’une suite arithmétique,
alorsona: (a) + (5a + 2b) = 2(a + 4b)=6a+2b =2a+8b2a—3b=0(1)
Demémeb +3 ; 3a+1 et 6a + b étant dans cet ordre 3 termes consécutifs d’une suite
géométrique, alors ona : (b + 3)(6a +b) = (3a + 1)?<
b?+18a + 3b + 6ab = 9a®* + 6a + 1 <9a%? —b? —12a—3b—6ab+1=0(2)
Ainsi formons le systéme avec les équations (1) et (2)
{ 2a—3b=0 (1)

9a? —b? —12a—3b—6ab+1=0(2)
(1):2a—3b=0 =>b=2a
En remplagant ainsi b = %a par sa valeur dans I’équation (2 ),ona: 41a? — 126a+9 =0
et A= 14400.Alors a; = % et a =3 puis b = 42—1 et by =2

) . Q= N L (22
D’ou les réels a et b sont tels que : S = {(3 ;2) ; (41 ; 41)}

Quatre (4) entiers strictement positifs a, b, c, et d forment dans cet ordre une suite géométrique
dont la raison est un entier premier avec a.

Trouvons ces nombres sachant qu'ils vérifient en outre la relation 10a®> = d - b.

Les 4 entiers a, b, c, et d forment dans cet ordre une suite géométrique si et seulement si :

Alors 10a® = d- b © 10a? = qa - qa © 10a* = qa(q®- 1) ® 10a = q(q*- 1)
Nous en déduisons que g divise 10 car PGCD(q;a) = 1. Donc q € {1;2;5; 10}

- Sig =1, on a une absurdité car pour ¢ = 1, a = 0 ( qui contredit ’hypothése ).
- Siq=2,onobtient5a=3:>a=§EN
- Sig=5,onobtienta=12 ; b=60 ; ¢c=300 etd= 1500

- Sig=10,onobtienta=99 ; b=990 ; ¢ =9900 etd =99000
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- Soit u,, une suite dans laquelle les dix premiers termes de la suite sont en progression
arithmétique de raison r et a partir de uo les termes sont en progression géométrique de raison

q.
Ondonne:ul:O;um:;—71 et qr=1

1) Calcule g ;r;ug et uqy
D’apres les hypothéses, nous avons :

Uy =U +9r=91 ; U1 =qXUp=q9r)=9qr=9%x1=9
D’autre part U = q° X Uy <2=>;—71= q° X uy;.0r uy; =9 . Alors ona: = 9¢° ©

27
5 -1 _ _5/-1 _ -1
= — => = i
q 243 q \‘243 3

Cherchons maintenant la valeur de r.
D’apres les hypothéses, nous avons : qgr =1=>r = 5 .Or g= _?1 .
Alorsr = =3 etujg = -9 %X 3 =-27

2) Calcule la somme S,, des n premiers termes de la suite u,, dans les deux cas suivants :
ayn <10

Lors que n < 10, on a une suite arithmétique u,, et :

Sp =2 (u —u,) =2u — (n - 1r) = - 2L
b) Lors quen > 10

Lors que n > 10, on a une suite géométrique u, et :

-1

s, otz oGy

2 3
- Soient Z; ; Z, et Z3 trois nombres complexes.
Déterminons : Z; ; Z, et Zz sachant que :
- Le produit des trois complexes Z; ; Z, et Zs est 3iv/3 . Alorsona:

T‘1><1‘2 ><T3=3\/§

leZZXZ3:3i\/§ <::>[7"1><7"2><'r3;(11"‘61,2"‘(13]=|:3\/§;%:|<::>{a +a +a _m
1 2 3_2
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- Les arguments a; ; a, et az forment une suite arithmétique de raison% .Alorsona:
a2=a1+% et a3=a1+2%

- Les modules r; ; 1, et r3 une suite géométrique de raison 2. Alorson a :

rn=2r et r3=4n

Ainsi formons le systéme avec ces trois conditions énumérées ci-dessus :

3
{8r13=3\/§ o r1=3T‘/§
3a1+n=£+2k7r — T Zkm
! s T3

Zkn 2
D’autre part, 0 < a, <— < 0<—%+ 3” ?”

En simplifiant par = et en multipliant par 6, on obtient :

0<—-1+4k<4 S1<4k<5 ©%<k<; =k=1

( T, m_r
@M=ty =y rlzg
T T 57‘[
Donc : _§+§ - et r =3
7
la=t+2=2 (=2

Ainsi connaissant le module et ’argument de Z; ; Z, et Z3;ona:

JZl \/—(COS +lSln2)

5
Z, = \/5(005? + Lsm?)
7m , . I
Z; =23 (cos? + isin ?)
Suites économiques.

- Au 1% Janvier 2012, le prix d’un kilo de sucre est de 550 f CFA.
Le prix du kilo subit une augmentation de 50 f CFA au 1* Janvier de chaque année.

1) Déterminons le prix du kilo de sucre au 1* Janvier 2013 et au 1* Janvier 2014
Soit Py le prix d’un kilo de sucre au 1% Janvier 2012 tel que P, = 550.

- Au 1* Janvier 2013 : le prix d’un kilo de sucre serait P, = Py+ 50 = 550 + 50 = 600.
- Au 1* Janvier 2014 : le prix d’un kilo de sucre serait P, = P; + 50 = 600 + 50 = 650.

2) On désigne par P, le prix du kilo du sucre au 1% Janvier + n.
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Calculons P, en fonction de n
Soit B, le prix d’un kilo de sucre au 1* Janvier + n.
Calculons : Py ; P,;P; et p,.

- Py=550.

- Py =Py 50=550+50= 600.

- P,=P+50=660+50= 650.
- P3=P,+50=650+50= 700.

- .pn_: Pyt 50n =550 +50n .
D’ou I’expression de P, en fonction de n est p,= 550+ 50n
3) Calcule P, .1 — P, puis en déduire la nature de la suite P,.
Calculons p,41 — Pa.
Pn=550+50n => p,,1 =550+50(n + 1)=550+50+50n = 600 + 50n
=> Ppi1 — Pp =(600+50n)-(550+50n )= 600+50n — 550 —50n =50
Alors p,, est une suite arithmétique de raison r = 50.

- Le premier Janvier 1999, la population d’une commune rurale était de 3000 habitants.
On admet que cette population diminue de 4 % chaque année.

Calculons la population de cette commune :
Soit u, la population de cette commune au 1% Janvier de I’année n.
Soit u; = 3000 la population initiale de cette commune.On a :

w, = 3000.

up =up —4%u =>up =g (1-4%)=u (1-7=) =3 (0,96)

Uz = U.z( 0,96 )

Upt1 = Up (0596 )

=>4 = 0,96,

Un
e —
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Alors on a : une suite géométrique de raison g = 0,96.
D’ou son expression est : u, =u; ()"~ =3000(0,96 )" !

Déterminons ainsi la population :
1) Au 1* Janvier 2005

On sait que : u,, =3000( 0,96 )1 et n= 2005— 1999=6
D’ou la population au 1¥ Janvier 2005 est : ug =3000( 0,96 )6~ = 3000( 0,96 )°

= >y = 2446,11 ~ 2446
Ainsi la population au 1% Janvier 2005 est : 2244 habitants.

2) Au 1¥ Janvier 2006
On sait que : u,, =3000( 0,96 )1 et n= 2006— 1999 =7

D’ou la population au 1% Janvier 2006 est : u; =3000( 0,96 )71
=>u,; =2348,27 = 2348

3000( 0,96 )°

Ainsi la population au 1% Janvier 2006 est : 2348 habitants.

3) Au 1® Janvier 2012

On sait que : u, =3000(0,96)"1 et n= 2012— 1999 =13

D’ou la population au 1¥ Janvier 2005 est : u;3 = 3000( 0,96 )3~ = 3000( 0,96 )2
— > 1,5 = 1838,12 ~ 1838

Ainsi la population au 1% Janvier 20012 est : 1838 habitants.

La population d’un pays augmente réguliérement de 3% par an.
Reproduisons et complétons le tableau démographique ci-dessous :

Années 2012 2013 2014 2015 2016

Populations 6415000

Désignons par :

po La population initiale de ce pays, c’est-a-dire la population en 2012.
p1 La population de ce pays en 2013.

p, = 6415000, la population de ce pays en 2014.

p3 La population de ce pays en 2015.

p4 La population de ce pays en 2016.

Puisque cette population augmente réguliérement de 3% par an, on a :

-~ En2013,p; = po + 3%py = (1 + 3%)p, = (1 + 0,03)p, = 1,03p,.
- En2014,p, = p; +3%p; = (1 +3%)p; = (1 +0,03)p; = 1,03p;.
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- .En2012 +n,p, 41 = 0, +3%p, = (1 + 3%)p, = (1 + 0,03)p,, = 1,03p,,.
=>Pas1 = 1,03p, @21 = 1,03

Alors p,, est une suite géomeétrique de raison g = 1,03 et de premier terme p,
Ainsi ’expression de cette suite est p, = po(q)" < p, = py(1,03)"

Puisque p, = 6415000 est la population de ce pays en 2014, alors on a :

P2 = po(1,03) =>py = oy = EE00 = 6046752,757~ 6046753,

D’ou la population initiale est p, = 6046753.

Ainsi :
La population en 2013 est : p; = py(1,03)! = 6046753 x 1,03 = 6228156
La population en 2014 est : p, = 6415000

La population en 2015 est : p3 = py(1,03)® = 6046753 x 1,092727 = 6607450
La population en 2016 est : p, = py(1,03)* = 6046753 x 1,12550881 = 6805674
D’ou le tableau est le suivant :

Années 2012 2013 2014 2015 2016

Populations 6046753 6228156 | 6415000 | 6607450 | 6805674

Un capital A est placé a intéréts composés aux taux de 3% I’an. On appelle C, le capital initial
et C, le capital aprés n années.

1) Expliquons la relation C; = 1,03C, puis écrire le capital C,, en fonction de Cy et 1,03 .
Le capital A est placé a intéréts composés au taux de 3% 1’an.

Le capital obtenu au bout d’un an, C;, est égal a la somme du capital initial C; et des intéréts
soit 0,03C, .

D’ou C;=Cy + 0,03Cy, = 1,03C,.

Plus généralement, le capital obtenu au bout de n + 1 années, C,,,4, est égal a la somme du
capital obtenu au bout de n années C,, et des intéréts soit 0,03C,,.

D’ou C,4q = C, +0,03C, = 1,03C,

Ou on en déduit que la suite (C,,) est géométrique de raison 1,03 et de premier terme Cj.
Ainsi I’expression de C,, en fonction de n est le suivant : C,, = (1,03)"C,

2) Déterminons le nombre d’années au bout du quelle le capital est doublé
Le capital est doublé au bout de n années si et seulement si C,, = 2C, soit (1,03)"C, = 2C,.

On cherche donc le plus petit entier n tel que (1,03)" = 2.
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A I’aide de la calculatrice, on trouve : (1,03)%% < 2 < (1,03)%*

Alors le capital est doublé au bout de 24 ans

3) Déterminons le nombre d’années au bout du quelle le capital est triplé

De méme en raisonnant de maniére analogue que précédemment, on obtient :
(1,03)" > 3 Puis a ’aide de la calculatrice, on trouve : (1,03)3” <3 < (1,03)38
Alors le capital est doublé au bout de 38 ans

- Ali a recu de son pére une somme de 100.000 FCFA.
Aprés réception, il dépose cette somme dans une caisse d’épargne le 1% Janvier 2009 a intérét

compos¢ au taux annuel de 5 % en vue d’acheter une moto a 300000 FCFA.

1) Déterminons le temps au bout du quel Ali pourra acheter sa moto.
Soient :
- Cy=100.000 FCFA : le capital initial.

- C,=300.000 FCFA : la valeur acquise.

. 5 VA
- I =5%-= T~ 0,05 : le taux d’intérét.

Calculons ainsi la durée n pour que Ali puisse acheter sa moto.

Ona:C,=Co(14 )" (1+D)" = Z&(1+0,05)" = 22%0(1,05)"
o 100000

=3 (ora™ = e"m )& (1,05)" =3 "m0 =3 (or e? = h<>a = Inb)

n3 1,09
———=n=—"— =>n= 27,25 = 27.
In(1,05) 0,04

e (105) = 3 & nin(1,05) = In3=>n =
Donc Ali pourra acheter sa moto au bout de 27 ans.
2) Déterminons la nouvelle valeur acquise par Ali au bout de 30 semestres au taux de 2 %.
C,=Co(1+i)"=>C3y=100.000(1+ 2%)3°eC;y=100.000(1+ 0,02)3°
=>(C30 = 100.000( 1,02)3% = 181.136 FCFA.
Donc Ali aura une valeur acquise de 181.136 FCFA au bout de 30 semestres.

- 1) Chaque année la grand-mere de Salif dépose de ’argent dans une banque afin de constituer
une cagnotte pour son petit-fils.
Elle a commencé le 1 janvier 1982 par un dép6t de 500 F. Depuis lors, elle a effectué un

dépot chaque 1% janvier, en augmentant chaque année le montant de ce dép6t de 50 F.
On note :
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e u, le montant exprimé en francs, de la somme déposée dans la caisse d’épargne le 1%
janvier 1982+ n. (Ainsi uy =500 ; uy =550; ...)

e S, le montant, en francs, de la somme contenue dans la caisse d’épargne apres le
dépot de I’année 1982+ n. (Ainsi Sy =500 ; uy =1050; ...)

a- Calculons u,, puis Exprime u,, en fonction de n.
Par hypothese, on a :

up = 500
U = Uy 4+ 50 =550

u2:u1+ 50 = 600

Uy = U, + 50

Alors la suite u,, est donc arithmétique de raison r = 50 et de premier terme 1y = 500.
Ainsi son expression en fonction de n est u, = uy +nr =>u, = 500 + 50n.

b- CalculonsS,, puis exprimons S,, en fonction de n.

S, =ug +u; +u, =500+ 550 + 600 = 1650

Le montant, en francs, de la somme stocké a la banque le 1* janvier 1982 + n est la somme
de tous les dépdts effectués entre 1982 et 1982 + n, c’est-a-dire : S, = uy +uqy + ..... +u,,
qui est donc la somme des n + 1 premiers termes consécutifs d’une suite arithmétique.

Ainsiona: S, = ot 1)(2uO+u") - +1)(500;500 *50m) _ (n + 1)(25n + 500)

c-Le 1% janvier 2002, la grand-mére de Salif effectue son dépot habituel (en franc), puis offre
I’argent de la caisse a Salif.

Déterminons le montant de la somme regue par Salif
Ona: 2002 = 1982 + 20. Donc n = 20. Il s’agit de Calcule S,.

S, = (n + 1)(25n + 500) =>S,, = (20 + 1)(25 X 20 + 500) = 21000 Franc ou

21000
Sy =

= 55057 3201,43€

2) Avec le cadeau de sa grand-mere, Salif décide d’ouvrir un compte bancaire et d’y placer la
plus grande partie de la somme qu’il a regue.

Le 1% janvier 2002, il effectue un placement de 3000 €, a intéréts composés, aux taux annuel
de 4%.( A la fin de chaque année, les intéréts seront incorporés au capital). De plus, chaque 1
janvier des années suivantes, il décide d’ajouter sur son compte la somme de 200€.
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On note :
e (, le montant exprimé en euros, du capital disponible sur le compte bancaire de Salif
apres n années de placement. (Ainsi Cy = 3000)
e  (u,) la suite définie par u,= C,, + 5000. (Ainsi uy = 8000)

a- Justifions que pour tout entier naturel n, ona: C,,; = 1,04C,, + 200

Le 31 décembre de chaque année, le capital C,, augmente de 4%. Il vient donc :

(1+4+i)C, .OuC, estle montant exprimé aprés n années de placement et i = 4% = %

le taux d’intérét annuel.

. _ 4 _
Alorsona: (1+1)C, = (1+--)C, = 1,04€,
De plus, le jour suivant (1 janvier), Salif ajoute 200 € sur son compte.
Le nouveau capital C, 4 est donc : C,,1 = 1,04C,, + 200.

b- Démontrons que (u,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

Un+1

u, est une suite géométrique si et seulement si : =q ou q est la raison.

Un
Par hypothéseona: u, =C, + 500 =>u, 1= C,,1 + 5000. Or C,, .1 = 1,04C, + 200.
Alors u, 1 =1,04C, + 200 + 5000 = 1,04C, + 5200 =>u,,, =1,04C, + 5200
D’autre partu, = C, + 500 C, =u, — 500
En remplagant C, = u,, — 500 par sa valeur dans u,,; =1,04C, + 5200,0n a:
U, 41 = 1,04(u,, — 500) + 5200 = 1,04u, — 500 x 1,04 4+ 5200

= Uiy = 1,041, = 5200 + 5200 uyyy = 1,04u, & 2 =1,04

D’ou u,, est une suite géométrique de raison g = 1,04 et de premier terme uy = Cy + 5000
=>1u, =3000 + 5000 = 8000

c- Exprimons u,, en fonction de n, puis C, en fonction de n.
u, étant une suite géométrique de raison g = 1,04 et de premier terme u, = 8000, alors son

expression en fonction de n est u,, =uy(q)" =8000(1,04)"™
D’autre part C, =u,- 500 =>C, =8000(1,04)" — 500

d- Déterminons le nombre minimum d’années a partir de laquelle Salif devra attendre pour
disposer d’une somme de 6000 euros sur son compte bancaire
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Il s’agit de Détermine le plus petit entier n tel que : C,, = 600.

C, = 600<> 8000(1,04)" — 500 = 600 8000(1,04)" > 11000<>8(1,04)" > 11
& (1,04)" > %

(En appliquant la formulea™ = e™"®), ona: (1,04)" > %®e"ln 104 > % &

11
In|—
ninl,04 > In (%)<3=1> n= $¢> n>8,12 a1072 preés soitn = 9 car n est un entier.

D’ou Salif devra attendre au moins 9 ans avant de disposer de 6000 € sur son compte.
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[ Equations différentielles }

OBJECTIFS :
Ce théme vise a :
« étudier la forme des solutions de certaines équations différentielles ;

» modéliser quelques problémes a I’aide d’une équation différentielle et en déduis une solution.

Commentaires

La notion d’équation différentielle est nouvelle pour les éléves en mathématiques. Cette théorie
ne sera donc appréhendée que sur quelques exemples parmi les plus simples.

Les ¢leves de terminale rencontrent en sciences physiques ces équations a travers 1’étude de
systémes physiques ou chimiques. Des exemples importants sont :

Les oscillateurs libres (en particulier harmoniques) en mécanique ou en électricité (oscillateurs
mécaniques, systeme LC ou LRC) ; la loi de la croissance radioactive.

Ce theme correspond donc & une initiation a une théorie extrémement importante en analyse et
en géométrie. Il n’ya donc pas lieu de développer exagérément cette initiation, mais plutot de
Montre I’importance de ces équations a 1’aide de quelques problémes qui se modélisent sous
cette forme. Un des intéréts immédiats du cours de mathématiques sera donc la justification de
la nature des solutions de ces équations différentielles.

La résolution des équations différentielles du type af”” + bf” + ¢f = g ou a, b et ¢ sont des
nombres réel non nuls et la théorie qui I’accompagne sont hors programme.

Volume horaire : 6 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE

* Equation différentielle du type f'= kf. * Résous une équation différentielle du type
f=kf.

* Equation différentielle du type f”= 0.
* Equation différentielle du type f’=0.
* Equation différentielle du type f”'= kf.

* Equation différentielle du type f"’= kf.
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Remarques et suggestions

Ce théme comprend deux parties :

1) L’établissement des solutions des équations différentielles

Les trois types d’équations peuvent faire 1’objet d’une étude assez poussée en classe.
Ces démonstrations présentent un intérét incontestable pour les éléves : recherches de
solutions, preuve de ’exhaustivité de cette recherche.
A I’issue de cette mise en place, la forme des solutions doit étre utilisée comme un
résultat que les n’auront plus alors a justifier. Ces résultats doivent donc étre connus
des éleves.

2) Larésolution de problémes

Les ¢éléves devront étre confrontés a 3 types de problémes :

* des applications immédiates du cours ;

* des équations différentielles qui dépassent leur compétence immédiate, et qu’ils
sauront Résous grace a un guidage important de 1’énoncé (exemple : équations
linéaires avec second membre ; recherche d’une solution particuliere) ;

* des problémes géométriques, ou tirés de sciences expérimentales qui se modélisent a
I’aide d’équations différentielles au programme. Les exemples choisis devront rester
particuliérement simples, n’entrainant pas en particulier de recherche de validité de
solutions.
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1- Définition :

On appelle équations différentielles, toutes équations faisant intervenir une fonction
(I'inconnue), ses dérivées et sa variable x . Leur résolution consiste a Détermine toutes les
fonctions solutions.

11- Différents types d’équations différentielles

1) Egquations différentielles du 1" ordre (y' - ay = 0)

a) Définition :
f étant une fonction définie et dérivable sur R, la relation f'(x) - a f(x) =0 ; ou f est une
fonction inconnue, est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients

constants, sans second membre. Cette équation est souvent notée y' — ay = 0.

b) Résolution :
Les solutions, définies sur R, de 1'équation différentielle y' - ay = 0 sont les solutions f; qui a
tout nombre réel x, associent f; (x) = ke®, ou k est un nombre réel quelconque.

Ainsi I’ensemble solution est : S = { ke®* }

2) Equations différentielles du 2°™ ordre :

a) Cas particulier : (Equation du 2°™ ordre de la forme y” + A(x) = 0)
Avec A(x) est une fonction quelconque.

Ce type d’équation différentielle contient uniquement la variable x et la dérivée seconde de la
fonction a cherchée. Résous ce type d’équation différentielle revient donc, dans un premier
temps, 4 chercher y ’ puis chercher y en intégration successive de y .

b) Equation différentielle de la forme: (ay’’ + by’ + cy = 0)
Pour Résous de telles équations différentielles, on recherche d'abord une équation

caractéristique de la forme ar® + br + ¢ = 0. Ainsi on calcule le discriminant associe A tel
que A=b*>—4ac.

* Si A> 0 on a deux solutions réelles distinctes 7 et r; tel que :

—b—+VA
=— et

_—b+VA
2a 2a

T T et S =f(x)=kie™ + k,e™* Aveck, et k; € R

* Si A =0, on a une solution doubles rqtel que : ry = S et
a

S :f(x) = (klx + kz)erox Avec kl et kz €ER
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* Si A <0, on a deux solutions complexes 1 et r, tel que :

—b —i/|A]  —b . VIA , —b .
=————=——is—=a—if et ri=—+i
2a 2a 2a p ' 2q

JVIA|

W:a+1ﬁ

T
Oua et B désignent respectivement les parties réelles et imaginaires des solutions 1y et 1,
et S=f(x) = (kicosBx + kysinfx)e®™ Aveck,et k, € R

¢) Equations différentielles de la forme (y + w’y = 0)

Ce type d'équation différentielle est trés fréquent en sciences physiques. Sa résolution est suivit
d'une application.

Résolution :
La solution de telles équations est de la forme : S = f(x) = k;coswx + k,sinwx

Aveckiet k; € R

d) Equations différentielles de la forme (y'' - w’y = 0)

Ce type d'équation différentielle est utilisé ici pour Résous une application concrete.
Résolution :
—WX

La solution de telles équation est de la forme : S = f(x) = k,e"* + kqe

Avec ket k, € R

Exercices

Equations différentielles sans second membre.
- Résous les équations différentielles suivantes :
Dy'-4y'+3y =0 ; 2)y"-9y =0 ; 3y -2y=0
4y +2y +2y =0 ; 54y +5y=0; 6)7y +4y =0
79y —24y" +16y = 0; 8)4y —sinx + e =0; 9)2xy+y x> — e* =0

- Vérifie que les fonctions f données sont solutions des équations différentielles (E)
correspondantes :

1) f(x) =2 +3e?* et (E): y'-4y =0
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) f(x)=(2x+1De™ et (B): ¥y +2y +y =0
3)f(x) =e*sinx et (E):y +2y +2y =0

- Détermine la solution f des équations différentielles données, vérifiant les conditions données
suivantes :

1)y"-2y 4+ y = 0; conditions: f(0) = letf'(0) = 1

2)y" +4y =0 ; conditions : f(0)

6et £'(0) = 10

3)y +y=0 ; conditions : f(0) = Oet f'(0)

1

4)y"-3y'+2y=0; conditions: f(1) = letf'(1) = 3
- On consideére le systéme suivant, d'équations différentielles du 1* ordre tel que :

'+ 4Z = 2% _ o . ,
{yZ' y = e ouy et Z désignent deux fonctions inconnues de variable réel x.

1) Forme I'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x)
2) Résous I'équation (E) et en déduis la solution générale du systeme.
3) Précise la solution particuliere pour laquelleona:y =1etZ = —1pourx = 0.

- Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x x 5%

1) Détermine lesréels a et btelqueVx € R, f* (x) + af (x) + bf(x) =0
2) En déduis une primitive de f sur R

. Détermine la solution f des équations différentielles données, dont la courbe (C) vérifie les
conditions données suivantes :

1)y' - 3y = 0;(C) admet au point d'abscisse 0 une tangente paralléle & la droite d'équation
y = x.
2) 2y’ -y = 0;(C) passe par le point de coordonnées( 2 ;e).

3)y" + 2y = 0;(C) passe par le point de coordonnées (0 ; 0) et admet la droite d'équation
y = x comme tangente en ce point.

4)y" - 4y" + 4y = 0; (C) passe par le point de coordonnées ( 0 ; 1) et admet en ce point
une tangente paralléle a I'axe des abscisses.
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5)y" - 3y" + 2y = 0;(C) passe par le point coordonnées ( In2 ;0 )et admet en ce point
une tangente de coefficient directeur —4

6)y'' - 2y + 2y = 0 (C) passe par le point de coordonnées (% ; 0) et sa tangente au point

d'abscisse 0 est paralléle a I'axe des abscisses.
Equations différentielles avec second membre.
. Soient les équations différentielles (E) :y' + 2y = x* et (E):y + 2y= 0

1) Détermine une fonction polynéme g, de degré deux, solution de (E).

2) Démontre qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f- g est solution de
1'équation (E')

3) Résous 1'équation (E').

4) En déduis I’ensemble solution de 1'équation (E).

-Soient les équations différentielles (E) et (E') telles que :
E):y" +2y +y=x"+2x-2¢et (E):y" 42y +y =0

1) Détermine une fonction polynéme g, de degré deux, solution de (E).
2) Démontre qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f - g est solution
de 1'équation (E")
3) a) Résous l'équation (E').
b) En déduis I’ensemble solution de 1'équation (E).

. 1) Résous I’équation différentielle d’inconnue f tel que : x*f '(x) + 2xf(x) — 1 = 0.
2) Soit I’équation (E ): x%f '(x) — 2xf(x) + f2(x) = 0.
3) Onpose g(x) = 1
f)
a- Montre que 1’équation (E) est équivalent a x2g (x) + 2xg(x) = 1.
b- Déduis-en la résolution de I’équation (E).

On se propose de Résoudre le probléme suivant : Trouvez une fonction f définie et dérivable
sur]0 ; +oo[, s’annulant pour x = 1 et vérifiant la propriété : pou tout x > 0, on a:

(B): x xf'(x)- 3 x f(x) = 3lnx.
1) Trouve tous les polyndmes P du 3°™ degré telles queV x > 0; x X P'(x) - 3x P(x) = 0

2) Soit une fonction f définie et dérivable sur ] 0 ; +oo[ telle que f(1) = 0 et soit h la
fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par la relation f(x) = x’X h(x)

a) Calcule h (1) et Calcule f '(x) en fonction de h'(x) et h(x).
R ——
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b) Démontre que f vérifie (E) si et seulement siV x € ]0 ; +oo[; h'(x) = ;—4 Inx
¢) On suppose que f vérifie (E). Démontre que h est définie sur ] 0 ; +oof, par
x 3
h(x) = [; = Intdt
d) Détermine h(x) en fonction de x par une intégration par partie
e) Démontre qu'il existe une unique fonction f solution du probléme posé et Donne
I'expression de f(x).

- On se propose de Résoudre I'équation différentielle : (E;) : y' - 2y = =2

14 e 2%

1) Détermine la solution de I'équation différentielle (E,) : y' -2y = 0 qui prend la
valeur 1 en 0.

2) Soit f une fonction dérivable sur R, telle que f(0) = In2 et soit g la fonction définie par la
relation : f(x) = e?* x g(x).

a- Calcule g(0)

b- Calcule g'(x) en fonction de f '(x) et de f(x).

_De—2x

¢- Démontre que f est solution de (E)) si et seulement si g'(x) = oo

d- En déduis I'expression de g(x), puis celle de f(x) de telle sorte que f soit solution de (E).
- Soit a et b deux nombres réels et n un entier naturel différent de 1.
On considére 1’équation différentielle (E) : y' = ay + by"
1)Onposesur R: Z =y! =" (avecy > 0).
Détermine une équation différentielle satisfaite par Z et la Résous.
2) En déduis les solutions, strictement positives, de (E) sur R.
Que donne lecasn =0 ?
Equations différentielles dans les cas pratiques.
- Un tronc de baobab y grossi avec une vitesse proportionnelle & lui-méme.
On sait de plus que ce tronc double de volume tous les 10 ans.
Combien de temps luis faut-il pour tripler de volume ?

Lors du tremblement de terre qui a secoué la centrale nucléaire de FUKUSHIMA au Japon, la
teneur du nombre d’atome de radium N (t) échappé a I’instant t est donné par la relation :
N’(t) = aN(t) etN(0) = Ny ou (t est exprimé en années).
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De plus sa teneur en toxine triple chaque deux ans.

1) Détermine ’expression de N (t) en fonction de Nj et t.
2) Aubout de combien d’années la teneur du nombre d’atome de radium aura —t-il
quadruplé ?

Dans une culture de microbes, le nombre de microbes a I’instant ¢, exprimé en heures, peut étre
considéré comme une fonction numérique N a variable réelle t. La vitesse de prolifération a
linstant t du nombre de microbes est la dérivée N’ de cette fonction. On a constaté que :

N'(t) = —kN (t) ou k est un coefficient réel strictement positif. On désigne par N; le nombre
de microbes a I’instant t = 0

1°/ Détermine N (t) en fonction de N, , k et t.
2°/ Détermine le nombre de microbes au bout de 1 heures si Ny = 1000 et k = 1.

3°/ Soit T la période de reproduction du nombre de microbes, c'est-a-dire le temps au bout
duquel le nombre de microbes a été divisé par 2. Montre que e’ = 2.

4°/ Détermine la période de reproduction T sachant que k = 6,66 ¢ 107>,

Une substance se dissout dans I’eau avec une vitesse de dissolution proportionnelle a la
quantité non dissoute.

A l’instant t = 0 ( en minutes ), on place 20 grammes de cette substance dans une grande
quantité d’eau. Sachant que les 10 premiers grammes se dissolvent en 5 minutes.

1) Forme I’équation différentielle expliquant cette situation en fonction de f'(t) et de f(¢t).
2) En déduis une expression de la quantité dissoute f(t), en grammes, en fonction de t.

Le taux d’alcoolisme f(t) (en gL™! ) d’une personne ayant absorbé, en jeun, une certaine
t

quantité d’alcool vérifie, sur R, I’équation différentielle (E) : y' -2y = ae™".
Out est le temps écoulé apres 1’ingestion (exprime en heures), et a une constante qui dépend
des conditions expérimentales.

1) On posepourtoutt € R, : g(t) = f(t)e'.
Démontre que g est une fonction affine.
2) Exprime f(t) en fonction de t et de a.
3) Dans cette question, on pose que a = 5.
a- Etudie les variations de f et tracer sa courbe.
b- Détermine graphiquement le taux d’alcoolémie maximal et le temps au bout
du quel il est atteint.
c- Donne une valeur du délai T ( a I’heure pres par excés ) au bout duquel le
taux d’alcoolémie de cette personne est inférieur a 0,5 en gL ™! .
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- Un bloc de métallique est déposé dans un four dont la température constante est de 1000°C.
La température 0 est une fonction du temps t (en heures) qui vérifie I’équation différentielle
(E): 6'(t) = k[1000 — 8(t)] ; k € R%.

1) Onpose y(t) = 6(t) — 1000.

Ecris une équation différentielle (F) satisfaite par y.

2) Résous (F) puis (E).

3) Le bloc, initialement a 40°C est déposé dans le four au temps t, = 0. Sa température
est de 160°C au bout d’une heure. En déduis I’expression de 8(t) en fonction de t
uniquement.

4) a- Calcule la température du bloc au temps t = 3 heures.

b- Détermine le temps T a partir duquel la température du bloc dépassera 500°C.

On donne (%)3 =07 ; In (g) =-0,13 ; In (%) = —0,65

- A T’instant t = 0, un corps a la température 8, = 60°C est placé dans 1’air ambiant a la
température 6; = 20°C. Au bout de 10 minutes, la température du corps est 50°C.

Sa température a la date t exprimée en minutes est solution de 1’équation différentielle :

do (t)
dt

= —k[6(t) — 6,] ou k est une constante réelle. On pose y(t) = 6(t) — 6;.

1) a- Quelle est I’équation différentielle vérifiée par y ?
b- Détermine y.
c- En déduis 0(t) en fonction de k.

d- Détermine la constante k puis en déduis ’expression définitive de 6(t).

2) a- Aubout de combien de minutes la température du corps diminuera-t-elle de
moitié¢ ?
b- Quelle sera la température du corps au bout d’une heure ?
On donne In2 = 0,70 ; In(3) = —0,29.
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Solutions

Equations différentielles sans second membre.
- Résolvons les équations différentielles suivantes :
NB : Dans tout I’exercice, on désignera par (E.C) comme : Equation Caractéristique.
Dy' -4y +3y =0
(E.C):r2—4r+3=0=>A=4. (A>0). Alorsry =1 et 1, =3
=> 5 = f(x) = Cie"* + C,e™* =>S§ = f(x) = C1e* + C,e3* . Avec (C; ; C;) € R?
2)y"-9y =0. Ici w?=9 =>w=3
=5 =f(x)=Ce¥+ Ce3*
3)y' -2y =0.Icia=2 => S = f(x) = ke?*. Avec (k € R)
hy +2y' +2y =0

(E.C): 124+ 2r +2=0=>A= —4 = 4i%. (A<0).

—b—ivVA -2 —+/4i2 —2—2i .
T = = = =-1-i
2a 2 2
=qg=—-let f=1
—b+iVA -2 ++/4i? —242i .
2: = = =—1+l
2a 2 2

Ou a et f désignent respectivement les parties réelles et imaginaires des solutions r; et 7,
EtS = f(x) = (CicosBx + Cysinfix)e®* = (Cicosx + C,sinx)e ™ . Avec (C; ; C,) € R?

5)4y" +5y =0 @y +2y=0. Li w2=§:>W=§

S = f(x) = Cicoswx + Cpsinwx =>S = f(x) = Clcosgx + Czsin\/z—gx.

Avec (C; ; C,) € R?

’ ’ 4
6)7y +4y =0®y +2y =0.Icia=—> => S = f(x) = ke 7*. Avec (k € R)
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79y —24y" +16y = 0

(E.C): 9r2 —24r +16 = 0=>A= 0. (A=0). Alorsty = 1, =75 = 3

4
=>S=f(x) = (Cix + Cy)e™ = (C;x + C,)e3 . Avec (C; ; C,) € R?

" . _ " . _ " 1 . 1 _
8)4y —sinx + e =0 &4y =sinx— e ¥ =y = Lsinx — e 2x

:>y'=—%cosx+%e_2x+k et y=—isinx—%e‘2x+kx+k’
e 1, 1 gy ,
f>S—f(x)——Zsmx—Ee +kx+k

9)2xy+yx? =e* @ (Pxy) =ef Galxy=e’ —y="5+k

x2

Vérifions que les fonctions f données sont solutions des équations différentielles (E)
correspondantes :

1) f(x) =2e"2*+3e* et (E): y' -4y =0
La fonction f(x) = 2e 2% + 3e?* est solution de (E) : y'' - 4y = 0 si et seulement si
() - 4f(x) = 0 Avec: f(x) = 2e72¥ +3e2¥; f'(x) = —4e 2 4+ 6e?* et
f'(x) = 8e % + 12e%*
Alors f''(x) - 4f (x) = (8e™2* + 12e?*) — 4(2e~%* + 3e2¥)

=8e 2* + 12e%* —8e™?* —12e?* =0
Puisque f"(x) - 4f(x) = 0.
Alors f(x) = 2e72* + 3e?* est solutionde (E): ¥ -4y = 0
2)f(x)=(2x+1)e™ et (E): y 42y +y =0
La fonction f(x) = (2x + 1)e ™™ est solutionde (E): ¥ + 2y' + y = 0 si et seulement si
")+ 2f'(x) + f(x)=0.Avec f(x) = (2x+ De™; f'(x) = (—2x + )e™ et
f'(x) = (2x —3)e™
Alors f"(x) + 2f'(x) + f(x) = 2x —3)e™ +2(—2x+ De™ + (2x + De™™

=Qx—-3—-4x+2+2x+1)e™ =(0)e ™ =
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Puisque f"(x) + 2f'(x) + f(x) = 0. Alors f(x) = (2x + 1)e™ est solution de (E)
3)f(x) =e*sinx et (E):y +2y +2y =0
La fonction f(x) = e *sinx est solutionde (E): y" + 2y’ + 2y = 0 si et seulement si
'O+ 2f'(x) +2f(x) =0. Avec f(x) = e *sinx; f'(x) = (cosx — sinx)e™ et
f"(x) = (—2cosx)e™
Alors f"(x) + 2f'(x) + 2 f(x) = (—2cosx)e™ + 2(cosx — sinx)e™ + 2e *sinx

= —2e *cosx + 2e ¥cosx — 2e ¥sinx + 2e *sinx = 0

Puisque f"'(x) + 2f'(x) + 2 f(x) = 0. Alors f(x) = e *sinx est solution de (E)

. Déterminons la solution f des équations différentielles données, vérifiant les conditions
données suivantes :

Dy'-2y+y =0

y'-2y +y =0

(E.C):r2=2r+1=0=>A=0. (A=0). Alorsry, = 1, =15 =1

=>8=f(x) = (Cix + Cy)e™ = (C,x + C,)e* . Avec (C; ; C;) € R?

Conditions : f(0) = let f'(0) = 1

f(x)=(Cix+ Cy)e* Alors f(0)=1&C, =1

f'(x)=(Cix+ C;+ Ce* Alorsf'(0) =1+ C,=10rC,=1=>(,=0
D’ou f(x) = xe*

2)y"'" +4y =0

y'+4y =0.Ici wl=4=>w=2

S = f(x) = Cicoswx + Cysinwx =>S = f(x) = Cycos2x + C,sin2x . Avec (C; ; C;) € R?
Conditions : f(0) = 6et f'(0) = 10

f(x) = Cicos2x + Cysin2x Alors f(0) =6 C; =6
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f'(x) = =2C;sin2x + 2C,cos2x Alors f'(0) =10 & 2C, =10=>C, =5
D’ou f(x) = 6cos2x + 5sin2x

3)y" +y=0.Ici w?=1=w=1

S = f(x) = Cicoswx + Cysinwx => S = f(x) = Cycosx + C,sinx. Avec (C; ; C,) € R?
Conditions : f(0) = Oetf'(0) = 1

f(x) = Cicosx + Cysinx Alors f(0) =0 C; =0

f'(x) = —=C;isinx + Cycosx Alors f'(0)=1C, =1

D’ou f(x) = sinx

4Hy" -3y +2y=0

(E.C):r?=3r+2=0=>A=1. (A>0). Alorsr; =1 et 1, =2

=> 5 = f(x) = Ce"* + C,e™* =>§ = f(x) = C,e* + C,e** Avec (C; ; C,) € R?
Conditions : f(1) = let f'(1) = 3

f(x) =Cie* + C,e?* . Alors f(1)=1® Cie+ Ce? =1

f'(x) = Cie* +2C,e?* . Alors f'(1) =3 © Cie + 2C,e? =3

Formons ainsi le systéme avec ces deux conditions :

{Cle + Czez = 1 o {—Cle - Czez = —1
Cie + 2C,e* =3 Cie + 2C,e*> =3

= el =2 =>Cy=5=>(, =2
En remplagant C, = 2e~2 par sa valeur dans ’équation 2, ona : C; = —e ™!
Dot f(x) = —e ! x e* +2e % x e?¥ = —e¥ 71 4 2¢2% 72 = 22¥ 72 — g¥~1

- On considére le systéme suivant, d'équations différentielles du 1% ordre tel que :

"+ 47 = 2e% _ . . .
{yZ' y = e ouy et Z désignent deux fonctions inconnues de variable réel x.

1) Formons I'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x)

(1) y'+ 4Z = 2% => y" + 47’ = 4e*
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Q) Z —y=e**=>7 =y+e*
En remplagant Z' = y + e2* par sa valeur dans (1). Alorsona :
V' + 4y +e?) =4e* & y' + 4y + 4e?* =4 @y + 4y =0
D’ou I'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x) est
(E):y" + 4y =0.
2) Résolvons I'équation (E)
y'+ 4y =0.Ici wl=4=>w=2
Alors y(x) = Cycoswx + Cysinwx = Cycos2x + C,sin2x avec (C; ; C;) € R?
En déduisons la solution générale du systéme, c'est-a-dire la fonction inconnue Z.
D’aprés I’équation (2), ona: Z =y + e &
DoncZ =y +e* & [Z'(x)dx = [ y(x)dx + [ e**dx

& Z(x) = [(Cicos2x + Cysin2x)dx + [ e?*dx

& Z(x) = [ Cicos2xdx + [ C,sin2xdx + [ e**dx

& Z(x) = C; [ cos2xdx + C, [ sin2xdx + [ e**dx
=7Z(x) =¢ [17 sian] + C, [—%cost] + [1762"]
=Z7Z(x) = %sian + —%cost + 1762" = 17(Clsir12x — C,yc082x + e%¥)
3) Précisons la solution particuliére pour laquelleona:y =1etZ = —1 pour x = 0.
y(x) = C;cos2x + C,sin2x

Siy =1 Pour x =0alorsona: 1=Cicos0 + C,sin0 & C; =1
Z(x) = 1?(C'1sin2x — Cyc0s2x + e*¥)
SiZ=—1Pour x =0alorsona: —1 = 1?(ClsinO — Cyc0s0 + %) &

C15in0 — Cycos0 + e’ = -2 ©-C,+1=-2C, =3

Alors y(x) = cos2x + 3sin2x et Z(x) = 1E(SL'an — 3cos2x + e%¥)
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D’ou la solution particuliere du systéme est :

y(x) = cos2x + 3sin2x
et

Z(x) = 17(51’n2x — 3cos2x + e%¥)
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x X 53%
1) Déterminons les réels a et btel queVx € R, f (x) + af (x) + bf(x) =0
f(x) = x x 5% => f(x) = x x e3> Ainsi :
f'(x) = (1+ 3xin5)e3> et f'(x) = (2 + 3xIn5)3In5e3*">
f @)+ af @)+ bf(x) =0
& (2 + 3xIn5)3In5e3*"> + a( 1 + 3xIn5)e3*> + px x 35 =0
& (2 + 3xIn5)3In5+ a(1+ 3xIn5) + bx =0
& 6In5 + x(3In5)? + a + 3axIn5 + bx =0
& x[(3In5)% + 3ain5 + b] + a + 6In5 = 0

. {(SZnS)2 +3aln5+b=0 {b = (3In5)*

a+6In5=0 a = —6In5

D’ou les réels a et b sont tels que : @ = —6In5 et b = (3In5)?

2) En déduisons une primitive de f sur R

Pour cela, déterminons la fonction f en résolvant 1’équation différentielle :

f )+ af )+ bf(x) =0 < f (x) —6In5f (x) + (3In5)%f(x) =0

() —6In5f (x) + (3In5)%f(x) =0

(E.C) : 72 — 6In51 + (3In5)2 = 0 =>A=0. (A= 0). Alorsr; =1, =1, = 3In5

= f(x) = (C;x + Cy)e™* = (Cix + C,)e3*™m> . Avec (C; ; C,) € R?

Alors si f(x) = (Cix + C,)e3*m5 = ¢ xe3*n5 + C,e3%n>

Posons A(x) = C;xe3*™> et B(x) = C,e3*™> puis cherchons une primitive de A et B.

Pour : A(x) = C,xe3*!">
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Posons : u(x) = C;x =>u'(x) = (4

v (x) — e3xln5 = v(x) — T e3xln5
= A(x) — [C1x 3xln5] f e3xn5qy = [Cl_xe3x:n5] fe3xln5dx
3n5 3In5 3in5 3n5

C1x C 1 C1x C
=[1 e3xln5]_ 1 [ 3xln5] _[1 e3xln5]_[ 1 e3xln5]

3In5 3in5 L3In5 3in5 (3In5)2
[Clx 3xin5 _ _C1 3xIn5 ] — C1x e3xln5 _ G 3xIn5
3In5 (3In5)2 3In5 (3In5)2
Gx 3xIn5 G 3xIn5
= A(x) = xIln5 __ e3xin
( ) 3ln5 (3In5)2

Pour :B(x) = C,e3*'">

Si B(x) = C,e3*"5 alors la primitive de B est : L - e3xins
3in
\ Gix 3xins G 3xins | C2 _3xins _ €35
D’ou F(x) = —=—e>*m> ———e¢ e = Cx— ¢ k
() 3in5 (3In5)2 t 3us 3ms \ 1 3ms T C2) F

- Déterminons la solution f des équations différentielles données, dont la courbe (C) vérifie les
conditions données suivantes :

NB : 1l est important et nécessaire de connaitre que :

La courbe (Cf) passe par le point A (;g) si et seulement f(xq) = yo.

- La courbe (Cf) admet au point A (;g) une tangente paralléle a I’axe des abscisses c'est-a-
dire I’axe ox si et seulement si f'(xy) = 0.

- La courbe (Cf) admet au point A (;g) une tangente paralléle a la droite (D) d’équation :
y = ax + b sietseulement si f'(xy) = a.

- Lacourbe (Cf) admet au point A (;‘;) une tangente de coefficient directeur k si et

seulement si f'(xg) = k
1)y’ - 3y = 0;(C) admet au point d'abscisse 0 une tangente paralléle a la droite d'équation
y = x.
Yy -3y =0 =S =f(x) = ke**

(C) admet au point d'abscisse 0 une tangente paralléle a la droite d'équationy = x siet
seulement si f/(0) = 1 avec f'(x) = 3ke3*
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Alors f'(0) = 1@ 3ke® =1 3k =1 =>k = D’oit f(x) = ;**
2)2y' -y = 0;(C) passe par le point de coordonnées( 2 ;e).

2y -y =0 ®y-1y=0=>5=fx) = ke

(C) passe par le point de coordonnées( 2 ; e) si et seulement si f(2) = e

1 1
fQ=e @®ke?> =e @ ke=e =k =1.Dou f(x) = e

3)y" 4+ 2y = 0;(C) passe par le point de coordonnées ( 0 ; 0) et admet la droite d'équation
y = x comme tangente en ce point.

y' + 2y =0.Ici w?=2=>w=+2
Alors S = f(x) = Cicoswx + Cysinwx = Cycosv2x + C,siny/2x avec (C; ; C,) € R?
(C) passe par le point de coordonnées (0 ;0) < f(0) =0 <=C; =0

(C) admet la droite d'équation y = x comme tangente au point( 0 ;0) => f'(0) =1.

Avec f'(x) = —C;\/2sinV2x + C,/2cos\2x

fO)=1®6VI=1=>0="=2

_ . _VZ .
5 =5 -Douf(x)= Zsm\/fx

4)y" - 4y" + 4y = 0; (C) passe par le point de coordonnées (0 ; 1) et admet en ce point
une tangente paralléle a I'axe des abscisses.

y'-4y" + 4y =0

(EC): 12 —4r+4=0=>A= 0. (A=0). Alorsr, = 1, =1, =%=2
=>S=f(x)=(C;x + Cy)e™ = (C;x + C,)e?* . Avec (C;; C,) € R?

(C) passe par le point de coordonnées (0 ;1) =>f(0) =1 =C, =1

(C) admet au point( 0 ; 1) une tangente paralléle a I'axe des abscisses si et seulement si :
£'(0) = 0. Car ’axe des abscisses a pour équation y = 0 et f'(x) = (2C;x + C; + 2C,)e?*
F0)=06C +2C,=0.0rC,=1alorsC;+ 2=0=>C; = —2

D’ou f(x) = (—2x + 1)e*
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5)y" - 3y’ + 2y = 0;(C) passe par le point coordonnées ( In2 ;0 )et admet en ce point
une tangente de coefficient directeur —4
(EC):72—3r+2=0=>A=1. (A>0).Alorsry =1 et r, =2
=> 5 = f(x) = Cie"* + C,e™?* =>§ = f(x) = C;e* + C,e?* Avec (C; ; C,) € R?
(C) passe par le point coordonnées (In2 ;0) => f(In2) = 0 & Ce!™? + Ce?™? =0 &
Cie™? + Ce™* =1 & 2C, + 4C, =0 & C, + 2C, =0 (1)
(C) admet au point (In2 ;0 ) une tangente de coefficient directeur —4 => f'(In2) = —4
Avec f'(x) = C1e* +2 C,e?*
f'(In2) = =4 & Ce'"? 42 C,e?"? = -4 Ce"? +2 Ce™t = -4 2C, +8C, = —4
S +4C,=-2 (2)
Formons ainsi le systéme avec les équations (1) et (2) :

{Cl +2C, =0 ©{61 +2C, =0
C1+4C2=_2 _C1—4C2=2

=> —ZCZ =2 = CZ =-1
En remplagant C, = —1 par sa valeur dans 1’équation (1), ona: C; = 2
D’ou f(x) = 2e* —e?*

6)y'"' - 2y + 2y = 0; (C) passe par le point de coordonnées (% ; 0) et sa tangente au point

d'abscisse 0 est parallele a I'axe des abscisses.
(E.Q): 12 =2r+2=0=>A=—4 = 4%, (A<0).

—b—ivVA 2—+4i? 2-2i .
r = = = =1-i
2a 2 2

=a=1let f=-1

—b+ivA 2 ++/4i? 2 +2i .
= = = =1+
2a 2 2

Ou a et B désignent respectivement les parties réelles et imaginaires des solutions r; et 7,

EtS = f(x) = (C;cosBx + Cysinfix)e®™ = (Cycosx — C,sinx)e*. Avec (C; ; C;) € R?
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£61—£62)622 0<:>

(C) passe par le point de coordonnées (% ; 0) = f (%) =0 ( 5 5

2o -Co=0w0-0=00

(C) admet au point d'abscisse 0 une tangente paralléle a 1'axe des abscisses =>'(0) = 0.
Avec f'(x) = (Cycosx + Cycosx + Cysinx — Cysinx)e”.
fll0)=0C+C,=0Q2)

Formons ainsi le systéme avec les équations (1) et (2) :

{61—62 =0
C1+ C2=0

= 2C;=0 =(C; =0 et C,=0
D’ou f(x)=0
Equations différentielles avec second membre.
. Soient les équations différentielles (E) :y' + 2y = x2 et (E):y + 2y= 0
1) Déterminons une fonction polyndme g, de degré deux, solution de (E).
Soit g(x) = ax? + bx + ¢ ce polyndme de degré deux solution de (E) telque :
g ) +2g(x) =x* © Qax+b) +2(ax? +bx +c) =x* &
2ax + b + 2ax? + 2bx + 2c¢ = x? ¢ 2ax?+ x(2a +2b) + b + 2¢c = x*?

Par identification on a :

1
a=-
2
2a=1 b=-1 1 1 1
2a+2b=0=><{" 2. D’oﬁg(x)=5x2—5x+z
b+2c=0 c=%

2) Démontrons qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f - g est solution de
1'équation (E')

NB:
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A=>B
Montre que < B, revient & montré que et
B=>A

Ainsi pour Montre qu’une fonction f est solution de 1'équation (E) si et seulement si f — g est
solution de (E'), on montre que :

erst solution de 1 équation (E) => f — g est solution de (E")
et

Lf — g estsolution de (E") => f est solution de | équation (E)

- Montrons que f est solution de I équation (E) => f — g est solution de (E")
e f estsolution de I’équation (E) si et seulement si f (x) + 2f(x) = x% (1)
e g estsolution de I’équation (E) si et seulementsi g'(x) + 2g(x) = x% (2)

Effectuons ainsi la différence des relations (1) et (2) :

M -@:[f () —g @I +2[f(x) —g(x) ] = x* — x*

& (f—g9) () +2(f — g)(x) = 0=>f — g est solution de (E")

D’ou f est solution de 1 équation (E) => f — g est solution de (E")

- Montrons que f — g est solution de (E") => f est solution de 1 équation (E)
Si f — g est solution de (E") alorsona: (f — g) (x) + 2(f — g)(x) = 0 <>

[f'() =g ] +2[f(x) —g@) =0 f () —g () +2 f(x) —2g(x) =0 &

() +2f(x) = g (x) +2 g(x). Avec g(x) = %xz —%x +% et g(x)=x —%.

Alors f'(x) + 2f(x) = g (x) +2 g(x)&f (x)+2f(x)—(x——)+2( x —%x-l— )

& (%) + 2f (x) = x*
D’ou f — g est solution de (E") => f est solution de | équation (E)

(fest solution de 1" équation (E) => f — g est solution de (E")
et
Conclusion : puisque
f — g estsolution de (E") => f est solution de | équation (E)

\

Alors une fonction f est solution de 1'équation (E) si et seulement si f — g est solution de
(E"). (Ce qu’il fallait Démontre).
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3) Résolvons l'équation (E").
(EN:y 4+ 2y=0=>5=ke >
4) En déduisons 1’ensemble solution de 1'équation (E).
On sait que f(x) — g(x) est solution de (E").
- De méme ke~ est solution de (E’).
Par identification des deux solutions, ona : f(x) — g(x) = ke™* => f(x) = ke ** + g(x).
Org(x) = %xz - %x + i. Alors f(x) = ke ™ + %xz - %x +%
- Soient les équations différentielles (E) et (E') telles que :
(EB):y" +2y +y=x*4+2x-2¢et (E):y" +2y +y =0
1) Déterminons une fonction polyndme g, de degré deux, solution de (E).
Soit g(x) = ax? + bx + ¢ ce polyndme de degré deux solution de (E) telque :
9" +29'(x) +gix) =x*+2x-2 &
(2a) + 2(2Qax + b) + (ax* +bx +c) =x"+2x -2 ©
2a +4ax+2b+ax? +bx+c=x"+2x-2&

ax’ +x(4a+b)+2a+2b+c=x"+2x- 2

Par identification on a :

a=1
4a+b =2 =" % Dougx) =x?-2x
2a+2b+c=-2

2) Démontrons qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f — g est solution de
l'équation (E)

NB:
A=>B
Montre que < B, revient a montré que et
B=>A
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Ainsi pour Montre qu’une fonction f est solution de 1'équation (E) si et seulement si f — g est
solution de (E"), on montre que

erst solution de 1 équation (E) => f — g est solution de (E")
et

Lf — g estsolution de (E") => f est solution de | équation (E)

- Montrons que f est solution de 1 équation (E) => f — g est solution de (E")

f est solution de I’équation (E) si et seulement si f”/(x) + 2f'(x) + f(x) = x* + 2x -2 (1)
g est solution de I’équation (E) si et seulement si g”'(x) + 29’ (x) + g(x) = x> + 2x -2 (2)
Effectuons ainsi la différence des relations (1) et (2) :

O-Q: @ -g" @] +2[f'(x0) —g' @]+ [f(x) —gx)] =0

S -9)"@+2(f - '@+ (f — 9)(x) = 0=>f — g est solution de (E")

D’ou f est solution de I équation (E) => f — g est solution de (E’)

- Montrons que f — g est solution de (E") => f est solution de 1 équation (E)

Si f — g est solution de (E") alorsona: (f — g) (x) + 2(f — g)(x) = 0 <>

[f" () = g" ]+ 2[f'(x) = g’ ) 1 + [f(x) = g()] = 0

S =-g')+2f () -29'() + f() —gx) =0

fra)+2f 0+ f)-g'(x)-29'x) —gx) =0

ffa+2f0)+ fx)=g"0()+2g'(x) +g()

Avec g(x) =x2 —2x; g (x) =2x—2 et g (x) =2

Alors f* () +2 f (x) + f(x) = g"'(x) +29'(x) + g(x)&

Ffa+2Ff @)+ fx)=2)+2Qx—2) +x%—2x &

Ffa)+2f @)+ fx)=x"+2x-2

D’ou f — g est solution de (E") => f est solution de | équation (E)
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fest solution de | équation (E) => f — g est solution de (E")
et
Conclusion : puisque
Lf — g estsolution de (E") => f est solution de | équation (E)

Alors une fonction f est solution de 1'équation (E) si et seulement si f — g est solution de
(E"). (Ce qu’il fallait Démontre).
3) a- Résolvons 1'équation (E').
EY:y" +2y +y =0
(EC):724+2r+1=0=>A=0. (A=0). Alorsry, =1, =15, = —1
=>8 = (C;x + Cy)e™ = (Cyx + C)e ™ . Avec (C; ; C,) € R?
b- En déduisons I’ensemble solution de I'équation (E).
On sait que f(x) — g(x) est solution de (E").
- Deméme (Cyx + C,)e™ est solution de (E').
Par identification des deux solutions, ona : f(x) — g(x) = (C;x + C)e ™ =>
f(x) = (Cix+ C)e™ + g(x).Or g(x) = x* — 2x
Alors f(x) = (Cix + Cy)e™ + x? — 2x.
-1) Résolvons I’équation différentielle d’inconnue f tel que : x2f '(x) + 2xf(x) — 1 = 0.
Xf ) +2xf() - 1=0 & (X2 xf(x) —1=00 (x2x f(x)) =1

1

[ x f@) dx = [1dx @ xx f() =x® f@) =5 =>f(x) ="

2) Soit I’équation ( E ): x2f '(x) — 2xf(x) + f%(x) = 0.

1
f()

On pose g(x) =

a-Montrons que 1’équation (E) est équivalent a x%g (x) + 2xg(x) = 1.

1

1 ' g'(x)
= L= = — = —
90 = L @@ =L et f ) = LY
En remplagant f(x) = g—(lx) et f(x)=— zzgi par leur valeur dans 1’équation (E), on a :
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’ 2 2 1
E)x2|[=9®]_ 5 L+ 1 =0¢:>_L(")_2_x+1 =0 &
(E):x [ 700 x[g(x)] [g(x>] TR

—ng'(x)—ng(x)+1 _ 0<:>x2gl(x)+2xg(x)—1

=0 x2q —1=0.
peTen 00 0L x°g (x) +2xg(x)—1=0

D’ou I’équation (E) est équivalent a x2g' (x) + 2xg(x) = 1. (Ce qu’il fallait Démontre).

b-Déduisons-en la résolution de 1’équation (E).

1
g(x)

D’aprés la question 1), ona: f(x) = % et D’aprés la question 2)-a,ona: f(x) =

. . . 1 1
Par identification, on a : == @gx)=x
v P e

D’ou la solution de I’équation (E) est g(x) = x

On se propose de Résous le probléme suivant : Trouve une fonction f définie et dérivable
sur]0 ; 4+oo[, s’annulant pour x = 1 et vérifiant la propriété : pou tout x > 0, on a:

(BE): xx f'(x)- 3 x f(x) = 3inx.
1) Trouvons toutes les fonctions polynémes P du 3™ degré telles que, pour tout réel x, on ait
xxXP'(x) - 3xP(x) = 0.

Soit P(x) = ax® + bx?> +cx+doua;b;ced sont tous des réels ce polynémes de degré 3
tel que : P'(x) = 3ax? + 2bx +c.

xXP'(x) - 3xP(x) =0 < x(3ax? + 2bx + ¢)- 3(ax® +bx* +cx+d) =0 &
3ax3 + 2bx? + cx — 3ax® —3bx* —3cx —3d =0 & —bx?—2cx—3d =0
Par identification,ona: b =0; c=0et d =0

D'ouVx € R; ona:P(x) =ax>. a € R".

2) Soit une fonction f définie et dérivable sur ] 0 ; +oo] telle que f(1) = O etsoithla
fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par la relation f(x) = x’X h(x)

a-Calculons h (1) et Calcule f '(x) en fonction de h'(x) et h(x).

(x) (1) 0
f) = Kxh()=>h@x) =2 et n() =L =5 =0

f(x) = x3x h(x) => f'(x) = 3x%h(x) + x3h'(x)
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b-Démontrons que f vérifie (E) si et seulement si¥ x € ] 0 ; 4+oo[; h'(x) = x% Inx

(B): x xf'(x)- 3 xf(x) = 3lnx.

f(x) = x3 x h(x) et f (x) = 3x%h(x) + x3h'(x)

Remplagons f(x) et f (x) par leur valeur dans 1’équation (E), on a :

x[3x2h(x) + x3h' (x)]- 3[x® X h(x)] = 3inx < 3x3h(x) + x*h'(x) — 3x3h(x) = 3inx
& x*h' (x) = 3lnx =>K'(x) :;—4 Inx

D’ou f vérifie (E) si et seulement siV x € ] 0 ; +oo[; h'(x) = x% Inx (Ce qu’il fallait

Démontre).
¢-On suppose que f vérifie (E).
Démontrons que h est définie sur ] 0 ; +oo[, par h(x) = flx% Int dt
h(1)=0et h'(x)= x% Inx. Alors h est la primitive de h': x — x% Inx qui s’annule en 1.
D’ou h est définie sur ] 0 ; +oo[, par h(x) = ff% Int dt
d-Déterminons h(x) en fonction de x par une intégration par partie
x 3
h(x) = [, = Int dt
Posons : u(t) = Int => u(t) =%

3 1
v'(t) = 7= u(t) = -3

Int 1% x 1 Int 1% 11" Int 17"
=> = |—— — = |—— E— =|————
h(x) [ t3 ]1 + fl t4 dt [ t3 1 + [ 3t3 I [ t3 3¢3 ]1

e-Démontrons qu'il existe une unique fonction f solution du probléme posé et Donne
l'expression de f(x).

Inx 1 1

f(x) = x3 Xh(x).Orh(x) =——=—35+3
_ .3 Inx 1 1\ _ 1, %3
=[G = 2 (=5 —gaty) = — 1+
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Puisque h est unique alors f est unique.

-On se propose de Résous I'équation différentielle : (E)) : y' - 2y = — H%

1) Déterminons la solution de 1'équation différentielle (E,) : y' - 2y = 0 qui prend la

valeur 1 en 0.
Yy -2y=0=>S=y(x)=ke?*. Ory(0) =19 ke’=1=>k=1
D’ou y(x) = e?*.
2) Soit f une fonction dérivable sur R, telle que f(0) = In2 et soit g la fonction définie par la
relation : f(x) = e?* x g(x).
a- Calculons g(0)

0 n2
fG) = e x g @ g(x) =2 = g(0) =[P = 2= 2

b- Calculons g'(x) en fonction de f '(x) et de f(x).

£ £ Oxe?* —2ePxf(x) _ f (0)-2f(x)
g(x) — ez’; = g’(x) — x)Xe e4xe X — xezx X

, . . . —2¢ 2%
¢- Démontrons que f est solution de (E,) si et seulement si g'(x) = 1:?

’ _ 2
E):y -2y= =

. . . 2
f est solution de (E,) si et seulement si f' - 2f = — T

Or f(x) =e*g(x) et f'(x) =2 g(x) + e**g'(x) = e**[ g'(x) + 29(x)]

2

r_ _ 2 2 ’ _ 2 _
fl-2f= = @ e g +29(0)] - 27 g() = — =% ©
2x ! 2x _ 2x — 2 2 / - _
e g'(x) + 2e*g(x) — 2e“*g(x) = — 5 @e¥y (x) = —
W)= — b = g -
gx)= a+ e—Zx)QZx 9 (X) 14 e—2x "
—2e72%*

D’otl f est solution de (E,) si et seulement si g'(x) = ——=;

d- En déduisons l'expression de g(x), puis celle de f(x) de telle sorte que f soit solution de

(E).
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—2e™2x ' _ —2e2x

D’aprés le question précédente, g'(x) = : e
gx)=In(1 + e ) +k.Org(0) = In2

Sl +eD+hk=m2em2+k=m2=>k=0.Doug(x)=Imn1 + e )

- Soit a et b deux nombres réels et n un entier naturel différent de 1.
On considére ’équation différentielle (E) : y' = ay + by"
1)Onposesur R: Z =y =" (avecy >0).
Déterminons une équation différentielle satisfaite par Z et la Résous.
La fonction Z est dérivable sur R (car y I'est) et :
Z'=1-n)yy~" .Ory =ay+by"
=7 =1 -n)(ay +by"y " =1 -n)ay +by")y " = (1 —n)(ay' ™ +by")
=1 -n)(ay'™+b).Or Z=y'" "
=7 =1-n@+b)eZ =al-nZ+b(l—-n)
-~ 7' = ke(-n)ax _S

2) En déduisons les solutions, strictement positives, de (E) sur R.

1
Puisque I’on a posé¢ = y1 =™, alors y = Zn—1

1
D’Ofle € R’ y(x) - [ke(l—n)ax _2]71—1

a

Lorsque n = 0, on récupére 1’équation différentielle y' = ay + b avec ses solutions

y(x) = ke™ — g . Cette équation est appelée : équation de Bernoulli.

Equations différentielles dans les cas pratiques.
- Un tronc de baobab y grossi avec une vitesse proportionnelle a lui-méme.
On sait de plus que ce tronc double de volume tous les 10 ans.

Déterminons le temps nécessaire pour tripler de volume.
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Par hypothése, ona:y —ay = 0 ou a est le coefficient de proportionnalité.
Notons t le temps (en années).
D’autre part, 1’équation différentielle ¥y — ay = 0 a pour solution : y(t) = ke®. (k € R*)
Puisque le tronc de baobab double de volume tous les 10 ans, alors on a :
y(t +10) = 2y(t) © ke®t+10) = 2kt & a(t+10) = ppat ¢, plat+10a) — poat
n2

& et x ella =2 & 100 = 2= 10g = [n2 =>qa = T

in2
D’ou y(t) = ke10" avec (k € R*)
Cherchons maintenant le temps T nécessaire pour tripler de volume.

y(t + T) — 3y(t) o kea(t+T) — 3keat o ea(t+T) — 3eat¢> e(at+aT) — 3eat

In3 n2
& e x e = 3% & e =3 =>qT = In3 =>T=—.0ra="7
. _ In3 _ 10m3 \ -2 \
=T = W T, 15,85 a 107~ preés.

10

11 faut donc attendre 15 ans, 10 mois et 6 jours (aux jours preés) pour que le volume du tronc de
baobab puisse tripler de volume.

- Lors du tremblement de terre qui a secoué la centrale nucléaire de FUKUSHIMA au Japon, la
teneur du nombre d’atome de radium N (t) échappé a I’instant t est donné par la relation :
N'(t) = aN(t) et N(0) = N, ou (t est exprimé en années).

De plus sa teneur en toxine triple chaque deux ans.

1) Déterminons I’expression de N(t) en fonction de Ny et t.
N'(t) = aN(t) ® N'(t)—aN(@)=0

Cette équation différentielle est donc sous la forme :

y —ay = 0 qui a pour solution : y(t) = ke®. (k € R*)
Donc N’(t) —aN(t) = 0 => N(t) = Nye™. (N, € R*)

2) Déterminons le temps au bout du quel la teneur du nombre d’atome de radium aura
quadruplé.

Puisque la teneur en toxine triple chaque deux ans, alorson a :
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N(t + 2) — 3N(t) o Noea(t+2) — 3Noeat o ea(t+2) — 3eat¢> e(at +2a) — 3eat

n3
& e x @20 = 3% & g2 =3 =>2q = [n3 :>a=n7

in3
D’ou N(t) = Npe 'z * avec (N, € R*)
Cherchons maintenant le temps T nécessaire pour quadrupler de teneur.

N(f + T) — 4N(t) o Noea(t+T) — 4Noeat & pat+T) — geoat & plat+aT) — yoat

In4 In3
& e x e = 4e% & e = 4=>qT = In4 :>T=nT.Ora=n7

B

_ 2ln4

in
=T = n3 n3

e |

Il faut donc attendre a peu prés 3 ans, pour que la teneur du nombre d’atome de radium soit
quadruplée.

- Dans une culture de microbes, le nombre de microbes a I’instant t, exprimé en heures, peut étre

considéré comme une fonction numérique N a variable réelle t. La vitesse de prolifération a
I’instant ¢ du nombre de microbes est la dérivée N’ de cette fonction. On a constaté que :

N'(t) = —kN(t) ou k est un coefficient réel strictement positif. On désigne par N, le nombre
de microbes a I’instant t = 0

1°/ Déterminons N(t) en fonction de Ny , k et t.

N'(t) = —kN(t)=>N(t) = Ce ¥,

D’autre part, N(0) = Ce® = C = N,.

D’ou N(t) = Nye k¢,

2°/ Déterminons le nombre de microbes au bout de 1 heures si Ny = 1000 et k = 1.
N(1) =1000e~! ~ 368

Alors le nombre de microbes au bout de 1 heures est de 368 individus.

3°/ Soit T la période de reproduction du nombre de microbes, c'est-a-dire le temps au bout

duquel le nombre d’atome a été divisé par 2. Montrons que e’ = 2,

Si, aprés un temps T, le nombre de microbes a été divisé par 2, on peut écrire N(t) = 70

<::>L=% & ekl =2,

- N _
Onadonc: N(t) = Nye T =70 & kT = —

N | =
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4°/ Déterminons la période de reproduction T sachant que k = 6,66 » 107,

ekl =2 & kT = In2 :>T=I"TZ

Sik = 6,66 10_5, on obtient T =~ 10407,6 heures.

- Une substance se dissout dans I’eau avec une vitesse de dissolution proportionnelle a la
quantité non dissoute.

A I’instant t = 0 (en minutes), on place 20 grammes de cette substance dans une grande
quantité d’eau. Sachant que les 10 premiers grammes se dissolvent en 5 minutes.

1) Formons 1’équation différentielle expliquant cette situation en fonction de f'(t) et de f(¢t).

Comme la vitesse de dissolution est proportionnelle a la quantité non encore dissoute, on a,
pourtoutt € Ry: f'(t) = a(20 — f(t)).

Les solutions sont de la forme, pour tout t € Ry: f(t) = ke ™ + 20.
2) En déduisons une expression de la quantité dissoute f(t), en grammes, en fonction de t.
A T’instant initial, il n’ya pas encore de la quantité dissoute donc :
f)=0
=(C+20=0
=(C=-20

Comme les dix premiers grammes se dissolvent en cinq minutes, on a :

f(5) =10

=>—20e7°% +20 =10

1
=> 50 =
2
In2 \ -2 \
=q = - & 0,14 4107“ pres.

n2 t
On a donc, pour t € R,: f(t) = 20 (1 - e‘Tf) =20(1-275)

- Le taux d’alcoolisme f(t) (en gL™! ) d’une personne ayant absorbé, en jeun, une certaine

quantité d’alcool vérifie, sur R, I’équation différentielle (E) : y' -2y = ae™".

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 8. Equations différentielles. Page 565



Equations différentielles

Ou t est le temps écoulé apres 1’ingestion (exprimé en heures), et a une constante qui dépend
des conditions expérimentales.

1) On pose pour toutt € R, : g(t) = f(t)e’.

Démontrons que g est une fonction affine.

La fonction g est dérivable sur R, car les fonctions f et exponentielles le sont.
Alors g'(6) = f'(©)e* + f(D)e' = (f () + f(D))e’

Puisque f est solution de (E) sur R, : g'(t) = a. D’ou g(t) = at + b.
Conclusion : La fonction g est bien affine sur R, .

2) Exprimons f(t) en fonction de t et de a.

On sait que : g(t) = f(t)et => f(t) = % =gt)e™

Or a I’instant t = 0, I’alcool n’est pas encore dans le sang, donc f(0) = 0
=>hpet=0=>b=0

D’ou f(t) = ate™.

3) Dans cette question, on pose que a = 5.

a-Etudions les variations de f et tracer sa courbe.

f(t) = ate™t. Puis que a = 5. Alors f(t) = 5te™t et f'(t) =5e (1 —1t)
5e~t > 0 .Alors le signe de f'(t) dépend du signe de 1 — t.
Posons1—t=0=>t=1

D’ou le tableau de variation de f(t) est le suivant :

0 1 400

x
f'e) + -

-1

D’aprés le tableau :

V x € [0;1]; f estcroissante et Vx € [1; +oo[; f est décroissante.
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G

b-Déterminons graphiquement le taux d’alcoolémie maximal et le temps au bout du quel il est
atteint.

Graphiquement le taux d’alcoolémie maximal est donné par : 5e™! ~ 1,83 gL™! et cette valeur
est atteinte a I’instant t = 1 min

c-Donnons une valeur du délai T (& I’heure prés par excés ) au bout duquel le taux
d’alcoolémie de cette personne est inférieur a 0,5 en gL~ .

La valeur du délai T au bout duquel le taux d’alcoolémie de cette personne est inférieur a 0,5
en gLt est obtenue en résolvant I’inéquation : f(t) < 0,5.

Résous algébrique I’inéquation :f(t) < 0,5 est pratiquement impossible, alors utilisons le
théoréme de la bijection sur I’intervalle [1 ; +ool.

Pour tout t € [1 ; +oo[; f est définie, continue et strictement décroissante, donc réalise une
bijection de [1 ; +oo[ vers [0;5e71].

Alors il existe une unique solution a sur [1 ; 4oo].
Déterminons ainsi un encadrement de « en utilisant le graphique.

Tragons maintenant la droite y = 0,5 qui coupe la courbe dans I’intervalle [3 ; 4]
(Voir figure)

Doua €[3;4] ®3< a<4.

Il faut donc 4 heures ( a I’heure prés par exces) pour pouvoir, par exemple, reprendre le volant.
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- Un bloc de métallique est déposé dans un four dont la température constante est de 1000°C.
La température 6 est une fonction du temps t (en heures) qui vérifie I’équation différentielle
(E): 0'(t) = k[1000 — 8(t)] ; k € R,

1) Onpose y(t) = 6(t) — 1000.
Ecrivons une équation différentielle (F) satisfaite par y.
Onay(t) = 6(t) — 1000 =>y'(t) = 6'(t). Or6'(t) = k[1000 — 6(t)]
= y'(t) = k[1000 — 8(t)] = 1000k — k6(t). Or 8(t) = y(t) + 1000
Donc y'(t) = 1000k — k[y(t) + 1000]
=>y'(t) = 1000k — ky(t) — 1000k = —ky(t) & y'(t) + ky(t) =0
D’ou (F):y'(t) + ky(t) =0

2) Résolvons (F):y'(t) + ky(t) =0
(F):y'(©) +ky(t) =0
Ainsi la solution générale de (F) est: t = y(t) = Ae ™t ; avec k € R.
D’ou y(t) = Ae ™ avec k € R.

Résolvons (E): 8'(t) = k[1000 — 6(¢t)]

On sait que y(t) = 6(t) — 1000 => 6(t) = y(t) + 1000 < 6(t) = Ae™* + 1000
Ainsi la solution générale de (E) est: t = 0(t) = Ae ™ +1000; avec k € R.
D’ou O(t) = Ae ™ +1000; avec k € R.

3) En déduisons I’expression de 6(t) en fonction de t uniquement.
e Le bloc, initialement a 40°C est déposé dans le four au temps t, = 0.

=> 6(0) =40 < Ae® +1000 =40 < A +1000 =40 => A = —960
Donc 0(t) = —960e 7% + 1000
e Satempérature est de 160°C au bout d’une heure.

=> 0(1) = 160 < —960e* + 1000 = 160 & —960 e * = —840
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“k _ —840 T e (T
®ek ==L @ek =1 @k =mn(])

D’ou I’expression de 6(t) en fonction de t uniquement est :

7 A

0(t) = —960 ™) +1000 ou 6(t) = —960 ¢ () + 1000
4) a- Calculons la température du bloc au temps t = 3 heures.

3in (Z

0(3) =960 e 5) + 1000 = —960 x 0,7 + 1000 = 328°C

D’ou la température du bloc au bout de 3 heures est 328°C .

b- Déterminons le temps T a partir duquel la température du bloc dépassera 500°C.

7

7
Ona:6(t) =500 & —960 ™) +1000 =500 @ f(E) <50

— 960

o in () = 1n () = ¢ 25

D’ou la température du bloc dépassera 500°C au bout de 5 heures.

car In (g) <0 =>t=5.DouT = 5 heures.

A I’instant t = 0, un corps a la température 8, = 60°C est placé dans 1’air ambiant a la
température 6; = 20°C. Au bout de 10 minutes, la température du corps est 50°C.

Sa température a la date t exprimée en minutes est solution de 1’équation différentielle :

de (t)
dt

= —k[6(t) — 6,] ot k est une constante réelle. On pose y(t) = 0(t) — 6;.

1) a- Déterminons 1’équation différentielle vérifiée par y

On sait que : y'(£) = 0/(t) = 202 = —k[6(t) - 03] = —kO(t) + Kb .

Ory(t) =0(t) —6,=> 6(t) =y(t) + 6,

Donc y'(t) = —k6(t) + k6; © y'(t) = —k[y(t) + 6,] + k6, = —ky(t) — kO; + kO,
=>y'(t) = —ky(t) ® y'(©) + ky(©) =0

D’ou I’équation différentielle vérifiée par y est: y'(t) + ky(t) =0

b- Déterminons y.

La solution générale de y est : y: t = y(t) = Ae ™t avec k € R.
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¢- En déduisons 6(t) en fonction de k.

On sait que y(t) = 6(t) — 6, & 6(t) = y(t) + ;. Or y(t) = Ae ™

=>0(t) = Ae ™ + 0,. Or 6, = 20°C

=>4(t) = Ae " + 20.

D’ou I’expression 8 (t) en fonction de k est : 8(t) = Ae *t + 20.

d- Déterminons la constante k puis en déduisons I’expression définitive de 6(t).

e Alinstantt = Omin,ona: 6y = 60°C
=> 0(0) =60 < A4e’ +20=60 & A +20=60 => A =40

Donc 0(t) = 40e~ + 20

e Alinstantt = 10 min,ona: 8 = 50°C

=> 0(10) = 50 ¢ 40e~19% +20 = 50 < 40e~1% =30 <> ¢~10k = %

3
& -10k — 2
€ 7

& —10k = In (?T) — —k =5ln (37)

1,3
D’ou I’expression de 8(t) en fonction de t est : 8(t) = 40et ()t +20

2) a- Déterminons I’instant au bout du quel la température du corps diminuera de moitié

1,3

La température du corps diminuera de moitié si 6(t) = 30 & A}OeEln(T)t +20=30
T3y 1 1 3 1 1 3

@elt"\4) =—@ —In|l—|t=In|—) ®—=In|—)t=—-In4

4 10 4 4 10 4

10In4

T3,

In(-3)

D’ou la température du corps diminuera de moitié au bout de 48 minutes.

St= =~ 48 min.

b- Déterminons la température du corps au bout d’une heure

La température du corps au bout d’une heure c’est-a-dire au bout de 60 minutes est :
1,/3

0(60) = 40e1" ()X 1 20 ~ 27

D’ou au bout d’une heure, la température serait de 27°C.
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Probabilité

OBJECTIFS :

Ce théme vise a :

* consolider les acquis sur le dénombrement.

* Calcule la probabilité d’un événement ;

* Calcule les probabilités d’événement indépendants.

Commentaires

Consolider les connaissances acquises en premiére sur le dénombrement des ensembles finis a
I’occasion d’exercices de probabilité.

Les notions d’expérience aléatoire et de probabilité d’un événement sont totalement nouvelles
pour les éléves. On fera le lien entre les fréquences en statistique et la probabilité de
I’événement correspondant.

Toute situation de non équiprobabilité est hors programme (par exemple, une situation telle que
"des dés pipés" ne sera pas étudiée).

La notion de variable aléatoire permet de synthétiser dans des graphiques et des tableaux les
résultats d’une expérience aléatoire.

La loi binomiale est une notion importante qui doit étre maitrisée par les éléves.

Volume horaire ; 14 heures

1. PROBABILITES

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Vocabulaire. * Dénombre, dans le cas d’une expérience
conduisant & un nombre fini
* Définition d’une probabilité dans le cas d’une d’éventualités :
équiprobabilité. - Les cas possibles d’une
expérience ;
* Propriété. - Les cas favorables d’un
événement
» Evénements indépendants * Calcule la probabilité d’un événement.
T » Démontre que deux événements sont
- Définition ; .
o indépendants.
- Propriétés.

Remarques et suggestions

On introduira le vocabulaire des probabilités au travers de situations concréetes. Les probabilités
conditionnelles sont hors programme, ce qui n’empéche pas de définir la notion d’événements
indépendants.

On apprendra a reconnaitre I’univers et les événements élémentaires d’une expérience
aléatoire.
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Le choix de I’'univers est fondamental et ne modifie pas certains cas les résultats des calculs de

probabilité.

L’utilisation des outils de I’analyse combinatoire (arrangements, combinaisons) se fera sans
recherche de difficultés techniques.

On se placera dans des situations ayant du sens ; en particulier on présentera des applications
des probabilités en biologie et en économie.

2. VARIABLES ALEATOIRES

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Définition

* Loi de probabilité.

* Fonction de répartition.

* Espérance mathématique.
*Variance ; écart type

« Une variable aléatoire étant donnée :

- Détermine sa loi de probabilité et
sa fonction de répartition ;

- Construire sa fonction de
répartition ;

- Calcule son espérance
mathématique ;

- Calcule sa variance et son écart
type.

Remarques et suggestions

On fera remarquer aux éléves qu’une "variable aléatoire" est en réalité une fonction. La mise
en place des notions d’espérance mathématique et de variance se fera sur des exemples. Les
formules générales seront données par comparaison avec leur équivalent en statistique. Par
exemple on remarquera le lien entre moyenne et espérance mathématique. Pour les calculs, on

privilégiera I’usage de tableaux.

3. LOI BINOMIALE

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Probabilité d’obtenir k succes dans une suite de n * Calcule la probabilité d’obtenir k
épreuves Bernoulli succes dans une suite de n épreuves de
* E(X) =np. Bernoulli.
* V(X) =np(1— p). (0 k <n).

Remarques et suggestions

On habituera les éléves a reconnaitre une situation ou la loi binomiale doit étre appliquée
On habituera les éléves a reconnaitre une situation ou la loi binominale doit étre appliquée
(épreuves répétées identiques indépendantes).
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I- Dénombrement :

1) Vocabulaire de la théorie des ensembles :
Soit E un ensemble et soient A et B deux sous-ensembles de E.
- Expérience aléatoire : expérience dont le résultat dépend du hasard.

- Eventualité : résultat possible d’une expérience aléatoire.

- Univers ou CardE = n: ensemble de toutes les éventualités d’une expérience aléatoire.

- Evénement : sous-ensemble de 1'univers.

- Evénement élémentaire : événement réduit a un seul élément.

- Union de deux ensembles: Soient A et B deux ensembles finis. On appelle Union de A et
B, I'ensemble des éléments de A ou B. On note : AUB ={x/x € A ou x € B}

- Intersection de deux ensembles : L'intersection de deux ensembles A et B regroupent les
éléments communs a A et B. On note : ANB ={x/x € A et x B}.

- Différence A moins B : On appelle différence A moins B, ’ensemble noté A—B tel que :
A-B={x€E; xeAetx ¢ B}.

- Différence symétrique de A et B : On appelle différence symétrique de A et B,
I’ensemble noté AAB tel que : AAB=(A—B)U (B —A)

- Produit cartésien de A par B : On appelle produit cartésien de A par B I'ensemble des
couples (x; y) tel que : x appartient a A et y appartient a B. On note :
AxB={(x;y)/x€AetyE€ B}.

- Evénement contraire de A ou complémentaire de A dans E : On appelle événement
contraire de A, l'ensemble de toutes les issues de E n'appartenant pas a A. On la note : 4
telque : A=Cp(A)={x/x €EEetx¢ A} ={x/x€Eetxe€A}.

Illustration

«— E —E

AUB ANB

A B A B
¢— E

E AAB

c#
A B
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2) Propriétés sur les ensembles finis

Soient A ; B et C trois ensembles finis. On admet les propriétés suivantes :

- Propriétés relatives a U

P:AUD=0UA=A (@ estneutrepour V)

P,: AU A=A (tout element de [ ensemble E est idempotent pour U)
P;:AUVE=E (L'ensemble E est absorbant pour U)

P,: AUB=BUA (U est commutative)

P;:(AUB)UC=AU (BUC) (U estassociative)

Ps:AUB=B > AcB

- Propriétés relatives a N

P:ANd=0NnA=A (Qestabsorbantpour n)

=

: AN A=A (tout element de l ensemble E est idempotent pour n)

: AN E=A (E est neutre pour N)

=

g

:AnB=BnNA(Nn est commutative)

:(ANnB)NC=An(BnC)(Nn estassociative)

|~
I

g

:ANB=A < AcCB

- Propriétés relatives 3a A—B ; Cr(4) et AAB

Pi:A-B®AcCB

P,:A—-B=ANnCg(B)=A—-(ANB)

P; : AAB= BAA (A est commutative)

P,: AAD = A (0 est neutre pour pour A)

Ps: AAA =@ (toutelement de I ensemble E est son symétrique pour A)
Ps: AAB= (AUB) — (AN B)

P;: Cx(AUB) = Cg(A) N Cg(B) et Cx(AN B) = Cg(A) U Cx(B) (lois de Morgan)
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- Propriétés relatives 2 A x B

Soient A ; B et C trois ensembles

P,:Ax B+ B x A (leproduit cartésien n'est pas commutatif)
P,:AXB=0 <& A=0 ou B=0

P;:AXB=BXA & A=0ouB=¢ ouAd=B
Pi:(AxB)uAxC)=Ax(BUCl)
Ps:(AXB)U(CxB)=(AUuC)xXB

Ps: (AXB)N(CxD)=(ANC)x(BND)

- Propriétés relatives a U et n

P:AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributivitéde N par rapporta V)

|~
(I3

tAUBNC)=(AUB)N(AUC) (distributivitéde U par rapporta n)

:tAN(AUuB)=AU(ANnB) =A (égalités modulaires)

=

=

:(AUB)=(ANB) et (AUB)=(AnB)= (AnB)

]
I

:(ANB)=(AUB) et (AnB)=(AUB)=(AUB)

- Propriétés relatives a cardE

I~

:Cardp =0

: Card (AUB) = Card A + Card B — Card (ANB) si ANB #

1=

: Card (AUB)=Card A + Card B si ANB=0

=

=

: Card (ANB) = Card A + Card B — Card (AUB)

|~
I

: Card (AXB) = Card AxCard B

g

: CardCs =Card E — Card A

|~

i AUA=Q et ANA=0
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3) Permutation—Arrangement - combination — P-liste

a) Permutation :

e  Définition :
On appelle permutation d’un ensemble fini F de cardinal n, toute bijection de [1 ; n] dansF.
Le nombre de permutation d'un ensemble fini de cardinal n est noté : n! et on lit Factorielle n
telque : n! = n(n—1)(n-—2)..x2x1

e Propriétés: P;: 0! = 1; P,:11 =1 ; P3:2! =2

b) Arrangement :

e Définition:
Soit E un ensemble a n éléments, et P un ensemble finitel que : (n = P).
On appelle arrangement de P ¢éléments de E, toute injection de Pdans E.
Onlenote: AP et onlit: K A,n,P >».

P — - _ _ p__ 1!
A, =n(n—-1)(n—-2)..(n—p+1) ou A4; T
e  Propriétés:
P:AY =1 ; Py:Ay=n ; Py:Ap=n! ; P,:AF!=n!

¢) Combinaison :

e  Définition :
Soit E un ensemble a n ¢léments, et P un ensemble fini tel que : (n = P). On appelle
combinaison de P éléments de E, tout sous ensemble de E ayant P éléments.
Onlenote: €Y et onlit: K C,n,P ».
~ n(n-1)(n-2)..(n—p+1) AP n!

p! :pKn—pM

ck uck =

e Propriétés :
PiiCp=1 5 PCp=n ;5 PuCr=1 ;5 PaCil=n

N.B : Pour Calcule le CF, on utilise le triangle de Pascal qui est le suivant :

0 1 2 3 4 5 6

n
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
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d) Nombre d'application d'un ensemble fini dans un autre ensemble fini ( P- liste)

e Définition :
Soit E et F deux ensembles finis. On appelle nombre application de 'ensemble E dans F, toute
relation qui permet d'associer a tout élément de E, un élément unique de F. Le nombre
d'application distinct d'un ensemble fini de cardinal p dans un ensemble fini de Cardinal n est

noté : A2 tel que : AL = n?

o  Propriétés:
P:A%=n=1 ; P,:Al=nl=n

4) Les différents types de tirages

a. Tirages successif et sans remise :

Si I’énoncé contient les mots successif et sans remise, cela signifie que I’ordre dans lequel on
consideére les éléments a de I’importance mais que tous les éléments considérés sont distincts
(ou qu’il n’y a pas de répétition d’éléments).

Ainsi le modéle mathématique utilisé est : ’arrangement : A2

b. Tirages successif et avec remise :
Si I’énoncé contient les mots successif et avec remise, cela signifie que I’ordre dans lequel on
consideére les éléments a de I’importance et qu’un élément peut éventuellement étre répété.

Ainsi le modele mathématique utilisé est : 1a P-liste: AZ

c. Tirage simultané :
Si I’énoncé contient le mot simultanément, cela signifie que 1’ordre dans lequel on considére
les éléments n’a pas d’importance.
Ainsi le modéle mathématique utilisé est : la combinaison : C?

d. Tirage successif :

Si I’énoncé contient le mot successif, il faut en tenir compte de tous les ordres dans lesquels on
peut obtenir un événement donné.

On doit souvent multiplier par le nombre d’ordres possibles le résultat trouvé pour un ordre
déterminé.

Attention : les affirmations ci-dessus ne sont que des indications, elles admettent donc des
exceptions.

NB : En probabilité :
- Le nombre total d’élément qui constitue I’univers est noté : n.
- Le nombre de tirage parmi ces n éléments est noté : p.
- La conjonction de coordination <« et > se traduit par la multiplication <<X>>.
- La conjonction de coordination << ou > se traduit par ’addition < +>>.
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1I- Probabilité simple :

1) Définition :
Dans une épreuve ou tous les événements élémentaires d’un univers Q sont équiprobables, la
probabilité d’un événement A est le nombre réel défini par le rapport entre le Nombre de Cas
Favorable a I'événement A et le Nombre de Cas Possible. On note P, ou P(A).

_Card(A) Nombre de Cas Favorables i la réalisation de A

P(A)

_Card(Q)_Nombre Total de Cas Possibles 3 la réealisation de A

2) Propriétés :
Soit Q I'univers ou événement certain. Soient A et B deux événements élémentaires de Q.
On a les propriétés suivantes :

e PH)=1

e P(P)=0

e SiANB #@alors P(AUB)

e SiANB =¢@alors P(AUB)

e P +P(A)=1

P(A) + P(B)- P(ANB)
P(A) + P(B)

3) Equiprobabilité:
On parle d'équiprobabilité si la probabilité de réalisation de chaque événement €¢lémentaire est
le méme.
Exemple : Le lancer du dé est un événement équiprobable car la probabilité d'apparition de

1
chaque face est P

III- Probabilités conditionnelles et Indépendance

1) Définition :

Soient A et B deux événements de probabilité non nulles telsque A N B = 0.

La probabilité de réalisation de A quand B est réalisé s’appelle probabilité conditionnelle de A
par rapport a B ou probabilité de A sachant B. P(A/B) = Pg(A) = %

2) Indépendance :

Deux évenements A et B sont indépendants si la réalisation de 1’un ne modifie pas la
réalisation de I’autre.
On a alors :

- P(ANnB)=P(A)XP(B).

- P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(A nB).
- PA=1-PA)

- PA)=P(AnB)+ P(ANB)

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 9. Probabilité. Page 574



Probabilité

3) Construction d’un arbre pondéré:

Méthode :
Pour construire un arbre pondéré, on applique les régles suivantes :

- Les événements qui se trouvent aux extrémités des branches primaires forment une
partition de ’univers Q.

- Le poids d’une branche primaire est la probabilité de I’événement qui se trouve a son
extrémité.

- Lasomme des poids des branches primaires vaut 1.

- Le poids d’une branche secondaire est la probabilité conditionnelle de I’événement qui se
trouve a son extrémité sachant que le trajet menant a son origine a été réaliseé.

- Lasomme des poids des branches secondaire issues d’un méme nceud vaut 1.
- Le poids ou la probabilité¢ d’un trajet est le produit des branches le constituant.

- La probabilité d’un événement associé a plusieurs trajets complets est la somme des
probabilités de ces trajets.

Branche
Secondaire B
Y

A

Trajet

S

MM

Branche

Primaire \

Racine B

—
o]
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IV- Loi de probabilité

1) Variable aléatoire :
On appelle variable aléatoire réelle, toute application x de ) dans R, I'ensemble des valeurs
prises par x, noté x( Q) et s'appelle 'univers image de Q2 par x.

2) Loi de probabilité d'une variable aléatoire X
On appelle loi de probabilité d'une variable aléatoire X, la fonction: P : x> P(X=x) quia
toute valeur image on associe la probabilité Pi = P(X = x;).

N.B : Une loi de probabilité se présente sous forme d'un tableau de valeurs

Xi X1 X7 X3 ] e, Xn

pi(X=x; ) 4 P2 D3 | e Pn

Remargque : La somme de toutes les lois de probabilités est toujours égale a 1 ¢’est-a-dire :
p,+ p2+p3+ ............. +pn =

3) Valeurs caractéristiques d'une variable aléatoire :

a) Espérance mathématique E(X) ou X

On appelle espérance mathématique X, le nombre noté : X =k (X) tel que :
X =31 xP =x1Pi + Py +x3P3 + ..., P,

NB : C’est la moyenne pondérée des valeurs images x; pondérées par les probabilités P; Car :
P1+ Pz +P3 + Pn=1

Propriétés :

Pi:E(x-E(x) =0 ; Pi:E(x + k) = E(x) + k
P,:Ek)=k Py E(kx) = k E(x).

b) Variance :
On appelle variance d’une variable aléatoire X, le nombre réel noté V(X) telle que :

V(X) =YY", x?P, — [E]? = x?P, + x2P, + x3P; + .....x2P, — [E]?
Propriétés :
P:V(k)=0; P:VX+k)=V(x); P3:V(kx)=k’V(x)

¢) Ecart—type:
On appelle écart-type, la racine carré de la variance. On lanote 8 tel que : 8 =V .

Propriété:
0 (kx)=ko (x)
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4) Partie associée 4 une valeur image :

Etant donnée une valeur image x; ; on désigne par " X = x;", I'événement constitué par
l'ensemble des éventualités e; de Q ayant pour image x; par X. On note "X (e )= x;"
ou"X = x;".

N.B : L'ensemble des événements " X = x;",constitue une partition de ) et forme un systéme
complet d'événements.

On définit également les notations : X>a ; X>aj; .......... qui désigne 1'ensemble des
éventualités de QQ dont I'image est strictement supérieure a a, supérieure ou égale a a,......

5) Fonction de répartition d'une variable aléatoire X

On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire x, la fonction F définie sur R par :
F:x = pX<x)

N.B:
Six; <x < X4, alors F(x) =P + Pp+........ +P;

En particulier : F(x) = 0 pour x <x; et F(x)=1 pour x > x,

La fonction F est une fonction en escalier, croissante de 0 a 1

51

3L

-6t
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6) Epreuve de Bernoulli — Loi Binomiale

a- Epreuve de Bernoulli

On appelle épreuve de Bernoulli, toute épreuve ne conduisant qu’a deux éventualités : L une
de ces deux éventualités est appelée succés avec pour probabilité p et I’autre échec avec pour
probabilit¢ q = 1 - p.

b- Loi binomiale :

Soit une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
Soit p la probabilité du succés et ¢ = 1 - p celle de 1’échec.

Soit X la variable aléatoire désignant le nombre de succes.

La probabilité d’avoir exactement k succeés est : p (x = k) = Ckpkq™*

Exercices

Vocabulaire de la théorie des ensembles
.SoientA et B deux ensembles finistelsque : A={1; a; c} et B={b; 1; ¢ ; 2}

1) Détermine : ANB ; AUB; AxB.
2) Détermine : Card(A) ; Card(B); Card(ANB) ; Card(AUB) ; Card(AxB).

. Soit E un ensemble non vide et A ; B ; C ; D des parties non vides de E.
1) Montreque A-B=ANB,ouB =C§.
2) Enutilisant la question 1), Montre que :
a- (AUB)—-C=(A-C)u(B—-0).
b- A-(BUC)=(A—-B)—-C.
c- A—(B—-C)=A-B)U(AnC).
d- An(B-C)=(ANB)—(ANC).
e- A—-B)n(C—-D)=AnC)—(BUD)

Dénombrements.
.I)Calcule:
81 121 (n+ 1! nxn ! (2n+ 1)!
=51 N - =— - . D= “E = - F=
A 5'+3(4') > B 3! C 10!3!’D (n=1)!" (n-1)1" (2n)!
5 5 A8 CS
6 9

2) Résous dans N les équations suivantes :

a)A2=n(2n +5) ; b) C?=5n ; c) A2=C3 ; d) C}=45 ;e)n’*+3C*=1
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. Dans une classe de 40 éléves, 25 aiment la mathématique ; 30 aiment le francais et 17 aiment
la mathématique et le frangais.
1) Calcule le nombre d'éléve qui aiment :
a- Uniquement le francais.
b- Uniquement la mathématique.
c- La mathématique ou le frangais.
2) En déduis le nombre d’¢éléves qui n’aiment aucune des deux matiéres

Trouve le nombre d’anagrammes des mots suivants : MALI ; CHERE ; RECHERCHER.
(On rappelle qu’une anagramme d’un mot est un mot qui contient les mémes lettres
éventuellement répétées le méme nombre de fois).

. Un sac contient 25 boules dont 9 rouges, 6 vertes et 10 jaunes. On tire 5 boules du sac.
I// Dénombre les cas possible a cette épreuve si :
1) Le tirage est simultané.
2) Le tirage est successif et sans remise.
3) Le tirage est successif et avec remise.

II// Dénombre les cas favorables a cette épreuve si :
1) Le tirage est simultané et le résultat contient exactement 3 boules rouges.
2) Le tirage est successif et sans remise et le résultat contient 2 boules vertes et 2 jaunes.
3) Le tirage est successif et avec remise et le résultat contient 1 boule jaune ou 3 vertes.
4) Le tirage est simultané et le résultat contient 2 boules rouges, 2 vertes et 1 jaune.
5) Le tirage est simultané et le résultat contient au moins 4 boules rouges.
6) Le tirage est successif et sans remise et le résultat contient au plus 3 boules jaunes.
7) Le tirage est successif et avec remise et le résultat est unicolore.

Probabilités simples — Probabilités conditionnelles.

Soit une expérience E et P la probabilit¢ modélisant E.

1 1 1
Soient A et B deux événements tels que : P(4) = 3 P(B) = 1 et PLANB)= -
Calcule : P(AUB) ; P(AUB);P(AUB) et P(AU B)

Peut-on Trouve une probabilité P sur I'univers Q={1 ; 2 ; 3} telle que :
1

P({1 ;2}):% : P({1;3) =7 et P({2 ;3}):%?

Dans une classe de terminale 88% des éléves ont déclarés aimer les mathématiques ; 20% ont
déclarés aimer la chimie et 15% ont déclarés aimer les mathématiques et la chimie. On choisit
un éléve au hasard.

1) Quelle est la probabilité que cet éléve aime les mathématiques et pas la chimie ?

2) Quelle est la probabilité que cet éléve aime la chimie et pas les mathématiques ?

3) Quelle est la probabilité que cet éléve n’aime ni les mathématiques ni la chimie ?

Dans un village, on choisit une personne au hasard (tous les choix sont équiprobables).
On désigne par :
- H I’événement : < Cette personne est un homme>>.
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- B I’événement : < Cette personne a les yeux bleus>.
- M I’événement : < Cette personne a les yeux marrons >>.

-V I’événement : < Cette personne a les yeux verts>>.
1) Exprime par une phrase chacun des événements suivants :

HNB; HNM;HNnV; HNnB ; HNnM ; HnV ; HnB.
2) Ondonne : P(H) =5 ; P(B) =3 ; P(M) =2 ; P(V) =3
Calcule: P(HNB) ; P(HNM) ; P(HNV) ; P(HNB) ; P(HNM) ; P(HNB)

- Deux tireurs A et B font feu simultanément sur une cible.
s . ., 4 . 3
La probabilité que A touche la cible est estimé a 5 > et pour celui de B est de 7

Calcule la probabilité des événements suivants :
1) Les deux tireurs touchent tous deux la cible.
2) Les deux tireurs manquent la cible.

3) La cible est atteinte par le tireur A seulement.
4) La cible est atteinte par un tireur seulement.
5) La cible est atteint.

6) La cible soit manquée

1 2
- Une population animale comporte 3 de males et 3 de femelles. L’albinisme frappe 6% de

males et 0,36% de femelles.
Quelle est la probabilité pour qu'un individu pris au hasard (dont on ignore le sexe) soit
albinos ?

- Dans un village, 1 habitant sur 100 est atteint d’une maladie génétique A.
On fait un test de dépistage puis on note par (T) si le teste est positif et par (T) si le teste est
négatif. On donne P(T/A) =08 et P(T/A)=0,9
On soumet un patient au test, celui-ci est positif.
Quelle est la probabilité que ce patient soit atteint par la maladie A ?

Dans une population, 30% de personnes sont atteintes d’une affection des voies respiratoires
supérieures. Il ya 60% de fumeurs parmi les malades et 10% de fumeurs parmi les personnes
non atteintes par cette affection. Calcule la probabilité qu’un fumeur soit atteint de 1’affection.

- On lance un dé deux fois.

1) Calcule la probabilité que le total des points présentés par la face supérieur du dé soit égale a
6.

2) Calcule la probabilité pour que le total des points présentés par la face supéricur du dé soit
un nombre pair.

- On dispose d'un jeu de 32 cartes ordinaires
1) Combien de "mains" différentes de 8 cartes peut — on constituer ?

2) Combien de "mains" différentes de 8§ cartes comprenant 2as peut — on constituer ?
3) Combien de "mains" de 8 cartes ayant au moins 2 ceeurs peut — on constituer ?
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- On jette successivement un dé cubique deux fois puis on désigne par :
- ATlévénement : < le 1¥ jet donne un nombre pair>.
2iéme

- B Tl’événement : K le jet donne un nombre pair>>.

- (Clévénement : < la somme de deux numéros obtenu est paire>>.

Les événements A; B et C sont-ils deux a deux indépendant ? Mutuellement indépendant ?

- Une maladie atteint 3% d’une population.
Un test de dépistage donne les résultats suivants :

- Chez les individus malades, 95% de tests sont positifs et 5% négatifs.

- Chez les individus non malades, 1% de tests sont positifs et 99% négatifs.

On note M I’événement : < étre malade > et T I’événement : < le test est positif >
1) Construire un arbre pondéré correspondant a cette expérience aléatoire.

2) Donne la probabilité des événements : <K MNT >» et<K MNT >.

3) Détermine P(T) et P(T).

4) a- Calcule la probabilité de ne pas étre malade, sachant que le test est positif.
b- Calcule la probabilité d’étre malade, sachant que le test est négatif.

Les résultats d’une étude présentés par 1’Institut National de la statistique révélent :
- 45% de la population active sont des hommes.

- 25% des femmes et 20% des hommes de cette population active sont au chdmage.

On interroge au hasard une personne.
1) Construire un arbre pondéré correspondant a cette expérience aléatoire.

2) Détermine les probabilités des événements suivants :
a- H: « étre un homme >
b- F : « étre une femme >
¢c- « étre au chdmage sachant qu'on est homme femme >
d- « étre au chomage sachant qu'on est femme >

3) Calcule la probabilité pour qu'un individu de cette population active interrogé au
hasard soit au chomage.

4) Quelle est la probabilité que ’individu interrogé soit une femme sachant qu’il est au
chémage.

- Le secteur de production d’une entreprise est composé de 3 catégories de personnel :
Les ingénieurs, les opérateurs de production et les agents de maintenance.
Il y’a 8% d’ingénieurs et 82% d’opérateurs de production.
Les femmes présentent 50% des ingénieurs, 60% des opérateurs de production et 25% des
agents de maintenance.
Partie A :
Dans cette partie, on interroge au hasard un membre du personnel de cette entreprise puis on
note :
M I’événement : < le personnel interrogé est un agent de maitenance >>;
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O I’événement : < le personnel interrogé est un opérateur de production >;
I I’événement : < le personnel interrogé est un ingénieur >;
F I’éveénement : < le personnel interrogé est une femme >>.

1) Construire un arbre pondéré correspondant aux données.

2) Calcule la probabilité d’interroger :
a- Un agent de maintenance ;
b- Une femme agent de maintenance ;
c- Une femme.

Loi de probabilité

- Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

X; 5 10 15 30
PX=x) | 0,1 a 2a | 03

1) Calcule a.
2) En déduis les valeurs de :
a- L’espérance mathématique E(X).
b- La variance V(X) et L écart-type 6(X)

- On considére la variable aléatoire prenant ses valeurs dans {2 ;4 ; 6 ;8} dont la loi de
probabilité est donnée par :
Xi
PX =x;)

4
a

8
b

INTISNINY

s | w| oy

1) Donne une relation entre a et b

2) On suppose que ’espérance mathématique est : E(X) = % Détermine a et b.
3) Calcule La variance V(X) de X.

Un sac contient 5 boules rouges et 3 boules blanches. On tire simultanément et au hasard 3
boules du sac.

1) Calcule la probabilité de chacune des événements suivants :

a- Aucune boule rouge n'est tirée

b- Une boule rouge et une seule est tirée

c- Deux boules rouges et deux seulement sont tirées
d- Une boule rouge au moins est tirée

e- Deux boules blanches au plus sont tirées

2) Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de boules rouges qui se
trouvent parmi les 3 boules tirées.
a- Donne la loi de probabilité de X

b- Calcule l'espérance mathématique et la variance de X
c- Calcule la probabilité de I'événement : 1 <X <2
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Lors de la coupe du Mali de football 2012, on a donné dans le tableau ci-dessous les résultats
des 8 matchs joués le premier jour du tournoi.

Matchs Premiére Equipe Deuxiéme équipe
1¥ Match 2 buts 1 but
2°" Match 2 buts 0 but
3°™ Match 3 buts 3 buts
4°" Match 1 but 3 buts
5" Match 0 but 1 but
6™ Match 0 but 0 but
7°"¢ Match 1 but 4 buts
8°" Match 3 buts 2 buts

On choisit un match au hasard parmi les huit matchs du premier jour du tournoi ; tous les
matchs ont la méme probabilité d’étre choisi.
1- a) Montre que la probabilité¢ P; qu’aucun but n’ait été marqué au cours de ce match est

ol .1
égale a =
& 8

b) Quelle est la probabilité P, que le match soit nul (c'est-a-dire que chaque équipe ait
marqué le méme nombre de buts) ?
2-  Pour chaque match, on calcule la différence entre les nombres de buts marqués par les
équipes, de fagon a Trouve un nombre positif ou nul.
On définit ainsi une variable aléatoire X. Par exemple pour le
est égale a 1 et pour le 8™ match, elle est aussi égale a 1.
a) Donne les valeurs possibles de X.
b) Détermine la loi de probabilité de X .
¢) Calcule I’espérance mathématique de X.

5% match, la valeur de X

Un récepteur radio posséde cinq (05) transistors dont deux (02) défectueux. On effectue
simultanément un contrdle sur deux (02)
1) Combien y-a-t-il de contrdles possibles ?
2) Soit x la variable aléatoire égale au nombre de transistor défectueux décelés lors des
controlés.
a- Détermine ’ensemble des valeurs prises par X.
b- Détermine la loi de probabilité de X.
c- Calcule I’espérance mathématique, la variance et 1’écart-type de X.

Une urne contient un jeton marqué 1 ; deux jetons marqués 2 et x jetons marqués 3 (x = 2).
On tire simultanément 2 jetons de 1’urne. On suppose que le tirage est équiprobable et on
désigne par X la variable aléatoire égale a la somme des points marqués sur les 2 jetons extraits
de I'urne.
1) a- Exprime en fonction de x les valeurs prises par X.

b- Détermine la loi de probabilité de X.
: , Iespé hémati _ 6x% 4 22x+ 20
) a- Démontre que 1’espérance mathématique E(X) = 21516

b- Détermine la valeur de x pour que E(X) soit égale 5
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- Soit le tableau ci — dessous donnant la loi de probabilité de fabrication de voiture d'une société

X 012
21411
PX=x) | 7|7 |7

1) Calcule l'espérance mathématique

2) Calcule la variance puis en déduis 1'écart — type

3) Donne la fonction de répartition de la variable aléatoire X de cette loi de probabilité puis
faite sa représentation la graphique.

Une étude statistique faite an le nombre de vente de voiture en une journée par un de ses
représentants a conduit a la loi de probabilité suivante pour la variable aléatoireX prenant pour
valeurs le nombre de ces ventes.

X 0 1 2 3 4 5 et plus
P(X=x;) | 0,15 0,40 | 0,30 | 0,10 | 0,05 0

1) Dresser le tableau de la fonction de répartition F de la variable aléatoire X et représenter
cette fonction dans le plan rapporté a un repére orthogonal convenable
2) Calcule I'espérance mathématique E(X) et la variance V(X) de la variable X.

Un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6 a été piqué de telle sorte que les six
faces ne sont pas équiprobables. On note P, la probabilité d’obtenir le chiffre n lors d’un lancé
de dé avecn € {1;2;3;4;5;6}.
D’autre part les nombres P; ; P,; P3; Py; Ps et Pg dans cet ordre, sont six termes consécutifs
d’une suite arithmétique et que P; X P, = (P,)?.

1) Calcule la probabilité d’apparition de chaque numéro.

2) On lance ce dé une fois et on considere les événements suivants :
A: < Le nombre obtenu est pair >>.
B: < Le nombre obtenu est supérieur ou égal a 3 >>.

a- Calcule la probabilité de chacun des évenements A et B.

b- Calcule la probabilité pour que le nombre obtenu soit supérieur ou égal a 3 sachant

qu’il est pair.

c- Les événements A et B sont t-ils indépendants ?

3) On utilise ce dé pour un jeu. On dispose :

- D’une urne U; contenant une boule blanche et trois boules noires.

- D’une urne U, contenant deux boules blanches et une boule noire.

Le joueur lance le dé :
- S’il obtient un nombre pair, il extrait au hasard une boule de I’urne U;.
- S’il obtient un nombre impair, il extrait au hasard une boule de ’urne U,.
On suppose que les tirages sont équiprobables et le joueur est déclaré gagnant lorsqu’il tire une
boule blanche, on note G cet événement.
a- Calcule la probabilité de tirer une boule blanche de I’urne U; puis en déduis la
probabilité de I’événement G N A. Détermine ensuite la probabilité de
I’événement G.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 9. Probabilité. Page 584



Probabilité

b- Le joueur est gagnant. Détermine la probabilité qu’il ait obtenu un nombre pair lors du
lancer du dé.

- Une urne contient des boules noires et des boules rouges. Chaque boule noire porte un nombre
entier de trois chiffres multiple de 179 et chaque boule rouge porte un nombre entier de trois
chiffres multiple de 159.

Ces boules sont indiscernables au toucher.

1) Trouve le nombre maximal de boules de chaque couleur dans 1’urne. (On pourra
utiliser les suites arithmétiques).

2) On suppose que I’urne contient cinq boules noires et quinze boules rouges. On
considere le jeu suivant : la mise est de 200 F pour chaque partie. Le joueur tire une
boule de I'urne :

- Sielle est noire, on lui donne 500 F et la partie est terminée.

- Sielle est rouge, il la remet dans ’urne et procéde a un second tirage.

- Sila seconde boule tirée est noire, on lui donne 300 F et la partie est terminée.

- Si la deuxi¢me boule tirée est rouge, il la remet dans ’urne et procéde a un troisiéme
tirage et dernier tirage.

- Sila troisiéme boule tirée est noire, on lui donne 100 F.

- Sila troisiéme boule tirée est rouge, il n’a rien.

On désigne par X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

a- Donne la loi de probabilité de X.

b- Calcule la probabilité P pour que X soit positive.

c- Peut-on espérer gagner ce jeu ?

d- Un joueur fait cinq parties successives. Qu’elle est la probabilité pour qu’il ait
exactement trois fois un gain positif lors de ces cinq parties ?

Epreuve de Bernoulli — Loi Binomiale

1
On suppose que la probabilité de faire un garcon est T Une famille a 5 enfants.

Calcule la probabilité pour qu’il y ait exactement 3 gargons.

- L’objectif de cet exercice est de Détermine les quels des avions a 2 ou 4 moteurs sont les plus
sars.
Un avion ne s’écrase pas tant que la moitié au moins de ses moteurs fonctionne. Les moteurs
d’un avion tombent en panne de maniere indépendante.
Partie A :
Dans cette partie on prend p = 0,1
1) Calculons la probabilité pour qu’un avion a 2 moteurs s’écrase.
2) Calculons la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.
3) Calculons la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne
4) En déduis la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’crase.

Partie B :
On revient au cas général

1) Soit f(p) la probabilité pour qu’un avion a 2 moteurs s’crase.
Démontre que f(p) = p?
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2) Soit g(p) la probabilité pour qu’un avion a 4 moteur s’écrase. Démontre que
g()=p* (=3p* + 4p)
3) On pose h(p) = f (p)- g ().

a-Etudier le signe de h(p) en fonction de p.
b-En déduis, suivant les valeurs de p dans quels avions il vaut mieux monter.

- Sur une autoroute, deux carrefours successifs sont munis de feux tricolores A et B.
La couleur du feu B est indépendante de celle du feu A.

3
La probabilité que le feu A soit vert est e

1
La probabilité que le feu B soit vert est >

La probabilité de couleur orange est toujours nulle.
1) Un automobiliste passe aux deux carrefours

a- Calcule la probabilité qu’il rencontre deux feux verts.
b- Calcule la probabilité qu’il rencontre au moins un feu vert.

2) On ne s’occupe plus que du feu A.

Un automobiliste passe quatre fois a ce carrefour.

X est la variable aléatoire qui a pour valeur le nombre de feux verts que 1’automobiliste
rencontre.

a- Trouve la loi de probabilité de X.

b- Calcule ’espérance mathématique E(X) de X. Pouvait-on prévoir ce résultat ?

On dispose de deux urnes U; et U,.

L’urne U; contient 2 boules blanches et 4 boules vertes.

L’urne U, contient 4 boules blanches et 2 boules vertes.

Dans chaque urne les tirages sont équiprobables et les urnes ont la méme probabilité d’étre
choisies. On choisit au hasard 1’une des urnes et I’on extrait une boule que 1’on ne remet dans
aucune urne ; si la boule est verte, on recommence le tirage dans la méme urne ; si la boule est
blanche, on recommence le tirage dans I’autre urne.

2
1) Montre que la probabilité de tirer deux boules blanches est 3

2) Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur +1 si ’on obtient deux boules de la méme

couleur et - 1 pour deux couleurs distinctes.

Donne la loi de probabilité de X ; son espérance mathématique E(X) et son écart-type §(X).
3) On dit que I’on a obtenu un succes si les deux boules sont de méme couleur.

On répete 1’expérience précédente 5 fois de suite.

Y est la variable aléatoire qui comprend pour valeur le nombre de <succes>> parmi ces 5
épreuves. Quelle est la probabilité P d’avoir 4 succes exactement ?

Donne une valeur approchée de P a 107! prés par excés. Calcule son espérance mathématique
E(Y) et son écart-type 6(Y)

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 9. Probabilité. Page 586



Probabilité

Solutions

Vocabulaire de la théorie des ensembles — Dénombrements.
. Soient A et B deux ensembles finistelsque: A={1; a; c} et B={b; 1; c; 2}
1) Déterminons : ANB ; AUB; AXB.
ANB : (C’est ’ensemble des éléments commun de a A et B)=>ANB = {1; ¢}
AUB : (C’est ’ensemble des réunisde a A et B=>AUB={1;2;a;b;c;}
AXB : (C’est I'ensemble des couples ( x ; y) tel quex appartient & A et yappartient a B)

=> AxB =

{(1;0);(151)5(15¢)5(152) 5 (asb)5(as1)5(as¢)5(a52)i (c5b) 5 (c51) 5 (c5¢) 5 (c52)}
2) Déterminons : Card(A) ; Card(B); Card (ANB); Card (AUB); Card (AxB).
Card(A) = 3; Card(B) = 4 ; Card (ANB) = 2; Card (AUB)=5 ; Card (AxB) = 12

. Soit E un ensemble non vide et A ; B ; C ; D des parties non vides de E.
1) Montronsque A-B=ANB,ouB = CE.

A-B={x€E/x€Aetx@&B}={x€E/x€Aetx€B}=AnBouB =C§.

2) Enutilisant la question 1), montrons que :
a- (AUB)-C=((A-C)u((B-0).

(AUB)—C=AUB)NC=MANC)uBNC)=(A—-C)u(B-0).
Dou(AUB)—-C=(A-C)U(B-0).

b- A—(BUC)=(A-B)-C.

A-—(BUC)=AnBUC)=An(BNnC)=@AnB)nC=A-B)-C.
Dod A—(BUC)=(A-B)—C.

- A—(B-C)=(@A-B)UnC).

A-B-C)=An(BUC)=An(BUC)=(ANB)U(ANnC)
=(A-B)UANO).

Dot A—(B—C)=(A—B)U(ANC).
d- An(B-C)=(ANB)—(ANC).

ANB-C=UnNB)NANO=UANBNAUC)=[(ANB)NAJU[(ANnB)NnC]
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=[AnADNBJU[ANB)NC]=0U[(ANB)NC]=An(BnC)
=ANn(B-C)=ANB)—(ANC).
Dot AN(B—C)=(ANB)—(ANC).

e- (A-B)Nn(C—-D)=MANC)—(BUD)
A-Bn({C-D)=UAUnBNn({CND)=@AnC)N(BnD)=UANC)N(BUD)

=(AnC)—(BUD)
Dou(A—-B)N(C-D)=(ANC)— (BUD)

. 1) Calculons :

A=514+34N=(5%x4%x3%x2x1)+3(4x3%x2x1)=192

8! 8X7x6X5%x4x3!
B=;:T:8X7X6X5X4=6720
12! 12x11x10! 12x11 12x11
= = = = =2%x11=22
10! x 3! 10! x 3! 3! 3x2%1
_(n+ D! (n+ Dx(n+1-1)x(n=1)! (n+ DxnX(n- 1)!_ (n+1)
“h-Dr (n-1! - (n-1)! -
nxn!  nxn(n— 1)!_

2

T hD)! (n-pr nxm=n

S (2n+ 1! 2n+ Dx@n+1-1) (2n+ Dx@n)!
PG - (2n)! - (2n)! =l

G=A3+ A%, +34%, = (8 X7 x6x5x%4)+ (13 x 12) + 3(1) = 6879

H=Cf + I + 8075 = (Foe2) + (1) +8(100) =7 X 5 + 1 +800 = 836
A%;  CRy  [13x12x11x10X9IX8XTX6 flakdel Al
1==3 + 7 = () + | i | = (144144 + (D)
6 9 TX6X5x4X3X2x1
= 1=144151

2) Résolvons dans N les équations suivantes :
NB : Dans tout I’exercice, D,, désigne le domaine de validité des équations proposées.

a) A2=n(2n +5)
D,={x/x €N;x =2}.Alorsx =2 =>D, =[2; +o[
Résolvons ainsi 1’équation A2=n(2n + 5).

A2=n(2n +5)®n(n—1)=n(2n +5)Sn—-1=2n +5&n=-6 ¢D,
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Alors S =@
b) C2=5n
D, ={x/x €N;x =2} . Alorsx =2 =>D, = [2; +oo

Résolvons ainsi 1’équation C2= 5n

-1
szSn@%zSn@n(n—1)=10n<3:(>n—1=10:>n=11€D,,

Alors S = {11}
c) A2=C}3
D,={x/x€eEN;x=2etx=3}.Alorsx =2etx =3 =>D, =[3; +oo[

n(n—1mn-2)

A2=C3eon(n—-1) = c

Fenn—1)=nn—-1D)n-2)&n—-2=6
=>n =8 € D,,. Alors S = {8}

d) C}=45

D,={x/x €EN;x =2} .Alorsx =2 =>D, =[2; 4o

Résolvons ainsi 1’équation C2= 45

(n— 1
2

C2= 45 &= —45&n(n—1) = 90n? —n = 90n —n —90 = 0 et A= 361

=>n=-9¢D, ou n=10 € D,. Alors S = {10}

e) n? +3C2=1
D,={x/x €N;x =2} .Alorsx =2 =>D, =[2; +o[

Résolvons ainsi 1’équation n? + 3C2=1

n? 4 3C2=1 en? 4+ 32421

=12n?2 +3n(n—-1) =2&2n* +3n%> —3n=2&
5n> —=3n—2=0ect A= 49

=>n=§EN ou n=1¢D, AlorsS=0

Dans une classe de 40 éléves, 25 aiment la mathématique ; 30 aiment le francais et 17 aiment
la mathématique et le francais.

NB : Tout d’abords, faisons une traduction mathématique des affirmations ci-dessus :
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- Une classe comporte 40 éléves alors Card (E) = 40
- 25 aiment la mathématique alors Card (Maths) = 25
- 30 aiment le frangais alors Card (Franc) = 30
- 17 aiment les maths et le Frangais alors Card (Maths NFranc) =17
1) Calculons le nombre d’éléve qui aiment :
a) Uniquement le francais
Soit Card (A) cet ensemble tel que :
Card (A) = Card (franc) — card (MathsN franc) => Card (A) = 30- 17 = 13

b) Uniquement les mathématiques
Soit Card (B) cet ensemble tel que :

Card (B) = Card (maths) — Card (maths N franc) => Card (B) = 25- 17 = 8
¢) Les mathématiques ou le Frangais.
Soit Card (C) cet ensemble tel que :
Card (C) = Card (maths) + Card (franc) — Card (MathsN frangais)
=>Card (C)=25 + 30- 17 = 38
2) N’aiment aucune des deux matiéres :
Soit Card (D) cet ensemble tel que :
Card (D) = Card(CMaths VFrancy = Card (E) — Card (mathsn frangais)
=>Card (D)=40- 38 = 2
. Trouvons le nombre d’anagrammes des mots suivants : MALI ; CHERE ; RECHERCHER.

NB : On rappelle qu’une anagramme d’un mot est un mot qui contient les mémes lettres
éventuellement répétées le méme nombre de fois.

- MALI contient 4 lettres tous distinctes.
Le nombre d’anagrammes de MALI est donc : 4! = 24
- CHERE contient 5 lettres mais il ya 2E. Notons les E; et E, pour commencer.
Les classements CH E|RE, et CHE,RE; donnent le méme mot. D’une maniére générale,
cette anagramme est obtenue deux fois : une fois avec E; en premier et une fois avec E, en

premier. Par conséquent le nombre d’anagrammes est donc égal au nombre de classement
des cingq lettres, divisé€ par le nombre de classements des deux E.
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5!
Le nombre d’anagrammes de CHERE est donc : o 60

- RECHERCHER contient 10 lettres dont 3R ; 3E ; 2C et 2H.

Le nombre d’anagrammes de RECHERCHER est donc : =25200

3Ix31x2!x2!
. Un sac contient 25 boules dont 9 rouges, 6 vertes et 10 jaunes. On tire 5 boules du sac.
NB : Tout d’abords, faisons une traduction mathématique des affirmations ci-dessus :

- Un sac contient 25 boules alorsn = 25
- Ontire 5 boules du sac alors p = 5
I// Ainsi Dénombrons les nombres de cas possibles a cette épreuve si :

1) Le tirage est simultané
Si I’énoncé contient le mot : simultanément, cela signifie que 1’ordre dans le quel on considére

les éléments n’a pas d’importance.

Ainsi le modéle mathématique utilisé est : la combinaison: Card(2) = €t = ¢35 = 53130
Attention :

Il ne s’agit que d’indications, elles admettent des exceptions.
D’ou le nombre de cas possible a cette épreuve est : 53130.

2) Le tirage est successif sans remise
Si I’énoncé contient les mots : successif et sans remise, cela signifie que I’ordre dans lequel on
consideére les éléments a de I’'importance mais que tous les éléments considérés sont distincts
(ou qu’il n’y a pas de répétition d’éléments).
Ainsi le modéle mathématique utilisé est : ’arrangement: Card(2) = A" = A3, = 6375600
Attention :
Il ne s’agit que d’indications, elles admettent des exceptions.
D’ou le nombre de cas possible a cette épreuve est : 6375600.

3) Le tirage est successif avec remise

Si I’énoncé contient les mots : successif et avec remise, cela signifie que I’ordre dans lequel on
considere les éléments a de I’importance et qu’un élément peut éventuellement étre répété.

Ainsi le modéle mathématique utilisé est : la P-liste :
Card(2) = A? = n? = 25°> = 9765625

Attention :

Il ne s’agit que d’indications, elles admettent des exceptions.
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D’ou le nombre de cas possible a cette épreuve est : 9765625.
11/ Dénombrons les cas favorables dans chaque cas si :

NB : Tout d’abords, faisons une traduction mathématique des assertions < et > et < ou >
En probabilité :
- La conjonction de coordination < et >> est équivalente au signe << X >

- Laconjonction de coordination << ou > est équivalente au signe < + >

D’autre part :
- La phrase : < tirer au plus >, revient a faire un rajout cumulatif de p de la gauche vers
la droite.

- Laphrase : < tirer au moins >, revient a faire un rajout cumulatif de p de la droite vers
la gauche.

1) Le tirage est simultané et le résultat contient exactement 3 boules rouges.
Card(A) = C3 x C% = 10080

2) Le tirage est successif et sans remise et le résultat contient 2 boules vertes et 2 jaunes.
Card(B) = A% x A%, = 2700

3) Le tirage est successif et avec remise et le résultat contient 1 boule jaune ou 3 vertes.
Card(C) = A}, + A = 226

4) Le tirage est simultané et le résultat contient 2 boules rouges, 2 vertes et 1 jaune.
Card(D) = C¢ x C? x C}, = 5400

5) Le tirage est simultané et le résultat contient au moins 4 boules rouges.
Card(E) = C§ X Cs + C5 X C = 2142

6) Le tirage est successif et sans remise et le résultat contient au plus 3 boules jaunes.
Card(F) = A3y x A% + A%y x A3 + Aly x Afs + A%y x A} = 1084860

7) Le tirage est successif et avec remise et le résultat est unicolore.
Card(G) = A3 + A + A3, = 166825
Probabilités simples — Probabilités conditionnelles.

. Soit une expérience E et P la probabilit¢ modélisant E.
1 1 1
Soit A et B deux événements tels que P(4) = 3 P(B) = 1 et PANB)= 5

Calculons : P(AU B) ; P(AUB);P(AUB) et P(AU B)
Effectuons un calcul préliminaire de : P(4) et P(B)

P(/T)=1—P(A)=1—%=§
P(E)zl—P(B):l—%:%
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P(AUB)=P(A) + P(B)— PANB) =3 + 17 =3

P(AU B)= P(4) + P(B) — P(4 N B) = P(A) + P(B) — P(A) X P(B) =5 + 3—3x>=>
P(AU B) = P(d) + P(B) — P(ANnB) = P(A) + P(B) —P(A) X P(B) == + ;- 3X3=15
P(/TUE)=P(E)+P(E)—P(JHE)=P(E)+P(E)—P(A)><P(l§)=§+%—§X%=%

. Vérifions si I’on peut Trouve une probabilité P sur 'univers Q={1 ; 2 ; 3} telle que:

1 1 1
P1;:2D=7 5 P1;3D=7 et P({2;3)=3
La probabilité P sur I'univers Q ={ 1 ; 2 ; 3} existe si et seulement si la somme des
probabilités est égale 1 ¢’est-a-dire : P({1}) + P({2}) + P({3}) =1

P((1;2) -7 ® PN +PEN =1 (1)
PA1;3) -7 S PN +PMBY = 5 (2)
P(2;3) -7 S PN+ PGB = (3)

Formons ainsi le systéme avec les équations (1) 5 (2) et(3).

[Py +pp =7 (D)

PN +P@BH =7 ()
_1(3)

\P({2H +P({BD =

En effectuant la différence des équations (1) et(2),ona:

(1)—(2):P({2}) - P({3})) = 0 =P({2}) = P({3})
Remplagons ainsi P({2}) = P({3}) par valeur dans 1’équation ( 3 ). Ainsi on a :

P({31) +P({3}) = 5 @2P({3}) = 5 =P((3) = ; etP(2) =7

Remplagons de méme P({2}) = % par valeur dans 1’équation ( 1). Ainsion a :

1 1
P{1Y +3=7 =P{1P =0
PAIY + PN + PN =0+2 + 1=1a1
Alors il n’existe pas de probabilité P sur 'univers Q ={1 ; 2 ; 3} telle que:
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PU1:2) =1 : P1:3)=7 et P((2:3) -1

Dans une classe de terminale 88% des éléves ont déclarés aimer les mathématiques ; 20% ont
déclarés aimer la chimie et 15% ont déclarés aimer les mathématiques et la chimie.
On choisit un éléve au hasard.

NB : Tout d’abords, faisons une traduction mathématique des affirmations ci-dessus :

PO = 88% — B8
Soit P(M) = 88% = 7o

aimer les mathématiques.

= 0,88 : la probabilité sur le pourcentage des éleves qui déclarent

Soit P(C) = 20% = % = 0,2 : la probabilité sur le pourcentage des éléves qui déclarent

aimer la chimie.

Soit P(M N €) = 15% = 7o
déclarent aimer les mathématiques et la chimie.

SoitP(M) =1 —-P(M) =1-0,88 = 0,12 : la probabilité de I’événement contraire de P(M),
c’est-a-dire le pourcentage des éléves qui n’aiment pas les mathématiques.

= 0,15 : la probabilité sur le pourcentage des éléves qui

Soit P(C) =1 —P(C) =1—0,2 = 0,8 : la probabilité de 1’événement contraire de P(C),
c’est-a-dire le pourcentage des éléves qui n’aiment pas la chimie.

1) Déterminons la probabilité pour que 1’éléve aime les mathématiques et pas la chimie
Soit P(M n C) cette probabilité telle que : P(M n C) = P(M) x P(C) = 0,88 x 0,8 = 0,704

2) Déterminons la probabilité pour que 1’¢léve aime la chimie et pas les mathématiques
Soit P(C N M) cette probabilité telle que : P(C N M) = P(C) x P(M) = 0,2 X 0,12 = 0,024

3) Déterminons la probabilité pour que 1’éleve n’aime ni les mathématiques ni la chimie
Soit P(M N C) cette probabilité telle que : P(M N C) = P(M) x P(C) = 0,12 x 0,8 = 0,096

Dans un village, on choisit une personne au hasard (tous les choix sont équiprobables).
On désigne par :

- HI’événement : < Cette personne est un homme>>.

- B I’événement : < Cette personne a les yeux bleus>.

- M T’événement : < Cette personne a les yeux marrons >>.

-V I’événement : << Cette personne a les yeux verts>>.

1) Exprimons par une phrase chacun des événements suivants :

H N B est I’événement : < Cette personne est un homme et a les yeux bleus >.

H N M est ’événement : << Cette personne est un homme et a les yeux marrons >.

H NV est’événement : < Cette personne est un homme et a les yeux verts >>.
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HN B est’événement : < Cette personne est une femme et a les yeux bleues >.
H N M estl’événement : < Cette personne est une femme et a les yeux marrons >>.
HNV estl’événement : < Cette personne est une femme et a les yeux verts >.

H N B est’événement : < Cette personne est une femme et n'a pasles yeux bleues .
2)Ondomne : P(H) =5 ; P(B) =3; P(M) =2 ; P(V) =
Calculons: P(HNB) ; P(HNM) ; P(HNV) ; P(HNB) ; P(HNM) ; P(HNB)

P(H N B) =P(H) X P(B) =5 X 3 =2
P(H N M) =P(H) x P(M) =3 x 5= >
P(H N V) = P(H) X P(V) =3 X £ = 15
P(H 0 B) =P(H) x P(B) = (1 - P(M)) x P(B) = (1—3) x5 = 3x>=3
P(H 0 M) =P(H) x P(M) = (1 - P(H)) x P(M) = (1—3) x5 = 2x 2=

P( N B) = P(H) x P(B) = (1 - P(H)) x (1 - P(B)) =5 x5 = =

1
4
Deux tireurs A et B font feu simultanément sur une cible.

- Soitp(4) = % ; la probabilité que le tireur A touche la cible

- Soitp(B) = % ; la probabilité que le tireur A touche la cible

Calculons la probabilité des événements suivants :

1) Les deux tireurs touchent tous deux la cible.

P(ANB) =P(4) X P(B) =g X 3= =06

2) Les deux tireurs manquent la cible.

p(ANB) =P(A)x P(B) = (1-P@A) x (1-PB)) = (1-5) x (1-3) =55 =005

3) La cible est atteinte par le tireur A seulement.
_ - 4 3
p(ANnB) =P(4) x P(B) = P(4) x (1 - P(B)) = £ X (1—1) =1=0_2

4) La cible est atteinte par un tireur seulement.
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P(ANB)+p@A nB) =pAnB)+pd) xpB) =z+(1-%) x3=2L=035

5) La cible est atteint (C’est —a-dire par un tireur ou par deux tireurs).

pMnB)+MAnE)+mAnB)=%+%=%%=Q%

6) La cible soit manquée (C’est-a-dire par les deux tireurs).

p(ANB)=1-p(AnB)=1-3=2=028

1 2
- Une population animale comporte 3 de males et 3 de femelles. L’albinisme frappe 6% de

males et 0,36% de femelles.

- Soitp(M) = %; la probabilité sur le nombre de males.

- Soitp(F) = %; la probabilité sur le nombre de femelles.

- Soit 4; I’événement : K étre albinos >

- Soit p(A4); la probabilité qu’un individu soit albinos

- p(A/M) = 6% = 105 = 006 et p(A/F) = 036% = 2o0 = 0,0036

Déterminons la probabilité pour qu’un individu pris au hasard (dont on ignore le sexe) soit
albinos

MUF=0 e MUF=9
Alors {M ; F} forme un systéme complet d’événement tel que :

=>p(A) =p(AnM) + p(ANF) =p(4/M) X p(M) + p(A/F) X p(F)
= (0,06) x 5+ 0,0036 X 2 = 0,02=> p(4) = 0,02

Dans un village, 1 habitant sur 100 est atteint d’une maladie génétique A.

On fait un test de dépistage puis on note par (T) si le teste est positif et par (T) si le teste est
négatif. On donne P(T/4)=0,8 et P(T/A)=0,9

On soumet un patient au test, celui-ci est positif.

Déterminons la probabilité pour que ce patient soit atteint par la maladie A

On donne P(T/A) =08 et P(T/A)=09

Soit A : I’événement < étre atteint de la maladie >

1 _
Alors P(4) =—==0,01 et P(A) = 1-P(4) = 1 — To5=105= 099

P(A) XP(T/A)
P(A)XP(T/A) + P(A)XP(T/A)

= P(A/T) = avec P(T/A) =1—-P(T/A) =1-09=0,1
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0,01 x0,8

=> =
P(A/T) 0,01x0,08 + 0,99%0,1

=0,07

- Dans une population, 30% de personnes sont atteintes d’une affection des voies respiratoires

supérieures. Il ya 60% de fumeurs parmi les malades et 10% de fumeurs parmi les personnes
non atteintes par cette affection.

- Soit P(M) = 30% = 5= 0,3 la probabilité de I'événement « &tre affectés >.
60

- SoitP(F/M) = 60% = 100~ 0:6 la probabilit¢ de I’événement <« étre fumeur >.
- SoitP(F/M) = 10% = %: 0,1 la probabilité de I’événement < non af fectés >.

Calculons la probabilité qu'un fumeur soit atteint de I’affection.
Soit P(M /F) la probabilité de I’événement< un fumeur soit atteint de la maladie >

P(MNF) _ P(M) xP(F /M)

telque : P(M/F) = =5 5= = 5 aixper /M) + PO <P(F/M)

0,3 x0,6

avec P(M) =1—P(M) =1-0,3=0,72=>P(M/F) = g

=0,72

On lance un dé deux fois.
Faisons d’abord une illustration tabulaire des deux lancées du dé.

1% dé -
N 1 2 3 4 5 6
zlel‘l‘le dé
N
1 2 3 4 5 6 7
Nombre Nombre Nombre
pair pair pair
2 3 4 5 6 7 8
Nombre Nombre Nombre
pair pair pair
3 4 5 6 7 8 9
Nombre Nombre Nombre
pair pair pair
4 5 6 7 8 9 10
Nombre Nombre Nombre
pair pair pair
5 6 7 8 9 10 11
Nombre Nombre Nombre
pair pair pair
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6 8 9 10 11 12
Nombre Nombre Nombre
pair pair pair

D’aprés le tableau ci-dessus, on a : Card(2) = 36 (Nombre de couple possible)
1) Calculons la probabilité que le total des points présentés par la face supérieur du dé soit

égale a 6. En observant le tableau, le nombre de couple dont la somme des points est égale a 6

est estimé a 5. Ainsi en désignant par P(A) cette probabilité, ona: P(4) = %

2) Calculons la probabilité que le total des points présentés par la face supérieur du dé soit un
nombre pair. En observant le tableau, le total couple dont la somme des points est égale a
nombre pair est estimé a 18.

Ainsi en désignant par P(B) cette probabilité, ona: P(B) = ;_2 =5

On dispose d'un jeu de 32 cartes ordinaires

Le nombre total de carte est 32 alors n = 32

Le nombre de carte tirée est 8 alorsp = 8

L’ordre dans lequel on considére les éléments n’a pas d’importance, alors le modéle
mathématique utilisé est : la combinaison: C?,

1) Le nombre de "mains" différentes de 8 cartes que I’on peut constituer est :C$, = 10418300

2) Le nombre possible de "mains" différentes de 8 cartes comprenant 2 as que I’on peut
constituer est : C7 X C9 = 2260440 (car on a 4 as).

3) Le nombre possible de "mains" de 8 cartes ayant au moins 2 cceurs que 1’on peut constituer
est:

CEXCo+C3XCH+CEXCh +C5XCoH+CEXCH+C{xCly+CExCY = 7013997

- On jette successivement un dé cubique deux fois puis on désigne par :

- Al’événement : < le I* jet donne un nombre pair>>.

- Bl’événement : < le 2°™ jet donne un nombre pair>>.

- Clévénement : K la somme de deux numéros obtenu est paire>>.

Vérifions si les événements A ; B et C sont-ils deux a deux indépendant ou Mutuellement
indépendant.
Pour cela, faisons d’abord une illustration tabulaire des deux jets successifs du dé cubique.

1

O X0 (||
O |0 (|

O (0[N |u1|s

AN | B |W (N —
N || |W|IN|—
[ecXNE Ko Q{62 RS- FOVR N \S]
NelicoR RN I o NS J - RO}
=N
==
o

[y

U=y

0
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D’aprés le tableau ci-dessus, on a : Card(2) = 36 (Nombre de couple possible)

. 18 1 18 1 18 1
Ainsi P(4) =3 =7 P(B) =3 =3’ P(C) =% =3

2

1¢" cas : Vérification de I’indépendance de A et B.

Pour que deux événements soient indépendants, il faut que :
P(ANC) = P(4) x P(C) =%x% =%

Puisque P(A N B) = P(4) X P(B), alors A et C sont indépendants.
2°me eas : Vérification de 1’indépendance de A et C.

Pour que deux événements soient indépendants, il faut que :

P(ANC)=PA)XP(C) =5%3 =3
Puisque P(A N C) = P(A) X P(C), alors A et C sont indépendants.
3™ ¢cas : Vérification de I’indépendance de B et C.

Pour que deux événements soient indépendants, il faut que :
P(BNC) =P(B) xP(C) =3 X5 =7

Puisque P(B N C) = P(B) x P(C), alors B et C sont indépendants.
Donc A ; B ; C sont mutuellement indépendant si et seulement si :

P(ANBNC)=P(A) x P(B) X P(C) avec C paire car il est la somme des nombres paires
AetB.
1

P(ANBNC)=5-=7 et P(A) X P(B) X P(C) =3 X3 X

1
8

N| =

P(ANnBNC)=+P(4) x P(B) x P(C).
Donc A ; B ; C ne sont pas mutuellement indépendant.

Une maladie atteint 3% d’une population.
Un test de dépistage donne les résultats suivants :

- Chez les individus malades, 95% de tests sont positifs et 5% négatifs.

- Chez les individus non malades, 1% de tests sont positifs et 99% négatifs.

On note M I’événement : << étre malade > et T I’événement : « le test est positif >
1) Construisons un arbre pondéré correspondant a cette expérience aléatoire.

L’arbre pondéré correspondant a cette expérience aléatoire est :

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 9. Probabilité. Page 599



Probabilité

- probabilités de ces trajets.

97%—m 0,97

_o oo T

2) Déterminons la probabilité des événements : <K M NT » et K MN T >.

3 95 285
P(MNT)=P(M) x Py(T) _me_m= 0,0285

— 99 9603
P(MNT) = P(M) x P (T) = 100 X 756 = Topog = 09603

3) Déterminons P(T) et P(T).

e  P(T) est obtenue en évaluant le poids de I’ensemble des branches terminées par T.

P(T) = P(MnT)+P(MnT)—00285+mxm—00285+00097—00382

e P(T) est obtenue en évaluant le poids de I’ensemble des branches terminées par T.

P(T) = P(MNT) + P(MNT) = 105 X 05 + 105 X 105 = 0,618

4) a- Calculons la probabilité de ne pas étre malade, sachant que le test est positif.

La probabilité de ne pas étre malade, sachant que le test est positif est :

__ P(MNT) _ 0,97x0,01 _
Pr(M) =~ = o o3az = 0,25393

b- Calculons la probabilité d’étre malade, sachant que le test est négatif.

La probabilité d’étre malade, sachant que le test est négatif.est :
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P(MNT) _ 0,03x0,05
P(T) ~—  0,9618

P:(M) = = 0,00156

Les résultats d’une étude présentés par I’Institut National de la statistique révélent :
- 45% de la population active sont des hommes.

- 25% des femmes et 20% des hommes de cette population active sont au chdmage.

On interroge au hasard une personne.
1) Construisons un arbre pondéré correspondant a cette expérience aléatoire.

L’arbre pondéré correspondant a cette expérience aléatoire est :

_ 55
55%—m

75 Z-
100
2) Déterminons les probabilités des événements suivants :

a- H: « étre un homme >
45 9

P(H) =m=%=0,45

b-F : « étre une femme >
55 11
P(F) = 100 =20 = 0,55

¢c- < étre au chdmage sachant qu'on est homme femme >

Py(F) = 5 == 0,20

100 —

d- <« étre au chdmage sachant qu'on est femme >

25 1
PF(C) = m = Z = 0,25
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3) Calculons la probabilité pour qu’un individu de cette population active interrogé au
hasard soit au chomage.

P(C)=PHNC)+P(FNC)=P(H) xPy(C) +P(F) x Pz (C)

45 20 55 25 2275 91
= 709700 T o5 X 105 = Toccs = 205 = 0228
100 100 100 100 10000 400

4) Déterminons la probabilité que I’individu interrogé soit une femme sachant qu’il est
au chomage.

- Le secteur de production d’une entreprise est composé de 3 catégories de personnel : P :126
Les ingénieurs, les opérateurs de production et les agents de maintenance.
Il y’a 8% d’ingénieurs et 82% d’opérateurs de production.
Les femmes présentent 50% des ingénieurs, 60% des opérateurs de production et 25% des
agents de maintenance.
Partie A :
Dans cette partie, on interroge au hasard un membre du personnel de cette entreprise puis on
note :
M I’événement : < le personnel interrogé est un agent de maitenance >>;
O I’événement : < le personnel interrogé est un opérateur de production >;
I I’événement : < le personnel interrogé est un ingénieur >;
F I’événement : < le personnel interrogé est une femme >>.
1) Construisons un arbre pondéré correspondant aux données.

L’arbre pondéré correspondant a cette expérience aléatoire est :
F (Femme)
I <
H (Homme)
) F (Femme)
(0] <
0,4 H (Homme)
F (Femme)
M <
H (Homme)

2) Calculons la probabilité d’interroger :

Secteur

a- Un agent de maintenance ;
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P(M)=1-[P(1)+P(0)]=1-1[0,08408]=0,12

b- Une femme agent de maintenance ;
P(FNM)= P(F/M)xP(M)=025x%x0,12= 0,03

c- Une femme
P(F)= PENM)+P(FNI)+P(FNnO)=0,03+0,6x%x08+0,5x%0,08=0,55.

Loi de probabilité

Probabilité

- Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

Xi

5

10

15

30

P(X = x;)

0,1

a

2a

0,3

1) Calculons a.

Puisque Y, P; = 1 c’est-a-dire la somme des lois de probabilité est toujours égale a 1 alors on

a:014+a+2a+03=13a=1-04 =a =0,2.

D’ou le tableau est le suivant :

Xi

5

10

15

30

P(X = x;)

0,1

0,2

0,4

0,3

2) En déduisons les valeurs de :

a- L’espérance mathématique E(X).

E(X)= ¥x, X P, =5%0,1+10% 0,2+ 15X 0,4+ 30 x 0,3 = 17,5=>E(X) = 17,5

b- La variance V(X).

V(X)= Y x;2Xx P, —E*(X) =52x0,1+10?x 0,2 + 15 x 0,4 + 30%> x 0,3 — 17,52

= 76,25 =>V(X) = 76,25

L’écart-type 6(X) = /V(X) =/76,25 = 8,73

- On considére la variable aléatoire prenant ses valeurs dans {2 ;4 ; 6 ; 8} dont la loi de
probabilité est donnée par :

Xi

4

oo

P(X = xl')

INTFSNE Y

a

s | w| oy
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1
La somme des lois de probabilités étant égale a 1, on a: 1 +a + % +bhb=1&

a+b+1=1® a+b=0(1)
2) On pose E(X) = 24—1 Déterminons a et b

E(X)=2®2x;+4Xa+6x:+8xb="2® 16a+32b=1(2)

{a+b=0 €Y
16a + 32b = 1 (2)

. . \ 1 1 5 N
La résolution de ce systeme donne : a = — ot b= - D’otona:
X 2 4 6 8
P(X =x;) 1 1 3 S
4 16 4 16

3) Calculons La variance V(X) de X

2
V)= Ta2x P —EX(X) =22 x -4 x =+ 62 x 2+ 82 x——(5) = -2

16 4 10

Un sac contient 5 boules rouges et 3 boules blanches, on tire simultanément et au hasard 3

boules.

- Un sac contient 5 boules rouges et 3 boules blanches : =>n =5+ 3 = 8.

- On tire simultanément et au hasard 3 boules: =>p = 3.

- Puisque le tirage est simultanément alors le modéle mathématique utilis¢ est le C?.

- Le nombre de cas possible est donc Card(2) = C3 = 56

1) Calculons la probabilité de chacune des événements suivants :

a-Aucune boule rouge n'est tirée

Soit P(A) cette probabilité telle que : P(A) =

—P(4) = g = 0,018

b-Une boule rouge et une seule est tirée

Soit P(B) cette probabilité telle que : P(B)

—P(B) = 3 = 0,268

Card(A)

Card(B)
Card()

c-Deux boules rouges et deux seulement sont tirées

Soit P(C) cette probabilité telle que : P(C) =

—P(C) = % — 0,536

Card(C)

Card(2) avee

Card(2) avee

Card(A) =CdxC3 =1
Card() = C§ =56

Card(B) = Ci x €? =15
Card(2) = C3 =56

Card(C) = C2 x €} =30
Card() = C§ =56
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d-Une boule rouge au moins est tirée

Soit P(D) cette probabilité telle que : P(D) = Card(D)

Card(2)

_[Card(D) = €3 x €3 +CExc} +C3xcf =55
Card() = C3 =56
—P(D) = 22 = 0,982

e-deux boules blanches au plus sont tirées

Soit P(E) cette probabilité telle que : P(E) = Card(E)

Card(2)

Card(E) = C2 x C} + C} x C2 + €Y x C3 = 55
Card() = C3 =56

—P(E) = 32 = 0,982

2) Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de boules rouges qui se trouvent
parmi les 3 boules tirées.

a-Donnons la loi de probabilité de X
Si I’on effectue un tirage simultané de 3 boules rouges parmi les 5 boules rouges, on obtient :
Soit 0 boule rouge ; soit 1 boule rouge ; soit 2 boules rouges 3 boules rouges.

Dou X={0;1;2;3}.

Alors calculons: P(X=0); PX=1); PX=2); P(X=3)

0.3 1,2

_ o _ GsxC3 1 _ 4y _ CsxC3 _ 15
201 300

_ oy _ CsxC3 30 _ oy _ CsxC3 10

Px=2) == PX=3)= =g

D’ou le tableau de la loi de probabilité est le suivant :

X; 0 1 2 3
T [ 10
P(X =x;) 56 56 56 6

15 30 10 56

NB : Pour une éventuelle vérification, on remarque : 73 + T + T3 + 6 56

Car la somme des lois de probabilités est toujours égale a 1

b-Calculons I'espérance mathématique et la variance de X
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- L’espérance mathématique E(X).

EX)= S X P, = 0X ge+ 1 X 20+ 2 x 20 +3x 20 = 105 = 1 75> B(X) = 1,875

- La variance V(X).

V(X)= inszi—EZ(X)=02><51—6+12><§+22 +32 —1,8752% = 277,48
=>V(X) = 277,48

c-Calculons la probabilité de I'événement 1 <X <2

P <X S2)=PX=1)+P(X=2) =5 +30=g°=0803

- Lors de la coupe du Mali de football 2012, on a donné dans le tableau ci-dessous les résultats
des 8 matchs joués le premier jour du tournoi.

Matchs Premiére Equipe Deuxiéme équipe
1% Match 2 buts 1 but
2" Match 2 buts 0 but
3°" Match 3 buts 3 buts
4°™ Match 1 but 3 buts
5" Match 0 but 1 but
6°™ Match 0 but 0 but
7°" Match 1 but 4 buts
8°™ Match 3 buts 2 buts

On choisit un match au hasard parmi les huit matchs du premier jour du tournoi ; tous les
matchs ont la méme probabilité d’étre choisi.

1) a- Montrons que la probabilité P; qu’aucun but n’ait été marqué au cours de ce match est

égale a —
g 8

En observant le tableau ci-dessus, on remarque q’ il n’ya qu’un seul match parmi les § ou
aucun but n’a été marqué ( le 6™ Match ). Ce qui explique bien P,= 3
b) Déterminons la probabilité P, que le match soit nul (c'est-a-dire que chaque équipe ait
marqué le méme nombre de buts)

En observant le tableau ci-dessus, on remarque q’ il n’ya qu’un seul match parmi les 8 ou
chaque équipe a marqué le méme nombre de buts ( le 3" Match ).

Alors P, = %

2) Pour chaque match, on calcule la différence entre les nombres de buts marqués par les
équipes, de fagon a Trouve un nombre positif ou nul.
On définit ainsi une variable aléatoire X. Par exemple pour le 5
est égale a 1 et pour le 8™ match, elle est aussi égale a 1.

eme

match, la valeur de X
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a-Donnons les valeurs possibles de X.
Si I’on calcule la différence entre les nombres de buts marqués par les équipes, de fagon a
Trouve un nombre positif ou nul, on obtient le tableau suivant :

Matchs Premiére Equipe | Deuxiéme équipe | Différence des buts
1¥" Match 2 buts 1 but 2—-1=1
2" Match 2 buts 0 but 2—-0=2
3" Match 3 buts 3 buts 3-3=0
4°" Match 1 but 3 buts 3—-1=2
5" Match 0 but 1 but 1-0=1
6°™ Match 0 but 0 but 0-0=0
7" Match 1 but 4 buts 4—-1=3
8™ Match 3 buts 2 buts 3—-2=1

Ainsi la différence entre les nombres de buts marqués par les équipes donne :
X={0;1;2;3}.

b-Déterminons la loi de probabilité de X
Alors calculons: P(X=0); PX=1); PX=2); PX=3)

- Pour P(X = 0), il ya 2 Matchs parmi les 8 ou la différence de but est 0 ( 3™ et 6°™).

N

AlorsP(X =0) =
- Pour P(X = 1), il ya 3 Matchs parmi les 8 ou la différence de but est 1 ( 1< ; 5™ ; 8™ ),

AlorsP(X=1) =
- Pour P(X = 2), il 2 ya Matchs parmi les 8 ou la différence de but est 2 (2™ et 4°™)

®lw

AlorsP(X = 2) =
- Pour P(X = 3), il n’ ya qu’un seule Match parmi les 8 ou la différence de but est 3 (7°°™)

@l

AlorsP(X = 3) = 3.

D’ou le tableau de la loi de probabilité est le suivant :

X, 0 [1]2]3
2031212
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c-Calculons I’espérance mathématique de X.

EX)= $x X P =0X2+1x5+2X2+3x5=5 =125->E(X)=125

Un récepteur radio posséde cinq ( 05 ) transistors dont deux ( 02 ) défectueux. On effectue
simultanément un contrdle sur deux ( 02)

- Un récepteur radio posséde 5 transistors =>n = 5.

- On effectue simultanément un contréle sur 2 =>p = 2.

- Le tirage est simultané alors le modéle mathématique utilisé est le C?

1) Déterminons le nombre de contrdles possibles
Le nombre de contrdles possibles est Card(2) = CZ = 10

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de transistor défectueux décelés lors des
contrdlés.

a- Déterminons I’ensemble des valeurs prises par X.

Le contrdle consiste a chercher 2 transistors défectueux sur les 5.

Puisque le tirage est simultané, alors le tirage peut étre donc porté soit sur 0 transistors, soit sur
1 transistors , soit sur 2 transistors.

D’ou I’ensemble des valeurs prises par X est: X={0;1;2}.

b-Déterminons la loi de probabilité de X.

Alors calculons : P(X=0); PX=1); PX=2)

0 ~2 1,1 2 0
CoxC 3 CoxC 6 CoxC 1
C? 10 C? 10 Cé 10

D’ou le tableau de la loi de probabilité est le suivant :

Xi

-
olwo

—
olr—kl\)

1
6
10

P(X = xl')

c-Calculons I’espérance mathématique, la variance de X.

1_8 _08=FEX)=08

3 6
E(X)= inxpi_oxﬁ-l_lxﬁ-l_leo T

L’écart-type de X est 8(X) = /V(X)
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Or VX)= Sx? X P — E2(X) = 02 X ==+ 12 X 5 + 22 X =

—_ 082 —
0 0,8 =0,36

Alor §(X) = /V(X) =+0,36 = 0,6

- Une urne contient un jeton marqué 1 ; deux jetons marqués 2 et x jetons marqués 3 (x = 2).
On tire simultanément 2 jetons de 1’urne. On suppose que le tirage est équiprobable et on
désigne par X la variable aléatoire égale a la somme des points marqués sur les 2 jetons extraits
de ’urne.

- Une urne contient un jeton marqué 1 ; deux jetons marqués 2 et x jetons marqués 3

=n=1+2+x=x+3.
- On tire simultanément 2 jetons de I'urne =>p = 2.

- Le tirage est simultané alors le modéle mathématique utilisé est le C?
1) a- Exprimons en fonction de x les valeurs prises par X.

Si X désigne 1’ensemble de la somme des points marqués sur les 2 jetons extraits de 1’urne
alorsona:

1+2=3 o0u2+2=4 oul+3=4 ou3+2=5 ouencore 3+3=6
DouX={3; 4;5;6}
b- Déterminons la loi de probabilité de X.

x+3)x+3-1 _ x+3Nx+2)

Le nombre de tirage possibles est Card(2) = CZ,5 = 5 >

Alors calculons: P(X=3); PX=4); PX=5); P(X=6)
PX=3); PX=4); PX=5); PX=06)
Card(X=3)=CixCl=2

Card(X=3) et

avec
Card(2
ard() Card(!))=Cf+3=(x+3)2(x+2)

PX=3)=

2 4 4

:>P(X=3)= M= (x+3)(x+2)= x24+5x+6

Card(X=4)=C} XC! +C} =x+1
Card(X=4) et

———— avec
Card(2
ard() Card(.()) _ Cf+3 _ (x+3)2(x+2)

PX=4)=

_ _ _ x+1 _ 2x + 2 _ 2x+2
—PX=4)= <X+3>2$+2>_ x+DNx+2) " x2+ 5x+6
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Card(X =5) = C} x C} = 2x
Card(X=5) et

———— avec
Card(2
ard() Card(!))=Cf+3=(x+3)2(x+2)

2x 4x 4x
=>P(X=75) = RIS T x+3x+2) 2 +5x+6

P(X=5) =

2 _
Card(X =6) =2 =22
Card(X=6) 2
P(XZ 6) = Td(mavec et
Card(Q) = C,?+3 = w
XZ -X

x2-x _ x%-x
x+3)x+2) x2+ 5x+6

:>P(X= 6) = (x+3)2(x+2) =
2

NB : Chercher par exemple Card(X = 3), revient a chercher la somme des numéros possible
porté par deux jetons affin d’obtenir le chiffre 3.

Ainsi pour obtenir le chiffre 3, il suffit de faire la somme de : < un jeton numéroté 1 >
parmi le seule jeton numéroté 1 et de < un jeton numéroté 2 > parmi les deux jetons
numéroté 2.

Et ceci se traduit par C{ X C} en sachant bien sfir que le < et > signifie < X >» et le

« ou > signifie < + >>. D’ou le tableau de la loi de probabilité est le suivant :

X, 3 4 5 6

4 2x + 2 4x x2-x
P(X = x;) x2+ 5x+6 xZ+ 5x+6 x2 +5x+6 | x2+5x+6

6x% 4+ 22x + 20

2) a- Démontron I’espérance mathématique E(X) =
) émontrons que 1’espérance é que E(X) 21516

4 2x + 2 4x x2-x
E(X)= le-XPi—3><x2+ 5x+ 6 +4xx2+ 5x+ 6 +5xx2+ 5x+ 6 +6xx2+ 5x+ 6

12+ 8x + 8+20x +6x% - 6x _ 6x% + 22x+ 20

=> = =
E(X) x2 4 5x+6 x24+ 5x+6

6x2 + 22x + 20

Dlou E(X)= x2+ 5x+6

( Ce qu’il fallait Démontre ).

b- Déterminons la valeur de x pour que E(X) soit égale 5

6x2 + 22x + 20
E(X)=5 ®——— " =5 &6x? +22x + 20 = 5(x? + 5x + 6)&x2 —3x — 10 = 0
x4+ 5x+6
etA=49 =>x; = —2(arejeté) et x, = 5(areténir) (Carx =2)

Soit le tableau ci — dessous donnant la loi de probabilité de fabrication de voiture d'une société
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X

0

1

P(X :xl‘)

2
7

4
7

ESE S

Ko

1) Calculons I'espérance mathématique

E(X)= Sx X P = 0X 2+ 1x5+2x3=2=0857->E(X) = 0,857

2) Calculons la variance puis en déduis 1'écart — type

Variance : V(X)= Y x;2 X P, — E?(X) = 0% x % + 1% x ; + 22 x%— 0,847% = 0,407
L'écart — type : 8(X) = /V(X) = /0,407 = 0,637

3) Donnons la fonction de répartition de la variable aléatoire X de cette loi de probabilité puis
faite sa représentation la graphique.

P(x<0)=0;Px<0)=2; etP(@<1)=Px=0)+Px=1) =
(0six <0

%sixe[o;l]

gsixe[l;Z]

1six =22

NN
NS
N o

+

D’ou F(x) =

La présentation graphique est définie par la figure suivante :

Une étude statistique faite an le nombre de vente de voiture en une journée par un de ses
représentants a conduit a la loi de probabilité suivante pour la variable aléatoire X prenant pour
valeurs le nombre de ces ventes.
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X

0

1

2

3

4

5 et plus

P(X =x;)

0,15

0,40

0,30

0,10

0,05

0

Probabilité

1) Dressons le tableau de la fonction de répartition F de la variable aléatoire X et représenter
cette fonction dans le plus rapporté a un repére orthogonal convenable

[0,15 [0,55 [0,85 [0,90 1 1

2) Calculons I’espérance mathématique

E(X)= YXx;xP,=0x0154+1x040+2x%x0,30+3x%x010+4x0,05=15
=EX)=1,5

Calculons la variance

V(X)= Lx* x P, — E*(X)

=>E(X) = 0% x 0,15 + 12 X 0,40 + 22 x 0,30 + 3% x 0,10 + 4% X 0,05 — 1,52 = 1,05

Un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6 a été piqué de telle sorte que les six
faces ne sont pas équiprobables. On note P, la probabilité d’obtenir le chiffre n lors d’un lancé
de dé avecn € {1; 2;3;4; 5; 6}.

D’autre part les nombres P; ; P,; P3; Py; Ps et Pg dans cet ordre, sont six termes consécutifs
d’une suite arithmétique et que P; X P, = (P,)2.
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1) Calculons la probabilité d’apparition de chaque numéro.
Soit r la raison de cette suite telle que :
P,=P +r
Ps=P,+r=P +r+r=P +2r
Pb=P;+r=P +2r+r=P +3r
Ps=P,+r=P +3r+r=P +4r
P6=P5+r=P1+4r+r=P1+5r
Onsaitque: Py + P, +P;+ P+ P+ P, =1(Cary P, =1) (1)
D’autre part : P; X P, = (P,)%. (2)

- Larelation (1) donne :
PP+Pi+r)+ P +2r)+ (P +3r)+ (P +4r)+ (P +5r) =1 6P +15r=1 (1)

- Larelation (2) donne :
2
Pyx(Py+3r)=(Pi+71) ®PP+3rP =P +2rP +1r?&r’—rP =0 ©

r(r— P;) = 0=>r =0 (impossible) our = P,

. o (T= P
D’ou le systeme {6P1 1157 =1

Decesysttmeona: 6P +15P, =1 &21P, =1 =P, = %
1 2
Pz—P1+T—P1+P1—2P1—2Xﬁ—H
Py=P,+7=2P +P =3P, =3%X ==
3= T =4 1 = o = 21 21
1 4
P4—4P1—4xﬁ—ﬁ
1 5
P5—5P1—5><ﬁ_ﬁ
1 6
P6—6P1—6><ﬁ—ﬁ

D’ou le tableau de la loi de probabilité est le suivant :

n |l [2 |3 |4 |5 |6
Bl L2 |34 ]15]58
21 121 {21 121121 |21

2) On lance ce dé une fois et on considere les événements suivants :
A: K Le nombre obtenu est pair >>.
B: < Le nombre obtenu est supérieur ou égal a 3 >.
a- Calculons la probabilité de chacun des événements A et B.

2 4 6 12 4
P(A)=P2+P4+P6=ﬁ+ﬁ+ﬁ=ﬁ=7
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3 4 5 6 18 6
P(B) —P3 +P4+P5 +P6 —H+H+ﬁ+ﬁ—ﬁ—7
b- Calculons la probabilité pour que le nombre obtenu soit supérieur ou égal a 3 sachant
qu’il est pair.
6 10

4
P(B/A) = P4_ +P6 _H+H_ 21
c- Vérifions si les événements A et B sont indépendants
Les événements A et B sont indépendants si et seulement si P(A N B) = P(B/A) X P(A)

On sait que P(A N B) = P(A) X P(B) = 2 X7 = 35 et P(B/A) X P(A) =53 X 7= =

77 147
Puisque P(A N B) = P(B/A) x P(A). Alors les événements A et B sont indépendants

3) On utilise ce dé pour un jeu. On dispose :
- D’une urne U; contenant une boule blanche et trois boules noires.
- D’une urne U, contenant deux boules blanches et une boule noire.

Le joueur lance le dé :

- S’il obtient un nombre pair, il extrait au hasard une boule de I’urne U;.

- S’il obtient un nombre impair, il extrait au hasard une boule de 1’urne U,.
On suppose que les tirages sont équiprobables et le joueur est déclaré gagnant lorsqu’il tire une
boule blanche, on note G cet événement.

a- Calculons la probabilité de tirer une boule blanche de I'urne U,

- Sil’urne U; contient 1 boule blanche et 3 boules noires alors le total de boule dans

1 3 .
I’urne U; est 4 et par conséquent on a : 1 de boules blanches et 1 de boules noires.
- De méme Si I’urne U, contient 2 boules blanches et 1 boule noire alors le total de

2 1
boule dans ’'urne U, est 3 et par conséquent on a : 3 de boules blanches et 3 de

boules noires.
Or tirer une boule blanche équivaut a un gagnant. Donc P(G/A) = %

En déduisons la probabilité de I’événement G N A.

4

P(GNA)= P(G/A)XP(A)=%><7=% :>P(GnA)=%

Déterminons ensuite la probabilité de I’événement G.

P(G)= P(GNA)+P(GNA
Or si A est'événement : < Le nombre obtenu est pair >

Alors A est I’événement : < Le nombre obtenu est impair >>.
— P(A)=1-PA)=1-5=13

D’autre part P(G N A) = P(G/A) X P(A)

OrP(G/A) = % (Gagnant dans 'urne U, )

1,2 _3_ _3
=7ti= PO =

Dot P(G) = -

N =
wiN
N w

+ 5 X
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b- Le joueur est gagnant. Déterminons la probabilité qu’il ait obtenu un nombre pair lors

du lancer du dé.
1
PA/G) 7 1
PAG) =% =373
7

Une urne contient des boules noires et des boules rouges. Chaque boule noire porte un nombre
entier de trois chiffres multiple de 179 et chaque boule rouge porte un nombre entier de trois
chiffres multiple de 159.
Ces boules sont indiscernables au toucher.
1) Trouvons le nombre maximal de boules de chaque couleur dans 1’urne. (On pourra
utiliser les suites arithmétiques).
- Nombre de boules noires : Les multiples de 179constituent une suite arithmétique
(U,) de raison 179 et de premier terme U; = 179
Doncona:U, =U; +(n—Dr=>U, =179+ (n—1) x 179 =179+ 179n - 179 =
179n.

=> U, =179n.
D’autre partona : 179 < U, < 1000 ¢ 179 < 1797 < 10009 1 Sn <0 & 1<n <
5,58.

Alors le nombre maximal de boules noires est : n; = 5.

- Nombre de boules rouges : Les multiples de 3 chiffres de 59 constituent une suite
arithmétique (V) de raison 59 et de premier terme V; = 118
Doncona:V,=V;+(n—Dr=>V, =118+ (n—1) x59 =118 +59n — 59 = 59n +
59.

=>1;, =59n + 59.
D’autre partona: 118 <V, < 1000 <> 118 < 59n + 59 < 1000¢> 59 < 59n < 941 <

1<sn<iy®lsn<1594
Alors le nombre maximal de boules rouges est: n, = 15.

2) On suppose que ’urne contient cinq boules noires et quinze boules rouges. On
considere le jeu suivant : la mise est de 200 F pour chaque partie. Le joueur tire une
boule de I'urne :

- Si elle est noire, on lui donne 500 F et la partie est terminée.

- Sielle est rouge, il la remet dans ’urne et procéde a un second tirage.

- Sila seconde boule tirée est noire, on lui donne 300 F et la partie est terminée.

- Sila deuxi¢me boule tirée est rouge, il la remet dans ’urne et procéde a un troisi¢éme
tirage et dernier tirage.

- Sila troisiéme boule tirée est noire, on lui donne 100 F.

- Silatroisiéme boule tirée est rouge, il n’a rien.

On désigne par X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

a- Donnons la loi de probabilité de X.

Les valeurs prises par X sont : X= {300;100;—100; —200 }
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P(X=300) = =3
15 5 3

15 15 5 9
PX=-100) = 55X 55 X 55 = &z
15 15 15 27
P(X'=-200) = 25X 35X 30 = &a

D’ou le tableau de la loi de probabilité est :

x; —200 [ =100 | 100 | 300
PX=x) |Z |2 |3 |1
64 64 16 4

b- Calculons la probabilité P pour que X soit positive.

1 3 7
P=PX>0)=PX=300)+PX=100) =1t~ 1
c- Vérifions si I’on peut espérer gagner ce jeu
Ici, il s’agit de Détermine 1’espérance mathématique E.
E(X) = 200 X 22 — 100 X 27 + 100 X = + 300 X § = —Z—g

Puisque E (X) < 0, alors le jeu est désavantageux et par conséquent 1’on ne peut pas espérer
gagner ce jeu.

d- Un joueur fait cinq parties successives.
Déterminons la probabilité pour qu’il ait exactement trois fois un gain positif lors de ces
cinq parties

3
Ona:P’=C§XP3><(1—P)2=10><(1

7 2
) x(1-1) =0,265
Epreuve de Bernoulli — Loi Binomiale

1
- On suppose que la probabilité de faire un gar¢on est 1 Une famille a 5 enfants.

Calculons la probabilité pour qu’il y ait exactement 3 gargons.
Avoir une naissance simple conduit a 2 éventualités : soit on a un garcon, soit on a une fille.
C’est donc une épreuve de Bernoulli. On pourrait considérer 1’épreuve « avoir un gargon »

e 1 . . .
comme le succés de probabilité p = 1 et I’épreuve « avoir une fille » comme 1’échec de

ers 1 3
probabilitt g = 1-p =1 — -7
Cinq naissances successives constituent une succession de 5 épreuves de Bernoulli. Pour
Calcule la probabilité d’avoir exactement 3 garcons, on utilise alors la loi binomiale de

. 3 ) o A3 (1N 3V 1 .9 _ 90
parametreSetZ tel que : p(x = 3)=Cg (Z) (Z) —IOxa X 16 = To2a
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45
=>p (x=3)=>=0,088

Alors la probabilité d’avoir exactement 3 garcons est p(x = 3) = 0,088.
L’objectif de cet exercice est de Détermine les quels des avions a 2 ou 4 moteurs sont les plus
surs.
Un avion ne s’écrase pas tant que la moiti€¢ au moins de ses moteurs fonctionne. Les moteurs
d’un avion tombent en panne de maniere indépendante.
Soit p la probabilité pour qu’un moteur tombe en panne
Partie A :
Ondonnep = 0,1
1) Calculons la probabilité pour qu’un avion a 2 moteurs s’écrase.
Un avion a deux moteurs s’écrase si ses deux moteurs sont en panne.
Alors p; =p X p=p*=0,1x 0,1 = 0,01
2) Calculons la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.
La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne est :
P, =pXpXpXp =p*=0,1%x0,1x 0,1x0,1= 0,0001
3) Calculons la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne
L’état de fonctionnement d’un moteur conduit a 2 éventualités : soit il est en panne soit il ne
I’est pas. Avoir un moteur en panne est donc une épreuve de Bernoulli.
La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne se détermine
par la loi binomiale de paramétre p= 0,1etk = 3
ps =p(x=3)=C3(0,1)3(0,9)' = 4 x (0,001) x (0,9) =0,0036
4) En déduis la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’crase.
Un avion a 4 moteurs s’écrase si ses 4 moteurs sont en panne ou s’il a 3 moteurs en panne.
Alors p, =p, +p3; = 0,0001 + 0,0036 = 0,0037
Partie B :
On revient au cas général
1) Soit f (p)la probabilité pour qu'n avion a 2 moteurs s’écrase.
Démontrons que f(p) = p?
Un avions a 2 moteurs s’crase si ses deux moteurs sont en panne.
— — 2
f)=pXp =7p
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2) g(p)est la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’écrase.
Démontrons que g(p) = p?(—3p? + 4p)
Un avion a 4 moteurs s’écrase si ses 4 moteurs sont en panne ou s’il a trois moteurs en panne.

gp)=p*+ pX =3)=p*+Cp*(1—-p) =p* +4p*(1-p)

=>g(p)=p* + 4p> — 4p* = — 3p* + 4p3=p?(=3p? + 4p).
=>g(p)= p*(=3p* + 4p).

3)a-Onpose h(p) = f(») - g(p)

h(®) = f(p) - g(p) =p* —p*(=3p* + 4p)=p*(1 + 3p* — 4p).
=>h(p) = p*(1 + 3p* — 4p).

Si p2> 0 alors le signe de h(p) dépend du signe 1 + 3p? — 4p

Or1+3p*—4p=3(p- 1)(p—%)

=>h(p) > 0sip E]O; %[, h(p) < 0O sipE]O; %[, h(p) = 0 si pe{%; 1}
b-En déduisons, suivant les valeurs de p, dans quels avions il vaut mieux monter.

e Si pE]O ; %[, alors h(p) > 0 => f(p) > g(p). Un avion a 4 moteurs est plus sir.

o Sipe ]]O ; %[, alors h(p)<0=>f(p) < g(p) : Un avion a deux (2) moteurs est plus

sQr.
e Si pe{%; 1}; alors h(p) = 0 f(p) = g(p) : le risque est le méme.

- Sur une autoroute, deux carrefours successifs sont munis de feux tricolores A et B.
La couleur du feu B est indépendante de celle du feu A.

3
La probabilité que le feu A soit vert est e

1
La probabilité que le feu B soit vert est >

La probabilité de couleur orange est toujours nulle.
1) Un automobiliste passe aux deux carrefours

a- Calculons la probabilité qu’il rencontre deux feux verts.
P(ANB) = P(4) X P(B) =3 x5 =3
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b- Calculons la probabilité qu’il rencontre au moins un feu vert.

Soit C I’événement « il rencontre au moins un feu vert >

P(C) = P(A) X P(B) + P(4) X P(B) + P(A) X P(B) =3 x 2 + 3 X5 +3X 3 =1

2) On ne s’occupe plus que du feu A.

Un automobiliste passe quatre fois a ce carrefour.

X est la variable aléatoire qui a pour valeur le nombre de feux verts que I’automobiliste
rencontre.

a- Trouvons la loi de probabilité de X.

11 s’agit d’une épreuve de BERNOULLI qui se répéte 4 fois.
En effet, a chaque passage, soit il rencontre le feu vert avec une probabilité P = % ouil ne le
rencontre pas avec une probabilitt g =1—-P =1 — % = %

Ainsi les différentes valeurs de la variable aléatoire sont X= {0; 1; 2; 3; 4}.
D’ou:

poc=0=c2(9) x () = (3) =z

Po=1 =l () x () = xix () =5
Po=2 =t () x (3) = 6% x5 =7
e = Q) () = a5k = £
po= =t () () = 1x fx 1= 2

P =x) | L |12 |5 [108 [ 8L
256 256 256 256 256

b- Calculons I’espérance mathématique E(X) de X.

1 12 54 108 81 768
E(X)— inxpi_Oxﬁ+1xﬁ+zxﬁ+3xﬁ+4xﬁ_ﬁ_

. r . r 1’ 3
L’on pouvait prévoir ce résultat car la probabilité de rencontrer le feu vert au feu A est e

Comme il passe 4 fois a ce feu, il a alors 3 chances de rencontrer le feu vert d’ou la valeur de
E(X)= 3.
On dispose de deux urnes U; et U,.

L’urne U; contient 2 boules blanches et 4 boules vertes.
L’urne U, contient 4 boules blanches et 2 boules vertes.
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Dans chaque urne les tirages sont équiprobables et les urnes ont la méme probabilité d’étre
choisies. On choisit au hasard 1’une des urnes et I’on extrait une boule que 1’on ne remet dans
aucune urne ; si la boule est verte, on recommence le tirage dans la méme urne ; si la boule est
blanche, on recommence le tirage dans I’autre urne.

2
1) Montrons que la probabilité de tirer deux boules blanches est 3

Ny
=)
N
J\I/&H;
>+ ]
= Aﬁ

A est I’événement : < tirer deux boules blanches >
4 2 8 2

1.2_4 1
P(A) =5 XgXg+3%X6XE=3% =3
2) Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur +1 si ’on obtient deux boules de la méme
couleur et - 1 pour deux couleurs distinctes.
Donnons la loi de probabilité de X ; son espérance mathématique E(X) et son écart-type &(X).

P(X = 1) = P(A) + P(B) ou B est I’événement « tirer deux boules vertes >
2 1 _4_3 148 7

P(B)— SXZeXE + SXeXE=%r =730
2.7 41

DOl’lCP(X—l)—g‘F%—%

PX=-1)=1-PX=1)=1-5 =5

41 8 4
E(X)= —1><—+1><% =

2
V= (-1 x G+ ()7 55— EOOF = 55— (35) =1~ 7555 = 2035 =

0 0,992

§(X) = /0,992 = 0,996

3) On dit que I’on a obtenu un succes si les deux boules sont de méme couleur.

On répéte 1’expérience précédente 5 fois de suite.

Y est la variable aléatoire qui comprend pour valeur le nombre de <<succés>> parmi ces 5
épreuves.
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Déterminons la probabilité P d’avoir 4 succes exactement

2
P(Y=4)=5x(3) x55~02

_4_ 4
T 18 45

41 41 2009 2009
V()=5x3:x (1 —55) =120 et 8(Y) = /ﬁ = 1,114

41
E(Y)— 5% %

Probabilité
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Statistique

OBJECTIFS :

Ce théme vise a :

* Etablir une statistique a savoir a collecter des informations sur des individus d’une population
puis de les résumés dans un tableau appelé tableau statistique ;

* Représente des données statistiques dans un repére ;

* Elargir le champ des statistiques étudiées les caractéristiques de position.

« Utiliser les séries statistiques a double variables pour étudier le nuage des points.

Commentaires

Andrei Andreievitch Markov (2 Juin 1856 — 20 Juillet 1922) Mathématicien Russe fut I’un des
piliers des premieres notions de la statistique.

Consolider les connaissances acquises en premicre sur le dénombrement des ensembles finis a
I’occasion d’exercices de probabilité.

Les calculs statistiques sur une population n’est pas un chapitre nouveau pour les éléves. En
classe de terminale, on approfondira cette notion par la statistique a doubles variables. On fera
le lien entre les fréquences en statistique et la probabilité de I’événement correspondant.

La notion de statistique a doubles variables permet d’étudier deux caractéres numériques
d’une population étudiée.

Les ajustements linéaires sont des notions trés importantes qui doivent étre maitrisée par les

éléves.

Volume horaire : 16 heures

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Vocabulaire de la statistique

* Définition des caractéristiques de position

* Définition des caractéristiques de dispersion.

« Utiliser les ajustements linéaires.

* Nuages de points pour une série statistique
double
* Régression linéaire et corrélation

e Définir :
- population et individu,
- Caractéres et modalités,

- Echantillon
« Calcule le mode ou dominante, la classe
modale ou dominante, la médiane quartiles
et moyenne.
* Calcule I’étendue, interquartile, variance et
écart-type.
* Représente le nuage des points, Détermine
les coordonnées du point moyen.
* Détermine les droite d’ajustement par la :

-  Me¢éthode des moindres carrés
- Meéthode de Mayer

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 10. Statistiques.
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Remarques et suggestions

On introduira le vocabulaire de la statistique au travers de situations concrétes. Les ajustements
d’une série pondérée et par changement de variable probabilités conditionnelles sont hors
programme, ce qui n’empéche pas de les définir.

On se placera dans des situations ayant du sens ; en particulier on présentera des applications
de la statistique notamment dans le domaine de la biologie et en économie.
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I) Définition et langages de la statistique

1- Définition :

Définition : La statistique est la branche de la mathématique qui consiste a regrouper les
données ; a les analyser et a tirer des conclusions. Elle peut étre définie également comme un
ensemble de données chiffrées ou non chiffrées.

Comme toutes les sciences, la statistique fait appel a un langage spécialisé.

2- Langages statistiques :

a- Notion de population et d'individu:
L'ensemble sur lequel porte une étude statistique est appelé : population, un élément de cet
ensemble est I'individu.

N.B : En statistique, les mots (population et individu) peuvent désigner des étres, des objets
animés ou inanimés.

b- Caractéres et modalités :

Dans une étude statistique, 'attention est portée généralement sur un événement commun a
tous les membres de la population : c'est le caractére.

Exemple : Le caractére situation matrimoniale a 4 modalités : marié, divorcé, célibataire, veuf.

Il existe deux sortes de caracteres : Les caractéres qualitatifs et les caractéres quantitatifs.

- Caractéres qualitatifs :
Un caractere est dit qualitatif si ses différentes modalités ne sont pas mesurables.

Exemple : La situation matrimoniale ; le sexe, la profession, la nationalité....

- Caractéres quantitatifs :

Un caractere est dit quantitatif si ses différentes modalités sont mesurables, c'est a dire des
nombres.

Exemple : l'age, la taille, le poids.......
Un caractére quantitatif peut &tre discret (discontinu) ou (continu)

- Un caractére quantitatif est dit discontinu si ses valeurs prises sont isolées.

Exemple : le nombre de frére propre a un individu, le nombre de femme, etc......

- Un caractére quantitatif est dit continu si ses valeurs prises sont en nombre infini dans un
intervalle.
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Exemple : la température du corps, la taille, 1'age, etc....

c- Echantillon :
L'étude d'un caractére sur une grande population est parfois sensible et coliteux.
Exemple : recensement de population, enquéte etc.... c'est pourquoi on étudie ce caractére sur
un petit groupe de cette membre de cette population : c'est I'échantillon.

IT) Présentation des données statistiques :

Plusieurs méthodes sont utilisées par les organismes de la statistique pour la collecte des
données statistiques. Les données ayant été recueillis il est nécessaire dans une premiere phase
de les grouper, de les présenter sous forme de tableau et de les Représente graphiquement.

1- Cas d'un caractére qualitatif :

a- Tableau statistique :
Activité
Une étude faite sur la situation matrimoniale de 10 personnes a donnée le résultat suivant :
Marié ; Divorcé ; Célibataire ; Marié ; Veuf; Célibataire; Divorcé ; Célibataire ; Célibataire ;
Marié.
Dresse un tableau justifiant les résultats donnés ci-dessus.

Synthése
Modalités (x;) Nombre d'éléments (n;)
Marié 3
Célibataire 4
Divorcé 2
Veuf 1
Total 10

Les valeurs du caractére étant rangées dans 1’ordre croissant, on a :
-La 1" Colonne contient la nomenclature des différentes modalités. On la note x;
- La 2°™ Colonne contient le nombre d'élément de chaque modalité. On la note n;

n; est l'effectif relatif de la modalité x;. C'est le nombre d'élément présentant la modalité x;

N = Y n; est appelé somme des n;

A ce tableau, on peut ajouter une
n;  effectif relatif

3 eme

fi= N effectif total
Modalités (x;) | Nombre d’éléments (n;) Fréquences (f;)
Marié 3 3/10=10,3
Célibataire 4 4/10=0,4
Divorcé 2 2/10=0,2
Veuf 1 1/10=0,1
Total 10 10/10=1
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NB : la somme des fréquences est toujours égale a 1 , c’est-a-dire: > fi = 1
b- Représentation graphique :

Diagramme en béton :

Dans un repere orthogonal, on place sur I'axe des abscisses les x; (modalités) ; et sur 'axe des
ordonnées les effectifs n; ou les fréquences f;.

Pour Construis le diagramme en baton des effectifs, on place les points 4;(x; ; 0) et

B;(0 ; n;) et on construit en trait plein les segments[A4;B; ].

41
34
21
1L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 x
2z 7] » )
«
= 2 2 >
= a
o)
o

NB : Si les fréquences f; étaient en ordonnée, le digramme est appelé diagramme en baton des
fréquences. Le polygone des effectifs est la ligne brisée reliant les extrémités des batons dans le
diagramme (Voir figure ci-dessus).

D’une maniere générale, la ligne polygonale obtenue en joignant les différents points
B;(0; ny)

Diagramme en secteur circulaire :
Soit le demi — cercle (C). Représentons la série précédente sur (C). Chaque modalité est
représentée par un secteur angulaire a; proportionnel a sa fréquence f; tel que a;= f;x180°.

Mariés : a;= 0,3x180° =>a,= 54°
Célibataires : a,= 0,4x180° =>a,= 72°
Divorcés : a3=0,2x° => az=36°

Veufs : a;=0,1x180° =>a,= 18°
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Modalités (x;) | Nombre d’éléments (n;) | Fréquences (f;) Angles (a;)
Marié 3 3/10=10,3 54°
Célibataire 4 4/10=04 72°
Divorcé 2 2/10=0,2 36°
Veuf 1 1/10=0,1 18°
Total 10 10/10=1 180°

Célibataire

NB : pour le cercle tout entier le secteur angulaire a;est : a; = £;x360

o, =108° ; a,=144° ; w3=72° ; o4=36°

secteur circulaire

230,00 %

Célibataires

240,00 %

:10,00 %

220,00 %

2- Cas d'un caractére quantitatif discret :

a- Etude du caractére nombre de frére dans un tableau statistique

Activité :
Une étude statistique faite sur le nombre de frére d’un groupe d’individu a donné les résultats
suivants : 4; 2;2;1;3;2;3;3;2; 1.
Cosigne :
- Dresse un tableau statistique correspondant a cette étude.
- Compléte le tableau en y insérant la colonne des Effectifs cumulés croissants et celui des

effectifs cumulés décroissants.
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Synthése

- Dressons un tableau statistique correspondant a cette étude.

Modalités x; | Effectif ni
1 2
2 4
3 3
4 1
Total 10

- Complétons- le tableau en y insérant la colonne des effectifs cumulés croissants et celui
des effectifs cumulés décroissants.

Le regroupement en tableau se fait de la méme maniére que les caractéres qualitatifs.

La seule différence est que les modalités sont des nombres s'écrivant dans 1'ordre croissant.

A ce tableau, on peut ajouter la colonne des effectifs cumulés croissants et des effectifs
cumulés décroissants ainsi que les fréquences cumulées croissantes et des fréquences cumulées
décroissantes. Les valeurs du caractére étant rangées dans 1'ordre croissant, on appelle :
Effectif cumulé croissant de x;, La somme des modalités inférieures ou égales a x; c'est-a-
dire :

n1:n1:2
n2:n1+n2:2+4:6
ng =ny+tny,+nyg=2+4+3=9

. , n
ng=ny +n, +nz+n,=2+4+3+1=10 et la fréquence croissante cumulée est f; = Fl,
Effectif cumulé décroissant de x;: On appelle effectif cumulé décroissant de la modalité x;, la
somme des modalités qui le succéde ; c'est-a-dire n; = n; + ny.+...+ ny et la fréquence

. n;
cumulée décroissante est : f; = Fl\

D’ou le tableau suivant :

Modalités x; | Effectif ni Effectif cumulé Effectif cumulé
croissant décroissant
ECC ECD

1 2 2 10
2 4 6 8
3 3 9 4
4 1 10 1

Total 10 27 23
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Dans un repere orthogonal, on place sur 1'axe des abscisses les x; (modalités) ; et sur I'axe des

ordonnées les effectifs n; cumulés croissants ou décroissants.

Pour Construis le diagramme en baton des effectifs cumulés croissants ou décroissants, on
place les points A;(x; ; 0) et B;(x; ; m;) eton construit en trait plein les segments[A4; B;].

Diagramme des n;

v

v

Diagramme des n; croissants

3- Cas des caractéres quantitatifs continus :

a- Tableau statistique :

Diagramme des n;
décroissants

Dans le cas d'un caractére quantitatif continu, les valeurs du caractére sont regroupées dans un
intervalle de méme amplitude [x; ; x;,1[ ou encore appelées des classes.

Exemple :

Une étude faite sur la taille de 30 personnes a donné les résultats suivants en cm :
175 ; 165 ;172; 171;168 ;170 ;178;170; 171; 173;170 ;170 ; 168 ;150 ; 160
165; 175;179 ; 180;170;173;165;168;176;150;174; 158;153;144; 172

Dresse le tableau des effectifs et des fréquences cumulées.

On prendra des classes d'amplitude 6.

Classes Effectif | Centre des | Effectif cumulé | Fréquences

[x; 5 x41] n classes C; croissant cumulées f;
ECC
[144 ;150] 1 147
[150; 156] 4 153 30 0,633
[156;162] 1 159 29 0,166
[162; 168] 3 165 25 0,2
[168 ;174] 14 171 24 0,3
[174;180] 6 177 21 0,76
[180; 186] 1 183 7 0,966
1 1
Total 30 _ _ B

L —————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
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On appelle centre (c;) de la classe (x;, X;+;) le nombre ¢; = Xt X

Pour les calculs, nous conviendrons de prendre la valeur ¢; commune a tous les individus de la
classe (xj, Xi+1)
Histogramme des effectifs (représentation graphique)

y histogramme
a0t 38,89 %
35
30t
25+
204
6,67 %6,67 %
151
1511 %
10+ 8,33 9%
5,78 % 78 9 0,78 %
10 1 2 3 4 6 8 9 10 11 12 13 14 15 164
_sl
~104
_154

Dans un repere cartésien, les valeurs des bornes de classe sont portées en abscisse et les
effectifs (ou fréquence) sont portés en ordonnées.

Pour chaque classe [x;; x;+1[, on trace le rectangle de base [ x; ; x;.[, et de hauteur (n; ou f)).
La représentation graphique obtenue est appelée : Histogramme des effectifs ou des
fréquences.

Les polygones :
On appelle polygones les effectifs, la ligne brisée joignant les points(c; ; n;).

On appelle polygone des effectifs cumulés croissants, la ligne brisée passant par les points
d'abscisse et d’ordonnées (x;41 ; ;).

On appelle polygone des effectifs cumulés décroissants, la ligne bisée joignant les points de
coordonnées : (x; ; n; \)

Les deux polygones des effectifs cumulés croissant et décroissant x coupent en un point
d’abscisse M, : (M, est la médiane).
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< Médiane

Polygone des n; croissantes
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I1I- Eléments caractéristiques d'une série statistique:

1- Les caractéristiques de position :

a- Le mode ou dominante :
Le mode d'une série statistique est la valeur du caractére qui a le plus grand effectif (ou
fréquence). On le note M.

Exemple : Détermine le mode de la série suivante : 10; 7 ; 8; 5; 2 ; 7; 4;4;5; 7; 10
Réponse : le mode est 7 (car 7 compte le plus grand effectif parmi les autres chiffres
énumérés)

b- Classe modale

Pour une série continue, lorsque les classes sont de méme largeur, la classe modale est la classe
ayant |’effectif le plus important.

Exemple :
Voici le tableau des effectifs des notes des éléves lors d’un examen :

Notes [0;4] | [4;8[ | [8;12] [12;16]| [16;20]

Effectifs 5 32 61 80 15

Détermine la classe modale de cette série statistique.
Solution

La classe modale de cette série statistique est la classe ayant le plus grand effectif ¢’est-a-dire :
[12;16].

c- La médiane d'une série :

Définition : La médiane d'une série est la valeur du caractére qui divise la série en deux séries
de méme effectif. On la note M,

NB : N désignant les valeurs de la série statistique rangée dans 1’ordre croissante, on a :

. . . 1 X N+1
-Si N est impaire, la médiane correspond a la valeur du rang : -

N
-Si N est paire, la médiane correspond a la valeur du rang : B et B +1

c- Moyenne arithmétique d'une série :

Définition :
La moyenne arithmétique d'une série est le quotient de la somme de ces valeurs par l'effectif
total.

Si x|, Xo,... xi sont les valeurs etn, n,,......... , Ny les effectifs alors ona:
, _ Y n;Xx; _ yn;
La moyenne est notée x tel que : X = # oux = Tl
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NB : Dans le cas d'un caractére continu, les x; sont remplacés par les centres C; de classe
X+ Xx;
[x; ; x;4q]telque: C; = sz

2- Les caractéristiques de dispersion :

a- Amplitude ou étendue d'une série :

L'amplitude d'une série est la différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur du
caractére.

b- Les quartiles
Les valeurs du caractére étant rangées dans 1'ordre croissant ou décroissant, on appelle quartiles

les 3 valeurs qui divisent la série en 4 groupes de méme effectifs. On note par : Q; ; Q, ; Q3 ces
3 valeurs.
\ . N
NB : Q; : est la valeur du caractere qui correspond au rang s
. 3N
- Qj;:estlavaleur du caractére qui correspond au rang e
- Q3 —Qq : est I'écart interquartile

- —Q3Q_Ql . est I'écart interquartile relatif.
2

c¢- Variance ou fluctuation :

La variance d'une série est la mesure de la dispersion des échantillons autour de la moyenne.
On la note V(X) tel que si x;, x5, ... xi sont les valeurs du caractére et n; ; n, ;...ny les effectifs

Xx?
alors on a : V(X) :an% — x?

d- L'écart type :

C'est la racine carrée de la variance, on la note : 0 = /V(X)

e —
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IV- Série statistique a double caractéres x et y

1- Nuage de points associé :
Le plan étant muni d’un repére orthogonal, on appelle nuage de points associé, ’ensemble des

points M;; de coordonnées (xl- ; yj).

2- Point moyen d’un nuage de points :
On appelle point moyen d’un nuage de points représentant une série, le point G de coordonnées

— g =2%
Xe=X= 5
X6 ; Yg) ou et
—y=2Y
Yo=Y = N

3- Covariance :
La covariance d’une série statistique a deux caractéres x et y, de moyennes respectives X et y
et d’effectif total N est le nombre réel not¢ Cov(x, y) ou gy, tel que :

Zng; (=X i-Y)
Cov(x,y) = E}ifectif total ou  Cov(xy)=

XN Xy
Effectif total

~l

- X.

4- Détermination des droites de régression

Méthode des moindres carrées ordinaire:

a- Droite de régression de y en x :

La droite (D) de régression de y en fonction de x passe par le point G (X, Y), point moyen du

C XY — _
Cov®.¥) et hb=Y— aX.
V(X)

nuage de point. Son équationest: y (x) = ax + bavec:a =

X
N

Ou V(X) est la variance et a pour formule: V(X) = - X2
b- Droite de régressionde xeny:
La droite (D’) de régression de x en fonction de y passe par le point G(X ; Y), point moyen du

. . . , , , Cov(X)Y) / — —
nuage de point. Son équationest: x = a'y + b’ avec:a = W eth = X —aY

2
N . Y; _
Ou V(Y) est la variance et a pour formule : V(Y)= ZT’ —-Y2

NB : G (X; Y) appartient aux deux droites de régression pour tracer ces droites, il suffit donc
de Détermine un autre point vérifiant I’équation.

Ainsi différentes méthodes sont prévues :
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Méthode de Mayer:
Cette méthode consiste a :

- Attribuer a chaque année du tableau, un rang compté a partir de 1.
- Partager le nuage en deux nuages N; et N, dont les effectifs sont égaux.
- Détermine les points moyens G; et G, de chacun des deux nuages Njet N,.

- Ajuster le nuage par la droite (Gy; G, ) dont on Déterminea une équation.

Inconvénient de 1a méthode de Mayer :

La droite de régression obtenue a partir de la méthode de Mayer peut étre différente de celle
obtenue a partir de la méthode des Moindres carrées ordinaires et avoir des écarts non
négligeables sur les prévisions.

Activité
Soit le tableau statistique suivant, portant sur 1’évolution des ventes de médicaments des six
derniéres années d’une pharmacie :

Années 2005 2006 2007 2008 | 2009 | 2010
Ventes y; 100 130 150 175 210 240

Détermine les prévisions de vente de cette pharmacie en 2011 puis en 2012 en utilisant :
La méthode des Moindres carrés ordinaire et la méthode de Mayer

Synthése
Méthode des moindres carrés ordinaire.

- Premiére étape :

On attribue a chaque année du tableau, un rang compté a partir de 1 puis on compleéte le
tableau en ajoutant la colonne des x; ¢ y; et celui des x;2:

Total
Années 2005 | 2006 | 2007 2008 2009 | 2010
Rang de I’année x; 1 2 3 4 5 6 21
Ventes y; 100 130 150 175 210 240 1005
X *Y; 100 260 450 700 1050 | 1440 4000
x; 1 4 9 16 25 36 91

- Deuxiéme étape :
On calcule les coordonnées x et y du point moyen G tel que :

Ly; _ 1005

. 6 = 167,5

- 2% _ 21 S =
X====— 35et y=
- Troisiéme étape :

On détermine la droite de régression (D) de y en x en calculant les réels a et b tel que :

_ Txey; —nXey _ 4000 — 6x3,5x167,5
T ExZ-n®m2 91— 6x%(3,5)72

a =2757 et b=y —ax =167,5— 27,57 X 3,5
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=>p = 71,005 = 71
Alorsona (D): y(x) =ax +b=> y(x) =27,57x + 71

- Quatriéme étape :
On calcule les prévisions de vente de cette pharmacie en 2011 et en 2012.

e Prévisions de vente de cette pharmacie en 2011

L’année 2011 correspond au rang x = 7 =>y(7) = 27,57 X 7+ 71 = 263,99 =~ 264
e Prévisions de vente de cette pharmacie en 2012

L’année 2012 correspond au rang x = 8 =>y(8) = 27,57 x 8 + 71 = 291,56 =~ 292

Méthode de Mayer

- Premiére étape :

On attribue a chaque année du tableau, un rang compté a partir de 1 puis on partage le nuage en
deux nuages N;et N, dont les effectifs sont égaux.

Groupe Groupe
1 2
Années 2005 2006 | 2007 | 2008 2009 | 2010
Rang de I’année x; 1 2 3 4 5 6
Ventes y; 100 130 150 | 175 210 240

Méthode de partage des points en deux groupes.

Nombre de point x; Premier groupe Deuxiéme groupe
3 points : X1 ; Xy ; X3 X1 ; Xg X3

4 points : Xq; Xp; X3; X4 X1 X X3; X4
Spoints : X1 ; X5 ; X3; X4; Xs X15 X2 X3 X4 Xs

6 points : X ; Xy ; X3; X4; Xs5; Xg X15 X5 X3 X4; X5 Xg

NB : les périodes peuvent étre en année ; en mois ; en semaine ou en jour
- Deuxicme étape :

On calcule un point moyen pour chacun des deux groupes :

Premier groupe

Soit ¥ = ax + b la droite de tendance relative au premier groupe.

Calculons les coordonnées du point moyen Gy (;) relative premier groupe
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Rang de I’année x; 1 2 3
Ventes y; 100 130 150
y:%: 100+1§0+150 =$:126,66 ot fz%: 1+§+3 =§:2

Alors le point moyen pour le premier groupe est : Gy (12 62 6)

6
Or la droite de tendance relative au premier groupe est: y = ax + b 126,66 = 2a + b=
2a+ b =126,66 (1)

Deuxiéme groupe

Soit ¥ = ax + bla droite de tendance relative au premier groupe.
Calculons les coordonnées du point moyen G, (;:) relative premier groupe

Rang de I’année x; 4 5 6

Ventes y; 175 210 240
y= % _ 175+2§0+24—0 _ 6;_5: 208,33
f=&=4+5+6=1_5:5

n 3 3

Alors le point moyen pour le deuxiéme groupe est : G, (2085 33)

Or la droite de tendance relative au premier groupeest: y = ax +b 20833 =5a+b
<5a+ b = 208,33(2)

- Troisiéme étape :

On résous le systéme formé par les équations (1) et (2)pour Détermine les réels a et b:

{Za +b =126,66
5a + b = 208,33

La résolution de ce systéeme donne : @ = 27,22 et b = 72,23
Or la droite de tendance de la série statistique est: y(x) = ax + b & y(x) = 27,22x + 72,23

- Quatriéme et derniere étape :

On calcule les prévisions de vente de cette pharmacie en 2011 et en 2012.
e Prévisions de vente de cette pharmacie en 2011
L’année 2011 correspond au rang x = 7

=>y(7) = 27,22 x 7+ 72,23 =262,77 = 263
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e Prévisions de vente de cette pharmacie en 2012

L’année 2012 correspond au rang x = 8
=>y(8) = 27,22 X 8 + 72,23 = 289,99 =~ 290.

c- Corrélation linéaire

Statistiques

Deux variables statistiques X et Y sont dites en corrélation linéaire lorsque la courbe de
régression de Y en X et la courbe de régression de X en y sont des droites.

d- Coefficient de corrélation linéaire :

Définition :
On appelle coefficient de corrélation linéaire d’une série statistique double caractere (X ; Y),

le nombre réel r définie par r =

Propriétés de r :
P, :Si 0,87 <|r| < 1, on considére que la corrélation linéaire entre les deux variables est forte.

Py:sir =

e- Estimation et prévision
Lorsqu’il existe une bonne corrélation linéaire, il est possible de prévoir la valeur de y
connaissant celle de x, en utilisant I’équation de la droite de régression de y en x ; et vice —

versa.

Cov (X;Y)

/ V).V (Y)

1, on dit que la corrélation est parfaite.

Exercices

Série statistiques simples

. Voici les notes de quatre groupes d’éléves au baccalauréat malien.
1) Remplis les cases des différents indicateurs ci-dessous :

Notes Groupe 1 | Notes Groupe 2 | Notes Groupe 3 | Notes Groupe 4
5-6-10-10- | 6-8-8-8-10| 8-85-85-9 | 6-6-7-8-10
11-12-12-14 11-14-15 1-11-12- 11-11-15
12
Moyenne
Etendue
Médiane

2) Compare d’un point de vue qualitatif a la lueur des indicateurs calculés précédemment :

a- Le groupe 1 et le groupe 2 ; b- Le groupe 2 et le groupe 4 ; c¢- Le groupe 1 et le groupe 3.
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. Voici le tableau des effectifs des notes des éléves lors d’un examen :

Note [0;4] | [4;8[ | [8;12] | [12;16] | [16;20]
Effectifs 5 32 61 80 15
Effectifs cumulés

Croissants

Fréquences cumulées
Croissantes en %

1) Quelle est la classe modale de cette série statistique.
2) Calcule la moyenne de 1’établissement lors de cet examen.
(on donnera le résultat au centiéme pres).

3) a- Remplir la ligne des effectifs cumulés croissant, puis des fréquences cumulées
croissantes en pourcentage.

b- Construis, dans le repére ci-dessous, le polygone des fréquences cumulées croissantes en
pourcentage.

c- A I’aide du polygone des fréquences cumulées croissantes en pourcentage, donne la valeur
de la médiane, du premier quartile et du troisiéme quartile.
(laissez les traits de constructions apparants).
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Donne I’étendue, la médiane, le premier et le troisiéme quartile de la série statistique

Suivante :
34 38 39 41 42 43 44 45 45 47
47 48 49 50 51 51 52 52 53 54
55 55 55 55 55 55 55 56 56 57
58 58 58 59 59 59 60 62 62 62
62 63 64 65 66 66 66 66 67 68
68 73 74 74 75 75 79 81 81 85

IMC

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

Effectifs

croissants

Effectifs cumulés

1) Complete, dans le tableau précédent la ligne des Effectifs cumulés croissants.

L’IMC est I’indice de masse corporelle. Dans une étude statistique portant sur 400 femmes,
voici le tableau des effectifs de 1’étude portant sur L’IMC de cette population :

2) Détermine le premier quartile, la médiane, le troisiéme quartile et 1’étendue de cette série.

y+

Ci-dessous est représenté, le polygone des fréquences cumulées croissantes des notes obtenues
par une classe de 28 éleves :

1) a- Détermine la médiane et les quartiles de cette série statistiques.

b- Donne la valeur de 1’écart interquartile.
2) Tracer le diagramme en boites associé a cette série statistiques.
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. Le tableau ci-dessous représente les températures maximales dans la ville de Sikasso au cours
d’une semaine :

Lundi Mardi Mercredi Jeudi Vendredi Samedi Dimanche
26,2 27 27,4 27,4 25,5 26 26,5

Les résultats seront arrondis au centiéme de degré Celsius.

1) Détermine la température maximale moyenne au cours de cette semaine.

2) Sachant que sur les deux semaines précédentes la moyenne de ces températures maximales
étaient de 25,64. Détermine la moyenne des températures maximales sur ces trois semaines.

. Une étude statistique sur une population a permis d’obtenir le tableau des effectifs suivants :

Taille [150;160[ | [160;170[ | [170;180[ | [180;190]
Effectif 3 23 79 7

Tous les calculs seront arrondis au centiéme pres.
1) Calcule la moyenne de cette série statistique a partir du tableau des effectifs.

2) Complete le tableau suivant :

Classes X, — X (x, — %)% | ny(x; — %)*
[150; 160]
[160;170]
[170; 180]
[180; 190]

3) En déduire la valeur de la variance V = %Zﬁ;l n;(x; — %)?

4) Donne la valeur de I’écart-type : ¢ = \/V

. Soit tableau de la série statistique correspondant aux pointures des chemises de 48 militaires.

X; 36 37 38 39 40 41 42 43
n; 5 11 12 8 4 3 4 1

1) Détermine la population et le caractére étudié.
2) Détermine le mode des chemises
3) Calcule la pointure moyenne des chemises

L’étude statistique faite sur la taille des voitures de la société Renault a donné les résultats
suivants :

Classes | [144;150[ | [150;156[ | [156;162[ | [162;168[ | [168;174[ | [174;180[ | [180;186[
[xis xipa [

Effectif 1 4 1 3 14 6 1

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 10. Statistiques. Page 640



Statistiques

sm_| | | | | | |

1) Dresse le tableau des centres C; .

2) Dresse le tableau des effectifs et des fréquences cumulées (croissants et décroissants).

3) En déduire I’histogramme des effectifs n; puis celle effectif (n; croissants et
décroissants).

-Soitlasériesuivante:3; 8;7;11;5; 13; 15; 10; 2; 17; 1; 20; 12.

Détermine la médiane et les quartiles.

Une agence de voyage propose 21 voyages organisés dont voici les tarifs en euros :
152; 320; 250; 320; 137; 183; 137; 152; 244; 122; 190;
139; 202; 285; 137; 180; 143; 190; 137; 180;190.

1) Calcule la moyenne et I’écart type de la série des prix. Quel est la médiane, le premier et le
troisiéme quartile?

2) Ne rentrant pas dans ses frais, I’agence hésite entre deux solutions : augmenter tous les tarifs
de 190 euros ou doubler tous les tarifs. Donne pour chacune des solutions la moyenne et 1’écart
— type de la nouvelle série des prix. Que deviennent les quartiles et la médiane ?

3) Une des deux solutions est — elle plus avantageuse financiérement pour I’agence ? Tracer les
deux diagrammes en boite correspondants.

Lors d’un concours d’entrée a I’école statistique, la moyenne générale des 600 candidats a été
de 11,4 sur 20.

Il y a 300 places au concours. Fanta a eu une moyenne de 12. Pourtant elle a échoué. Expliquer
ce résultat.

Une série statistique a pour effectif 40. Sa moyenne est égale a 15,75 et son €écart — type a
11,438. On ajoute a cette série une 41°™ valeur égale a 18. Calcule la moyenne et I’écart — type
de la nouvelle série.

On a relevé le montant en euros de 100 chéques déposés dans un commerce dans une journée.
Voici le tableau obtenu : les chéques ont été regroupés en fonction de leur montant par classes
dont ’amplitude est 15 euros.

Montant Effectif | Fréquence Fréquence cumulée
des chéques croissante
[0,15] 20
[15,30[ 9
[30,45] 19
[45,60[ 27
[60,75] 18
[75,90[ 6
[90,105] 1
Total
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1) Compléte le tableau
2) Soit S le montant de I’ensemble des 100 chéques. Donne un encadrement de S. En
déduire un intervalle I tel que le montant moyen des chéques appartienne a .
3) Pour estimer la moyenne d’une série statistique ou les valeurs ont été regroupées en
classes de méme amplitude, on proceéde souvent de la maniére suivante :
On remplace chaque classe par son centre et on calcule la moyenne de la série des centres
(avec les mémes effectifs).
Faire le calcul pour la série ci-dessus. Vérifier que la moyenne obtenue est le centre de
I’intervalle I trouvé a la question précédente.
4) Quelle est la classe pour laquelle la fréquence cumulée croissante passe la « barre » des
50 % ? Justifier pourquoi on appelle cette classe la classe médiane.

Série statistiques a doubles variables

Soit le tableau statistique suivant, portant sur 1’évolution des ventes de médicaments des six
derniéres années d’une pharmacie :

Années x; 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

Ventes y; 100 | 130 | 150 | 175 | 210 | 240

Quelles sont les prévisions de vente de cette pharmacie en 2011 ? En 2012 ?

NB : On utilisera La méthode de Mayer et la méthode des moindres carrés ordinaire.

En prévision du lancement d’un nouveau produit, une société a effectué une enquéte aupres de
clients éventuels pour fixer le prix de vente (en milliers de francs) de ce produit. Les résultats
sont donnés dans le tableau

ci—dessous :

Prix de vente en 9 10 11 12 14 15 16 17
milliers de francs x;

Nombre d’acheteurs 180 | 160 | 150 | 130 | 100 | 90 80 70
potentiels y;

1) Représente graphiquement le nuage de points de cette série statistique. On prendra pour
unité :
1 cm pour 1000 francs en abscisse et 1cm pour 10 acheteurs en ordonnée.
2) Détermine les coordonnées du point G
3) Détermine le coefficient de corrélation linéaire r puis interpréter le résultat obtenu.
4) Détermine une équation de la droite (D) de régression de y en x. Tracer (D)
5) Estimer graphiquement le prix maximum a fixer pour qu’il y ait au moins 50 acheteurs
potentiels.
6) En utilisant 1’équation de la droite (D) de régression de y en X, puis Détermine :
a- Le nombre d’acheteurs a prévoir si le prix est fix¢ a 13 000 F
b- Le prix a fixer pour que le nombre d’acheteurs potentiels soit supérieur a 250.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 10. Statistiques. Page 642



Statistiques

- Un pharmacien observe, durant les 6 premiers mois de 1’ouverture de son officine, le chiffre
d’affaire en millions de francs CFA. Le résultat de I’observation est résumé dans le tableau
suivant ou x désigne le numéro du mois et y le chiffre d’affaires — correspondant.

X 1 2 3 4 5 6
Y 12 13 15 19 21 22

1- Calcule X et Y les moyennes des variables X et Y.

2- Représente graphiquement le nuage de points de cette série statistique double ainsi
que le point G.
On prendra : (Unités : 2 cm en abscisses et 1 cm pour 2 unités en ordonnées).

3- Calcule la variance V(X) de X et la covariance Cov(X; Y)de X et Y.

N.B : Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

4- Démontrer qu'une équation de la droite de régression (D) de y en x est :
78
y= = x+ 9,2

5- Tracer la droite (D).
6- Enutilisant la droite (D), Calcule une estimation du chiffre d’affaires de cette
pharmacie 4 la fin du 7°™ mois.

Solutions

Série statistiques simples

- Voici les notes de quatre groupes d’éléves au baccalauréat malien.
1) Remplissons les cases des différents indicateurs ci-dessous :

Groupe 1 Groupe 2 Groupe 3 Groupe 4
Notes 5-6-10-10—- | 6-8-8-8-10| 8-85-85-9 | 6-6-7-8-10
11 12-12-14 11-14-15 11-11-12-12 11-11-15
Moyenne 10 10 10 9,25
Etendue 9 9 4 9
Médiane 10,5 9 10 9

Pour Compléte le tableau ci-dessus, on a procédé de 1a maniére suivante :

Exemple pour le groupe 1

Movenne : % — i _5+6+10+ 10+ 11+ 12+ 14 80 _ 1
COVenne ;X = "y = 8 -8

Etendue : c’est la différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur du caracteére :
14-5=9

Médiane : c’est la valeur du caractére qui divise la série en deux séries de méme effectif
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Ici I’effectif des notes pour le groupe 1 est : 8 alors on pose N = 8 qui est un nombre pair.

. X N N Ny o
Donc la médiane correspond a la valeur de rang : By et 5 + 1 c’est-a-dire que la médiane

iéme iéme R
correspond au : (E et %+ 1) rang = (g et g+ 1) rang = (4 et4 + 1)*“™rang

2
= (4 et 5)®™ rang

Or dans le groupe 1, le 4%™¢rang correspond a 10 et le 5™®rang correspond a 11
Alors la médiane Me = % =10,5

Ainsi le reste du tableau a été Compléte avec la méme procédure.

NB : N désignant les valeurs de la série statistique rangée dans I’ordre croissant, on a :

. . . L1 \ N+1
- Si N est impaire, la médiane correspond a la valeur de rang : >

. . , g . N N
- Si N est paire, la médiane correspond a la valeur de rang : B et 5 +1

2) Comparons d’un point de vue qualitatif a la lueur des indicateurs calculés précédemment :

a- Le groupe 1 et le groupe 2 ont la méme moyenne et la méme étendue. La médiane du
groupe 1 indique que ce groupe a la moitié de ces éléves ont eu des notes plus élevées que le
groupe 2.

b- Le groupe 2 et le groupe 4 ont la méme étendue et la méme médiane. La moyenne plus
grande du groupe 2 indique que leurs notes dans la premiére moitié sont d’avantages regroupés
vers la médiane 10 et la seconde moitié vers sa borne supérieure.

c- La médiane du groupe 3 peut aussi étre choisie pour 10,5. Ainsi le groupe 1 et le groupe 3
ont la méme moyenne et la méme médiane. L’étendue du groupe 3 étant plus faible indique
une classe plus homogene.

- 1) Déterminons la classe modale de cette série statistique.

La classe modale de cette série statistique est la classe ayant le plus grand effectif ¢’est-a-dire :
[12;16].

2) Calcule la moyenne de I’établissement lors de cet
examen.(on donnera le résultat au centiéme pres).

(X °)><5 + (8; )32 + (12; 8)><61 + (—16; 12)><80 + (—2(’; 16)><15

X =
5+ 32+ 61+ 80+ 15
_ 2X5 +6x32+ 10x61 + 14x80 + 18x15  _ 2202 _ 1141
- 5+ 32+ 61+ 80+ 15 ~ 193 T
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3) a- On a le tableau complété ci-dessous.

Note [0;4] [4;8] [8;12] | [12;16] | [16;20]
Effectifs 5 32 61 80 15
Effectifs cumulés

Croissants 5 37 98 178 193
Fréquences cumulées

Croissantes en % 2,6 19,2 50,8 92,2 100

b- Le polygone des fréquences cumulées croissantes en pourcentage est le suivant :

y

g Ko W S - A N R S S P S S PO S

90+

80+

70+

60+

5

40+

30+

204

10~

Statistiques

P e e e e e e =

c- La lecture graphique permet d’obtenir les valeurs suivantes :

Médiane : Me = 12

; 1¥ quartile: Q; = 9;

3% quartile : Q3 ~ 14,5
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Donnons : 1’étendue, la médiane, le premier et le troisiéme quartile de la série statistique
suivante :

34 | 38 39 41 42 43 44 | 45 45 47
47 | 48 49 50 51 51 52 52 53 54
55 | 55 55 55 55 55 55 56 56 57
58 | 58 58 59 59 59 60 62 62 62
62 | 63 64 65 66 66 66 66 67 68
68 | 73 74 74 75 75 79 81 81 85

Ce tableau comporte 6 lignes et 10 colonnes : il comporte donc 60 valeurs. Ainsi, on a les
valeurs suivantes :

- Meédiane : elle est comprise entre la 30°™ et la 31°™ valeur. Donc Me = 57,5.
- Le premier quartile est compris entre la 15°™ et la 16“™ valeur. Donc Q; = 51.

- Le troisiéme quartile est compris entre la 45°™ et la 46“™ valeur. Donc Q; = 66

- 1) Le tableau Compleéte est le suivant :

IMC 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
Effectifs 25 37 | 106 | 92 38 39 16 12 15 13 7
Effectifs cumulés

croissants 25 62 | 168 | 260 | 298 | 337 | 353 | 365 | 380 | 393 | 400

2) Déterminons le premier quartile, la médiane, le troisiéme quartile et I’étendue de cette série.
On a les indicateurs de positions suivants :

L effectif étant 400 individus, la médiane se situe entre la 200°™ et la 201°™ valeur.
Donc M, = 22.

- 1) a- D’apres le graphique, on a :

- Médiane : Me = 8,78.
- Lepremier: Q; = 5,75.
- Letroisiéme : Q3 = 12

b- Donnons la valeur de 1’écart interquartile.
La valeur de I’écart interquartile correspond a : Q3 — Q; = 12 — 5,75 = 6,25
2) Tragons le diagramme en boites associé a cette série statistiques.

(voir figure)
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y,,
lﬁ_
0,81
0,6
0,44
0,24
! & M. 1Q31 = 1 1
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I |
0 20

- 1) La température maximale moyenne au cours de cette semaine est :

_ S 2624274274 + 247+ 255+ 26+265 _ 1833
*Y=°N = 7 =77

~ 26,19°C

2) Sachant que sur les deux semaines précédentes la moyenne de ces températures maximales
étaient de 25,64.

Déterminons la moyenne des températures maximales sur ces trois semaines On a :

- 7 jours avec une moyenne de 26,19°C.

- 14 jours avec une moyenne de 25,64°C.

La moyenne sur ces trois semaines est obtenue par le calcul :

7x26,19 +14x25,64 _ 542,29
21 - 21

X = ~ 25,82°C

. 1) Calculons la moyenne de cette série statistique a partir du tableau des effectifs.

(160;150)X3 + (170 -; 160)><23 + (170-; 180)><79 + (190 ;— 180))(7
3+ 23+79+ 7

X =

_ 3x155 +23x165 +79x175 + 7x185 _ 2202
- 112 T 112

~ 173,04
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2) Le tableau complété est le suivant :

Classes X, — X (x; — 0% | ni(x; —%)?
[150;160[ —18,04 325,44 976,32
[160;170[ —8,04 64,64 1486,76
[170;180[ 1,96 3,84 303,49
[180;190[ 11,96 143,04 1001,29

3) La valeur de la variance V est donnée par :

V=33 n(xn -0 = 33,64

4) Donnons la valeur de I’écart-type : o

o =V =+/33,64 = 5,80

x; |36

37 38

39 40

41 42

43

n; 5

11 12

8 4

3 4

1

1) Déterminons la population et le caractere étudié.
La population désigne ici les militaires et le caractére étudié est la pointure des chemises.

2) Déterminons le mode des chemises
En observant le tableau, on remarque que la pointure 38 est portée par 12 personnes. Or 12
représente le plus grand nombre des effectifs n;.

Par conséquent, le mode M, = 38

3) Calculons la pointure moyenne des chemises

Pour cela complétons le tableau statistique

x, |36 |37 [38 [39 [40 [41 [42 [43 | Total
n, |5 |11 |12 |8 |4 |3 |4 1 48
n; X x;, | 180 | 407 | 456 | 312 | 160 | 123 | 168 | 43 | 1849

La moyenne des pointures de chemises est donnée par la formule suivante :

— n; Xx;
X :Z L L=
N

1849
48

=>x = 38,52

Statistiques

. Soit tableau de la série statistique correspondant aux pointures des chemises de 48 militaires.

L —————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
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. L’étude statistique faite sur la taille des voitures de la société Renault a donné les résultats
suivants :

Classes
[xi; xi+1[ [144 ; 150] [150; 156] [156; 162 [162 ; 168] [168 ; 174] [174 ; 180[ [180; 186

Effectifs | 1 4 1 3 14 6 1

n;

1) Dressons le tableau des centres C; .

Classes Effectifs Centre Effectifs Effectifs n; Fréquence f;
[x; 5 Xi44] n des n cumulé
classes C; | croissante | décroissante

[144 ;150] 1 147 1 30 0,633
[150 ; 156] 4 153 5 29 0,166
[156;162] 1 159 6 25 0,2
[162 ; 168] 3 165 9 24 0,3
[168 ; 174] 14 171 23 21 0,76
[174 ; 180] 6 177 29 7 0,966
[180 ; 186] 1 183 30 1 1
Total 30

NB : Le tableau des effectifs et des fréquences cumulées a été dressé pour des classes
d’amplitude 6.
Xi +Xi41

2
Pour les calculs, nous conviendrons de prendre la valeur Ci commune a tous les individus de la
classe [x; ; x;41]

Ainsi le centre C; de la classe [x; ; x;41] est le nombre défini par C;=

2) Dressons le tableau des effectifs et des fréquences cumulées (croissants et décroissants).
(Voir tableau ci-dessus)

3) En déduisons I’histogramme des effectifs n; puis celle effectif (n; croissants et
décroissants).
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-Soitlasériesuivante:3; 8;7;11;5; 13; 15; 10; 2; 17; 1; 20; 12.

Déterminons la médiane et les quartiles.

Pour cela écrivons la liste dans 1’ordre croissante :
1;2;3;5;7;8; 10;; 12; 13; 15; 17; 20; 23; 26
N.B:

. N+1
La médiane M, est la valeur de rang

si N est impair.

De méme M est la valeur de rang (% et % +1 ) si N est pair

Le premier quartile Q, de la série est la valeur dont le rang est le plus petit entier supérieur ou
égala

Le troisieme quartile Q; de la série est la valeur dont le rang est le plus petit entier supérieur ou
égala 2

Ainsi sur la liste on a 15 chiffres => N = 15 ( chiffre impair)

+1
2

15+1
2

iéme ieme R
- M, correspond donc au ( ) rang c'est-a-dire au ( ) = 8'*™ rang.

Orle 8™ rang correspond a 11. D’ou la médiane M, = 11.

ieme . 5 ieme R R
- Q correspond donc au (T) rang c'est-a-dire au (T) = 3,75'M¢ x~ 4'™¢ rang,

Orle 4™ rang correspond & 5. D’ou le 1 quartile Q; =5
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3x15
4

3 ieme . iéme R R
- Q; correspond donc au (T) rang c'est-a-dire au ( ) = 11,75'™me =~ 12tme

rang.

Orle 12%™¢ rang correspond & 17. D’ou le 3™ quartile Q;=17

-Q; =M. =11
Conclusion : M. =11 ; Q;=5 ; Q=M= 11 ;o Q3=17
- Une agence de voyage propose 21 voyages organisés dont voici les tarifs en euros :

152; 320; 250; 320; 137; 183; 137; 152; 244 ; 122
190 139; 202; 285; 137; 180;143; 190;137; 180; 190.

Dressons d’abord le tableau statistique des 21 voyages organisés.

X, 122 137 139 143 152 180 183

n, 1 4 1 1 2 2 1
n xx, | 122 548 139 143 304 360 183
n, xx? | 14884 | 75076 19321 | 20449 | 46208 | 64800 | 33489

x; 190 202 244 250 285 320 Total

n, 3 1 1 1 1 2 21
n, X x| 570 202 244 250 285 640 3990
n, % x2 | 108300 | 40804 | 59536 | 62500 | 81225 | 204800 | 831392

1) Calculons la moyenne et 1’écart type de la série des prix

. . = iXx; 3990
La moyenne des prix est donnée par X = % =7 = 190

Pour Détermine I’écart-type, nous allons Détermine d’abord la variance.

2
. , . Y niXxj =
La variance est donnée par Variance : V = # - (X)?

831392

_ 2 _
= (190)2 = 3490,09

=V

D’ou I’écart-type est : § =+/3490,09 = 59,07

Déterminons : la médiane le premier et le troisiéme quartile
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De méme que 1’exercice 3 ; on écrit d’abord les valeurs de la série dans I’ordre croissante.
Ainsiona :

122; 137; 137; 137; 137; 139; 143 ; 152; 152; 180; 180;
183; 190; 190; 190 ; 202; 244 ; 250; 285;320;320

La série ainsi rangée dans 1’ordre, elle comprend 21 termes =>N = 21

N+1
2

21+1
2

iéme ieme .
- M, correspond donc au ( ) rang c'est-a-dire au ( ) = 11'" rang.

Orle 11%™¢ rang correspond a 180. D’ou la médiane M, = 180.

iéme . 21\ eme . .
- Q correspond donc au (Z) rang c'est-a-dire au (T) = 5,75'™M¢ ~ 6'°™¢ rang.

Orle 6™ rang correspond & 139. D’ou le 1° quartile Q, = 139

3x21
4

3 ieme . ieme R R
- Q; correspond donc au (T) rang c'est-a-dire au ( ) = 15,75'™¢ =~ 16'™¢
rang.

Orle 16%™¢ rang correspond 4 202. D’ou le 3™ quartile Qs =202
-Q,=M,=180
Conclusion : M, =180 ; Q;= 139 ; Q,=M.=180 ; Q3=202

2) Ne rentrant pas dans ses frais, ’agence hésite entre deux solutions : augmenter tous les tarifs
de 190 euros ou doubler tous les tarifs.

Donnons pour chacune des solutions la moyenne et 1’écart — type de la nouvelle série des prix.

Si on ajoute 190 a chacun des termes de la série, la moyenne, la médiane et les quartiles
augmentent de 190, 1’écart — type ne change pas.

La deuxiéme série a une moyenne de 380, un écart — type de 59, une médiane de 370 et des
quartiles de 329 et 392.

Si on double chacun des termes de la série, la moyenne, la médiane, les quartiles et
I’écart — type doublent donc la moyenne devient 380, la médiane 360, les quartiles 278 et 404
et ’écart — type 108.

3) On remarque que la moyenne est la méme dans les deux solutions envisagées, ce qui fait que
ces solutions sont aussi avantageuses 1’une que 1’autre pour I’agence.
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- Lors d’un concours d’entrée a 1’école statistique, la moyenne générale des 600 candidats a été
de 11,4 sur 20. Il y a 300 places au concours. Fanta a eu une moyenne de 12. Pourtant elle a

échoué.

Explication de ’échec de Fanta
Cet exercice illustre la différence entre la moyenne qui (est de 11,4) et la médiane qui (ici est
strictement supérieur a 12).
Ainsi il y a 300 places au concours pour 600 candidats. Fanta n’a pas été regue car son rang de
classement était strictement supérieur a 300. Cela signifie donc qu’il existait plus de 300
candidats ayant plus de 12 de moyenne. Dans de nombreux cas, la médiane d’une série
statistique est plus significative que sa moyenne.

- Une série statistique a pour effectif 40. Sa moyenne est égale a 15,75 et son écart — type a
11,438. On ajoute a cette série une 41°™ valeur égale a 18.
Calculons la moyenne et 1’écart — type de la nouvelle série : la série statistique a pour effectif
40. Sa moyenne est égale a 15,75 et son écart — type a 11,438.

Donc la somme des 40 valeurs est 40 X 15,75 = 630.
On ajoute a cette série une 4

648

moyenne est e soit environs 15,8.

1 éme

valeur égale a 18, la somme devient alors 648. La nouvelle

L’écart — type étant de 11,468 ; la variance est V = 11,4382
On désigne par S la somme des carrés des valeurs de la série. D’aprés la deuxieme formule de

N
la variance : V = 0 15,75% . On en déduit que S = 40 (V + 248,0625).

Si on gjoute la valeur 18, la variance devient : V'=

S+182
- 15,82

Soit en remplagant par les valeurs numériques, on a : V'=127,91156.
Le nouvel écart — type est donc : VV’' = /127,91156 = 11,31

- 1) complétons le tableau

Montant des chéques | Effectifs Fréquences Fréquences cumulées croissantes

[0;15] 20 20% 20%

[15;30[ 9 9% 29%

[30;45] 19 19% 48%

[45; 60[ 27 27% 75%

[60; 75[ 18 18% 93%

[75;90[ 6 6% 99%

[90; 105] 1 1% 100%
Total 100 100%

2) Donnons un encadrement de S ; S étant le montant de I’ensemble des 100 chéques.

Il y a 20 chéques entre 0 et 15 euros. Le montant total de ces chéques est compris entre 0 et

20 x15 = 300 euros.

De méme, le montant total des 9 chéques suivants est compris entre 15X9 et 30x9.
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En raisonnant de méme pour les autres catégories de chéques puis en additionnant les
encadrements obtenus, on obtient un encadrement de S.
15X 9+30 X 19+45 x274+60 X 18+75 X 6+90<S<15x%x 20+30 x 9+45 x 19+
60 x 27+75 x 18 +90 X6+ 105. D’ou 3540 < S <5040

S
S est le montant total des 100 chéques. Le montant moyen des chéques est : Too:
De I’encadrement de S, on déduit que : 35,40 < = < 50,40.

— 100
L’intervalle I est [35,4 ; 50,4

3) On commence par Détermine le centre de chaque classe, qui est égal a la demi —
somme des bornes de I’intervalle.

Montant des cheques Centre de la classe
[0; 15] 7,5
[15;30[ 22,5
[30;45] 37,5
[45; 60[ 52,5
[60; 75[ 67,5
[75;90[ 82,5
[90; 105 97,5

On calcule alors la moyenne de la série des centres (avec les mémes effectifs).

Ainsi, on obtient comme moyenne : m = 42,9.

54+ 50,4

On calcule le centre de ’intervalle I = =429

Donc la moyenne obtenue est le centre de I’intervalle I trouvé a la question précédente.

4) La fréquence cumulée croissante passe la barre des 50% a partir de la classe [45 ; 60[. On
appelle cette classe la classe médiane par analogie avec la définition de la médiane : celle-ci
partage la série en deux classes de méme effectif, c'est-a-dire que 50% des valeurs sont
inférieures a la médiane.

Série statistiques a doubles variables

- Soit le tableau statistique suivant, portant sur 1’évolution des ventes de médicaments des six
derniéres années d’une pharmacie :

Années x; 2005 2006 2007 2008 | 2009 | 2010
Ventes y; 100 130 150 175 210 240

Déterminons les prévisions de vente de cette pharmacie en 2011 puis en 2012 en utilisant :
La méthode de Mayer et la méthode des moindres carrés ordinaire.
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Méthode des moindres carrés ordinaire.

- Premiére étape :

On attribue a chaque année du tableau, un rang compté a partir de 1 puis on compleéte le

Total
Années 2005 | 2006 | 2007 2008 2009 | 2010
Rang de I’année x; 1 2 3 4 5 6 21
Ventes y; 100 130 150 175 210 240 1005
X * Y 100 260 450 700 1050 | 1440 4000
x; 1 4 9 16 25 36 91

tableau en ajoutant la colonne des x; ¢ y; et celui des x;2:

- Deuxiéme étape :
On calcule les coordonnées X et ¥ du point moyen G tel que :

sx 21 y =2 _1005_ 465g

Y= =% Y== 6

- Troisiéme étape :
On détermine la droite de régression (D) de y en x en calculant les réels a et b tel que :

a= Xxiey; —nxey 4000 — 6x3,5x167,5
T oxxZ-n@?2 T 91-6X%(3,5)2

=27,57 et b=y —ax =167,5— 27,57 X 3,5

=>b = 71,005 ~ 71
Alorsona (D): y(x) =ax+b=> y(x) =27,57x + 71

- Quatriéme étape :

On calcule les prévisions de vente de cette pharmacie en 2011 et en 2012.
e Prévisions de vente de cette pharmacie en 2011

L’année 2011 correspond aurang x = 7 =>y(7) = 27,57 X 7+ 71 = 263,99 =~ 264
e Prévisions de vente de cette pharmacie en 2012

L’année 2012 correspond au rang x = 8 =>y(8) = 27,57 X 8 + 71 = 291,56 =~ 292
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Méthode de Mayer

- Premiére étape :

On attribue a chaque année du tableau, un rang compté a partir de 1 puis on partage le nuage en
deux nuages N;et N, dont les effectifs sont égaux.

Groupe Groupe
1 2
Années 2005 2006 | 2007 | 2008 2009 | 2010
Rang de I’année x; 1 2 3 4 5 6
Ventes y; 100 130 150 | 175 210 240

- Deuxiéme étape :

On calcule un point moyen pour chacun des deux groupes :

Premier groupe

Soit ¥ = ax + b la droite de tendance relative au premier groupe.
Calculons les coordonnées du point moyen Gy (;:) relative premier groupe

Rang de I’année x; 1 2 3
Ventes y; 100 130 150
J_}=%=100+1§0+150=$:126’66 ot JZ=%=1+§+3=g:2

Alors le point moyen pour le premier groupe est : Gy (12 62 66)

Or la droite de tendance relative au premier groupe est: ¥y = ax + b 126,66 = 2a + b<>
2a+ b =126,66 (1)

Deuxiéme groupe

Soit y = ax + bla droite de tendance relative au premier groupe.

Calculons les coordonnées du point moyen G, (;:) relative premier groupe

Rang de I’année x; 4 5 6
Ventes y; 175 210 240
y= % _ 175+2;0+24—0 _ 65_5: 208,33
__Xx _ 4+5+6 15 _
X=r =73 =373
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Alors le point moyen pour le deuxiéme groupe est : G, (2085 33)

Or la droite de tendance relative au premier groupe est: y = ax +b 20833 =5a+b
<5a+ b = 208,33(2)
- Troisiéme étape :

On résous le systéme formé par les équations (1) et (2)pour Détermine les réels a et b:

{Za +b =126,66
5a + b = 208,33

La résolution de ce systéme donne : @ = 27,22 et b = 72,23
Or la droite de tendance de la série statistique est: y(x) = ax + b & y(x) = 27,22x + 72,23

- Quatrieme et derniére étape :

On calcule les prévisions de vente de cette pharmacie en 2011 et en 2012.
e Prévisions de vente de cette pharmacie en 2011

L’année 2011 correspond au rang x = 7

=>y(7) = 27,22 X7+ 72,23 = 262,77 = 263
e Prévisions de vente de cette pharmacie en 2012

L’année 2012 correspond au rang x = 8
=>y(8) = 27,22 x 8 + 72,23 = 289,99 ~ 290.

-En prévision du lancement d’un nouveau produit, une société a effectué une enquéte aupres de
clients éventuels pour fixer le prix de vente (en milliers de francs) de ce produit. Les résultats
sont donnés dans le tableau ci — dessous.

Prix de vente en milliers de francs x; 9 10 11 12 14 15 16 17
Nombre d’acheteurs potentiels y; 180 | 160 | 150 | 130 | 100 | 90 80 70

1- Représentation graphique du nuage de points de cette série statistique (unité : 1 cm
pour 1000 francs en abscisse, 1 cm pour 10 acheteurs en ordonnée).
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208

—100 ol 100 200 x

—100+

—200+4

2- Déterminons les coordonnées du point G.

Z?xi _9+10+11+12+414+154+164+17 13

8 8

>

=> G(13;120)
Z?yi 180+160+150+130+1004+90+80+70

=~

3-Détermination du coefficient de corrélation linéaire r puis interprétons le résultat obtenu.
ZXl‘. Yi

Cov(X; Y)= -XY
9 x180+10 x160+11 x150+12 x130+14 x100+15 x90+16 x80+17 x70
= . — 13x120
Cov(X;Y)=—10375
_ cov (X)Y)
/V(X).V(Y)
X2 = 9241024+1124+12%24142+152+162+172
V(X) EPLC c —13%=7,499
N 8
Y;2 _ 1802+1602+1502+1302+100%+902+802+70%
V(Y) :ZTl -Y2 = - — 120%= 1450,003
cov(X,)Y) —103,75 —0,995

0,87 <|r| < 1:1il existe alors une forte corrélation linéaire entre les variables X et Y. L’on
peut donc faire un ajustement linéaire entre X et Y.

4) Equation de la droite (D) de régression de y en x.
D):y =ax + b

_cov(XY) 10375 _
9 7,499 13,88
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Y=ar+b=>b=y—ax = 120 — (—13,88) x 13 = 199,83
(D):y = —13,88x + 299,83

Tracé de (D) : (D) passe par le point moyen G(13,120), déterminons un second point en
remplagant par exemple x par 10. On trouve y = 161,03. On obtient : A (10 ; 161,03)

5) Pour qu’il y ait au moins 50 acheteurs potentiels, on lit graphiquement que le prix a fixer ne
doit pas dépasser 18 000 francs.

6) a- Le nombre d’acheteurs a prévoir, si le prix est fixé¢ a 13 000 F, correspond ax = 13

y = —13,88 x 13 + 299,83 = 119,39 = 119
b) Il s’agit de Détermine x pour y = 250.
— 1388 x + 299,83 = x = L3
Y= o8 X O3 X T T 388

_250-299,83

Poury=250,0na:x= = 3,59 milliersdefrancs = 3590 F
— 13,88

4) Equation de la droite (D) de régression de Y en X
D):y = ax+b

cov(X,Y) —103,75
V(X) 7,499

Avec a= =—13,88

Alorsonay=ax+b=>b = y—ax = 120(—13,88) x 13 = 299,83

(D):y = —13,88x + 299,83

Tracé de (D) : (D) passe par le point moyen G (13 ; 120).Déterminons un second en remplagant
par exemple x par 10 .On trouve y = 161,03.0n obtient : A (10 ; 161,03)

5-Pour qu’il ait au moins 50 acheteurs potentiels, on lit graphiquement que le prix a fixer ne
doit pas dépasser 18000 francs.

6- a) le nombre d’acheteurs a prévoir, si le prix est fixé a 13000 F, correspond a x = 13.

Y=-13,88 x 13 + 299,83 = 119,39
b) Il s’agit de Détermine x pour y =250

— 13,88 x 13 + 299,83 alors x = Lo
= , 83 alors x ="
250-299,83 [
Poury=240,ona:x= 388 3,59 milliers de franc = 3590 F

- 1- Calcul de X et Y les moyennes des variables x et y.

Pour le calcul, on pourra s’aider du tableau ci-dessous :
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X Y, X, ¥i X/ Y/!
1 12 12 1 144
2 13 26 4 676
3 15 45 9 225
4 19 76 16 361
5 21 105 25 441
6 22 132 36 484
| Total 21 102 396 91 2331
g in_21_7 _ oo 5 _ %y _102_
X = € _?_2_3'5’1/_7_6 =17
2- Le nuage de points de la série statistique ainsi que le point moyen G.
y
20+ K
10+
-10 0| l{O 20 x
—104

3) Calcul de la variante V(x) de x et la covariance Cov (X, y) de x et y.

91 7 2 70 35 396 7 39 13
V(X):—f(—) =—=—; COV(X;Y):——(—X17)= =
6 2 24 12 6 2

78
4) Montons qu’une équation de la droite de régression (D) deyenxest:y= X +9,2

13
_cov) (P _ 13 12 156 78 o oo o 7 7
= %= SXge=—r =g et b=V —aX=17-2x2=9,.2

78
Donc I’équation de la droite de régression est : y = X +9,2

5) Tracé de la droite (D). (Voir nuage de points)

La droite (D) passe par le point moyen point G (3,5 ; 17) et par un autre point que I’on
détermine en remplagant dans 1’équation de la droite de régression, x par une valeur que 1’on
choisira.
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Par exemple, si x =0, on obtient y = 9,2. (D) passe donc également par le point A(0; 9,2).

6) Calcul d’une estimation du chiffre d’affaires de cette pharmacie 4 la fin du 7°™ mois.
Le 7°™ mois correspond a x = 7. 11 s’agit de Détermine la valeur de y associée a cette valeur de
X.

Pourx=7, ona:y :g X 7+ 9,2 = 24,8 millions de francs CFA.
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Barycentres

OBJECTIFS :

Ce chapitre vise a :
« réinvestir les notions vues en classe de premiére ;

«étendre 1’étude de I’outil barycentre & un nombre quelconque de points dans le plan et dans
I’espace;

* Détermine des lignes et surfaces de niveaux et les construis.

Commentaires

En premiére, 1’étude de I’outil barycentre s’est limitée a quatre points.

En Terminale cette étude s’étend a un nombre quelconque de points, mais dans la pratique on
se limitera a quatre points. Il ne s’agit pas pour le professeur de refaire le cours de premicre,

mais d’utiliser les acquis de cette classe pour la génération des propriétés. En particulier la

MA

détermination et la construction dans le plan des lignes de niveau de 1’application M VB

vues en classe de premiére pourront étre réinvesties.

On se référera aux exemples pris dans le domaine de la statistique de la mécanique, etc. aucune
théorie n’est faite quant a 1’utilisation du symbole X qui n’est qu’une simple notation. Dans la
pratique on utilisera plutot une notation du type alM—AI +a2m +....+ anm. Le produit
vectoriel n’est pas au programme.

Volume horaire : 10 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Barycentre de n points pondérés e Réduire
n
Réduction de : Z a; MA;
" i=1
z a; MA;
i=1
* Réduire
Réduction de : -
n Z a; MA?
z @; MA? i=1
i=1
* Ligne de niveau de I’application : » Détermine les lignes et surfaces de
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M ~ Mes (Wf . MB )
e définition
* Propriétés

niveaux des applications du type :
n
M z a; MA?
i=1

MA
M —»—
MB

* Construis dans le plan les lignes de
niveau de I’application

n
M- z a; MA?
i=1

» Détermine et construis une ligne de
niveau de I’application

M - Mes (WAW)

Remarques et suggestions

En pratique, on utilisera au plus 4 points pondérés. Les nombres complexes peuvent étre
réinvestis dans cette partie a 1’occasion des exercices.
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I- Barvcentre d'un systéme de points :

1) Systéeme de points pondérés :
On appelle systéme de point pondérés, tout ensemble du type :
{(A, 1), (Az; az); ...; (Ay; ay) } oules A; sont les points d’un espace affine et les

a; sont des nombres réels appelés coefficients de pondération.
Avec(oy + oy + -+ a, #0)

2) Barycentre de deux points pondérés
On appelle barycentre de deux points pondérés tout ensemble du type : {(A; a; ); (B; ay)} et

I’unique point G s'il existe tel que : alm + azﬁ = 0.EnfixantAona:

a2

0,GA+ o,(GA+ AB) =0 © (oy + a,)GA = —a,AB ©AG= AB
1 2 1+ 2

o1 + ap
Avec (a1 + ay #0)

Ainsi si G est le barycentre de {(A; 0 ); (B; ay)} ; Alors A; B et G sont alignés, et G a

. o . .
pour abscisse ﬁ dans la graduation de repére (4; B).
1+ a

3) Barycentre de trois points pondérés

On appelle barycentre de trois points pondérés tout ensemble du type
{(A ;00); (B ap); (C ag)} et 'unique point G s'il existe tel que :
a1m+a2@+ 0(3& = 0.Enfixant Aona:

0y (GA + A4) + o,(GA + 4AB) + a3(GA+ AC)= 0

a2 1B a3

P a1+a2+a3AC Avec(oy + a; + az #0)

<Z>E =

4) _Coordonnées du barycentre de 3 points pondérés :

Dans l'espace affine (0; T; J; E) , on considére les points A (;2) ; B (ig) ; C (;2) et G (ig)

Soit le systéme G = bary{(A ;00); (B ap); (C 0(3)} telque: oy + oy + a3 #0

S —
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_ Xxgq+ apxp +azxc
- a; + ap + a3
Les coordonnées du barycentre G affecté a ce systéme est: et
_ Wyat wyptazye
kyG - aq + 05} + as

D’une maniere générale si A ; B et C sont trois points d’affixes respectives Z, ; Zp ; Zc etsi G

est le barycentre d’affixe Z; tel que Z; = bary{(A ;a1); (Bsay); (C ;a3)} ,alorsona:

_ a1Zp+apZp+azZe

Zg
ay + ax+asz

5) Propriétés du barycentre de trois points pondérés :

Propriété 1 : Le barycentre G d'un systeme ne dépend pas de l'ordre dans lequel sont choisis
ces points pondérés. C’est-a-dire :

G=bary{(A; ay); (B; az); (C; az)} ©
G=bary{(A; ap); (B; ay); (C; az)} ©
G=bary {(C ; a3); (B; ap); (A ay)}

Propriété 2 : Le barycentre G d'un systéme ne change pas lorsqu’on multiplie ou lorsqu’on
divise chaque coefficient de pondération par une méme constante non nulle.

C’est-a-dire : Vk € R*Ona:
G=bary{(A; a); (B; ap); (C; az)} ©

G =bary{(A ; kay); (B ;kay); (B ; kag)} &

6=((1:%) (%) (c: )

Propriété 3 : Le barycentre G d'un systéme ne change pas lorsqu'on remplace dans le systéme
un certain nombre de points pondérés par leur barycentre partiel G' a condition que ce dernier
soit affecté de la somme partielle des coefficients de pondération partielle considérée.

C’est-a-dire :
G =bary{(A; 01); (B; az); (C; a3); (D ; a)}®

G=bary {(4; &1); (C'; ay + a3 +ay)}
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6) Isobarycentre

Tout barycentre G d'un systéme du type : {(A; a); (B; a); (C ;a)} avec a # 0 est appelé
isobarycentre.

NB : Dans le cas de I’isobarycentre, le point G est toujours le centre de gravité du
triangle ABC.

II- Fonction vectorielle et scalaire de Leibniz

1) Fonction vectorielle de Leibniz

On appelle fonction vectorielle de Leibniz, toute fonction f définie de E vers V par :
f(M) = ?:1 a,-MAi =a1MA1 + azMAZ + a3MA3 S T, + anMAn.

NB : Pour tout point M € E tel que G :bary{( A a1); (Ay; az); (A o3); e (A4 an)}
ona: f(M) = ?zlai(m) +f(@)=(a;+ a;+ az+ ....... + @, )MG + f(G) avec

f(6)=a1GA1 + azGAz + agcAg F oeeeenen + anGAn

2) Fonction scalaire ou numérique de Leibniz

On appelle fonction scalaire de Leibniz, toute fonction f définie de E vers V par :
f(M) =" a; MA? =a,MA? + a,MA% + a;MA3 +....... + a,MA?%

NB : Pour tout point M € E tel que G = bary{( Ay; a1); (A3 az); (A3 az); .. (An 5 o)}
ona:f(M)=Y" a;MG*> +f(G)=(ay + a,+ as+ ....... + a, )MG? + f(G).

Ainsi pour le barycentre G de 3 points pondérés {(A ;01); (B az); (C ag); (D a4)},

(a1 az)ABZ-I- (a1 a3)ACZ + (az ag)BCZ

Ona: f(G) - a1+ az+ as
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III-Barycentre et ensemble des points

1) Cercle de centre G et de rayon k

Pour un cercle de centre G et de rayon k,ona: MG = k (aveck € R})
NB:

- Si k =0, alors I’ensemble cherché est le singleton G.
- Si k <0, alors I’ensemble cherché est vide.

2) Cercle de diamétre [AB]

Pour un cercle de diamétre [AB], ona: MA « MB =0

3) Meédiatrice du segment [AB]

Pour la médiatrice du segment [AB], ona: MA = MB

4) Parallélisme a la droite (AB) et passant par un point C.

Pour la parallele a la droite (AB) et passant par un point C, on a : MC =kAB (aveck € R} )

5) Perpendicularité a la droite (AB) et passant par un point C.

Pour la perpendiculaire a la droite (AB) et passant par un point C, on a : AC<AB=k
(aveck € R} )

I1V- Lois de 1a médiane dans un triangle :

1) Triangle équilatéral

A

AB=AC=BC et A=B=C =60°
I Milieu de [BC]

Al Médiane de [BC]

Ona: ||E)||:||R”:2AI et IC +1B=0

. /7
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2) Triangle isocéle en A

AB = AC et B=C

I Milieu de [BC]

A
Al Médiatrice de [BC]
Ona:AB+AC=2Al et IC +IB=0
C | ] B — . AB2+AC%-BC?
I AB*AC = ———M———

2

3) Médiane d’un triangle quelconque

A A’ Milieu de [BC]
B’ Milieu de [AC]
B C ¢’ Milieu de [AB]
G
B
C =

G centre de gravité du triangle ABC

2 2 2
Ona: AG=ZAA" ; BG=3BB'; CG=3CC

3
NB : Pour un triangle isoc¢le, on a AG = 2 AA
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4) Théoréeme de la médiane

Soit ABC un triangle quelconque et I milieu de [BC]
A

C I B

a- Premiére énoncée de la médiane

2
MA? + MB? =2MI® + A%

b- Deuxiéme énoncée de la médiane

AB?

MA « MB = MI? — :

c- Troisiéme énoncée de la médiane

_— ——

MA? — MB? = MI « AB
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Exercices

Construction de barycentre de deux et trois points pondérés

- 1) Détermine puis Construis le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :

a- G = bary{(4;5) ; (B;2)} ; b- G, = bary{(4;3) ; (B;—8)}

2) Détermine puis Construis le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :

a- G; = bary{(4;-3) ; (B;-2); (C;3)} ; b-G, = bary{(4;1) ; (B;—-2); (C;1)}

Application des fonctions numériques et scalaire de Leibniz

. Dans le plan affine Euclidien ; on considére un triangle équilatérale ABC dont le coté
mesure a.

1) Construis le barycentre G du systéme {(A; 4); (B;1); (C;-1)}.

2)

Détermine puis construis 'ensemble des points M du plan tel que f(M) =

Soit f : E — R tel que : f(M) =4MA®* + MB* - MC*
63a?
4

- Soit 4, B, C trois points du plan P tel que AB = AC =5cm et BC =6 cm.

1)
2)

3)
a)
b)

4)

Construis le triangle ABC puis calcule AB-AC
Soit G le barycentre des points pondérés {(A, 2) ; (B,3); (C,3)}. Construis G puis
calcule AG.
Soitf:P—>R
M — 2MB+MC + MC+MA + MA*MB

Exprime f(M) en fonction de f(G) et MG
Calcule la valeur de f(A) puis en déduis celle de f(G).

Détermine puis construis 1'ensemble des points M du plan tels que : f(M) = f(4).

Soit E un plan affine euclidien muni d'un repére orthonormé. On considére les points A; B ; C
de coordonnées respectives : A(3;1); B(—2;3); C(1;0)

Soit G le barycentre des points A ; B ; C affectés des points: 2; 1; —1

1) Trouve les coordonnées de G
2) Trouve suivant les valeurs du nombre réel k I'ensemble des points M tel que :
2MA? + MB* — MC%* =k

3) Détermine puis construis I’ensemble des points M du plan si k = —35
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Soit ABC un triangle rectangle en A tel que : AB =4 ; AC =6.
Soit I le milieu du segment [AB].

1) a- Construis le barycentre G={(A4,5) ; (B,—-3); (C,2)}.
b- Calcule 4B « AC .
2) Détermine I’ensemble E; des points M du plan tel que :

| SMA — 3MB + 2MC|| =2||MA + MB]||.

3) Détermine I’ensemble E, des points M du plan tel que :

| SMA — 3MB + 2MC|| - |MA - MB||

4) Détermine I’ensemble E; des points M du plan tel que :

S5MA? — 3MB? + 2MC? = 24 .

5) Détermine I’ensemble E, des points M du plan tel que :

5MA? — 3MB? + 2MC? = k (on discuteras suivant les valeurs de k ).
6) Détermine 1’ensemble E5 des points M du plan tel que :

S5MA? — 3MB? — 2MC?* = -72.

- Le plan P est muni d'un repére orthonormé( 0 ; 1 ; j).
On consideére les 4 points A; B; C et D tel que : A( (3)) ; B(_Ol) ; C(g) et D( )

x
1) Détermine les coordonnées x et y de D sachant que : | DA|| = ||DB|| = ||D_c’||y

2) Détermine les réels m et n tels que D soit barycentre des points (4, 1); (B,m); (C,n)

3) Trouve 'ensemble (E) des points M du plan tel que : 4||[MA]|" + 3||MB||" + s|[MC|" = k
4) Détermine le réel k (k > 60) tel que A(J) soit élément de (E).

- Soit A, B, C un triangle équilatéral de coté 3 ; B’ le milieu de [AC]et un point D tel que :
4AD = 4B + 3BC

1) Démontre que D est le barycentre des points pondérés (4, 3) ; (B,—2); (C,3).
En déduis que D appartient a la médiatrice du segment [AC]

— 2
2) Démontre que BB' = 3 BD

3) Calcule DA® et DB?
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4) Détermine l'ensemble (E) des points M du plan vérifiant la relation :
3MA%? — 2MB? + 3M(C? = 12
5) Vérifie que l'isobarycentre du triangle A, B, C appartient a I'ensemble (E) puis trace (E).
(On fera une figure)
- Dans I'espace E, on note la distance de deux points M et N par MN

— —_ 1 —_—_
1) Soit trois points A; B; C non alignés et I le point défini par : Al = AB + EAC .

De quel coefficients a; b; ¢ faut — il affecter respectivement les points A ; B ; C pour que [
soit leur barycentre ?

2) On suppose maintenant que le triangle ABC est rectangle en A tel que AB = 2; AC =1
et ’ensemble S tel que S={M € E / MA?> — 2MB? — MC? = —3}

Démontre que S est une sphére de centre [ et de rayons r a préciser.
- Soit ABC un trapeze tel que ( AB ) parallele a (CD) .
Soient I; | et O les milieux respectifs des segments [AB] ; [CD] et [I]].
1) Détermine puis construis I’ensemble E; des points M du plan tel que :
|’74 + HB|| — |MC + WD)
2) Les médiatrices des cotés [AD] ; [BC] se coupent en G. Démontre que
GA? + GB? = GC? + GD>.
3) a- Démontre que I’ensemble E, : MA? + MB? = MC? + MD? est non vide.

JC2— 142

b- Démontre que M € E, <> Ij<OM = >

c- En déduis que M € E, < Ij*GM =0
d- Détermine puis construis E,

- On donne trois points A; B et C distinctes non alignés du plan et on note a; b et ¢ les
longueurs des c6tés du triangle ABC tel que BC = a; AC =b etAB =c.

On se propose d’étudier ’ensemble (E) des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MC? = a® + b* + ¢%.

1) Soit G le centre de gravité du triangle ABC et soit I le milieu du segment[BC].

— — 1
a- Calcule 2AB ¢ AC puis en déduis que AG? = 5 (2b* + 2¢* — a%).

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 11. Barycentres. Page 670



Barycentres

On calculera de méme les expressions de BG? et de CG?
1
b- Montre que AG? + BG? + CG? =3 (a® + b* + &2).

2) a- Reconnaitre le nature de (E).

b-Ondonnea = 5; b = 4 et ¢ = 3. Trace le triangle ABC puis dessiné (E) dans ce
cas particulier.

- Soit ABC un triangle du plan ; I le milieu du segment[BC] et D le barycentre de
{(4,-1); (B,2); (C,2)}(On fera une figure qui sera compléter au fur et & mesure).
1) Exprime AD en fonction de Al.
2) Détermine la nature de 1’ensemble (E) des points du plan vérifiant :
|-MA + 2MB + 2MC|| = |MA + MB + MC||.

4) Justifier que (E) contient I et en déduis sa construction.

Dans le plan affine P rapporté a un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j), on donne les points A( (1) ) et

B()).

1) Détermine puis trace 1’ensemble ( ") des points M ( ; ) du plan tels que le barycentre du
systéeme {(A,x) ; (B,y) ; (C,xy)} n’existe pas.
2) Soit C le point du plan P tel que ABC soit un triangle équilatéral de c6té a (a € R*)

a- Détermine puis construis le barycentre G des points A ; B et C affectés respectivement
des coefficients 2; 1 et 1

b- Quel est I’ensemble ( & ) des points M du plan tel que :

2MA? + MB? + MG? = ka® avec k € R ( On discutera suivant les valeurs du paramétre k)
c- Construis cet ensemble si k =2
- 1) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct( O ; @ ; 7). On désigne par

A; B;C etG les points du plan d’affixes respectives : Z, = —1 ; Zp=2+iV3 ;
Zo=2-i3 et Z; =3.
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a- Réaliser une figure et placer les points A; B; C et G.

b- Calcule les distances AB; BC et AC puis en déduis la nature du triangle ABC.

Za—272
c- Calcule un argument du complexe ZA ZC
—Zc

puis en déduis la nature du triangle GAC.

2) Soit (D) I’ensemble des points tels que : (—W +2MB + ZW)ﬁ =12 0}
a- Montre que G est le barycentre du systéme des points pondérés :

{4,-1; B,2); (€,2)}

b- Montre que la relation (1) est équivalente a la relation : GM +CG = —4 ?2)

c- Vérifie que le point A appartient a ’ensemble (D).

d- Montre que la relation (2) est équivalente a la relation : AM +CG=0

e- En déduis I’ensemble (D) puis le trace.

Application des isobarycentres

- Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; i ; ¥); on considére les points :
Ai; Ay Az .. A, dont les affixes sont les racines dans C de I’équation Z™ = 1 avec

(n € N;n = 2). On désigne par Z; le complexe telque Z; = cos (zn—ﬂ) + isin (27”)
1) Exprime en fonction de Z;, les racines de 1’équation Z™ = 1.

2) Détermine I’isobarycentre des points Ay ; Ay ; ; A3z ;e Ay,

3) Détermine 1’ensemble des points M du plan tel que :

|MA; + MA, + MAs + -+ MA, || =n

Dans le plan complexe € muni d’un repére orthonormé (O ; % ; ¥); on considére le polyndme
p telque: p(2) = Z3 — (3 +4i)Z — 2+ 8i

1) Montre que I’équation p(Z) = 0 admet une solution réelle Z, que tu détermineras.

2) Résous dans C 1’équation p(Z) = 0. On désignera par Z; la solution dont la partie
imaginaire est positive.

3) Dans le plan complexe C, on considere les points G, ; A et B d’affixes respectives Z, ; Z; et
Z,. Pour tout n € N*, on appelle G, I’isobarycentre des points 4; B et G, _1.
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a- Détermine ’affixe de G;.
b- Soit Z,, I’affixe de G,,. Exprime Z,, en fonction de Z,, .

5) OnposeU, =27, +1.
a- Quelle est la nature de la suite U,,?
b- Etudie la convergence de la suite U,,.

Solutions

Construction de barycentre de 2 et 3 points pondérés
1) Déterminons puis Construisons le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :

a- G; = bary{(4;5) ; (B;2)}

Y 2—
5 +2=7% 0 alors G existe et AG :7AB

A G B

1 1 1 | 1 | | .
| | | T | T T >
1 2 3 4 5 6 1

7 7 7 7 7 7

b- G, = bary{(4;3) ; (B; —8)}

3 -8=—15 % 0 donc il existe un unique point G tel que AG = %Tg

A B G
1 1 1 | 1 | 1 1 »
1 | 1 I 1 I | | v
1 2 3 4 1 6 7 8
5 5 5 5 5 5 5

2) Déterminons puis Construisons le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :

a- G; = bary{(4;-3) ; (B;-2); (C;3)}
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(=3)+(=2)+(3)=—2=% 0 ,alors G existe.

3 4c
2
Ona:—3GA—2GE+3GC =0
.-XG
=2AC = 5 EAB T 3 EAC

b- G, = bary{(4;1) ; (B;-2); (C; 1)}
(1)+(=2)+(1)=0, alors G n’existe pas.
Application des fonctions numériques et scalaire de Leibniz

- Dans le plan affine euclidien ; on considere un triangle équilatérale A, B, C dont le c6té mesure
a.

1) Construisons le barycentre G du systéme {(A,4); (B,1); (C,—1)}.

G = bary{(4;4) ; (B;1); (C;—1)}.Ona: a;=4; ay=1let a;=-1

Puisque oy +a; + a3 =4+1—1=4 =+ 0; Alors G existe.

Ona:4GA+GB—GC =0

2) Soit f : E — R tel que : f(M) =4MA? + MB? — MC?
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63a?
4

Déterminons puis construisons l'ensemble des points M du plan tel que f (M) =

f(M)=4MA? + MB? — MC?(les points de pondérations sont égaux a celui du barycentre G).
Alorsona: f(M) =Y a; MG? + f(G)
OrY a; MG? = (a; + ay+a3)MG? = (4 +1 — 1)MG? = 4MG?

(a1 @z)AB?+ (ay a3)AC? + (ap a3)BC*  4AB*—4AC?—BC?

Etf(G) - a1+ az+ ag 4
2_An2_p2 _ A2
Ona: AB=AC=BC =a = f(G) = - = =2
N 2 _aZ 2 az
D’ou f(M) = 4MG +T=4MG -
2 2 2 2 2
Par hypothése ona: f(M) = 634a > 4MG? —%:637“¢>4MGZ =6STa+aT
2 2
& amG? =% o me? = % o MG? = 402 = MG = 24

16

Alors I'ensemble des points M du plan cherché est le cercle de centre G et de rayon r = 2a.

Construction : voir figure ci-dessus

- Soit 4, B, C trois points du plan P tel que AB=AC =5 cm et BC=6 cm.

1) Construisons le triangle ABC puis calculons AB-AC

Puisque : AB =AC =5 cm et BC = 6 cm alors ABC est un triangle isocele.

—— — AB%*+AC?-BC? (5)%2+(5)2%-(6)> 50-36 14
ABAC = - _® (; 6)° _ . :27:7

=> AB*AC =17

c B
2) Soit G le barycentre des points pondérés {(4,2); (B,3); (C,3)}.
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Construisons G
Puisque oy + a; + a3 =2+ 3 + 3 =8 # 0; Alors G existe.

Ona:2GA+3GB+3GC =0

=>AG = 2+3+3AB+2+3+3AC

=>AG = %AB + %AC (Pour la construction du point G, voir figure)

—_—  —

4G = 178 + 24¢ « (4c) = (%E+%R)2<:> 4G? = 2 (4B +4¢)’
© AG? = —; (AB? + 24C « AC + AC?) = 2, (5> + 2 X 7 +52) = 9= AG = 3
3)Soit f: P> R
M — 2MB+MC + MC+*MA + MA*MB
a-Exprimons f (M) en fonction de f(G) et MG
f(M) = 2MB « MC + MC « MA + MA « MB
Onsaitque f(M) =Y a; MG? + f(G) aveca; =2; a, = let az =1
OrYa; MG? = (a; + ay+a3)MG? = (2 + 1+ 1)MG? = 4MG?
D’ou f(M) = 4MG? + £(G)
b-Calculons la valeur de f(A) puis en déduisons celle de f(G).
f(M) = 2MB « MC + MC » MA + MA « MB
Calculons la valeur de f(A)
=> f(A) = 24B « AC + AC « AA + A4 « AB
=> f(A) = 24AB « AC Avec AC e AA=0et AAsAB =0 => f(A) =2 x 7 = 14.
Dol f(A) = 14.

Calculons la valeur de f(G)
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On sait que f (M) = 4MG? + f(G)

=> f(A) = 4AG* + f(G) .Or AG = 3 et f(A) = 14

= 14=43)2 + f(G) ©® 14 =36 + f(G) => f(G) = 14 — 36 = —22

D’ou f(G) = —22.

4) Déterminons puis construisons I'ensemble des points M du plan tels que : f(M) = f(A).
f(M) = f(A) © 4MG? + f(G) = 14.Or f(G) = —22

=>4MG? — 22 = 14 © 4MG? = 14+ 22 & 4MG* =36 & MG =9 =>MG =3
Alors I’ensemble cherché est le cercle de centre G et de rayon r = AG = 3

(Pour la construction du cercle, voir figure)

Soit E un plan affine euclidien muni d'un repere orthonormé. On considere les points 4, B, C de
coordonnées respectives : A(3,1); B(—=2,3); €(1,0)

Soit G le barycentre des points 4, B, C affectés des points 2; 1; — 1

1) Trouvons les coordonnées de G

_ Qyxg+ apxp +agxe _ @3+ MH(=2) +=bAd) _ 3
ap+oogt+og X6 = 2+ 1-1 T2 3 s
ot @ et =6 (3:3)
_ MYut yptazye _@O3+ D) +=DHA) 5
6T T o+ oyt ag Y6 = 2+ 1-1 =2

2) Trouvons suivant les valeurs du nombre réel k 'ensemble des points M tel que :
2MA* + MB* - MC* =k

Posons f(M) = 2MA? + MB?> — MC? = k

Onsaitque f(M) =Y a; MG? + f(G) aveca; =2; a, = let a; = —1

OrY a; MG? = (ay + az+a;)MG? = (2 + 1 — 1)MG? = 2MG*

D’ou f(M) = 2MG? + f(G)

(ay az)AB?+ (a1 a3)AC? + (ap a3)BC? _ 2AB2—-2AC%—BC?
a1+ az+ as o 2

D’autre part f(G) =
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Deméme AB? = (xg —x4)°> + (v —y1)?> = (—2—-3)2+(3—-1)>=25+4 =29
ACZZ(xc—xA)Z‘l'(yC—yA)z2(1—3)2+(0—1)2=4+1=5
BC? = (xc —x5)*+ (e —yp)>=(1+2)*+(0-3)?=9+9=18

2x29 —2x5-18 _ 30
IO =T = =

Alors f(M) = k < 2MG? + f(G) = k < 2MG? + 15 = k ©2MG? = k — 15 &

MG = k—15 k—15
-2

= MG = T

- si k < 15; alors I’ensemble des points M cherchés est vide.
- sik =15alors MG = 0. Ainsi ’ensemble des points M cherchés est le point G.
- sik > 15; alors I’ensemble des points M cherchés est le cercle de centre Get de rayon

I
N2

3) Déterminons puis construisons I’ensemble des points M du plan si k = 23

Puisque k = 23 < 15; alors I’ensemble des points M cherchés est le cercle de centre Get de

rayon r = ’—k_zls = /23;15 = \/% =V4=2

- Soit ABC un triangle rectangle en A tel que : AB =4 ; AC =6.

Soit I le milieu du segment [AB].
1) a- Construisons le barycentre G={(4,5) ; (B,-3); (C,2)}.

G = bary{(4;5) ; (B;-3); (C;2)}.Ona: a; =5; a, = —3 et a3 =2
Puisque ¢y + @, + a3 =5 -3+ 2 =4 # 0; Alors G existe.

—

Ona:5GA—3GB+2GC =0

>

—

—SAG= —SAB+2Ac=-3a+Lac
=>AG = —;AB+AC= —AB+AC
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b- Calculons AB « AC .
ABC est un triangle rectangle en A, alors on a : AB*AC =0 (E) perpendiculaire a AC )
2) Déterminons I’ensemble E; des points M du plan tel que :

| SMA — 3MB + 2MC|| =2||MA + MB]|.

||5MA — 3MEB + 2MG|| = 2||MA + MB|.
~ "

Introduisons le barycentre G Introduisons le point I
=> || 5(MG + GA ) — 3(MG + GB ) + 2(MG + GC )| = 2||(MI +14) + (Mi + 1B ) ||
& || 4MG + 5GA — 3GB + 2GC|| =2||2M] + 14 + 1B]|.
Or par hypothése on a :
5GA — 3GB + 2GC =0 (Car G = bary{(4;5) ; (B; -3); (C;2)})
TA+ 1B =0 (Car! estmilieu du segment [AB])
Alors on a | 437G = 2|23 <> 4| WG| = 4|[¥1]| < | ¥ = 77| < mG =M
Donc I’ensemble E; des points M du plan cherché est la médiatrice du segment [GI]
3) Déterminons I’ensemble E, des points M du plan tel que :

| 5M4 — 3WB + 2MC|| — ||MA - ¥B]|.

| 5MA - 3MB + 2MC|| = ||MA - MB]|.
- _/
Y

Introduisons le barycentre G Introduisons le point I

- ||5(MC +GA) - 3(MC + GB ) + 2(MG +GC)|| = ||(¥1 + 14 ) — (31 + T8 )|
& || 4MG + 5GA — 3GB + 2GC|| = ||IA - 1B|].

& || 4MG + 5GA — 3GB + 2GC|| = ||IA + Bi]|.

& || 4H€ + SGA — 3GB + 26¢|| = || BI + TA|.

Or par hypothése on a :
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5GA — 3GB + 2GC =0 (Car G = bary{(4;5) ; (B; -3); (C;2)})

Bi+T4A=BA (D' apreésla relation de Chasles)

Alors ona: || 431G|| = || B4 < 4|| G| - || BA||< 4MG = BA < MG - BA
Donc I’ensemble E, des points M du plan cherché est le cercle de centre Get de rayon
r=;BA

4) Déterminons 1’ensemble E; des points M du plan tel que :

5MA? — 3MB? + 2MC? = 24 .

Posons f(M) = 5MA? — 3MB? + 2MC(?

Alors 5MA? — 3MB? + 2MC? = 24 <& f(M) = 24

Exprimons ainsi f (M) en fonction de MG et de f(G)

On sait que f(M) =Y a; MG* + f(G) avec a; =5; a, = —3 et az = 2

OrY a; MG? = (a, + az+a3)MG? = (5 — 3 + 2)MG? = 4MG? => f(M) = 4MG? + f(G)

(a1 a2)AB2%+ (a1 a3)AC? + (ay a3)BC? —154AB%+10AC%—6BC?
D’autre part f(G) = 122 123 273 =
a1+ az+ as 4

Avec AB? = 16; AC? =36 et BC?> = AB?* + AC? = 16 + 36 = 52 (Théoréme de
Pythagore dans le triangle ABC rectangle en A)

—15(16)+10(36)—6(52) —2404360-312 —192

D’ou f(M) = 4MG? — 48

D’autre part,ona: f(M) = 24

Alors par identification on a : 4MG? — 48 = 24 < 4MG? = 48 + 24 & 4MG? = 72

& MG? =18 => MG =18 =32

Donc I’ensemble E; des points M du plan cherché est le cercle de centre Get de rayon r = 3+/2

5) Déterminons I’ensemble E4 des points M du plan tel que :

5MA? — 3MB? + 2MC? = k ( on discuteras suivant les valeurs de k ).
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Posons f(M) = 5MA? — 3MB? + 2MC?

Alors f(M) = k & 4MG2 + f(G) = k & 4MG? — 48 = k <>MG? = *25
- MG = k+448 — \/k-lz-4-8

- sik < —48; alors I’ensemble des points M cherchés est vide.
- sik = —48alors MG = 0. Ainsi ’ensemble E4 des points M cherchés est le point G.

- sik > —48; alors I’ensemble E4 des points M cherchés est le cercle de centre Get de

Vk+48
2

rayonr =
6) Déterminons I’ensemble Es des points M du plan tel que :
S5MA? — 3MB? — 2MC?* = -72.

IciY a; = 0avec a; =5; a, = —3 et a3 = —2; alors on introduit 1’origine A des points de
pondération.

Doncona:S(m+ZZ)2— 3(1\7171’+ﬁ3')2— 2(m+ﬁ)2 =_72.
& —2MA(3AB + 24C ) — 34B? — 2AC? = —72

& —2MA(34B + 2AC ) — 3(16) — 2(36) = —72 < —2MA(3AB + 2AC ) = 48

2

7 48 —\2 48 2304

QMAZTCZ:)(MA) =3 <:>MA2= 7 — 7
2(3AB+2AC) 2(3AB+2AC) 2(9AB*+124B+AC +4AC?)
2304 2304

& 2 = = =

MA® = S oxT6+12x0+4x36) ~ 576  °
=>MA=2

Donc I’ensemble Es des points M du plan cherché est le cercle de centre A et de rayon r = 2.

- Le plan P est muni d'un repére orthonormé( 0 ; T ; ).
On consideére les 4 points A; B; C et D tel que : A( (3)) ; B(_Ol) ; C(g) et D (;)

1) Déterminons les coordonnées x et y de D sachant que : ||Eq’|| = ||ﬁ|| = ||ﬁ||

De méme (|[DA])° = (x4 — 25)% + (74 — yp)% = (0 = x)% + (3 —y)? = 22 + (3 — y)?
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(IDBI)" = Gos = x0)? + (5 = yp)? = (-1 =002 + (0 = 3)* = (1 + 2)% + y?
(IDEN)" = Grc = %)% + (e = y0)* = B =20 + (0= 9)? = B = 2)* + ¥
Alors [[DA]| = [IDB|| ¢ (I[DA])" = (IDBIl)" = #* + G =)? = @+ 27 +y* &
S x24+9—-6y+y*=x?+2x+1+y? @ 2x+1-94+6y=02x+6y—8=10
Sx+3y—4=0()
De meme [[DB|| = [C| ¢ ([DB])” = (IDC]))” > x =1 @)
Ainsi des équations (1) et (2), on en déduitque y = 1
D’ou D(;)
2) Déterminons les réels m et n tels que D soit barycentre des points (4,1); (B,m); (C,n)

Si D est le barycentre des points (4, 1); ( B,m) ; (C,n); alors les coordonnées de D sont telles
que :

xp = axpt+ dpXp + a3 X¢ 1 =2 DO+ D + B _ _—m+3n
a;+ ax+oaz - 1+ m+n m+n+1
et & et
_ Yyst+ xyptazye 1= LA+ MO +mO) _ 3
b= a1+ oy +ag - 1+ m+n T m+n+1
-m+3n _
m+n+1_1 <::>{—m+3n=m +n + 1®{—2m+2n= 1
3 -1 3=m+n+1 m+n = 2
m+n+1

. . \ 3 5
La résolution de ce systéme donne m = Jetn=17

D= bary{(A, D; (3'9‘ (C' 9}

NB : Le barycentre d'un systéme ne change pas en multipliant ou en divisant chaque
coefficient de pondération par une méme constante non nulle.

Dou D = bary{(A, 1); (B,%) ; (c%)} ou D =bary {(4,4);(B,3); (C,5)}

3) Trouvons l'ensemble (E) tel que : 4||M74)||2 + 3||m?>||2 + 5||1\—/IZ')||2 =k

4|[MA|" + 3|[MB|" +5|MC|" = k © 4MA? +3MB? + 5MC? = k
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Posons f(M) = 4MA? + 3MB? + 5M(?

(Les points de pondérations sont égaux a celui du barycentre D).
Alorsona: f(M) =Y a; MD? + f(D)

Or Y a; MD? = (a; + ay+a3;)MD? = (4 + 3 + 5)MG? = 12MD?

(a1 @z)AB?+ (a1 a3)AC? + (az a3)BC?  12AB*4+20AC2+15BC?
a1+ az+ asz N 12

Et f(D) =
AVeC ABZ = (xB - xA)Z + (yB —yA)Z = (—1 - 0)2 + (0 - 3 2 = 10
AC? = (x¢ —x0)* + (e —y2)* =B —-0)2+(0-3)* =18
BC* = (x¢ —x5)* + (yc —yp)* = B+ 1)* + (0 - 0)* = 16
A(9); B() @) et n(})

12x10 +20X18 +15x16 60
12 -

= f(D) =

Alors f(M) = k ¢ 12MD? + f(D) = k © 4MD? + 60 = k &MD? = "f#

o MD = /k—460: k—260

- sik < 60; alors I’ensemble (E) des points M cherchés est vide.

- sik = 60;alors MG = 0. Ainsi I’ensemble (E) des points M cherchés est le point D.

- sik > 60; alors I’ensemble (E) des points M cherchés est le cercle de centre DG)

vk— 60
2

etde rayonr =

4) Déterminons le réel k (k > 60)tel que A( g ) soit élément de (E).

vk— 60
2

Pour k > 60, ona: le cercle de centre DG) et de rayon r =

Alors le point A( (3) ) est élément du ce cercle si et seulement si : d(4; D) = r, ¢’est-a-dire que

le point A appartient au cercle (E) si la distance du centre D au point A vaut le rayon r.

Vk—60 Vk=60
Donc d(4;D) =1 & J(xp —x)? + o —ya)2 = — @ JD?+ @22 =~
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2V5 =vk—60 ® (2v5)' = (VK= 60)" ® 20 = k — 60 => k = 80

- Soit 4, B, C un triangle équilatéral de c6té 3 ; B’ le milieu de [AC]et un point D tel que :
4AD = AB + 3BC

1) Démontrons que D est le barycentre des points pondérés (4, 3); (B,—2); (C,3).

Par hypothése on a : 4AD = AB + 3BC (Introduisons le barycentre D).
Alorsona: 4(ﬁ+ﬁ) = (A_ﬁ+ﬁ) + 3(ﬁ+ﬁ)
< 4AD =AD + DB + 3BD + 3DC

< 34D =DB — 3DB + 3DC

& 3AD +2DB - 3DC =0
& 3DA—2DB +3DC =0
D’ou D =bary {(4,3); (B,—2); (C,3)}.
En déduisons que D appartient a la médiatrice du segment [AC]
On sait que D =bary {(4,3); (B,—2); (C,3)}.
D’autre part B’ est le milieu de [AC] alors : BA+BC=0
D’ott 3DA — 2DB +3DC =0 « (3DA +3DC)—2DB=0 < 3(DA +DC ) —2DB=0

Introduisons B’
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> 3|(DB’ + B'A ) + (DB’ + B'C )| - 2DE =0

& 3[gﬂ+ﬁ)+(ﬁ+ﬁ)]—zﬁ:6

v
2DB’

ol L

> 3(2DB’) — 2DB=0 < 6DB’ —2DBE =0 < 3DB' —DE =0
Alors D appartient a la droite (BB") qui est la médiatrice de [AC]
Conclusion : D appartient a la médiatrice du segment [AC]

f—1 2 —_—
2) Démontrons que BB' = 3 BD

D’aprés la question 1), ona: 3DB' —DB=0 (Introduisons le point B).
—>3(DB + BB ) - (DB + BB ) =0
¢ 3DB + 3BB’ — DB — BB =0
& 2DB +3BB =0
& 3BB' =—2DB
& 3BB’ =2BD =>BB zgﬁ
3) Calculons DA” et DB?

D =bary {(4,3); (B,—2); (C,3)}.

Alors AD = 5—"=AB + 35— AC

=>AD = 4B +2AC

B - 4

. —>__1—> 33— —>2_ -1 — 3—)2
=>4D = —-AB +>AC © (AD) = (5-AB +>AC)

- A~ _— 2 2_ 2
© AD? = AB? — 2 4B « AC + > AC?. Or AB-AC =214 —EC

= AD? =1 AB? -3 (
4 4

AB%+ AC%—BC?

CE) + 2 ac?
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34B*+3AC%- 3BC?
8

_1 2 _ 9 ac2
—4AB +16AC

_ 4AB®— 6AB®— 6AC* + 6BC*+ 9AC*
- 16

(Or ABC est un triangle équilatérale tel que AB = AC = BC = 3)

—2AB*+ 3AC%+ 6BC® _ —2AB*+3AB*+ 6AB> _ 7AB® _7x(3)> _7x9 _ 63

== 2 = = = = = ==
AD 16 16 16 16 16 16

63
= AD? = 16

gy 4 2 —> — 22—
De méme d’aprés la question 2), on a: BB’ = EBD & BD = 3 BB’
o (#0) = CBF)
2
2 _9ppne
& BD* = ZBB
ABC étant équilatérale,on a : BB =22

D’ou BD? =

4a\"2 ) 74172 T 16

g(ﬂ)z 9427 _ 243
4

4) Déterminons 1'ensemble (E) des points M du plan vérifiant la relation :

3MA%* — 2MB? 4+ 3MC?* = 12

Posons f(M) = 3MA? — 2MB? + 3M(?

Alors MA? — 2MB? + 3MC? = 12 f(M) = 12

Exprimons ainsi f(M) en fonction de MD et de f(D)

On sait que f(M) =Y a; MD? + f(D) avec @y =3; a, = —2et a3 =3

Or Y a; MD? = (ay + a,+a3)MD? = (3 — 2 + 3)MD? = 4MD? => f(M) = 4MD? + f(D)

(a1 @2)AB%+ (a1 @3)AC? + (az @3)BC?  —6AB%+9AC?—6BC?
a1+ az+ asz 4

D’autre part f(D) =

Or ABC est équilatérale tel que AB = AC=BC =3

—6(3)2+9(3)2—6(3)2 __ —27
= /(D)= 7 =
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Donc f (M) = 4MD? + f(G) © f(M) = 4MD? — =

D’autre part f(M) = 12

Par identification, on a : 4MD? — % =12

eamp2 =12+ o amp? =22 o Mp? =22 —~up = \/E:ﬂ
4 4 16 16 4

Alors I’ensemble (E) des points M cherchés est le cercle de centre Det de rayon r = 54—ﬁ

5) Vérifions que l'isobarycentre du triangle 4, B, C appartient a 1'ensemble (E) puis trace (E).
(On fera une figure)

G étant I’isobarycentre des points A; B et C,ona: D ; B’ et G sont alignés.

Par conséquent DG = DB’ + B'G (voir figure)

or BG=1Bp =L & pp =383
3 2 4

g BB 53
4 2 2

D’ou G appartient a I’ensemble (E)

Dans I'espace E, on note la distance de deux points M et N par MN
— — 1=
1) Soit trois points 4; B; C non alignés et I le point défini par : Al = AB + EAC .

Déterminons les coefficients a; b; ¢ qu’il faut affecter respectivement aux points A; B; C
pour que [ soit leur barycentre

I=bary{(4;a); (B;b); (C;c)} siet seulement si : alA+bIB+cIC=0
— — 1 —

Par hypothese, ona: Al = AB + EAC

< 241 = 2AB + AC

24l —24AB-AC=0 (Introduisons le barycentre I )

=>2(Al +1I) — 2(Al +IB) — (Al +IC) = 0.
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& —2[B—AI-1C=0
©-Al-2[B-1C=0
©TA-2IB-1C=0

Par identification avec am+bm+cﬁza;0na:a=1;b=—2 eth=-1

2) On suppose maintenant que le triangle ABC est rectangle en Atel que AB = 2; AC = 1
et ’ensemble S tel que S={M € E / MA?> — 2MB? — MC? = -3}

Si ABC est un triangle rectangle en A tel que AB = 2; AC = 1lalorsona:
BC? =AB?> + AC* ©® BC*=(2)’+(1)?=4+1=5=>BC*=5

Par hypothése, on a : [=bary{(4; 1) ; (B;—-2); (C;—1)}

Démontrons que S est une sphere de centre W et de rayons r a préciser.
MA%* — 2MB? — MC? = -3

Posons f(M) = MA? — 2MB? — M(C?

Alors MA? — 2MB? — MC? = =3¢ f(M) = -3

Exprimons ainsi f(M) en fonction de MI et de f(I)

On sait que f(M) =Y a; MI? + f(I) avec @y =1; a, = —2et az = —1
OrY a; MI? = (a; + ay+as)MI? = (1 — 2 — 1)MI? = —2MI?

=>f(M) = =2MI* + f(I)

I=bary{(4;1); (B;—2); (C;—1)}

(a1 a2)AB%+ (a1 @3)AC? + (ap @3)BC?  —2AB?—AC?+2BC?
D’autre part f(I) = 1z L3 23 =
a1+ az+ asz -2

Or ABC est un triangle rectangle en A tel que AB = 2; AC = 1etBC =+/5

2
—22)2— (1)2+ 2(V5 1
= py = 2RO 1

Done f(M) = —2MI* + f(I) & f(M) = —2MI? -3
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D’autre part f(M) = —3

. . . 1
Par identification, on a : —2MI[? — 5= -3

CoMI2 = — Lo _oyz=_3 2.5 _ _ 515
®—2MI* =3 +5 @ —2M[* =2 & MI* =7 >MI—\/;—2

Alors I’ensemble S des points M cherchés est une sphére de centre I de rayon r = g

- Soit ABC un trapeze tel que ( AB ) paralléle a (CD) .

Soient I; J et O les milieux respectifs des segments [AB] ; [CD] et [I]].

1) Déterminons puis construisons 1I’ensemble E; des point\s M du plan tel que :

[M4 + MB|| =||MC + MD].

Ona:||MA + MB| =||MC + MD|.
- Introduisons le point I dans ||m + W” (car I est milieu de [AB] => T4 + 1A = 0)
- Introduisons le point I dans |[MC + MD|| (car J est milieu de [CD]=>]JC + JD = 0)

|77 + 37B]| = [77C + D).

Introduisons I Introduisons ]

=> ||(M1 +14) + (M1 +TB)|| =|(M] +]C) + (M] + D)

& ||MI + 14 +MI +1B|| =|[Mj +JC + MJ +D|.
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& |[2MI + (IA + IB)|| = ||2M] + (JC +JD)|.
Or(TA+1B)=(JC+JD)=0
=>||2MI| = [|2M]].
& 2||mi|| =2|[M]|.
N
& MI=MJ
Alors I’ensemble E; des points M cherché est la médiatrice du segment [I]]
Construction : (voir figure)
2) Les médiatrices des cotés [AD] ; [BC] se coupentenG.
Démontrons que GA? + GB? = GC? + GD*.
- G appartient a la médiatrice de [AD] => GA = GD <« GA? = GD? (1)
- G appartient & la médiatrice de [BC] => GB = GC < GB? = GC? (2)
En effectuant la somme membre des relations (1) et (2), on obtient :
GA? + GB? = GC? 4+ GD?.( ce qu’il fallait Démontre)
3) a- Démontrons que I’ensemble E, : MA? + MB? = MC? + MD? est non vide.
On sait que : MA?> + MB? = MC? + MD? (enposant M = G), ona:
GA? + GB? = GC? 4+ GD? ce qui veut dire que G appartient a 1’ensemble E,.
D’ou I’ensemble E, : MA%> + MB? = MC? + MD? est non vide.

. ———  JC2—IA?
b- Démontrons que M € E, <> [J*OM = —

On sait que MA? + MB? = MC? + MD? est non vide. Alors :

Barycentres

- Introduisons le point I dans MA% + MB? (car I est milieu de [AB]=>TA + I4 = 0)

- Introduisons le point I dans MC? + MD? (car J est milieu de [CD]=>]C + JD = 0)
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— (MI +T4)" + (Mi +1B)" = (Mj +JC)" + (M] +JD)
Apres développement et arrangement, on a :
2MI% + IA? + IB? + 2MI(IA + 1B) = 2MJ? + JC? + JD? + 2MJ (JC + D)
Or(IA+1B)=(JC+JD) =0
=>2MI% + IA? + IB? = 2MJ? + JC? + JD?
D’autre part, I est milieu de [AB] => IA? = IB?
De méme ] est milieu de [DC] => JD? = JC?
=>2MI? + [A? + IB? = 2MJ? + JC? + JD? & 2MI? + IA? + [A? = 2MJ? + JC? + ] C?
& 2MI? + 2IA%? = 2M]? + 2] C?
& MI? + 1A% = MJ? + ] C?
& MI? — MJ? = JC?*— [A?
& (Ml — MJ)(MI + Mj) = JC?— 142
& (—IM — M])(MI + M]) = JC?— 1A
& —(IM + M])(MI + M]) = JC?— 1A
& —(I))(MI + M) = jc?— 142
& JI(MI + M) = jC?— 142
Introduisons le point O dans (W + W) (car O est milieu de [I] ]=J0+0] = 6)
=>J1(MO + Ol + MO + 0]) = JC*— A
& JI(2MO + 01 +0]) = JC?—142. Ot JO + 0] =0
& JI(2M0) = JC?— 142
& 21 « MO = JC?— 1A%

Jci—14%

& 2[feOM =JC?—IA> =>1]«OM = >

(ce qu’il fallait Démontre)
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c- En déduisons que M € E, & IJsGM =0

JCP— 147

D’aprés la question b), on a : 17 «OM = >

—— JC%-14%
Alors G € E, & []*0G R

Alors : MA2 + MB2 = MC2 + MD? < 1j«OM =1]+0G < 1« OM —1] + 0G =0

d- Déterminons puis construis E,

Puisque E, < 77 « GM = 0. Alors I’ensemble E, est donc la droite passant part G et
perpendiculaire a la droite (I]).

- On donne trois points A; B et C distinctes non alignés du plan et on note a; b et ¢ les
longueurs des cotés du triangle ABC tel que BC = a; AC =b e¢tAB =c.

On se propose d’étudier ’ensemble (E) des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MC? = a® + b* + ¢%.
1) Soit G le centre de gravité du triangle ABC et soit I le milieu du segment[BC].

a- Calculons 24B « AC

. — — AB?+AC*-BC? ., 5 5 5
On sait que : AB-AC:f =>2AB ¢ AC = AB* + AC*“ — BC

OrBC =a; AC=Db etAB =c.
=>2AB ¢ AC = ¢* + b* — a?
1
En déduisons que AG? = 5 (2b* + 2¢* - a%).

Puisque : G est le centre de gravité du triangle ABC; alorsona:
G =bary{(4;1); (B;1); (C;D}avecay+a,+a3;=1+14+1=3%0

= GA+GB+GC=0
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=>AG = 1+1+1AB+1+1+1AC
Ac= LA+ lac
== AG = 3AB+ 3AC
J——y 1 ,— —_
=>AG = 5 (4B + AC)

& AG? = 5 (AB? + 24C « AC + AC?) = 5(c? + ¢ + b2 — a® + b?)

— AG? = 3 (2b% + 2% — a?)

De méme on a: BG? = %(Za2 +2¢? = b?) et CG* = %(sz +2a% —c?)

b- Montrons que AG? + BG? + CG* 213(a2 + b? + ¢%).

D’aprés 1) a-),ona:

AG? = 3 (2b% +2¢* = a®) (1)

BG? =3(2d’ +2c*—b?) ()

€G> =35(2b*+2a° —c?) ()

En effectuant la somme membre & membre des relations : (1) ; (2) et (3), on obtient :

AG? + BG? + CG? :%(sz +2¢* —a%) + % (2a® + 2¢* - b*) + % (2b* + 2a* — %)
:%(sz +2¢% —a® + 2a® + 2¢* — b% + 2b% + 2a% — cz)
:%(sz +3¢® + 3a%) =%(b2 +c*+ad?) =13(a2 + b% 4+ ¢%)

D’ou AG? + BG? + CG? :ls(a2 + b% + c?) (ce qu’il fallait Démontre)
2) a- Déterminons la nature de (E).
Ona (E): MA> + MB?> + MC? = a? + b? + 2.
Posons f(M) = MA? + MB? + MC?

Alors MA? + MB? + MC? = a? + b? + c? & f(M) = a® + b + c?

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 11. Barycentres. Page 693



Barycentres

Exprimons ainsi f(M) en fonction de MG et de f(G)
Onsaitque f(M) =Y a; MG? + f(G) avec a; =1; a, =let a3 =1
OrY a; MG? = (ay + ay+a3)MG? = (1 + 1+ 1)MG? = 3MG? = f(M) = 3MG? + f(G)

(a1 @2)AB%+ (a1 a3)AC? + (az a3)BC?  AB2+AC?+ BC?
a1+ az+ asz 3

D’autre part f(G) =

Avec AB? = c¢%; AC? = b? et BC? = a?

c2+b2+a2 az+bz+c2
= f(6) = AT —TE D

24 p2y 2
Dot f(M) = 3MG? + 321
D’autre part,ona: f(M) = a? + b? + c?

a’+ b2+ c2

Alors par identification on a : 3MG? + 3 =a’+ b?+ c?
a?+ b+ 2
< 3MG? =a2+b2+CZ—T
2 2 2_ 2 12 2
<3:(>3MGZ=3a +3b +3c3 a—b"— c
2 2, 52
& 3MG? = 2a +Zg + 2¢
2 2,52
& MG? = 2a +21; + 2¢
2(a2+ b+ CZ) 2(a2+ b+ CZ)
SMG=——Fg— = >MG="———

Donc I’ensemble (E) des points M du plan cherché est le cercle de centre Get de rayon
2(a2+ b2+ cz)

r=-+f——o-—
3

b-Ondonnea = 5; b = 4 et ¢ = 3.

Sia =5; b=4c¢e¢tc 3, alors :

L’ensemble (E) des points M du plan cherché est le cercle de centre Get de rayon r = %
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- Soit ABC un triangle du plan ; I le milieu du segment[BC] et D le barycentre de

{(4,-1); (B,2); (C,2)}(On fera une figure qui sera compléter au fur et & mesure).

1) Exprimons AD en fonctioﬁ de Al
D = bary{(A,-1) ; (B,2); (C,2)}Avecay+a,+az;=—-1+24+2=3=+0

= —DA+2DB+2DC= 0

e o 2 —— 2 —
=AD = 35554+ 5 AC

— 2 = =
=>AD = 5 (4B + AC)

Puisque I est le milieu du segment [BC]; alorson a : IB+1C=0

—_

— 4D = 2[(4l +1B) + (Al +1C) |

= 2[A1 + 1B + Al +1C |
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= %[2ﬁ+ﬁ?’+ IC].Or1B +1C =0

2) Déterminons la nature de I’ensemble (E) des points du plan vérifiant :
|-MA +2MB + 2MC|| = |MA + MB + MC]||.
Pour || ~MA + 2MB + 2MC|| (Introduisons le barycentre D)
Pour ||W +MB + W”.(Introduisons I’isobarycentre G) Avec :
G =bary{(4,1); (B,1); (C,1)} = GA+GBE+GC =10
Donc ||-MA + 2MB + 2MC|| =||[MA + MB + MC||
& ||X @;MD — DA + 2DB + 2DC || = ||X &;MG + GA + GB + GC ||
& ||3MD — DA + 2DB + 2DC|| = ||3MG + GA + GB + GC ||
OrD = bary{(4,-1) ; (B,2); (C,2)}=>-DA+2DB+2DC =0
EtG = bary{(4,1) ; (B,1); (C,1)} = GA+GB+GC =0
Donc ||3MD + —DA + 2DB + 2DC|| = ||3MG + GA + GB + GC ||
& ||3MD +0|| =||3MG +0 ||
® [|3MD]| = |3MG ||
© 3|[MD|| =3|[MG ||
® ||MD]| = [|mc ||
& MD=MG
Alors I’ensemble (E) des points M du plan cherché est la médiatrice du segment [DG]

3) Justifions que (E) contient I et en déduisons sa construction.

Ona (E): ||-MA +2MB + 2MC|| = ||MA + MB + MC|.
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(E) contient I si et seulement si ||—7;1) +2IB + Zﬁn = ||F4' +1B + ﬁ”

& ||-TA + 2IB + 2IC|| = ||[TA + 1B +1Ic|.

—

& —JA +2IB+2IC =TA +IB+1C.Or1B +IC =0
= —JA +2IB +2IC =14
D’ou (E) contient .

- Dans le plan affine P rapporté a un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j), on donne les points
1 0
A( 0 )et B (1)

1) Déterminons puis tragons 1’ensemble ( ") des points M ( ; ) du plan tels que le barycentre
du systéme {(4,x) ; (B,y) ; (C,xy)} n’existe pas.

Le barycentre du systéme {(4,x) ; (B,y) ; (C,xy)} n’existe pas si et seulement si :

x+y+xy=0 <3=€>y(x+1)+x=O:>y=—xx?avecx¢—1

L’ensemble cherché est donc I’équation d’une hyperbole

x
x+1

Pour la construction, posons f(x) = —

Df = R— {1} = J=e0; ~1[U]~1; +eo|

limfx)=limf(x)=-1 ; limf(x)=—-ow et lim f(x) = 4+
Xx—>—00o x-+ x—>—1" x - -1
x 1

fO) =77 =W =gz <0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x
f'x) - -

16 \ B
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a- Déterminons puis construisons le barycentre G des points A; B et C affectés

respectivement des coefficients 2; 1 et 1
G =bary{(4,2) ; (B,1); (C,D}Aveca; +a,+a;=2+1+1=4+0

= 2GA+GB+GC=0

_>AG_2+1+1AB+2+1+1AC
. —>_l—> l—>
== AG = 4AB+4AC

S —
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b- Déterminons ’ensemble ( 3 ) des points M du plan tel que :

2MA? + MB? + MG? = ka® avec k € R ( On discutera suivant les valeurs du paramétre k)

Posons f(M) = 2MA? + MB? + MG*

(Les points de pondérations sont égaux a celui du barycentre G).
Alorsona: f(M) =Y a; MG? + f(G)

OrY a; MG? = (a; + ap,+a3;)MG? = (2 + 1 + 1)MG? = 4MG?

(a1 @z)AB?+ (ay a3)AC? + (ap a3)BC*  2AB? + 2AC*+ BC?
a1+ az+ asz N 4

Et f(G) =

Or ABC est équilatérale de c6té a => AB = AC = BC =a

2a% +2a? + q? 5q2
= (@) ===

4

2 2 —
Alors f(M) = ka? < 4MG2 +£(6) = ka? © 4MG? +5% = ka®? ©4MG?* = a (4‘]1-( 5)

2 _ 2 _
¢>MGZ=%’;5) = MG = /%’;5) -4 \ak -5

4
- sik< % ; alors I’ensemble (E) des points M cherchés est vide.

- sik= %; alors MG = 0. Ainsi I’ensemble (E) des points M cherchés est le point G.

- sik> % ; alors I’ensemble (E) des points M cherchés est le cercle de centre G
etderayonr = %\/4k -5

c- Construisons cet ensemble si k =2

Si k = 2;alors I’ensemble (E) des points M cherchés est le cercle de centre G
etde rayonr = %\@

- 1) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct( O ; U ; 7). On désigne par

A; B;C etG les points du plan d’affixes respectives : Z, = —1 ; Zp=2+iV3 ;
Zc=2-i3 et Z; =3.
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a- Réalisons une figure et plagons les points A; B; C et G.

!

b- Calculons les distances AB; BC et AC puis en déduisons la nature du triangle ABC.
AB = |Zy— 7, = |2+ iV3) = (=D)| = |2 +iV3+ 1| = [3+iV3| = 2v3

= AB =23

BC =12~ 751 = |2 - /)~ (2 + W3)| = [2 - V3 2 — V3| = |-21¥3] = 243
=>BC =2V3

AC=1Zc—-Zyl = |(2-iV3) = (-D| =|2-iV3+1| = [3- V3| =2V3

= AC = 2V/3

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 11. Barycentres. Page 700



Barycentres

Puisque AB = BC = AC = 2+/3, alors on en déduit que ABC est un triangle équilatéral.

Z¢—Zc

c- Calculons un argument du complexe puis en déduisons la nature du triangle GAC.

Za—Z¢ _ (-D-(2-1V3) _ —1-2+iV3 _ -3+iV3 _ 4iv3 _
Zg-Zc  3)-(2-3)  3-2+i3  1+iV3 4

iV3

_ Za—Zc\ _ ; _T
= arg (3=5¢) = arg(iv3) = 3

Za—Z¢
Z6—Zc

Puisque arg ( ) = %, alors on en déduit que GAC est un triangle rectangle en C.

2) Soit (D) I’ensemble des points tels que : (—m +2MB + ZM_C))EE =12 (1)
a- Montrons que G est le barycentre du systéme des points pondérés :

{4,-1; (B,2); (C,2)}

Puisque Y @; = =1+ 2+ 2 =3 # 0. Alors il existe G tel que :

G = bary{(4,-1); (B,2); (C,2)}

b- Montrons que la relation (1) est équivalente a la relation : GM +CG =—4 ?2)

Ona: (—1\7174’ +2MB + ZW)C—G) =12 (1) (Introduisons le point G )

=> [-(MG + GA) +2(MG + GB) + 2(MG + GC)]CG = 12

=> (=MG — GA + 2MG + 2GB + 2MG + 2GC)CG = 12

=>[3MG + (—GA + 2GB + 2GC)]CG = 12. Or —GA + 2GB + 2GC = 0

=>3MG+CG=12 ©MG+CG=4 & —GM+CG=4 < GM+CG =—4

D’out GM + CG =—4 (2) (ce qu’il fallait Démontre)

c- Vérifions que le point A appartient a I’ensemble (D).

Ona:GMe«CG = —4 ?2)

Le point A appartient a I’ensemble (D) si et seulement si GA+CG=-4

() ) @ (o) - ()

Xg —
YB —YA Ye—Yc
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=>GA+CG = () (f5) = DD + (0 (V3) = —4

D’ou le point A appartient a I’ensemble (D).

d- Montrons que la relation (2) est équivalente a la relation : AM «CG=0

Ona:GM «CG=—4 (2) (Introduisons le point A )

= [(GA + AM) « CG |- —4

& GA+CG+AM «CG=—4 .OrGM » CG =—4

=>—4+AM + CG=—4 < AM +CG =0

D’ou la relation (2) est équivalente a la relation : AM +CG =0 (ce qu’il fallait Démontrer)
e- En déduisons I’ensemble (D) puis le tragons.

Puisque AM + CG = 0, alors I’ensemble (D) est la droite passant par le point A et
perpendiculaire a la droite CG.

Application des isobarycentres

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; i ; ¥) ; on considére les points :
Ai; Ay Az .. A, dont les affixes sont les racines dans C de I’équation Z™ = 1 avec

(n € N;n = 2). On désigne par Z; le complexe telque Z; = cos (Zn—n) + isin (27”)
1) Exprimons en fonction de Z;, les racines de I’équation Z™ = 1.

Les racines de I’équation Z" = 1 sont les nombres complexes z;, tels que :
2, = cos (%) + isin (%) Aveck €{1;2;....; (n—1)}. Donc :

Z, = cos (27”) +isin (27”)

2, = cos (=) + isin () = cos2 (2) + isin2 (%) = [cos (22) + isin (22)|" = 22

Z3 = cos (G—E) + isin (67”) = cos3 (Zn—n) + isin3 (Zn—n) = [cos (27”) + isin (Zn—n)r = Zl3

= 7 = [cos (27”) + isin (Zf)]n =77

2) Déterminons 1’isobarycentre des points A, ; Ay ; ; Az ;o e Ay
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L’isobarycentre G associé aux points 4; ; Ay ; ; Az ........ A, est défini par :

—_—

{((4;1D); (451D ;(43;1D) . (4, 51)) © GA; + GA, +GA3 +—-GA, =0
En introduisant le point A;,on a :

GA, + (GA; + A1 A7 ) + -+ (GA{ + 414, ) =0 &

—_

GA, +GA, + A1 A, + -+ GA, + A A

|

s
I
=1}
8

—_—

nGA;, + A A, + -+ A4, =06
nGA; = —(AyA; + -+ 414,) =0

—_

—nd G = —(A1A; + -+ A4,) =0

nA.G = (A1 A, + -+ A4,) =0

= AI—G)=%(A1A2 ++A1An)

3) Déterminons I’ensemble des points M du plan tel que :

|MA; + MA, + MAs + -+ MA, || =n

Ona |MA; + MA; + MA; + -+ MA, || =n &

| @, MG + GA; + GA; + GA; + - GA,||=n @

|Z @, MG +0|| =n ¢ (Car GA; + GA; +GA3 + - GA, =0)
IRME| = n © n|[MG|| = n < |[MG]| = 1 ¢ MG = 1.

Alors I’ensemble des points M du plan cherché est le cercle de centre G et de rayon r = 1.

Dans le plan complexe € muni d’un repére orthonormé (O ; i ; ¥); on considére le polyndme
p telque : p(2) =23 — (3+4i)Z —2+8i

1) Montrons que I’équation p(Z) = 0 admet une solution réelle Z, que je déterminerai.

Soit Z, = a cette solution réelle telque a® — (3 + 4i)a—2+8i =0 &
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3 —

3 o o _gf(a’—3a-2=0 ¢))
(@—-3a—-2)+i(8—4a)=0 {8 —4q =0 )
En résolvant ’équation (2),ona: a = 2. D’ou Z; = 2 est la solution réelle.

2) Résolvons dans € 1’équation p(Z) = 0. On désignera par Z; la solution dont la partie
imaginaire est positive.

p(Z)=0 & (Zo—2)(Z; +1-V2-iN2)(Z; +1+V2+iW2) =0
=>Zy=2o0uZ;=-1+V2+iVZou Z, = -1-V2 - V2

=85 ={2; -1+V2+iV2;-1-V2—-iV2}

3) Dans le plan complexe C, on consideére les points G ; A et B tels que :

Gy—>Zy, ; A—-Z, et B—-Z, et soitG, I’isobarycentre des points A; B et G,_1 tel
que G, ={(4;1); (B;1);(Gp—1; 1}

a- Déterminons 1’affixe de G .

G, ={(4;1); B;1);(G—1;D} =G ={(4;1); (B;1);(Gy; 1}

R I
Donc ’affixe du point G, est I’origine du repére.

b- Soit Z,, I’affixe de G, .

Exprimons Z,, en fonction de Z,,_.

Si Z,, Iaffixe deG, = {(4;1); (B;1);(G,_y ; 1)} alors Z, = %
oz = (—1+ﬁ+iﬁ)1-|:f;1|——1«/7—i\/7)+Zn_1 _ _2+32n—1 _ _g N %Zn—l

6) OnposeU, =27, + 1.

a- Déterminons la nature de la suite U,

Up=Zy+1=>Up =—2+3Z, 4 +1

1 1
= Un = § + §Zn—1
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1 1 1
=> Uy, :§(1+Zn—1) et Unyq =§(1+Zn)=§Un
D’ou U, est une suite géométrique de raison g = 3 et de premier terme Uy = Zy+1 =3

b- Etudions la convergence de la suite U,,.

Pour étudier la convergence de la suite U,,, exprimons U,, en fonction de n.

W=

Puisque U,, est une suite géométrique de raison g = 5 et de premier terme U, = 3 alors son

111
3

expression en fonctionde nest: U, = Uy(q)" = 3

/N

n n
limUu, = lim 3 (%) =0 car lim (%) =0 (g<1)
n - +oo n — +oo n — +oo

Par conséquent U,, est une suite convergente et converge vers 0.
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ISOMETRIES PLANES

OBJECTIFS :

Ce chapitre vise a :

* compléter I’étude des isométries du plan faite dans les classes précédentes par la composition

et la décomposition d’isométries ;

« utiliser les compositions et les décompositions pour résoudre des problémes ;

« faire la classification des isométries.

Commentaires

En Premicre, on ne compose que des transformations de méme nature et la notion d’isométrie
n’est pas au programme. En Terminale, la mise en ceuvre de la composition de deux isométries

et la décomposition d’une isométrie permettront d’étudier les propriétés de ces isométries.

Volume horaire : 16 heures

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

*Définition d’une isométrie.
» Décomposition d’une translation et d’une
rotation en un produit de symétries orthogonales.
o Composée d’une rotation et d’une translation.
» composée d’une rotation et d’une symétrie
orthogonale.
» Composition d’une translation et d’une
symétrie orthogonale.
» Symétrie glissée.
* Classification des isométries :

- al’aide de leurs points invariants ;

- en déplacements et antidéplacements
* Conservation du barycentre et du contact par
une homothétie ou une isométrie

» Utiliser la composée de deux isométries
pour :

* Démontre une propriété ;

* construire une figure ;

* Détermine un ensemble de points.

* Détermine la nature de la composée de deux
isométries.

» Mettre en ceuvre la décomposition des
isométries pour Détermine les éléments
caractéristiques de la composée de deux
isométries.

* Détermine la nature d’une isométrie
connaissant I’ensemble des points invariants.

Remarques et suggestions

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 12. Applications affines.

Page 701



Applications affines

Dans les classes antérieures, on a entrainé les éléves a utiliser les transformations, (symétries,
translations, rotations, homothéties) aux niveaux I et II (voir document EM 2C page 21) pour
résoudre des problémes de géométrie.

En Terminale, on poursuivra cet entrailnement en le complétant par le niveau III : Utiliser les
composées des isométries pour Démontre une propriété, pour construire une figure, pour
Détermine un lieu géométrique.

Au niveau III les isométries intervenant dans cette composition doivent étre suggérées.
On traitera les notions suivantes qui n’ont pas été vues en Premicre :

La définition d’une isométrie ; les propriétés de conservation du produit scalaire, du
barycentre et du contact par les isométries. La définition de la symétrie glissée comme
composée d’une translation de vecteur U et d’une symétrie orthogonale d’axe (D) telle que U
soit vecteur directeur de (D) est & adopter.

Plan n°1

Elle correspond a la lecture dans I’ordre des différentes rubriques du programme. Aprées avoir
défini les isométries (§1), on compose systématiquement toutes celle que 1’on connait en
terminant par I’introduction des symétries glissées, découvertes comme composée d’une
translation et d’une symétrie orthogonale ( §II). On termine par la classification et 1’étude des
déplacements et antidéplacements (§111 et IV). L’intérét de cette approche est de faire beaucoup
manipuler les théorémes de décomposition, principalement sous forme d’activités.

Plan n°2

Elle consiste a ne traiter dans § 1 que les composées qui doivent étre traitées directement (deux
symétries orthogonales et deux rotations). Les autres seront traitées comme application des
classifications. Dans cette approche, la symétrie glissé est découverte par 1’étude des isométries
sans point invariant. L’intérét de cette approche est de faire manipuler les différents modes de
raisonnement sur les isométries.

Isométries planes : plan n°1

I- Isométries :
1. Définition (livre ISM, page 71)
2. Conservation du produit scalaire (livre ISM, page 71)
3. Conservation du barycentre (livre ISM, page 72)

II- Composition d’isométries :
1. Rotation (Rappels).
2. Composée de deux symétries orthogonales :
a) D’axes paralléles,
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b) D’axes sécants (vu en premicre, a rappeler)

3. Décomposition d’une translation (livre 1 SM, page 64)
Décomposition d’une rotation (livre 1 SM, page 67)

5. Composée de deux rotations :

a) De méme centre,

b) De centre distinct (vu en premicre, page 69. Il est bon de refaire la
démonstration en utilisant les théorémes de décomposition).

6. Composée d’une translation et d’une rotation. (traité directement dans le

livre TSM page 8. Il vaut mieux utiliser les théorémes de décomposition).

7. Systémes glissées (livre TSM page 83. Pour une étude plus compléte, on peut
utiliser le livre de TC collection IRMA).

8. Composée d’une rotation et d’une symétrie orthogonale (Non traité dans le
livre TSM. Utiliser les théorémes de décomposition).

III — Classification des isométries (livre TSM page 86) :

Isométrie admettant trois points invariants non alignés

Isométries distinctes de I’identité admettant deux points invariants distincts
Isométries admettant un unique point invariant

Isométries sans point invariant.

el

VI — Déplacement, antidéplacement :

1. Propriété.
Théoréme : Toute symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son opposé.
(Ce résultat, vu dans les classes précédentes, n’a jamais été démonté, on peut le faire
en utilisant I’expression analytique d’une symétrie orthogonale dans un repére
convenablement choisi).

2. Définition (livre TSM page 88)
3. Propriétés (livre TSM page 88)
4. Détermination (livre TSM page 89).
Isométries planes : plan n°2

I- Isométries :

1 Définition

2. Conservation du produit scalaire

3 Conservation du barycentre
II- Composition d’isométries

1. Rotation

2. Composée de deux symétries orthogonales :

a) D’axes paralléles ;
b) D’axes sécants
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3. Décomposition d’une translation
4. Décomposition d’une rotation
5. Composition de deux rotations :

a) De méme centre,
b) De centres distincts.

Applications affines

III- Classification des isométries
1. Propriété : Toute symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son opposé.
2. Définition.
3. Propriétés
4.

Composée d’une translation et d’une rotation. (Ia composée d’une translation et

d’une rotation qui n’est pas 1’identité est un déplacement et donc une rotation).
5. Composée d’une rotation et d’une symétrie orthogonale ( la composée d’une rotation
et d’une symétrie orthogonale est une antidéplacement et donc une symétrie

orthogonale ou une symétrie glissée).
6. Détermination d une isométrie.

GEOMETRIE PLANE ET NOMBRES COMPLEXES

OBJECTIFS :

Ce chapitre vise a Défini I’écriture complexe des transformations du plan pour résoudre des

problémes et géométrie.

Commentaires

Il ne s’agit pas de faire une théorie sur les transformations et leurs écritures complexes, mais

d’utiliser ces écritures.

Volume horaire : 6 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Ecriture complexe des * Détermine 1’écriture complexe
transformations : associée a une transformation
- Translations donnée.

- Symétries centrales

- Symétries orthogonales par
rapport aux axes du repere

- Homothéties de centre Q et de
rapport A.

* Détermine les éléments
caractéristiques d’une
transformation dont on connait
I’écriture complexe
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- Rotation de centre Q et d’angle | * Utiliser I’écriture complexe pour
(s} résoudre des problémes.

Remarques et suggestions

Ce chapitre doit étre traité avant les similitudes. Cependant, il peut étre intégré soit aux
nombres complexes soit aux similitudes directes. Mais 1’écriture complexes d’une similitude
directe qui n’est ni une isométrie, ni une homothétie sera traitée dans le chapitre "Similitudes".

SIMILITUDES DIRECTES PLANES

OBJECTIFS :

Ce chapitre vise a :

» compléter 1’étude des propriétés des homothéties ;

* Défini les similitudes directes du plan et faire une étude géométrique de ces transformations ;

« utiliser les similitudes directes pour résoudre des problémes.

Commentaires

En classe de premicre, les similitudes n’ont pas été vues que les propriétés de conservation du
barycentre et du contact par les homothéties.

Lors de 1’énoncé de la définition d’une similitude directe « Une similitude directe de rapport
(k > 0) est la composée d’une homothéties de rapport k et d’un déplacement », on fera
remarquer que la décomposition d’une similitude directe en composée d’homothétie et de
rotation n’est pas unique.

Les similitudes indirectes ne sont pas au programme.

Volume horaire : 14 heures
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SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Définition : une similitude directe de rapport
A (A> 0) est la composée d’une homothétie
de rapport A et d’un déplacement

* Forme réduite et éléments caractéristiques
d’une similitude directe

* Ecriture complexe d’une similitude directe
de centre Q, de rapport A (A > 0)

Et d’angle ©

* Propriétés de conservation

* Propriété : toute similitude directe multiplie
les distances par le rapport.

* La composée d’une homothétie de rapport k
et d’un déplacement est une similitude directe
de rapport [K|

* Similitude directe déterminée par deux
points et leurs images

+ Détermine et construire I’image d’un point,
d’une droite, d’un segment, d’un cercle par
une similitude directe définie par :

- Son centre, son angle et son rapport ;
- Son centre, un point et son image ;

- Son rapport, son angle, un point et
son image

« Utiliser une similitude directe du plan pour :

- Résoudre des problémes de
construction ;

- Calcule des distances et des aires ;
- Détermine des lieux géométriques ;

- Démontre des propriétés
(parallélisme, orthogonalité,
contact....).

» Détermine les éléments caractéristiques
d’une similitude directe définie par :

- Son centre, un point et son image ;

- Deux points et leurs images.

Remarques et suggestions

11 est indispensable de mettre en place des écritures complexes des translations, les rotations et

les homothéties avant d’aborder ce chapitre.

On fera remarquer que les translations, les rotations, et les homothéties sont des cas

particuliers de similitudes directes.

L’homothétie de rapport k négatif est la composée d’une homothétie de rapport |k| et d’une

rotation d’angle 7.

Pour la recherche du centre d’une similitude directe qui n’est pas un déplacement, 1’¢léve sera

guidé.

Apres avoir défini la similitude directe du plan ; on pourra la Caractérise analytiquement au

moyen des écritures complexes.
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I- Généralité:
1) Définition

Soit £ un espace vectoriel. Une application de £ vers & est dite affine lorsqu’elle est de la
forme U » A+ ¢@(U) ou ¢ est une application linéaire de £ vers £ (endomorphisme de £)
dans I’espace aprés le choix d’une origine O.

Remarque : ¢ est appelé I’endomorphisme associé a I’application affine f.

Par contre a un méme endomorphisme peuvent étre associées plusieurs application affines dans
les expressions analytiques en changent les constantes.

2) Propriétés

P, : Les applications affines conservent le barycentre de n points pondérés : c'est-a-dire si f
est une application affine, I’image du barycentre d’un systéme de n points pondérés est le
barycentre du systéme des images de ces points affectés des mémes coefficients.

Ainsi nous retenons que :

- L’image une droite est une droite.
- L’image d’un plan est un plan.
- L’image d’un segment est un segment.

P, : La réciproque d’une transformation affine du plan est une transformation affine du plan.

Exemples d’applications affines :

L'homothétie de centre Q et de rapport k ; La translation de vecteur % ; la symétrie et la
projection de base et de direction données et la rotation de centre Q et d'angle 0 sont des
exemples d’applications affines.

3) Application vectorielle associée a une application affine

a) Définition : soit f une application affine du plan P dans P et A; B; C et D quatre
points du plan d’images respectives A’; B’; C’ et D’.
On appelle application affine vectorielle associée a f , toute application vectorielle v dans
vnotée ptelque: VA Epet VB Epona: AB = (p(ﬁ?)) < A'B'= f(A)f(B).
D’ou w(ﬁ) = W

b) Propriétés :

Soit f une application affine du plan p dans p et ¢ I’application linéaire associée a f .
Pour tout vecteur % et ¥ du plan vectorielle v et pour tout réel o donné, on a les propriétés
suivantes :
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Py o(atl) = ap(i).

Pro@ + ¥) = @) + o).
Py ¢(0) = 0

Py o(Xiny aitl) = Xty a; o (W)

4) Points invariants par une application affine f
a) Définition

Soit f une application affine du plan P dans P. L’ensemble des points invariants par f est soit
un ensemble vide, soit un singleton, soit une droite ou encore un plan tout entier.

b) Propriétés :
P, : L’image d’une droite par une transformation affine est une droite.

P, : Si (AB) et (CD) sont deux droites paralléles du plan et ( A’B’) et ( C’D’) leur images
respectives par une application affine f du plan, alors les droites ( A’B’) et (C’D’) sont
paralleles.

P; : Soit f une application affine du plan P dans P.

- Si f estbijective alors f(P)=P
- Si fn’estpas bijective alors f (P ) est un singleton ou une droite.

5) Expression analytique d’une application affine f

a) Définition :

Le plan est muni d’une repére (O ; T; j). Soit f une application affine du plan et soit ¢ sont
application linéaire associée. Soit (a ; a'); (b ; b") et (¢ ; c') les coordonnées
respectives de @(7) ; @(@) etde 0’ avec 0 = f(0).

Ona: O'M':(p(m)
= oI+ y)

x@l + yoj

x(af+ arj) +y(b?+ b7)

= xai + xaGf + ybi + yb7
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=(ax+ by)i + (a'x+ b'y)j

=>x' = )i+ (v = )T =(ax + by)l +(@'x+ b'y)j

Par identification on a :

:>{(x"—c") = (ax + by) {x"—cyr=ax+ by {x"=qx+ b}/+cr
(y—c)=(@x+by) ly—c=dx+by ly=ax+by+(
b) propriété:

Une application f est dite affine lorsque sont expression analytique est sous la forme :

{x'= ax + by +c

. f , Avec a; b;c;a ;b ;c tous des nombres réels.
y =ax+by+c

1I- Expressions analytiques des transformations

1) Expression analytique d’une translation de vecteur translateur Ti(g)

Soient M (;) et M (;) deux points quelconques du plan d’affixes respectives Z et Z'.

Soit %(}) un vecteur du plan d’affixe a + ib.

La translation de vecteur # est donnée par larelation: MM = U< Z — Z= a+ib

’

S +iy)—(x+iy)=a+ib @& —x)+i(y —y)=a+ib ¢>{;:;zg
{x'=x+a
y =y+b’

. . ‘ , . - X =x+a
D’ou I’expression analytique d’une translation de vecteur U est : {y' —y+b"

2) Expression analytique d’une homothétie de rapport k et de centre Q(;‘;)

Soient M (;) et M (;) deux points quelconques du plan d’affixes respectives Z et Z' .

Soit Q( ) d’affixe w = xy + iy, le centre de 1’homothétie.

Xo
Yo
L’homothétie de rapport k et de centre Q(ig) est donnée par la relation : QM' = k oM
<=>Z - w=k(Z- @) ® (& +iy) = (o +iy) = kl(x +iy) = (xo + iyp)] &
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(x' —x) +i(y —yo) = k[(x — x0) + i(y — yp)] ©
(' —x0) +i(y —yo) = k(x — x0) + ki(y —y) ©

{x' —xp = k(x —xp) {x' —x9 = kx — kxq {x' =kx — kxy + x
, NS .
y = Yo=k(y—y0) W —yo=ky—ky, v =ky—ky,+o

{x'=kx+x0—kx0 <::>{x'=kac+x0(1—k)
y =ky+yo—kyy ly =ky+y(1-k)

D’ou I’expression analytique d’une homothétie de rapport k et de centre Q(;g) est:

{x' =kx+xo(1—k)
y =ky+y(1-k)’

3) Expression analytique d’une rotation d’angle O et de centre Q(;g)

Soient M (;) et M (;) deux points quelconques du plan d’affixes respectives Z et Z' .

Soit Q(;‘;) d’affixe w = xy + iy, le centre de la rotation

La rotation d’angle O et de centre Q(;g) est donnée par la relation OM' =e® QM &
Z - w=e%Z- w) & +iy) = (xo+iy) = eO(x +iy) = (xo + iyo)] &
(x —x0) +i(y' —yy) = e®[(x — x0) + i(y — y5)] . Or e® = cos + isinf =>
(x' = x0) +i(y' — yp) = (cosO + ising )[(x — xo) +i(y —yo)]
(' =) +iy — o) =

(xcos0 — xycosO — ysind + y,sind ) + i(xsinf — x,sinf — ycosd — y,cos0 )

{x' = xc0s0 — ysinf — xycos0 + yysinf + x,
y' = xsin@ + ycost — x,sind — y,cosf + v,

D’ou I’expression analytique d’une rotation d’angle O et de centre Q(ig) est:

{x' = xc0s0 — ysinf — xycos0 + y,sinb + x,
y' = xsin@ + ycosO — xysinf — y,cos0 + y,
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4) Expression analytique d’une symétrie centrale de centre Q(’;‘;)

Soient M (’;) un point du plan d’affixe Z et M~ (:;) d’affixe Z'"' sont symétrique par rapport
a l’origine O(g) d’affixe Z, = 0. Soient M’ (;) un point quelconque du plan d’affixe Z' et
Q(;‘;) d’affixe w = x + iy, le centre de la symétrie.

_

La symétrie centrale de centre Q(;g) est donnée par la relation M"M' = 2 0Q ©
7 -7 =2(Zy—w) © & +iy)—(=x—iy) = 2(xg + iy, — 0)<=

x = —x+2x,

X +iy +x+iy=20x +iy) O +x)+i(y +y) = 2x, + 2i ¢>{, )
y y =200 +iyo) © +2)+ily +y) =2x0 + 20y D ) 4 o0

D’ou I’expression analytique d’une symétrie centrale de centre Q(;g) est:

{x' = —x+2xg
y =-y+2y’

5) Expression analytique d’une symétrie orthogonale d’axe (A) : ax + by+c=0

De méme I’expression analytique d’une symétrie orthogonale est :

{x' = xc0s20 + ysin26 — 2ab
y' = xsin20 — ycos26 — 2ac

6) Expression analytique d’une similitude directe

Soient M (;) et M (;) deux points quelconques du plan d’affixes respectives Z et Z' .

Soitz = az+b aveca et b € C*,’expression complexe d’une similitude directe.

Ona:z =az+b®x +iy =alx+iy)+b > x +iy =ax+aiy+b &

, ' x =ax+b
x +iy = (ax+Db)+aiy & { '
D’ou I’expression analytique d’une similitude directe est : {; z Z; +b
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7) Expression analytique d’une similitude indirecte

SiM (:;) et M (;) sont deux points quelconques du plan tel que

Z =az+b aveca et b € C,
xX =ax+b

alors I’expression analytique d’une similitude indirecte est : {y' - —ay

8) Expression analytique d’une_réflexion d’axe A

,=y

. . . P4 . x
- Réflexion d’axe A par rapport a la droite d’équation y = x ,ona: { y’ = x

’

- Réflexion d’axe A par rapport a la droite d’équation y =0 ,ona: { ;C/ z x_y

- Réflexion d’axe A par rapport a la droite d’équation x = 0, ona: {; : ;x

III- Les isométries planes

1) Définition :
On appelle isométrie plane, toute application du plan dans lui-méme qui conserve la distance.
Pour tous points M et N du plan d’images respectives M' et N, ona: MN = M'N'.

2) Classification des isométries

a- Isométrie positive ou déplacement

- Définition : une isométrie est dite positive ou déplacement lorsqu’elle conserve les
angles orientés.

Exemple : 1a rotation et la translation

- Expression analytique :

L’expression analytique d’une isométrie positive est :

x =ax—by+c 2 2
{y'sz+ay+c'aveca + b =1

- ___________________________________
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- Propriétés :
P, : Tout déplacement (isométrie positive) est une similitude directe de rapport k = 1

P, : Les déplacements sont des transformations qui conservent I’angle orient¢ (Rotation ;
translation ; symétrie centrale)

- Classification des déplacements a partir de I’ensemble des points invariants

Ensemble des points invariants par f | Nature de la transformation f

Plan P f estl’identité du plan

Ensemble vide @ f estla translation du vecteur non nul
Singleton {A} f est la rotation de centre A

b- Isométrie négative ou antidéplacement

- Définition : une isométrie est dite négative ou antidéplacement lorsqu’elle transforme
tout angle orienté en son opposé.

Exemple : 1a symétrie orthogonale et la symétrie glissée

- Expression analytique :

L’expression analytique d’une isométrie négative est :

Y —bx—ay+ ¢ e~ b? = -1

{x' =ax+by+c 2
- Propriétés

P, : Tout antidéplacement (isométrie négative) est une similitude indirecte de rapport k = 1

P, : Les antidéplacements sont des transformations qui conservent I’angle orienté
(symétrie orthogonale ; réflexion ; symétrie glissée)

- Classification des antidéplacements a partir de I’ensemble des points invariants

Ensemble des points invariants par f | Nature de la transformation f

Droite (D) f est la symétrie orthogonale par rapport a (D)

Ensemble vide @ f est la symétrie glissée
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1V- Caractérisation des transformations

1) Casdela transformationf : Z'= aZ + b

- si a = 1,alors f est une translation de vecteur U et d’affixe b.

. o , 1
- si a = — 1, alors f est une symétrie centrale de centre Q(;g) d’affixe w= Eb'
- sia €R*—{—1;11}, alors f est une homothétie de rapport k = |a| et de centre

Q(;g) d’'affixe w = T b

_a'

- sia €C —{1}et|al =1alors f estune rotation d’angle o. = arg( a ) et de centre

Q(O) daffixe w = - b

Yo —a’

- sia €C" —{1}et]al # 1alors f est une similitude directe de rapport

b
k =lal|, d’angle a = arg( a ) et de centre Q( g) d’affixe w = n

x .
y —a
2) Cas dela transformation f: Z’ = aZ + b
- Sila| = 1,alors f est une symétrie orthogonale d’axe I’ensemble des solutions de
Z =17.
- Silal # 1 alors f est une similitude indirecte de rapport k = |a|, d’angle a. = arg(a ),

b+ab
d axe (A): y = px + q etde centre Q(;g) daffixew = T 2

—aa

V- Composée des transformations

La composée de deux translations de vecteurs i et ¥ est une translation U + V.
p

- La composée de deux homothéties h;(Q ; k) et hy,(Q ; k,) estune
homothétie h(Q ; ky » k;) . Avec ki # k.

- La composée de deux homothéties h;(Qq ; ki) et hy(Q, ; ky)est:

e Une homothétie h(Q ; ky e k) si ky ek, #1.
e  Une translation de vecteur U si k;  k, = 1.
- La composée d’une translation de vecteur U et d’une homothétie h(Q ; k) est:
e Une translation si k = 1.
e Une homothétiesi k #1 et i = 0.

- La composée d’une homothétie et d’une isométrie est une similitude.

- La composée d’une homothétie et d’une symétrie orthogonale est une similitude indirecte.
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- La composée de deux antidéplacements est un déplacement.

- La composée de deux déplacements est un déplacement.

- La composée d’un antidéplacement et un déplacement est un antidéplacement.
- La composée de deux rotations et ' d’angles respectifs @ et a’ est:

e Unerotationd’anglea + a’ si @« + &’ # 0
e Une translationa + o' = 0

- La composée d’une rotation et d’une translation est une symétrie orthogonale.

VI-  Notion sur les matrices

1- Définition :
Une matrice A est un tableau rectangulaire d’éléments de k nombres réels.
Un tel tableau est représenté de la maniére suivante :

a1‘1 al‘z aas al'j aas al'p
az;l az;z az;]‘ az;p

A= Oud = (ai,j)ISiSn ou (ai,j)
. ai;p 15<p

an;l an;Z an;j an;p

- La matrice A est dite de taille n X p si le tableau posséde n lignes et p colonnes.

- Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A.

- Le coefficient situ¢ a la i —éme ligne et 4 la j —éme colonne est not¢ a;;;.

- Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme taille et que les coefficients
correspondants sont égaux.

- L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R est noté
M, , (R). Les éléments de M, ,,(R) sont appelés matrices réelles.

1 -2 5

0 3 7) est une matrice 2 X 3 avec ay; =1 et az3 =7

Exemple : A = (

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 12. Applications affines. Page 715



Applications affines

2- Matrices particuliéres :

a- Matrice carrée : Une matrice est dite carrée si le nombre de lignes n est égal aux
nombres de colonnes p (n = p). On la note :

al;l A1;2 wen e al;p
azq - az;z .....az;p
A= | |

\ o BT M S Apn /

Les éléments ay.4 ; @y.3; ....; ., forment la diagonale principale de la matrice.

b- Matrice ligne : Une matrice est dite ligne si elle n’a qu’une seule ligne (n = 1).
On la note : A= (am ; Apg e al;p)

c- Matrice colonne : Une matrice est dite colonne si elle n’a qu’une seule colonne
ay;i
az;1

(p = 1).Onlanote : A=

an;1

d- Matrice nulle : Une matrice est dite nulle si elle est de taille n X p et que tous
ces coefficients sont des zéros. On la note : 0,,, ou plus simplement 0.

3- Opération sur les matrices

a- Somme de deux matrices :

Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n X p. Leur somme S = A + B est la matrice
de taille n X p définie par : S;; = a;; + b;;.

Autrement dit faire la somme A + B, revient a faire la somme des coefficients de méme
emplacement.

Exemple : Si 4 = G _72) et B = (g _51) alorsA+ B = (3 2)

b- Produit d’une matrice par un scalaire :

Le produit d’une matrice 4 = (al-,j) de M, ,(R) par un scalaire o € R, est la

matrice(aai‘j)formée en multipliant chaque coefficient de A par a.

Ce produit est noté ae A ou simplement aA.
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1 2 3

Exemple : Si A = (0 1 0

)eta=2 alorsaA=(2 4 6)

0 2 0

NB : la matrice (—1)A est ’opposée de A et est notée — A. La différence A — B est définie
par: A+ (—B).

Exemple : Si A = (i :; g) et B = (_71 _45 g) alorsA—B = (_33 _05 :i)

Propriétés :

c¢- Produit de deux matrices :

Le produit de deux matrices A et B n’est possible que si le nombre de colonnes de A est égale
au nombre de lignes de B.

A ceteffetsi A = (al-]-) est une matricen X p et B = (bl-j) est une matrice p X q.
Alors le produit P = AB est une matrice n X q dont les coefficients P;; sont définis par :
Pij = Z]Iz:l [257% bk] = ailblj + aizsz + ai3b3j + et aikbkj + - al-p bp] .

Ainsi de maniére plus pratique, on peut disposer les calculs de la maniére suivante :
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Avec cette disposition, on considére d’abord la ligne de la matrice A située a gauche du
coefficient que I’on veut Calcule (ligne représentée par des X dans A) et aussi la colonne de la
matrice B située au-dessus du coefficient que I’on veut Calcule (colonne représentée par des X
dans B). On calcule le produit du premier coefficient de la ligne par le premier coefficient de la
colonne (a;; X by;), que I’on ajoute au produit du deuxieme coefficient de la ligne par le
deuxie¢me coefficient de la colonne (a;; X by;), que I’on ajoute au produit du troisi¢me. . .

1 2

Exemple:SiA=@ ; Z) etB=<—1 1>alorsA—B=(

3 =5 =2
1 1 )

-3 0 -1
On dispose d’abord le produit correctement (a gauche) : la matrice obtenue est de taille

2 X 2. Puis on calcule chacun des coefficients, en commengant par le premier coefficient

Ci1 =1%x14+2x(—1)+ 3 x1 = 2 (au milieu), puis les autres (a droite).

1 2 1 2 1
-1 1 -1 1 -1 1
1, & L. A d.
£ 2 3 c11 €12 1 2 3 2 ecp2 1 28 2 9
(2 3 4 (021 022) (2 3 4) €921 022) (2 3 4 (3 11)

Un exemple intéressant est le produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne :

Alors u X v est une matrice de taille 1 X1 dont ’unique coefficient est donnée par :
aiby + a;by + -+ - a,b,. Ce nombre s’appelle le produit scalaire des vecteurs u et v.

Calcule le coefficient ¢;; dans le produit A X B revient donc a Calcule le produit scalaire des
vecteurs formés par la i — éme ligne de A et la j — éme colonne de B.

Piéges a évité :

- Premier piege : Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.

En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux définis
mais pas de la méme taille. Mais méme dans le cas ou AB et BA sont définis et de la méme
taille, on a en général AB # BA.
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Exemple :

- Deuxieme piége : AB = 0 n’implique pas A = Oou B = 0.

Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut
avoir A # 0 et B #0 mais AB = 0.

Exemple :

- Troisiéme pi¢ge : AB = AC n’implique pas B = C on peut avoir AB = AC et B #0

Exemple :

Propriétés :

4- Matrice identité
a- Définition : On appelle matrice identité, toute matrice dont ses éléments diagonaux
sont égaux a 1 et tous ses autres ¢léments sont égaux a 0.
Elle se note I,, ou simplement I. Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un
role analogue a celui du nombre 1 pour les réels. C’est 1’élément neutre pour la
multiplication.
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b- Propriété :
Si A est une matrice n X p,alors:ona: I, XA =4

5- Déterminant d’une matrice (Régle de Sarrus)

Soit A = (Ccl Z) une matrice carrée d’ordre 2. On appelle déterminant de 4, le réel noté

det(M,) tel que : det(M,) = |>{| =ad — bc

6- Bijection — Projection — Points invariants —Involution

a- Déterminant :

T L (X =ax+by+c
Soit f l'application affine tel qu'on ait : f : {y' —ax+by+ ¢

Soit mat(f) la matrice A de f tel que mat(f)=A= (a”f bb, )
Soit det(A) le déterminant de la matrice A tel qu'on ait : det(A4) = |§ £| =ab —adb

b- Bijection

Une application f est dite bijective ou réalise une bijection si et seulement si :
det(A) = |a, b,| =ab —a'b#0
a b

N.B : On utilise la méme méthode pour Montre que trois points 4, B, C forment un repére du
plan c'est-a-dire det(ﬁ; R} =0

c- Projection

Une application f est une projection si et seulement si, fof = f , c’est-a-dire s’il existe trois

’

points : M(;) ; M (;) et M" (;) €EPtelque: M = f(M)=fM") &

{x” =ax'+ by +c

y =ax"+by + ¢

d- Points invariants

’

!
L o . . (x =x e e
Une application f admet un point invariant si et seulement si, { y =y c’est-a-dire s’il
=ax+by+c

existe deux points M (;), M’ (;) €Ptelque: M = f(M) @{f} Cdx+by+ c
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e- Involution

Une application f est involutive ou réalise une involution si et seulement si : La matrice au

carrée de f est égale a la matrice identité c'est-a-dire : Mat(f?) = (1 0) Aad

0 1
1 0
(aa7 blz) X (aal bbl) = (0 1)

[ Exercices ]

- Soit A(3; 0) et B(1; —1) deux points durepére (0 ; T; J)

f0) =B
1) Montre qu'il existe une application affine telle que : < f(B) = B
fA)=A

2) Calcule les coordonnées (x',y") de f(M) = M’ en fonction des coordonnées (x,y) de M.

3) Calcule fof et déduis la nature et les éléments caractéristiques de l'application f.

- Détermine la traduction complexe de la transformation f dans chacun des cas :

1) f est la transformation qui transforme A d'affixe — 1 + i en B d'affixe — 2 + 3i
2) f est 'homothétie de rapport% qui transforme A d'affixe — 1 + i en B d'affixe —2 + 3i

3) f est la rotation d'angle %ﬂ qui transforme A d'affixe — 1 + i en B d'affixe — 2 + i
- Dans le plan (0 ; 7; J) on considére les points :

A 5 BR () 5 AGR): B 5 (%)

Soit f l'application affine du plan tel que : f(4) = A"; f(B) = B'; f(C) = C'.

1) Montre que f est bijective

2) Détermine I'expression analytique de f.

- Le plan est muni du repére (0 ; 7; J) .

Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M de coordonnées (x,y) associe le
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x =Z(4x -2y —6)
point M’ de coordonnées (x',y") tel que :{ , 3
y =5;@x-y-12)

1) Démontre que le vecteur MM’ i une direction fixe que l'on Précisera.
2) Démontre que fof = f
3) a) Détermine I'ensemble des points invariants par f.

b) En déduis la nature des éléments caractéristiques.

- On considére dans le plan (O ; 7;J) les points M (;) ; M (;) tel que :

x = 1—13(5x — 12y + 24)

y = % (=12x — 5y + 36)
1) Démontre que fof = id
2) Démontre que l'ensemble des points invariants par f est une droite (D) que 'on Précisera.
3) Soit M un point du plan et M’ son image par f.

a) Démontre que le point I milieu de [MM'] appartient a la droite (D).

b) Démontre que le vecteur MM’ 4 une direction fixe orthogonale a celle de (D).
¢) En déduis les éléments caractéristiques de f.

Le plan euclidien P est rapporté a un repére orthonormé( 0 ; 7;7).

Etant donné un nombre réel a, on appelle T l'application de P dans P qui a tout point M (;)

fait correspondre le point M’ (;) tel que : {; f ((; __I_ ;)x +2y

1) Détermine le réel a pour que Ta soit bijective.
2) Détermine I'ensemble des points invariants par Ta.

3) Détermine a pour que Ta soit involutive et Caractérise géométriquement 'application Ta
correspondant a cette valeur de a obtenue.

- On considere 1'application g de E dans E qui a tout point M ( ) associe le point

x
y

M’ (;) tel que : {; : i;fz
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1) Montre que g est affine, sans point invariant et que son endomorphisme associe ¢ est
involutif.

2) a- Démontre que gog est une translation.
. . . 15
b- Soit 1 le vecteur de cette translation et t la translation de vecteur > u.

Précise la nature de l'application S telle que g = tos puis Prouver que tos = sot.

3) Montre que I'image (C') de la courbe (C_)) par g a pour équationy = —x + 2+ Inx.

- Soit I'application affinef.
/ "=x-yV3+2V3
f:P—P; M(") — M’(x,) tel que : {x’ x—yV3+2v3
Y Y y =xV3+y—+3
1) Vérifie que f est bijective.

2) Détermine I'ensemble des points invariants par f.

3) On désigne par Z et Z' les affixes respectives des points M et M'. Exprime Z' en fonction de
Z.

4) En déduis la nature et les éléments caractéristiques de f.
. Dans le plan P, on considére la translation t; définie par t;(A) = B ou A(;)
1) Caractérise cette translation.
2) Détermine le point C’ image du point C (_02) par tz
- Le plan P est rapporté a un repére orthonormé( 0 ; 7 ; J).

Soit A et B deux points du plan d’affixes respectivesa=1 + i et b =—4-i
Soit T la transformation du plan P qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’

tel que OM' = 2AM + BM.
1) Exprime z’ en fonction de z.

2) Montre que T admet un seul point invariant Q dont on Donnea I’affixe. En déduis que T est
une homothétie dont on Précisera le centre et le rapport.
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Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soit ’application affine f : P - P qui a tout point M (;) ->M (;) tel que :
{x' =x—-y-—1
y' =x+y-1

1) Exprime Z' en fonction de Z.
2) En déduis la nature et les éléments caractéristiques de f.

Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soient I’application affine f et g deux applications de P — P qui a tout point
M (;) -> M (;) tel que :
f:{x:=2x+1 :{x:=x+2
y =2y+1 y =y-—1
1) Pour chacune des applications f et g :
a- Détermine 1’ensemble des points invariants, Précise celles qui sont bijectives.
b- Précise la nature et les éléments caractéristiques de chacune d’elles.
2) Défini analytiquement la réflexion d’axe A d’équation y = x.

Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soit I’application affine f : P — P qui a tout point M (;) - M (;) tel que :
! V3
x =cx——y+ 1
y = gx + %y -3

1) Vérifie que f est bijective.
2) Détermine I’ensemble des points invariants par f

3) f estelle une isométrie ? Justifie votre réponse.
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Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soit ’application affine f : P - P qui a tout point M (;) ->M (;) tel que :
{x' = %x +1
b1
y =3y-2

1) Montre que f admet un seul point invariant J.
2) Montre que JM' = 7 JM puis en déduis la nature et les éléments caractéristiques de f

3) Détermine le centre et le rayon du cercle (C”) image du cercle ( C) d’équation :
x? +y? — 2y = 0 par f.

Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( 0 ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soit ’application affine f : P —» P qui a tout point M (;) ->M (;) tel que :
{x' =3x + 5y
y =-2x—3y—2

1) Montre que f est une application et admet un seul point invariant dont on Déterminera les
coordonnées.

2) Quels sont la nature géométrique et les éléments caractéristiques de fof ? En déduis
fofofof

Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soit I’application affine T, : P - P qui 4 tout point M (;) ->M (;) tel que :
x = —%x —-ay
, ou a est un parameétre réel.
y =ax—2y
2
1) Montre que V o € R, T, est bijective et admet un unique point invariant que 1’on Précisera.

2) Montre qu’il existe une valeur unique de a pour la quelle T, est une homothétie H dont
Précisera le centre et le rapport.

3) a- Montre qu’il existe deux valeurs de a pour les quelles T, est une isométrie.
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b- Vérifie que ces deux isométries sont réciproques ’une de 1’autre. On les notera R et R™*

- Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (0 ; 7 ; j) d’unité 2cm.

Soit ¢ € ]—% ; % [ et f, ’application du plan complexe dans lui-méme qui, au point

M d’affixe Z associe le point M’ d’affixe Z’ telle que : Z’= (1 + itanx )Z — itan .
1) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f,, .

2) Soit Q le point d’affixe 1 et M un point du plan distinct de Q. Montre que si o n’est pas nul,
alors MM’Q est un triangle rectangle en M. Pour quelle valeur de a, ce triangle est-il isocele ?

3) On pose dans cette partie o = % et on note A; B; C et D les points d’affixes respectives :

i;2i; —let —1+1.
a) Placer les points A; B; C et D dans le plan.
b) Démontre que ABDC est un parallélogramme dont on Précisera 1’aire en cm?

¢) Donne I’expression analytique de f= .
4

d) En déduis les coordonnées des points A’; B’; C’ et D’, images respectives par fr des
4

points A; B; Cet D.
e) Placer ces images dans le plan

Dans le plan complexe P, on considére les points A d’affixe Z, = 1; M d’affixe Z et
N d’affixe

Zy = iZ — (1 +1i). On note T, ’application qui a tout point d’affixe Z, associe le point M’,
barycentre des points pondérés (M ; 1) ; (N ; —A) et (A ; 1) ou A est un nombre réel non nul.

1-Démontre que pour tout M du plan, le point N est ’'image de M par une rotation dont on
Précisera les éléments caractéristiques.

2- a- Démontre que I’affixe Z’ du point M’est telleque 2’ = A(1 —i)Z + A(1+i) + 1.

b- Démontre que T, est une similitude directe dont on Précisera 1’affixe du centre Q ; le
rapport et I’angle.

c-Pour quelles valeurs de A, T est-elle une rotation ?
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d-Donne dans chacun de ces cas I’angle et ’affixe de son centre.

e- Exprime les coordonnées (x’ ; y’) du point M’ en fonction de celles (x ; y) de M pour chacun
des valeurs de A obtenus.

3- Le nombre réel A étant strictement positif, on lui associe le point P(—=In 1; In A).
Soit P’ le point du  plan tel que T (P) = P’

a- Détermine les coordonnées de P’ en fonction de A.

b- Démontre que lorsque A décrit R ; I’ensemble des points P’ est la courbe (I') d’équation
y =2x—1Din(x—-1)+ (x — 1).
4- On pose h(x) = y de sorte que la courbe de la fonction numérique h est (I')

a-Dresse le tableau de variation de h.

b- Précise une équation de chacune des éventuelles asymptotes a (I")

c- Représenter (I') dans un repére orthonormé du plan.

- On donne deux points distincts A et B du plan affine et k un réel non nul. Soit M;; ’image du
point M par ’homothétie de centre A et de rapport k.

Soit M’ le barycentre des points B et M, affectés respectivement des coefficients @ et 1, on «
est un nombre réel distinct de —1.

Soit f I’application du plan P qui a tout point M du plan associe le point M'.
1) Montre que pour tout point M du plan, ona: (¢ + 1))MM' = (1 — k)MA + aMB.

2) Montre que si k = a + 1 alors f est une translation dont on Déterminera le vecteur
translateur.

3) Montre que si k # a + 1, il existe un unique point invariant G par f puis en déduis alors
que f est une homothétie de centre G dont on Déterminera le rapport.

-On désigne par (0; T; J) un repére orthonormé du plan P. Soit @ un nombre réel et f,
I’application affine de P dans luis - méme qui au point M (;) associe le point M’ (;) tel que :
{x' =ax
y =(@+3)x—ay+a+9
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1) a- Démontre que pour toute valeur non nulle de q, f; est une bijection.
b- Détermine I’application f, %, réciproque de f, pour a # 0.

c- Détermine I’ensemble des points invariants par f,. (On discutera suivant les valeurs du
un nombre réel a).

2) a- Démontre que seule f; est une involution dont on Caractérisera.

b- Démontre que seule f_; est la composée d’une symétrie s et d’une translation t dont le
vecteur est un directeur de I’ensemble des points invariants par s, c’est-a-dire que
f_1 = tos.

- Dans un espace affine euclidienne E rapporté a un repére orthonormé (0 ;1T E), on donne
0 0 0 0
les points A (_02) ; B (_11) ; C (2) etD (%)

1) Montre qu’il existe un et un seul retournement (demi-tour) noté f tel que f(0) = A et
f(B) = B. Caractérise géométriquement ce retournement et Donne sa représentation
analytique.

’

X X
2) Soit g I’application de E vers E qui a tout point M (g) associe le point M’ (g ) telle que :

X =X
y =Y
z =—z+2

Détermine la nature de g et ces éléments caractéristiques. On Précisera g(A) et g(B).

3) Soit h = fog. Montre que h est déplacement dont on Déterminera la nature et les éléments
caractéristiques.

- Le plan affine E est rapporté a un repére orthonormé (o ; 7; j).

x ’

X
On consideére I’application f de E dans E qui a tout point M (32’) associe le point M’ (g ) telle
-3 3, _1
x =X + Y73
3 1 V3
y = Tx + Zy + Y

que :

1) a- Montre que pour tout point M, le vecteur MM’ est colinéaire & un vecteur constant.

b- Etudier I’ensemble des points invariants par f.
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c- Reconnaitre la nature de I’application f.
2) Soit g I’application de E dans E qui a tout point M (;)associe le point M" (;) telle que
" 3 V3

x =—x+—y—%+

y' = */—x+ y+f+

3
2

a- Montre que g peut s’écrire hof ou h est une application de E dans E que 1’on Précisera.

b- Sans Calcule, Vérifie que hof = foh.

Solutions

- Soit A(}) et B( ;) deux points du repére (0; T; J)

f0 =B
1) Montrons qu’il existe une application affine telle que : { f(B) = B
flA)=4

Ona: 521'((3)) et ﬁ(_ﬂ)

—_— —> 3 —_— —>
dét(04;0B) = ‘0 =-3 = dét(0A;0B) # 0

K

Alors (0 ;E)est un repere du plan par conséquent il existe une affine car si

dét(m ; FB) # 0 alors O; A; B ne sont pas alignés.

2) Calculons les coordonnées (x’; y’) de f(M) = M en fonction des coordonnées (x ; y) de
M.

L’expression analytique de ’application f dans le repére (0; 7; j) est:

.{xlzax+by+c

f y =dx+by+c
c=1

fo =se{S7

& =5 Q{ Z+—11_—1 1 <;>{(Zl'_—l)19’==() 0 <:>{Cclz’==bb'

S —
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_2 _2,.2
N s R MLt Sl
3¢ —1=0 a =1 QU S

3 y =3xT3¥

3) Calculons fof puis en déduisons la nature et les éléments caractéristiques de f.

Soient M(x,y) ; M’ (x',y"); M” (x”,y”) trois points du plan tels que : f(M) = f(M") = M”

2,2, n_2(2,,2 2@ 1
o X —§x+§y +1 X —3(3x+3y+1)+3(3x+3y 1)+1
o1, 01, w102 2 11,1
" 2 2
x =§x+§y+1 < =x
S T 1 S r @ fof =f
y =3x+3y-1 y

Nature et éléments caractéristiques de f:

e fof = f & f estune projection

e f(A) = Aet f(B) = B alors ladroite (AB) est invariante par f ; La projection se
fait sur (AB).

e f(0) = B alors la projection de fait parallélement a la droite (OB).

- Déterminons la traduction complexe de la transformation f dans chacun des cas :

1) f estla translation qui transforme A d'affixe — 1 + i en B d'affixe — 2 + 3i

La traduction complexe d'une translationest: f(Z) = Z + q.
fAA=BLf(-1+i)=-2+3ie-1+i+tq=-2+ 3i=q=-1+ 2i
Dou f(Z)=Z —1 +2i

2) f est 'homothétie de rapport% qui transforme A d'affixe — 1 + i en B d'affixe —2 + 3i

La traduction complexe d'une homothétie est f(Z) = kZ + q.

fLA) = BRF(-1+10) = —2 + 3i®—2(=1+ ) + =243 =q=— 3+ 3
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. 1 3 5.
D’ou f(Z):EZ—E+ i

3) f est la rotation d'angle %ﬂ qui transforme A d'affixe — 1 + i en B d'affixe -2 + i

La traduction complexe d'une rotation est f(Z) = e®Z + q

30
L
et (-1+i)+q=-2+1i

f(A) =B f(-1+1i) =-2+ice
=>q=-2+i(1+v2).Dou f@)=2ze'% — 2+i(1+v2)
- Dans le plan (O ; 7; J) on considére les points :
A 5 BR () s AR B 5 ()
Soit f l'application affine du plan tel que : f(A) = A"; f(B) = B'; f(C) = C'.
1) Montrons que f est bijective
f est bijective si et seulement si det(ﬁ?) ;R) # 0 etdet (A’—L?’),A—’C'7) *#0
Ona det(ﬁ;ﬁ) =5 etdet (W,TU)) = —-13.
Puisque det(ﬁ ; R) # O ectdet (A'—B') ; A—'C'7) # 0. Alors f est une application bijective.
2) Déterminons l'expression analytique de f.

x =ax+by+c

L'expression analytique de f est de la forme f : {y, —dx+by+c

Avec a; b;c;a ;b ;c tous des nombres réels que 1’on Déterminera.

¢(4B) = A'B’ et{(p(?) =al +af {(p(—?+f) =74
p(AC) = A'C () =bt + b p(—41—)) = —61— 117

o (TP o) =1
~49(0) - () = ~61 - 11]

En effectuant la somme des équations (1) et (2),ona:

—5¢(@) = —-51—15] @ (@) =7+3] . Deméme () =2T—7J
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=71+3f : ,
:>{‘”® ‘Y s a=1;p=3;d =3 eth = -1

p(D=21-J

_ {x'=x+2y+c
y =3x-y+c

Xy =X +2y,+c
D’autre part ona : f(A =A:>{‘f1 4
P ) Ya=3x—Yat cC
{3=2+2(0)+c {C=1
10=32)-(0) + ¢ c =4

» OrAQ}) et A(])=

x'=x+2y+1

Ainsi I’expression analytique de f est : { Y =3x—y+ 4

- Le plan est muni durepére (0; T; ) .
Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M de coordonnées (x ; y) associe

x =%(4x—2y—6)

le point M de coordonnées (x',y') tel que :§ =~
y =53@2x-y—12)

—_—
1) Démontrons que le vecteur MM' a une direction fixe que 1'on Précisera.

T £ox) o x'—x=%(4x—2y—6)—x o x'—x=%(x—2y—6)7>
(y'—y)_ ' 1 : 2 -
y —y=3Q@Qx-y-12) -y y —y=3(x-=2y-6)

Enposantk = x- 2y - 6ona: MM = kil
Ainsi le vecteur MM'a méme direction que le vecteur U
2) Démontrons que fof = f
SoitM(;) ; M (;) ; M (;,,)tel que: f(M) = Metf(M) = M” &
/ % 1 1 1
X =%(4x' 2y —6) [« =§[4(§(4x —2y— 6)) - 2(§(Zx —y- 12)) - 6] .

Y =2@x -y —12) |y :%[2(%(43(—2y—6))—(%(2x—y—12))—12]

.

=X
.1 v _=>fof = f.
y =z@x' -y -12) W =Y

! _1 ! ! ’
x —5(4x -2y —6) C:(){x’ '
3
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Doncona: M = M”. Ainsi fof = f.
3) a- Déterminons l'ensemble des points invariants par f.

x'=%(4x—2y—6) o ) . )
Onaf:4 1 et f admet un point invariant si et seulement si f(M) = M’
y =3@x-y-12)

1
x=z(4x—2y—6) 9y — f —
o 3 @{x 2y—-6=0

y=%(2x—y—12) Xx—2y=6=0

D’ou I’ensemble des points invariants par f est la droite (D) d’équationx - 2y - 6 = 0
b) En déduisons la nature et les éléments caractéristiques de f.
* fof = f alors f estune projection

* MM' = ki alors ’ensemble des points invariants par f est la projection sur (D) et de

)

- On considére dans le plan (O ; T; ) les points M (x,y) et M’ (x’,y") tel que :

direction U (

Winw| =

' 1
x —E(Sx — 12y + 24)
y = % (=12x — 5y + 36)
1) Démontrons que fof =id
Soient M(x,y) ; M’ (x’,y"); M” (x”,y”) trois points du plan tels que :

X' =2 (5x — 12y +24)
Y’ =15(=12x' =5y +36)

r_ 1 1 1 p 1
% —ﬁ[S(ﬁ(Sx—12y+24))—12<E(2x—y—12)>+24] [ =55as

r_ 1 1 1 14 _i
y —ﬁ[—12(ﬁ(—12x—5y+36))—5(ﬁ(2x—y—12)>+36] y' =5 (13y)

1

/’_1 ’
* = 13(13x) ¢>{x’ =x®{x’ = x+0y

1 "= "= 0x +
y' =3y ¥ TV =0ty

. Alors la matrice associée a ce systéme est :
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((1) 2) = matrice identité . D’ou fof = id

2) Démontrons que l'ensemble des points invariants par f est une droite (D) que I'on Précisera.

f admet un point invariant si et seulement si il existe deux points M(x,y) et M’ (x’,y") tel que
f (M) = M’ clest-a-dire

1 5 13 24
Y= x=E(5x—12y+24) X=—x—=y+—
{y =y A 1 et 12 5 36 =
y = (-12x — 5y + 36) y=-—SX-SVEg
2
= —-x+2
3
2
y = —3x+ 2
. . . . . 2
D’ou I’ensemble des points invariants est la droite (D) d’équation: y = — 3% +2
3) Soit M un point du plan et M’ son image par f.
a-Démontons que le point I milieu de [MM'] appartient a la droite (D).
X, = xM+xM'
=M
Les coordonnées du milieu de I du segment [MM'] sont données par : y -|2—y )
yr = M 2 M
X+ X + 15(5x—12y+24) 18x—12y+24
1= = 2 = 26
P 1 @ 12x+8y+36
—yty + =(—12x—5y+36 — 24X toyTonh
VI = 2 y, = y 13( > y ) = 26
Ainsi pour que I appartienne a la droite (D) :y = — %x + 2 il faut que les coordonnées de I

vérifient I’équation de la droite (D).
Alors en remplagant y par y; et x par x dans (D),ona:0=0

Conclusion I appartient & la droite (D).

b) Démontrons que le vecteur MM’ a une direction fixe orthogonale a celle de (D).

, _i - - ’— =i —_ —_
M—M’)(":_") _ x —x—113 (5x —12y +24) — x o X —x 163( 2x — 3y +6)
r y —y=5(-12x -5y +36) —y Y —y=2(-2x-3y+6)
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4
—>ﬁ(163> enposantk = x- 2y - 6ona: MM = ku

13
Enposantk = —2x —3y + 6,ona: MM = kil
Ainsi le vecteur MM’ = ki a une direction fixe orthogonale a celle de (D).
¢) En déduisons la nature et les ¢léments caractéristiques de f.

e fof = id alors f est une involution
e MM' = kU alors I’ensemble des points invariants par f est la perpendiculaire a (D) et
. Ny 6
de vecteur directeur U (ﬁ ; E)
. Le plan euclidien P est rapporté a un repére orthonormé( O ; 7;7).

Etant donné un nombre réel a, on appelle T l'application de P dans P qui a tout point M (x, y)

. . R 'x’=(a—1)x+2y
fait correspondre le point M’ (x’, ") tel que : {y' —ax+y

1) Déterminons le réel a pour que T, soit bijective :

T, est bijective si, et seulement si I’équation T,(M) = M’ ou M’ est un point donné du plan
euclidien P, a une solution et une seule, c'est-a-dire si et seulement si le systéme linéaire

‘=(a-Dx+2 . L ,
{x (@=1x+2y Admet une solution et une seule. Ainsi il faut et il suffit que le

y' =ax+y
déterminant du systéme soit nul.

Soit ¢ I’endomorphisme associé a T,.
. » a—1 2 . . s
La matrice de T, dans la base (; ) est M, = ( a 1) et le déterminant associé a cette
. a—1 2|_
matrice est detM, = | a 1|— (a—-1)—-2a=-a—-1=—-(a+1)#0
Donc T, est bijective si et seulementsi—(a + 1) #0 & a # —1

2) Déterminons I’ensemble des points invariants par T,.

xX =(a-Dx+2y (1)

T, admet un point invariant si et seulement si Ta(M) = M & { ,
y =ax+y ()

Dans (2),ona: y = ax +y<®ax = 0=>a =0

X

Dans (1),ona: y
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Ainsi I’ensemble des points invariants est la premicére bissectrice d’équationy = x
Sia # 0,alorsx = Oetdans(l)y = 0
Ainsi ’ensemble des points invariants est 1’origine 0(8) du repére.

3) Déterminons a pour que Ta soit involutive. T, est involutive si et seulement si T,0T, = Id
c'est-a-dire T,0T, soit égale a I’application identique de P dans P

Soit A la matrice de I’application linéaire T,. On a alors : T,0T, = id si et seulement si

A2=(1 0).OrA=(a;1 2):>A2=(a—1 Z)x(a_l 2):(a2+1 Za)

0 1 1 a 1 a 1 a>  2a+1
) a?+1=1
AZZ((l) (1))<::>(aa-;—1 2a2-(|1-1):((1) (1)) ® ?1(21:8 —a=
2a+1=1
D’oua = 0

L’application T, correspondante a pour points invariants ceux de la droite y = x d’aprés 2°).

Soit f I’application linéaire associée a T, cherchons les vecteur # du plan vectoriel associé a
P tels que f(U) = —u
N 7 . —1 2 x\ _ [—=x N[ x 7
f (@) = —u si et seulement si ( 0 1) (y) = (_y) ou (y)sont les composantes de u dans la
base (7; J).D’ou {—x +2y=—x
y=-y

La solution est donnée par y = 0 et x quelconque. Les vecteurs 1 sont les vecteurs de
composante (a ; 0)avec a € R.

Ainsi, ils constituent la droite vectorielle engendrée par le vecteur 7.

L’application T est donc la symétrie affine par rapport a la premiere bissectrice de direction la
droite vectorielle engendrée par le vecteur 1.

- On considére I'application g de E dans E qui & tout point M (;) associe le point M’ (;)
) X =x+y
tel que : {y' -y 42

1) Montrons que g est affine, sans point invariant et que son endomorphisme associe @

est involutif.
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x=x+y @{yzO

g Admet un point invariant si et seulement si g(M) = M <.‘:t>{y -y +2 y =2

(Impossible) donc g n’admet pas de points invariants.

Ainsi I’endomorphisme ¢ a pour matrice M (¢) = (é _11) et

M?(p) = ((1) _11) X ((1) _11) = ((1) (1)) = Mat (id). D’ou ¢ est involutif.

2) a- Démontrons que gog est une translation.

x"'=x"+y <:>{x"=(x+y)+(—y+2) <::>{x":3c+2

M =M"<:>{ n ' ] n
(909)(MD) y'=-y' 42 Wy =—(y+2)+2 y'=y

D’ou gog est la translation ponctuelle de vecteur ﬁ(g)

- . . 1
b- Soit u le vecteur de cette translation et t la translation de vecteur > u

Précisons la nature de l'application S telle que g = toS puis Prouvons que toS = Sot.
»(}) ()

* g n’admet pas de point invariant.

* @ estinvolutif

* gog est la translation du vecteur i

- , . . . 15
Ces conditions étant réunis nous dirons que g = toS = Sot avec t la translation de vecteur > uet

. N . r 1
S est la symétrie affine par rapport a une droite D engendrée par El_i

=x —1
g = toS (composons a gauche par t 1), ona: S=t"log => S(M) =M, & {;1 _ ;
L=
o {xl =x+y-—-1

_ . 1.
Avec t 71 la translation de vecteur — = U
iy =-y+2 2

=x+ X=X
S(M) = M @’{;: fy _312 & {y _ 1 -Alorsonaladroite (D):y =1
De méme (i) = —u & { x_yi yy Alors on a la droite (4):2x+y =0
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S est donc la symétrie affine par rapport a (D) parallélement a (A).
3) Montrons que I’image (C’) de la courbe (C.)) par g a pour équationy = —x + 2 + Inx.
Avec (C.)) la courbe de la fonction f, (x)=mx +e* oum € R

e Ladroite (D) a pour équationx = 0

. 0 g rx' x’ =Yy
e Son image par g est M (y) ED) = gM)=M avec M (y) tel que {y' )42
@y =—x"+2.
D’ou I’image de la droite (D) est la droite d’équationy = —x + 2

. . . x =0 '
’ g = —xest:] . &
L’image de la droite (A) d’équation y x est: { y =x+2

C’est-a-dire I’image de (A) est la droite (D) d’équation x = 0.

- Soit l'application affinef: P - P ; M (;) M’ (;) tel que : {x’ - x\/—g}:@ * \2/%5
y =xV3+y-

1) Vérifions que f est bijective.

Soit ¢ I’endomorphisme associé a f .

La matrice de f dans la base (; J) est M = (\/1§ _1@) et le déterminant associé a cette
Matrice est detp = | 1 _\/§|
V31

Alors f est bijective si et seulement si detM # 0

detM = _f|: L+ (\/§)2 =143 =4 % 0. Alors f est bijective.

| 1
V3
2) Déterminons I’ensemble des points invariants par f.

f admet un point invariant si et seulement si f(M) = M

x’=x®{x=x—y\/§+2\/§®{x=1

f(M)ZMQ{y=y y=xV3+y—+3 y=2

D’ou A (;) est le point invariant.
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3) Soit Z et Z’ d’affixes respectives M et M’

Exprimons Z’ en fonction de Z.

x =x—yV/3+2V3

Onsaitque: Z’=x" + iy’ .Or{",
! g {y=xﬁ+y—ﬁ

En remplagant x' et y’ par leur valeur dans Z’=x + iy’; ona:

=7"=(x — y\/§+2\/§)+i(x\/§+y—\/§)
= x—yV3+2V3+ixV3+iy—iv3
=x+i’yV3+2V3+ixV3+iy—iv3
=(x+ixV3)+ (iy+i®yV3)+2V3-iV3
=x(1+iV3) + iy(1+iV3) +2V3 - iV3
=(1+i3)(x+iy)+2V3-iW/3.0rZ = x + iy
=>7'=(1+iV3)Z +2V3 - V3.
4) En déduisons la nature et les ¢léments caractéristiques.
NB:

SiZ =aZ+b aveca € C* —{1}et|al # 1. Alors on a: une similitude directe de rapport

k=lal, d’angle @ = arg( a) et de centre Q d’affixe w = Pp—
Ona:Z'=(1+iV3)Z+2V3—iv3.Aveca=1+ i3 et b=2V3—-iV3
Icia=1+iV3eC —{1}etlal=|1+iV3|=2=%1.

Alors f est une similitude directe dont les éléments caractéristiques sont :

- Rapport : k= |a| :|1 + i\/§| = 2.

a- Angle 0 esttel que: 8 =arg (a) =arg (1 +iV3) = %

- Centre A(1; 2) (point invariant)
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- Dans le plan P, on considére la translation t; définie par t;(A) =B ou A (%) .
1) Caractérisons cette translation.
tz2(A)=Bsi AB =1

O—A)(_f) et 6]—?;(;) => alors ﬁ(;i :;2) :(71 ji = (g) D’ou l—i(g) est le vecteur de

translation.

2) Déterminons le point C’ image du point C (_02) par ty
C s — —;:—> xc'—xc\ — (4 xc'—0Y\ _ (4 xc' _ (4
Ona: (O =CeC=ue (}’c’—}’c) o (6) <::>(yc’+2) o (6) <::>(yc'+2) o (6)

Xo =4 xo =4 s oy 4
®{yc'=6—2®{J/c'=4 .DouC(4)

- Le plan P est rapporté a un repére orthonormé( 0 ; 7 ; J).

Soit A et B deux points du plan d’affixes respectivesa=1 + i et b=—4-i
Soit T la transformation du plan P qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’

tel queW:2m+W.

1) Exprimons z’ en fonction de z.

Ona:OM =24M + BM

@ Iy —Zyg=2Zy—Zy)+Zy—Zg

& Iy —Zy=2Zy—2Z4+7Zy —Zp
®Z'-0=2Z-21+)+Z—-(—4-1i)

& Z'=32-21+i)—(-4-i)

@ Z7'=3Z-2-2i+4+i

& Z =3Z+2-i

2) Montrons que T admet un seul point invariant Q dont on Donnea I’affixe.

T admet un seul point invariant si et seulement si Z' = Z.

7' =7 ©7=37+2—i ©-2Z=2—i <:>z=—1+§i.
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. 1 .. .
D’ou Q(—l ; E) est le point invariant.

En déduisons que T est une homothétie dont on Précisera le centre et le rapport.
NB:

SiZ =aZ+b avec a € R* —{—1;1}, alors on a : une homothétie de rapport k = |a| et

) oo b
de centre ) d’affixe w = P

Ona:Z =3Z+2—i.Aveca=3 eth=2—1i

Icia =3 € R*—{—1;1}, alors T est une homothétie dont les éléments caractéristiques
sont :

-Rapport: k=la|=|3| =3

] b 2—i 2—i  2—i 1.
- Centre Q) d’affixe w = = —=—= —=-1+4-=i
1—a 1-3 -2 -2 2

=> Q(—l ; %) est le centre de 1’homothétie.

- Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soit ’application affine f : P — P qui a tout point M (;) ->M (;) tel que :
{x' =x—-y-—1
y=x+y-1

1) Exprimons Z’ en fonction de Z.

. by x'=x—y—1
Onsaitque Z =x +ly'0r{y'=x+y—1

En remplagant x et y' par leur valeur dans Z' = x +iy’; ona:
I =(x—y—-1D+ix+y-1

=x—y—-1+ix+iy—i

=x+ix—y+iy—1—i

=x+ix+ily+iy—1—i

=x1+D)+iy@Q+i)—1-i
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=1+iDx+iy)—1-i.0rZ=x+1iy

=7 =1 +)Z-1—1i

2) En déduisons la nature et les éléments caractéristiques de f.
NB:

SiZ =aZ+b aveca € C* —{1}et|al # 1. Alors on a: une similitude directe de rapport

k =|a|, d’angle a = arg( a) et de centre Q d’affixe w = : f —.
Ona:Z =(1+i)Z—1—i. Aveca=1+iectbh=—-1—i
Icia=14+ie€eC —{1}et]al=|1+i| =v2 # 1.

Alors f est une similitude directe dont les éléments caractéristiques sont :
-Rapport: k=|a|=|1+i| =2

) oo b —1—i —1—i _ —1-i . .
- Centre Q) d’affixe w = = ! - = ! ~ = ,l=—1+ll =1-1i
1—a 1— (1+10) 1-1—i —i 2

=>Q(1; —1) est le centre de la similitude directe.

- Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soient I’application affine f et g deux applications de P — P qui a tout point
x ¥E; . . x =2x+1 _{x’=x+2
M(}’)_)M(y)telque' f{y'=2y+1 t ’ y’=y—1

1) Pour chacune des applications f et g :
a- Déterminons I’ensemble des points invariants, précisons celles qui sont bijectives.

Pour I’application f.

’

_ . . . e (x=
f Admet un point invariant si et seulement si f (M) = M c’est-a-dire {y' _

. x =2x+1 x=-1

= {y' —2y+1 {y -1 = A(—1; —1) est le point invariant.

f est bijective si et seulement si detM # 0

Soit ¢ I’endomorphisme associé a f .
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2 0

La matrice de f dans la base (I; J) est M = (0 5

) et le déterminant associ€ a cette

Matrice est detM = |(2) (2)

detM = |(2) g| =4 # 0. Alors f est bijective.

Pour I’application g.

’

e . . . e (x =
g Admet un point invariant si et seulement si g(M) = M c¢’est-a-dire {y' _

= {x e ® {0 - =>g n’admet pas de point invariant.

y=y—-1 =-1
g est bijective si et seulement si detM’ # 0

Soit ¢’ ’endomorphisme associé a g .

La matrice de g dans la base (; ) estM' = ((1) 2) et le déterminant associé a cette

Matrice est detM’ = |(1) (1)

detM' = |(1) (1)| =1 # 0. Alors g est bijective.

b- Précisons la nature et les éléments caractéristiques de chacune d’elles.

Pour I’application f.

1% Méthode

x =2x+1
Ona f {y'=2y+1

Exprimons Z’ en fonction de Z.

x =2x+1
y =2y+1

Onsait que Z' = x + iy’ Or{
En remplagant x' et y' par leur valeur dans Z' = x' +iy’; ona:
7 =x+1)+iy+1)

=2x+1+2iy+i

=2x+2iy+1+i
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=2(x+iy)+1+i.0rZ=x+1iy
=7 =27+1+i
NB:

SiZ =aZ+b aveca € R* —{—1;1}, alors on a : une homothétie de rapport k = |a| et de

) e b
centre () d’affixe w = >

Ona:Z =2Z+4+1+i. Aveca=2 et b=1+i

Icia=2€ R*—{—1;1}, alors f est une homothétie dont les éléments caractéristiques
sont :

-Rapport: k=la|=|2| =2
- Centre A(—1; —1) : point invariant.
2% Méthode

C(x =2x+1 x' = kx +xy(1—k)
Ona f: {y' —2y+1 souslaforme{yr = ky +y,(1— k)

qui est I’expression analytique d’une homothétie de rapport k et de centre A(x ; yo)-

D’ou f est une homothétie de rapport k = 2 et de Centre A(—1; —1) : point invariant.

Pour Papplication g.

1° Méthode
X =x+2

Ona {
Tl =y-1

Exprimons Z’ en fonction de Z.

. ' , X =x+2
Onsaitque Z =x +1i '.Or{ ,
1 Yy =y -1

En remplagant x' et y' par leur valeur dans Z' = x' +iy’; ona:
Z=(x+2)+i(y-1)

=x+2+iy—i

=x+iy+2—i
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=(x+iy)+2-i.0OrZ=x+1iy
=7 =Z+2—i
NB:
si a = 1,alorson a une translation de vecteur U et d’affixe b.
Ona:Z =Z+2—i. Aveca=1etbh=2—1i

Icia = 1, alors g est une translation de vecteur U et d’affixe b =2 —i=>1 (_21)

2%me Méthode
Ona: _{x'=x+2 souslaforme{x’zx-i-a
Iy =y-1 y =y+b

qui est ’expression analytique d’une translation de vecteur U (ﬁ)

D’ou g est une translation de vecteur ﬁ( _21)

2) Définissons analytiquement la réflexion d’axe A d’équation y = x.

Soit ( S) la réflexion d’axe (A) d’équation y = x tel que : V M (;) et M' (;) ;ona:
SM)=M" = MM’ est un vecteur normal de Q).

Soit I le milieu de [MM'] => MM’ est colinéaire au vecteur normal n(-1; 1).

Alors il existe un réel k tel que MM' = kil

prou i = kit 5 (375) = k() (33) = (e [ 2 X T e [ 21

Sil estle milieu de [MM'] alors : I(x ;x : %)

I appartient a (A) si et seulement si % = % ox +x=y +y. Or{ X =yx+—kk

En remplagant x' et y’ par leur valeurdans x +x =y +y; ona:
x—-kK)+x=@+k+y @ x—k+x=y+k+y ©2x—-2y—-2k=0

Px—y—k=0Rk=x—y
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D’ou I’expression analytiquement de la réflexion d’axe A d’équation y = x est :

{x'=x—(x—y) <::>{ac'=x—ac+y <w{x':y
y =y+x-y y =y+tx-—y y =x

- Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soit I’application affine f : P — P qui a tout point M (;) ->M (;) tel que :
o1,
x =cx——y+ 1

Y =Zx+iy-v3

1) Vérifions que fest bijective.
f Est bijective si et seulement si detM # 0

Soit ¢ I’endomorphisme associé a f .

1 V3
La matrice de f dans la base (I; J) est M = \% 12 et le déterminant associé a cette
2 2
1 .8
Matrice est : detM = | 2 z
Bl
2 2
1 .8
— |2 2(1,3_ S
detM = a1 | +3 1 # 0. Alors f est bijective.
2 2

2) Déterminons I’ensemble des points invariants par f

’

o . . . e (xo=
f Admet un point invariant si et seulement si f (M) = M c’est-a-dire {y' _

1 V3
x=5x—7y+1 ¢>{x+}ﬂ/§=2

e
La résolution de ce syst¢tme donnex =2 et y =0
D’ou A((Z)) est le point invariant.

3) Vérifions si f est une isométrie
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f est une isométrie si et seulement si son expression analytique est sous la forme :

x =ax—by+c L
{ \ Y . Cest-a-dire sidetM = a®> + b> = laveca =~ eth = _¥
y =bx+ay+c 2 2
b1 V3 1 V3
=-x——y+1 = == 2 2
Ona f: z z => detM = | 2 z —(1) +(ﬁ) =1
B 1 Vi1 2 2
y ==x+-y—+3 = -
2 2 2
. S . . 2 12 (12 (VB2
D’ou f est une isométrie et cette isométrie est positive car a“ + b* = (E) + (?) =1

Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

x =-x+1
Soit I’application affine f : P - P qui 4 tout point M (;) ->M (;) telque: { , 34
y =3y-2

1) Montrons que f admet un seul point invariant J.

’

o . . . e (xo=
f Admet un point invariant si et seulement si f (M) = M c’est-a-dire {y' _

1
>{x=;x+1 {2x=x+2 {x=2
- 1 =y — = —
y=yy-2 @y=y-4 “ly=-4

D’ouJ (_24) est le point invariant.

2) Montrons que ]_M') = %W

1 1 1
_,’: X’—Z _ Ex+1—2 _ Ex—l _ E(x—z) :l x-2\ _ l—)
M (y'H) (%Y—ZH 3y +2 So+4) 2(Y+4)_ /M
D’oﬁ:ﬁz%m

En déduisons la nature et les éléments caractéristiques de f

]—1\7 = %W Sous la forme QM = k QM qui est I’expression d’une homothétie de rapport k

et de centre ().

D’ou f est une homothétie de rapport k = % et de centre | ( _24)

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 12. Applications affines. Page 747



Applications affines

3) Déterminons le centre et le rayon du cercle (C’) image du cercle ( C) d’équation :
x? +y? — 2y = 0 par f.

Ona:ix:=%x+1 C:){;x:ix-_i-Z @{xizx:_z
y=§y_2 y=y—4 y=2y +4

En remplacant x et y par leur valeur dans x? + y?> — 2y =0, ona:
Qx' =22+ Qy +4)?2 =22y +4) =0

a4l —1D2+4@y +2)%2 -4y +2)=0

S -1+ +2)2-@G' +2)=0

S -1 +y*+4y +4—-y -2=0

@@ —1D24+y?2+3y +2=0

S —1D2+@?*+3y)+2=0

D’ou (C’) est le cercle de centre (1 ; —%) et de rayonr = \E :%

- Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soit I’application affine f : P - P qui a tout point M (;) ->M (;) tel que :

{x'=3x+5y
y =-2x-3y-2

1) Montrons que f est une application.
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f Est une application si et seulement si detM # 0

Soit ¢ I’endomorphisme associé¢ a f .

La matrice de f dans la base (T; J) est M = (_3 3

) 3) et le déterminant associ€ a cette

Matrice est : detM = |_32 _53|

detM = |_32 _53| = -9+ 10 =1+ 0. Alors f est une application.

Montrons que f admet un seul point invariant dont on Déterminera les coordonnées.

’

f Admet un point invariant si et seulement si f (M) = M c’est-a-dire {;C :;
__(x=3x+5y 2x+5y =20

_>{y= —2x—3y—2 ®{—2x—4y= 2

La résolution de ce systtme donne : x = =5 et y =2

D’ou Q(—5; 2) est le point invariant.
2) Déterminons la nature géométrique et les éléments caractéristiques de fof

x" =3x +5y {x" =30Bx+5y)+5(—2x -3y —2)

fof Esttel que: {yr' =-2x' -3y’ =2 ~ ly’ = —2(3x +5y) = 3(=2x — 3y — 2) — 2

@{x"=9x+15y—10x—15y—10 S {x”:—x—lO
y" =—6x—10y 4+ 6x+ 9y + 6 — 2 y =-y+4

Exprimons ainsi Z" en fonction de Z

" 17 7 x"=—x—10
Z =x"+iy .Or{y,r:_y_l_4

Enremplagant x et y” par leur valeur dans Z' = x" +iy", ona:
7' =(=x—=10)+i(-y +4)

=—x—-10—-1iy +4i

=—(x+iy)—10+4i.0rZ=x+1iy

=7"=—-7-10+4i
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NB:

Si a = —1,alors f est la symétrie centrale de centre Q d’affixe w= %b.

Ona:Z =Z+2—i Aveca=—1 et b=—-10+4i

Icia = —1, alors f est une symétrie centrale de centre Q d’affixe w = %b = % (=10 + 4i).
=w=-5+2i

D’ou Q(—5; 2) est le centre de la symétrie centrale.

En déduisons fofofof

Puisque fof est une symétrie centrale alors fofofof = (fof)o(fof) qui est la composée
de deux symétries centrales.

Or la composée de deux symétries centrales est une symétrie centrale.

Le plan affine euclidienne P est muni d’un repére orthonormé( O ; U ; ¥) et on désigne par C
I’ensemble des corps complexes.

Soit I’application affine T, : P - P qui 4 tout point M (;) ->M (;) tel que :

' 1
X =—cx—ay
, 1 ou o est un paramétre réel.

y =ax =3y

1) Montrons que V a € R, T, est bijective
T, Est bijective si et seulement si detM, # 0

Soit ¢ I’endomorphisme associé¢ a T, .

—a
La matrice de T, dans la base (7; J) est M, = 1 | et le déterminant associé a cette
a —1
2

1
- —a 2
matrice est detM, = | * = (— l) + (a)? = %+ a? # 0. Alors T, est bijective.

1 2
2
Montrons que T, admet un unique point invariant que 1’on Précisera.

a
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’

o . . . e (xo=
T, Admet un point invariant si et seulement si T, (M) = M c¢’est-a-dire {y' _

1
:>x=—5x—ay {3x+2ay=0
y=ax—%y 2ax =3y =0

La résolution de ce systtme donne: x =0 et y =0
D’ou Q(0; 0) est le point invariant.

2) Montons qu’il existe une valeur unique de o pour la quelle T, est une homothétie H dont
Précisera le centre et le rapport.

Pour cela exprimons Z' en fonction de Z.

’ 1

X =—Jx—ay
' 1

y =ax—z3y

On sait que Z = x +iy’. Or

En remplagant x et y' par leur valeur dans Z' = x +iy’; ona:
: 1 , 1
Z = (—Ex—ay) +L(ax—5y)
1 . 1.
=—sx—ay+ iax —cyi
1 1, .
= (—Ex —Eyl) + (—ay + iax)
1 1. ; .
= (—Ex —5y1> + (ilay + iax)
=—%(x+iy)+ia(x+iy)
1, , .
=(—E+la>(x+1y).OrZ=x+ly
g _(_1,;
=7 —( 2+La)Z
NB:SiZ = aZ+ b, ondit que T, est une homothétiea € R* —{—1;1}

1, .,
Aveca=—5+la

Alors a=—%+ia € R*—{—1;1}sietseulementsi a = 0.

D’ou T, est une homothétie si @ = 0.
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3) a- Montrons qu’il existe deux valeurs de o pour les quelles T, est une isométrie.
T, est une isométrie si et seulement si son expression analytique est sous la forme :

{x'=ax—by+c

’ A d; . _ 5 ) _
y =bx+ay+c C’est-a-dire si det(Matf) =a® + b 1

: 1
X =—-x—ay

Ona T, :{ 2 1 =>detM, =

e

1

y =ax—y

1
a —_——
2

2
detMa=1<3=(>(—%) + (@)’ =1 ®%+a2=1 :>a2=1—%¢>a2=%

V3 V3
:>(X=—7 ou (Z=7

b- Vérifions que ces deux isométries sont réciproques 1’une de 1’autre. On les notera R et R~!

b1 V3 v V3

D, \ R+_ x __Ex_7y t R—l. x __Ex+ Zy
ouona NG . e N 1
y =5x=3¥ y =-5x=3y

En observant, on remarque que ces deux isométries sont réciproques I’une de ’autre.

- Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (O ; 7 ; j) d’unité 2cm.

Soit @ € ]—% ; % [ et f, ’application du plan complexe dans Iui-méme qui, au point

M d’affixe Z associe le point M’ d’affixe Z’ telle que : Z'= (1 + itan )Z — itan X .

1) Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de f;, .
NB:

SiZ =aZ+b avec a € C—{1}et|a| # 1alors f est une similitude directe de rapport

k =lal, d’angle a = arg(a) et de centre Q d’affixe w = T _b —

Ona: Z’=(1+itanax)Z —itana . Avec a = 1 + itana et b = —itana

cosa

|a|=|1+itanoz|=\/1+tan2 = /wslzaz Lox1

Alors f, Estune similitude directe dont les €léments caractéristiques sont :
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b- Rapport:k:|a|=|1+itana|= 1+ tan? :\coslzaz 1

cosa

c- Angle: 0 =arg (a) = arg(l +itana) = a.

. b —itana —itana —itana
d- Centre Q) d’affixe w = = - = - = — =1=>
1-a 1 - (1+itana) 1 -1-itana — itana
Q(1;0)

2) Soit Q le point d’affixe 1 et M un point du plan distinct de Q.

e- Montrons que pour a # 0; alors MM’'Q est un triangle rectangle en M.

Zo—Zy

MM’Q est un triangle rectangle en M si et seulement si T ib ou-ib
M —4M

AvecZg =1 ; Zy =7 = +itana)Z —itana et Zy =Z

Zn—ZIm _ M- _ 1-Z _ 1-Z

Zm' —Zym [(1+itan O )Z—itan O ]—Z Z+iZtana —itan O —Z  iZtana —itan O

1-Z 1 itana i 1 . .
== =— =— = =——1{ (Sous la forme ib ).
—itana (1 —2) —itana tan“a tana tana

D’ou MM’Q est un triangle rectangle en M.

f- Déterminons la valeur de a pour que ce triangle soit isocéle

. o . . Zg-Z . 1.
MM’Q est un triangle isocéle en M si et seulement si ~2—"L = & i=i &
Iy —Zy tana

1

tana

=1 & tana=1 :>a=%

3) On pose dans cette partie o = % et on note A; B; C et D les points d’affixes respectives :

i;2i; —let —1+41.

a) Plagons les points A; B; C et D dans le plan.
A i =a()

B -2i =>B(9)

c--1 =)

D -»-1+i =D(7})
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b) Démontrons que ABDC est un parallélogramme dont on Précisera I’aire en cm?
ABDC est un parallélogramme si et seulement si AB =CD

—_— . -0
4B (%2 ~x4) =>AB(9)

Xg —
YB YA

B (35720) =)

xXp —
YD =¥c
Puisque AB = CD alors ABDC est un parallélogramme.
¢) Donnons I’expression analytique de f= .
4
Onaf,: Z=(1+itana)Z —itan
= fr: Z’=(1+itan>)Z — itan™
7y 4 4
= fr: ZI’=(1+1)Z—1i
4

Alors Z’=(1+1i)Z —i

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 12. Applications affines.



Applications affines

@x +iy =A+D(x+iy)—i

Ox +iy =(x—y)+ix+y—-1)

@fFzFmy

y =x+y-—1

s N1 . . . x,=x—y
D’ou I’expression analytique de fZ est.{y —xt+y—1

d) En déduisons les coordonnées des points A"; B’; C’ et D’, images respectives par fr des
4

points A; B; Cet D.
fry=area(3l) = Ay
fx®) =B = B(3;%) = B(5)
frO=c (L0 =)
fr@y =0 D'(1375) = D'(5)

e) Plagons ces images dans le plan (Voir figure)

- Dans le plan complexe P, On donne :

Zy =1
Zy = iZ—(1+70).

M = bary{(M; /1) ; (N; —/1); (4; 1)}

T, (M) = M’ Ou A est un nombre réel non nul.

1-Démontrons que pour tout M du plan, le point N est I’'image de M par une rotation dont on
Précisera les éléments caractéristiques.

Zy = iZ — (1 +1).(Sous laforme Z = aZ + b)aveca=1i et b=—1—i

Puisque a =i € C*—{1}et |a| = |i| = 1 alors f est une rotation dont les éléments
caractéristiques sont :

e Rapport:k =|a|l =[i| =1.
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o Angle: 6 =arg(i) = %

b —1-i _ —(1+0)?
e Centre Q d’affixe w = =——= v _
1—a 1—i 2

=>Q(0; —1)
2- a- Démontrons que 1’affixe Z’ du point M’est telleque 2’ = A(1 —i)Z + A(1 +i) + 1.
Ona: M = bary{(M; A); (N; —A); (4; 1)}
_AMu=2AZN+Z4 _ AZy—AZn+Z4

= 7 = 1A+l 1 :AZM—AZN‘FZA

= 7 =2Z—- AiZ-1A+D]+1

AZ— NZ+AL+D)+1
= A1-DZ +AA+D)+1. DoaTy: Z = A1 —-0)Z + A1 +10) + 1.

b- Démontrons que T est une similitude directe dont on Précisera I’affixe du centre Q ; le
rapport et I’angle

NB:SiZ =aZ+b avec a € C*—{1}et|a| # 1alors f est une similitude directe de
b

_a.

rapport k = |a|, d’angle o = arg(a) et de centre () d’affixe w = T
OnaTy: 22 = A1-)Z + 2 +i)+1. Aveca=A1—-i) et b=A1+i)+1
lcia=A1—-i)€C —{1} et la]=2A =)= V22 =2 %1
Alors T est une similitude dont les éléments caractéristiques sont :

e Rapport:k = |a| = |A(1—i)| = V222 = V2

e Angle: 0 =arg[A(1—-1)] = —%

, _ b a0+d+1  1-2iA
o Centre Q d’affixe w = —= 2001 -2+ 22

_ 1 i —222 ( 1 L =2t )
(1-2)2+22 (1-2)%+22 A-2)2+2%2 7 (1-2)2+ 22
c-Déterminons les valeurs de A, pour la quelle T est une rotation.
T, Est une rotationsia € C*—{1}et|lal =1 ora=A(1—10)

Puis que A est un nombre réel non nul alors A(1 —i) € C* — {1}
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Alors la seconde condition est satisfaite si [a| =1 |A(1 —i)| =1 ©v212 =1

1 V2
“WZ=1 A=-p=-73
®|A|ﬁ=1¢> ou => ou
_ _ 1 _ V2
W2=1 A=5 =3

d-Donnons dans chacun de ces cas I’angle et 1’affixe de son centre.

g- Pour/1=—g,ona;
. Angle:9=arg[—\/2—f(1—i)]:n_%:%’f
1 _2(_%7) 2-VZ . 2-2
e Centre Q 3 > ; > 5 :>Q(_2 ;__2>

BT DD

h- Pour/lz\/z—i,ona:

Angle: 0 = arg[g (1- i)] = _%

Centre =~

2442 2+\/7)
2 2

e- Exprimons les coordonnées (x’ ; y’) du point M’ en fonction de celles (x ; y) de M pour
chacun des valeurs de A obtenus.

i- Pour/lz—\/z—i,ona:
T a2 =-20-DZ-2a+0+1

2
<:>x’+iy=—§(1—i)(x+iy) —§(1+i)+1
c:>x'+iy=—§(x+y+1—x/7) + ig(x—y—l)

x'=—§(x+y+1—\/§)

’

&
VZ
y =?(x—y—1)

j- Pour/1=£,0na:
2
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T2 =20-DZ+21A+0D)+1
2

ex +iy=-21-DE+i)-ZA+i)+1
<:>x'+iy=g(x+y+1+\/7) + ig(—x+y+1)

- x =g(x+y+1+\/7)
Y =Z(—x+y+1)
3- Le nombre réel A étant strictement positif, on lui associe le point P(—Ini ; InAd).
Soit P’ le point du plan tel que T (P) = P’
a- Déterminons les coordonnées de P’ en fonction de A.
Pour cela Exprimons les coordonnées (x’; ¥") du point M’ en fonction de celles (x;y) de M
Ona:Ty: Z2=A01—-DZ + AAQ+i)+1
Sx +iy=211-D(x+iy) + A1+ +1
& x +iy=/1(x+y+1+%) + iAd(—x+y+1)
©{x' =/’l(x+y+1+%>
y =A—x+y+1)

Xpr =/1(—1n/1 +ln/1+1+%) IR =/1(1 +%)

Alors T(P) =P & ;
yp = A(Ind +Ind + 1) [Tpr = A2InA +1)

{x"'z’Hl = P(A+1; 2An + 1)
Yo =2AnA +1 s
b- Démontrons que lorsque A décrit R} ; ’ensemble des points P’ est la courbe (I') d’équation

y =2x—1Din(x—-1)+ (x—1).

xpr=A+1 {x=)t+1 {/1=x—1 M

O“a:{yplzzuna +2 Tly=22m2 +2 Tly=2an1 +1 (2)

En éliminant A entre les équations (1) et (2) ;ona:
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y=2x—-—Dln(x—-1) +(x—-1)
D’ou lorsque 4 décrit R, ; I’ensemble des points P’ est la courbe (I') d’équation
y =2x—Dln(x—-1)+ (x—-1).
4- On pose h(x) = y de sorte que la courbe de la fonction numérique h est (I')

a- Dressons le tableau de variation de h.

h(x) =y ® h(x) =2x—Din(x—-1)+(x—-1)

Dh={x/x€R;x—1 >0} =>Dh=1]1;+0]
limh(x) = lim2(x—Din(x—-1)+(x—-1)
x—1 x—1
Effectuons un changement de variable en posant X = x — 1
Si x—>1 Alors X -0
D’ou lim h(x) & lim2XInX+X =0

x—>1 X-0
De méme
limh(x) = lim2(x—Din(x—1+(x—-1)
X — +oo X — +oo
Effectuons un changement de variable en posant X = x — 1
Si x > +oo0 Alors X — +o0
D’ou lim h(x) < lim2XIinX +X = 4o
X - +oo X - +o0

h(x) =2(x —Din(x—1)+ (x—1)=h'(x) = 2ln(x —1) + 3
’ 3
Posons h(x) >0 & 2ln(x—-1)+3>0 <i>ln(x—1)>—% @x—1>e 2

3
Sx>e 2+ 1.
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Ainsi on dira que pour lesx > e 24+ 1; ona:h (x) > 0.

D’ou le tableau de variation de h est le suivant :

3
x 1 e 241 400
h'(x) - ) +
0 400
h(x)
—0,44

b- Précisons une équation de chacune des éventuelles asymptotes a (I')
x = 1 Est asymptote verticale en +oo

limM = 400

X — +oo
Alors la courbe (I') admet en 400 une branche parabolique de direction (0y)

c- Représentons (I") dans un repére orthonormé du plan.

AN
Al
Al
1l

Applications affines
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-On donne deux points distincts A et B du plan affine et k un réel non nul tel que :

k- M;j; estl’image du point M par I’homothétie de centre A4 et de rapport k &
My = hy(M) & AM; = kAM

I- M' = bary{(B,a); (M;,1)}
1) Montrons que pour tout point M du plan, ona : (a + I)W = (1 —k)MA + aMB.

M' = bary{(B,a); (M;,1)}

&aM'B + M'M; =0
ﬁ_) ﬁ_)

Introduisons Introduisons

Le point M Le point A

=> o (M'M + MB )+ (M’A + AMl) =0
& aM'M +aMB + M'A + AM; =0

& aM'M +aMB + M'A + AM, =0.

Or d’apres la relation de Chasles ona: M'A = M'M + MA

—_—

Alors aM'M + aMB + M'A + AM; =0 < aM'M + aMB + M'M + MA + AM, =0

a(aW+W)+am’+m+ AM, =0

&(a+1)MM + aMB + MA + AM; =0

Or par hypothése ona:A—Ml)z kAM

Alors (@ + 1)M'M + aMB + MA + AM; =0 < (¢ + )M'M + aMB + MA + kAM =0
@ (@ + 1)M'M + aMB + MA — kMA =0 < (a + DM'M + aMB + (1 — k)MA = 0
& (@ +1)MM + (1 —k)MA +aMB =0

& (@+1)M'M = -1 — k)MA — aMB =0
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& (@ +1)MM' = (1 —k)MA+aMB =0
D’ou pour tout point M du plan, ona : (a + 1)MM' = (1 — k)MA + a [B.

2) Montrons que si k = @ + 1 alors f est une translation dont on Déterminera le vecteur
translateur.

On sait que (a + 1)W= (1 -k)MA +aMB. Ork=a +1

=> (1 — k)MA + aMB = kMM’ .

D’ou (1 — k)m + aMB estun vecteur constant et par conséquent f(M) = M’ avec
M—M')=al:17 Ou % = (1 —k)MA + aMB + aAB < i = aAB

. . a
En conclusion f est une translation de vecteur ¥ = ?AB
a

3) Montrons que si k # a + 1, il existe un unique point invariant G par f

Sik #a+1,lesystéme {(B,1—k); (B,a)} admet un barycentre G tel que :
aGB +(1-k)GA=0 © f(G) =G.

D’ou G est le seule point invariant par f.

En déduisons alors que f est une homothétie dont on Déterminera les éléments
caractéristiques

(@ + DMM' = aMG +(1 —k)GA © (¢ +1)GM' = —kMG < GM' = a"?ﬁ/i
D’ou f est une homothétie de rapport aL-l—l et de centre G.

- On désigne par (0 ; T; J) un repére orthonormé du plan P. Soit @ un nombre réel et f;
I’application affine de P dans luis - méme qui au point M (;) associe le point M’ (;) tel que :
{x' =ax
y =(@+3)x—ay+a+9

1) a- Démontrons que pour toute valeur non nulle de a, f; est une bijection.

Soit ¢ I’endomorphisme associé a f;,.

La matrice de f, dans la base (7; ) est M, = (a _(Il_ 3 _Oa)
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Ainsi le déterminant associé a cette matrice est : detM, = | a 0
a+3 -—a
detMa=| a 0 =—a’-0@+3)=—-a’?#0 ®a=0.
a+3 -—a

D’ou pour toute valeur non nulle de a, f; est bijective.
b- Déterminons I’application f, !, réciproque de £, pour a # 0.

X =ax

_ 1" = ,
Poura #0, fo(M) =M Sf (M) =M <w{y =(@+3)x—ay+a+9

1, 1,
a a
&
a+3 ' a+3 1 a+9
ay=—x —y +ta+9 =—x —-y +
Yy == y Y=—71 2y 2

D’ou f; ! est définie par :

1
x1 =-X

A PN

a

c- Déterminons I’ensemble des points invariants par f,. (On discutera suivant les valeurs du
un nombre réel a).

L’ensemble des points invariants par f; est donné par f,(M) =M &

X = ax (a—1Dx=0
{y=(a+3)x—ay+a+9 {(a+3)x—(a+1)y=—a—9

a—1 0

a+3 —(a+1) =—(@a-Dle+D

Le déterminant associé a ce systéme est detM, =

AlorsdetM, =0 & —(a—1)(a+1)=0 ©®a=1 oua=-1

m- Sia=1

X =X
OnafiM) =M < {, _4y _y 419

P 4x -2y =-10® 2x—y+5=0
D’ou pour a = 1, I’ensemble des points invariants chercher est la droite d’équation :

2x—y+5=0

n- Sia=-1
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X =—X 2x = O .
Onaf (M)=M & {y —2x+y+8 & {Zx _ _g cequi est absurde.
D’ou pour a = —1, ’ensemble des points invariants n’existe pas.

2) a- Démontrons que seule f; est une involution.

x'=x
Onafl'{y’=4x—y+10

Soit ¢ I’endomorphisme associé a f;.

Ainsi la matrice de f; dans la base (; J) est M; = (111 _01)

Par conséquent f; est involutive si et seulement si M; X M; = ((1) 2) = (matrice identique)
_(1 0\ _ _(1 0 1 0y_/1 O , . .
My = (4 _1) =M X M; = (4 _1) X (4 _1) = (0 1). D’ou f est involutive.

Caractérisons cette involution.

- On sait que la droite d’équation : 2x — y + 5 = 0 est I’ensemble des points invariants par f;.

X =—X

—y=4x—y Px=0

- On sait que aussi que ¢_; (U) = U © {
Conclusion : f; est la symétrie affine par rapport a la droite 2x — y + 5 = 0 parallélement a la
droite vectorielle x = 0.

b- Démontrons que seule f_; est la composée d’une symétrie s et d’une translation ¢ dont
le vecteur est un directeur de I’ensemble des points invariants par s, c’est-a-dire que
f-1 = tos.

’

x =—x
Onaf_l'{y' =2x+y+8

Soit ¢’ I’endomorphisme associé a f_;.

Ainsi la matrice de f_; dans labase (i; j) est M_; = (—21 2)

Par conséquent M_; X M_; = (_21 (1)) X (_21 (1)) = (é (1)) (matrice identique)

D’ou f_; estinvolutive.
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D’autre part, f_; n’admet pas de point invariant donc f_; = tos = sot ou s est une symétrie
et t une translation.

fo10f_1 = (tos)o(sot) = to(sos)ot = tot.

Siu est le vecteur de la translation t, alors tot = t,; et par conséquent to; = f_10f_1.

bl : I3 . . x” =X — —
D’autre part on sait que f_;0f_; est définie par : {y —y+16 > 2U apour
coordonnées (0 ; 16) et par conséquent (0 ; 8).

’

— o — -1 o , . . . x’ =
f_1 =tos s =t of_; < s Estdéfinie analytiquement par : {y — x4y

S(M) =M & x=0.
L’ensemble des points invariants par s est la droite d’équation x = 0.

Nous remarquons que le vecteur (0 ; 8) appartient a la direction de cette droite.

Dans un espace affine euclidienne E rapporté a un repére orthonormé (o ;1T E), on donne
0 0 0 0
les points A (_02) ; B (_11) ; C (2) etD (%)

1) Montrons qu’il existe un et un seul retournement (demi-tour) noté f tel que f(0) = A et
f(B) = B. Puis caractérisons géométriquement ce retournement et donnons sa représentation
analytique.

Un demi-tour étant une rotation d’axe A et d’angle 7, il est aussi considéré comme une
symeétrie orthogonale d’axe A. Ainsi un demi-tour peut étre Détermine par un point invariant
(un point de A ) et un point n’appartenant pas 8 A et son image ; donc f(0) = A et

f(B) = B définissent un seul demi-tour f. Soit I le milieu du segment [0; A] alors I’axe du

0 —, /0
demi-tour f est la droite (IB). Nous avons [ (_01) alors IB <(1)) .

x . . x=0
M (g) € (IB) © il existe un réel A tel que IM = AIB & { y=2
z=-1

L’axe A = (IB) de T est engendré par j. Le plan orthogonal a cet axe est donc par ( i; E) Ainsi

en désignant par ¢ 1’endomorphisme associé a f, alorson a :
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oD =7 ; o =-1 cto(k)=—k.

1 0 O
La matrice de ¢ dans la base (? e E) est donc (0 1 0 ) Soit M (g ) un point de E tel
0 0 -1

’

X' X, = —X
que f(M) = M' (%) & FOFM) = p(OM) {y, =y
z =—z+4+2

x x'
2) Soit g I’application de E vers E qui a tout point M (g) associe le point M’ (g ) telle que :
x =x
{3” =Yy
z =—z+2
Déterminons la nature de g et ces éléments caractéristiques. On Précisera g(4) et g(B).

g Estune isométrie affine car son endomorphisme associé est une isométrie vectorielle.

X=x
gM)=M = {y =y <& z = 1. Alors ’ensemble des points invariants par g est le
z=—-z+2

plan m d’équation z — 1 = 0. g est donc la symétrie orthogonale par rapport a .
Par conséquent g(A) = C et g(B) = D.

3) Soit h = fog. Montrons que h est déplacement dont on Déterminera la nature et les
¢léments caractéristiques.

On sait que f est un demi-tour et g la symétrie orthogonale par rapport a 7.
Donc fog est un déplacement et nous remarquons que (fog)(B) = flg(B)] = f(D) = B.
De méme, (fog)(I) = flg(I)] = I. D’ou la droite (IB) est invariante par fog = h.

En conclusion : h est la rotation affine d’axe la droite (IB).

- Le plan affine E est rapporté a un repére orthonormé (o ; 7; j).

S —
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X
On consideére I’application f de E dans E qui a tout point M (32’ ) associe le point M’ ( ) telle

x'=§x+ﬁy—l
ue : 4 4 2
R DR R VR
Y =0 PR

1) a- Montrons que pour tout point M, le vecteur MM' est colinéaire a un vecteur constant.

3 V3 1 1 \/?
e , ' X+ Ty —5—x —ox+
Le vecteur MM’ a pour coordonnées (;_’; ) & (fg i ) & ( a3 ) )

Tx+zy+7—y 4x—4y+
Avec 4 4 \/_2 4 4 \/_2 o
3 3 3 1 3 1
Y=Px-y+ 3 V=—V3(-jx+ Ty —3)

Y = —/3X . D’ou le vecteur MM’ appartient la droite vectorielle d’équation ¥ = —/3X &

V3X+Y=0

b- Etudions I’ensemble des points invariants par f.

1 V3 1
X=—-x+ —y — =

fFM)=M & R By -1=0®-x-v3+2=0
Mt Y

L’ensemble des points invariants par f est donc la droite (D) : —x — V3 + 2 = 0.
c- Déterminons la nature de 1’application f.

Des questions a) et b) , nous déduisons que f est la projection affine sur la droite (D)
parallé¢lement au vecteur .

2) Soit g I’application de E dans E qui a tout point M (; )associe le point M" (;) telle que

n_3 V3 1,¥3
x = x+ y—o+

2
n 3 1 V31
y ZTX‘F ZY+7+E

a- Montrons que g peut s’écrire hof ou h est une application de E dans E que I’on Précisera.

3, \3 V3 " VB
X 4 x+ 4y +2 X = +7
" J‘ 1 \/§ 1 "o 1
y =gt vET Y =Y
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1

, . . S (V3
Alors M"" est I'image de M’ par la translation de vecteur ¥ (g ; E)'

D’ou g = hof ou h est la translation de vecteur v.
b- Sans Calcule, vérifions que hof = foh.
h Etant une translation, elle commute avec toute application affine.

D’ou hof = foh.
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Coniques

OBJECTIFS :

Ce chapitre vise a :

* Déduis des propriétés géométriques des coniques, différentes méthodes de construction de ces
courbes ;

«Utiliser des outils analytiques, géométriques, complexes dans la résolution des problemes.

Commentaires

L’étude des coniques est un domaine trés vaste ou se mélent géométrie, analyse, algébre. On
retrouve cette diversité a tous les niveaux d’étude de ces courbes y compris dans la définition.

Les coniques interviennent également dans la résolution de nombreux problémes géométriques.

Une des difficultés majeures est la grande quantité d’informations qui doit étre assimilée
rapidement lors de 1’étude des coniques.

Les représentations paramétriques des coniques sont hors programme, de méme que les
formules sur les équations de la tangente a une conique en un point.

Volume horaire : 16 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE

* Définition géométrique : * Détermine 1’équation réduite d’une

- Définition par foyer et directrice conmque :

- ATl’aide de la définition par foyer
et directrice ;

- A laide de la définition bifocale ;

- Vocabulaire : foyers, directrices,
excentricité, sommets, axe focal.

- Définition bifocale de I’ellipse et de
I’hyperbole. - Par un changement de repere
* Equations cartésiennes : (I’équation étant de la forme
ax? + by? + cx+dy+e = 0)
* Connaissant 1’équation réduite d’une
conique Détermine ses ¢léments
remarquables.
* Représenter graphiquement une conique a
I’aide de ses éléments remarquables.

- Equations réduites d’une parabole,
d’une ellipse et d’une hyperbole

- Eléments remarquable : paramétre,
sommets, axe focal, foyers, directrices,
asymptotes, demi- distance focale.

* représentation graphique des coniques.
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Remarques et suggestions

La section d’un icone par un plan permet de visualiser les 3 courbes et présente 1’avantage de
justifier le terme générique de conique.

La définition la plus simple des coniques en classe de Terminale est celle par foyer et
directrice.

Un des buts premiers a rechercher est la capacité a Construis des points d’une conique & partir
des définitions géométriques (autant la définition par foyer — directrice que la définition
bifocale).

Un des soucis de ’enseignement devra étre d’équilibrer autant que possible les différentes
méthodes (géométriques, analytiques, complexe). Il serait dommage en particulier de ne
considérer une conique que comme une courbe admettant une équation cartésienne. Certains
problémes peuvent étre résolus de plusieurs fagons, il est essentiel de montrer aux éléves
qu’une méthode peut primer par sa simplicité sur les autres.

11 serait bon d’établir avec les éléves un tableau récapitulatif des éléments remarquables de
chaque conique. Leur exploitation facilite leur mémorisation. (le professeur insistera d’ailleurs
d’avantage sur la mémorisation des repéres conduisant aux équations réduites plutdt que sur les
formules). On fera ressortir les similitudes entre les trois tableaux (la plus part des éléments
caractéristiques sont commun aux trois coniques).

Attention : les représentations paramétriques des coniques sont hors programme, de méme que
les formules sur les équations de la tangente a une conique en un point, mais on abordera la
tangente a une conique en est point. (voir point méthode 156, 161, 166).

Pour espérer voir ceci mieux comprendre et assimiler les notions de bases concernant les
coniques, encore plus que d’habitude, il faudra proposer aux éléves une grande variété de
problémes (construction, recherches de lieu, etc....).

Le professeur devra profiter des exercices sur la recherche de lieu géométrique pour insister sur
la nécessité des réciproques.

On fera quelques activités de régionnement du plan par les coniques.
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I- Définition par fover et par direction

Soit (D) une droite, F un point n’appartenant pas a (D) et e un nombre réel strictement positif.

On appelle conique de foyer F, de direction (D) et d’excentricité e, I’ensemble (I') des points

MF
M du plan tel que wH-© ou H est le projeté orthogonal de M sur (D).

NB:

- Sie =1, alors I’ensemble (I') des points est une parabole.
- Si0 < e < 1,alors I’ensemble (I') des points est une ellipse.
- Sie > 1, alors I’ensemble (I') des points est une hyperbole.

y

2,,

1,,
l,,
-2 2 x
-2 -1 0 1 2 x
_l,,
Parabole. Ellipse.

Hyperbole.
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II-

1))

Etude des différents cas de conique:

Les Paraboles:

a- Etudeducas:ax? + 2cx + 2dy + e = 0

_ 2 2
Equation réduite : y = ﬁ [(x + 2) - azae] en posant k =

a2

o

Eléments caractéristiques :

2_
e Sommet: S(—£ ; < zae)
a a

rqe e c
e Axe de symétrie : x = — p

Si k < 0, alors la concavité de la parabole (I') est orientée vers le bas.

Si k > 0, alors la concavité de la parabole (I') est orientée vers le haut.

b- Etudeducas:by?> + 2cx + 2dy + e = 0

2

2
) d\* d°—be ) _
Equation réduite : x = > (y +3 ) 2z ] en posant k = oo oona:

ek ty ]

Eléments caractéristiques :

2
d"—b d
J Sommet:S( 5 % ——)
b b

e Axe de symétrie : y = —%

Si k < 0, alors la concavité de la parabole (I') est orientée vers la gauche.

Si k > 0, alors la concavité de la parabole (I") est orientée vers la droite.

—2 ona:
2d”° ’

Coniques
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2) Les ellipses :

Coniques

- Equation cartésienne : Ax> + By> + Cx + Dy + E = 0

X2 y?

- Equation cartésienne réduite : —+t== 1 avec
a

b2
a- 1 Cas: (Sia > b)
L'ellipse est portée par I’axe (x'2x).

Ainsi les éléments caractéristiques sont :

X=x-
Centre : 2 (;‘;) avec {Y _ ; ;0
- =Y =Y

Fovers : F(Va? —b%;0) et F'(—VaZ —b?;0)

2 2
e s a—b
Excentricité : e = —

Directrices : (D) : X = & et (DY :X = —%

e

Sommets : A(a; 0); A'(—a; 0); B(0; b); B'(0; —b)

b- 2¢Cas:(a < b)
L'ellipse est portée par l'axe(y'2y ).

Ainsi les éléments caractéristiques sont :

X =x—
Centre : 2 (;g) avec {Y B ; ;0
=Y =Y

Fovers : F(O; Vb?% — q? ) et F’(O; —vVbZ — q? )

_ ,’bz—az

Excentricité : e = 5

Directrices : (D) : y =g et (D):y = _g

Sommets : A(a,0); A (—a; 0); B(0; b); B'(0; —b)

C
X—x+ﬂ

D
Y_y+ﬁ
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3) _Les Hyperboles

Equation cartésienne : Ax> + By? + Cx + Dy + E = 0

. J o) e . 2 yZ 2 YZ X =X .|_ %
Equation cartésienne réduite : — — 7= 1ou -5+ 7 = 1 avec .. 3
=Y T728
2 y2
a- 1% Cas : Pour ’équation : — = 1

Eléments caractéristiques:

X=x—
Centre : 2 (;‘;) avec {Y _ ; ;0
E— =Y=Y

Foyers : F(\/a2 + b2 ;0) et F’(—\/a2 + b?; 0)

az+b2

Excentricité : e = 2

Asymptotes : (D) :Y =§x (D) Y = _gx

Sommets : A(a; 0); A'(—a; 0)

" . Xt v?
b- 2™ Cas : Pour I’équation : — 5 +— =1
& CLas P
Les ¢éléments caractéristiques dans ce cas sont :

. X =x—X
Centre .Q(;g) avec {Y Y=y,
Foyers : F(O; Va? +b2) et F’(O; —Va? +b2)

2 bz
Excentricité : e =%
Asymptotes : (D):X =7y ; (D): X =—3y

Sommets : B(0; B); B'(0; —b)

Coniques
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4) Définition bifocale de Pellipse et de I’hyperbole

Soient F et F’ deux points distincts tels que FF’ = 2¢ (C =+a? + bz) et soit @ un nombre réel.

- Sia > c alors I’ensemble des points M du plan tels que MF + MF' = 2a est Pellipse
de foyers : F et F' dont la distance des sommets de I’axe focal est 2a.

NB : FF’ est appelé : distance focale.

- Si0 < a < c alors I’ensemble des points M du plan tels que [MF — MF'| = 2a est
I’hyperbole de foyers : F et F’ dont la distance des sommets de I’axe focal est 2a.

5) Equation de la tangente en un point de ellipse et de I’hyperbole

a- Ellipse :

X2 y?

L’équation de la tangente (T) en un point A ( g) de I’ellipse d’équation — + 77 = 1 est:

X —
Y a2
XX | Yoy _
(T =5 +2 =1

b- Hyperbole :

X2 y?

L’équation de la tangente (T) en un point A (;g) de I’hyperbole d’équation PR 1 est:
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Exercices

- Détermine la nature de la courbe (I') puis tragons-la dans chacun des cas suivants :
-x+4x-y +3=0 ;2) 3x>+4y" - 3x-2y-5=0; 3)4x’—y"— 2y - 5=0
- A tout nombre complexe Z, on associe f(Z) tel que f(Z) =2Z —Z
1) Détermine I'ensemble (I") des points M d'affixe Z tel que : |[f(Z) — 3| =3
2) Préciser la nature de(I") puis ses éléments caractéristiques

(centre, axes, sommets, excentricité, foyers et directrices).
3) Représenter (I")

- On considere la courbe (C) d'équation xy - 2x - 3y - 1 = 0 et la transformation f du plan
e
qui 4 tout point M d'affixe Z associe le point M’ d'affixe Z' tel que : Z' = TLZ -2+ 2i

1) Démontre que f admet un point invariant P que 'on déterminera.
2) Reconnaitre la nature de f puis donner ces éléments caractéristiques
3) Exprime les coordonnées (x, y) de M en fonction des coordonnées (x,y) de M'.
4) Démontre que 1'image de la courbe (C) par f est la courbe (C') d'équation :
X —y’-x +3y-9=0

4) En déduis la nature de (C") puis Construis (C').

- Le plan est rapporté a un repére orthonormé( 0 ; 7; j). A tout réel m élément de
2
I’intervalle] 0 ; 1 [, on associe la conique (E,,) d'équation (E,,): y? = 2x — %
1) Quelle est la nature de (E,,,)?
2) Détermine, par leurs coordonnées, les centres et les sommets de (E,,)

3) Détermine la courbe (P) constituant I'ensemble des commets du grand axe de (E,;,) quand m
varie ans l'intervalle indiqué.

4) Détermine la courbe (C) constituant 1'ensemble des foyers de (E,,,) quand m varie dans
l'intervalle indiqué.

5) Construis E3 /4

|
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Solutions

- Déterminons la nature de la courbe (I') puis tragons-la dans chacun des cas suivants
) —x>+4x—-y+3=0.1ciB=0

Alors écrivons —x2 + 4x —y + 3 = 0 sous la forme Ax?> + 2Cx + 2Dy + E = 0

o —x2+2(2)x+2(—%)y+3=0.DoncA=—1 C=2;D=—3 ctE=3

— 2 2—
Equation réduite : y = %[(x +%) _ AZAE]

=D 2\ @13 — [(r—232 _
—>y—2(_% [(x+_1) =y ]¢>y— [(x=2)"=7]

Donc (I') est une parabole dont les éléments caractéristiques sont :

~—

- Sommet: S(2; 7)
- Axede symétrie: x =2

Cherchons maintenant les points d’intersections de la parabole (I') avec les axes du repére :
e  Recherche des points d’intersection de la parabole (I') avec I’axe des abscisses.

Pourcelaonposey =0 —[(x —2)2-7]=0® (x—-2)>-7=0%
X—2=—7 (x=—064

(x=2)Y°=7= ou 2 ou
x—2=+7 x = 4,64
Donc la parabole (I') coupe 1’axe des abscisses aux points x = —0,64 et x = 4.64

e  Recherche des points d’intersection de la parabole (I") avec I’axe des abscisses.
Pourcelaonposex =0 y=—[(0-2)>-7]= -(4—-7)=3®
Donc la parabole (I') coupe ’axe des ordonnées au point y = 3

—A ., .
e D’autre part D= —1 < 0, alors la concavité de la parabole (I') est orientée vers

bas.
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_‘8 _\7 _‘6 _\5 _\4 _\3 _\2 B

2,,
_3,,
_4,,
_5,,
_6,,
_7,,
2)3x’ +4y*- 3x - 2y - 5=0
Iei A=3;B=4;C=-3;D=-2;;E=-5
=> A( + £)2 + B( + 2)2 _ AXD? + BXC* — 4xAXBXE
X T2 y - 4xAXB
@3 (x+5 g 4( +—_2)2 _ 3XE? 4 4X(=3) — 4X3X4X(=5)
XT3 YToxa) = 4x3x4
12 142
@3(x=g) +4(y-3) =6
X=x —%
Posons et ainsi ’équation dévient : 3X? + 4Y%2 = 6
Y:y—%

- . x2  y?
En divisant chaque membre de cette égalité par 6, on a : ry +—==1.
2

N w N
U
Vv

2 2 a?
Cette équation est donc sous la forme ol + 57 = 1. Avec { b2

S Q
o
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Qui est 1’équation d’une ellipse dont les €léments caractéristiques sont :

- Centre: Q [

|

= ol

- Foyers:F( 2—%;0);F’(— 2-

- Sommets:A(\/E; 0);A'(—\/5; 0);3(0; \/%)23'(0; _\/g)

Il
N W ﬁ

a
D’autre partona: | b =

Coniques
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3)4x*—y*—2y-5=0

Iect A=4;B=-1;C=0;D=—-2,E = -5
cy DY  AD?+BC’4ABE
Or:A|x+—| +Bly+—| =
24 2B 4AB

@4(“&} _l(y+ -2 j _4(-2)° = 1(0)° - 4(4)(-D(-5)
24) 2(-1) 4D

S 4(x+0)°-(y+1)> =4

X=x+0
Posons { et ainsi I’équation dévient : 4X? —Y? = 4
Y=y+1
.. . X2  y?
En divisant chaque membre de cette égalité par 6, on a : T T 1.
, . x2 y? at=1 __(a=1
Cette équation est donc sous la forme i 1. Avec { b2 — 4 => { b =2

Qui est 1’équation d’une hyperbole dont les éléments caractéristiques sont :

Centre: () (0; —1)

- FoyersF(\/g;O);F'(—\/g;O)

- Excentricité : e = ? = \/g = 2,23

- Asymptotes: (D) = y = x\/Z =2x et (D):y' = —2x
- Sommets: A(1; 0); A (—1;0)

D’autre part : {Z i 1

=> < b, Alors I’hyperbole est portée par I’axe (Y'Q Y )

Coniques
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-Soit fz)=22-17

1) Déterminons 1’ensemble (I") des points M d’affixe Z tel que : | f(Z)- 3| =3

On sait que (C) est le cercle de centre Q (3 ; 0) et de rayon 3

PourZ = x + iyavecxetyréelona:
|f(Z)=3|=3<=>2(x+iy)— (x—iy)-3|=3

@ [2x+2iy—x—iy—3 =3 < |x-3+3iy|=3
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@ J(x=3)7+(y) =3 (x-3)+(3y)’ =9 (x=3)> +9)* =9

X=x-3
Posons { et ainsi ’équation dévient : X2 + 9Y% =9
Y=y-0

.. C s x?  y?
En divisant chaque membre de cette égalité par 9, on a : StT= 1.

A X2 v?_ a’=9 _(a=3
Cette équation est donc sous la forme S t= 1. Avec {bz —1 => {b —1

Qui est 1’équation d’une ellipse

D’ou I’ensemble (1) des points M d’affixe Z tel que : |f(Z) — 3| = 3 est I’équation d’une
ellipse

2) Déterminons les éléments caractéristiques de (I7).

Les éléments caractéristiques sont :

s oo

2+4242) _ (2-242
0 b

- Foyers: F
0

9 9
-Directrices:(D):x = 2 + —— ; (D) :x’ = 2 — ——

242 242

-Centre: Q (2;0)

a=3

Dautre part on a : {b —1 =>a > b, Alors ’ellipse est portée par ’axe X" Q X

- Soit la courbe (C) d’équation: xy - 2x - 3y-1 = 0
. : 1-i .
Le point M d’affixe Z associe Z' d’affixe M’ tel que : Z’' = TZ —-2+2i

1) Démontrons que f admet un point invariant que 1’on Déterminea :

Soit M un point du plan, M est invariant par f si et seulement si f(M) = M. ou encore
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Z =7

1-i . . . .
Donc 2’ =7 & = TZ — 2+ 2i. Cette équation admet une unique solution dans C tel que :
—-242i . e . 0
Z= T <> Z = 4i. donc f admet un point invariant unique Q 4]
1
2

2) Déterminons la nature de f puis donnons ces éléments caractéristiques :

1-i 1—i

Ona:Z’:TZ—2+2i<:>Z':aZ+baveca: etb=-2+2i.

On n’en déduit que f est une similitude directe dont les éléments caractéristiques sont :

- Centre: Q(0; 4)
- Rapport |a| = g

- Angle:arg(a)= —%

’

3) Exprimons les coordonnées (x; y) de M en fonction des coordonnées (X ;Y) de M’

Onsaitque:Z = x + iyetZ = X + iY

f(M) =M &Z =aZ+ b.Aveca = 5 eth = —2 + 2i

S Z= l(Z'—b) avec l=1+i
a a

Sx+iy =0+ D)X+ iY +2-20)
Sx+iy=X-Y+4+i(X+Y)
x=X-Y+4
y=X+Y

4) Démontrons que 1’image de la courbe (C) par f est la courbe (C’) d’équation :
X*-Y*-X +3Y-9=0

Ona:(C):xy-2x-3y-1=0
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En remplagant x et y obtenus en 3°) par leur expression dans (C), on a :

X+Y)X-Y+4)-2X-Y+4)-3(X+Y)-1=0

SX-Y-X+3Y-9=0(C)

5) En déduisons la nature de (C’) puis Construis (C’).

(C): X-Y' -X+3Y-9=0®

X-1° ¥-3)

=1

7

(C’) est donc une hyperbole de centre K G ; %) dont les sommets sont les points :

G+ VT Y wnG-Ti

2

-11+

—-12+

1 2 3 M 5 6 7 8 9

T T T T T T T T T 1\0 1\1 1\2 l\&
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2
Soit la conique (E,,) d’équation : (E,,): y* = 2x — %
a) Déterminons la nature de (E,,)
L’équation réduite (E,,) est :

_ 2 2
) =M (540)

> =m?. PosonsX =x—metY =y
m m

(x-m’+m@y + 0)’=m
x? y?

+ 1 a’ =
=—4—= avec{
m2 m b =m

2 <:>{Zi% => (a > b)

b) Déterminons le centre et les sommets de (E,,) dans (0 ; T; )

- Centre .Q('g)

-Sommets : A (m; 0); A’(-m; 0); B(0; vm); B’ (0; —/m) relativement au repére
(o'; T; J).Dans le repére (0; T; J) les sommets sont les points : A(2m; 0); A’(0,0);

B(0; vm); B'(0; —Vm)

c) Déterminons la courbe (P) constituant I’ensemble des sommets du grand axe de
(E,,) quand m varie dans I’intervalle ]0 ; 1].
Ainsi les sommets du grand axe sont B'(m ; —vm); B(m; Vm) relativement au repére

B'(m; —vm); B(m; vm)

(0; T; J). Un point M(x,y) appartient & I’ensemble décrit par B si et seulement si x = m et
y = V/m clest-a-dire y = Vx.

B décrit la branche (P;) de la courbe d’équationy =+/x. 0 < x < 1

Un point N (x, y) appartient a ’ensemble décrit par B’ si et seulement si x = m et
y = —Vm clest-a-dire y = —/x.

B’ décrit la branche (P,) de la courbe d’équation y = —/x.

B et B’ Décrivent (P;) U (P;): branches de la parabole d’équation y?> = x avec 0 < x < 1.
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d) Déterminons la courbe (C) constituant I’ensemble des foyers de Em quand un varie dans
10;1[.
Les foyers (E,,) sont les points F '(m ; —Vm — mz) etF ’(m ;Vm — mz) relativement du

repére (0, 13 ]).

Un point M (x ; y) appartient a I’ensemble décrit par F’ si et seulement si x = m et
y =+vVm—m? clest-a-direy = Vx — x?

F’ décrit la branche (C,) de la courbe d’équationy = —vVx —x?avec0 < x < 1.

F et F’ décrivent (C;) N (C,): arcs de cercle d’équation y* = x - x7 c'est-a-dire :
x*+y*-x = 0avec 0 < x < 1.
€) construction de E3 4
En remplagant m par, % on a une ellipse dont les éléments caractéristiques sont :
- Sommets:A(%; 0) ; A0 0) ; BG; g) ; B’G ;— @)
- Centre: 0’ (% ; 0)

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 13. Coniques. Page 788
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Algébre linéaire

OBJECTIFS :

Ce théme vise a :

Ce théme vise a :

* Mettre en évidence une méthode adaptée (Méthode du pivot de Gauss) pour résous un
systeme linéaire donné.

* Mettre en équation un probléme donné.

* Résous des systémes d’équations linéaires du premier degré et a la manipulation des matrices.

Commentaires

La résolution des systémes de plusieurs équations a plusieurs inconnues est développée avec la
méthode du pivot de Gauss qui est a la base de nombreux algorithmes de résolution numérique
par ordinateur de ces systémes d’équations.

La résolution des systémes de deux équations et trois équations du premier degré est
partiellement connue dans les classes antérieures. En classe de terminale, on approfondira cette
notion pratique par des systémes de plusieurs équations a plusieurs inconnues.

Volume horaire : 10 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE

* Vecteurs. * Somme de deux vecteurs :

- Associativité
* Base et dimension.

* Application linéaire.

- Elément neutre,
- Opposé
- Distributivité a gauche et a droite

» Matrices. e "
« Définir et reconnaitre une base et sa
o dimension.
* Systémes linéaires. » Somme et multiplication de deux matrices.

* Résous un systéme linéaire par la méthode
du Pivot de Gauss.

Remarques et suggestions

On peut introduire lala parabole notion de résolution d’équations non linéaires par la méthode
de Newton qui est tres utile pour la recherche des points d’intersection entre deux courbes.

2
Exemple : Recherche de I’intersection de la parabole y = 1 — x? avec la courbe y = Inx. Ce

2
. Y , . X r r .
qui nous conduit a 1’équation 1 — 5" Inx = 0 qu’aucune méthode mathématique ne peut
résous.
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1) Opération dans R" (avecn >3 et n € N)

L’ensemble R™ est ’ensemble des familles de n nombres réels.
i=(a;ay;..; a,) ou d€ R", estun vecteur.

a- Addition :

Soient d et b deux vecteurs de R® tels que :

a=(a;;ay;..;a,) et B=(b1;b2;---;bn)

G+ b=(ay; ay;; a)+(by; by b)=0(a,+by;ay+by;..;a,+b,)
Exemple :

Soientd = (1; 2;4; —1) et b=(3;0;2; 6)

G+ b=(1+3;240;4+2,-1+6)=(4;2;6; 5)

NB : cette addition :

- Est Associative : (a + b) +c=a+ ( b+ 5)
- Est Commutative: d + b = B

- Admet un opposé : —a = ( 2 ) —Qy)
- Admet un neutre : d = ( )

b- Multiplication par un réel :

La multiplication par un réel est ’application qui au couple (1 ; @), associe le vecteur Ad ou A
€ R
d=(a;; az;..; a,) ©® Ad= (Aa;; Aay;..; 1a,)

2) Base canonique de R"

Considérons les vecteurs de R™ constitués de réels tous nuls sauf un seul qui est égal a 1.
Nous désignerons par e; celui de ces vecteurs ou 1 est le n'™€ réel non nul, ¢’est-a-dire la
n'm¢ Position.

D’otiona

e/ = (1;0;0; 0;0..;0)
e;= (0;1;0; 0;0..;0)
e;=(0;0;1;0;0..;0)

e,=1(0;0;0;0;0..;1)

Théoréme :

Pour tout vecteur d@ de R™, il existe une famille (a; ; a; ; ...; a,) de nombres réels et une
seule telle que : d = aje7; aye;;...; A ey.
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Définition :

On appelle base d’un espace vectorielle E, toute suite de vecteur de E (i]’ PP I;) telle
que pour tout vecteur x de E , il existe une suite de nombres réels et une seule
(xl ;X s xp) vérifiant la relation : X = x;€;7; X2€5; ... xpe_p’.

3) Combinaison linéaire
a- Définition :

Soit (171, [ VT,) une famille de p vecteurs de E et (/11 ; Ay lp), une suite de
nombres réels.

On appelle combinaison linéaire des vecteurs U; avec i € {1;2;...p} et de coefficient 4; , tout
vecteur ¥ de la forme v = 4,07 + A,v; + -+ + 4,7,

Exemple :
On considére dans R3 les vecteurs v;(1; 3; 4) ; 1,(2;6;7) et v3(0; 4; 6).

. . s . . 1
La combinaison linéaire de (V7 ; U, ; V3) de coefficients respectifs : 3; —4; — est:
S o s 1,
v =3v; —4v, -3 Vs

=3(1;3;4)—-4(2;6; 7)—%(0; 4;6).
=(3;9;12)+(-8; —24; -28)+ (0; —2; —3).
=(3-8+0;9-24—2;12-28-3)
=(-5;-17; —=19) => v =(-5;-17; —19)

b- Famille libre :

Soit (71 ; ¥; ; ...; U,) une famille de p vecteurs d’un espace vectoriel E .

Cette famille est dite libre si la seule combinaison nulle a ces coefficients nuls ¢’est-a-dire :
2-117—1)4‘ Azﬁ+-+lp@= 0 <:>2.1 = 2.2 = Ap = 0

On dit alors que les vecteurs vy ; ¥ ; ...; ¥, sontindépendants.

Toute famille de vecteurs qui n’est pas libre est dite liée.

c- Base d’un espace vectoriel E :

Pour qu’un systéme de vecteur soit une base, il faut et il suffit qu’il soit a la soit libre et
générateur.
Si une base de E comporte p vecteurs, on dit que est de dimension p.

Exemple :
- R3 est de dimension 3.

- R* est de dimension 4.
R™ est de dimension n.
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d- Détermination d’une application linéaire par des vecteurs images d’une base :

Soit B = (&1; € .; e_p’) une base de I’espace.
Pour tout systéme de p vecteurs de (77 ; 75 ; ...; v_p’) de E, il existe une application linéaire
f:E > F Etunseuletelque: f(e]) =v; ; f(e) =7, ....... ; fle) =7,

4) Systéeme linéaires

a- Définition
On appelle systeme de n équations a p inconnues, tout systéme noté S pouvant se ramener

(a1;1X1 + al;zxz + -+ al;pxp = b1
az.1Xq + Az.2X2 + -+ Az.pXp = bZ

Sous la forme (S):

lamlxl + apaxy + o+ Appx, = b,

Dans lequel a,,,,, et b, sont des réels ou des complexes donnés.

NB :
A1 Qg e Ay : b,
as. Az e Oop | b,
L’écriture M = | ' 1 |
: |
\ . I /
Ap1 Ap;2 Anp 1 bn

Est appelé matrice compléte a n lignes et p colonnes du systéme S.

b- Résolution et opération élémentaires

- Résolution :
Pour résous un systéme de n équations a p inconnues, on utilise la méthode du PIVOT DE
GAUSS ou encore appelé méthode triangulaire.

- Opérations élémentaires

On note de hautenbas Ly ; Ly ; ... ... ... v oo L, les n équations ou lignes du systéme.
On définit sur ces lignes les opérations suivantes, dites élémentaires :
e Echange de deux lignes : L; < L;
e  Multiplication d'une ligne par unréel nonnul : L; < uL;(u € R*)
e Addition a une ligne d'un multiple d'une autre ligne : L; < L; + AL;(A € R" et i # j)

On admet ainsi le théoréme suivant :
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Théoréme :

Etant donné un systéme linéaire de p lignes Ly; Ly; ..... L,, on obtient un systéme
équivalent en effectuant une des opérations élémentaires suivantes :
° Li = Lj

o L «puLi(u €R")

La méthode du pivot de Gauss consiste a exécuter, dans un ordre bien déterminé, des
opérations élémentaires sur les lignes d'un systéme, conduisant a un systéme triangulaire
(équivalent) plus facile a résous ; cette méthode est en fait un algorithme susceptible d'étre
exécuté par un ordinateur.

Exemple 1 :
2x + 12y +17Z =53

Résous le systéme suivant : (S) {x + 5y + 7Z = 22
2x + 22y +19Z = 35

On va ramener la résolution de (S) a celle d'un systéme de (3 — 1) équations a (3 — 1)
inconnues. Pour cela on forme un systéme équivalent a (S), en éliminant une inconnue dans
deux équations du systéme.

e Echangeons les lignes 1 notée Ly, et 2 notée L,.

Codage Systéme
X+5y+7z=22
Li< L, (S)12x+12y+17z=153

3x+22y+19z =35.

e  Multiplions les deux membres de L, par — 2 et ajoutons 1'équation obtenue a L,
membre & membre, afin d'éliminer x dans la deuxiéme équation. Procédons de méme

avec L.
Codage Systéme
X+5y+7z=22
L, <« L,-2L,
($,)4 2y+3z=9
L, < L,-3L,
7y -2z =-31.

e Appliquons a nouveau le procédé au systéme de 2 équations a 2 inconnues en
¢éliminant y dans L;,

Codage Systéme
x+5y+7z=22
L 3 9
L, «—=% S +—z=—
2 2 (S5) Y > 5
Ty—2z=-31.
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x+5y+7z= 22

3 9

L3 (—L3—7L2 (S4) y+EZ: E
25 125
—_— = ——

2 2

Nous obtenons un systéme triangulaire (S,). On vérifie que :

(S4) est équivalent a (S) ;

(S4) admet une solution et une seule : (2; —3; 5)

On en déduit que (S) admet une solution et une seule (2; —3; 5).

Exemple 2 :
Résous dans R* le systéme :

2x, —2x, +4x, +6x, =4
X, — X, +7x, =-8
3x, —2x, +4x;, +8x, =2
— X, — X, +5x; —6x, =20.
) Solution
1 Etape :
On fait apparaitre 1 pour coefficient de x; dans la premiére ligne.
X, —x,+2x; +3x,=2
L |x —x +7x, =-8
L <« Ly M 2 4
2 |3x;, —2x, +4x;+8x, =2
—X, — X, +5x; —6x, =20
2°™ Etape :
On élimine x; dans les lignes 2, 3 et 4.

X, =X, +2x;,+3x, =2

Lyl =4y 0+ 0—2x, +4x, =10
23:?;3;1 0+ x, —2x;—x, =—4

o 0-2x,+7x, —3x, =22
3™ Etape :

Algébre linéaire

Le pivot de rang 2, coefficient de X, dans la deuxiéme équation, est nul, on échange L, et une

autre ligne de fagon a obtenir un pivot non nul.
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X, =X, +2x;+3x, =2
X, —2x;—x,=—4
—2x; +4x, =-10
—2x, +7xy —3x, =22.

L, <L,

Puis on élimine x, dans la ligne 4.
X, — X, +2x;+3x, =2
X, =2x;—x,=-4
—2x; +4x, =-10
3x; —5x, =14.

L, < L,+2L,

4*™ Etape :
On fait apparaitre 1 pour coefficient de x; dans la troisi¢éme ligne, puis on élimine x; dans la

ligne 4.
X, =X, +2x;+3x, =2

I (_i X, =2x;—x,=-4
R X, —2x, =5
3x; —5x, =14.

X, =X, +2x; +3x, =2
X, —2x;—x, =—4

L4<—L4—3L3 v -2y =5
3 4 =

x, =-1.

En résolvant Ly, puis L, L, et L;, on obtient x4, =-1,x3=3,x,=1 et x; =0.
Le systéme admet donc une solution unique (0; 1 ;3 ;-1)

Remarque :
Lorsqu'il est impossible d'obtenir un pivot non nul on dit que la méthode de Gauss "se bloque"

; c'est le cas dans I'exercice 2.

a) Systéme carré

En particulier, un systéme est dit carré sip = n.
Un systéme carré est dit triangulaire a diagonale unité sil'on a :
a;;j=0pouri > jeta,;=l,avecl <i <n, 1<j<n
Par exemple, la forme générale d'un systéme de 3 équations a 3 inconnues, triangulaire a
diagonale unité est :
Xq + al;zxz + a1;3x3 = b1
X + a2;3x3 = bz
X3 = b3

La résolution d'un tel systéme est trés simple et, de plus on admet :

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 10. Algébre linéaire. Page 796



Algébre linéaire

Propriété
Un systéme triangulaire a diagonale unité admet, quelque soit le second membre, une et une
seule solution.

5) Interprétation vectorielle de la méthode du pivot de Gauss

Soit S, un systéme linéaire de n équations a p inconnues tel que :
(al;lxl + a1;2x2 + -+ al;pxp = b1
az;lxl + az;zxz + -+ az;pxp = bz

(5):
Lan;lxl + 0% + -+ aypx, = by

Dans ’espace vectoriel R™ muni de la base canonique B = (&7; & ; ...; €,).
Considérons les vecteurs :

a; de coordonnées (@y,1; @z, v} Any1)

@, de coordonnées (@25 2 ...; Qp2)

a, de coordonnées (al;p N DY an;p)

Etb de coordonnées (by; by ;....; by) tel que x1a; + x,a; + -+ + x,a, =b

Résous le systeme S, revient a chercher les combinaisons linéaires des vecteurs
ar; az; ..; a, égales au vecteur b

- 1 —) az1—
Supposons 4.4 non nul et posons f; = E e, + ez

Tl
a1

On a une nouvelle base lorsqu’on remplace un vecteur de base par la combinaison linéaire
des autres.

res
B=(fi; €; € ...; &)

=z a3z —
Posons f, = az— e, + €n-
Onauneautrebase B" = (f1; fo; € ...; €,)
Si I'un des coefficients a’;; est nul, on permute deux vecteurs de base avant de poursuivre les

opérations.

La méthode de Pivot de Gauss consiste donc a rechercher en effectuant des opérations

élémentaires sur la base initiale une base dans la quelle, pour tout i € {1;2;...p}, le vecteur
.= (0 0;....a;;; . ) ait des coordonnées toutes nulles sauf la n™® qui est égale a 1.
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Exercices

. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résous dans R3 les systémes suivants :

2x + 12y +17Z =53 2x+3y+5Z2=8 x+2y=3
a){x+5y+7Z=22 ; b){x+4y+52=2 ;c){ y+2Z=3
2x + 22y +19Z =35 x+y—10Z =2 2x+5y+2Z=9
. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résous dans R* le systéme suivant :
2x+y+2Z+t=5
x+2y+Z+2t=-5
2x+y+Z+2t=0
x+y+2Z+t=2

. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résous dans R® les systémes suivants :
x+y—2Z+t—u=0
{2x—y+Z—t+u= 3
3x+2y—-Z+3t—-u=1

Ecris dans R* le systéme admettant pour solution (1 ; 1; 1; 1) et de matrice compléte

Détermine une application polyndme p de R de degré 3 telle que :
p(0)=0etqueVx € R, ona:p(x) —plx—1) =x2

. Détermine les coefficients a, b, ¢, d de la fonction.
fiR->R
x—ax®+bx*+cx+d
Sachant que f(1) = —4 ; f(—=1) = 4 ; f(2) = 1etque f admet un minimum pour 1.

Solutions

. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résolvons dans R les systémes suivants :
2x+ 12y +17Z=53 L
a) (S) {x+5y+7Z=22 L,
2x+22y+19Z2=35 L3
La matrice compléte du systéme est :
2 12 17 : 53:
M=|1 5 7 22

2 22 19 1351
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x+5y+7Z =22
Ly oL, (S {Zx +12y+17Z =53
2x + 22y +19Z =35

L2<_L2—3L1 x+5y+7Z =22
L2<_L2—3L1 (Sz)y 2y+3229
7y —2Z = =31
x+5y+7Z =22
1 3 9
L, <L, (S3) y+s5Z=3
7y —2Z = =31
X+ Sy +72=22 X +5y+7Z =22
Ly « Ly =7Ly () y+iZ=5 @ y+iz=2
25 125 2 2
——Z=—-— Z=5
2 2
En remplagant Z = 5 par sa valeur dans + ;Z = % , on obtient y = —3
De méme en remplagant Z = 5 et y = —3 par leur valeur dans x + 5y + 7Z = 22, on obtient
x =2

On en déduit que (S) admet une solution et une seule S = {(2; —3; 5)}.

2x+3y+5Z=8 L,
b) (S)jx+4y+52=2 L,
x+y—10Z=2 Ls

La matrice compléte du systéme est :

2 3 5:8:
M=(1 4 5 ,2,)
1 1 —-101 21

1 2 3 5Z =8
LZ(_LZ_ELl x+3y+

5 5
IR S ) Yt f=2
3T R33N _ly_Br- 2
2 2
2x+3y+5Z=8 2x+3y+5Z=8
5 5 5 5
Ly < Lj +§L2 (S2) 2yt =72 A VT 32=72
—127=-2 z=1
5 5
En remplacant Z =§ par sa valeur dans ; y+ %Z = —2 ,onobtient y = —1
De méme en remplacant Z = % et y = —1 par leur valeur dans 2x + 3y + 5Z =8 , on

obtient x = 5
1

On en déduit que (S) admet une solution et une seule S = {(5 ; —1; E)}
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x+2y=3 Ly
¢ (){y+22=3 L,
2x + 5y +2Z =9 1L

Posonst = Z dans L, avect € R,ona:

y = —2t + 3 puis en remplacant y = —2t + 3 par sa valeur dans Ly, ona : x = 4t — 3.
Le triplet (4t — 3; —2t + 3;t) est aussi solution du systéme tel que :

(4t—-3; —2t+3;t)= (4t; -2t ; )+ (-3;3;0) &
(4t-3; -2t+3;t)=t(4; -2; 1)+ (-3;3;0)

Ainsi I’ensemble solution est la droite affine passant par le point de coordonnée (—3; 3; 0)
et de vecteur directeur v(4; —2 ; 1)

En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résolvons dans R* les systémes suivants :

2x+y+2Z4+t=5
x+2y+Z+2t=-5
2x+y+Z+2t=0
x+y+2Z+t=2

2 121 Is! Ly
: . 1 21 2 1-51 L;
La matrice compléteestM= | 2 1 1 2, 04 L:
12 2 1, 2 Ly
Lz(—Ll_ZLZ
Ly« Ly — L
Ly« Ly — 2L,
2 1 2 1 : 5: L’y
—y= [0 -3 0 =3 15 é,z
0 1 1 2 15123
0o 2 2 11Vl
L'y <L =LY
2 1 2 1! 5! 2,1
0 0 1 -1 51 3
LMoo 2 =21 14 Sk
LN4(_ELV4
2 1 2 1 :5:
- M= 0 -3 0 -3 ,15,
0 0 1 —11 51
0 0 1 -11 71

Les deux derniéres lignes prouvent que (S) n’admet pas de solution S = @.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 10. Algébre linéaire. Page 800



Algébre linéaire
. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résolvons dans R® les systémes suivants :

x+y—2Z+t—u=0
{2x—y+Z—t+u=3
3x+2y—-Z+3t—-u=1
1 1-2 1 —1lo!
La matrice compléte est M = ( 2 -1 1 -1 1'3')
3 2 -1 3 —-11
Ly « =2L; + L,
Ly « —3L; + L
1 1 -2 1 —1101
La matrice compléte est M * = <0 -3 5 -3 3l 3|>
0 -15 0 2!1!

1 1-2 1 -1 10!
La matrice compléte est M " = <0 -1 5 0 2 |1'>

0 -35 -3 3 13
LNZ(__LIZ

1 1-2 1 =11 0
(0 1 -5 0 —21-1
0 -35 -3 3! 3!

LN3 «— 3L112 + LH3

1 1 -2 1 =11 01
(0 1 -5 0 —2I1-11

0 0 -1 -3 -3 o

L”?,(——l_L"
10 3
1 1 =2 1 —-11 0
0 1 -5 0 —2:—1:
00 1 = 3—|0

Résolvons ainsi le systéme

x+y—2Z+t—u=0
y—5Z+0t—2u=-1

3 3
7+ Et + Eu =0
Posonst=a et u=pf avec a et f desnombres réels.

Ainsi le systeme dévient :
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x+y—-2Z+a-=0
y—5Z4+0a—-2=-1
3 3
Z+Ea+ﬁﬁ—0
—~y=_3,_3
== 0% 10’8

y—S(—f—Oa—f—Oﬁ)+Oa—2,8=—1

= y=—a+3p-1

x+y—2Z+a—-F=0

=>x=-y+2Z—a+f
:>x=—(—%a+1;ﬁ—1)+2(—f—0a—13—0,8)—a+ﬁ
:>x=—11—0a—11—0,8+1

Le quintuplet (x ; y ; Z ; t ; u)estsolutionde S.

3 1 3 3
x; v,; Z; t,u)—(l—Ea—Eﬂ,—1+;a+;ﬁ,—ﬁa—ﬁﬁ, a; B)

=(1;-1;0; 0)+(—1—;—3—;—3—;1; 0)a+(—1—'1—'—3—'0; 1>B

10 2 10 10’2’ 10’
1 3 3 1 1 3
Posonsﬁ’=(——;——;——;1;0) et17=(——;—;——;0;1)
10 2 10 10’2 10

Calculons det(u ; v)

1 1
= 2\ 10 10| _ 1 3_ 1
det(u; v) = 3 1 ——5—5——E¢0
2 2

D’ou U et ¥ ne sont pas colinéaires par conséquent ils forment une base du plan.
L’ensemble des solutions du systéme proposé est le plan contenant le point A(1; —1; 0; 0; 0) et
de vecteurs de base (i ; V).

. 1) Ecrivons dans R* le systéme admettant pour solution (1 ;1; 1; 1) et de matrice compléte

11 1 1 |a
1 2 3 4 |b
1 4 9 16 |c
1 8 27 64|d
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11 1 1 |a 11 1 1 x a

1 2 3 4 |b o 1 2 3 4 yl_ b N
1 4 9 16 |c 1 4 9 16 Z c
1 8 27 64|d 1 8 27 64 t d

xt+ty+Z+t=a
x+2y+3Z+4t=5>b
x+4y+9Z+ 16t =c
x+8y+27Z+64t=d

Le quadruplet (1;1; 1; 1) estsolution de S.

vientdonc dedireque: a=4 ; b=10; ¢ =30 et d =100
x+y+Z+t=4

x+2y+3Z+4t=10

x+4y+9Z + 16t =30
x + 8y + 27Z + 64t = 100

Donc S s’écrit :

2) Déterminons une application polyndme p de R de degré 3 telle que :
p(0)=0etqueVx € R, ona:p(x) —p(x—1) = x2
Soit p(x) = ax® + bx? + cx + d ce polyndme de degré 3ot a; b; c et d sont tous des
nombres réels donnés.
p(0)=0 &d=0 (D)
p()—p0)=1®a+b+c=1 2)
pRQ)—p(1)=4=8a+4b+2c=5 3)
p(3) —p(2) =9 27a+9b+3c=14 (4)

Des relations (1) ; (2) ; (3) ; (4) , onle systétme S ’suivant :

(a==

= 3
g+b0+c—1 p=1

r: - o r: -
Y 8a+4b+2c=5 9 _12
27a + 9b + 3c = 14 U‘E
d=0

D’ou le polyndme de degré 3 cherché est p(x) = %x3 + %xz + %x

. Déterminons les coefficients a, b, ¢, d de la fonction.
fiR->R

x—ax3+bx*+cx+d

Sachantque f(1) = —4 ; f(—=1) = 4 ; f(2) = 1etque f admet un minimum pour 1.
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f)= -4 ®a+b+c+d=-4 (1)

f(-1)= -4 ®—-a+b—-c+d=4 (2)

f2)=1 ©8a+4b+2c+d=1 (3)

f Admet un minimum pour 1 < f'(1) = 0 avec f'(x) = 3ax?+ 2bx +c¢
F(O)=0 ©3a+2b+c=0 4)

Des relations (1) ; (2) ; (3) ; (4) , onle systéme S suivant :
a+b+c+d=-4

—a+b—-c+d=4

8a+4b+2c+d=1
3a+2b+c=0

Ainsi la résolution de ce systéme donne pour solution S= {1 ; 1; —=5; —1}
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