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Avant-propos

Ces annales sont un recueil des énoncés et des corrigés de certains des controles des années
précédentes.

Au chapitre on trouvera les énoncés, éventuellement quelque peu modifiés, des
épreuves. Pour la plupart d’entre elles, les documents et calculatrices personnels étaient inter-
dits mais, lors de certaines, les calculatrices du département avaient été mises a la disposition
des étudiants. Jusqu’a ’année universitaire 2004-2005, le temps imparti pour chaque épreuve
était de 2h. A partir de 2005-2006, le temps imparti pour

* les 1™ et 3¢ épreuves de I'année universitaire était de 1 h;
¢ les 2¢ et 4¢ épreuves de 'année universitaire était de 2 h.

Regroupés dans le chapitre les corrigés indiquent de maniére trés précise la ou
une des méthodes a employer et un exemple de rédaction dont il est fortement conseillé de
s’inspirer.

Ces annales constituent un excellent moyen de jauger ce qui peut vous étre demandé en
controle et de vous exercer a composer en temps limité. Vous étes donc invités a les travailler,
avant la veille de la premiére épreuve !
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Chapitre I

Enonces des epreuves

Année 1995-1996

2 avril 1996

Exercice 1 (sur 4)

1. Calculer le développement limité de
/1 +xcosx alordre 3 en 0.

2. Etudier localement au point d’abscisse
xo = 0 la courbe ¥ d’équation

V1 +xcosx—1

X

Exercice 2 (sur 3)

1. Rappeler la définition de Arccos x.

2. Rappeler l'expression de cos2a en fonc-
tion de cosa.

5\ _ 7
3. Prouver que cos(2Arccos ) = i3 et en

déduire que 2 Arccos g = Arccos 3.

Exercice 3 (sur 5)

1. Démontrer que, en 0, tanh = h + @ +
o(h3).

2. (a) Rappeler le développement limité
de In(1 +t) a l'ordre 3 en 0.

(b) Calculer le développement limité
de In(1 + tanh) — In(1 — tanh) a
l'ordre 3 en 0.

3. On rappelle que

tana +tanb

t b)= ———.
an(a +b) 1 —tanatanb

Déduire des questions précédentes le dé-
veloppement limité de In(tanx) a l'ordre
3en 7.

Exercice 4 (sur 4)

1. (a) Rappeler, avec ses hypotheses, la
formule de Taylor-Lagrange en 0 a
lordre 2.

(b) Prouver que si c > 0 alors

1
0<—— <L
(14¢)3
(c) En appliquant cette formule, établir
que pour tout x > 0

2 2 3

X X X
—— <In(1 <x——+4+—.
x—= n(l+x)<x T3

2. Pour quelles valeurs de x cette inéga-
lité permet-elle d’affirmer que x — % est
une valeur approchée de In(1+x)a 103

pres?

3. Donner une valeur approchée de In(1,1)
41073 pres.



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.1. Année 1995-1996

Exercice 5 (sur 4)

1. Etude préliminaire.

(a) Pour t >0, on pose v(t) =2t/4—t.

i. Prouver que 'ensemble de dé-
finition Z de la fonction v est
[0,4].

ii. Déterminer le maximum de v
sur 9.

i. Pourquoi v est-elle intégrable
sur 77
ii. Calculer I'intégrale de v sur 2
au moyen d’une intégration par
parties.
Définition I.1.1.
iii. Soit f une fonction intégrable sur
un intervalle [a,b]. On appelle
valeur moyenne de f sur [a,b] la
quantité y définie par

b
p=ga | fwar

Déduire de la question précé-
dente la valeur moyenne V de
vsur 9.

2. Etude concréte. Un motard réalise une
expérience de vitesse sur une piste recti-
ligne d’extrémités A et B. Sa vitesse ins-
tantanée, exprimée en km/h, est don-
née en fonction du temps par v(t) =

at/T —tou

* g est un parametre réel strictement
positif;
* test exprimé en heure;

* 0 et T sont les instants respective-
ment de départ en A et d’arrivée en
B.

Calculer v(0) et v(T) puis détermi-
ner l'instant t,; de vitesse maximale
ainsi que la vitesse maximale vy, =
v(tm)-

On désigne par x la distance par-
courue depuis A et on rappelle

qu’alors la fonction x est une primi-
tive de la fonction v. Calculer x(T)
et en déduire la vitesse moyenne V
du motard sur le parcours AB.

Prouver qu’il existe un instant au
cours de I'expérience auquel la vi-
tesse instantanée du motard égale
sa vitesse moyenne.

(d) Application numérique. Sachant que
A et B sont distants de 1 km et que
la vitesse maximale atteinte est 200
km/h, déterminer T en secondes
puis V en km/h. On donne 15/3 ~
26 et 80+/3 ~ 139.

9 mai 1996

Exercice 1 (sur 4)
Soit % la courbe représentative de la fonction
f définie par

F(x)=v/x3+2x2 4 x

1. Calculer le développement limité géné-
ralisé de f(x) a l'ordre 1 en +co.

2. (a) Déterminer les asymptotes 21 et
2~ a € respectivement en +o0 et
—00.

(b) Préciser les positions relatives
i. de ¢ et 2T au voisinage de +o0

ii. de ¥ et ™ au voisinage de —o0

Exercice 2 (sur 5)

1. Soit a un réel de | - %, 5.

(a) Rappeler la relation fondamentale
de la trigonométrie circulaire et en
déduire que

1

1+tan’a = -
COs* «

(b) Rappeler I'expression de sin2a en
fonction de sina et cosa et en dé-
duire que

sin2a = 2tanacos’ a.



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.1. Année 1995-1996

(c) Déduire de ce qui précede que

2tan

sin2¢g = ——— .
1+tan?a

2. On pose t = tan(x/2).
(a) Rappeler I'expression de la dérivée
de la fonction tan et en déduire que

dt = %(1+t2)dx.

(b) A l'aide de la question , expri-
mer sinx en fonction de ¢.

3. On pose

I_Jg dx
~ Jo 1+sinx’

(a) En utilisant le changement de va-
riable t = tan(x/2), établir que

fl 2dt

I=| ——.

o (1+ t)2

(b) Quel changement de variable per-
met d’affirmer que

(c) Calculer I.

Exercice 3 (sur 4)

1. (a) Rappeler, avec ses hypotheses, la
formule de Taylor-Lagrange en 0 a
l'ordre 2.

(b) Prouver que si ¢ > 0 alors

1

0<——x <1

(1+c¢)5/2

(c) En appliquant la formule de Taylor-
Lagrange, établir que pour tout x >
0

2 2 3

X X X X X
142 Y cTgx<142-24 8
t278 tr<itoTg e

2. Pour quelles valeurs de x cette inégalité
permet-elle d’affirmer que 1 4+ 5 — "7: est
une valeur approchée de v/1+xa 1073
pres?

3. Donner une valeur approchée de 1/1,2 a
103 pres.

Exercice 4 (sur 4)
Soit f la fonction définie sur R par

f(x) =1/In(1 + x2).

1. Pourquoi la fonction f n’est-elle déri-
vable que sur R*?

2. La fonction f admet-elle un développe-
ment limité en 0 d’ordre supérieur ou
égalal?

3. Déterminer les développements limités
de f d’ordre 3 a droite et a gauche de 0.

Exercice 5 (sur 3)

1. Calculer la dérivée de Arctan(%).

2. On pose f(x) = Arctanx + Arctan(1/x).
Déduire de la question I'expression
de f

(a) sur R**

(b) sur R™*.

19 juin 1996

Exercice 1 (sur 3)

1. Déterminer la nature de l'intégrale

J3 dx
1 Vi—1

2. (a) Déterminer un équivalent, au voisi-
nage de 1, de

X Vx—1.
4x —1

[6]



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.1. Année 1995-1996

(b) En déduire la nature de l'intégrale
f 4x —1
————dx.
1 2xy/x—1

Exercice 2 (sur 3)
Soit f la fonction définie sur R? par

(2 si(op) % (00)
feoy)= {0 Y ey =(0,0)

1. Prouver que f est partiellement déri-
vable mais discontinue au point (0, 0).

2. (a) Déterminer la différentielle df (x,y)
de f en tout point (x,y) # (0,0).

(b) Calculer I'image du couple (3,—4)
pardf(2,1).

Exercice 3 (sur 4)
On pose Q = RT* x R** et on considére la
forme différentielle w définie sur Q par

1
w(x,y) = m (ydx — xdy).

1. Prouver que la forme différentielle w
n’est pas exacte.

2. Démontrer que la forme différentielle

1

—w

Y
est exacte sur Q) et déterminer une fonc-
tion dont elle est, sur cet ensemble, la
différentielle.
Définition 1.1.2.
La fonction

(x,9) —

y

est appelée facteur intégrant de la forme dif-
férentielle w.

Exercice 4 (sur 5)
On considere I'intégrale I définie par

+0o0 At
- f _dr
2 t2N/4 412

1. Prouver que l'intégrale I est conver-
gente.

2. On pose, pour X = 2,

X4t
I(X)zJ B —
2 124+ 12

En utilisant le changement de variable
t = 2tanu pour u dans ]0,7t/2[, établir
que

5 du.

I(X) B 1 JArctan)z( cosu
4 z sin® u

3. En déduire la valeur de I.

Exercice 5 (sur 5)
On désigne par f la fonction définie sur R? par

fxp) =4/1—x%p2

1. Déterminer puis représenter graphique-
ment l'ensemble de définition & de f.

2. Déterminer l'ensemble des points cri-
tiques de f.

3. Nota. Dans cette question, on ne cher-

chera pas a étudier le signe du discrimi-
X’}’,)z - fx'éfy”2 Soit x un réel
et My(xg,0) un point critique de f. Pré-
ciser la nature de M, en étudiant, pour
(x,v) dans 2, le signe de f(x,y)—f (x0,0).
Qu’en est-il des autres points critiques

nant A' = (

de f?
4. (a) Soit (x,y) un point de Z. Calculer
df (x.y).
(b) Soit
242
(x,y) = (7; 7)

(Ax,Ay) = (2.1072,4.1072)

Af(x,y) = f(x+Ax,y+Ay) — f(x,p).

Sachant que /6 ~ 2,45, estimer
Af(x,y)alaide de df (x,p).



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.2. Année 1996-1997

Année 1996-1997

9 janvier 1997

Exercice 1 (sur 4)
Calculer

1o limy L on VX2 =3 —/x2 -1,
2. limy 500 tan® x(1 —sinx).

Exercice 2 (sur 6)
On considére la fonction f définie sur R par

f(x) =Inx —+/x.

1. Le but de cette question est de démon-
trer le résultat, admis en cours, sui-
vant : pour tout @ dans Q**,

lim ln_x = 0.

(a) Sans calculer les limites aux bornes de
Uensemble de définition, dresser le ta-
bleau des variations de la fonction
f.

(b) Sachant que In2 < 1 et en utilisant
la question précédente, établir que
pour tout x > 0, Inx < \/x.

(c) En déduire

. Inx
lim —.
x—+o0 X

(d) Soit a dans Q" *. En posant X = x%,
prouver que

2. (a) Calculer les limites de f en 0 et en
+00.

(b) Donner lallure de la courbe repré-
sentative de f.

Exercice 3 (sur 2)

1. Rappeler, avec ses hypothéses, le théo-
réme des accroissements finis.

2. On note T la température (en °C) a 'ins-
tant ¢ (en h). Quand la température di-
minue, dT/dt représente la vitesse de
refroidissement. Le record de variation
de température en 'espace de 12h a été
atteint en 1916 lorsque la température
passa de 6°C a —48°C. Prouver que la
vitesse de refroidissement a, a un mo-
ment donné, dépassé —4°Ch~! pendant
cette période.

Exercice 4 (sur 8)

1. (a) Rappeler la définition de Arcsinx.

(b) Prouver que, pour tout x dans
[-1,1], sin(Arcsinx) = x.

(c) Démontrer que, pour tout x dans
[-1,1], cos(Arcsinx) = v/1 — x2.

d) Déduire de ce qui précede que,
qui p q
pour tout x dans [—1,1],

sin(2 Arcsinx) = 2xv/1 —x2. (1.1)

2. (a) Que vautlim,_,qArcsinx?

(b) Que vaut lim,_,psinx/x? En dé-
duire, a I’aide de la relation ,

xV1 —x2

im - .
x—0 Arcsinx

Exercice 5 (Hors baréme)
En revenant a la définition de la limite, dé-
montrer que

limx*> +4 =4.

x—0

12 mars 1997

Exercice 1 (sur 7,5)

1. Calculer l'intégrale

f te?tdt.



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.2. Année 1996-1997

2. Calculer, éventuellement au moyen d’un
changement de variable, I'intégrale

JEZ dx
¢ x(Inx)®

3. A laide d’une intégration par parties,
calculer I'intégrale

1
f Arctanxdx.
0

4. (a) Soit a et O deux réels.

i. Apres avoir rappelé l'expres-
sion de cos2a en fonction de
sina, exprimer sin’a en fonc-
tion de cos2a.

ii. Rappeler l'expression de sin 26
en fonction de sin O et cos 6. En
déduire, a 'aide de la question
précédente, que

1 —cos46

sin® 0O cos? O = 3

(b) Eventuellement au moyen du chan-
gement de variable 6 = Arcsinx,
calculer

1
J x%4/1 —x2dx.
0
Exercice 2 (sur 4)

1. Apres avoir résolu l’équation sans se-
cond membre associée, résoudre 1’équa-
tion différentielle

v —3x%y = .
2. Résoudre I’équation différentielle
v’ —10y" +41y = 0.

Exercice 3 (sur 1,5)

Effectuer la division selon les puissances crois-
santes, a l'ordre 3, du polynéme 1 — 3X par le
polynéme 1 — X2.

Exercice 4 (sur 4,5)

1. Prouver que, pour tout & > 0 et tout 6
dans ]0,1][,
-1

— < 0.
(1+6h)*

—-1<

2. Rappeler, avec ses hypotheses, la for-
mule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre
2.

3. (a) Enappliquant la formule de Taylor-
Lagrange a la fonction

1
= 7
14+x

fx

déduire de la question précédente
que, pour tout & > 0,

1—h+h*—h < 11? <1—h+h.

Pour quelles valeurs de h l'inéga-
lité précédente permet-elle d’affir-
mer que 1 — h + h? est une valeur
approchée de ﬁ a41073 pres?

(c) Donner une valeur approchée de
ﬁ 4103 prés.

Exercice 5 (sur 2,5)

1. (a) Soit a4 un réel strictement posi-
tif. Rappeler I'ensemble des réels a
pour lesquels converge 'intégrale

J‘+oo dx
a x¢

(b) Soit a et b deux réels tels que a <
b. Rappeler I'ensemble des réels a
pour lesquels converge I'intégrale

2. Déterminer la nature de l'intégrale

+00 1
f +x dx.
3 4+ x3

[9]



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.2. Année 1996-1997

3. (Hors baréme) Déterminer la nature de
I'intégrale

+00 1
J 1+x dx.
0 44 x3

4 juin 1997

Exercice 1 (sur 6)

1. Rappeler, avec ses conditions d’applica-
tion, la formule donnant la dérivée de la
fonction réciproque f~! d’une fonction
numérique de variable réelle f.

2. (a) Rappeler rapidement les princi-
pales propriétés et la représenta-
tion graphique de la fonction cosi-
nus hyperbolique ch.

(b) Rappeler la définition de la fonc-
tion Argch et exprimer sa dérivée.

3. Calculer les intégrales

(a)
J t(jt— 1

J’4 dx
1 V9x2—4

Exercice 2 (sur 5)

1. Apres avoir résolu l'équation sans se-
cond membre associée, résoudre 1’équa-
tion différentielle

(1+x%)y" —xp = 2x. (E;)

2. Apres avoir expliqué pourquoi l'équa-
tion sans second membre

V' 42y +y=0 (E3)
admet comme solution générale
y=€_x (C1X+C0), CO,C1 eR,

résoudre I’équation différentielle
v +2y +y=7x>+28x+15 (Ep)

en en cherchant une solution particu-
liére sous la forme y = ax? + fx + y.

Exercice 3 (sur 2,5)

1. Soit k un entier naturel non nul. A l'aide
d’une intégration par parties, prouver
que

f(lnt)"dt = t(lnt)k—kf(lnt)"*1 dt.
2. Calculer
2
f (Int)°dt.
1
Exercice 4 (sur 3,5)

1. Prouver que si ¢ > 0 alors

1

0<— < 1.
(1+c)7/?

2. Rappeler, avec ses hypotheses, la for-
mule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre
2.

3. (a) Enappliquant la formule de Taylor-
Lagrange a la fonction

1
VI+h

déduire de la question précédente
que, pour tout & > 0,

fih—

543 1
< < .
1+h 2 8

(b) Pour quelles valeurs de h cette in-
égalité permet-elle d’affirmer que
1— % + %hz est une valeur approchée

1
de 753

a1073 prés?



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.3. Année 1997-1998

(c) Prouver que 1 —0,1/2 +3(0,1)?/8
est une valeur approchée de \/1171 a

103 pres.

Exercice 5 (sur 3)

1. Déterminer le développement limité en
0 a lordre 4 de la fonction ¢t +—
sintcost.

2. Déterminer le développement limité en
0 a l'ordre 2 de la fonction

el —1
In(1+1)"

t—

3. (Hors baréme) On note ¢ la courbe re-
présentant la fonction f définie sur R™*

par f(x) =Inx.

(a) Prouver que le développement li-
mité a l'ordre 2 en xy = e de f est

f@@::1+%(x—ey—£;(x—@2+o(cx—ef).

(b) Déduire de la question précédente
I’équation de la tangente 7 a € au
point d’abscisse xy = e ainsi que la
position relative de € et 7.

Année 1997-1998

24 novembre 1997

Exercice 1 (sur 5)

1. Calculer
. x—4
lim ———
x—dx2—x—12

et

lim In(x+1)—Inx.

x—+00

2. Etudier la continuité, par prolongement
éventuel, de la fonction f définie par

_WVx+1-2

fo =Y

3. Développer (a—b) (a?+ab+b?) et en dé-

duire
1 _ 3
lim \/;C
x—1 1 —x

Exercice 2 (sur 2)
Calculer, par exemple en utilisant les équiva-
lents,

(e¥ —1)tan+/x
\xsin3

limx—>0

et

. Inx
lim e a—
x—1sin(x—1)

Exercice 3 (sur 1,5)

On rappelle que le nombre complexe j est dé-
fini par j = —% + i‘/Tg ol i? = —1. Déterminer
le module et un argument puis placer dans le
plan complexe I'image

1. dej,
2. de j2.

Exercice 4 (sur 1,5)
Soit y un réel de | — 5, 7.

1. Rappeler la relation fondamentale de la
trigonométrie circulaire et en déduire
que

1

1+tan’y = .
y cos?y

2. Rappeler I'expression de sin2y en fonc-
tion de siny et cosy puis en déduire que

sin2y = 2tanyp cos’ y.

3. Déduire de ce qui précede que

2tany

SIN2Y = an?y

(1.2)
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Exercice 5 (sur 10)
Soit f la fonction définie sur R par

2x
+x2 )

On notera @f I’ensemble de définition et ‘Kf la
courbe représentative de f.

F(x) = Arcsin <1

1. Le but de cette question est de détermi-
ner %¢. On pourra s’aider des questions
suivantes.

(a) i. Prouver que, pour tout x réel,

2x
— _<1.
1+ x2

ii. Prouver que, pour tout x réel,

2x
1+x2°

(b) Rappeler 'ensemble de définition
de la fonction Arcsin et déduire %y
des questions précédentes.

2. (a) Tracer, rapidement, l'allure de la
courbe représentative de la fonction
Arcsin.

(b) Rappeler la parité de la fonction
Arcsin puis étudier celle de f.

3. Calculer f(1) et lim | o f.

4. (a) 1i. Résoudre rapidement, a l’aide

des calculs effectués a la ques-
tion (L(a)i), I’équation
2x
1+x2
ii. Rappeler I'ensemble sur lequel
la fonction Arcsin est dérivable

et en déduire le sous-ensemble
de RT sur lequel f est déri-

vable.
(b) On pose
2x
k) =1

Calculer u/(x).

(c) Prouver que

Fx) = {%

2
1+x?

si0<x<1,

six>1.

5. Dans toute cette question, on pose y =
Arctanx.
(a) Rappeler la définition de .
(b) Prouver que
i.si0<x<lalors0<2y<7,
ii. six>1lalors0<m—2y<73.
(c) Exprimer x en fonction de y puis, a
l'aide de I’égalité ([.2), f (x) en fonc-
tion de p.
(d) (Hors baréeme)

i. Déduire, a l’'aide de la défini-
tion de la fonction Arcsin et des
questions et (5(b)i), que

f(x) =2 Arctanx
(L.3)

ii. Déduire, a 'aide de la défini-
tion de la fonction Arcsin et des

questions et (5(b)ii)), en uti-
lisant la relation liant sin(7 —
2y) et sin2y, que

si0<x<1alors

six>1alors f(x)=m—2Arctanx.

(1.4)

6. A l'aide des égalités et, tracer

lallure de %f.

16 février 1998

Exercice 1 (sur 4,5)

1. Alaide d’intégrations par parties, déter-

miner
1/2 x Arcsinx
e Pd et J —dx
J 0 P 0 V1—x2
2. Au moyen de changements de variables,
calculer

f3 dx ot fez dx
0 X249 e x(Inx)*
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Exercice 2 (sur 2,5)

Aprés avoir résolu l’équation sans second
membre associée, résoudre par exemple a
l'aide de la méthode de la variation de la
constante I’équation différentielle

Y 432y = ¥ (L5)

Exercice 3 (sur 2,5)
Apres avoir résolu l’équation sans second
membre

v 4y’ +13y=0 (1.6)
résoudre I’équation différentielle
y" — 4y’ +13yp =26x* +10x+9.  (L7)
Exercice 4 (sur 7)
1. On rappelle que, pour tout x réel,
XX X _ ,—X
chx=2"°" 26 et shx=2"2— 26

Rappeler la relation fondamentale de la
trigonométrie hyperbolique puis, rapide-
ment, les principales propriétés, les déri-
vées premiere et seconde et la représen-
tation graphique des fonctions ch et sh.

2. Soit a un réel, n un entier naturel non nul
et f une fonction numérique de variable
réelle. Rappeler, avec ses hypothéses, la
formule de Taylor-Lagrange pour f en a
a l'ordre n.

3. (a) Sachant que sh% < 1, prouver que
pour tout x tel que 0 < x < % et
pour tout 0 dans ]0,1[, 0 < shfOx <
1.

(b) En appliquant la formule de Taylor-
Lagrange a la fonction ch en 0 a
l'ordre 5 et en utilisant la question
précédente, prouver que pour tout
x dans [0, 3],

occhro (145 +5)< 2
Sex 2 "24) S 120

(c) On pose

1072 10~
2 24

a=1+

et
a=1,00500417.

i. Prouver que a est une valeur
approchée de ch 11—0 a 9.1078
pres et préciser s’il s’agit d’une
valeur approchée par exces ou
par défaut.

ii. En quoi l'inégalité |a@ —a| <
107% permet-elle d’affirmer
que a est une valeur approchée
de ch% a1077 prés?

Exercice 5 (sur 3,5)

1. Rappeler I'ensemble de définition de la
fonction Argch. Rappeler a quoi équi-
vaut y = Argchx.

2. On rappelle le résultat suivant.

Proposition 1.

Soit f une fonction bijective d’'un sous-
ensemble A de R sur un sous-ensemble B
de R. Soit x un élément de B tel que f soit
dérivable et de dérivée non nulle en f ! (x).
Alors f 1 est dérivable en x et

(F) @ !

:ﬂ°;“”:ﬁp*uﬂ

(a) Rappeler la dérivée de la fonction
Argch (on pourra le cas échéant la
retrouver a l’aide de la relation fon-
damentale de la trigonométrie hy-
perbolique et de la propostion pré-
cédente).

En déduire les intégrales
dt
Viz -1

et

J‘l dx
1 V9x2—4

(on pourra poser t = 3).
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3. Le but de cette question est de prouver
que

Vx>1,

Argchx =1In (x+ VaxZ— 1).

(a) Vérifier que la relation précédente
est vraie pour x = 1.

(b) Dans toute la suite, on suppose x >
1. Prouver que

y = Argchx
x>1

si et seulement si

(e¥)? —2xe? +1=0
vy > 0.

(¢) i. On considere x > 1. Prouver
que I'ensemble des solutions de
I’équation X2 -2xX+1=0,
d’inconnue X, est I’ensemble

{x+\/x2—1,x—\/x2—1}.

ii. (Hors baréme) Prouver que
l'ensemble des solutions de
I'inéquation

{x —Vx2—-1>1

x>1

est 'ensemble vide. En déduire
que si x > 1 ety > 0 alors I'éga-

lité ¥ = x —+/x2 — 1 n’a jamais
lieu et conclure.

11 juin 1998

Exercice 1 (sur 4,5)

2
1. Comparer, pour u = 1, e7* et e7*. En
déduire la nature des intégrales

o too
f e " du et f e " du.
1 0

2. Dans cette question, a désigne un para-
meétre strictement positif.

(a) Prouver que

X X
J x2e % dx = L (—X e X 4 f e dx) )
0 2a 0

(b) Au moyen d’un changement de va-
riable, en déduire que

X
1
J e dx = — (—X e
0 Zﬂ

et préciser la nature de 'intégrale

+00 R
J x2e ™ dx
0

l X+/a

" a ko
(1.8)

puis son expression en fonction de
o0 _qy2?
S(J)r e " du.

3. Les molécules de gaz enfermées dans un
récipient a la température T (en degrés
Kelvin) sont animées d’une vitesse de
v cm/s. Cet état d’équilibre est caracté-
risé par la fonction de distribution de
vitesse de Maxwell-Boltzmann F définie

par
F(v) = cv2e aT?’

ou m est la masse d’'une molécule, et c et
k des constantes positives. La constante ¢
doit étre telle que

+00
f F(v)dv = 1.
0

Grace a l'égalité et sachant que
(P e du = ‘/TE, déterminer l'expres-

sion de ¢ en fonction de k, T et m pour
qu’il en soit ainsi.

Exercice 2 (sur 2,5)

1. Soit f la fonction définie de R? dans R
par

0 sinon.

f(xy):{#yﬁ si (%) #(0,0)
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(a) La fonction f est-elle continue en
(0,0)?

(b) Prouver que f est partiellement dé-
rivable en (0,0).

2. Prouver la discontinuité en (0,0) de la
fonction f définie sur R? par

f(x,y)z{% si (x,v) #(0,0)

0 sinon.

Exercice 3 (sur 2,5)
Déterminer les extrema de la fonction f défi-
nie sur R? par

_13 32,15
f(x,y)—3x +2x +2y 4y.

Exercice 4 (sur 7)
Soit f la fonction définie sur R par

flx)=+/x3—3x+2

et ¢ sa courbe représentative.

1. En en déterminant une racine évidente,
factoriser le polynome P = X3 — 3X + 2.

2. Etudier la fonction f en précisant no-
tamment

(a) ses ensembles de définition, conti-
nuité et dérivation,

(b) ses limites aux bornes de son en-
semble de définition,

(c) sa dérivée et ses variations résu-
mées dans un tableau de variation.

3. Btudier localement ¢ au voisinage du
point d’abscisse xy = 0.

4. EBtudier les branches infinies de Cﬁf.
5. Esquisser ¢F.
Exercice 5 (sur 3,5)

1. (a) Calculer les développements limi-
tés en 0 a 'ordre 5 de tan et sh.

(b) Rappeler la dérivée de Arcsin et en
déduire son développement limité
en 0 a l'ordre 5.

2. Alaide des questions précédentes, prou-
ver que pour x > 0 voisin de 0,

shx < Arcsinx < tanx.

Qu’en est-il pour x < 0 voisin de 0?

Année 1998-1999

16 novembre 1998

Exercice 1 (sur 3)

Au fur et a mesure qu’une navette spatiale
prend de l'altitude, le poids de I’astronaute di-
minue jusqu’a atteindre un état d’apesanteur.
Le poids P(z) (en kg) d’un astronaute, pesant
Py a la surface de la terre, est a 'altitude z (en
km) donné par

( >2
Py
R+2z

ou R = 6400km.

P(z) =

1. Soit p un réel strictement positif. Prou-
ver que la solution de I’équation P(z) = p
est

2. A quelle altitude l’astronaute ne pésera-
t-il plus que le quart de son poids initial ?

3. A quelle altitude lastronaute, pesant
63 kg a la surface de la terre, ne pésera-t-
il plus que 7 kg?

4. A quelle altitude I'astronaute sera-t-il en
état d’apesanteur complet? Que penser
du résultat?

Exercice 2 (sur 5)

1. Donner les équivalents en 0 de

e'—1, In(1+4t), 1—cost, sint, tant.

2. Calculer
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(a) Exercice 5 (sur 6)
On cherche a résoudre numériquement 1’équa-
. sin 84 x tion
lim =0 705 ¢
sin * e X =x. (L.9)
(b) On donne
1
(e’ —1)sin/u [e7i-06[<107,

W 7+ ) (tan )2 In(1 + 3v/a)

eX—e

im .
x—1 Inx

Exercice 3 (sur 3)
Les fonctions f ci-dessous peuvent-elles étre
prolongées par continuité en xg ?

1. szoet
f.x'_)x2+\/x2.
' x?— x|’
2. xg=2et
fix 3—+/2x+5
. > )
x—2
3. xg=3m/2et

f:x+— (1 +sinx) tan’x.

Exercice 4 (sur 3)
Soit f la fonction définie sur R par

1. Déterminer I’ensemble de définition _@f

de f.

2. Prouver que f est continue ou peut étre
prolongée par continuité sur I’ensemble

T 27
R—<{— —, /AR
{12+k3 ke }

’e*% —0,47'< 102

ol

|e* — 0,54' <1072,

1. Etudier sur R, sans la représenter gra-
phiquement, la fonction f définie par

flx)=x—e""

On expliquera en particulier pourquoi f est
une fonction strictement croissante sur R.

2. Prouver que l’équation ([.9) admet une
solution unique a sur R, située dans I'in-
tervalle ]0,1].

3. Déterminer une valeur approchée frac-
tionnaire a 10! prés de a et prouver que
0,56 est une valeur approchée a 10!
pres de a.

26 février 1999

Exercice 1 (sur 6,5)

1. Alaide d’intégrations par parties, déter-
miner

TT
f(lns)zds et J tcos3tdt.
0

2. Au moyen d’un changement de variable,
calculer

f* dx J dt

S — et —_—
0 9+x2 t2 42t 4+1
Exercice 2 (sur 2)

1. Rappeler ce que signifie y = Arccosx.

2. Rappeler l'expression de cos2a en fonc-
tion de cosa.
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3. Prouver que cos (2ArccosZ) = 1 et in-
8 32

diquer précisément l'argument permet-
tant d’en déduire que

2 Arccos Z = Arccos z
32

Exercice 3 (sur 2,5)

1. Soit a et h deux réels, n un entier et f une
fonction. Rappeler, avec ses hypotheéses,
la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre n
pour f au point a.

2. Déterminer la formule de Taylor-
Lagrange en 0 a l'ordre 3 pour la fonction

fix—>A1+x

Exercice 4 (sur 2,5)
Apres avoir résolu l’équation sans second
membre associée, résoudre ’équation différen-
tielle

v —2xy =x.

Exercice 5 (sur 6,5)

1. (a) Calculer la solution générale de
I’équation différentielle

v +2y" +10y =0 (1.10)
et en déterminer la limite en +oo.

(b) Préciser la solution de
tion ([.10) vérifiant

I’équa-

y(0) =0

y'(0) =1
2. En utilisant éventuellement le théoréme
de la feuille annexe, déterminer une
solution particuliére puis, a l'aide de

la question , la solution générale de
I’équation différentielle

v" + 29" +10y = 37 cos 3x.

3. (a) Soit ¢ un réel de | — 5, Z[. Prou-
ver que 1 +tan”¢ = 1/cos? @ et ex-
primer 1 + cotan’? ¢ en fonction de
sin @.

(b) Soit A; et A, deux réels strictement
positifs. On pose

A=1/A2+ 23

Ay
= Arctan —=.
¢ = Arctan 1,

(I.11)

i. Rappeler ce que signifie I’éga-
lité (L.11).

ii. (Hors baréme) En factorisant
par )\% (resp. par /\%) dans A, en
déduire que

%8|

— =cosQ

A
1 2= sing).

(resp.
On pose, pour X réel,
y=A;cos X + AysinX.

Prouver a l'aide de la question
précédente que

y =Acos(X — ¢).

Remarque I.4.1

On admettra dans la suite que
cette derniere expression est
valable pour tous A et A, réels.

En déduire que la solution gé-

nérale de I’équation ([.10) peut

s’écrire

y=Ae “cos(3x—¢p), AeRT, ¢ e]—%,

(ST

I

11 juin 1999

Exercice 1 (sur 8,5)

1. On rappelle que, pour tout x réel,

ef4e % ef—e ¥

chx = > et shx = >
Rappeler la relation fondamentale de la
trigonométrie hyperbolique puis, rapide-
ment, les principales propriétés, les déri-
vées premiére et seconde et la représen-
tation graphique des fonctions ch et sh.
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2. Prouver que la fonction sh est une bijec-
tion de R sur R.

3. Rappeler le théoréme donnant la dérivée
de la bijection réciproque f~! d’une bi-
jection f et, a l'aide de la relation fon-
damentale de la trigonométrie hyperbo-
lique, en déduire que, pour tout x réel,

1

Argshx) = ——.
(Argshx) T

4. Rappeler, pour a dans R, le développe-
ment limité a l'ordre 2 en 0 de
(14+u)”

et déterminer le développement limité a
l'ordre 4 en 0 de

1
V1422
En déduire que celui de Argshx a l'ordre
5en 0est
3 5
x> 3x
Argshx =x——+— %), (L12
rgshx =x 6+40+0(x)( )

5. A l'aide du le développement limité a
l'ordre 3 en 0 de Argshx, étudier loca-
lement au point d’abscisse 0 la fonction
Argsh.

6. A laide de ’égalité (.12), déterminer un
équivalent en 0 de la fonction Argsh et
donner la nature de I'intégrale

4 Argsh
f rgs3 X dx.
0 x

Exercice 2 (sur 3)
Soit f la fonction définie de R? dans R par

f(x,y)={§ si x+p#0

0 sinon.

1. Représenter graphiquement l’ensemble
{(x,y) eR%x+y=0}.

2. Calculer f(0,0) et, pour tout x # 0,
f(2x,x). La fonction f est-elle continue
en (0,0)?

3. Enrevenant a la définition, étudier la dé-
rivabilité partielle de f en (0,0) par rap-
port a x et par rapport a p.

4. Pour tout (x,y) de R? tel que x +7y # 0,
calculer f{(x,p) et f)(x,p).

Exercice 3 (sur 3)

1. (a) Rappeler, avec ses hypotheses, la
formule de Taylor-Lagrange en 0 a
l'ordre 2.

(b) Prouver quesix >0et0 <60 <1
alors

1

0<———< 1.
(14 6x)3/2

(c) En appliquant la formule de Taylor-
Lagrange, établir que pour tout x >

0,
2 2 3
X X X X X
1+——— <1 1+=———+—.
+2 8< +x < +2 8+16

2. Donner une valeur approchée de /1,2 a
1073 preés.

Exercice 4 (sur 3)

1. En en donnant la valeur exacte, prouver
la convergence de l'intégrale

J‘-‘rOO dx

0 1+x2

2. Déterminer la nature de l'intégrale I dé-
finie par

+0o0
I=J Vx dx
0 1+ x2

et, en justifiant le calcul, déterminer en
fonction de I 'expression de

+00 X
f a dx.
—oo 1+x2
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Exercice 5 (sur 2,5)
Etudier les branches infinies de la fonction f
définie sur R par

(x—1)°
(x+1)%

flx) =

Année 1999-2000

2 décembre 1999

Exercice 1 (sur 3,5)

1. Pour 6 =0, %, %, 5, 5, rappeler les va-

leurs de cos O et sin 0.

2. On considére les nombres complexes

V3o

. 1 .3
21:]:_54‘17,22—
V3 +i.

(a) Déterminer (par le calcul ou géo-
métriquement) les modules et argu-
ments de z1, 25, 23.

l—ietz3=

(b) Déterminer la forme exponentielle
de z;, 25, z3.

(c) Déterminer les modules et argu-

ments de z; 2, %' z‘ll.

Exercice 2 (sur 3,5)
Pour chaque fonction f et chaque réel x( indi-
qués, calculer lim ,_,, f(x).

1. xg=0etxyp =+wet

1 1
f(x)—;—;:
2. x0=4et
x—4
f(x)_xz—x—lf
3. xg=3et
Vx+1-2
flx) = Y
4. xg=0et
f(x) =xlnx;

5. xg =+wet
f(xX)=vVx+2—-+vx+1;

6. xg =+ et

f(x)=In(x+1) —Inx.

Exercice 3 (sur 3)

1. Rappeler les équivalents en 0 de

e!—1, In(14t), 1—cost, sint, tant.
2. Calculer
(a)
li 1 —cosx
im0
(b)
In(1 + 2x)
x—0 tan3x

3. En posant éventuellement x = 2 + h, cal-
culer

eX — e?

lim ———.
paad) sin(x —2)

Exercice 4 (sur 4)
Soit la fonction f définie sur R par

xsinx
X)= ———.
fx) 1 —cosx
1. Déterminer et représenter graphique-
ment 'ensemble de définition 7y de f.

2. Btudier la parité de f.

3. Prouver que la fonction f peut étre pro-
longée par continuité en 0.

4. (a) Soit A un réel et ¢ la fonction
constante égale a A sur R. En re-
venant a la définition, prouver que,
pour tout x réel, ¢’(x) = 0.
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(b) Soit A un réel et u et v de deux fonc-
tions dérivables. Rappeler les déri-
vées de u +v, Au, uv et .

(c) (Hors baréme) Prouver que, pour
tout x de Qf,

Filx) = sinx —x

1 —cosx’

Exercice 5 (sur 6)

1. Le but de cette question est de prouver
que

1 3
2 Arctan 3= Arctan —. (L.13)

4

(a) Rappeler la définition de y =
Arctanx. Adapter cette définition
au cas de I'égalité (I.13).

(b)

i. Rappeler 'expression de tan2a
en fonction de tana et en dé-
duire une expression simplifiée
de tan(2 Arctan 1).

ii. Rappeler le sens de variation de
la fonction Arctan et en déduire
un encadrement de 2 Arctan %

(c) Conclure.

2. Prouver l'égalité

3
2 Arctan3 = w — Arctan 1

dont on notera qu’elle équivaut a

3
7w — 2Arctan 3 = Arctan 1

3. (Hors baréme) Plus généralement, prou-

ver que
Arctan —2%, si0<x<1
2 Arctanx = 1= )
7+ Arctan ;=5 six > 1

1¢" mars 2000

Exercice 1 (sur 8)

1. Etude préliminaire.

(a) Pourt >0, on pose v(t) =2t/4 —t.

i. Prouver que l'ensemble de dé-
finition ¢ de la fonction v est
[0,4].

ii. Déterminer le maximum de v

sur 2.

i. Pourquoi v est-elle intégrable
sur 27?

ii. Calculer I'intégrale de v sur
au moyen d’une intégration par
parties.

Définition 1.5.1.

iii. Soit f une fonction intégrable sur
un intervalle [a,b]. On appelle
valeur moyenne de f sur [a,b] la
quantité y définie par

b
yzbiaLf(t)dt.

Déduire de la question précé-
dente la valeur moyenne V de
v sur 9.

2. Etude concréte. Un motard réalise une
expérience de vitesse sur une piste recti-
ligne d’extrémités A et B. Sa vitesse ins-
tantanée, exprimée en km/h, est don-
née en fonction du temps par v(t) =

at/T —t ou

* g est un parametre réel strictement
positif
* test exprimé en heure

* 0 et T sont les instants respective-
ment de départ en A et d’arrivée en
B.

(a) Calculer v(0) et v(T) puis détermi-
ner 'instant ¢, de vitesse maximale
ainsi que la vitesse maximale vy; =

’V(tM).
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(b) On désigne par x la distance par-
courue depuis A et on rappelle
qu’alors la fonction x est une primi-
tive de la fonction v. Calculer x(T)
et en déduire la vitesse moyenne V
du motard sur le parcours AB.

(c) Prouver qu’il existe un instant au
cours de l'expérience auquel la vi-
tesse instantanée du motard égale
sa vitesse moyenne.

(d) Application numeérique. Sachant que
A et B sont distants de 1 km et que
la vitesse maximale atteinte est 200
km/h, déterminer T en secondes
puis V en km/h. On donne 15+/3 ~
26 et 804/3 ~ 139.

Exercice 2 (sur 3)

1. Apres avoir résolu l'équation sans se-
cond membre associée, résoudre 1’équa-
tion différentielle

v’ + (cosx)y = 2cosx.

2. Résoudre I’équation différentielle
v +8y +259 =0

et en chercher la solution y, vérifiant
y0(0) = 1 et y)(0) = 10.

Exercice 3 (sur 4)

1. (a) Rappeler, avec ses hypotheses, la
formule de Taylor-Lagrange en 0 a
l'ordre 3.
(b) Prouver quesih >0et0 <60 <1
alors 0 < (1+0h) 3 <1.

(c) En appliquant la formule de Taylor-
Lagrange, établir pour tout h > 0
I'inégalité

h? h?
h—7 <11’1(1+h) < h—?-i‘?

2. Pour quelles valeurs de h > 0 cette inéga-
lité permet-elle d’affirmer que h — h—; est

une valeur approchée de In(1+h)a 103
pres?

3. Donner une valeur approchée de In(1,1)
41073 pres.

Exercice 4 (sur 2)
Calculer, éventuellement au moyen d’un chan-
gement de variable, les intégrales suivantes.

1 t e
[o |
0o er+1 e

Exercice 5 (sur 3)
On rappelle que, pour tout x dans | —1,1], la
fonction Argth satisfait

2

dx

x(lnx)3'

1. 1
Argthx = - 1n +x.
2 1—x

1. Soit x dans ] — 1, 1[. Expliciter (Argthx)’.

2. A l'aide d’une intégration par parties et
d’un éventuel changement de variable,
calculer

1/2
f Argth x dx.
0

13 juin 2000

Exercice 1 (sur 5)

1. Démontrer que, en 0, tanh = h + % +
o(h3).

2. (a) Rappeler le développement limité
de In(1 +¢) a l'ordre 3 en 0.

(b) Calculer le développement limité
de In(1 + tanh) — In(1 — tanh) a
l'ordre 3 en 0.

3. On rappelle que

tan(a+b) = tana +tanb

~ 1—tanatanb’
Déduire des questions précédentes le dé-
veloppement limité de In(tanx) a 'ordre
3en .
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Exercice 2 (sur 3,5)
On définit la fonction f sur R par

flx) =1/x2 el -1

et on note Z et € les ensemble de définition et
courbe représentative de f.

1. (a) Rappeler le sens de variation de
la fonction exponentielle et en dé-
duire une minoration, pour tout x #
0, de el/ "2.

Prouver que Z = R*.

En procédant éventuellement au
changement de variable h = 1/x,
prouver que f admet pour dévelop-
pement limité généralisé au voisi-
nage de 400 :

f(x)=x+i+o<é>.

2x3

(b)

Déterminer le développement li-
mité généralisé a 'ordre 3 de f au
voisinage de —oo.

(c) Etudier les branches infinies de %.

Exercice 3 (sur 4,5)

1. (a) Prouver la convergence de l'inté-

grale
+0
J e *ds.
0
(b) 1i. Pour s > 1, comparer e et
e s,

ii. En déduire la nature des inté-

grales

+o +oo
J e ds puis J e ds.
1 0

2. Déterminer la nature de 'intégrale

f In(1+1) d4r

0 t3

Exercice 4 (sur 1,5)
Soit f la fonction définie sur R? par

2x2y

f(x,y) = {x4+y2 si (x:y) #* (O, 0)

0 sinon.

1. Déterminer ’ensemble de définition de

f.

2. Etudier la continuité de f en (0,0) puis
en déterminer I’ensemble de continuité.

Exercice 5 (sur 5,5)
On désigne par f la fonction définie sur R? par

flxy) =4/1—x2p%

1. Déterminer puis représenter graphique-
ment 'ensemble de définition Z de f.

2. Déterminer l’ensemble des points cri-
tiques de f.

3. Nota. Dans cette question, on ne cherchera
pas a étudier le signe du discriminant

2
N = (fy) = Fafh

Soit xy un réel et My(xg,0) un point cri-
tique de f. Préciser la nature de M; en
étudiant, pour (x,y) dans 2, le signe de
f(x,v) — f(x0,0). Qu'en est-il des autres
points critiques de f ?

4. (a) Soit (x,y) un point de Z. Calculer
df (% 9)-

(b) Soit (x,y) = (Y2, *2) et (Ax,Ay) =
(2.1072,4.1072). On pose

Af(x,y) = f(x+Ax,y+Ay)—f (x,7).

Sachant que /6 ~ 2,45, estimer
Af(x,y) alaide de df (x, ).
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Année 2000-2001

19 décembre 2000

Exercice 1 (sur 3,5)

1. (a) Calculer

.ox—=2
lim .
x—2x3—8
(b) Calculer
. ANx+3-3
lim ————.
x—6 x—6
(c) Calculer
lim 4/In(x+1)—+Inx.

X—+00

2. Prouver la continuité en 0 de la fonction
f définie par

six#0
0 six=0.

!
xsin —
x

fixr—

Exercice 2 (sur 4,75)
Résoudre dans R, puis dans | — 7, 7t], les équa-
tions suivantes.

2. sin2x = sinx,

3. tan3x = tan(x + ).

Exercice 3 (sur 2,75)

1. Rappeler les équivalents en 0 de e* — 1,
In(1 +x), 1 —cosx, sinx, tanx.

2. A l'aide des équivalents, calculer les li-

mites
(a) en 0 de
/X sin/x
x(2+x)

(b) en 0de

tan?(y/7x)

1—cosx ’
(c) en2de

In(x—1)
sin(x —2)’

Exercice 4 (sur 5,25)

1. (a) Rappeler la définition de y =
Arccosx.

(b) A l'aide de cette définition, prouver

3 _ 1
que 2 Arccos 7 = Arccos g.

2. Soit f la fonction définie sur R par
f(x) = Arccos(2x* —1).

(a) Déterminer l’ensemble de défini-
tion 7 de f.

(b) Déterminer I’ensemble de dérivabi-
lité 2’ de f.
(c) Calculer, sur 2', la dérivée de

f et en déduire qu’il existe des
constantes K, et K_ telles que

i.si0<x<1,f(x)=2Arccosx+
Ky

ii.si -1 < x < 0, f(x) =
—2 Arccosx + K_

(d) Déterminer les constantes K et K_
ci-dessus.

(e) Ce qui a été obtenu a la question
n°[2dest-il valable pour x = —1, x =
Oetx=17?

(f) Retrouver le résultat de la question

n°[1bl

Exercice 5 (sur 3,75)
On cherche a résoudre numériquement 1’équa-
tion

et =x. (I.14)
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1. Etudier sur R, sans la représenter graphi-
quement, la fonction f définie par

fx)=x—e"

On expliquera en particulier pourquoi f est
une fonction strictement croissante sur R.

2. Prouver que l’équation ([.14) admet une
solution unique a sur R.

3. Prouver que a appartient a l'intervalle
10,11

4. Déterminer une valeur approchée frac-
tionnaire a 10~2 prés de a et prouver que
0,57 est une valeur approchée a 1072
prés de a.

4 mai 2001

Exercice 1 (sur 4,5)

1. Alaide d’intégrations par parties, déter-
miner

71/4 P2
—Pd t do
f pe nqp ¢ LTM cos?0

2. Calculer, au moyen éventuel de change-
ments de variables,

JS dx ot Jl dx
0 x2+9 0 4x2+4x+1°

3. (Hors baréme) Soit a un réel et f une
fonction intégrable sur [—a,a]. On pose

a
I = S_af(s)ds.
(a) Prouver que, si f est paire, I =
202 f(s)ds.
(b) Prouver que, si f est impaire, |
—I. Qu’en conclue-t-on?

Exercice 2 (sur 1,5)

Sur R**, aprés avoir résolu I’équation sans se-
cond membre associée, résoudre par exemple
a l'aide de la méthode de la variation de la
constante, ’équation différentielle

'+l =X
vyt oy=x

Exercice 3 (sur 2)
On considére un réel ¢ et I’équation différen-
tielle

v +2y +cy=0 (1.15)

1. On pose ¢ = —3. Réécrire et résoudre
dans ce cas I’équation (I.15).

2. On pose ¢ = 1. Réécrire et résoudre dans

ce cas ’équation (L.15).

3. On pose ¢ = 10. Réécrire et résoudre
dans ce cas I’équation (I.15).

Exercice 4 (sur 3,5)

1. On rappelle que, pour tout x réel,

e +e ™
chx =
2
eX—e™*
shx =
2

Rappeler la relation fondamentale de la
trigonométrie hyperbolique puis, rapide-
ment, les principales propriétés, les déri-
vées premiere et seconde et la représen-
tation graphique des fonctions ch et sh.

2. Soit xg un réel, h un réel non nul, n un
entier naturel non nul et f une fonc-
tion numérique de variable réelle. Rap-
peler, avec ses hypotheses, la formule de
Taylor-Lagrange pour f sur [xg,xo + k] a
l'ordre n.

3. Appliquer la formule de Taylor-
Lagrange a la fonction sh en 0 a l'ordre 4.

4. (Hors baréme)

(a) Sachant que chi < 3/2, prouver
que pour tout i tel que 0 < h < % et
pour tout 0 dans ]0,1[, 0 < ch6h <
3/2.

(b) En utilisant les deux questions pré-

cédentes, prouver que pour tout h
dans [0, 5],

h3 h°
<shh—(h+— —.
0<shh <+6)<80



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.6. Année 2000-2001

(c) On pose

103
6
i. Prouver que a est une valeur

a=10"1+ et a=0,10016.

approchée de sh 11—0 a %1076
pres et préciser s’il s’agit d’une
valeur approchée par exces ou
par défaut.

ii. En quoi l'inégalité |a —a| <
7.10°° permet-elle d’affirmer
que a est une valeur approchée
de sh % 41073 preés?

Exercice 5 (sur 8,5)

1. Calculer le développement limité de
(¥ —1)cosx al'ordre 4 en 0.

2. Calculer le développement limité de
Incosx a l'ordre 6 en 0.

3. Soit f la fonction définie par

flx)=+vx*+16
et ¥ sa courbe représentative.

(a) Etudier % localement au point
d’abscisse 0.

(b) En procédant éventuellement au
changement de variable h = 1/x,
prouver que f admet pour dévelop-
pement limité généralisé au voisi-
nage de 400 :

(c) Déterminer le développement li-
mité généralisé a 'ordre 3 de f au
voisinage de —oo.
(d) Etudier les branches infinies de %.
Théoréme 1.6.1.
Soit (a,b,c) un triplet de R* x R?, P une fonction
polynéme et a et w deux réels. On considere les
équations différentielles

ay” + by’ + cy = P(x) e** cos wx
ay” + by’ + cy = P(x) e**sinwx.

Alors, une solution particuliére

* de I'équation différentielle est y =
Re(e?*Q(x))

e de I'équation différentielle est y
Im(e?*Q(x))

ot
co=a+iw

* Qest la fonction polynome complexe qu’on
détermine en résolvant I'équation

aQ" +(2ap+b)Q' +(ap*+bp+c)Q =P
sachant que
1. siap®+bp+c #0, alors
0Q=0P et valQ=0;
2. siap®+bp+c=0et2ap+b # 0, alors
0Q=0P+1 et valQ=1;
3. siap®>+bo+c=0et2ap+b=0,alors

0Q=0P+2 et valQ=2.

15 juin 2001

Exercice 1 (sur 3,5)

1. Comparer, pour tout x = 1, Inx et x. En
déduire la nature de l'intégrale

t0 1
| e
1 Inx

2. Etudier la convergence des intégrales
+00 +o0
x x
,[ 7} dx et f 7l dx.
1 x*—1 0 x*—1

Exercice 2 (sur 5,5)
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1. (Question préliminaire) Prouver que, si

q #1, alors
n
1 _qn—i-l
Z qk = 1— ’
k=0 q

2. On fixe k dans N et on pose
(k+1)m
I, = J e *sinxdx.
km

(a) Aumoyen d’'une double intégration

. —T
par parties, prouver que Iy = 1+§ .

(b) Exprimer sin(t + k) en fonction de
sint puis, au moyen d’un change-
ment de variable, prouver que I; =

(—1)~ke=kmy,.
3. On pose
+a0
I =J e *sinxdx.
0

Prouver que I est absolument conver-
gente et déduire des questions [1] et
quel = %

Exercice 3 (sur 6)

1. Déterminer ’ensemble de définition de
la fonction définie de R? dans R par

xX+7y
x—9p

f(xy)=In

2. Soit f la fonction définie de R? dans R
par

f(x,y)=x*+9* —xy—5x—2p +9.
(a) Calculer les dérivées premieres et

secondes de f.

(b) On se propose de chercher si f pré-
sente un extremum. Prouver que f
admet pour seul point critique le
point (4, 3).

(c) Soit h et k des réels.
i. Calculer f(4+h,3+k).

ii. En posant u = h/k pour k # 0,
prouver que f(4+ h3 + k) —
£(4,3)=0.

iii. Quelle est la nature du point
f(4,3) pour f?

Exercice 4 (sur 1,5)
Résoudre dans R I’équation différentielle

’y xy  2x
YT 2 T 1442

Exercice 5 (sur 3,5)

1. Donner les développements limités a
l'ordre 4 en 0 de e, In(1 +t), cost, sin .

2. On définit la fonction f par f(x) =
In(1 +x2).

(a) Prouver que le développement li-
mité de f en 0 a l'ordre 3 est, si x
est positif,

f(x)=x—%x3+o(x3).

(b) Etudier localement en 0 la courbe
représentant f.

Année 2001-2002

10 décembre 2001

Exercice 1 (sur 6)
Calculer les limites suivantes.

1. (a) limy, oo VxZ+x+1;

(b 7xt—2x+4 .

limy, o0 555

—_

)
)
. 3
o) lim,p 28
) x242x—=3 .

(d) limy, 5 55035

X x .
x—1  /x+1’°

(b) limy_,yoInx—x;

2. (a) limx%ﬁ’OO

tanx .
In(1+x) ’

3. (a) limxﬁo
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(b) hmx%Z hffx—:el) :

Exercice 2 (sur 3)
Résoudre dans R, puis dans | — 7, 7], les équa-
tions

1. cos(3x— %) =cos(x+ %) ;

2. tanx = cotanx.

Exercice 3 (sur 2)
Résoudre dans C I’équation z° = 1.

Exercice 4 (sur 4)
Soit f la fonction définie sur R par

1 —cosx
X)= ——7>—

f( ) 2sin?x

1. Déterminer l’ensemble de définition &
de f.

2. Btudier

(a) la parité de f;
(b) la périodicité de f.

3. Déterminer lim, f.

4. Prouver que f peut étre prolongée par
continuité en 0.

5. Pour x # 0,[27], simplifier I'expression

de f(x).

Exercice 5 (sur 5)
Soit f la fonction définie sur R par

flx)=x"+x*—1.

1. Factoriser a®> — b> par a — b, en déduire le

taux de variation de f puis prouver que
f est strictement croissante sur [0, +0o0].

2. Prouver que l’équation f(x) = 0 admet
une unique solution xg sur 0, 1].

3. Prouver

103

(a) que 13z est une valeur approchée
fractionnaire a 102 pres de x;

(b) que 0,805 est une valeur approchée
a 1072 prés de xo.

Exercice 6 (Hors baréme sur 2)

Soit f la fonction définie par f(x) = (x —
1)2. Prouver, en revenant a la définition, que
lim, ,; f(x) = 0.

18 mars 2002

Exercice 1 (sur 4,5)

1. Rappeler, avec ses hypothéses, la for-
mule de Taylor-Young a l'ordre #n en a
pour une fonction f.

2. Déterminer les développements de
Taylor-Young d’ordre 3 en 0 de sinx et
tanx. En déduire

. sinx —tanx
lim ————.
x—0 X
3. (a) Déterminer les développements de

Taylor-Young en 0 de chx — cosx
d’ordres 2 et 3.
(b) En déduire
i.
. chx—cosx
lim —————,

x—0 x?

ii.

. chx—cosx—x2
lim ——,
x—0 X2
iii.
. chx—cosx—x2
lim ———————

x—0 x3

Exercice 2 (sur 2,5)
L'objet de cet exercice est de prouver que, pour
toutx > 1,

Argchx =In (x-i—\/ x% — 1).

On rappelle que

(L.18)

chy =x

= Argch
% rgc x(:){yZO.
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1. Rappeler I’ensemble de définition de la
fonction Argch.

2. (a) Prouver que si x > 1 alors
In(x+vx2=1) >0.

(b) En revenant a la définition

de la fonction <ch, calculer

ch[ln (x—i—x/ﬁ)] pour x > 1.

3. Déduire de ce qui précéde la rela-
tion (I.18) pour x > 1.

Exercice 3 (sur 1,5)
Soit f une fonction et a et h deux réels.

1. Rappeler le théoreme des accroissements
finis pour f sur l'intervalle [a,a + h].

2. Pour n entier naturel, rappeler, avec
ses hypotheses, la formule de Taylor-
Lagrange pour f a l'ordre n sur l'inter-
valle [a,a + h].

3. Le théoréeme des accroissements finis
peut-il étre considéré comme un cas
particulier de la formule de Taylor-
Lagrange ? Préciser.

Exercice 4 (sur 5,5)
Soit f la fonction définie sur R par

f(x)=In(1+x)
et h un réel strictement positif.

1. Déterminer, pour tout entier naturel non
nul n et tout x > —1, l'expression de

£ (x).

2. Soit n entier naturel non nul. Prouver
quesi0 <@ <lalors0< (1+6h)~" < 1.

3. (a) En appliquant le théoreme des ac-
croissements finis a f sur l'inter-
valle [0, k], établir 'encadrement

—h<In(l+h)—h<O.

(b) En déduire une valeur approchée
deln(1,1)a 107! pres.

4. (a) Enappliquant la formule de Taylor-
Lagrange a l'ordre 1, établir I’enca-
drement

h2
) <In(l+h)—h<O.

(b) En déduire une valeur approchée
delIn(1,1)a 1072 pres.

5. (a) En appliquant la formule de Taylor-
Lagrange a l'ordre 2, établir I’enca-

drement
2 3
0<In(l+h)— (h—%) < %
(L.19)

(b) En déduire une valeur approchée
deln(1,1)a 103 pres.

(c) Pour quelles valeurs de i > 0 l’enca-
drement permet-il d’affirmer
que h— % est une valeur approchée
deIn(1 +h)a 103 pres?

Exercice 5 (sur 6)
Soit f la fonction définie sur R par

2

x) = Arcsin ———.
fx) 1+x2
1. Prouver que, pour tout x réel,
1—x2
< <
1+x2

En déduire I'ensemble de définition de f.

2. Déterminer 'ensemble de continuité de
f.
3. Déterminer 'ensemble d’étude de f.

4. Calculer les valeur(s) et/ou limite(s) de f
aux bornes de son ensemble d’étude.

5. Rappeler I'ensemble sur lequel la fonc-
tion Arcsin est dérivable; en déduire
I'ensemble de dérivabilité de f et prou-
ver que

) .
f/(x):{? six>0

- six <O.
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6. Etudier les variations de f et en esquis-
ser la courbe représentative %'

7. Pour x > 0, utiliser I'expression de f’(x)
pour déterminer une expression plus

simple de f(x).

8. Construire les courbes représenta-
tives des fonctions Arctan, — Arctan,
—2Arctan et f en précisant, pour f, les
points et les tangentes remarquables.

17 juin 2002

Exercice 1 (sur 8,5)

1. On rappelle que, pour tout x réel,

eX4+e™*
chx= ———
2
eX—e ¥
shx =
2

Rappeler la relation fondamentale de la
trigonométrie hyperbolique puis, rapide-
ment, les principales propriétés, les déri-
vées premiére et seconde et la représen-
tation graphique des fonctions ch et sh.

2. Prouver que la fonction sh est une bijec-
tion de R sur R.

3. Rappeler le théoreme donnant la dérivée
de la bijection réciproque f~! d’une bi-
jection f et, a l'aide de la relation fon-
damentale de la trigonométrie hyperbo-
lique, en déduire que, pour tout x réel,

1
V1422

4. Rappeler, pour a dans R, le développe-
ment limité a l'ordre 2 en 0 de

(Argshx)' =

(1+u)®
et déterminer le développement limité a
l'ordre 4 en 0 de

1
V1422

En déduire que celui de Argshx a 'ordre
5en 0 est
x3 3x°

_ L X X 5
Argshx =x 5 + 10 +o(x). (1.20)

5. A l'aide du le développement limité a
l'ordre 3 en 0 de Argshx, étudier loca-
lement au point d’abscisse 0 la fonction
Argsh.

6. A l'aide de I’égalité (I.20), déterminer un
équivalent en 0 de la fonction Argsh et
donner la nature de I'intégrale

4 Argsh
J rgs3 X dx.
0 \x

Exercice 2 (sur 3)
Soit f la fonction définie de R? dans R par

f(xy)z{% si. x+y#0

0 sinon.

1. Représenter graphiquement l’ensemble
{(x,9) e R%x+y =0}.

2. Calculer f(0,0) et, pour tout x # 0,
f(2x,x).

3. Enrevenant a la définition, étudier la dé-
rivabilité partielle de f en (0,0) par rap-
port a x et par rapport a .

4. Pour tout (x,v) de R? tel que x +y # 0,
calculer f{(x,p) et f)(x,p).

Exercice 3 (sur 3)

1. (a) Rappeler, avec ses hypotheses, la
formule de Taylor-Lagrange en 0 a
l'ordre 2.

(b) Prouver que six >0et0 <60 <1
alors
1

0<———<1
(14 60x)5/2
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(c) En appliquant la formule de Taylor-
Lagrange, établir que pour tout x >

0,
2 2 3
X X X X b
1+——— <1 1+-———+—.
—I—2 8< +x < +2 8+16

2. Donner une valeur approchée de /1,2 a
1073 preés.

Exercice 4 (sur 3)

1. En en donnant la valeur exacte, prouver
la convergence de l'intégrale

J+w dx
0 1+4x2

2. Déterminer la nature de l'intégrale I dé-
finie par

+0o0
I:J v dx
0 1+ x2

et, en justifiant le calcul, déterminer en
fonction de I 'expression de

+00 X
J | |2 dx.
o 1+x

Exercice 5 (sur 2,5)
Etudier les branches infinies de la fonction f
définie sur R par

(x—1)°
(x+1)2

flx) =

Année 2002-2003

18 décembre 2002

Exercice 1 (sur 1)
Exprimer sans valeur absolue la fonction f dé-
finie par

f(x)=2x+4|—|3x—9]

Exercice 2 (sur 3)

1. Résoudre dans R I’équation
cos (3x — %) = cos (2x + %) .

2. Résoudre dans R, puis dans | — 7, 7],
I’équation

Cos 2x = sin 2x.
Exercice 3 (sur 8)

1. (a) Calculer les limites en 0T et en 400
de f:x—x+1/x.

(b) Calculer

x2—8x+16

l
o x3 — 64

x—4

(c) Calculer

.oAx+1-2
lim ———.
x—3 x—3

(d) Prouver que I'expression x*>—4x—45
est factorisable par x—9. En déduire

li 3-Vx

m-—-—————.
x—9 x2 —4x — 45

2. (a) Rappeler les équivalents en 0 de
e*—1,In(1+4x), 1 —cosx, sinx, tan x.

(b) Calculer les limites quand x — 0 de
x

" In(l+x)’
1 —cos3
(eX—1)sin2x’
I

(c) Calculer la limite quand x — 7 de

ii.

1 —tanx
cos2x

Exercice 4 (sur 5)
On cherche a résoudre numériquement I’équa-
tion

xrrdx=1. (L.21)
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1. Etudier sur R, sans la représenter graphi-
quement, la fonction f définie par

f(x)=x*+4x—1.

2. Prouver que l’équation ([.21) admet une
solution unique x sur l'intervalle 0, 1[.

3. Déterminer une valeur approchée frac-
tionnaire a 10 2 prés de x, et prou-
ver que 0,49 est une valeur approchée a
1072 prés de x,.

Exercice 5 (sur 3)
Soit f la fonction définie sur R par

) = {xcos (1) six#0

o six=0.

1. La fonction f est-elle continue en 0 (on
justifiera ’affirmation) ?

2. Calculer f’(x) pour x # 0.

3. La fonction f est-elle dérivable en 0 (on
justifiera ’affirmation) ?

9 avril 2003

Exercice 1 (sur 7)

1. Déterminer des primitives de
(a)

cos? x sinx
(b)
xV 1+ x2.

2. En intégrant par parties, calculer

(a)
0
——de
Jcos2 0

e
f x?Inxdx.
1

3. (a) Au moyen d’un changement de va-
riable, calculer

dx

3
fo x2 49

i. Rappeler l’expression de cos2a
en fonction de cosa et en dé-
duire une expression de cos’a

en fonction de cos 2a.

(b)

ii. Au moyen du changement de
variable t = tan «, calculer

f dt
0 (1412)%

(a) pour x positif,

X
J e\ﬁdt
0

4. Calculer

;3
sin” t
[,
cos-t
Exercice 2 (sur 3)
Résoudre dans R les équations différentielles

suivantes et en déterminer les solutions valant
lenO.

1.y +2y=0,

dy
2. L 4y=—x
dx—i—y X

Exercice 3 (sur 3)
Le but de cet exercice est de prouver que
1 . V3
2 Arcsin 5= Arcsin - (L.22)

1. Rappeler la définition de y = Arcsinx.
Adapter cette définition au cas de 1’éga-
lité (L.22).

2. (a) On rappelle que, pour tout x dans
[-1,1], cos(Arcsinx) = +/1—x2.
Déterminer une expression simpli-
fiée de sin(2 Arcsin %)
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(b) Rappeler le sens de variation de la
fonction Arcsin et en déduire un en-

cadrement de 2 Arcsin %

3. Conclure.

Exercice 4 (sur 4)

1. Prouver que, pour tout i > 0 et tout 0
dans ]0,1[,

-1

— <0.
(1+6h)*

1<

2. Rappeler, avec ses hypotheses, la for-
mule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre
2.

3. (a) Enappliquant la formule de Taylor-
Lagrange a la fonction

fx

g 2
1+x

déduire de la question précédente
que, pour tout i > 0,

1—h+h*—h < 11? <1—h+h>

Pour quelles valeurs de h l'inéga-
lité précédente permet-elle d’affir-
mer que 1 —h + h? est une valeur
approchée de llﬂ 41073 pres?

(c) Donner une valeur approchée de
To5 & 1072 pres.

Exercice 5 (sur 4)
Soit f la fonction définie par
f(x) = Arcsin(3x — 4x°).

1. Factoriser les polyndomes 4x3 — 3x + 1 et
4x3 — 3x — 1 pour prouver que

>0 x+1
—
<0 x—1

2. En utilisant la question [l déterminer
I’ensemble de définition de f.

4x3 —3x +1
4x3 —3x—1

3. Exprimer la dérivée f’ de f en en simpli-
fiant au maximum 'expression.

4. Déduire de la question précédente que,
sixe [-1,3],

f(x) =3 Arcsinx.

13 juin 2003

Exercice 1 (sur 4)

1. Déterminer le développement limité en
0 alordre 3 de

In(1 +x)
sinx

2. Soit f la fonction définie sur R par

x3

flx) =

x—1

(a) Déterminer l’ensemble de défini-
tion 7 de f.

(b) Etudier les branches infinies de f.

Exercice 2 (sur 2)

1. Résoudre dans R les équations différen-
tielles suivantes de fonction inconnue y
et de variable x :

(a) ¥ —5y" +6y=0;

(b) 49" —4y' +y=0;

() v — 4y’ + 5y = 0; de cette der-
niére équation, déterminer la solu-
tion telle que

(0)=0
y'(0) =1.
2. (Hors bareme) Résoudre, en s’aidant

éventuellement du Théoréme|l page sui-
ante} [’équation de fonction inconnue x

et de variable ¢

x" +x=2sint.
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Exercice 3 (sur 4)

1. Déterminer la nature de l'intégrale

+00
| e
1 xt+1

2. Déterminer la nature de 'intégrale

+a0 efx
dx.
=

Exercice 4 (sur 2)

1. Déterminer et représenter graphique-
ment 'ensemble de définition 2 de la
fonction f définie de R? dans R par

f(xy) =

2. Soit f la fonction définie de R? dans R
par

x3—y.

fxy)=x"+y>

Déterminer 1'unique point critique
(x0,90) de f et prouver que f y atteint
un extremum qu’on précisera.

Exercice 5 (sur 8)
On rappelle que, pour tout x réel,

eX e
chx=1€
2
eX—e*
shx= ——,
2
shx
thx = —.
chx

1. Rappeler la relation fondamentale de la
trigonométrie hyperbolique.

2. Prouver que la fonction th est une bijec-
tion de Rsur ] —1,1].

3. Rappeler le théoreme donnant la dérivée
de la bijection réciproque f ! d’une bi-
jection f et, a 'aide de la relation fon-
damentale de la trigonométrie hyperbo-
lique, en déduire que, pour tout x dans
] -11 [l

Argthx) = )
(Argthx) T

4. Rappeler le développement limité a
l'ordre 2 en 0 de

1
1—u

et déterminer le développement limité a
l'ordre 5 en 0 de

1
1—x2

En déduire que celui de Argthx a l'ordre
6 en 0 est
3,5

Argthx = x+ % + 5 +0(x%). (1.23)

5. A laide du développement limité a
l'ordre 3 en 0 de Argthx, étudier loca-
lement au point d’abscisse 0 la fonction
Argth.

6. A l'aide de I’égalité (I.23), déterminer un
équivalent en 0 de la fonction Argth et
donner la nature de I'intégrale

1

2 Argth

JZ '8 3xdx.
0 W/x

Théoréeme 1.

Soit (a,b,c) un triplet de R* x R2, P une fonction
polynéme et « et w deux réels. On considére les
équations différentielles

ay” + by’ +cy = P(x) e coswx  (1.24)

ay” + by’ +cy = P(x) e sinwx.  (1.25)

Alors, une solution particuliére

* de I'équation différentielle est
Re(e?Q(x))

* de I'équation différentielle est y =
Im(e*Q(x))

ol

co=a+iw
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* Qest la fonction polynéme complexe qu’on
détermine en résolvant I'équation

aQ" +(2ap+b)Q' +(ap* +bp+c)Q =P
sachant que
1. siap? +bp+c # 0, alors
0Q=0P et valQ=0;
2. siap?+bp+c=0et2ap+b # 0, alors
0Q=0P+1 et valQ=1;
3. siap®*+bp+c = 0et2ap+b =0, alors

0Q=0P+2 et valQ=2.

Année 2003-2004

16 décembre 2003

Exercice 1 (sur 3)

1. Calculer

. x—4
lim ——
x—4x2 —x—12

et

lim In(x+1)—Inx

x—+00

2. Etudier la continuité, par prolongement
éventuel, de la fonction f définie par

Vx+1-2
fo=""=
3. Développer (a—b) (a?+ab+b?) et en dé-
duire
3
lim ! \/;C
x—1 1—x

Exercice 2 (sur 2)
Calculer, par exemple en utilisant les équiva-
lents,

(e¥ —1)tan~/x
\xsin

lim x—0

et
. Inx
lim ———.
x—1sin(x—1)

Exercice 3 (sur 4)
Résoudre dans R, puis dans | — 7, 7t], les équa-
tions suivantes.

_1

1. cos(x—%) =7,

2. sin2x = sinx,

3. tan3x =tan(x + §).
Exercice 4 (sur 1)
Soit y un réel de | — 7, 7.

1. Rappeler la relation fondamentale de la
trigonométrie circulaire et en déduire
que
1

cos?y’

1+tan2y=

2. Rappeler I'expression de sin2y en fonc-
tion de siny et cosy puis en déduire que

sin2y = 2tany cos’ p.

3. Déduire de ce qui précede que

2tany

SIN2Y = anty

(1.26)

Exercice 5 (sur 10)
Soit f la fonction définie sur R par

2x
+x2)°

On notera 7y I'ensemble de définition et ¢ la
courbe représentative de f.

F(x) = Arcsin <1

1. Le but de cette question est de détermi-
ner 7. On pourra s’aider des questions
suivantes.

(a)

i. Résoudre les équations

2x 2x

o1 et -1
1+x2 1+x2
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ii. Prouver que, pour tout x réel,

2x <
1+x2
et
2x
— = -1
1+x2
(b) Rappeler 'ensemble de définition

de la fonction Arcsin et déduire 7
des questions précédentes.

2. (a) Tracer, rapidement, lallure de la
courbe représentative de la fonction
Arcsin.

(b) Rappeler la parité de la fonction
Arcsin puis étudier celle de f.

3. Calculer f(1) et lim ;o f.

4. (a) Rappeler 'ensemble sur lequel la
fonction Arcsin est dérivable et, en
s’aidant de la question [1(a)i page

precédentel, en déduire le sous-

ensemble de R sur lequel f est dé-

rivable.
(b) On pose
2x
ul¥) =1

Calculer u/(x).

(c) Prouver que

si0<x<1,

six>1.

2
! _ 14+x2
f(x) = {jz
1+x2

5. Le but de cette question est de prouver
que

Flx) = {2 Arctanx

si0<x<1,
six>1.
(.27)

7 — 2 Arctanx

(a) On considere un réel x tel que 0 <
x < 1. En revenant a la définition de
l’arc sinus, exprimer de fagon équi-
valente, puis prouver 1’égalité

2x
+ x2

2 Arctanx = Arcsin (1

(on s’aidera de 1’égalité (.26 page
précedente) de la questi%
précédente|de 'exercice[4 page pré-
cedente).

On considere un réel x tel que x > 1.
De méme, en revenant a la défini-
tion de l'arc sinus, exprimer de fa-
con équivalente, puis prouver 1’éga-
lité

2
77—2 Arctan x = Arcsin =
1+x2

(on s’aidera de l'égalité (I.26) de
la question [3 page précedente| de
I’exercice [4 page précédente).

(c) Alaide del’égalité (1.27), tracer l'al-
lure de €.

7 avril 2004

Exercice 1 (sur 3)

1. Calculer l'intégrale

2
1
_XH 4
Vx34+3x—2

2. A Tlaide d’une intégration par parties,
calculer les intégrales

1
fteZt dt, J Arctanxdx.
0

3. Calculer, éventuellement au moyen d’'un
changement de variable, les intégrales
suivantes.

1 t e
e
0 € +1 e

Exercice 2 (sur 2,5)

2

dx

x(Inx)®

1. Apres avoir résolu l'équation sans se-
cond membre associée, résoudre 1’équa-
tion différentielle

v —3x%y = x2.
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2. Résoudre I’équation différentielle
v’ — 10y’ + 41y = 0.

Exercice 3 (sur 5)

1. Prouver que, pour tout h > 0 et tout 0
dans ]0,1][,

-1

— <o
(1+06h)!

-1<

2. Rappeler, avec ses hypotheses, la for-
mule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre
2.

3. (a) En appliquant la formule de Taylor-
Lagrange a la fonction

iX ,
f Hl—i—x

déduire de la question précédente
que, pour tout > 0,

1
1—h+h*—h < o < 1—h+h%

(b)

Donner une valeur approchée de
1 —3 N
Too @ 1077 pres.

Exercice 4 (sur 4)
1. (a) Soit a un réel strictement posi-

tif. Rappeler I’ensemble des réels a
pour lesquels converge l'intégrale

J‘-i-oo dx
a xa .
(b) Soit a et b deux réels tels que a <

b. Rappeler I'ensemble des réels a
pour lesquels converge l'intégrale

2. Déterminer la nature de 'intégrale

—+0o0 1
f d+x
3 4+4x3

3. Déterminer la nature de l'intégrale
TO 1 +x
| s
o 4+x3

Exercice 5 (sur 5,5)

1. Rappeler I'ensemble de définition de la
fonction Argch. Rappeler a quoi équi-
vaut y = Argchx.

2. Le but de cette question est de prouver
que

Vx>1,

Argchx =1In (x+ VaxZ— 1).

(a) Vérifier que la relation précédente
est vraie pour x = 1.

(b) Dans toute la suite, on suppose x >
1. Prouver que

y = Argchx
x>1

si et seulement si

(e¥)* —2xe? +1=0
y > 0.

(¢) i. On considere x > 1. Prouver
que I’'ensemble des solutions de
I’équation X2 —2xX +1 = 0,
d’inconnue X, est 'ensemble

{x+\/x2—1,x—\/x2—1}.

ii. (Hors baréme) Prouver que
I’ensemble des solutions de

I'inéquation
x—Vx2—1>1
x>1

est I’ensemble vide. En déduire
que si x > 1 ety > 0 alors 'éga-
lité ¥ = x —+/x2 — 1 n’a jamais

lieu et conclure.
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8 juin 2004

Exercice 1 (sur 3,5)
Soit f la fonction définie de R? dans R par

xp?

x% +p?
0 sinon.

flxy) = si (x,v) #(0,0)

1. Déterminer l’ensemble de définition &

de f.

2. (a) Calculer %(x,y) en tout point
(x,9) # (0,0).
(b) En revenant a la définition, prouver
que

of
—(0,0) =0.
75 (0:0)
(c) 1i. Vers quel point tend (x,2x)
lorsque x — 07?
ii. Calculer

. Of
chlirba(x,Zx).

of

La fonction e est-elle continue
n (0,0) (justifier)?

Exercice 2 (sur 7,5)

1. Donner les développements limités a
l'ordre 4 en 0 des fonctions

(a) t—ef;

(b

(c

(d

t—In(1+1);
t —— cost;

t — sint.

)
)
)
)
2. Prouver que le développements limités

en 0

(a) de e*"* 3 T'ordre 2 est

x? 2
1+x+7+o(x )

(b) de Incos6x a l'ordre 4 est

—18x2 —108x* +0(x*).

3. Soit f la fonction définie sur R par

xZesmx

f(x)

" Incos6x

dont la courbe représentative est notée

E.

(a) Déduire de la question précédente
que le développement limité en 0 a
l'ordre 2 de f est

f(x)= _11_8 <1 +x— %xz—l—o(xz)).

(b) Donner I’équation de la tangente .7
a ¢ au point d’abscisse 0 ainsi que
les positions relatives de € et ..

Exercice 3 (sur 2,5)
Soit f la fonction définie sur R par

Etudier les branches infinies de la courbe re-
présentative ¢ de f.

Exercice 4 (sur 3,5)

1. Prouver que, pour tout x réel,

In(1+chx)—1In2>0.

2. A l'aide d’un développement limité, éta-

blir que
. In(I1+chx)—In2 1
lim ==
x—0 x2 4

et en déduire un équivalent en 0 de

In(1+chx)—1In2
(¥x)

3. Déterminer la nature de I'intégrale

% In(1 +chx)—1n2
Jz n(1+chx)—1In d.

0 ()
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Exercice 5 (sur 3)
Soit R la fonction d’ensemble de départ R? et
est définie par

R(p,0) =1n[(16—p2—62) (p2+92—4)].

1. Préciser et représenter graphiquement
dans le plan 'ensemble de définition Zx
de R.

2. Onrappelle que la différentielle dR(p, 0)
de R, en un point (p,0) ou R est partiel-
lement dérivable, est définie par

JR oR
dR(p,0) = %(pﬁ) dp+>5(p,0)do.
Calculer dR(p, 9).

Année 2004-2005

5 janvier 2005

Exercice 1 (sur 2)

1. Calculer
(a)

. x—4
hm—
x—dx2—x—12

lim In(x+1)—Inx.

X—>+00

2. Développer (a—b) (a? +ab+b?) et en dé-
duire

1-x

1—x "

x—1

Exercice 2 (sur 4)

1. Donner les équivalents en 0 de

e'—1, In(1+t), 1-—cost, sint, tant.

2. Calculer

(a)

sin 84 x

lim, ,gp————
M0 105

(e —1)tany/x
\xsin

lim x—0

i (e2* —1)sin/u
w50 (7 + u) (tan u)2In(1 + 35/u)

e —e

x—1 Inx '

Exercice 3 (sur 3,5)
Les fonctions f ci-dessous peuvent-elles étre
prolongées par continuité en xg ?

1. xg=0et
f_x'_)xz—l—\/xz‘
‘ x?— x|’
2. xg=2et
f‘x'_)3—\/2x+5.
' x—2
3. X0=3TC/2€t

f:x+— (1 +sinx) tan’x.
Exercice 4 (sur 4)
Résoudre dans R, puis dans | — 7, 7t], les équa-

tions suivantes.

)

D=

. .
L. sin(x— %) =
2. COS2X = COSX,

3. tan3x =tan(x + §).
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Exercice 5 (sur 6,5)
Soit f la fonction définie sur R par

flx)=x>+x*—1.

1. Factoriser b° —a® par b —a, en déduire le
taux de variation de f puis prouver que
f est strictement croissante sur [0, +o0[.

2. Prouver que 1’équation f(x) = 0 admet
une unique solution xq sur ]0,1[.

3. Prouver

103

(a) que 13z est une valeur approchée
fractionnaire & 102 pres de xp;

(b) que 0,805 est une valeur approchée
a 1072 prés de xo.

28 avril 2005

Exercice 1

1. Pour une fonction dérivable u, donner
les primitives de

u' u'

et .
14+ u?

cos2u

2. Déterminer

(a)
J<x3 +%—\/§> dx

(b)
Jx (1 + x2) dx
(c)
J SR SN
Vxt+4x+9
(d)

2s
|55
3462

1 cost dt
-7 /1 —sin’t
3. (a) Rappeler les formules d’Euler.

(b) A l’aide des formules d’Euler, linéa-

riser puis déterminer les primitives

de sin3 x.

(c) Reprendre les calculs en remar-

quant que sin’ x = (1 — cos®x) sinx.

Exercice 2
A laide d’intégrations par parties, calculer

1.
Jlntdt

2. pour n dans N

ft”lntdt

3.
Jx sin 2xdx
4.
s
dx
J ch’s
5.
fArctan xdx
6.
1/2
f (Arccosx)?dx.
—1/2
Exercice 3
A l'aide de changements de variable, calculer
1.
J 3 dx
0 x2+9

et, pour a dans R,

J‘“ dx
0 x2+a?
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J3 dx
1 (x+H VX

Exercice 4

1. Résoudre I’équation différentielle
v + (cosx)y = 2cosx

par exemple aprés en avoir résolu I’équa-
tion sans second membre associée.

2. Résoudre I’équation différentielle
v’ +8y +25p =0

et en chercher la solution y, vérifiant
y0(0) = 1 et v} (0) = 10.

Exercice 5
Soit a un réel et f une fonction intégrable sur
[—a,a]. On pose I = {* f(s)ds.

1. Prouver que, si f est paire, I =

2§ f(s)ds.

2. Prouver que, si f est impaire, ] = —I.
Qu’en conclue-t-on ?

12 mai 2005

Exercice 1
On rappelle que, pour tout x dans | — 1,1, la
fonction Argth satisfait

1.1
Argthx = -1n +x‘
2 1-x

1. Soit x dans | — 1, 1[. Prouver que

Argthx) = ——.
(Argthx)’ = ———

2. A l'aide d’une intégration par parties,
calculer

1/2
f Argthx dx.
0

Exercice 2

1. Apres avoir résolu I’équation sans se-
cond membre associée, résoudre 1’équa-
tion différentielle

v — 3x2y =x2
2. Résoudre I’équation différentielle
v’ —10y" +41y = 0.

Exercice 3

1. Soit @ unréelde | - 7, 5.

(a) Rappeler la relation fondamentale
de la trigonométrie circulaire et en
déduire que

1

1+tan2a= 7
COS“ «

(b) Rappeler I'expression de sin2a en
fonction de sina et cosa et en dé-
duire que

sin2a = 2tanacos’ a.

(c) Déduire de ce qui précede que

2tan

sin2a = ———.
1 +tan?a
2. On pose t = tan(x/2).

(a) Pour une fonction dérivable u, rap-
peler les expressions de la dérivée
de la fonction tanu et en déduire
que

dt = %(1+t2)dx.

(b) A l'aide de la question (Lc), expri-
mer sinx en fonction de t.

3. On pose

|

R

dx
1 +sinx’
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(a) En utilisant le changement de va-
riable ¢ = tan(x/2), établir que

1

)

b) A l'aide du changement de variable
8
permettant d’affirmer que

24
1=2f =
1 U

calculer I.

2dt
(1+1)%

Exercice 4 (Etude préliminaire)
Pour t > 0, on pose v(t) = 2t~/4 —t.

1. Prouver que l'ensemble de définition &
de la fonction v est [0, 4].

2. Déterminer le maximum de v sur 9.

3. (a) Pourquoi v est-elle intégrable sur

2?

Prouver, au moyen d’une intégra-
tion par parties, que 'intégrale de

v sur ¥ vaut 2155 .

Définition 1.10.1.

Soit f une fonction intégrable sur
un intervalle [a, b]. On appelle valeur
moyenne de f sur [a,b] la quantité p
définie par

(b)

1
b—a

" | "o ar

Déduire de la question précédente
la valeur moyenne V de v sur 2.

Exercice 5 (Etude concréte de I’exercice précég
Un motard réalise une expérience de vitesse
sur une piste rectiligne d’extrémités A et B.
Sa vitesse instantanée, exprimée en km h—1,
est donnée en fonction du temps par v(t)

at\/T —tou

* g est un parametre réel strictement posi-
tif ;

0 et T sont les instants respectivement de
départ en A et d’arrivée en B.

. Calculer v(0) et v(T) puis déterminer
I'instant ), de vitesse maximale ainsi
que la vitesse maximale vy = v(tp).

. On désigne par x la distance parcourue
depuis A et on rappelle qu’alors la fonc-
tion x est une primitive de la fonction
v. Calculer x(T) et en déduire la vitesse
moyenne V du motard sur le parcours
AB.

. Prouver qu’il existe un instant au cours
de l'expérience auquel la vitesse ins-
tantanée du motard égale sa vitesse
moyenne.

. Application numérique. Sachant que A et
B sont distants de 1 km et que la vitesse
maximale atteinte est 200 km h~!, déter-
miner T en secondes puis V en kmh~!.
On donne 15+/3 ~ 26 et 804/3 ~ 139.

15 juin 2005

Exercice 1

. Rappeler, avec ses hypothéses, la for-
mule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre
3.

. Prouver que si h > 0 et 0 < 6 < 1 alors
0<(1+6h)3<1.

. En appliquant la formule de Taylor-
Lagrange, établir pour tout & > 0 I'inéga-
lité

h? h? K3
h—7<ln(1+h)<h—7+?.
dent)
4. En justifiant le résultat, donner une va-

leur approchée de In(1,1) a 1073 pres.

Exercice 2

1. En en donnant la valeur exacte, prouver
la convergence de I'intégrale

+00 dx

* t est exprimé en heure;

,[0 1+x2
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2. Déterminer la nature de 'intégrale I dé-
finie par

+00
sz Vx dx.
1+ x2

0

3. (a) Rappeler un équivalent de In(1 + ¢)
en 0 (on pourra s’aider d’un déve-
loppement limité de In(1 + ¢) en 0).

(b) Déterminer la nature de 'intégrale

Jl In(1+1) .

0 t3
Exercice 3

1. (a) Démontrer que, en 0, tanh = h +
@ +o(h3).
i. Rappeler le développement li-

mité de In(1 + ¢) a l'ordre 3 en
0.

ii. Calculer le développement li-
mité de In(1 + tanh) —In(1 —
tanh) a 'ordre 3 en 0.

(b)

(c) On rappelle que

tan(a -+ b) tana +tanb
an(a =

1 —tanatanb
Déduire des questions précé-

dentes le développement limité de
In(tanx) a 'ordre 3 en %.

2. Etudier les branches infinies de la courbe
¢ représentant la fonction f définie par

f(x)=x’In (1 + %) .

Exercice 4
On rappelle que, pour tout x réel,

1
V1+x2

1. Rappeler, pour a dans R, le développe-
ment limité a l'ordre 2 en 0 de

(Argshx)' =

(1+u)”

et déterminer le développement limité a
l'ordre 4 en 0 de

1
V142
En déduire que celui de Argsh x a 'ordre
5en 0 est
x> 3x°
Argshx =x— — + — %).
rgshx =x 6+40+0(x)

2. A laide du le développement limité a
l'ordre 3 en 0 de Argshx, étudier loca-
lement au point d’abscisse 0 la fonction
Argsh.

Exercice 5
Soit f la fonction définie de R? dans R par

X*}} .

7 si x+y#0
x,p) =4 *t¥
fxy) {0 sinon.

1. Déterminer et représenter graphique-
ment ’ensemble de définition de f.

2. (a) Quevaut f(0,0)?

(b) Pour tout x # 0, calculer f(2x,x).
La fonction f est-elle continue en
(0,0)?

3. Enrevenant a la définition, étudier la dé-
rivabilité partielle de f en (0,0) par rap-
port a x et par rapport a .

4. Pour tout (x,v) de R? tel que x +y # 0,
calculer f{(x,y) et f)(x,).

Année 2005-2006

23 novembre 2005

Exercice 1

1. Résoudre les équations suivantes :

x2 -1

x>—1=0et =0.
1

X —
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2. Résoudre l'inéquation suivante

x—1
x+2

2x—3
=
x+2

3. Factoriser x> — 2x — 3 puis résoudre I'in-
équation suivante :

x2—2x-3
——— <0

x+2
Exercice 2

1. Pour 6 = 0, %, &, 5, 5, rappeler les va-

leurs de cos 6 et sin 6.

2. On considére les nombres complexes

V3o,

. 1 ./3
Zl=]=—§+17;22—

V3 +i.

(a) Déterminer (par le calcul ou géo-
métriquement) les modules et argu-
ments de z1, 25, z3.

1—ietzz=

(b) Déterminer la forme exponentielle
de zy, 2y, z3.

(c) Déterminer les modules et argu-

ments de z;z,, 2—;, z‘ll.

Exercice 3
Calculer ou donner

1.
. x—4
hm—
x—dx2—x—12
2.
.oAx+1-=-2
hm—
x—3 x—3
3.
li sinx
x—0 X
4.

lim In(x+1)—Inx.

x—+00

Exercice 4
Développer (a— b) (a*> +ab + b?) et en déduire
1— 3
lim \/;C
x—1 1—x
Exercice 5

1. En réduisant au méme dénominateur
prouver que

cos3a sin3a

= cotana — tana

sina cosa

2. Résoudre dans R I’équation
, ( T ) V3
sin(x—— ) =—

12 2

3. Le but de cette question est de prouver
que

1 —sinx—cosx =0

— x=0[27]
oux = g [2r]. (L.28)

(a) Résoudre I’équation sint—cost = 0.

(b) Poser x = 2t et réécrire I’équation
(I.28) de fagon a ce qu’elle soit sous
forme factorisée.

(c) Résoudre I’équation (I.28).

26 janvier 2006

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R par

1 —cosx
xX)= ————
f( ) 2sin?x
1. Déterminer l’ensemble de définition &
de f.

2. Prouver que f peut étre prolongée par
continuité en 0.

3. Pour x # 0[2mr], simplifier ’expression
de f(x).

Exercice 2
On consideére la fonction f définie par

f(x) = Arcsin(x? — 3).
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1. Déterminer ’ensemble de définition et
I’ensemble de dérivabilité de f.

2. Calculer la dérivée de f.

Exercice 3

1. Rappeler la définition de Arcsinx.

2. Prouver que, pour tout x dans [—1,1],
sin(Arcsinx) = x.

3. Démontrer que, pour tout x dans [—1,1],

cos(Arcsinx) = /1 —x2.

et en déduire une simplification de
tan (Arcsinx).

Exercice 4
On consideére la fonction f définie sur R par

f(x) =Inx —+/x.

Le but de cet exercice est de démontrer le ré-
sultat, admis en cours, suivant : pour tout a
dans Q"%,

. Inx
lim — =0.
x—+owo x¢
1. Sans calculer les limites aux bornes de 'en-
semble de définition, dresser le tableau des
variations de la fonction f.

2. Sachant que In2 < 1 et en utilisant la
question précédente, établir que pour
tout x > 0, Inx < +/x.

3. En déduire

Inx

lim —
Xx—4+00 X
4. Soit @ dans Q™*. En posant X = x%,
prouver que
Inx _

lim — =0.
x—+ow x%

Exercice 5
Soit f la fonction définie sur R par

flx)=x>—2x2 —7x+2.

1. En étudiant le signe de sa dérivée, prou-
ver que f est strictement monotone sur
[0,1].

2. Prouver que 1’équation f(x) = 0 admet
une unique solution xq sur [0, 1[.

3. Prouver, en utilisant la méthode de di-
chotomie,

35 '
(a) que 155 est une valeur approchée

fractionnaire a 102 pres de xp;

(b) que 0,27 est une valeur approchée a
102 prés de xo.

4. Déterminer une racine évidente de
I’équation

x3—2x2—7x4+2=0

et en déduire la valeur exacte de x.

2 février 2006

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R par

1 —sinx

flx) =

2cos?x

1. Déterminer l’ensemble de définition &
de f.

2. Prouver que f peut étre prolongée par
continuité en 7.

3. Pour x # 7,[2m], simplifier I'expression

de f(x).

Exercice 2
On consideére la fonction f définie par

f(x) = Arccos [(x - 3)2].

1. Déterminer l’ensemble de définition et
I’ensemble de dérivabilité de f.

2. Calculer la dérivée de f.
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Exercice 3
Le but de cet exercice est de prouver que

1 3

2 Arcsin = = Arcsin —. (L.29)
2 2

1. Rappeler la définition de y = Arcsinx.

Adapter cette définition au cas de 1’éga-

lité (I.29).

2. (a) On rappelle que, pour tout x dans
[-1,1], cos(Arcsinx) = /1 —x2.
Déterminer une expression simpli-
fiée de sin(2 Arcsin J).

(b) Rappeler le sens de variation de la
fonction Arcsin et en déduire un en-

cadrement de 2 Arcsin %

3. Conclure.

Exercice 4
Soit f la fonction définie sur R par

) = {xcos (1) six#0

0 six=0.

1. La fonction f est-elle continue en 0 (on
justifiera ’affirmation) ?

2. Calculer f’(x) pour x # 0.

3. La fonction f est-elle dérivable en 0 (on
justifiera ’affirmation) ?

Exercice 5
Soit f la fonction définie sur R par

f(x)=x>+3x* —5x—15

dont on admettra qu’elle est strictement crois-
sante sur [2,3].

1. Prouver que l’équation f(x) = 0 admet
une unique solution x( sur ]2, 3[.

2. Prouver, en utilisant la méthode de di-
chotomie,

287

(a) que {55 est une valeur approchée
fractionnaire a 10~ 2 pres de x;

(b) que 2,24 est une valeur approchée a
102 prés de xo.

3. En remarquant que —3 est racine de
I’équation

x3+3x2—5x—15=0

donner la valeur exacte de x.

17 mai 2006

Exercice 1
Calculer les primitives suivantes :

1.
Jcoszxsinxdx
2.
t3 -1
f T
Exercice 2

En dérivant préalablement la fonction cotan,
prouver par une intégration par parties que :

n

JZ =S gs=-"_ Lo
2

2 4
ZSll’lS

B

Exercice 3
Calculer les quantités suivantes au moyen
d’un changement de variable :

4
d
f al dx
0 x2+16

2. en posant par exemple x = t2,

1.

f3 dx
0 (x+1)vx

Exercice 4
Résoudre les équations différentielles :

1.

v+ (Inx)y = 4Inx



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.11. Année 2005-2006

v +4y +6y=0

Exercice 5
Soit f la fonction définie sur R par

_ Jxsin (%) six#0
f(x)_{o six=0.

1. La fonction f est-elle continue en 0 (on
justifiera 'affirmation) ?

2. Calculer f’(x) pour x # 0.
3. La fonction f est-elle dérivable en 0 (on

justifiera l'affirmation) ?

21 juin 2006

Exercice 1

1. Donner les développements limités a
l'ordre 4 en 0 des fonctions

(a) t—e€';
(b) t+—In(1+1¢);
(c) t—>cost;
(d) t—sint;
(e) t —>sht
2. Calculer le développement limité
d’ordre 4 en 0 de In(1 + x)shx.
3. Calculer le développement limité
d’ordre 3 en 0 de
cost—1
sint
4. Calculer le développement limité

d’ordre 4 en xy = 2 de exp ((x — 2)?).

Exercice 2
Calculer, pour tout parameétre f réel,
x?In(cos g)

lim e
X—>+00

Exercice 3

1. Déterminer la nature de I'intégrale

—+00
X
f a4k
0 x3+x+1

2. Discuter, selon a € R, la nature de l'inté-
grale

+a0 x
f S S—
0o (x3+x+1)

Exercice 4
On rappelle que, pour tout x réel,

1,1
Argthx = -1n +x‘
2 1-x
1. Prouver que
Argthx) = ——.
(Argthx)’ = -——

2. (a) Déterminer le développement li-
mité a I'ordre 5 en 0 de

1
1—x2

(b) En déduire que celui de Argthx a
l'ordre 6 en 0 est

¥ X
Argthx = x+?+?+o(x6). (1.30)

3. A laide du développement limité a
l'ordre 3 en 0 de Argthx, étudier loca-
lement au point d’abscisse 0 la fonction
Argth.

4. ATlaide de I’égalité (T.30), déterminer un
équivalent en 0 de la fonction Argth et
donner la nature de I'intégrale

1

2 Argthx

f 3 dx.
0 (Vx)

Exercice 5
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1. Déterminer la nature de l'intégrale

+00
J e “du.
1

2
(a) Comparer, pour u >1,e7" —u,

ete

(b) En déduire la nature de l'intégrale

+o
J e " du
1

puis de l'intégrale

+oo
J e " du.
0

Année 2006-2007

1¢" décembre 2006

Exercice 1
En utilisant les équivalents pour les deux der-
nieres questions, calculer

1.
. 7x3—5x+1
lim ——
x—40wo 1 —2x3
2.
lim vVx+1—+/x
X—-+00
3.
tan 2t
im
t—0 tan 3t
4.
. Inx
lim ———.
x—1sin(x —1)
Exercice 2

1. On pose : z; = —3i et 2 = —3 + 3i. Dé-
terminer (par le calcul ou géométrique-
ment) les modules et arguments de

a) zi;

) 225
(c) 2122
(d) z1/z,.

2. Déterminer la forme trigonométrique de
z3=1+cosa+isina (a €] -, n[).

Exercice 3

1. Simplifier 'expression de la fonction f
définie par

f(x)=4/x2+2|x|+1

puis construire sa courbe.

2. Résoudre dans R 1’équation trigonomé-
trique :

COS2 X =

Z.
Exercice 4

En justifiant le résultat, étudier le prolonge-
ment par continuité

1. en xy = 4 de la fonction :

frym YX=2
x2—5x+4
2. en xy = 0 de la fonction :

.1
DX+ xsin—
fr x> xsin—

Exercice 5
On cherche a résoudre numériquement 1’équa-
tion f(x) =0ou

flx)=3x>—x?—21x+7

1. En admettant que f est strictement
croissante sur l'intervalle ]2,3[, prou-
ver que l’équation f(x) = 0 admet une
unique solution x; sur cet intervalle.

2. En procédant par dichotomie, détermi-
ner une valeur approchée fractionnaire
4 107! prés de x, et prouver que 2,6 est
une valeur approchée a 10™! prés de x.
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15 janvier 2007

Exercice 1
Enoncer le théoréme des accroissements finis
sous deux formes :

1. sur un intervalle [a,b] ou a < b;

2. sur un intervalle d’extrémités a et a + h
ouacRetheR*

Exercice 2

1. Soit f la fonction définie par f(x) =
V1+x2.

(a) déterminer ’ensemble de définition
Qf de f;

(b) déterminer I'ensemble de dérivabi-
lité @j’c de f;

(c) calculer la dérivée de f ;

(d) déterminer la différentielle de f en
X = 1.

2. Soit f la fonction définie par f(x) =
Arccos %

(a) déterminer I'ensemble de définition
_@f de f;

(b) déterminer I'ensemble de dérivabi-
lité @} de f;

(c) calculer la dérivée de f;

(d) déterminer la différentielle de f en
Xg = 2.

Exercice 3
Soit f la fonction définie sur R par

3 .
x’Inx six#0
X) =
fx) {O six=0.
1. Préciser I'ensemble de définition de f.
2. La fonction f est-elle, en 0,

(a) continue?

(b) dérivable?

3. Définir explicitement, notamment en 0 :

(a) la fonction f’;

(b) la fonction f”. Cette fonction f”
est-elle dérivable en 0?

4. Btudier le sens de variation de la fonc-
tion f et dresser son tableau de variation
complet.

5. On donne e 3 A 0,72 et % ~
0,12. Construire approximativement la
courbe représentative de f sur [0,2] en
en précisant au moins trois points carac-
téristiques.

Exercice 4
Soit f la fonction définie sur R par

2x
= 2Arctanx — Arct — .
f(x) rctanx — Arctan <1 —x2>

1. Déterminer ’ensemble de définition de
f.
2. Btudier la parité de f.
3. (a) Rappeler l'ensemble de dérivabi-
lit¢é de la fonction Arctan puis,

pour une fonction u, la dérivée de
Arctanu.

(b) En déduire I'ensemble de dérivabi-
lité de f ety calculer f'.

4. En déduire quesix €] —1,1[:
2x
2 Arctanx = Arctan | —— | . (1.31)
1—x?

Quelles égalités de méme nature obtient-
on sur les intervalles ]1,4o0[ et | —
o0, —1[?

5. Rappeler la définition de Arctan et l'uti-
liser afin de prouver différemment, pour

x €] —1,1[, I'égalité (L.31).

Exercice 5

1. Déterminer des primitives des fonctions
(a) xr—>x4+%—\/ﬂ,
(b) x — x>/1 443,
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(c) x> tanx.

COos

> s’an-
+sin

2. Déterminer la primitive de :
nulant en 7t/2.

22 janvier 2007

Exercice 1
1. Calculer
(a)
. x—4
lim ———
x—dx2—x—12
(b)

lim In(x+1)—Inx.
xX—+00

2. Rappeler la factorisation de a> — b3 et en

déduire
1—Jx
x—1 1—x '

3. A l'aide des équivalents, calculer les li-
mites en 0 de

(a)
/X sina/x

x(2+x)

tan?(y/mx)

1 —cosx

4. Déterminer 'ensemble de définition et
étudier la continuité, par prolongement
éventuel, de la fonction f définie par

£(x) Vx+1-2
X)= ——.
x—3
Exercice 2
Résoudre dans R, puis dans | — 7, 1], les équa-
tions suivantes.

1. cos(x—§) = %,

2. tan3x = tan(x + %).

Exercice 3
Déterminer les primitives de

1.

2

CcOs“ x sinx

2
Vax? 41

Exercice 4
Soit f la fonction définie sur R par

1—x2
1+x2)°

1. Tracer l'allure de la courbe représenta-
tive de la fonction Arccos, en n‘'omettant
pas ses points caractéristiques.

f(x) = Arccos <

2. Le but de cette question est de déter-
miner l'ensemble de définition ¢ de la
fonction f. On pourra s’aider des ques-
tions suivantes.

(a) Prouver que, pour tout x réel,

1—x2

< <L
1+ x2

(b) Rappeler I'ensemble de définition
de la fonction Arccos et déduire 7y
des questions précédentes.

3. Etudier la parité de la fonction f.
4. Calculer f(0), f(1) et lim o f.

5. (a) Résoudre rapidement, a l'aide des
calculs effectués a la question (2a),

les équations
1— x2 2

T+x2

1—x

1
14+x2

(b) Rappeler I'ensemble sur lequel la
fonction Arccos est dérivable, en
déduire le sous-ensemble de R" sur
lequel f est dérivable puis y calcu-

ler f'.
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(c) En déduire que si x > 0,

1—x2
2 Arctanx = Arccos | —— |.
1+x2
(1.32)
Qu’en est-il pour x = 07? Quelle éga-

lité analogue obtient-on pour x <
0?

6. A laide de 1'égalité ([.32), tracer l'al-
lure de la courbe représentative ¢ de la
fonction f.

11 avril 2007

Exercice 1
Calculer une primitive

1. de la fonction :

x2+1

X —

VX3 +3x—2

2. de la fonction :

cosx
X —

sin? x

Exercice 2

Par intégration par parties,

1. calculer

J(ln £)2dt

2. prouver que

s

2. . T
f sinx In (1 +s1nx)dx=5—1
0

Exercice 3
Au moyen d’un changement de variable, cal-
culer

dx

2
L x2+4

Exercice 4

1. Résoudre dans R I’équation différentielle

/+E =X
y+oy=

puis donner la solution s’annulant en
Xg = 1.

2. Résoudre ’équation différentielle
v +2y' +10y=0

Exercice 5
On rappelle que, pour tout x réel,

eX4e* eX—e ™
chx=——— et shx=-—"""—
2 2

1. Pour tout n dans N, exprimer sh(.

2. Rappeler, avec ses hypotheses, la for-
mule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre
4.

3. En déduire le développement de Taylor-
Lagrange de la fonction sh en 0 a l'ordre
4.

13 juin 2007

Exercice 1

1. Donner les développements limités a
l'ordre 4 en 0 des fonctions

(a)
(b) t —> cost;
(c)
(d) t—cht;
) t—In(141);
(f) pour ¢ € R, t — (1 +1)*.
2. (a) Calculer le developpement limité
de /1 +x cosx a l'ordre 3 en 0.

(b) Etudier localement au point d’abs-
cisse xy = 0 la courbe € d’équation

V1 +xcosx—1

X

(e
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Exercice 2
Soit f la fonction définie sur R par

(x—1)°
(x+1)2

fx) =

Etudier les branches infinies de la courbe re-
présentative ¢ de f.

Exercice 3

1. Démontrer que, en 0, tanh = h + @ +
o(h3).

2. En déduire que le développement limité
de In(1 +tanh) —In(1 —tanh) a 'ordre 3
en 0 est:

In(14tanh)—In(1—tanh) = 2h+§h3+o(h3)

3. On rappelle que

tan(a + b) tana+tanb

an(a =
1 —tanatanb

Déduire des questions précédentes le dé-

veloppement limité de In(tanx) a 'ordre

3en %.

Exercice 4
On définit la fonction f sur R par

flx) =1/x2 +el/** -1

et on note Z et ¢ les ensemble de définition et
courbe représentative de f.

1. (a) Rappeler le sens de variation de
la fonction exponentielle et en dé-
duire une minoration, pour tout x #
0, de !/,

(b) Prouver que & = R*.

2. (a) En procédant éventuellement au
changement de variable t = 1/x,
prouver que f admet pour dévelop-
pement limité généralisé au voisi-
nage de 400 :

f(x)=x+$+o<i>.

x3

(b) Déterminer le développement li-
mité généralisé a l'ordre 3 de f au
voisinage de —oo.

(c) Etudier les branches infinies de %.

Exercice 5

1. On rappelle que, pour tout x réel,

eX4+e ™
chx=—+—
2
eX—e™*
shx =
2

Indiquer la relation fondamentale de la
trigonométrie hyperbolique puis, rapide-
ment, les principales propriétés, les déri-
vées premiere et seconde et la représen-
tation graphique des fonctions ch et sh.

2. Prouver que la fonction sh est une bijec-
tion de R sur R.

3. Déterminer le développement limité a
l'ordre 4 en 0 de

1
NI
4. On rappelle que, pour tout x réel,
(Argshx) = !
& NI

En déduire que le développement limité
al'ordre 5 en 0 de Argshx est
x®  3x°

_, X X 5
Argshx =x 5 + 10 +o(x”). (1.33)

5. A l'aide du le développement limité a
l'ordre 3 en 0 de Argshx, étudier loca-
lement au point d’abscisse 0 la fonction
Argsh.

6. A l'aide de I’égalité (.33), déterminer un
équivalent en 0 de la fonction Argsh et
donner la nature de I'intégrale

4
f Argsth .
0 (V)
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20 juin 2007

Exercice 1
On rappelle que, pour tout x dans | — 1,1, la
fonction Argth satisfait

1, 1+x

Argthx=-1In .
2 1-x

1. Soit x dans | — 1, 1][. Expliciter (Argthx)’.

2. A l'aide d’une intégration par parties et
d’un éventuel changement de variable,
prouver que

1/2 3
J Argthxdx=—In3—1In2.
0 4

Exercice 2
Calculer, éventuellement au moyen d’un chan-
gement de variable, les intégrales :

1.
1 S
J e—ds
0 €S+1
2.
Jez dx
e x(lnx)>
Exercice 3

1. Aprés avoir résolu 1’équation sans se-
cond membre associée, résoudre 1’équa-
tion différentielle

v’ + (cosx)y = 2cosx.

2. Résoudre I’équation différentielle
v +8y +25p =0

et en chercher la solution y, vérifiant
30(0) = 1 et y)(0) = 10.

Exercice 4

1. Rappeler, avec ses hypotheses, la for-
mule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre
3.

2. Soit f la fonction f définie par f: x —
In(1 +x).

(a) Pour tout n dans N*, exprimer la
dérivée d’ordre n de f.

(b) Exprimer le développement de
Taylor-Lagrange de la fonction f
en 0 a l'ordre 3.

Année 2007-2008

10 décembre 2007

Exercice 1

1. Résoudre les équations suivantes :

2
—4
x2—4=0 et X =0
x—2

2. Factoriser x2 — 3x — 4 puis résoudre l'in-

équation :
x2—2x x+4
< .
x—1 x—1
Exercice 2

1. Résoudre les équations

cos (3x — %) =1 et tan2x+tanx =0

2. Résoudre graphiquement (sans démons-
tration), dans R, I'inéquation 2sinx > 1.

Exercice 3

1. Rappeler le développement de (a + b)*.

2. En le considérant comme la partie réelle
d’un nombre complexe a bien choisir,
exprimer cos46, en fonction de cos et
sin 6.

Exercice 4
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1. Rappeler les formules d’Euler.

2. Linéariser sin*x

Exercice 5
Résoudre dans C I’équation d’inconnue z

22 —6z+13=0

15 janvier 2008
Exercice 1
Calculer
1.
lim Vx24+x+1
x— -+
2.
1 1
lim — — —
x—0 X2 X
3.
. 2x*—5x+3
li
x—1 x2—1
4.
. sinx
lim
x—0 X
5.
lim In(x+1)—Inx
x—+00
Exercice 2

1. Rappeler les équivalents en 0 de e* — 1,
In(1 +x), 1 —cosx, sinx, tanx.

2. Calculer les limites en 0 de

(a)

sin 2t

sin 3t

In(1+3%)
tanx

3. Calculer
. eX—e
lim ————
x—14/1—cos(x —1)
Exercice 3

Etudier la continuité, par prolongement éven-
tuel, des fonctions f, g et h définies respecti-
vement par

1.
Flx) = 3—+/2x+5
x—2
2.
1-x
§(x)=—-—,
(on pourra effectuer le changement de
variable t = /x)
3.
XcCos ! six#0
h(x) = X
0 six=0.
Exercice 4

On cherche a résoudre numériquement 1’équa-
tion f(x) =0ou

flx)y=x—e "

1. En admettant que f est strictement
croissante sur l'intervalle ]0,1[, prou-
ver que l’équation f(x) = 0 admet une
unique solution x, sur cet intervalle.

2. En procédant par dichotomie, détermi-
ner une valeur approchée fractionnaire
a 107! prés de x, et prouver que 0,6 est
une valeur approchée a 10™! prés de x.

Exercice 5

1. Rappeler la définition de I’arc cosinus.

2. Rappeler I'ensemble de définition Z de
la fonction Arccos.
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3. Tracer la courbe de la fonction Arccos.

4. Calculer Arccos0, Arccos %, Arccos1,
Arccos (—%), Arccos(—1), Arccos (V3).

5. Soit x dans P ccos- Prouver que

Arccosx + Arccos(—x) = Tt

6. Interpréter 1’égalité précédente relative-
ment a la courbe € de la fonction Arccos.

18 janvier 2008

Exercice 1
1. Calculer

Vx+2—x

2—x

lim

x—2

2. Résoudre dans R I'inéquation
Vx+2—-x20

ruis exprimer sans valeurs absolues

\/x+2—x|.

Exercice 2
Résoudre dans R, puis dans | — 7, 7t], les équa-
tions suivantes.

1
1. cos(x— %) =3,
2. tan3x =tan (x + §).
3. Résoudre dans R, puis dans |-, 7], 'in-

équation cos 2x > sin 2x.

Exercice 3
1. Ecrire sous forme trigonométrique les
nombres complexes
(a) 1+cosp+ising;
(b) (1+itang)?>
2. Calculer

(a) Arg(z) en fonction de Arg(z). Quel
est le lien géométrique entre les
images de zetz?

(b) Arg(iz) en fonction de Arg(z). Quel
est le lien géométrique entre les
images de z et iZ?

Exercice 4
Soit f la fonction définie sur R par

1 1—x?
f(x)= 5Arccos<1+;>.

1. Le but de cette question est de déter-
miner l'ensemble de définition Z¢ de la
fonction f. On pourra s’aider des ques-
tions suivantes.

(a) Résoudre I'inéquation
1—x?
1+x2

X 1.

(b) Déduire 7y de la question précé-
dente.

(c) Résoudre rapidement, a 'aide de la
question (1a), I'équation

1—x2

1+x2

2. Etudier la parité de la fonction f.
3. Calculer f(0), f(1)etlim,q f.

4. Prouver que, six >0,

1—x2
2 Arctanx = Arccos . (1.34)
1+x2
Quelle égalité analogue obtient-on pour
x<0?

5. A laide de 1'égalité ([.34), tracer l'al-
lure de la courbe représentative ¢y de la
fonction f.
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25 avril 2008
Exercice 1
Calculer une primitive

1. de la fonction :

1+1Inx

X+ —

2. de la fonction :

eZ

V1 —e?

Z >

Exercice 2
Par intégration par parties,

1. calculer

J sArctansds

2. prouver que
S

Jz (cosx) In(1 + cosx)dx = % -1
0

Exercice 3
Au moyen de changements de variable,

1. calculer
dx
J x2 416
2. calculer
dx
J 9x2 4+ 16

3. calculer

7

Exercice 4
1. Pour un entier n quelconque, rappe-
ler, avec ses hypotheéses, la formule de
Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre n.

2. On pose f(x) = (1 +x)%

dx
4x?2 +4x +1

(a) Développer l'expression de f(x).
(b) Donner le développement
Taylor-Lagrange de f en 0

de

i. al'ordre 2;
ii. a l'ordre 3;
iii. a l'ordre 4.

12 juin 2008

Exercice 1
1. Rappeler, ou calculer, les développe-
ments limités d’ordre 5 en 0 de chx et

shx.

2. Prouver que le développement limité
d’ordre 5 en 0 de thx est

1 2
thx=x—§x3+ﬁx5+o<x5)

Exercice 2
1. Déterminer le développement limité
d’ordre 4 en —1 de In(2 + x)sin(x + 1).

2. Prouver que

2 x3

(1+sinx)3 = 1+§—%+E+o (x3)

Exercice 3
1. Résoudre I'équation différentielle

y' =4y =0

2. Résoudre I’équation différentielle

y'—4y=x

3. En en résolvant d’abord l’équation sans
second membre, résoudre 1’équation dif-
férentielle

v —4xdy = x>,

Déterminer, parmi toutes les solutions
trouvées, celle qui s’annule en 0.

Exercice 4
On considére un réel ¢ et I'équation différen-
tielle

v +2y +cy=0 (1.35)

1. On pose ¢ = —3. Réécrire et résoudre

dans ce cas 1’équation (I.35).
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2. On pose ¢ = 1. Réécrire et résoudre dans

ce cas 1’équation (I.35).

3. On pose ¢ = 10. Réécrire et résoudre
dans ce cas I’équation ([.35).

Exercice 5

1. (a) A l'aide de l'exercice |4 page précé-

déterminer la limite en +o0
de la solution générale de I’équation
différentielle

v +2y' +10y =0 (1.36)

(b) Prouver que la solution de l’équa-
tion ([.36)) vérifiant

{y(O) =0
y'(0) =1

Y= % e *sin(3x)

est

2. En utilisant le théoréme [1} déterminer
une solution particuliére puis, a I’aide de

la question |3|de l'exercice
la solution générale de I’équation

différentielle

v" + 29" + 10y = 37 cos 3x.

3. (a) Soit @ un réel de ]—%, %[ Prou-
ver que 1 + tan? Q= 1/Cos2 @ et ex-
primer 1 + cotan? ¢ en fonction de
sin .

(b) Soit A; et A, deux réels strictement
positifs. On pose

A=4/A2+ A2

Ay
= Arctan —=.
¢ = Arctan -

(1.37)

i. Rappeler ce que signifie I'éga-
lité (L.37).

ii. En factorisant par A% (resp. par
/\g) dans A, en déduire que

ﬁ = COS res ﬁ = sin

iii. On pose, pour X réel,
y=A;cos X + AysinX.

Prouver a l'aide de la question
précédente que

y =Acos(X —¢).

Remarque On admettra dans la
suite que cette derniére expres-
sion est valable pour tous Aq et A,
réels.

iv. En déduire que la solution gé-
nérale de ’équation (I.36) peut
s’écrire

y=Ae “cos(3x—¢), Ae€ RT, Qe ] _%’ % [

Théoréeme. Soit (a,b,c) un triplet de R* x
R?, P une fonction polynéme et a et w
deux réels. On considére les équations dif-
férentielles

ay” + by’ + cy = P(x) e** cos wx
(1.38)

ay” + by’ + cy = P(x) e**sin wx.
(1.39)

Alors, une solution particuliere

* de I'équation différentielle (.52) est
9 = Re(e™Q(x))

* de I'équation différentielle ([.53) est
y =Im(e”*Q(x))

ou
co=a+iw

* Q est la fonction polynome complexe
qu’on détermine en résolvant I’équa-
tion

aQ" +(2ap+b)Q"+(ap* +bp+c)Q = P

sachant que
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1. siap®+bp +c#0, alors

0Q=0P et valQ=0;

2. siap®+bp+c=0et2ap+b+#0,
alors

0Q=0P+1 et valQ=1;

3. siap*+bp+c=0et2ap+b=0,
alors

0Q=0P+2 et valQ=2.

Année 2008-2009

24 novembre 2008

Exercice 1

1. Résoudre les équations suivantes :

4x2 -9

3
*—3

452 -9 =0 et =0

2. Rappeler le développement de (a + b)3
puis résoudre I’équation

3 —6t24+12t—8=0

3. Factoriser x? + 2x — 3 puis résoudre I'in-
équation :

x? + 3x
x+2

x+3
< .
x+2

Exercice 2
On consideére la fonction f définie par

tanx

f(x)

=T %
|X|—z

1. Déterminer ’ensemble de définition de
la fonction f.

2. Etudier la parité de f.

Exercice 3

1. Calculer /3 — m/4 puis cos(nt/12) et
sin(7mt/12).

2. En déduire cos(117/12), sin(117/12),
puis cos(57/12), sin(57/12), cos(77/12)
et sin(77/12).

Exercice 4
Résoudre dans R I’équation

T 3
Ccos (2x— —) = —
12 2

Exercice 5

En en cherchant une racine évidente puis en
factorisant a la volée, résoudre dans C l’équa-
tion

22-32244z-2=0

9 janvier 2009

Exercice 1
Pour chaque fonction f et chaque réel x; indi-
qués, calculer lim ., f(x).

1. xp=0etxy =+ et

1 1
f(x)—;—;,
2 X0:4et
x—4
f®) x2—x—12’
3. xg=3et
Vx4+1-2
f(x)_ x_3 ’
4. XOZOCt
f(x) =xlnx;

5. xg = 400 et

fx)=vVx+2—+x+1;

In(x+1) — VInx.
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Exercice 2

1. Donner les équivalents en 0 de

e'—1, In(1+4t), 1—cost, sint,

2. Calculer
(a)

1 —cosx
im-——-
x—0 eX—1

’

sin84 x
im ——
x—0sin105x

In(1 + 2x)

x—0 tan3x

lim (2" —1)sin/u
u—0 (7 4+ u)(tanu)?In(1 + 3/u)

3. En posant éventuellement x = 2 + h, cal-
culer

e¥ — 2

lim ——.
x—2sin(x — 2)

Exercice 3
Les fonctions f ci-dessous peuvent-elles étre
prolongées par continuité en xg ?

1. xg=0et
f.x'_)x2+\/x2.
' x2—lx|
2. xp=2et
f.x|_)3—«/2x+5'
' x—2

3. x9=3m/2et

f x> (1+sinx)tan®x.

tant.

Exercice 4
On cherche a résoudre numériquement 1’équa-
tion

Inx=2—x. (I.40)

1. Etudier, sans nécessairement la repré-
senter graphiquement, la fonction f dé-
finie sur R par

f(x)=lnx+x—2
On recourra éventuellement a un calcul de

dérivée pour expliquer pourquoi f est une
fonction strictement croissante sur R1*.

2. Prouver que l’équation ([.40) admet une
solution unique a sur R**, située dans
I'intervalle |1, 2[.

3. Sachant que

0,6 < In2 < 0,7
0,095 < In3-3 < —0,09%
030 < Inf—-7 < 031
011 < m-3 < o012

(a) déterminer une valeur approchée
fractionnaire a 10~! pres de a

(b) prouver que 1,6 est une valeur ap-
prochée a 10~! prés de a.

Exercice 5
Soit f la fonction définie sur R par

2
flay = D)

B 1—cos(3x—%)

1. Déterminer I’ensemble de définition Qf
de f.

2. Prouver que f est continue ou peut étre
prolongée par continuité sur I’ensemble

T 27
R—<{— —, VAR
{12—|—k3 ke }
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22 janvier 2009

Exercice 1
Résoudre dans R, puis dans | — 7, 7t], les équa-
tions

1. sin(3x— %) =sin (x + §);

2. tanx = cotanx.

Exercice 2
1. On rappelle que le nombre complexe j
est défini par j = —% —l—i\/T3 ou i’ =

—1. Déterminer le module et un argu-
ment puis placer dans le plan complexe
I'image

(a) dej,
(b) de j2.

2. Calculer Arg (j2 +1ij?%).

3. Pour a €]—m, [, déterminer la forme tri-
gonométrique de z=1+cosa +isina.

Exercice 3

Au fur et a mesure qu'une navette spatiale
prend de l'altitude, le poids de I’astronaute di-
minue jusqu’a atteindre un état d’apesanteur.
Le poids P(z) (en kg) d’'un astronaute, pesant
Py a la surface de la terre, est a 'altitude z (en
km) donné par

< )2
Py
R+2z

ou R = 6400km.

P(z) =

1. Soit p un réel strictement positif. Prou-
ver que la solution de ’équation P(z) = p

est
z=R &—1
p

2. A quelle altitude l’astronaute ne pésera-
t-il plus que le quart de son poids initial ?

3. A quelle altitude l’astronaute, pesant
63 kg a la surface de la terre, ne pesera-t-
il plus que 7 kg?

4. A quelle altitude I'astronaute sera-t-il en
état d’apesanteur complet? Que penser
du résultat?

Exercice 4
1. Prouver que

x+2—x>0 sietseulementsi —-2<x<2

2. Exprimer sans valeurs absolues

|\/x +2 —x|.

22 mai 2009

Exercice 1
1. Rappeler a quoi équivaut

v = Arcsinx

2. De la fonction Arcsin, rappeler :

(a) 'ensemble de définition;
(b) I'ensemble de dérivabilité.

3. Rappeler la dérivée de la fonction
Arcsin.

4. Prouver que, pour tout x convenable,

V1—x2
V1—x2

En déduire une expression simplifiée de
tan(Arcsinx).

cos(Arcsinx) =
) =

sin(Arccos x

Exercice 2
Déterminer des primitives de

1. xv/1+x2

2 sinx
* 1+4cos?x

3. 1

xcos?(Inx)

Exercice 3
Soit f la fonction définie sur R par

0 six=0.

fl) = {xcos (1) six=#0

1. La fonction f est-elle continue en 0 (on
justifiera ’affirmation) ?



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.14. Année 2008-2009

2. Calculer f’(x) pour x # 0.

3. La fonction f est-elle dérivable en 0 (on
justifiera 'affirmation) ?

Exercice 4
Pour t > 0, on pose v(t) = t+/3 —t.

1. Prouver que l'ensemble de définition 2
de la fonction v est [0, 3].

2. Déterminer le maximum de la fonction v
sur 2.

3. (a) Pourquoi la fonction v est-elle inté-
grable sur 27

(b) Prouver, au moyen d’une intégra-
tion par parties, que 'intégrale de
v sur 9 vaut 15—2\/§

Définition 1.14.1.

Soit f une fonction intégrable sur
un intervalle [a, b]. On appelle valeur
moyenne de f sur [a,b] la quantité
définie par

b
biaL £(t)dt.

Déduire de la question précédente
la valeur moyenne V de v sur 4.

l,[:

Exercice 5
Soit f la fonction définie par

f(x)=1n(x+ x2+1>

1. Prouver que l'ensemble de définition &
de f est R.

2. Calculer, pour tout x réel, f'(x).

3. Rappeler la dérivée de la fonction Argsh
et en déduire que, pour tout x réel,

Argshx =1n (x +Vx2+ 1)

15 juin 2009

Exercice 1
1. (a) Résoudre dans R 1’équation diffé-
rentielle :
dy
L 4+2y=0
dx ey

(b) Résoudre dans R l'équation diffé-
rentielle :

dy = > _
aﬁ—x y=0

2. Apres avoir résolu l’équation sans se-
cond membre associée, résoudre 1’équa-
tion différentielle :

d
d_fc + (sinx)y = 2sinx

3. On considére I’équation différentielle :

dx 1 1

— 4+ -x= 1.41
a Tt T e (L.41)

(a) Déterminer les intervalles ou
I’équation ([.41) est définie.

(b) Résoudre l’équation (I.41) sur
11, +ool.

(c) Parmi les solutions de léqua-
tion (L.41) sur |1,+oo[, déterminer
celle(s)

i. s’annulant en 2;
ii. tendant vers 0 en +oo0.

Exercice 2
On considére un réel ¢ et ’équation différen-
tielle

v =6y +cy=0 (1.42)

1. On pose ¢ = 9. Réécrire et résoudre dans

ce cas ’équation ([.42).

2. On pose ¢ = 18. Réécrire et résoudre
dans ce cas 1’équation ([.42]).

(a) On pose ¢ = 5. Réécrire et résoudre
dans ce cas I’équation (I.42).

(b) Déterminer une solution particu-
liére, puis la solution générale de
I’équation

}7” _ 6}), +5y = o2x
Exercice 3
1. (a) Déterminer le développement li-

mité a l'ordre 4 en 0 de In(1 +
X)COS X.
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(b) En déduire le développement limité
al'ordre 4 en 1 delnxcos(x —1).

2. Prouver que, si x est positif, le déve-
loppement limité a l'ordre 3 en 0 de

V/In(1 +x?) est:

1
A/In(1 + x2) =x—Zx3 +o (x3)
Exercice 4

On note f la fonction, éventuellement prolon-
gée par continuité en 0, définie par :
e —1

sinx

flx) =

1. Prouver que le développement limité a
l'ordre 3en 0 de f est:

2 3
f(x)=1+g+%+%+o(x3)

2. En déduire :

(a) lalimite de f en 0;
(b) la dérivée de f en 0;

(c) I'équation de la tangente .7 a la
courbe représentative € de f en 0;

(d) la position relative de ¢ et 7.

Exercice 5
1. (a) Déterminer le développement li-
mité a l'ordre 4 en 0 de

1
V1 —x?
(b) En déduire que celui de Arcsinx a

l'ordre 5 en 0 est

3 3X5

Arcsinx = x + — 4+ — + o(x°)

6 ' 40
(L.43)

2. Calculer les primitives suivantes :

(a)

J o=

1
—dx
J\/l —9x2

1
——dx
J‘\/16—9x2

3. (a) A l'aide d’une intégration par par-
ties, prouver que

JArcsinx dx = xArcsinx+vV 1 —x2+K, KeR

(b) En déduire la valeur de
é
ﬁ Arcsinx dx
2

4. (a) Rappeler trois expressions de cos 20
et en déduire une expression de
cos? 0.

(b) Au moyen du changement de va-
riable x = sin 6, prouver que

1
f \/l—xzdng
0

(c) Par intégration par parties, calculer

JxArcsin x dx

17 juin 2009

Exercice 1
L'objet de cet exercice est de prouver que, pour
tout x > 1,

Argchx =1In (x+\/ x2— 1).

On rappelle que

(1.44)

chy=x

= Argch
% rgc X(:){yZO.

1. Rappeler l’ensemble de définition de la
fonction Argch.

2. (a) Prouver que si x > 1 alors

1n(x+m)>o.
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(b) En revenant a la définition
de la fonction ch, calculer

ch[ln (x+m>] pour x > 1.

3. Déduire de ce qui précede la rela-

tion (I.44) pour x > 1.

Exercice 2
Soit f la fonction définie sur R par

2

x) = Arcsin ——.
fx) 1+x2

1. Prouver que, pour tout x réel,

2

< <1
1+x2

En déduire I’ensemble de définition 2 de

f.

2. Déterminer ’ensemble de continuité €

de f.
3. Déterminer I'ensemble d’étude & de f.

4. Calculer les valeur(s) et/ou limite(s) de f
aux bornes de son ensemble d’étude.

5. Rappeler I'ensemble sur lequel la fonc-
tion Arcsin est dérivable et en déduire
I’ensemble de dérivabilité 2’ de f

6. Prouver que, sur 7/,

six>0

six <O.

£ = {11;2‘2

1+x2

7. Etudier les variations de f et en esquis-
ser la courbe représentative.

8. Pour x > 0, utiliser I'expression de f'(x)
pour déterminer une expression plus
simple de f(x).

9. Construire les courbes représenta-
tives des fonctions Arctan, — Arctan,
—2Arctan et f en précisant, pour f, les
points et les tangentes remarquables.

Exercice 3
Déterminer des primitives de

¥4

e
1. A
2 cost
A/ 1+sin?t
1
* xcos?(Inx)
Exercice 4

Soit f la fonction définie sur R par

_ Jx%sin(1/x) six#0
f(x)_{o six =0,

1. Calculer f/(x) pour x # 0.
2. La fonction f est-elle dérivable en 0?
3. Que peut-on dire de f' en 0?

Exercice 5
1. Par intégration par parties, calculer

1/2
f (Arccosx)?dx
—1/2

2. On note F(x) la primitive :
F(x)= fexcosxdx
Par intégration par parties, obtenir une

égalité liant F(x) a elle-méme et permet-
tant de déduire sa valeur.

Année 2009-2010

26 novembre 2009

Exercice 1
Résoudre dans R les équations suivantes.

1. x2—-1=0

2. 2=l 9
3.x3-1=0
4 ¥=1_

x—1

Exercice 2
1. Exprimer cos2a puis cos3a en fonction
de cosa.
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2. Résoudre dans R I’équation sin (3x — %)
sin (x+ %)
Exercice 3

On rappelle que le nombre complexe j est dé-
fini par

.1 .\3

I=m iy
Calculer 1e module et un argument, puis placer
dans le plan complexe I'image

1. dej
2. de j?

3. de j3 (pour ce dernier, en retrouver alors
une expression plus simple).

Exercice 4
Calculer les limites suivantes, en ne distin-
guant limites a gauche et a droite qu’en cas de
nécessité.

1. (a) lim vVx2+x+1

X——+00
—2x3 41
x2—1

7xt —2x +4

1—x5

(b) lim

x—1

lim

x24+2x—3
m ————
x—>—3x2+7x+12

(e)

X X
2. (a) lim —
@) =+ \/x—1 +/x+1
lim Inx —x
x—400

(b)
3. Pour les deux questions suivantes, on
pourra recourir aux équivalents.
tanx
(a) 1

xLIR) ln(l +x)

(b) lim —©>—¢

3 In(x — 1)
Exercice 5
Soit f la fonction définie sur R par

1 —cosx

fx) =

2sin?x

1. Déterminer ’ensemble de définition &
de f.

2. Btudier

(a) la parité de f;

(b) la périodicité de f.
3. Déterminer lim,, f.

4. En utilisant les équivalents, prouver que
f peut étre prolongée par continuité en
0.

5. Pour x # 0[2n], simplifier l'expression

de f(x).

8 janvier 2010

Exercice 1
1. Soit f la fonction définie sur R par

. 1 .
sin(<) six#0
f=pon)
0 six=0.
La fonction f est-elle continue en 0 (on
justifiera ’affirmation) ?

2. Méme question pour la fonction g défi-
nie sur R par

B xsin(}—() six#0
o six=0.

g(x)

Exercice 2
1. Déterminer ’ensemble de définition de
la fonction f définie par
3).

2. On rappelle que, pour tout x dans
[_1; 1];

f(x) = Arcsin (x2 -

cos(Arcsinx) = sin(Arccosx) = /1 — x2

En déduire une expression simplifiée de
tan (Arcsin (x? — 3)).



Chapitre I. Enoncés des épreuves

I.15. Année 2009-2010

Exercice 3
Le but de cet exercice est de démontrer le résultat,
admis en cours, suivant : pour tout a dans QT

. Inx
lim — =0
x—+o0 x&

1. De la fonction x — Inx, rappeler :

(a) son ensemble de définition ;
(b) son ensemble de continuité;

(c) les limites aux bornes de son en-
semble de définition ;

(d) son sens de variation;

(e) la courbe représentative.
2. De la fonction x — /x, rappeler :

(a) son ensemble de définition ;
(b) son ensemble de continuité;

(c) les limites aux bornes de son en-
semble de définition ;

(d) son sens de variation;

(e) la courbe représentative (qui sera
tracée dans le méme repere que la
courbe de la fonction x — Inx).

3. On admettra dans la suite que, pour
tout x > 0, Inx < +/x. En déduire
: 1
lim,_, | %‘

4. Soit a dans Q**. En posant X = x¢,
prouver que

. Inx
lim — =0
x——+00 x%

Exercice 4
On cherche a résoudre numériquement 1’équa-
tion

e F=x (1.45)

1
On utilisera les inégalités : ’677 -0, 6‘ <1072,

|e*% —o, 47| <1072,

e~ 3 —0,54| <1072,

1. Etudier sur R, sans la représenter gra-
phiquement, la fonction f définie par

flx)=x—e*.

On expliquera en particulier pourquoi f est
une fonction strictement croissante sur R.

2. Prouver que I’équation ([.45) admet une
solution unique xy sur R, située dans
I'intervalle 0, 1[.

3. Déterminer une valeur approchée frac-
tionnaire a 10~! prés de x,

4. Prouver que 0,6 est une valeur appro-

chée a 10~! pres de x.

Exercice 5
On rappelle que

1
Vx>0, Arctanx+ Arctan (—) = %
x

Soit f la fonction définie sur R par

£(x) = Arctan (%)

1. Déterminer ’ensemble de définition de

f.

2. (a) Rappeler la parité et tracer rapide-
ment la courbe représentative de la
fonction Arctan.

(b) Etudier la parité de f.
3. (a) Rappeler la définition de l’arc tan-
gente.

(b) Prouver que,sixe]—1,1],

2
2 Arctanx = Arctan X
1—x?

(1.46)

(c) Obtenir des égalités de méme na-
ture que 1’égalité (L.46) :
i. pour x€]1,+00].
ii. pour x€]—o0,—1[.
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4. (a) Prouver que pour x et y positifs tels
que 0 <xy <1,

X+
Arctanx+Arctany = Arctan 7 yy
—X

(b) Etablir des égalités de méme nature
pour x et v positifs tels que xy > 1.

(c) En déduire que Arctanl +
Arctan2 + Arctan 3 = .

25 mars 2010

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R par

Xlnx six#0
xX) =
fx) {O six=0

1. Préciser I’ensemble de définition de f.
2. La fonction f est-elle, en 0,

(a) continue?
(b) dérivable?

3. Définir explicitement, notamment en 0 :

(a) la fonction f’;

(b) la fonction f”. Cette fonction f”
est-elle dérivable en 07?

4. Etudier le sens de variation de la fonc-
tion f et dresser son tableau de variation
complet.

5. On donne e*% ~ 0,72 et 31—e ~
0,12. Construire approximativement la
courbe représentative de f sur [0,2] en
en précisant au moins trois points carac-
téristiques.

Exercice 2

Soit f la fonction définie par f(x) = Arccos 1

}.
1. déterminer 1’ensemble de définition _@f

de f;

2. déterminer I’ensemble de dérivabilité .@}
de f;

3. calculer la dérivée de f;

4. déterminer la différentielle de f en xy =
2.

Exercice 3
1. Déterminer des primitives des fonctions

(a) xr—>x4+xl—2—\/2x,
(b) x> x*V1 +x3,
(c) x— tanx.

cos
1+4sin?

2. Déterminer la primitive de s’an-

nulant en 7t/2.

Exercice 4
Par intégration par parties,

1. calculer
f (Int)*dt

2. prouver que

s

7 7
f sinxln(l—i—sinx)dx:E—l
0

Exercice 5
Au moyen d’un changement de variable, cal-
culer

Jz dx
0 x2+4
4 juin 2010

Exercice 1
1. En recourant au besoin a une intégration
par partie, rappeler ce que vaut

flnxdx

2. Résoudre I'équation différentielle :

v +(Inx)y =0
3. Résoudre I’équation différentielle :

v +(Inx)y = 2Inx
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Exercice 2
1. Résoudre I’équation différentielle :

v +4y' +6y=0 (1.47)

2. Chercher la solution y, de Il'équa-

tion ([.47) vérifiant y,(0) = 1 et y{(0) =
0.

Exercice 3

1. Rappeler les développements limités a
l'ordre 4 en 0 des fonctions

(e) x+— (1 +x)* pour a € R

2. Calculer les développements limités
(a) en 0 alordre 3de /1 +x
(b) en 0 al’ordre 3 deIn(1+ x) cosx

(c) en1al’ordre 3 delnxcos(x—1)

Exercice 4
On rappelle que, pour tout x réel,

eX4+e ™
hx= ———
chx 5
eX—e™*
hx =
shx 3
shx
thx = —
x chx

1. Rappeler les développements limités a
l'ordre 5 en 0 des fonctions
(a) x—chx

(b) x — shx

2. Démontrer que, en 0, thx = x— % + % +
o(x°).

3. En déduire que le développement limité
de sin(thx) a l'ordre 5 en 0 est :

3 5
. X 37x 5
31n(thx)—x—7+m+o(x )

4. Calculer
lim sin.(th X)—x
x—0 SInx—Xx
Exercice 5

1. Rappeler la relation fondamentale de la
trigonométrie hyperbolique puis, rapide-
ment, les principales propriétés, les déri-
vées premiere et seconde et la représen-
tation graphique des fonctions ch et sh.
Expliquer pourquoi ces fonctions sont
des bijections (qui seront précisées).

2. Déterminer le développement limité a
l'ordre 4 en 0 de

1
V1 +x?

3. On rappelle que, pour tout x réel,

1

Argshx) = ——
(Argshx) T

En déduire que le développement limité
al'ordre 5 en 0 de Argshx est

x® 3x° 5
Argshx =x—€+m+o (x ) (1.48)

4. Alaide de I'égalité (T.48), déterminer :

(a) lalimite de la fonction Argsh en 0;

(b) la dérivée de la fonction Argsh en
0;

(c) I'équation de la tangente .7 a la
courbe représentative ¢ de la fonc-
tion Argsh en 0;

(d) la position relative de ¢ et ..
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Année 2010-2011

10 décembre 2010

Exercice 1

1. (a) Résoudre I’équation x> —9 =0
(b) Résoudre ’équation

x2—9_
x—3

2. (a) Factoriser x> + 2x — 3.

(b) Résoudre I'inéquation :

x+3
T x+1

2
X +3x<
x+1

Exercice 2
Résoudre I’équation

cos (4x— %) =1

Exercice 3

En en cherchant une racine évidente puis en
factorisant a la volée, résoudre dans C ’équa-
tion d’inconnue z

22 -7224+4192-13=0

Exercice 4
1. Calculer la limite de

2 1

x2  x
(a) en 0™
(b) en +o0
2. Calculer

Vx+1-2

lim
x—3

x—3

3. Calculer

x2-16
m
x—4 x3 — 64

4. (a) Rappeler
sint

lim —
t—0

(b) En déduire

lim sin(2t)
t—0 t

5. Calculer

6. Calculer
lim In <x2 + 1) —In (2x2>
X— 400
7. Calculer les limites de
1 —cosx
X2
(a) en 0

(b) en 40

Exercice 5

1. Rappeler le développement de (a + b)*.

2. En le considérant comme la partie réelle
d’un nombre complexe a bien choisir,
exprimer cos46 en fonction de cos6 et
sin6.

19 janvier 2011

Exercice 1
1. Donner les équivalents en 0 de

e'—1, In(1+t), 1—cost, sint, tant
2. Calculer
(a)
. tanx
x—01In(1 +x)
(b)

lim x cotan x

x—0
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()

sin7x
im —
x—0 sin49x

In(1 + 7x)
m ———-
x—0 tan49x

' <62”2 - 1) sina/u
W 7+ ) (tan )2 In(1 5 330)

In (cosx)

x0 (tanx)>

3. Prouver que

X 2

e
lim ———
x—2 In 3

—e
= 2¢?

Exercice 2
En justifiant le résultat, étudier le prolonge-
ment par continuité

1. en xg = 0 de la fonction :
f 1
D x> xsin—
X

2. en xy = 4 de la fonction :

JE—2

x2—5x+4

frxm

Exercice 3
Soit la fonction f définie sur R par

xsinx

f(x)

1 —cosx’

1. Déterminer et représenter graphique-
ment I'ensemble de définition ¢ de f.

2. Etudier la parité de f.

3. Prouver que la fonction f peut étre pro-
longée par continuité en 0.

Exercice 4

1. Rappeler la définition de Iarc cosinus.

2. Rappeler 'ensemble de définition & de
la fonction Arccos.

3. Tracer la courbe de la fonction Arccos.

4. Calculer Arccos0, Arccos %, Arccos1,
Arccos (—1), Arccos(—1), Arccos (v/3).

5. Soit x dans P ccos- Prouver que

Arccosx + Arccos(—x) =7

6. Interpréter 1’égalité précédente relative-
ment a la courbe ¥ de la fonction Arccos.

Exercice 5
Soit f la fonction définie sur R par

fx)=x>+x*—1

1. Factoriser a® —b° par a — b, en déduire le
taux de variation de f puis prouver que

f est strictement croissante sur [0, +o0[.

2. Prouver que ’équation f(x) = 0 admet
une unique solution xq sur ]0, 1].

3. Prouver

(a)

que % est une valeur approchée

fractionnaire a 102 pres de xp;

(b) que 0,805 est une valeur approchée
41072 pres de xo.

6 mai 2011

Exercice 1

Soit f la fonction définie par f(x) = Arcsin 1

}.
1. Rappeler l’ensemble de définition de la
fonction Arcsin.

2. Prouver que I'ensemble de définition de
f,noté 7, est | —oo,—1] v [1, +0l.

3. Déterminer l'’ensemble de dérivabilité

9’ de f.
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4. Prouver que, pour tout x de &/,

1
/
X)=——"77—=
f(x) Mo
5. Déterminer la différentielle de f en xy =
2.
Exercice 2

Soit f la fonction définie sur R par

2 1 :
x“cos~ six#0
x) = x
fx) {O six=0

1. Calculer f'(x) pour x # 0.
2. La fonction f est-elle dérivable en 0?
3. Que peut-on dire de f'en 0?

Exercice 3
1. Déterminer des primitives de

(a) =t
x34+3x—2
(b) cosx sin®x

shx
(C) 14ch’x

2. Avecl’aide éventuelle des formules d’Eu-
ler, linéariser puis déterminer les primi-

tives de sin? x.

Exercice 4
1. ATlaide d’intégrations par parties, déter-
miner

(a) fpe—Pdp
(b) §sArctansds

2. Au moyen d’un changement de variable,
calculer :

(a)

JS dx
0 xz + 25
(b) pour a un réel non nul,

J“ dx
0 x> +a?

Exercice 5
On rappelle que, pour tout x dans | — 1,1, la
fonction Argth satisfait

1 14x
Argthx = -1 .
R T

1. Soit x dans | — 1, 1[. Prouver que

1
Argthx)' = )
(Argthx) — 2

2. A l'aide d’une intégration par parties,
calculer

1/2
f Argthx dx.
0

17 juin 2011

Exercice 1
1. Résoudre I’équation différentielle

dy
54-23)—0

2. Résoudre I'équation différentielle
dy
Ly =—
dx +2y x

Exercice 2
1. Prouver par intégration par parties que,

sur |-, 5],

J xz dx =xtanx+In(cosx)+K, KeR
cos?x

2. Résoudre sur ]—%, —%[ I’équation diffé-

rentielle
d X
dy _
dx = cos?x

3. Résoudre sur |—%,—%[ I’équation diffé-

rentielle
dy X 4x
-— + = 1.49
dx " cos?x? T cos?x (149)
4. Déterminer la solution de léqua-

tion (I1.100) s’annulant en 0.
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Exercice 3
1. On considére un réel b et ’équation dif-
férentielle

v +by +4yp=0 (1.50)

(a) On pose b = 5. Réécrire et résoudre
dans ce cas I’équation ([.50).

(b) On pose b = —4. Réécrire et ré-
soudre dans ce cas I’équation (I.50).

(c) On pose b = 0. Réécrire et résoudre

dans ce cas I’équation (L.50).

2. En utilisant éventuellement le théo-
réme(I] déterminer une solution particu-
liére puis, a l'aide de la question [Ld), la
solution générale de I’équation différen-
tielle

v" +4y = cos 3x (L.51)

3. Déterminer la solution de

tion telle que
y(0) =0
y'(0) =1

Exercice 4

I’équa-

1. Rappeler les développements limités a
I'ordre 4 en 0 des fonctions x +—— ¢*,
X —> cosx, x —> sinx, x —> In(1 + x)
et, pour a € R, x —> (1 +x)“.

2. Prouver que le développement limité en
0 al'ordre 4 de la fonction t — sintcost

est:
2.3 4
t——t +0(t)
3

3. Déterminer le développement limité en
0 a l'ordre 2 de la fonction

el —1
In(1 +¢)

4. On note ¥ la courbe représentant la
fonction f définie sur RT* par f(x) =
Inx.

(a) Prouver que le développement li-
mité a l'ordre 2 en xy = e de f est

f(x)= 1+%(x—e)—L(x—e)2+o ((x - e)2>

2¢e?

(b) Déduire de la question précédente
I’équation de la tangente 7 a € au
point d’abscisse xy = e ainsi que la
position relative de € et 7.

Exercice 5
On rappelle que, pour tout x réel,
eX+e ™ ef—e *
hx=———, shx=——7/—
chx 3 shx 7
1. Rappeler les développements limités a
l'ordre 5 en 0 des fonctions

(a) x —chx
(b) x —> shx

4 3 5
2. Démontrer que, en 0, thx = x— % +21i5+
0 (x%).

3. En déduire que le développement limité
de cos(thx) a l'ordre 5 en 0 est :
x?  3xt

=1——+—+0<x5)

cos(thx) 5 3

4. Calculer
cos(thx) — 1+ %

lim 5
=0 cosx—1+%

Théoréme 1.
Soit (a,b,c) un triplet de R* x R2, P une fonction
polynéme et a et w deux réels. On considere les
équations différentielles
ay” + by’ + cy = P(x) e cos wx
ay” + by’ + cy = P(x) e* sin wx

Alors, une solution particuliére

o de 'équation différentielle est
Re (e”*Q(x))

o de 'équation différentielle est y
Im (e*Q(x))

ol
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co=a+iw

* Qest la fonction polynome complexe qu’on
détermine en résolvant I'équation

aQ" +(2ap+b)Q" +(ap*+bp+c)Q =P
sachant que
1. siap®+bp+c#0, alors
0Q = 0P

et valQ=0

2. siap®*+bp+c = 0et2ap+b # 0, alors
0Q=0P+1 et valQ=1

3. siap®*+bp+c=0et2ap+b=0,alors
0Q=0P+2

et valQ=2.

Année 2011-2012

25 novembre 2011

Exercice 1

1. Résoudre les équations suivantes :

16x* —25

5
X—3

16x>—25=0 et 0

2. Factoriser x? + 2x — 3 puis résoudre I'in-
équation :

x% 4+ 3x _x+3
x+2  x+2

Exercice 2
Soit la fonction f définie par

fx) =l =1]+|x+1]

1. Exprimer la fonction f sans valeur abso-
lue.

2. Représenter graphiquement la fonction

f.

Exercice 3
1. Résoudre dans R I’équation

cos (3x — %) = COoSs <2x + %)

2. (a) Enremarquant que § = 2x g, prou-
ver que

T A2+2

COSg = 2

e @ -
(b) En déduire sin g et tan g.

Exercice 4
1. (a) Rappeler les formules d’Euler.

3

(b) Linéariser cos” x.

2. Enen cherchant une racine évidente puis
en factorisant a la volée, résoudre dans C
I’équation

22-32244z-2=0

Exercice 5
1. Calculer

7x3 —5x+1
1—2x3

X—>+00

lim Vx+1—+/x

x—>—+00
2. Rappeler
(a)

sinx

x—=0 X

. tanx
lim

x—0 X

3. Prouver que

. 1l—cosx 1
lim —— = =
x—0 x2 2
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12 janvier 2012
Exercice 1
1. Rappeler les équivalents en 0 de e* — 1,
In(1 +x), 1 —cosx, sinx, tanx.
2. Calculer les limites en 0 de

(a)

1 —cosx
x(e*—1)
(b)
sin21t
sin7t
(c)
In(1+3)
tanx
(d)
(ez"z - 1) sin/u
(7 4+ u)(tanu)2In(1 + 3y/u)
Exercice 2
Calculer
1.
. Inx
lim ————
x—1sin(x —1)
2.
. e*—e
Iim ——
x=24/1 —cos(x —2)
Exercice 3

En effectuant un changement de variable puis
en recourant aux équivalents, calculer

. 1 —tanx
lim ———

x—% Cos 2x

Exercice 4
Soit la fonction f définie sur R par

f(x)

1. Déterminer l’ensemble de définition @f

de f.
2. Etudier la parité de f.

xsinx
1 —cosx

3. Prouver que la fonction f peut étre pro-
longée par continuité en 0.

Exercice 5
Soit f la fonction définie sur R par
flx)=x>4+x—1

1. Factoriser a° — b3, en déduire le taux de
variation :
fla)—f(b)
a—b
de f entre b et a puis prouver que f est
strictement croissante sur [0, +o0].

ba} =

2. Prouver que ’équation f(x) = 0 admet
une unique solution x, sur [0, 1[.

3. Prouver

(a) Déterminer une valeur approchée
fra\ctionnaire a 1178 prés puisa 102
pres de xp;

(b) que 0,68 est une valeur approchée a
1072 prés de x.

20 avril 2012

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R par

3 xsin(%) six#0
f(x)_{o six=0.

1. La fonction f est-elle continue en 0 (on
justifiera 'affirmation) ?
2. Calculer f’(x) pour x # 0.

3. La fonction f est-elle dérivable en 0 (on
justifiera ’affirmation) ?

Exercice 2
Déterminer des primitives de
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1. xv/1+x2
2. x2sh (x3)

3. cost
14sin?t

Exercice 3

Calculer la primitive de cotanx s’annulant en
s

5 -

Exercice 4
Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par

f(x)=1n(x+\/x2—1)

1. Calculer, pour tout x réel, f’(x).

2. Rappeler la dérivée de la fonction Argch
et en déduire que, pour tout x réel,

Argchx =1In (x +Vx2— 1)
Exercice 5
Soit f la fonction définie par f(x) = Argch 1.

1. Déterminer I’ensemble de définition .@f

de f.

2. Déterminer l’ensemble de dérivabilité

!
@f de f.
3. Calculer la dérivée de f.

4. Déterminer la différentielle de f en xy =
1

5.

21 juin 2012

Exercice 1

1. En intégrant par parties,
(a) calculer

0

cos? 0
(b) prouver que

2e3+1
9

e
f x’Inxdx =
1

2. Au moyen d'un changement de variable,
calculer

f3 dx
0 x2+9
Exercice 2

Résoudre dans R les équations différentielles
suivantes, puis en déterminer les solutions va-
lant 1 en 0.

dy _

d
2. d—i—ky:—x

dx , 1, _ _1
3. m + ¥ X = t2+1
Exercice 3
Toutes les équations différentielles de cet exer-
cice sont de fonction inconnue y et de variable
X.

1. Résoudre dans R :

(a) v" =5y +6y =0
(b) 4y" —4y"+y=0
(¢) v — 4y’ + 5y = 0. De cette der-

niére équation, déterminer la solu-
tion telle que

p(0)=0
y'(0) =1
2. En s’aidant éventuellement du théo-

reme|l page suivante| résoudre dans R :

})”—4yl+5}/=€x

Exercice 4
1. Rappeler les développements limités a
I'ordre 4 en 0 des fonctions x —— ¢*,
X —> cosx, x —> sinx, x —> In(1 + x)
et, pour a € R, x —> (1 + x)“.

2. (a) Déterminer le développement li-
mité a l'ordre 4 en 0 de In(1 +
X)CoSs x.

(b) En déduire le développement limité
alordre 4 en 1 de Inxcos(x —1).
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3. On note f la fonction, éventuellement
prolongée par continuité en 0, définie
par:

e =1

f(x) =

Prouver que le développement limité a
l'ordre 3en 0 de f est:

sinx

2 3
f(x)=1+;+%+%+0(x3)

Exercice 5
1. Prouver que, si x est positif, le déve-
loppement limité a l'ordre 3 en 0 de
In(1 +x?) est :

In(1+x%)=x— ixa +o0 (x3)

2. (a) Déterminer le développement li-
mité a l'ordre 4 en 0 de

1
V1 —x?

(b) (Hors baréme) En déduire que ce-
lui de Arcsinx a l'ordre 5 en 0 est

3 5
. X 3x
Arcsinx=x+ —+—+o0 (xs)

6 ' 40
(L.54)

Théoréme 1.
Soit (a,b,c) un triplet de R* x R2, P une fonction
polynome et a et w deux réels. On consideére les

équations différentielles

(L.55)
(1.56)

ay” + by’ + cy = P(x) e cos wx
ay” + by’ + cy = P(x) e** sin wx

Alors, une solution particuliére

* de I'équation différentielle est
Re(e?*Q(x))

* de I'équation différentielle est y =
Im(e?*Q(x))

otl
co=a+iw

* Qest la fonction polynome complexe qu’on
détermine en résolvant I'équation

aQ" 4+ (2ap+b)Q' + (ap* +bp+c)Q =P
sachant que
1. siap®+bo+c#0,alors
0Q=0P et valQ=0
2. siap®+bp+c=0et2ap+b#0,alors
0Q=0P+1 et valQ=1
3. siap®*+bp+c=0et2ap+b =0, alors

0Q=0P+2 et valQ=2
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Corrigés des épreuves

Année 1995-1996

2 avril 1996

Exercice 1 (p. 4).
1. On a a effectuer un produit de développements limités.
1 11 2 1 1 3
Iy Ld-nx?r 1(3-1)(-2)x
2_+2(22') +z(2 )(z ) +0(x3)]

V1+xcosx = [1+ 0
i )]

1
3!

X
X|:1—E+O
x x* x3 3 x? 3
1+ 4+ 1-=—
[+2 8+16+0(x)” 2-i—o(x)]
x 1 1\, (1 1\, 3
=1+>+4(-—=-2= S
+2+<2 8>x+<16 4>x—|—o(x)

5 3
2 Zx3+o(x®).

X
V1 =142-2
+ X Ccosx +2 8x 16

2. 0Ona
VI+xcosx—1 _ 1+3—32x2— Zx3 +o(x%) -1 _ l—§x—ix2+o(x2)
x x 2 8 16 '
Donc ¢ admet au point M, d’abscisse xq = 0 (d’ordonnée 1/2) une tangente .7 d’équation
Yy = % — 3X et, puisque —%xz < 0 pour tout x réel, € reste en dessous de .7 dans un

voisinage de M.
(IT.1)

Exercice 2 (p. 4).

1. Par définition,
cosy
0

N
=R
N
=

y = Arccosx < {
75
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2. Pour tout réel a, cos2a = 2cos?a — 1.

3. Il vient de la relation précédente que

5 5 5\ 7
cos(2 Arccos 8) = 2cos?(Arccos 6) —1=2 (E) —1=—. (I.2)

Oro0< g < 1 donc Arccos 1 < Arccos % < Arccos 0 (car la fonction Arccos est décroissante
sur [—1,1]) donc 0 < Arccos% < 1/2 et par suite 0 < ZAI'CCOS% < m. On déduit alors

de 1) et de 1' que 2Arccos% = Arccos %.

Exercice 3 (p. 4).
1. On a a effectuer un quotient de développements limités.
o(x%) Cx— % +0(x3)

o(x?) —%—i—o(xz).

. ‘e .1 3 2 3
Or, le quotient de la division euclidienne de x — % par 1 — %- est x + % avec un reste de

3 3
. _ 3
%5 donc tanx = x + 5 +o(x°).

2. (a) Onsait queln(l+h) =h—1h?+1h3 +o(h3).
(b) Puisque h = +tanx tend vers 0 si x tend vers 0, on obtient le développement limité
de In(1+tanx)+In(1—tanx) par composition des développements limités de In(1+h)

eth=ttanx:
[1 + <x+%3+0(x3)>]
=i<x+%3+o(x3)> —1[i <x+ :
3

B
+%[i (x+%+0(x3)>]3+0 <[i <x+§+o(x3)>]3)

In(1 +tanx) =1n

si bien que
L 2,253 3
In(1 +tanx) —In(1 —tanx) = X=X —l—gx +o(x”)
Lo 23 3
[ X=X = 2X +o(x )]

4
In(1 +tanx) —In(1 —tanx) = 2x + §x3 +o(x%).

3. On pose t = 7t/4 + x. Alors, puisque tan(mw/4) =1,

tan(m/4) + tanx 1 +tanx
t 4 = = .
an(re/4 + ) 1 —tan(nt/4)tanx 1 —tanx
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Donc

In(tant) = In (tan(mt/4 + x))
<1 +tanx>
—In (220X
1 —tanx
=In(1 +tanx) — In(1 — tanx)
=2x+ §x3 +o0(x%)

In(tant) = 2(t — 7 /4) + %(t —1t/4)% +o((t — 1t/4)%).

Exercice 4 (p. 4).

1. (a) Pour une fonction f de classe C3 sur un intervalle [xy,x], la formule de Taylor-
Lagrange en x( a l'ordre 2 donne

f(x)=f(xo) +%TO)(X—XQ) +%};0)(x—x0)2+f3—gc)(x—xo)3

ou c est un réel de I'intervalle ]x, x[.

(b) Sic>0,alors 1 +c¢>1donc (1+c)® > 1 et par conséquent

1
(1+c¢)3

0< <1 (I1.3)

(c) Pour tout x > 0, la fonction f : t — In(1 + ) est de classe C* sur l'intervalle [0, x]
dong, grace a la formule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre 2, on a

£09 = 10+ £+ L1002 S0

oul0<c<x. Or

/ _ 1 " _ 1 " 2
fR=0+x)  fO=-1 O=grm 0= g
donc, pour tout x > 0,
x? 1
f(X)=X—7+mX3

De la double inégalité (II.3)) on déduit pour tout x > 0 que

1 x3
0<—x° < —
31103 3
d’ou
2 2 .3
X x5 x
—— <In(1 <x— =+ =.
x== n(l+x)<x 2+3

2. Cette inégalité permet d’affirmer que x — % est une valeur approchée de In(1 +x) a 103
pres des que (0 <) % <10 3i.e. dés que (0 <)x < v/310 ! (on peut méme préciser qu’il
s’agit alors d’une valeur approchée par défaut).
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3. On note que In(1,1) = In(14+0,1). Or,si x = 0,1(> 0), on a (0 <)x < v/3107! et donc
2
01— @ = 0,095 est une valeur approchée de In(1,1) & 102 pres par défaut.
Exercice 5 (p. 5).
1. Etude préliminaire.

(a) i. Puisque l'ensemble de départ de la fonction v est [0,+[ et puisque /4 —¢
n’existe que pour t < 4, 'ensemble de définition Z de la fonction v est [0, 4].

ii. La fonction v est dérivable sur [0,4[ et pour 0 <t <4,0on a

t 2(4—t)—t 8-3t
v (t)=2 \/4—1‘—1—2 - | = @-t-t_

Nz VEi—t A=t

Il est clair que v’ est strictement positive sur [0,8/3[, nulle en 8/3 et strictement
négative sur [8/3,4[; donc v est maximale en t = 8/3 et vaut alors v(8/3) =

32/(34/3).
(b) i. Lafonction v est intégrable sur [0, 4] car elle est continue sur cet intervalle.

ii. On procede a une intégration par parties pour calculer ng(t) dt.

fv(t)dtzfzt\/ﬁdt

0 0

2 ([—%t(él—t)g]z_f:—%(él—t)gdt)

0
_ 843
15
4

256

v(t)dt = —

fo 15

iii. On sait que la valeur moyenne V de v sur [0, 4] est donnée par

I 64
V=— t)ydt = —.
=0 ), "W =13

2. Etude concrete.

(a) On a immédiatement v(0) = v(T) = 0. La fonction v est dérivable sur [0, T[ et pour
0<t<T,ona

v’(t):a[\/ﬁJr 2(T—t)—t 2T-3t

—t
2\/T—t] JT—t JT=t

Puisque a > 0, il est clair que v’ est strictement positive sur [0,2T/3[, nulle en 2T/3
et strictement négative sur [2T/3, T[; donc v est maximale en t = 2T /3 et vaut alors

v(2T/3) = 2aT \/T/3/3 = 2a(T/3)%/2.
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(b) Puisque dx(t) =v(t)dt et x(0) = 0, la fonction t — x(t) est la primitive s’annulant en
0 de la fonction (continue sur [0, T]) t — v(t) ; donc

La vitesse moyenne V du motard sur le parcours AB est donnée par

1 (7 x(T) 4a_3
_T——O o 'V(t)dt— =—T2,

\%4
T 15

(c) La fonction v étant continue sur [0,T], on peut lui appliquer sur cet intervalle la
formule de la moyenne : il existe un réel ¢ dans [0, T] tel que
1 T

v(c) = T=0), v(t)dt

i.e. tel que v(c) = V. Ceci prouve qu’il existe un instant au cours de l’expérience
auquel la vitesse instantanée du motard égale sa vitesse moyenne.

(d) Application numérique. On a

ie.
vy = 200 2a(T/3)%2 = 200

d’ou, par division,
4 2
B LR
2(T/3)3/2 200
ie.

1
h ws= 15v/3s ~ 26s.

T=—_h=
80+/3 80+/3
Donc V = x(T)/T =1/T = 80+/3 ~ 139 km/h.
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9 mai 1996
19 juin 1996

Année 1996-1997

9 janvier 1997

Exercice 1 (p. 7).
1. Ona:

—  Ja o (¥ =3)—(*-1)
Va3 1_\/x2—3+\/x2—1

Vxi—3-4/x2-1= 2

VX2 =3 +4x2 -1
Or, lim,_, 4 oo Vx2 — 3 = limy_, ; on Vx2 — 1 = +00. Donc

lim Vx2—3—+/x2—1=0.

X—>+00

2. On a, pour tout x # 7t/2[27],

sin?x(1 — sinx)

tan®x(1 —sinx) 5
cos?x
sin®x(1 — sinx)
1 —sin’x
sin®x(1 — sinx)
~ (1 —sinx)(1 +sinx)

sin? x

" 1 +sinx’

Donc, puisque lim,_,;/;sinx =1,

lim tan®x(1 —sinx) = 1/2.
x—7/2
Exercice 2 (p. 8).

1. (a) L’ensemble de définition de la fonction f est R*T*. Sur cet ensemble, f est continue
et dérivable et, pour tout x > 0,

N

1 1
f’(x)>0<:>;>—<:>2>\/§>0<:>4>x>0.

24/x
Donc f est strictement croissante sur ]0,4[, strictement décroissante sur |4, +oo] et
admet un maximum absolu en 4.
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(b) Puisque f admet un maximum absolu en 4, pour tout x > 0, f(x) < f(4). Or f(4) =
In4—2=2In2—-2=2(In2 — 1) est strictement négatif. Par suite, pour tout x > 0,
f(x) <0ie Inx <+/x.

(c) On a dong, pour tout x > 0, Inx/x < 1/y/x et, pour x > 1, 0 < Inx/x < 1/+/x. Puisque
limy o 1/4/x =0, il s’ensuit par le théoréme des gendarmes que

. Inx
lim — =0.
Xx—+00 X

(d) Pour x > 0, posons X = x®. Alors x = X1/« et donc

Inx lnX% 1 InX

xe X a X

Or, si x —> 400 alors X — +00 dong, en vertu de la question précédente,

. Inx . 1InX
lim —= lim ——=0
x—+00 x4 X—>4+oa X

2. (a) Puisque lim,_, g+ Inx = —o0, lim,_,¢+ f(x) = —oco0. D’autre part
11111 Inx//x=0 et  f(x)=+x(Inx/\/x—1)
X—+0
si bien que lim,_, ;o f(x) = —c0.
(b) A voir.

Exercice 3 (p. 8).

1. Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [4,b] et dérivable sur
]a, b[. Alors, il existe un réel c dans ]a, b[ tel que

2. La température T est une fonction de la variable t (supposée dans ’enoncé) continue et
dérivable sur R; dong, si ty est I'instant de début de la période considérée, T est continue
sur [to, tg + 12] et dérivable sur ]t(, tg + 12[. Par le le théoréme des accroissements finis, il
existe un instant t; dans |tg, to + 12[ tel que

T(tg+12)—=T(ty) dT

to+ 12—t =)
i.e. tel que
dT —48 -6
()= ——2 =92,
7 (1) 12 9/

Puisque —9/2 < —4, il existe donc un instant, au cours de la période considérée, en lequel
la vitesse de refroidissement a dépassé —4°C/h.

Exercice 4 (p. 8).
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1. (a) Par définition,

= Arcsinx < x=siny
Y —n/2 <y <m/2
(b) Soit x un nombre dans [—1,1] et y = Arcsinx. Alors, par définition, x = siny i.e.
x = sin(Arcsin x).

(c) Soit x un nombre dans [—1,1]. Alors,

[
y = Arcsinx < {i;/szmy <n)2

l

x? =sin’y
—n/2<y<1/2

cos y—l x?
y < 1/2

|cosy' =1-x?
=
—n/2<y < 7/2

= cosy =V 1—x2
car,si —7/2 <y < 71/2,alors cosy > 0 et donc (cosy’ = cosy. Il s’ensuit que cos(Arcsinx) =

V1 —x2.

(d) On sait que, pour tout 0 réel, sin 20 = 2sin 6 cos 0. Donc, pour tout x dans [—1,1],

II

sin(2 Arcsinx) = 2sin(Arcsin x) cos(Arcsinx) = 2xV/1 — x2. (IL.4)

2. (a) Puisque Arcsin0 = 0, la fonction Arcsin étant continue sur [—1,1], lim,_,¢Arcsinx =
0.

(b) On sait que

. sinx
lim

x—0 X

Or, d’apres la relation (II.4),

x\/1—x2  sin(2Arcsinx)/2  sin(2 Arcsinx)

Arcsinx Arcsinx 2 Arcsinx

=1. (IL.5)

Donc, d’apres le théoréme sur les limites de fonctions composées et la relation (IL.5)),

x\/1—x2 . sin(2Arcsinx) . siny
im—— =lim———— = = lim =1.
x—0 Arcsinx x—0 2Arcsinx y—>0 ¥

Exercice 5 (p. 8). On rappelle que, par définition, lim,_,o x> +4 = 4 si, pour tout ¢ > 0, il existe
a > 0 tel que

|x|<a=|x2+4—4 <e. (IL.6)
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Soit ¢ > 0 quelconque ; on doit chercher @ > 0 (dépendant a priori de ¢), tel que
|x|<a:>|x2+4—4 <e

i.e. tel que
| <a=x*<e¢

i.e. tel que
x| < a = |x| < +/e.

On constate que, pour tout € > 0, le réel & = /e est tel que la condition (I1.6)) soit réalisée ; donc
lim, ,ox*>+4=4.

12 mars 1997

Exercice 1 (p. 9).

1. En intégrant par parties,
2t 2t 2 L2
e e e e e
teXldt=t— — | —dt=t—— — = — (2t —1).
fe 2 f PR R al G

2. Puisque dx/x = d(Inx),

[ e[ ] -5-5-3

3. En intégrant par parties,

1 1 1 1 2
1 d(1
f Arctanxdx = [xArctanx] —f de: E__,[ M
0 0 o 1+x2 4 2J9 1+x2

1
si bien que I'intégrale demandée égale & — %[ln|1 + x2|] . soit ¥ —41n2.
4. (a) i. Onsait que cos2a =1 —2sin’a donc sin® @ = (1 — cos 2a) /2.
ii. On asin26 = 2sin6cos O donc

sin?0cos? 0 = <Sin29)2 - sin” 20 = 1 —cos 40

2 4 8

(b) Posons 6 = Arcsinx i.e. x = sinf avec —7/2 < 0 < 7/2 (la fonction x — Arcsinx
réalise en fait une bijection de [0, 1] sur [0,7t/2]). Il s’en suit que
e dx=cos6db
o x2V/1—x2 = sin?0v/1 —sin? O = sin Ov/cos2 6 = sin®O|cos O] = sin® O cos O car
—1/2 <0 <m/2.
e six=0alors® =0etsix=1alors 0 =mr/2.
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Donc
1 /2 m/2 1 _ 4
f xzx/l—x2dx=f sin 0 cos? 6dO = %GdG
0 0 0
1], 1 2 7
=—-|0— —sin40 =—-(n/2-0)=—.
8[ 1o ]0 g (/200 =15
Exercice 2 (p. 9).
1. ¢ Onsait que la solution générale de I’équation
v —3x%p =0 (11.7)
est
y =Cexp <—J—3x2dx>, CeR ie. y=Ce"3, CeR.
* On constate que y = —1/3 est solution particuliére de I’équation

v —3x%y = x% (11.8)
¢ Il s’en suit que la solution générale de I’équation (II.8), somme de la solution générale
de I’équation (II.7)) et d’une solution particuliere de 1’équation (I1.8), est

yzCexa—%, CeR.
2. L’équation
v’ —10y" +41y =0 (I1.9)
a pour équation caractéristique
r?—10r+41=0 (I1.10)
de discriminant A = 100 — 164 = —64 = (8i)?. Donc 1’équation a pour solutions

(complexes conjuguées)

_10+8i

10— 8i
Ty > =5+4i et r_ = 08

2
Donc la solution générale de ’équation (II.9) est

=5—4i.

y =" (Cycosdx + Cysindx), C;,CreR.
Exercice 3 (p. 9). Soit A et B deux polynomes et k un entier positif. On rappelle que le poly-

nome Q est le quotient dans la division selon les puissances croissantes, a l'ordre k, de A par B
si et seulement si il existe un polynéme R tel que

A=B.Q+XkIR
°Q <k

Ici,A=1—3X,B=1—XZ2etk = 3. On trouve
Q=1-3X+X?>-3X> et X*R=X*-3X> (ie.R=1-3X).
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Exercice 4 (p. 9).
1. Si h> 0 alors, pour 6 dans ]0,1[,on a 1 + 60h > 1 donc (1 + 6h)* > 1 et par conséquent

-1
—-1<—— <. 1I.11
Stont = (IL11)

2. Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle fermé d’extrémités 0 et h (h € R*) et
dérivable a l'ordre 3 sur le méme intervalle ouvert. Alors, d’apres la formule de Taylor-
Lagrange en 0 a l'ordre 2, il existe 6 dans ]0, 1] tel que

! h " h2 n h3
F(h) = £(0) + F(0) 1y + F(0) 3, + £"(Oh) 3. (IL.12)

3. (a) Pour tout h > 0, la fonction f : x — 1/(1 + x) est de classe C* sur l'intervalle [0, /]
donc on peut lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange en 0 a 'ordre 2. Or

1 , 1 ooy 2 mi_ _ —6
fO=17 TW="gmp W gop T g
donc
! _ " _ m _ -6
FO=1 fO)=-1 fr0)=2 fO = o

Par conséquent, pour tout h > 0, la formule ([I.12) donne

—1 3

f(h)zl—h+h2+mh

De la double inégalité (II.11)), on déduit pour tout & > 0 que

1—h+h2—h3<L<1—h+h2.
1+x

(b) Cette inégalité permet d’affirmer, pour h > 0, que 1 —h +h? est une valeur approchée
de 1/(1 +h) a 1073 pres dés que (0 <)| —h3| <1073 i.e. dés que (0 <)h < 107! (on
peut méme préciser qu’il s’agit alors d’une valeur approchée par exces).

(c) On note que 1/(1,09) = 1/(1 +0,09). Or, si h = 0,09(> 0),on a (0 <)h < 107! et
donc 1 —0,09 4 (0,09)% = 0,9181 est une valeur approchée, par excés, de 1/(1,09) a
1073 pres.

Exercice 5 (p. 9).
1. On a vu en cours que

(a) l'intégrale

J-FOO dx
a x®

converge si et seulement si a > 1
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(b) l'intégrale

converge si et seulement si a < 1.
2.« Lafonction f : x> (1 +x)/(4+x>) est définie sur R — {</—4} donc est continue sur
[3, +0[. De plus, elle est positive sur cet intervalle.
* Ona

1+x X . 1+x 1
4+ x3 +oo x3 4+ x3 +oo x2

et g : x — 1/x? est continue sur [3,+00[. Donc, puisque f et g sont continues et
positives sur [3,+00[ et équivalentes en +0, les intégrales

+00 14+x +00 1
J 3dx et J —zdx
3 4+x 3 X

sont de méme nature. Or, en vertu de la question|la page precédente} I'intégrale

converge donc il en est de méme de 'intégrale

erOO 1+x
dx.
3 4+4x3

3. Lafonction f : x — (1 +x)/(4+x>) est définie sur R — {/—4} donc est continue sur [0, 3].
Par suite, I'intégrale

3

1

J +x dx
0 4+x3

est une intégrale de Riemann. Par ailleurs, on a prouvé que l'intégrale

J'*OO 1+x
dx
3 4+ x3

converge. On en déduit que I'intégrale

-+00 1
J d+x
0 4+4x3

est la somme de deux intégrales convergentes et est, a ce titre, elle-méme convergente.

4 juin 1997

Exercice 1 (p. 10).
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1. Soit f une fonction bijective d’un sous-ensemble A de R sur un sous-ensemble B de R.
Soit x un élément de B tel que f soit dérivable et de dérivée non nulle en f~!(x). Alors
f~! est dérivable en x et

) 0= e = ————
( )x flof~1(x) f’[f_l(x)]

2. (a) La fonction cosinus hyperbolique ch est définie sur R par

X e

hx =
cnx 2

C’est une fonction paire, de dérivée sh (strictement positive sur R+). Par ailleurs,
ch0 =1 et lim, ,,ch = +00. On se reportera au cours pour la représentation gra-
phique de la fonction ch. Cette fonction, continue et strictement croissante sur R™
est une bijection de R" sur [1, 40|

(b) La bijection réciproque de la fonction ch restreinte 8 R™ est la fonction notée Argch :

=ch
y = Argchx si et seulement si * y
y =20
On sait que, pour tout x > 1,
’ 1
(Argchx) = ——. (I1.13)

x2—1

3. (a) D’apres la relation (II.13),
dt
Viz—1

= Argcht.

(b) On a
J‘4 dx _J’4 dx
1 V9x2 -4 19 /%‘2—1
_IJ‘I dx
=5 T
P2y (3) -1
—1X3f4 d (3x)
2 3 1 /(%x)z_l
—lj4d Argch ix
—3 ), A\ M2

4
dx 1 3
————— =—| Argch6 — Argch = |.
Jl\/9x2—4 3( & & 2)

Exercice 2 (p. 10).
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1. On sait que la solution générale de 1’équation

(1+x%)y —xy =0 (E)
est
y = Cexp (—J—ﬁdx), CeR ie y=CV1+x2, CeR
car
2
exp (—J— N —:-sz dx) = exp (%Jd(ll_i_;xxz)) = exp (%1n|1 +x2|> .
Par ailleurs, on constate que y = —2 est solution particuliere de ’équation compléte

(14+x%)y" —xp = 2x. (E1)

On aurait pu aussi utiliser la méthode de la variation de la constante qui conduit au méme
résultat. Il s’en suit que la solution générale de 1’équation (E;), somme de la solution
générale de I’équation (E/) et d’une solution particuliére de I’équation (E,), est

y=—-2+CV1+x? CeR
2. L’équation
Y +2) +y=0 (E3)

a pour équation caractéristique % 4+ 2r + 1 = 0 ayant pour solution réelle double r = —1.
On a vu en cours qu’alors la solution générale de I’équation (E) est

y=e¢"(Cix+Cp), CopCieR

Par ailleurs, la fonction y = ax? + px + ¥ est une solution particuliére de ’équation com-
plete (E;)

sietseulementsi VxeR, 2a+2(2ax+p)+ax’+px+y=7x>+28x+15
sietseulementsi VxeR, ax®+ (4a+p)x+2a+2p+y =7x*+28x+15

a =7
si et seulement si da+p =28
2a+2p+y =15
a =7
si et seulement si B =0
y =1

si et seulement si = 7x*+ 1.
Dong, la solution générale de I’équation (E,) est

y=7x>+1+e"(Cix+Cy), CoCreR.
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Exercice 3 (p. 10).

1. Soit k un entier naturel non nul. En intégrant par parties,
J(lnt)kdt =t(lnt)k - Jt x k x % x (Int) 1 dt
J(ln Hkdt =t(Int)k - kf(ln )k 1at.

2. Il s’en suit que

f (Int)*dt = [t(lnt)3]1 - 3f (Int)*dt

=2(In2)*-3 ([t(lnt)2]2—3f(1nt)1dt>
1

2
—2(In2)° -3 x 2(1n2)2+6f Intdt
1

—2(In2)° - 6(In2)*+6 ([t(lm)lr—zfdt)

1

2

2
f (Int)*dt =2(In2)° —6(In2)> + 12In2 — 24.
1

Exercice 4 (p. 10).

7
2

1. Si h > 0 alors, pour 6 dans ]0,1[, ona 1 +60h > 1 donc (1 +6h)2 > 1 et par conséquent

1
0<— <. (IL.14)

(1+6h)2

2. Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle fermé d’extrémités 0 et h (h € R*) et
dérivable a 'ordre 3 sur le méme intervalle ouvert. Alors, d’apres la formule de Taylor-
Lagrange en 0 a l'ordre 2, il existe 6 dans ]0, 1] tel que

h? h3

5 +f”’(6h)§. (I1.15)

£ = £(0) +£(0) 1 + £(0)

3. (a) Pour tout h > 0, la fonction f : x — 1/4/1 + x est de classe C* sur l'intervalle [0, h]
donc on peut lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange en 0 a 'ordre 2. Or

(1+x)2 sik=0,
_3 .
f(k)(x)z —%(1 +x)72 sik=1,
3

31+x)73  sik=2,
~L(14x)7F sik=3,

fO)=1, f(0)=-3, f”(o)=§, f’”(())=—%(1+9h}’ .

NI
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Par conséquent, pour tout h > 0, il existe d’apres la formule (II.15) un réel 6 dans
10,1 tel que

h 3h*> 15 7 h3
h=1-=-+-——-——(1 h)y"2 —.
f) 2+4 2 8 (1+6h) 6
De la double inégalité (II.14), on déduit pour tout i > 0 que
15 15 _7
-2 W2
A < A (1+6h)"2<0
d’ou
5 5 15 _7 k3
_= 1N 7
16I1< 8( + 0h) 6<0
et par suite
h  3h*> 5K3 1 h 3K?
l— -t ——— < —<1—=+

2 8 16 J1+h 2 8"

(b) Cette inégalité permet d’affirmer, pour & > 0, que 1 — % + %hz est une valeur appro-
chée de 1/v/1+h a 1073 pres deés que (0 <) | — Zh*| < 1073 i.e. dés que (0 <)h <
10713/16/5 (on peut méme préciser qu’il s’agit alors d’une valeur approchée par
exces).

(c) Onnote que 1/4/1,1 =1/4/1+0,1.0r,si h=0,1(>0),0ona (0 <)h <10 15/16/5 et
donc 1—0,1/2+3(0,1)%/8 = 0,95375 est une valeur approchée, par exces, de 1/4/1,1
41073 prés.
Exercice 5 (p. 11).
1. Le premier terme non nul dans le développement limité en 0

e desint est celui d’ordre 1
e de cost est celui d’ordre 0,

le développement limité en 0 de sinfcost a I'ordre 4 sera obtenu par produit des dévelop-
pements limité en 0 de sint a l'ordre 4 et de sint a l'ordre 3 :

t3 4 t? 3
int = |t—— t 1—— O(t)
sin tcos [ 3—i—o( )][ 2+ ]
1 1Y)\ 3 4
=t—(=+=]t o(t)
(3+5)°+
- 23 4
smtcostzt—gt +o<t )
(On pouvait aussi utiliser 'identité sintcost = %sin 2t.)

2. Ona
2 3
el—1  t+5+540(H)

2 3
In(1+8) L 48 40(t3)

t[1+§+%+o(t2)]

et —1
In(1+1t)

t[1—§+§+o(t2)]
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. . . 2 2 .
La division selon les puissances croissantes de 1 + £ + & par 1 — £ 4+ & a l'ordre 2 vaut

1+t+%.Donc

el —1 t2 5
() —1+t+?+o(t )
3. (a) Ona

f(x)=1In(e+h)
=1+%(x—e)—%(x—e)z—i-o((x—e)z).

(b) Déduire de la question précédente I’équation de la tangente
cisse xo = e ainsi que la position relative de ¢ et .7.

Année 1997-1998

24 novembre 1997

Exercice 1 (p. 11).

1. Ona

. x—4 . x—4 . 1 1
lim = lim = lim =,
x—dx2—x—12 xa4(x—4)(x+3) x—4x+3 7

Ona

1 1
lim In(x+1)—Inx= lim 1nx+ = lim 1n(1+;>;

X—400 xXx—>+00 X X—+00
orlim, ,;,1+1/x=1etlim, ,;Inu =0 donc

lim In(x+1)—Inx=0.

x—+00

J a € au point d’abs-

2. Lensemble de définition de f est [—1,3[ U]3, +0[. Sur cet ensemble, f est continue. Exa-
minons le cas du point xy = 3; en multipliant au numérateur et au dénominateur par la

quantité conjuguée v/x + 1+ 2,

lim al 1_2—lirn x+1-4 = lim !
x—3 x—3 x—3 (x—3)(\/x+1+2) x=34/x+1+2

1
T4

donc f est prolongeable par continuité en xy = 3 en posant f(3) = 1/4.

3. Tl est clair que (a — b) (a®> +ab + b?) = a®> — b3 et donc

_3 _3 _ 3
lim1 \/Ezlim - Vx = lim - VX

1

x—1 1—x x—1 13—(%)3 x—1 (l—%)(l—f—f/)?-i—(\s/;)Z)

donc la limite demandée est %

- lim—
T i+ ()



Chapitre II. Corrigés des épreuves I1.3. Année 1997-1998

Exercice 2 (p. 11). On sait que, en 0,
eF—1~x, tanx ~ x, sinx ~ x, In(1 +x) ~ x.

Dong, puisque lim, ,q+/x =0 et lim,_,q 5=0,onaen0

X

tan/x ~ /X, sinz ~ g,

si bien que
1)t
limw — lim x\/f -2
x—0  \/xsin3 =0 /x5
Par ailleurs,
1 In(1+h h
lim — X i POy Py,
x>lsin(x—1) k-0 sinh h—0h

Exercice 3 (p. 11).

1. On note que j = cos & +isin 2 = ¢! donc lj| =1 et Argj = Z* [2x].

2. On sait que |j2| =|j|* et que Arg (j?) = 2Argj[27] donc |j?| = 1 et que Arg (j?) = 4 [2n].
Exercice 4 (p. 11). Exercice!

Exercice 5 (p. 12).

1. On sait que I'ensemble de définition de la fonction Arcsin est [—1, 1] donc, puisque 2x/(1+
x?) est défini pour tout x réel,

2x 2x+1+x2
+12>20 =0
xe@f<:>—1<12x2<1<:){13r;2 (:){Z;JEXZXQ
X T 10 e S0
Donc
(14x)?
XE Dy = { 1+ 0
f —(1+x)2<
<0.
1+x2
si bien que 7 = R.
Autre méthode.
2 2 2
XEYDr < —1< X <1 X <1l Al <1<:)2|x|<1+x2
f 1+ x2 1+ x2 1+ x2

d’ou
xe@f<:>1+|x|2—2|x|>0<:)(|x|—1)220<:>xeR.

2. (a) Cours!
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(b) La fonction Arcsin est impaire. L'ensemble de définition ¢ de f est symétrique par
rapport a 0; pour x dans %y, on a

D’ou f(—x) = —f(x) donc f est impaire et on ne I’étudie que sur R".

3. On a f(1) = Arcsinl = /2. D’autre part, lim,_,  2x/(1 + x?) = 0 donc, puisque la
fonction Arcsin est continue sur [—1,1] donc en 0, on a lim, o f = Arcsin0 = 0.

4. (a) 1i. D’apres la question , 2x/(1 +x?) =1 si et seulement si x = 1. De plus, d’apres
la question , 2x/(1 +x?) = —1 si et seulement si x = —1.
ii. On sait que 1’ensemble sur lequel la fonction Arcsin est dérivable est | —1,1].
Donc le sous-ensemble de 7y sur lequel f est dérivable est R — {—1;1} et, par
suite, celui de R sur lequel f est dérivable est RT — {1}.
(b) Exercice!

(c) Siu est une fonction dérivable en x et —1 < u(x) < 1 alors

u'(x)

(Arcsinu(x)) = Tz(x)

Le reste de la question est en exercice !

5. (a) Par définition,

x =tan
y = Arctanx <= . y .

(b) i. Si0 < x <1 alors, lafonction Arctan étant strictement croissante sur R, Arctan 0 <
Arctanx < Arctan1, d’'ou 0 < Arctanx < Fie 0 <y < T donc0<2y<7.
ii. Si x > 1 alors, la fonction Arctan étant strictement croissante sur R, Arctanx >
Arctanl, d’'ou 7t/2 > Arctanx > 7 (car, par définition, Arctanx < 7) ie 5 <

2y <mdot —t < —2y < —7F et finalement 0 < 7w —2p < 7.
(c) Soit x > 0. a l'aide de I’égalité

2tany

SN2y = 4 any

démontrée a I’Exercice (24), on obtient

2tany

f(x) = Arcsin ( ) = Arcsin (sin 2y). (I.16)

1 +tan?y

(d) i Si0o<x<lalors0<2y< % dong, en utilisant 1’égalité (I1.16)),

{f(x) = Arcsin (sin 2y)
0

<<%
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ce qui, par définition de la fonction Arcsin, équivaut a

sin2y = sin f (x)
~F<f()<]
0<2y<%

Or, si deux nombres ont méme sinus et sont compris entre —7/2 et 7t/2, ils sont
égaux. Il s’ensuit que f(x) = 2y soit, par la définition de p,

f(x)=2Arctanx.
ii. Six>1lalors0<m—2y< % dong, en utilisant 1’égalité ,
{f(x) = Arcsin (sin 2y)
0<2y<%
soit, puisque sin(m — 2y) = sin 2y,
{f(x) = Arcsin (sin(mt — 2y))
0<m—-2y< 7%
ce qui, par définition de la fonction Arcsin, équivaut a
sin(r — 2y) = sin f (x)
-3 <fl)<

0<m—2y<

[SERNTE]

Pour les mémes raisons que précédemment, il s’ensuit que f(x) = w— 2y soit, par
la définition de p,

f(x)=m—2Arctanx.

6. Exercice!

16 février 1998

Exercice 1 (p. 12).
1. Ona

Jpefp dp=—pe P — J,—efp dp=—pe P —e?

et

JZ X Arcsmx ,[ Arcsinxd (—\/ 1— x2>
0

1—x
1 1

2 2 dx
Arcsinxy/1 — xz] — | V1 -x2—
[ 0 0 V1 —x?

6\V4 0
J‘é xArcsinxC1 6 —/37
x = .
0 V1—x? 12
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2. Ona
Js dx _J3 dx
0 ¥+9 Jog(541)
_1J‘3 dx
=5 OW
1 3dj
s (3)°+1

3
= lf dArctanE
3 Jo 3

1 3
= — Arctanf
3 310

1
=3 (Arctan1 — Arctan 0)

J3 dx m
0o X249 12

De plus, avec u =Inx,

fz dx _f dlnx_fd_u_[ﬁr__1<l_l>_1
¢ x(lnx)* ¢ (Inx)* poud -3 1 3\8 24

Exercice 2 (p. 12). On sait que la solution générale de ’équation

¥ +3x%p=0 (I1.17)
est

3

y=Cexp(—J3x2dx>, CeR ie. yp=Ce™, CeR

Utilisons la méthode de la variation de la constante et cherchons une solution particuliére de
I’équation complete

v +3x%y = e (I1.18)

sous la forme y = C(x)e_xs. Alorsy = C(x)e_’“3 est solution de (II.18) si et seulement si C’(x)e_"3 =
¢ % si et seulement si C(x)=x+K, KeRsietseulementsiy=(x+ K)e*xs, K € R. On sait
qu’alors la solution générale de ’équation complete (II.18) est y = (x + K)e_"3, KeR.

Exercice 3 (p. 13). L’équation différentielle sans second membre

v — 4y +13y=0 (I1.19)
a pour équation caractéristique r? —4r + 13 = 0 soit (r —2)% +9 = 0 soit (r —2)? — (3i)? = 0 soit
(r—2—=3i)(r—2+3i)=0so0itr =2+ 3iour =2—3i. On a vu en cours qu’alors la solution

générale de I'équation (II1.19) est

y = e (Acos3x + psin3x), A ueR.
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Par ailleurs, puisque le coefficient de y dans 1’équation complete
p” — 4y’ + 13y = 26x> + 10x + 9. (I1.20)

est non nul, cette équation admet comme solution particuliére une fonction de la forme y =
ax? + px+7y.O0ry = ax? + fx + y est solution particuliére de (II.20)

siet seulementsi VxeR, 2a—4(2ax+ﬁ)+13(ax2+ﬁx+7/)=26x2+10x+9

sietseulementsi VxeR, 13ax®+(—8a+13p)x+2a —4f+13y =26x>+10x+9

13a =26
si et seulement si —8a +13p =10
20 —4p+13y =9
a =2
si et seulement si g =2
y =1

si et seulement si p = 2x% +2x + 1.
Dong, la solution générale de I’équation différentielle (II.20) est
p=2x> +2x+14e** (Acos3x +pusin3x), A ueR
Exercice 4 (p. 13).

1. Larelation fondamentale de la trigonométrie hyperbolique est
VxeR, ch?x —sh?’x=1.

* La fonction ch est définie sur R, paire, de dérivée premiere sh et de dérivée seconde
ch; par ailleurs, ch0 =1 et lim, o, ch = +00. Cette fonction, continue et strictement
croissante sur R™ est une bijection de R™ sur [1, +oo[. On se reportera au cours pour
sa représentation graphique.

* La fonction sh est définie sur R, impaire, de dérivée premiere ch et de dérivée se-
conde sh; par ailleurs, sh0 = 0 et lim , o, sh = +00. Cette fonction, continue et stric-
tement croissante sur R est une bijection de R sur R. On se reportera au cours pour
sa représentation graphique.

2. Soit f une fonction de classe C" sur un intervalle fermé d’extrémités x et xg + h (x € R*)
et dérivable a l'ordre n + 1 sur le méme intervalle ouvert. Alors, d’aprés la formule de
Taylor-Lagrange en 0 a 'ordre n + 1, il existe 0 dans ]0, 1] tel que

hk hn+l
)

flxo+h) = kz:]Of(k) (x0) 77 + CESY £ (xo + Oh). (I1.21)

3. (a) La fonction ch étant croissante sur R*, on a

1 1
=>0<6x<§=>ch0<ch6x<ch§=>1<ch6x<3/2.

0<x$%
0<b<l1
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(b) Pour tout x # 0, la fonction sh est de classe C® sur l'intervalle fermé d’extrémités 0
et x donc on peut lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange en 0 a 'ordre 5. Or il
est clair que, pour tout k dans N,

sh®) 5 — shx sik est pair
chx sikestimpair

donc

sh®o - sh0=0 sikest pair
ch0=1 sikestimpair.

Par conséquent, pour tout x # 0, la formule (II.21 page précédente) a I'ordre 5 assure
l’existence d’un réel 6 dans ]0, 1| tel que

3 5

X X
ShX=X+z+mChex
ie.
3 5
X X
shx — <x+ F) = mch@x. (I1.22)

Or, si x est dans [0, %] alors, d’apres la question [3a page précédente|,

5
150 =0
1<chfx<3/2

si bien que
5 5 5
X < X shOx < x_.
120 120 80
On déduit de cet encadrement et de la relation ([I.22) I’encadrement demandé.

(c) 1. La question précédente permet d’affirmer, puisque % est dans [0, %], que

1 1072 10°*4 1072
0<ch——(1 < .
1o ( Y ) 120

Or il est clair que 10% < 9 x 120 donc % < 9.1078. Ceci prouve que a est une

valeur approchée de ch % 49.1078 pres et, puisque

1 1072 1074 1
<ch——(1+— h— >a,
0<c 10 < + > + 24> ie ch5=a

c’est par défaut que a est une valeur approchée de ch % 49.1078,
ii. Puisque |& —a| < 1078, I'inégalité triangulaire permet d’affirmer que

1
ch— —a|< +la—al <9108 410 8=10"7

10

1
h— —
choo—a

Co. . 1 s -7 N
si bien que a est une valeur approchée de ch 15 a 10~ pres.
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Exercice 5 (p. 14).

1. La bijection réciproque de la fonction ch restreinte a R™ est la fonction Argch, dont 1’en-
semble de définition est [1, +oo[. Donc

=chy

y = Argchx si et seulement si {x
= 0.

2. (a) La dérivée de la fonction Argch est donnée par

Vx>1, Argch’x = ;
x2—1
(b) On en déduit
dt
= Argcht
J\/ﬂ—l &
etavect=3x
4 6 2 6
dx 2dt 1J dt 1( 3>
S S a——— = —| Argch6 — Argch— |.
L\/9x2—4 3NA2—4 3321 3 & 502

3. (a) On a Argchl =0 et In (1 +12 — 1) = 0 donc, pour x = 1, la relation Argchx =

In (x +/x2 — 1) est vraie.
(b) On a, par définition,

x=chy
x>1

{y = Argchx
=0

x>1

x=chy
>0
_ ¥+e?
x_e 26

y>0
2xe? = (e¥)* +1
y>0

(e¥)? —2xe? +1=0
=
y > 0.

—~N— —— —— —A—

(c) i. Ona, x> —1 étant strictement positif puisque x > 1,
X?—2xX+1=0 <« (X—x)?4+1-x2=0
— (X—x)z—(m>2=0
— (X—x—\/ﬁ)(X—x+\/ﬁ)=0
— X=x+m ou X=x—vx?-1.
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ii. On a, pour x > 1,

x—Vx?2—-1>1 x—1>+x?2-1
x>1 x>1
(x—1)*>x2—1
—
x>1
—2x+1>-1
=
x>1
x<1
—
x>1
— XED

Supposons x > 1 et y > 0. Alors ¥ > 1 donc, d’aprés le raisonnement précédent,
eY = x —\/x2 — 1 n’a lieu pour aucun x réel. On a donc, pour x > 1,

y = Argchx — (ey)2—2xey+1 =0
x>1 y>0

{eyzx—i-\/xz—l ou ey =x—+x2—1

y>0

y=n(x+\/x2—1) x=1
= ou

=0 y=0

(carx++/x2—121>0six>1)

— y:ln(x—i—\/xz—l).
Dong, pour tout x > 1,
Argchx =1In (x—l—\/xz—l).
11 juin 1998
Année 1998-1999

16 novembre 1998

Exercice 1 (p. 15).
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1. L’équation P(z) = p équivaut a

R \2
Fo <R+z> -P

R P,
;_Zz ?0 (car By >0etp>0)

P
ie. z=R4/?O—R (carR>0etz>0)
P,
ie. z:R(4 /?‘)—1). (I1.23)

2. L’astronaute ne pésera plus que le quart de son poids initial si et seulement si

ie. ’

P(z) = Py/4

. | Py
ie. z=R< P_o_1>
4

ie. z=R(\/Z—1)
ie. z=R.

Dong, c’est a I'altitude 6400 km que ’astronaute ne pesera plus que le quart de son poids
initial.

3. D’apres la question[I} I'astronaute, pesant 63 kg a la surface de la terre, ne pésera plus que
7 kg si et seulement si

Dong, c’est a l'altitude 12800 km que 'astronaute ne pésera plus que 7 kg.

4. L'astronaute en état d’apesanteur complet si et seulement si son poids p est nul ce qui
correspond, d’apres a z = +o0. Bien sur, ce résultat est d’autant moins valable d’un
point de vue physique, qu’a grande altitude (i.e. loin de la terre), l’astronaute risquerait
de s’approcher d’autres astres et d’étre donc soumis a l'attraction que ceux-ci opéreraient,
ce qui créerait de la pesanteur. Il est a noter que la relation donnant P(z) n’est autre que
la loi de la gravitation universelle de Newton.

Exercice 2 (p. 16).

1. Consulter le cours!
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(a) Lalimite demandée est ‘5—1 car

sin84 x 84 x 84 84

~ ~_o 57 _
sin105x 0 105x o0 105 x—0 105

4
=
(b) La limite demandée est % car

(2" —1)sin/u 2u\Ju 2

(7 +u)(tanu)2In(1 +3+/u) 0 (7 +u)u? x 3+/u 0 21

(c) Posons t =x—1ie x=1+1t;alors x » 1 équivauta t — 0 et on a donc
X el-‘rt —e
lim ———— =lim ———.
xo>lln(x—1)  t>0ln(1+1)
Par conséquent, la limite demandée est e car
eltt—e e(e'—1) ext

In(1+t)  In(1+1) t50 f 150 &

Exercice 3 (p. 16).
1. Pour tout x non nul, on a

X2 +Vx2 2y x4+ x|

f(x) = =
el I
() R+l
(k[ =1) ¥ =1
Donc
. . |xl+1
1 =1 =-1
xl—r}})f(x) xl—rﬂ) |x| -1
si bien que la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = —1.

2. Pour tout x # 2, 0n a

3—V2x+5 _ (3-V2x+5) (3+V2x +5)

fo === (x—2)(3+ 25 15)
99— (2x+5) 4-2x
T (x—2)(3+v2x15) (x-2)(3+v2x15)
B —2(x—2) 2
T (—2)(3+v2x15) 3+v2xis
Donc

lim f (x) = lim == 1

x—2 x%23+\/2x+5: 3

si bien que la fonction f est prolongeable par continuité en 2 en posant f(2) = —%.
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3. Pour tout x # 37“ [27c], on a

1 i in2
F(x) = (1 +sinx) tan2y = (LS sin’x

cosZx
(1 +sinx)sin®x o +sinx)sin? x
- 1 —sin%x N (1 +sinx)(1 —sinx)
o sin®x
~ 1—sinx’
Donc
.2
sin“ x 1
hm f(x)= 'm Ssmr o2
x—3 3 1—sinx 2

3

=

si bien que la fonction f est prolongeable par continuité en 2% en posant f(3£) =

Exercice 4 (p. 16).
1. Un réel x n‘appartient pas a Z si et seulement si
s
1—cos(3x—=)=0
cos(3x 4)
i

.e. 3x——)=1
ie. cos(3x 4)

ie. cos(3x— %) =cos0

ie. 3x—zzo[2n] ou 3X—EE—O[2T£]
4 4
T

.e. 3x=—]2

ie. 3x 4[7(]
T 27

he. x=7 157l

Dong, 'ensemble de définition % de f est

R_{E—i_k kEZ}

2. Lafonction f est construite de maniére naturelle. Elle est donc continue sur son ensemble
de définition

.@fzﬁ—{ﬁ-i-k keZ}

De plus, pour %% + k2 et k = 0 i.e. pour 5, on a, en posant t = 3x — %,

TC . .
X — —2 si et seulement si t—0.

(3x— )’ 2 2
- ~ <2
1 —cos(3x—7%) 1—costt—0 2 t—0
2
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si bien que f est prolongeable par continuité en {5 en posant f({5) = 2. Il s’ensuit que f
peut étre prolongée par continuité sur l’ensemble

w21 ny_o [m  2m *
<R—{ﬁ+k?,keZ}>u{ﬁ}—R {12+k3,keZ }

Exercice 5 (p. 16).

1. Il est clair que I’ensemble de définition de f est R. Puisque lim ,,exp = +o0etlim_,exp =
0O,ona

limf =— t lim f = +o0.
_uolgf ) e _il_Iggf +00

La fonction f est continue sur R et sa dérivée est donnée par
flx)=1+e™

Donc f/ > 0 sur R si bien que f est strictement croissante sur R. On aurait aussi pu
remarquer que f est la somme de deux fonctions strictement croissantes sur R : x — x et
X — —e~* — cette derniére 1’étant car la fonction exp l'est —.

2. D’apres un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, puisque f est continue
strictement croissante sur R et lim_4 f < 0 < lim_, f, I’équation f(x) = 0, équivalente
a ’équation (1), admet une unique solution réelle a. Puisque de plus f(0) = —1 < 0 et
f(1) =1—e"1 =e%—¢7! > 0 (car exp est strictement croissante sur R), on sait que a
appartient a ]0,1].

3. (a) Puisque

_1 -2
|e 5-0,6| <1072,

ona—0,61 < —e~7 < —0,59 donc
1 1 .y 1
E—ez <0 sibien que f<§><0

Or f(0) <0< f(1) donc f(3) <0< f(1) et donc a appartient a |1,1[.
(b) De plus, puisque

|e*% —0,47| <102

ona —0,48 < —e~# < —0,46 donc
3 3
1 “i>0 si bien que f(Z) > 0.
Or f(%) <0< f(1)donc f(%) <0 <f(%) et donc a appartient é]%,%[.
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(c) Enfin, % = 0,625 (division euclidienne!) donc, puisque

e % —0,54| <1072,

ona —0,55 < —e~ ¥ < —0,53 donc
5 5
23>0 sibienque f |- ]>0.
8 8
Orf(3)<0< f(%) donc f(%) <0< f(%) et donc a appartient a ]%, %[
(d) e« Le diamétre de lintervalle 13, %[ est 0,125 donc a est distant de son centre %
d’au plus son rayon qui vaut % soit 0,0625. Par conséquent

<0,0625 <101

"6
donc % est une valeur approchée fractionnaire a 10! prés de a.
* De plus, % = % +0,0625 = 0,5625 donc, par I'inégalité triangulaire,
l|a—0,56]=]a—0,562540,5625— 0, 56]
<|a—0,5625|+10,5625 -0, 56|
< 0,0625+0,0025
=0,065
<107

si bien que 0,56 est une valeur approchée a 10! prés de a.

26 février 1999

Exercice 1 (p. 16).
1. On a, pour une certaine constante C,

J(lns)zds = s(Ins)* — 2Jslns% —s(Ins)* — ZJlnsds

=s(Ins)® =2 (slns —Js%) =s(Ins)? =2 (slns - fds)

=s(lns)> = 2(slns — s+ C).
Ona

s . 3t TC 1 e 1 _ 3t Ird 2
J tcos3td = |20 ——J sin3fdt = —= | =% =2,
0 3 1o 3Jo 3 3 9

2. Ona
f3 dx _1[3 dx _i
0 9+x? 0 9(1+(§)2) 9

3
1
f d (Arctan f) == ArctanE
0 3/ 3 3],

12°

W= W=

| S

[Arctan 1 — Arctan0
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On a, pour une certaine constante C,
J dt _J dt _Jd(t+1)
t2242t4+1 ) (t+1)2 ) (t+1)2

-1 -1
= [d[—)=""+cC
J(t—i—l) 1

Exercice 2 (p. 16).
1. Par définition,

Cosy =X

(I1.24)
Osys<sm

y = Arccosx <= {
2. Pour tout réel a, on sait que cos2a = 2cos?a—1.
3. Puisque pour tout ¢t dans [—1,1], cos(Arccost) = ¢, il vient de la relation précédente que
(2A 7) 2cos?(A 7) 1=2(2 ’ 1= (I1.25)
cos(2Arccos —) =2cos“(Arccos <) —1=2( < | —1=—. .
8 8 8 32

Oro< % < 1 donc Arccos1 < Arccos% < Arccos 0 (car la fonction Arccos est décroissante

sur [—1,1]) donc 0 < Arccos Z < 7t/2 et par suite 0 < 2Arccos % < 7. On déduit alors

de (]II.24[) et de (]II.25[) que 2Arccos§ = Arccos %

Exercice 3 (p. 17).
1. Voir le cours.

2. Pour tout h > —1, la fonction f : x — /1 + x est de classe C® sur 'intervalle d’extrémités
0 et h donc, grace a la formule de Taylor-Lagrange en 0 a 'ordre 3, on sait qu’il existe 0
dans ]0,1] tel que

b £ fOh) s

— /
£ = O + £k + 15 :
Or

(1+x)% sik=0, .
L14x)"2  sik=1 1 sik=0,

fO) =<2 3 * donc  fW0)={1 sik=1,
—1(1+x)77 sik=2, L

_s —3 sik=2

3(14x)72  sik=3

Il s’ensuit que, pour tout & > —1, il existe 0 dans ]0,1[ tel que

h h? K _
f(h)=1+§—§+ﬁ(1+9h) .

[S[S]

105



Chapitre II. Corrigés des épreuves I1.5. Année 1999-2000

Exercice 4 (p. 17). On sait que la solution générale de I’équation

Y —2xp =0 (IL.26)
est

y =Cexp (—f—Zxdx) ,CeR ie y= Ce”’, CeR.
On constate que y = —1/2 est solution particuliére de ’équation

y' —2xy = x. (I1.27)

Il s’en suit que la solution générale de I’équation (II.27), somme de la solution générale de
I’équation (II.26) et d’une solution particuliere de I’équation (II.27), est

1
y=Cex2—§, CeR.

Exercice 5 (p. 17). On sait que la solution générale de I’équation

Y~ 2xy = 0 (I1.28)
est

y = Cexp (—J—2xdx> ,CER ie yp=Ce”,CeR
On constate que y = —1/2 est solution particuliére de ’équation

v —2xy =«x. (11.29)

Il s’en suit que la solution générale de I’équation (II.27), somme de la solution générale de
I’équation (II.26) et d’une solution particulieére de I’équation (II.27), est

1
yzCexz—E, CeR.

11 juin 1999
Année 1999-2000

2 décembre 1999

Exercice 1 (p. 19).
1. Voir le cours.

2.

(a) Puisque

1 27
T2y
\B . 21
2 Ty
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onalz|=1etArg(z) = ZT”

On voit aisément géométriquement que |z;| = /2 et Arg(z;) = —%.

Puisque z3 = 2(‘/7§ + %) et

\/g—COST(
2 6
1 LT
— =S1n —
2 6

ona|z3] = 2 et Arg(z;3) = %.
(b) 1l s’ensuit que z; = e2in/3, Zy = 2e~im/4 et z3 = 2eim/6.

(c) On adonc

212y = eZiT[/3 « ﬁefin/él _ ﬁei(Zn/3fn/4) _ ﬁESirz/lz

si bien que |z12;| = /2 et Arg(z;2,) = ?_n ’

Z3 N 2ei7'f/6 2

Z _ \2eim/4 _ ﬂei(—n/z;—n/e) ﬂe—sin/lz
2

b nl_ V2 Ly _ _5m.
si bien que | 2| = % etArg(23)— 2

. 4 . . .
zil —jt= (e2zn/3) — p8in/3 _ ,i(2n/3+2m) _ ,2im/3 —j=z

si bien que |zﬂ =1et Arg(z}) = 2?"

Exercice 2 (p. 19).
1. On remarque que f(x) = IX;QX donc, puisque lim,_,o1 —x = 1 et lim,_,yx> = 07, on a
limg f = 4-00. Par ailleurs, lim,_, ; o x1—2 =lim,_, o1 = 0donc lim . f = 0.

1

2. On remarque que, pour x # 4, f(x) = % = 3 donc limy f = %

3. On remarque que, pour x # 3,

f(x)_(\/x+1—2)(\/x+l+2)_ x+1—4 B 1
O (x=3)(WxF1+42) (x=3)(Vx+1+42) x+1+2

donc limj f = %.

4. On sait que «la puissance 'emporte sur le logarithme » donc, puisque lim,_,ox = 0 et
lim, ,glnx =—o,onalimyf =0.

5. On remarque que

f(x)_(\/x+2—\/x+1)(\/x+2+\/x+1)_ x+2—(x+1) 1
a Vr+2+x+1 OV 24Vx+ T VxF2+/x 1

donc lim, o, f = 0.
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6. Puisque lim,_, 1 4 % =letlim, ,)Inu=0,onalim,, f =0.
Exercice 3 (p. 19).

1. Voir le cours.

2.

(a) La limite demandée est O car, en 0,

[N]

X
1 —cosx

2 .
e*—1 X

N R

(b) La limite demandée est 2/3 car, en 0,

In(14+2x) 2x 2

tan 3x 3x 3

3. Posons x = 2 + h. Alors

X — o2 e2th _ o2 eZ(eh_l)
sin(x —2) sinh sinh
ce qui, en 0, est équivalent a % = ¢2 donc la limite demandée est 2.

Exercice 4 (p. 19).
1. Les fonctions sin et cos sont définies sur R donc
x¢Dp = 1—cosx=0 <> cosx=1 < x=0 [2x].
Il s’en suit que Iy = R—{k2mn, keZ}.
2. La fonction f est paire car

(a) son ensemble de définition ¢ est symétrique par rapport a 0;

(b) puisque les fonctions sin et cos sont respectivement impaire et paire, pour tout x

dans Qf,

(—x)(—sinx)
1 —cosx

fl=x) = = f(x).

3. En 0, la fonction f n’est pas continue mais

x2

f)~ 75 ~2

Donc f peut-étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = 2.
4. (a) Soit x un réel. Alors

px+h)—px) A=A

108



Chapitre II. Corrigés des épreuves I1.5. Année 1999-2000

(b) Voir le cours.

(c) On a, pour tout x de 7,

(xsinx)’(1 —cosx) — xsinx(1 —cosx)’

!
fix) = (1 —cosx)?

(sinx 4+ xcosx)(1 —cosx) — xsinxsinx

B (1 —cosx)?
(sinx + xcosx)(1 — cosx) — xsin’ x

B (1 —cosx)?
(sinx +xcosx)(1 —cosx) — x(1 — cos®x)

B (1 —cosx)?

_ (I —cosx)(sinx +xcosx —x(1 +cosx))

B (1 —cosx)?
sinx —x

" 1—cosx’

Exercice 5 (p. 20).

1. (a) La définition de y = Arctanx est

x = tan
y = Arctanx < { . y .
—2<¥<73
Dong, par définition,

tan (2 Arctan %)

1 3 3=
2Arctan = = Arctan > < { % 1
3 4 —% <2Arctanz < 7.

(b) i. On sait que

2tana
tan2a =
1 —tan?a
donc
1 2tan (Arctan i 2% 1 2
tan <2Arctan—) = ( 3)1 = 3 s = % =2
3 1 —tan? (Arctany) 1_ (1) s

(I1.30)

(IL.31)

ii. La fonction Arctan est strictement croissante sur R donc, puisque 0 < % <1,on

a Arctan0 < Arctan% < Arctanlie 0 < Arctan% < & ce qui implique

T 1 T
—— < 2Arctan - < —.
3 rcan3 5

(IL.32)

(c) D’apres I'équivalence (I1.30), 1’égalité (I1.31) et 'encadrement (II.32) prouvent que

2 Arctan % = Arctan I
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2. Par définition,

2Arctan3 =1 — Arctanz < 1w —2Arctan3 = Arctan%

3

)1 : tan(7t — 2 Arctan 3)7Z (I1.33)

—5 <m—2Arctan3 < 7.

(a) On sait que tan(rw —0) = zg;g:g% = ficr(‘)fe = —tan 0 donc

2tan (Arctan3 2x3 3
tan (7 — 2 Arctan 3) = —tan (2 Arctan 3) = — an (Arctan 3) — X2
1 —tan? (Arctan3) 1-32 4
(I1.34)

(b) Lafonction Arctan est strictement croissante sur R donc, puisque 1 < 3,on a Arctan1 <
Arctan3 (< 7)ie § <Arctan3 < 7 i.e. 7 < 2Arctan3 < 7 donc —7 < —2Arctan3 <
—% ie. 0<m—2Arctan3 < 7 ce qui implique

—%<n—2Mdm3<%. (IL.35)

(c) D’apres l'équivalence (II.33), I’égalité (II.34) et I’encadrement (II.35) prouvent que
2 Arctan3 = 1t — Arctan 3.

3. (a) Soit d’abord x un réel tel que 0 < x < 1. Par définition,

2X_ — tan (2 Arctan x)
2 Arctanx = Arctan 5 1—x (I1.36)
1—x —Z <2Arctanx < 7.
i. Ona
2tan (Arct 2
tan (2 Arctanx) = an(Arctanx) _ 2 (I1.37)

1 —tan? (Arctanx) 1—=x2’

ii. La fonction Arctan est strictement croissante sur R donc, puisque 0 < x < 1, on
a Arctan0 < Arctanx < Arctan1 i.e. 0 < Arctanx < % ce qui implique

—%<2Mdmx<g. (IL.38)

iii. D’apres ’équivalence (II.36), ’égalité (II.37) et I’encadrement (II.38) prouvent
que,si0<x<1,

2 Arctan x = Arctan .
1—x2

(b) Soit ensuite x un réel tel que x > 1. L'égalité 2 Arctanx = 7t + Arctan 13’;2 équivaut a
2 Arctanx — 7w = Arctan % Or, par définition,

1
—5 <2Arctanx -7 < 7.

(11.39)

2X_ — tan (2 Arctanx — 1)
2 Arctanx — 7t = Arctan 1 X
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i. On sait que tan(6 — 1) = zg;%g:g = :ig‘;g = tan 6 donc
2tan (Arct 2
tan (2 Arctanx — 7t) = tan (2 Arctanx) = an(Arctany) _ _2x (I1.40)

1 —tan2 (Arctanx) 1—x2’

ii. La fonction Arctan est strictement croissante sur R donc, puisque 1 < x, on a
Arctanl < Arctanx (< 5) i.e. 7 < Arctanx < J i.e. T <2Arctanx <mie —5 <

2 Arctanx — 1t < 0 ce qui implique

—% < 2Arctanx — 1t < % (I1.41)

iii. D’apres ’équivalence (II.39), 1’égalité (I1.40) et ’encadrement (II.41) prouvent

que,six>1,

2 Arctanx = 7 + Arctan N

1¢" mars 2000

Exercice 1 (p. 21).
1. Etude préliminaire.

(a) i. Puisque l'ensemble de départ de la fonction v est [0,+00[ et puisque /4 —¢
n’existe que pour t < 4, 'ensemble de définition 2 de la fonction v est [0, 4].

ii. La fonction v est dérivable sur [0,4[ et pour 0 <t < 4,0n a
—t 24-t)—t 8-3t

V=2 VAt = | = Nz N

Il est clair que v’ est strictement positive sur [0,8/3[, nulle en 8/3 et strictement
négative sur [8/3,4[; donc v est maximale en t = 8/3 et vaut alors v(8/3) =

32/(34/3).

(b) i. Lafonction v est intégrable sur [0, 4] car elle est continue sur cet intervalle.

ii. On procéde a une intégration par parties pour calculer S(A)‘v(t) dt.

rv(t)dtzrzt\/ﬁdt

0 0

2 ([—%t(él— t);]j - f:_;(z;_ 13 dt>
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iii. D’apres la définition, la valeur moyenne V de v sur [0,4] est donnée par V =
o 0tu(t) dt = 8.

2. Etude concréte.

(a) On a immédiatement v(0) = v(T) = 0. La fonction v est dérivable sur [0, T[ et pour
0<t<T,ona

—t 2(T—t)—t 2T — 3¢t
V() =a|T —t+ ]za =a .
®) 24/T —t 2T —t 2T —t

Puisque a > 0, il est clair que v’ est strictement positive sur [0,2T/3[, nulle en 2T/3
et strictement négative sur [2T /3, T[; donc v est maximale en t = 2T /3 et vaut alors
v(2T/3) = 2aT \/T/3/3 = 2a(T/3)3/2.

(b) Puisque dx(t) = v(t) dt et x(0) = 0, la fonction t — x(t) est la primitive s’annulant en
0 de la fonction (continue sur [0, T]) t — v(t) ; donc

0
T
—J’ atNT —tdt
0
2

La vitesse moyenne V du motard sur le parcours AB est donnée par V = ﬁ S(;F v(t) dt

x(T) _ 43
T = 1512.

(c) La fonction x étant continue sur [0, T] et dérivable sur ]0, T[, on peut lui appliquer
sur cet intervalle le théoréme des accroissements finis : il existe un réel ¢ dans [0, T]

tel que x(T) — x(0) = (T — 0)x'(c) i.e. tel que v(c) = %ng(t) dt ou encore tel que
v(c) = V. Ceci prouve qu’il existe un instant au cours de ’expérience auquel la vi-
tesse instantanée du motard égale sa vitesse moyenne.

(d) Application numérique. On a

5
2

x(T) =1 . T =1
1.e.
vy =200 2a(T/3)3/2 =200

d’ou, par division,

4 32
151 1

2(T/3)32 200
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ie.
1 3600
T=——h=
803 803
Donc V = x(T)/T =1/T = 80+/3 ~ 139 km/h.

s = 15\/55 ~ 26s.

Exercice 2 (p. 21).

1. ¢ Onsait que la solution générale de I’équation
y' +(cosx)y =0 (I1.42)

est

v = Cexp (—Jcosxdx), CeR e y=Ce "%  CeR

* On constate que y = 2 est solution particuliére de I’équation
y' + (cosx)y = 2cosx. (I1.43)

* Il s’en suit que la solution générale de I’équation ([I1.43), somme de la solution géné-
rale de I’équation (I1.42)) et d’une solution particuliére de ’équation (II.43), est

py=2+Ce "M CeR
2. D’équation
y"+8y" +259=0 (I1.44)
a pour équation caractéristique
12 4+8r+25=0 (11.45)

de discriminant A = 64 — 100 = —36 = (6i)%. Donc ’équation ([1.45) a pour solutions
(complexes conjuguées)

_8+6i
T = = L 4430

Donc la solution générale de ’équation (II.44) est

=e (A, cos3x+ Aysin3x), A, eR
v

La fonction g est solution de I’équation (II.44) vérifiant y4(0) = 1 et y{(0) = 10 si et
seulement si

Y0 =e * (11 cos3x + A,sin3x), A, A, eR
v0(0) =1
(0 =10
ie.
%0 =e ()l cos3x+ Aysin3x), A, A, eR
A =1

41 +31, =10
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car si yg = e~ * (A cos 3x + A, sin 3x) alors
vh = —de ¥ (A cos3x + Ay sin3x) + e (=34  sin 3x + 31, cos 3x).
Le précédent systeme équivaut a
0 =e ¥ (Ajcos3x+ Aysin3x), A, A, eR

A =1
A, =14/3

donc la fonction g solution de ’équation (I1.44) vérifiant y,(0) = 1 et y((0) = 10 est
donnée par

14
yo=e ¥ <cos 3x+ ?sin 3x> .

Exercice 3 (p. 21).

1. (a) Pour une fonction f de classe C? sur un intervalle fermé d’extrémités 0 et h et déri-
vable a l'ordre 3 sur l'intervalle ouvert correspondant, la formule de Taylor-Lagrange
a l'ordre 3 donne
f1),  f'0),, f"(6h), ;
1! ht 2! he+ 3! h

f(h) = £(0) +

ou 0 est un réel de I'intervalle ]0, 1][.

(b) Sih>0et0<6 <1 alors Oh > 0 donc 1 + 6h > 1 si bien que (1 + 0h)® > 1 et par
conséquent

0<(14+6h)73<1. (I1.46)

(c) Pour tout h > 0, la fonction f : t — In(1 + ¢) est de classe C* sur l'intervalle [0, ]
donc, grace a la formule de Taylor-Lagrange en 0 a 'ordre 3, on a

£ = £+ /oy + L2 1O,

oul0<60<1.0r

) =In(14x),  f)=—— e =—14202  f"(x) = 2(1+x) 3

1+x

donc, pour tout i > 0,

h? W3
In(1+h) =h— = +(1+ eh)—3?

De la double inégalité ([I.46)) on déduit pour tout > 0 que
oo
14+6h) > — < —
0<(1+6h) 3 <3
d’ou
2 h? h3

h
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2. Cette inégalité permet d’affirmer que h — % est une valeur approchée de In(1 +h) a 1073
prés des que (0 <) % <1073 i.e. dés que (0 <)h < ~/3107! (on peut méme préciser qu’il
s’agit alors d’une valeur approchée par défaut).

3. On note que In(1,1) = In(1 +0,1). Or, si h = 0,1(> 0), on a (0 <)k < ¥/3107! et donc

2
0,1— @ = 0,095 est une valeur approchée de In(1,1) a 103 pres par défaut.

Exercice 4 (p. 21). On a

1t 1 t 1
J : dt=J d@HD 4y ~|infet +1)] =tne+1) -2 =1L,
o et +1 o e +1 0 2

Puisque dx/x = d(Inx),

fz dx _J’ezd(lnx) _[ -1 r__lJrl_g
e x(Inx)®* Je (Inx)® 2(Inx)? |, 8 2 8

Exercice 5 (p. 21).

1. On peut calculer a l'aide de la relation

14+x
1—x

Argthx = %ln

mais on a aussi vu en cours que, pour tout x dans | —1, 1],

1
Argthx) = )
(Argthx) T

2. En intégrant par parties,

1/2 V2o 1 11 (2d(1-x?)
Jo Argthxdx=[xArgthx]0 —L 1_x2dx=§Argth§+§L T

si bien que

3 3
an = Zln3—ln2.

1/2 132 1 A1 1 1
f Argthxdxzzln——i-z[lnh—x|]0 =Zln3+5

0 1/2
13 juin 2000
Année 2000-2001

19 décembre 2000

Exercice 1 (p. 23).
1. (a) Ona,six#2,
x—2 x—2 1 1

3-8 (x—2)(x2+2x+4) T X 4 2x 44 a2 12
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(b) On a,six# 6,

Vx+3-3  (Vx+3-3)(vx+3+3) x+3-9 _ 1 1
x—6  (x—6)(vx+3+3)  (x—6)(vx+3+3) Vx+3+3 o6 6

(c) Ona,six>0,

In(xt 1) ving = (vVIn(x+1) = VInx)(v/In(x + 1) + VInx)  In(x+1)—In(x)
B VGt 1)+ Vinx ~ G+ +Vinx

Or
1
In(x+1) —In(x) =1nx+ ——Inl=0
X X—+00

et

limln =40 donc In(x+1)+vVIlnx —— 4+

+o0 X—+400
si bien que

lim 4/In(x+1)—+VIlnx=0.
X—+00

2. Ona,six#0,

|f ()l =

x—0

1
xsin — ‘ |x| — 0
X

dong, par un corollaire du théoréme « des gendarmes », limg f = 0. Or f(0) = 0 donc f est
continue en 0.

Exercice 2 (p. 23).

1. Ona
cos(x T()—1<=>cos(x 7-()—cosT(
8’ 2 8’ 3
<:)X—EEE 27 ou x—zz—z 27
8 3 8 3
(:>x=n+7I 21 ou x=—n+z 27
T3 8 -3 8
117w 51
= — 2 =—— 2
e ] w2 [

L'ensemble des solutions de I’équation cos(x — §) = % est donc, dans R, I’ensemble

117 ST
lin , T kom, keZ
{24 +k2n keZ}u{ Sg tkam ke }
et, dans ] — 7, 7], 'ensemble {—3%, LIZ}.
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2. Ona

sin2x =sinx < 2x=x [27‘(] ou 2X=T—x [27‘(]
— x=0 [271] ou 3x=m [271]

e 27

3 3|

L’ensemble des solutions de ’équation sin 2x = sinx est donc, dans R, 'ensemble

— x=0 [27‘(] ou X

(k2rm, keZ}u{ngk%”, keZ}

et, dans ] — 7, 7], I'ensemble {—%,0,%,7}.
3. Ona
tan3x = tan(x + g) <« 3x Ex—i-g [71]
i
= 2x=—
=3 [
—x=2 |
= 5|
L'ensemble des solutions de I’équation tan 3x = tan(x + %) est donc, dans R, I'ensemble

{%+k%, keZ}

et, dans ] — m, 7], I'ensemble {—2%, %, X, 2}
Exercice 3 (p. 23).
1. Voir le cours.
2.
(a) En O,

Jxsina/x  Afxa/x 1 1
x(2+x)  x(2+x) 2+4x 2

donc
lim A/x sin/x _ l
x—0 x(2+x) 2

(b) En 0,
tan?(y/mx)  (\/1x)? 9o
1 —cosx x2
)
donc
tan?(y/mx)

lim ——— =2m.

x—0 1 —cosx
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(c) Posons x =2+ h. Alors,sih — 0

In(x—1) In(l1+h) h
: = ~—=1
sin(x — 2) sinh h

donc
In(x —
im 1)
x—2sin(x — 2)

Exercice 4 (p. 23).
1. (a) Ona

Cosy =X

y = Arccosx <
O<sy<m

(b) D’aprés la définition précédente, pour prouver que 2 Arccos 3 = Arccos %, il suffit de
prouver que
: 3
i. cos(2 Arccos §) = 3,
ii. 0< 2Arccos%1 <.
Or,

i. puisque cos2a =2cos’a—1,0ona

2 2
3 3 3 1
- ]1=2 A -] -1=2(-=-) —-1=—,
Cos (2 Arccos 4> cos< rccos 4) (4> 3

ii. puisque 0 < 2 < 1,1a fonction Arccos étant strictement décroissante, on a Arccos 1 <
Arccos 3 < Arccos 0 i.e. 0 < Arccos 3 < 71/2 d’ott 0 < 2 Arccos 3 < 7.

Il s’ensuit que 2 Arccos%L = Arccos %.

2. (a) Puisque 'ensemble de définition de la fonction Arccos est égal a [—1,1], ona 2 =

[—1,1] car
X€EP — —1<2x2—-1<1
— 0<2x?<2
— ngzsl
— 0< x| <1

— —-1<x<1l
(b) Puisque I’ensemble de dérivabilité de la fonction Arccos est égala ]| —1,1[,ona &’ =
]—1,0[u]0,1[ car
XED = —1<22’—1<1
= 0<2x*<2

— 0<x’<1
— 0<|x|<1
< x€]-1,0[u]0,1].
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(c) Pour tout x dans %, on a

(f)

Flx) = —4x _ —4x B —2x
VI=(22 =12 T—dxt 4421 V1 =42
donc
2 .
f/(x)_ _\/TT si0<x<1
B \/1%7 si—1<x<0
si bien que

F(x) = 2 (Arccosx) si0<x<1
—2(Arccosx)  si —1<x<0.

Il s’ensuit qu’il existe des constantes K. et K_ telles que

I 2 Arccosx + K si0<x<1
xX) =
—2Arccosx+K_ si —1<x<0.

Pour x = 1/2, on obtient en particulier f(1/2) = 2 Arccos(1/2) + K, c’est-a-dire,
compte-tenu de la définition de f, 27t/3 = 2t/3 + K, soit K, = 0. Pour x = —1/2, on
obtient en particulier f(—1/2) = —2 Arccos(—1/2) + K_ c’est-a-dire, compte-tenu de
la définition de f, 21t/3 = —4m1/3 + K_ soit K_ = 7. On obtient donc

Flx) = 2 Arccosx si0<x<1
7w —2Arccosx si—1<x<0O.

Pour x =—1,0ona f(—1) = Arccos1 =0 =1 — 2 Arccos(—1). Pour x =0,on a f(0) =
Arccos(—1) = m = 2 Arccos0. Pour x = 1, on a f(1) = Arccos1 = 0 = 2 Arccos]1.

Donc les relations précédentes sont encore valables pour x = —1,x =0et x = 1. En
conclusion,
2 Arccosx si0<x<1
Arccos(2x? —1) = o (11.47)
—2Arccosx si—1<x<0

D’apres les relations (I1.47)), puisque 0 < % <1l,ona

3 3\ ? 1
rccos rccos ( < > ) rccos 3

Exercice 5 (p. 24).

1. Ilest clair que I'ensemble de définition de f est R. Puisque lim | ,,exp = +ooetlim_ 4, exp =
0,ona

li = —0 t li = +00.
&3 o

La fonction f est continue sur R et sa dérivée est donnée par

flix)=1+e "~

Donc f/ > 0 sur R si bien que f est strictement croissante sur R.
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2. D’aprés un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, puisque f est continue
strictement croissante sur R et lim_ o, f < 0 <lim,  f, ’équation f(x) = 0, équivalente a
I’équation e™* = x, admet une unique solution réelle a.

3. Puisque de plus f(0) = =1 <0et f(1) =1 —e~! =% —e~! > 0 (car exp est strictement
croissante sur R), on sait que a appartient a 0, 1].

4. (a) On met en ceuvre la méthode de dichotomie.

i. Une valeur approchée de e~ ? a la calculatrice montre que 3 — e~? < 0 donc
f(3) <0.0r f(0) <0< f(1) donc f(3) <0< f(1) et donc a appartient a ]3,1[.

.. , _3 . . 3 _3
ii. Une valeur approchée de e~ % a la calculatrice montre que 3 —e~ % < 0 donc

f (%) <0.0r f($) <0< f(1)donc f(3) <0< f(%) et donc a appartienté]%,%[.

iii. Une valeur approchée de e~ % a la calculatrice montre que % —¢ % > 0 donc

f(%) > 0.0r f(3) <0< f(3)donc f(3) <0< f(%) et donc a4 appartient a
15,31

iv. Une valeur approchée de e~ 16 4 la calculatrice montre que % — ¢ 15 < 0 donc

f (%) <0.0r f(3) <0< f(%) donc f(%) <0< f(%) et donc a appartient a
165l

v. Une valeur approchée de e~ 32 4 la calculatrice montre que % —e 3 > 0 donc

f (%—%) >0.0r f(%) <0< f(3) donc f(5%) < 0 < f(33) et donc a appartient a

9 19
Iter 32l
3

. s, _37 . 37 _ 37
vi. Une valeur approchée de e 61 a la calculatrice montre que gz —e s > 0 donc
fg(g—%g > 0. Or f(%) <0< f(%) donc f(%) <0< f(%) et donc a appartient a
I16: a1l

(b) i. Lintervalle ]%, %[ est de diametre é donc a est distant de son centre % d’au
plus son rayon qui vaut ﬁ Par conséquent

- l<—<107?

73 1
128 128

si bien que % est une valeur approchée fractionnaire a 1072 prés de a.

ii. De plus, une valeur approchée de % donnée par la calculatrice est % ~ 0,57 a
1073 prés donc, par I'inégalité triangulaire,

73 73
—0,57|=la— >+ 22 _0,57
la | ‘“ 128 T 128 ‘
731 |73
<la— 2+ |2 —0,57
128] " |128
1
<— 41073
128 "
1
102 — <o,
<10 (car 128<O 008)

si bien que 0,57 est une valeur approchée a 10~2 prés de a.
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Exercice 1 (p. 24).
1. Ona

J-pefp dp=—pe P — f—efp dp=—pe P —e?

et

/4 0 /4 /4
J —2d9 = [Gtane] —J tan6do
—1/4 €OS 0 —r/4 —7/4

7'(_7'(4_[’1/‘1 dcosO
4 4 —n/a cosO

/4
= J dIn|cosO|

J3 dx _f’ dx
x24+9 2
0 09(%+1)
_1J‘3 dx
9o (3)°+1
_113 3d%
Pdo (5)°+1
13
:_f dArctanE
3 3
3

1
= — ArctanE
3 31

1
=3 (Arctan1 — Arctan 0)

J‘3 dx om
0o X249 12
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et

1 dx b dx 1 !
= = |- =—-1/6+1/2=1/3.
J;4x2+4x+1 J;) (2x+1)2 [ 2(29“"1)]0 /641 /

3. (Hors baréme)

(a) On a
1= [ s
o .
=Jﬁ f(s)ds—i—Lf(s)ds
0 a
:f f(=t)d(-t) +J. f(s)ds en posantt=—s
a 0
0 a
= —J f(t)dt—i-J f(s)ds car f est paire donc f(—t) = f(t)
a 0
= ZJ:f(s)ds
(b) On a
I= fﬂ f(s)ds
o .
:L f(s)ds—i—jof(s)ds
= f_af(—t)d(—t) en posant t = —s

= fﬁuf(t)dt car f est impaire donc f(—t) = —f(t)
=]

Donc 21 = 0 si bien que I = 0.

Exercice 2 (p. 24). On sait que la solution générale de I’équation
iy
y+3¥=
est, sur R™* (puisque la fonction x — 1/x est continue sur cet intervalle),
1
y=Cexp (—J—dx) , CeR ie. y=Ce ™M, CeR ie p=C/x, CeR
x

car x > 0 sur RT*. Utilisons la méthode de la variation de la constante et cherchons une solution
particuliére de I’équation compléte

v + %y =x (11.48)
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sous la forme y = C(x)/x. Alors y = C(x)/x est solution de I’équation (II.48) si et seulement
si C'(x)/x = x si et seulement si C(x) = {x?dx si et seulement si C(x) = x°/3 + K, K € R si et
seulement si y = (x*/3 + K)/x, K € R. Donc la solution générale de I’équation compléte (I1.48)
est,sur R**,p = x%/3+K/x, Ke R.
Exercice 3 (p. 24).
1. L’équation
v +2y" —3p=0
a pour équation caractéristique
P 4+2r—=3=0 < (r—1)(r+3)=0 < r=—lour=3.

Donc la solution générale de 1’équation y” + 2y’ — 3y = 0 est
y=Ae "+ ApLdeR
2. D’équation
vV +2y+y=0
a pour équation caractéristique
PP42r+1=0 < (r+1)>2=0
dont —1 est racine double. Donc la solution générale de I’équation y” + 2y’ +y = 0 est
y=e¢ " (ix+1y), ApAeR
3. L’équation
v +2y' +10yp=0
a pour équation caractéristique

2+2r+10=0 < (r+1)>+9=0
— (r+1)>—(3i)?>=0
— (r+1+3i)(r+1-3i)=0
r=—1-3i ou r=-1+43i.

Donc la solution générale de I’équation p” + 2y’ + 10y = 0 est
y=e " (A cos3x+ A,sin3x), A, A, eR.
Exercice 4 (p. 25).
1. La relation fondamentale de la trigonométrie hyperbolique est

VxeR, ch?x —sh?’x=1.
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* La fonction ch est définie sur R, paire, de dérivée premiere sh et de dérivée seconde
ch; par ailleurs, ch0 = 1 et lim o, ch = +c0. Cette fonction, continue et strictement
croissante sur R est une bijection de R™ sur [1,+c0[. On se reportera au cours pour
sa représentation graphique.

* La fonction sh est définie sur R, impaire, de dérivée premiere ch et de dérivée se-
conde sh; par ailleurs, sh0 = 0 et lim ; o, sh = +00. Cette fonction, continue et stric-
tement croissante sur R est une bijection de R sur R. On se reportera au cours pour
sa représentation graphique.

2. Soit f une fonction de classe € sur un intervalle fermé d’extrémités x et xo + h (h € R¥)
et dérivable a l'ordre n + 1 sur le méme intervalle ouvert. Alors, d’aprés la formule de
Taylor-Lagrange en x( a l'ordre n + 1, il existe 6 dans ]0,1[ tel que

n k n+1
Flxo+1) = kgof“)(xo)% T

£ (x0 + Oh). (IL.49)

3. Pour tout h # 0, la fonction f : x — shx est de classe ¢® sur I'intervalle fermé d’extrémités
0 et h donc on peut lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre 4. Or il est
clair que, pour tout k dans N,

sh®) 5 — shx sik est pair
chx sik estimpair

donc

sh® o =

sh0=0 sik est pair
ch0=1 sikestimpair.

Par conséquent, pour tout h # 0, la formule ([1.49) a l'ordre n = 4 assure l'existence d’un
réel 6 dans |0, 1] tel que

W Ko
hh=h+—+ —=ch6h II.
s +6+120C 0 (I1.50)

4. (Hors baréme)

(a) La fonction ch étant strictement croissante sur RT, on a

0<h<% 1 1 3
= 0<0h<=-=ch0<chbh<ch-=0<chbh< —.
0<b6<1 2 2 2

(b) L’équation (II.50) équivaut a
h3 h°

Or, si h est dans [0, %] alors, d’apres la question|4a, 0 < ch6h < % si bien que

On déduit de cet encadrement et de la relation (II.51]) 'encadrement demandé.
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(c) 1. La question précédente permet d’affirmer, puisque 10 est dans [0, ] que

1 1073 1075
<sh— — (107! < .
0<shig (O T ) 80

Ceci prouve que a est une valeur approchée de sh - 10 @ 80 pres et, puisque

1
<sh— — j.e. h —
shop—a ie s 10
c’est par défaut que a est une valeur approchée de sh 102 ~80 10 pres

ii. Puisque |@ —a| < 7.107%, I'inégalité triangulaire permet d afﬁrmer que

103 . 57

h—— ==-10%<107°
4 80

10

h——a‘—kla

si bien que a est une valeur approchée de sh 1L0 a 1075 pres.
Exercice 5 (p. 25).

1. On a a effectuer un produit de développements limités.

(ex—l)cosx=[1+x+£+£+§+o( ) — ] [1—x—2+—4+0( )]

2. On a a effectuer une composition de développements limités.

lncosx—ln[l_x_2+32c_1_7x_260+ (6)]
= [—x—;+;—1—7’;60+ o(x 6)] —%[—x—;+;—1+o(x>]2+%[_x_;Jro(xe)]SJrO(xe)
=—x—22+(i—%>x4+(—7i20+4i8—i)x6+0(x6)

Incosx = —%2 - f—; — z; +o(x%).

3. (a) On effectue le développement limité de f en 0 jusqu’au 1¢" ordre suivant strictement
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l'ordre 1 dont le coefficient est non nul.

f(x)= (x4 + 16)1/4
4 1/4
(i)

1x4 4
= 14+-.—
( +7 16+o(x )>

Ceci prouve que ¥ admet au point d’abscisse 0 une tangente .7 d’équation y = 2 et,
puisque

4
() —2= 5 +olxt) = x4 <31—2+0(1)>

est localement positif en 0, la courbe % est au dessus de .7 localement en 0.

(b) On pose h=1/x. Alors h — 0 si x — +o0 et

x4+1 4/
——/1+16h*
\ﬁ\/
- 4
h( 16h)
1
7 (1 += 16h4+o(h4)>
= W +4h?|h| + o(h*|h|) car h* =% |K)?
\4/x4+16=|x|+4—+ 1y
x2 x| x2 x|

Donyg, si x tend vers +00, x est positif et donc
4 1
X)=x+—+o|— ).
f=xt S5+ 5)

(c) De méme, si x tend vers —o0, x est négatif et donc

(d) Ils’en suit que, au voisinage de +00, la courbe ¢ admet une asymptote 2 d’équation
v = x et, puisque

f(x)—x=i+o<x1—3> =%(4+0(1))
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est localement positif en +0, la courbe € est au dessus de 27 localement en +00. De
méme, au voisinage de —o0, la courbe ¢ admet une asymptote ¥~ d’équation y = —x

et, puisque
f(x)+x= —i+o<x1—3) = L(—4—}-0(1))

x3 x3

est localement positif en —o0, la courbe € est au dessus de Z~ localement en —oo (ce
qui pouvait s’obtenir par le caractere pair de la fonction f).

15 juin 2001
Année 2001-2002

10 décembre 2001

Exercice 1 (p. 26).

1. Ona
(a) limy_, oo VX2 +x+1 = +oocarlim,_, oo x2+x+1 = lim,_, | o, x> = +ooetlimy_, ;o VX =
+00;
: 7x*—2x4+4 _ 1 4 :
(b) lim,_,_ o % =1lim,_,_ % =lim,_,_ %C =0;
. 3_ . 2
(C) hmx%Z 3;__28 = llmxHZ&% =12;

. 2 _ . —
(d) lim, 5 57253 —lim, , 5 BT — 4

2. (a) pour tout aréel, /x +a ~ /X en +0 car

lim x—i—a: lim x+a=\/f=1

x——+00 \/J? X—>+00 X

dong, en +o0,

x x (x/x+ —vx—l)
Vicl Vrrl U Varivao1

_ (x+1)—(x—1)
Vx+1IVx =1 (Vx+1++/x—1)
2x

- Vax (Vx+1T+4/x—1)
2
- Vx+14+4/x—1

si bien que lim,_, \/% - \/% =0;
(b) limy ,yoInx—x=1lim, ,, x (1“7" — ) =lim,_, X (% — 1) = —0;

ta

3. (a) lim,_, 1n(1n+xx) =lim,_,o 3 =1car,en 0, tanx ~ x et In(1 +x) ~ x;
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(b) en posant h = x —2,

h+

x

ez —e
im—— =
x—2In(x—1) h—»O ln

—e
1)
2 —e

1)

=1
hoo In(h+ 1)

In(h+1)
+
(

h—»O

_exth
= lim
hs0 h
e
2

car,quandh—»O,onaln(h—i—l)~het%—>0d0nce%—1~%.

Exercice 2 (p. 26).

1. Ona
i i i s
cos<3x—g)—cos(x—l—z)(:)?)x—g:x—i-z[Zn]
T T
ou 3x—g=—(x+z>[27t]
<:>2x:—+%[2n]
ou 4x=z——[2n]
6
(:)x=5—n[r(] ou x=_1"|F
24 48 | 2

donc les solutions de ’équation cos (3x — £) = cos (x + ) appartenant a | — 7, 7] sont

57'(_7_( 5n_n_n_n _T(_I_n_rc_H_(
24 "247 48 27 48" 48 27 48
soit

_1971 5_7'( _257‘( n 231 477
247 24" 487 48" 48 48
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2. Ona
tanx = cotanx < tanx =
tanx
< tanx =
tanx
tanZx =1
—
tanx # 0
<=tanx=1 ou tanx=-1

s Tt
(:)tanx=tanz ou tanx =tan (——)

<:)x5%[7(] ou xE—%[n]
—x=3[3]

donc les solutions de ’équation tanx = cotanx appartenant a | — 7, 7] sont § —2 x 7,
T noT bid ; 37 T T
—2 gt gt 2xgsoit =, —, 1, 7

NP

Exercice 3 (p. 26). Dans C,
P=le==eF" kez ouit=-1
(:)zzei‘szn,keZ

e z=c*F ke {0,1,2} car 0 — ¢'9 est 2r-périodique

1 /3 1 3B
—=zesl,——+i—,—=—i—
2 2 2 2

—zE€ {1,]’,]’2}.
Exercice 4 (p. 27).
1. Puisque les fonctions sin et cos sont définies sur R,

x¢ P <=sin’x=0
< sinx=0
< x=0[2r] ou x=mn—0[2x]

< x=0[n].
Donc Z =R — {km, k € Z}.
2. (a) Lensemble de définition Z de f est symétrique par rapporta Oet,sixe 2,

Flex) = 1 —cos(—x) _ l-—cosx _1—cosx )

2sin?(—x)  2(—sinx)?  2sin’x

car les fonctions sin et cos sont respectivement impaire et paire. Donc f est paire.

(b) Les fonctions sin et cos étant 2rt-périodiques, il en est de méme de f.

3. Quand x — 7, cosx — —1 donc 1 —cosx — 2 et sinx — 0 donc sin?x — 0% si bien que
lim, f = 4o0.
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4. Puisque 0 ¢ 2, la fonction f n’est pas continue en 0 mais, en 0, on a 1 — cosx ~ x?/2 et
sinx ~ x donc

x2

1
2 .=
f)~55~7
si bien que f admet, en 0, la limite finie 1/4. On peut donc prolonger f par continuité en
0, en posant f(0) = 1/4.

5. Ona

1 —cosx
flx) = 2sin’x
1 —cosx
2(1 —cos?x)
1—cosx
2(1 —cosx)(1+cosx)
1

:m Sil—COSX?EOI..e.SiX;_éO[ZT(].

Exercice 5 (p. 27).
1. Ona
b5 —a® = (b—a)(b* +bPa+b%a® + ba® +a*).
Donc le taux 7y, ;; de variation de f entre deux réels quelconques distincts a et b, défini
par
f(b) = f(a)

T{a,b} = b —a 2
vérifie

(B> +b%—1)—(a®> +a> - 1)

Haby = b—a
B b> —a® +b? —a?
b—a
(b—a)(b* +bPa+b%a® + ba® +a*) + (b—a)(b+a)

b—a
=b*+ba+b*a’+ba® +at+b+a

Si a et b sont distincts dans [0, +00[, ce taux est alors strictemement positif puisque a et b
sont positifs ou nuls et puisque I'un au moins d’entre eux est strictemement positif. Ceci
prouve, par définition, que f est strictement croissante sur [0, +00[.

2. Lafonction f, polynémiale, est continue sur R donc sur [0,1]; elle est de plus strictement
croissante sur [0, +oo[ donc sur [0,1]. Donc, grace a un théoréme du cours, on sait que f
est une bijection de [0,1] sur [f(0), f(1)], i.e. sur [—1,1]. Par conséquent, 0 appartenant a
[—1,1], il existe un unique antécédent xy a 0 par f dans [0,1] et xg n’est ni 0 ni 1 puisque
f(0) #0et f(1) # 1. Ceci prouve que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution x
sur |0, 1[.
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3. (a) On met en ceuvre la méthode de dichotomie.

i. Le milieu de l'intervalle ]0, 1] est % et un calcul (éventuellement a la calculatrice)

montre que f (3) < 0. Or £(0) < 0 < f(1) donc f(3) < 0 < f(1) et donc xg

appartient a |1,1[.

ii. Le milieu de I'intervalle ]3,1[ est 3 et un calcul montre que f (3) < 0.0Or f(3) <
0<f(1) doncf(%) <0<

iii. Le milieu de l'intervalle ]%,

0<f(1 )doncf(§)<0<f

iv. Le milieu de l'intervalle ]

f(3) <0< f(§)donc f(3) <

v. Le milieu de lintervalle |3

f(3) <0< f(12)donc f(3 ,

vi. Le milieu de I'intervalle ]335, est 2 et un calcul montre que f (g <

f(33) <0< f(£)donc f(2%) <0< f(12) et donc xq appartient a |21, 2[.

e

]%, %2 [ est de diameétre gz donc xg est distant du centre 33

est Z et un calcul montre que f (3) > 0.0r f(3) <

[
Z) et donc xo appartient a |3, Z[.

% %[ est 16 et un calcul montre que f (}_6
< f(% ) et donc x( appartient a ]?—1 1—3[
5

-

<0

%[ est %—2 et un calcul montre que f(53) < 0. Or
<0< f($) et donc xq appartient a ]33, 12[.

13

Tol

IB'\’

Lintervalle I =
plus le rayon de I qui vaut 128' Par conséquent

103 1 2
<—=<10"
¥~ 128‘ 128
si bien que }gg est une valeur approchée fractionnaire & 10~ 2 pres de x.

(b) De plus, une valeur approchée de % donnée par la calculatrice est %gg 0,805 a

1073 prés dong, par I'inégalité triangulaire,
p p g g

103 103
=4, ——+—-0,805
|X0 0 805| X0 128 + 128 ‘

103 103
<lxg— — —0,805

128 128

1
<—+107°

128
1
102 — <0,
<10 (car 178 < 0,008)
si bien que 0,805 est une valeur approchée a 102 prés de x,.

Exercice 6 (p. 27). Soit ¢ > 0 quelconque; on doit prouver qu'il existe @ > 0 (qui, en général,
dépend de ¢)

telque|x—1|<a=>)x—1 0)<e
ie.telque [x—1|<a=4/(x—1)2 <+/¢
ie telque [x— 1| <a=|x— 1| < /e

On constate qu’il existe a > 0 satisfaisant cette condition : & = /¢ convient (ainsi que tous les
réels strictement positifs inférieurs a /¢, par exemple a = \/¢/2, & = \/¢/3, etc.). Ceci ayant été
prouvé pour un réel € > 0 quelconque, c’est vrai pour tout réel € > 0. On a donc bien prouvé
que lim,_,; f(x) = 0.
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18 mars 2002

Exercice 1 (p. 27).
1. Cf. cours!

2. Les fonctions sin et tan sont de classe € respectivement sur R et sur | —7¢/2,7t/2[. Donc
on peut leur appliquer la formule de Taylor-Young d’ordre 3 en 0. On sait que sin(®) = sin,
sin(1) = cos, sin(® = sin, sin(® = —cos et on a

tan(o) =tan
tan(!) = 1 + tan?
tan(®) = 2(1 + tan®) tan = 2(tan + tan>)
tan® = 2(1 + tan® 4+3(1 + tan?) tan?) = 2(1 + 4tan® +3tan*).
On sait donc qu’il existe deux fonctions ¢, et €, de limite nulle en 0 telles que
3 sin(k) 3

0
sinx = Z K+ x3e1 (x) =x—x—+x3£1(x)
= K 6

3. (k) 3
t 0
tanxzkgO ank! xF +x3e,(x) =x+%+x3€z(x)'

Il s’ensuit que

3 3
sinx—tanx X~ % +x%e; (x) — (x +5 +x352(x)>
x3 3
—2 + 5% (x) — Pes(v)

x3

= 3 +ar(x) — &)

si bien que, puisque ¢ et &, sont de limite nulle en 0,

sinx —tanx 1

li —=
xgr(l) x3 2

3. (a) Les fonctions ch et cos sont de classe € sur R donc il en est de méme de la fonction
ch —cos. Donc on peut lui appliquer la formule de Taylor-Young a tous ordres en 0.

On sait que ch(® — ch, ch(®) — sh, ch® — ch, ch® — sh, et cos(0) = cos, cos(l) =

—sin, cos® = —Cos, cos(3) = sin si bien que
(ch—cos)(o)(O) =1-1=0
(ch—cos)(l)(O) =0—-0=0
(ch—cos)(z)(O) =1—(-1)=2
(ch—cos)(3)(0) =0—-0=0.
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On sait donc qu'il existe deux fonctions ¢, et €3 de limite nulle en 0 telles que

2

h— )®o
chx—cosx=z]C cos) xk

+x%e5(x) = x% + x%e5(x)

chfcos Ko 4

chx—cosx= x4 xPes(x) = X% + xPe5(x).

i Mw i

(b) Par conséquent,
i.

. chx—cosx .
lim ———— =lim 1 +¢&(x) =1,
x—0 X x—0

ii.

hx — a2
lim =TT % _ im ey (x) = 0,

x—0 x? x—0
1ii.

2
. chx—cosx—x .
lim —————————— = lim &3(x) = 0.
x—0 x3 x—0

Exercice 2 (p. 27).

1. Lensemble de définition de la fonction Argch est [1, +oo[ (car Argch est la bijection réci-
proque de la fonction ch restreinte 8 R™ et que ch(R™) = [1, +oo]).

2. Soit x un réel vérifiant x > 1.

(a) Alors x> — 1 > 0 donc v/x2 — 1 existe bien et est, comme toute racine carrée, posi-
tif ; donc x + \/x2 1 > x > 1. La fonction In étant, sur RT*, strictement croissante,

ln(x—l-\/xzi) lnlleln<x+\/x27)
(b) On a

ch[ln (x+\/x27—1)]
=%[exp( (x+ﬁ))+exp(—1n(x+\/m>)] (IL.52)

donc

ch[ln (x+ x2—1)] -

<x+ +x+\/x2 )
(x2+2x\/x2— +x —1+1)

N = N =

x+Vx?2 -1
1 (2x2+2x\/x2—1>
T2

x+Vx?2 -1

= X.
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3. Dongc, si on pose
y=ln(x+\/x2—l),

les deux questions précédentes prouvent que

chy=x

y=0.
ce qui assure, d’apres la définition de Argch rappelée dans 1’énoncé, que pour tout x > 1
(i.e. pour tout x de I'ensemble de définition de Argch),

Argchx =1In (x+ VaxZ— 1) :

Exercice 3 (p. 28).
1. Cf.le cours!
2. Cf. le cours!

3. Le théoréme des accroissements finis est la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre # dans le
cas particulier ou n = 0.

Exercice 4 (p. 28).

1. On a, pour tout x > —1,

On pourrait prouver par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n et tout x > —1,
FW ) = (=) (=111 +x)7"
2. Sih>0et0<0 <1 alors

0<OBh<h
donc 1<1+4+6h<1+h

donc 1" < (1+6h)"<(1+h)" car x> x" estcroissantesur RT
donc (1+h)"<(1+6h)"<l.

On en déduit, puisque (1 +h)~" > 0 pour h > 0, que

0<(1+60h) "<1. (IL.53)
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3. (a) La fonction f : x — In(1 + x) est continue sur l'intervalle [0,/] et dérivable sur
I'intervalle 0, h[. Donc, d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe 8 dans
10,1 tel que
1
1+ 0h

In(14+h)—1Inl = (h—0)

Or, d’apres I'encadrement (I1.53) pour n =1,

0< <1

1+6h
d’ou, pour h > 0,

h
0<1rgn <"

et donc, d’apres 1'égalité (I1.54),
O0<In(l4+h)<h

ie.
—h<In(l+h)—h<O.

(b) En appliquant 'encadrement précédent a h = 0,1, on obtient —0,1 <1In(1,1)—0,1 <
0 ce qui prouve qu’une valeur approchée (par excés) de In(1,1) a 10~! prés est 0,1.

4. (a) La fonction f : x —> In(1 + x) est de classe ¢! sur 'intervalle [0,h] et dérivable a
l'ordre 2 sur l'intervalle 0, h[. Donc, d’apres la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre
1, il existe O dans ]0, 1] tel que

1 "
In(1+h) = Y] f(kk),(o) e OO0 5o

= 2!
. 1 _, K?
ie. In(l4+h)=Inl +Th_(l + 0h) el
h? '
ie. In(1+h)—h=—(1+6h)"? = (IL.55)
Or, d’apres l'encadrement (II.53) pour n = 2,
0< ! <1
(14 6h)?
d’ou, pour k> 0,
2 1 2
h <- h <0

2 (1+6hn)? 2

et donc, d’apres 1'égalité (II.55),

hZ
—?<1n(1+h)—h<0.
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(b) En appliquant ’encadrement précédent a h = 0,1, on obtient —(0,1)?/2 < In(1,1) —
0,1 <0dou—10"2 <In(1,1)—0,1 < 0 ce qui prouve qu’une valeur approchée (par
excés) deIn(1,1) a4 1072 présest 0, 1.

5. (a) La fonction f : x = In(1 + x) est de classe ¥ sur I'intervalle [0,4] et dérivable a
l'ordre 3 sur l'intervalle ]0, h[. Donc, d’apres la formule de Taylor-Lagrange a ’'ordre
2, il existe 6 dans ]0, 1] tel que

o SD) i, f0+0m)

In(1+h)= )" o >
k=0
ie. In(1+h)=1 1Jrlh—lh%rz(weh)*h—3
o I Y, 3!
h? K3
ie. In(1+h)— (h — 7) —(1+6h)7° 5 (I1.56)

Or, d’apres I'encadrement (1.53) pour n = 3,

1
0< ——=<1
(1+6h)3

d’ou, pour k> 0,

1 »_r
(1+6h)3 3 3

et donc, d’apres I'égalité (L1.56),

0<

h? W3

(b) En appliquant I’encadrement précédent a h = 0,1, on obtient 0 < In(1,1) — (0,1 —
(0,1)2/2) < (0,1)3/3 d’o1 0 < In(1,1) — 0,095 < 1073 ce qui prouve qu’une valeur
approchée (par défaut) de In(1,1) & 103 pres est 0,095.

6. L'encadrement ([I1.57) permet d’affirmer que h — % est une valeur approchée de In(1 + h)

4 1073 prés pour tout h > 0 tel que g <1073 ie tel que 0 < h < /3 x 1073 i.e. tel que
0 <h<</3/10.

Exercice 5 (p. 29).

1. On sait que I'ensemble de définition de Arcsin est [—1,1] donc f(x) existe si et seulement
si

2

1<t
1+x2
ie. —1—x><1—-x2<1+x* 1+x%est>0pour tout x réel
ie. —2<0<2x’ en ajoutant x? et en retranchant 1

i.e. x€R car cette double inégalité est vraie pour tout x réel.

Donc I'ensemble de définition Z de f est R.
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2. Comme toute fonction définie de maniére « naturelle », la fonction f est continue sur son
ensemble de définition i.e. sur R.

3. L'ensemble de définition de f est clairement symétrique par rapport a 0 et, pour tout x
réel,on a

_ 1= (—x)? ) x?
f(—x) = Arcsin m = Arcsin ke f(x)

si bien que f est paire et que son ensemble d’étude peut étre ramené a & n [0, +oo[=
[0, 4+o0].
4. Ona f(0) = Arcsin1 = 1t/2 et, puisque

1—x2

lim =1,
x——+00 1 4+ x2

onalim, g f = Arcsin(—1) = —7n/2.

5. On sait que ’ensemble de dérivation de Arcsin est | —1,1[ donc, en remplacant les inéga-
lités larges par des inégalités strictes dans la question|l page précédente} f’(x) existe si et
seulement si 4x% > 0 soit x # 0. On a, pour tout x # 0,

—2x(1+x%)—2x(1—x?)
(14+x2)?

1—x2 2
1_(Hﬂ)
B —4x
—(sz)z\/(l +x2)% = (1-x2)°

1+x2
—4x
(1 +x2)V4x?

. —2x
|x|(1 + x2)

—2 .
:{sz six>0
2

fl(x) =

m six <O.

6. On en déduit que, sur R**, la fonction f est strictement décroissante.

7. On déduit de I’expression de f’(x) pour x > 0 qu’il existe une constante C réelle telle que,
pour tout x > 0,

f(x)=—2Arctanx+ C

et, puisque

{f(l) =0

—2Arctan1+C =-2%+C,

ona—2% +C =0i.e C=m/2d’ou finalement, pour tout x > 0,

f(x)=—2Arctanx + %
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Cette égalité est en fait vraie pour tout x > 0 puisqu’on constate qu’elle est vraie aussi
pour x = 0 car

[SIERNTE

£(0) =
—2Arctan0+ 5 =
Les représentations graphiques des fonctions Arctan, —Arctan, —2 Arctan et f figurent
sur la figure On notera que la courbe € représentant f se déduit de celle représentant
—2Arctan par un translation de vecteur (0,7/2) et que ¢
* admet au point (0,7t/2) une demi-tangente de coefficient directeur (-2);

* intersecte ’axe des abscisses au point (1,0) ou elle admet une tangente de coefficient
directeur (-1);

* admet la droite d’équation y = —7/2 comme asymptote aux voisinages de +00 et —o0.
Y
A
____________________________________________ vT3
y = Arctanz
1
1 ,
\ T
y = f(x)
y=-3
y = —2Arctanz

Ficure II.1 — Représentations graphiques des fonctions Arctan, — Arctan, —2 Arctan et f

On trouvera dans le dossier public du réseau de la salle informatique cette méme figure
avec de belles couleurs qui en rendent la lecture plus claire...

17 juin 2002
Année 2002-2003

18 décembre 2002

Exercice 1 (p. 30). Facile!
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Exercice 2 (p. 30).

1. En vertu de I’équivalence
cosX =cosa <= X=a[2n] ou X=-al2n]
ona

cos(3x—%) =cos(2x+%) <=)3x—zz2x+%[2n] ou 3x—%z—(2x+%) [27]

6
= x= g [2r] ou 5x= —% [27]
2
(:)3(52[271] ou x=-—— [
2 301 5

Dong, I'ensemble des solutions, sur R, de I’équation cos (3x — %) = cos (2x + %) est

T i[8 27
{E‘i‘kzn,keZ}U{—%-f—k?,kEZ}.

2. Ona
. e
COS 2x = sin 2x <= c0S 2X = COS (E — 2x)
= 2x= %—Zx[Zrz] ou 2x=-— (% —2x> [27]

= dx= %[27‘(] ou 05—%[27‘(]

Dongc, I'ensemble des solutions, sur R, de I'’équation cos 2x = sin 2x est

{%Jrk%;kez}.

Les solutions de ’équation cos 2x = sin 2x appartenant a | — 7, t] sont —77/8, —371/8, 7t/8
et 57t/8.

Exercice 3 (p. 30).

1. (a) On aimmédiatement

. 1 . 1
lim x+ - =+ et lim x+ — = +oo.

x>0+ x x4 X
(b) On a
x2—8x+16: (x—4)z _ x—4
x3 — 64 (x—4)(x> +4x+16) x2+4x+16
donc

. x2—8x+16
11m—=

0.
x—4 x3 — 64
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(c) Ona
Vait1-2  (Vx+1-2)(Vx+1+2) x5 B 1
x=3  (x=3)(Vx+1+2) (B (Vx+1+2)  (Vx+1+2)
i 12 1
x—3 x—3 4

(d) Posons ¢(x) = x> —4x —45. On constate que la fonction polynome ¢ vérifie ¢(9) = 0
ce qui prouve que x> —4x—45 est factorisable par x—9. Par factorisation « la volée »,
on obtient

x* —4x—45=(x—9)(x +5).

On en déduit que

3—\/x  3—yx 3—7% _ 1
x2—4x—45 (x—9)(x+5) (=3 (Vx+3)(x+5)  (Vx+3)(x+5)
si bien que
lim—?’_\/;c !

x—9 x2 —4x — 45 - _8_4.

2. (a) Cf.le cours.

(b) On a
i. lim—=1 A 0,
! xl—% In(1 +x) can en
X X _q
In(1+x) x
. 1 —cosy 1 . R
ii. lim —————— = — car, quand x — 0, il en est de méme de x/3 et de 2x, et
x—0(e¥—1)sin2x 36
donc
1 2
1—cos} 5 (%) 1

(ex—l)sin2x~ xx2x 36
e

(c) Lalimite demandée égale 1. En effet, posons h = x — 7lex= h+ % ; alors

tanh+tan %

1—tanx=1—tan(h+%) _ 1_1—tanhtan% =1—%
€08 2x os [2 (h+ %)] cos2hcos 5 —sin2hsin 7 —sin2h
donc, quand x — % (i.e. quand h — 0)
1 —tanx —2tanh —2h 1
= ~ —_—> .
cos2x —(1—tanh)sin2h  —2h(1 —tanh)

Exercice 4 (p. 30).

140



Chapitre II. Corrigés des épreuves I1.8. Année 2002-2003

1. La fonction f admet R pour ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité. Les
limites de f en +oo valent toutes deux -+co. Pour tout x réel, f'(x) = 4(x> + 1) ce qui
prouve que f est strictement décroissante sur | — 00, —1[ et est strictement croissante sur
1-1,400].

2. L’équation
rax=1 (11.58)

équivaut a f(x) = 0. Or, f est une fonction strictement croissante et continue sur l'inter-
valle ]0,1[ telle que f(0) x f(1) < 0 (puisque f(0) = —1 et f(1) = 4). Donc, d’aprés un
corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation (II.58) admet une solution
unique x, sur l'intervalle ]0,1[.

3. Etapen°0 : Le milieu de I'intervalle I; =]0,1[ est xy et un calcul montre que f (0) x
f (x0) > 0 donc x( appartient a |xg, 1[.-
Etapen°®1 : Le milieu de I'intervalle I, =]x, 1[ est x, et un calcul montre que f (xo) x
f (x0) > 0 donc x( appartient a ]xg, 1[.-
Etape n°2 : Le milieu de l'intervalle I3 =]x,,1[ est x; et un calcul montre que f (xg) x
f (x9) > 0 donc xj appartient a |xg, 1[.+
Etapen°®3 : Le milieu de I'intervalle Iy =]x, 1 est x, et un calcul montre que f (xo) x
f (xg) > 0 donc xq appartient a |xg, 1[.+
Etapen°4 : Le milieu de I'intervalle Is =]x, 1| est x, et un calcul montre que f (xo) x
f (x0) > 0 donc x( appartient a |xg, 1[.+
Etapen®5 : Le milieu de I'intervalle I =]x, 1[ est x, et un calcul montre que f (xo) x
f (x0) > 0 donc x( appartient a |xg, 1[.+
Lintervalle I est de diametre é donc x; est distant du centre % de I d’au plus le rayon
de I qui vaut ﬁ Par conséquent
31 1

Xg— —| < — <1072
128] ~ 128

. 31 / . e s _2 N
si bien que 755 est une valeur approchée fractionnaire a 10~ “ pres de xj.

Par l'inégalité triangulaire,

31 31
—0,24|=|xg— — + — —0,24
o =0, 24] =0 = 55 + 755 ~ 0 ‘

31 31

S Xo—m + m—o,24‘

<L 3_1_0’24'

128 ' |128
<1072

si bien que 0,24 est une valeur approchée a 102 prés de x,.

Exercice 5 (p. 31).

1. La fonction f est continue en 0 car
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* elle est définie en ce point;

*ona
1
1= lfos (5 )| <
et |x| tend vers 0 en 0 donc, par un corollaire du théoréme des gendarmes, limg f =
0=£(0).
2. Pour x # 0,

oo (3)x(-2) (o (£) o (2) o2

3. La fonction f n’est pas dérivable en 0 car

[/ _ s (1)

x—0 x

n‘admet pas de limite lorsque x tend vers 0.

9 avril 2003

Exercice 1 (p. 31).
1. (a) Ona

Jcoszx sinxdx = f(—cosx)’ cos? xdx

1
= —3 cos3x+C,Ce]R.

(b) On a
jx\/l—i—xzdx:% 2xV/ 1 +x2dx
1 2y 2\ 2
=3 (I4+x7) (1+x> dx
3
1 (1+x%)2
_5¥+C,CER
2
1 3
=§(1+x2) +C,CeR.
2. (a) Ona
0
———df =0tanH — | tan6 dO
cos?20
=6tan6—fsm9 4o
cosO
_ /
cos@

=0tanO +In|cosO|+ C, CeR.
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(b) On a

< & < &
— —
[SSY W=
N—r N—r

S m?é [ g-'
+ +
—_ —

W~ W]~
S —
-
Sla
+ ~
—_

o

c

-
I
|

| —

Arctan t]
0

I
|2

—_
N

(b) i. Pour tout réel a, on a cos2a = 2cos’>a — 1 d'ou

2 1+ cos2a
cos’a = ————

ii. En posant t =tana,

fl dt _Jq (1+tan’a)da
0 (1+2)? Jo (1+tan2a)’

car

(11.59)

* la fonction a — tana est une bijection de [0, 7t/4] sur [0,1]

* sit=tana alors dt =d(tana) = (1 + tan’a)da
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donc

f dt _J’i (1 +tan?a)da

0 (1+tana)’

Tda d’apres (I1.59)
0

4. (a) Bn posant u = \/t,

x Vx
J e‘ﬂdtzf 2ue du
0 0

car, pour x = 0,

* la fonction t — u = \/t est une bijection de [0, x] sur [0, /x]
o u =+/téquivautat = u?etonadt =d(u?) =2udu

donc
X Vx Vx
e\ﬂdt=2<[ue“] —f e”du)
0 0 0
N
=2 (ﬁe\/’?— [e”] )
0
=2<\/§e‘/’?—e\/’?+1>
=2((\/§—1)e*/§+1)
(b) On a
.3 . 2
Jsm tdt:Jsmt(l cost) dr
cos?t cos?t

sint .
=J 5 dt—fsmtdt
cos?t

—(cost)’
=J(—2)dt+cost
cos?t

1
=——+cost+C,CeR.
cost

Exercice 2 (p. 31).
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1. La solution générale de I’équation y’ + 2y = 0 est
p=Ce V2% CeR ie. p=Ce 2, CeR
On obtient alors y(0) = 1 si et seulement si C = 1 si bien que la solution valant 1 en 0 est
Y= e 2,
2. Les fonctions a: x— 1 et b: x — —x étant continues sur R,

% +y=—x=y= e_deJ(—x)ededx

—=y=ec* j(—x)e" dx

—y=—e " <xex - Jex dx)

= yp=—e "(xe*—¢*+C),CeR
—yp=—x+1-Ce 5, CeR
—yp=—x+1+Ce ¥ CeR

On obtient alors y(0) = 1 si et seulement si C = 0 si bien que la solution valant 1 en 0 est
y=—x+1.

3. L'ensemble de continuité commun aux fonctions a : t — 1/t et b : t — 1/(t> — 1) étant
]—00,—1[u]—=1,0[{u]0,1[U]1, +[, la résolution de 1’équation

dx 1 1

—t-x= 5 I1.60

dt ¢ t2—1 (I1.60)
est a effectuer sur chacun des intervalles | — oo, —1[, ] — 1,0][, ]0,1[ et ]1, +oo[. Cependant,
tant que la distinction n’est pas nécessaire, on méne une résolution commune aux 4 cas :
sur chacun des intervalles | — oo, —1[, ] —1,0[, ]0,1[ et ]1, 4+o0],

dX+1 1 _S%J 1 S#dt
- — =< X =¢ e
dt ¢ t2—-1 t2—1

= x = ¢~ 0l J tz;elnltl dt

1
= x eln\flj i dt
t2 -1
1 |t
= x=—
[t ) t2—1

1 t
= x= —J dt quelque soit le signe de ¢

1 (d(#? -
o L (a1
2t t2 -1

<:)x=%<ln|t2—l|+C),CeR

L’équation (II.60) n’étant pas définie en 0, aucune de ses solutions ne vaut 1 en 0.
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Exercice 3 (p. 31). La solution la plus rapide pour prouver que

1 3
2 Arcsin — = Arcsin —.
2 2

b V3 _om

. 1 _ . . . I PN
est de remarquer que Arcsing = 5 et Arcsin 5> = % ce qui fait que 1’égalité a prouver est
triviale. Ceux qui n’avaient pas remarqué cela pouvaient procéder comme suit.

1. La définition de y = Arcsinx est

. X = sin
yzArcsmx<:){ y
_ Ty
2S8Vs 7

Donc, par définition,

4 =sin (2Arcsin %)

. R (IL.61)
-5 < 2Arcsm§ < 5.

1 3
2 Arcsin 0 = Arcsin % — {

2. (a) On sait que
sin2a = 2sinacosa.

donc, d’apres le rappel,
2
sin 2Arcsinl = 2sin Arcsinl cos Arcsinl =2x l 1-— l = \/—g
2 2 2 2 2

(b) La fonction Arcsin est strictement croissante sur [—1,1] donc, puisque 0 < % < 55,

s

on a Arcsin0 < Arcsin% < Arcsin 72 ie. 0< Arcsin% < % ce qui implique

1 T
< 2Arcsin— < —. 11.63
rcsin 5 <5 ( )

3. D’apres ’équivalence (I1.61)), I’égalité (I1.62) et 'encadrement (I1.63) prouvent que 2Arcsin% =

V3

Arcsin 5.

N

Exercice 4 (p. 32).

1. Si h> 0 alors, pour 6 dans ]0,1[,on a 1 + 0h > 1 donc (1 + 6h)* > 1 et par conséquent

-1
—1<——<0. 11.64
R E (IL.64)

2. Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle fermé d’extrémités 0 et h (h € R*) et
dérivable a l'ordre 3 sur le méme intervalle ouvert. Alors, d’apres la formule de Taylor-
Lagrange en 0 a l'ordre 2, il existe 6 dans ]0, 1] tel que

h3

T (I11.65)

! h " h? "
f(n) = £(0) + f1(0) 37 + f(0) 5 + f(OR)
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3. (a) Pour tout h > 0, la fonction f : x — 1/(1 + x) est de classe C* sur 'intervalle [0, k]
donc on peut lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange en 0 a 'ordre 2. Or

1 , 1 " . 2 " _ —6
f(x):1+x f( )__(1+x)2 f (x)_(1+x)3 f (x)_(1+x)4
donc
/ _ " _ " _ —6
fO) =1 fO=-1 fO=2  fON=qrps

Par conséquent, pour tout h > 0, la formule (II.65) donne

—1
W=1-h+h*+—— 1.
fh) * +(1+9h)4

De la double inégalité (I1.64), on déduit pour tout & > 0 que
1
l—h+h*—h <——<1—h+h.
1+x

(b) Cette inégalité permet d’affirmer, pour h > 0, que 1 —h+h? est une valeur approchée
de 1/(1 +h)a 103 pres des que (0 <)| —h3| <102 i.e. dés que (0 <)h < 10! (on
peut méme préciser qu’il s’agit alors d’une valeur approchée par exces).

(c) On note que 1/(1,09) = 1/(1 +0,09). Or, si h = 0,09(> 0),ona (0 <)h < 10! et
donc 1 —0,09 4 (0,09)% = 0,9181 est une valeur approchée, par excés, de 1/(1,09) a
1073 pres.

Exercice 5 (p. 32).

1. On remarque que (—1) et 1 sont racines respectives des polynomes 4x> — 3x + 1 et 4x3 —
3x — 1. Par factorisation a la volée, on obtient

{4x3 —3x+1l=(x+1)(4x° —4x+1)=(x+1)(2x 1) (I1.66)

4x3 —3x—1=(x—1)(4x>+4x+1) = (x—1)(2x +1)2

si bien que

43 —3x+1 >0 (x+1)(2x—-1)2 >0 x+1 >0
— —
4x3—-3x—1 <0 (x—1)(2x+1)*> <0 x—1 <0.

2. Puisque 'ensemble de définition de la fonction Arcsin est [—1,1], f(x) existe si et seule-
ment si

4x3 —3x +1

3 =0
—1<3x—4x° <1 5
4x° —3x—1 <0

Donc I'ensemble de définition de la fonction f est [—1,1].
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3. La fonction Arcsin n’est dérivable que sur | — 1,1 et, d’apres (I1.66), |3x — 4x3| =1 si et
seulement si |x| = 1 ou |x| = 5. Donc la fonction fn’est dérivable que sur ] —1,—3[u] -

%, %[u]%, 1[. Pour x dans cet ensemble,

3—12x2

fl(x) =
1—(3x—4x3)?

3(1 —4x?)
A/ (1 —(3x — 4x3)) (1 + (3x — 4x3))
3(1 — 4x?)
A/(1=3x +4x3) (1 + 3x — 4x3)
3(1—4x?)
V142 (2x =12 (1 —x) (2x+1)?
3(1—4x?)
Cx— 1R+ 1/ T+ (1 —x)
3(1—4x?)
TN
{L sil—4x2>0

Vi—x2
—\/13_7 sil—4x2<0.

4. Sixe]—3%,5[,onal—4x>>0et donc
3
V1—x2

donc il existe une constante C réelle telle que, pour tout x dans | — 1,

L

No|—

f(x)=3Arcsinx+ C.

Or, f(0) = Arcsin
tout x dans | — %,

3x0—4x0% =0et3Arcsin0+ C = C donc C = 0 si bien que, pour
[

f(x)=3Arcsinx.

A~

D=

13 juin 2003
Année 2003-2004

16 décembre 2003

Exercice 1 (p. 34).

1. On a

lim x4 = lim x—4 = lim _1
x—odx2—x—12 x—a(x—4)(x+3) x—oax+3 7
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1 1
lim In(x+1)—Inx= lim 1nx+ = lim 1n(1+;>;

x—+00 X— 400 X X—+00
orlim, ,;,1+1/x=1etlim, ,;lnu =0donc

lim In(x+1)—Inx=0.
x—+00

2. Lensemble de définition de f est [—1,3[ U]3, +0[. Sur cet ensemble, f est continue. Exa-
minons le cas du point x5 = 3; en multipliant au numérateur et au dénominateur par la
quantité conjuguée v/x + 1+ 2,

.oAx+1-=-2 . x+1—4
lim 1

1 1
= lim = lim = -
x—3 x—3 =3 (x—3)(Vx+1+2) x—>3\/x+1+4+2 4

donc f est prolongeable par continuité en xy = 3 en posant f(3) = 1/4.

3. Tl est clair que (a — b) (a®> +ab + b?) = a®> — b3 et donc
o 1=3x . 1—3/x . 1—3/x . 1
1 =1 =1 =lim-—/ -
sl T—x sl 18— (Ix)°  xol (1— ) (1+ Yx+ (Fx)2)  xol 1+ x+ (Ix)2

donc la limite demandée est %

Exercice 2 (p. 34). On sait que, en 0,
ef—1~x, tanx ~ x, sinx ~ x, In(1 +x) ~ x.

Dong, puisque lim, ,g+/x =0 etlim, ,y5 =0,onaen0

tan/x ~ v/, sins ~ %
2 2
si bien que
X
—1
hmw:hmx_\/ﬁ:z,
x—0  \/xsin3 =0 /x5
Par ailleurs,
1 In(1+h h
lim#=limw=lim—=l.
x—>lsin(x—1) k-0 sinh h—0h

Exercice 3 (p. 34).

1. Ona
cos(x T()—1<=>cos(x 7-()—cosT(
8’ 2 8’ 3
<:)X—EEE 27 ou x——E—E 27
8 3 8 3
(:)xZn—i-n 21 ou x=—n+7I 27
T3 8 -3 8
117 51
—_— Xx=— 2 =—— 27 |.
=" [n ou " H
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L'ensemble des solutions de I’équation cos(x — §) = % est donc, dans R, I’ensemble

117 57
{ﬂ'ﬁ'kzﬂ, kEZ}U{—ﬁ—szT[, kEZ}

et, dans | — 1, 7t], 'ensemble {—3—”, %}
2. Ona
sin2x =sinx < 2x=x [27(] ou 2X=Tm—x [27{]

— x=0 [27‘(] ou 3x =1 [27‘(]

T 21
=0 2 =— — .
— x [n] ou X 3 [3]

L’ensemble des solutions de I’équation sin 2x = sinx est donc, dans R, 'ensemble
T 27
{k2r, keZ}u {g—kk?, keZ}

et, dans ] — 7, 7], I'ensemble {—%,0,%,7}.

3. Ona
tan3x=tan(x+§) — 3x5x+% [71]
i
2x = —
= =< [Tc]
e x=2 |
== 5|

Lensemble des solutions de I’équation tan 3x = tan(x + 5 ) est donc, dans R, I'ensemble

{%%—k%, keZ}

et, dans | — 7, 7], I'ensemble {—2%, %, %, .
Exercice 4 (p. 34). Exercice!

Exercice 5 (p. 35).
1. (a) 1.

2x

H—2=1<:>2x=1+x2<:)x2—2x+1=0<:)(x—1)2=0<:)x=1
x

On prouverait de facon analogue que

2
—x=—1<:)x=—1
1+x2
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ii. Ona
2x 2x+1+x2
—-1< 2x2<1(:){1;;2+120 (:){2x1+1"2x2>0 < xeR.
14+x 1+x2—1<0 2 <0
si bien que 77 = R.
Autre méthode.
2x 2x 2|x
-1< £l £l <= e <1 e=2Jx <1+
1+x2 1+x? 1+x2

<:>1+|x|2—2|x|>0<:>(|x|—1)2>0<:>xe]R.

(b) On sait que I’ensemble de définition de la fonction Arcsin est [—1,1] donc, puisque
2x/(1 + x?) est défini pour tout x réel,

2. (a) Cours!

(b) La fonction Arcsin est impaire. L'ensemble de définition 7y de f est symétrique par
rapport a 0; pour x dans %¢, on a

f(—x) = Arcsin (%) = Arcsin <_1 -2|-xx2) = — Arcsin <1 ixx2>

D’ou f(—x) = —f(x) donc f est impaire et on ne I’étudie que sur R*.

3. On a f(1) = Arcsinl = 7t/2. D’autre part, lim,_, |4 2x/(1 + x?) = 0 donc, puisque la
fonction Arcsin est continue sur [—1,1] doncen 0, on a lim o f = Arcsin0 = 0.

4. (a) On sait que l'ensemble sur lequel la fonction Arcsin est dérivable est | —1,1[. Or on
sait que 2x/(1 4+ x?) = £1 si et seulement si x = £1. Donc le sous-ensemble de Ds
sur lequel f est dérivable est R — {—1;1} et, par suite, celui de Rt sur lequel f est
dérivable est R — {1}.

(b) Exercice!
(c) Siu est une fonction dérivable en x et —1 < u(x) < 1 alors
. ’ u'(x)
(Arcsinu(x)) = ———.
1—u?(x)
Le reste de la question est en exercice !
5. (a) On consideére un réel x tel que 0 < x < 1. Par définition de l’arc sinus,

. 2x sin (2 Arctanx) = —2%
2 Arctanx = Arcsin (—2) — ( ) 1+x2
1+x —% <2Arctanx < 5.

Or on sait que

2tan(Arctanx)  2x
1 +tan? (Arctanx) 1 +x2

sin (2 Arctanx) =
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puisque, pour tout x réel, tan (Arctanx) = x.

En outre, puisque 0 < x < 1, on a Arctan(0 < Arctanx < Arctanl car la fonction
Arctan est strictement croissante sur R. Il s’ensuit que 0 < 2 Arctanx < § d'ou —% <
2 Arctanx < 7.

On en conclut que, si 0 <x < 1,
2
2 Arctanx = Arcsin e .
1+ x2

(b) On considére un réel x tel que x > 1. On prouverait de facon analogue que

2
7w — 2 Arctan x = Arcsin X
14 x2

en prouvant

{sin (1 — 2 Arctanx) = —2

—% <m—2Arctanx < 7.

6. Exercice!

7 avril 2004

Exercice 1 (p. 35).
1. Ona

2 1 3 3
1 zd(x°+3x—2 2 (d 3x —2 2
B S QZ_JM:_WQMM_Z
Vx34+3x =2 Vx4 3x =2 3J)2vx3+3x—2 3

2. En intégrant par parties,

2t 2t 2t 2t 2t
e e e e e
teltdt =t— — | —dt =t— — — = — (2t —1).
Je 2 ,[2 > 171! )
1 1 1 1 2
1 d(1
f Arctanxdx = [xArctanx] —f %dxzz——f M
0 0 o 1+x 4 2Jy 1+x2

1
si bien que I'intégrale demandée égale & — %[ln|1 + x2|] soit ¥ —£1n2.
0
3. Ona

1 t 1 | 1 1
f < dt=J d€HD 4 finfe! 41]| =ne+1)-In2=1n°TL
o€ +1 0 et +1 0 2

Puisque dx/x = d(Inx),

2

f ﬁ:f ?1(13;3) B [2(11)2]2 :‘%+%=%
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Exercice 2 (p. 35).

1. ¢ Onsait que la solution générale de I’équation
y' —3x°p =0 (IL.67)

est

y = Cexp (—f—?:xzdx), CeR ie. y=Cex3, CeR.

* On constate que y = —1/3 est solution particuliére de I’équation
y' —3x’y = x>, (IL.68)

* Il s’en suit que la solution générale de 1’équation (II.68), somme de la solution géné-
rale de I’équation (I1.67)) et d’une solution particuliére de 1’équation (II.68)), est

1
y=Cex3—§, CeR.

2. Déquation
y"—10y' +41y =0 (I1.69)
a pour équation caractéristique
12 —10r4+41 =0 (r—5)2+16 =0 (r—5)> — (4i)> =0
— (r—5—-4i)(r—5+4i)=0<r=5+4i.
Donc la solution générale de 1’équation est

= e5%(Cy cosdx + Cysindx), C;,C,eR.
y

Exercice 3 (p. 36).

1. Si h> 0 alors, pour 6 dans ]0,1[,on a 1 + 0h > 1 donc (1 + 6h)* > 1 et par conséquent

-1

2. Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle fermé d’extrémités 0 et h (h € R*) et
dérivable a 'ordre 3 sur le méme intervalle ouvert. Alors, d’apres la formule de Taylor-
Lagrange en 0 a 'ordre 2, il existe 0 dans ]0,1[ tel que

! h n h? m h3
f(h) = f(0) + £ (0) 37 + f7(0) 55 + F7(Oh) = (IL.71)

3. (a) Pour tout h > 0, la fonction f : x — 1/(1 + x) est de classe C® sur I'intervalle [0, k]

donc on peut lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange en 0 a 'ordre 2. Or

1
(1+x)2

2
(1+x)3

—6
(1+x)*

fx) = , fl)=- f(x) = f"(x) =
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donc
—6

fO=1 fO=-1, fO=2  fOh)= G g

Par conséquent, pour tout & > 0, la formule (II.71) donne

—1
W=1-h+h*+—— 1.
f (k) T T en)y

De la double inégalité (II.70), on déduit pour tout & > 0 que

1—h+h2—h3<11ﬂ<1—h+h2.

(b) On note que 1/(1,09) =1/(1+0,09).0Or,si h=0,09(>0),on a

’ ! —(1—h+h2)

3
_— <h< (10*1) —1073
1+h

et donc 1—0,09 + (0, 09)2 = 0,9181 est une valeur approchée (en fait, par exces) de
1/(1,09) a 1073 pres.

Exercice 4 (p. 36).
1. On a vu en cours que

(a) I'intégrale

J-FOO dx
a x®

converge si et seulement si a > 1

(b) l'intégrale

converge si et seulement si a < 1.

2.« Lafonction f : x — (1 +x)/(4 + x°) est définie sur R — {</—4} donc est continue sur
[3, +0[. De plus, elle est positive sur cet intervalle.
* Ona
1+x X i 1+x 1
4+x3 o0 x3 T 44 x3 4o x?

et ¢ : x = 1/x? est continue sur [3,+0o[. Donc, puisque f et g sont continues et
positives sur [3, +oo[ et équivalentes en +o0, les intégrales

+00 1 +00 1
J +dex et J —dx
3 4+x 3 X
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sont de méme nature. Or, en vertu de la question|la page précédente} I'intégrale

+ac 1
J - dx
3 X

converge donc il en est de méme de I'intégrale

+aC 1
J +x dx.
3 4+ x3

3. Lafonction f : x — (1 +x)/(4+x>) est définie sur R — {J/—4} donc est continue sur [0, 3].
Par suite, I'intégrale

3
1+x
| e
0 4+x3
est une intégrale de Riemann. Par ailleurs, on a prouvé que l'intégrale
TO 4+ x
| e
3 44 x3
converge. On en déduit que l'intégrale
TO ] +x
[Rr==tt
0 44 x3
est la somme de deux intégrales convergentes et est, a ce titre, elle-méme convergente.
Exercice 5 (p. 36).
1. La bijection réciproque de la fonction ch restreinte a R est la fonction Argch, dont 1’en-
semble de définition est [1, +oo[. Donc
=chy

y = Argchx siet seulement si X
y =0

2. (a) On a Argchl =0 et In (1 +/12 — 1) = 0 donc, pour x = 1, la relation Argchx =

In (x +Vx?2 — 1) est vraie.
(b) On a, par définition,

x=chy
{y;frgchx — {x>1
x
— x=chy
y>0
_eV+ey
=
y>0
— 2xe¥ = (e¥)* +1
y>0
— 2_2xeV +1=0
y>0
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(c) i. Ona, x? —1 étant strictement positif puisque x > 1,
X2-2xX+1=0 < (X—-x)’41-x=0
— (X—x)z—(\/ﬁ)2=0
— (X—x—\/ﬁ)(X—x—F\/ﬁ):O
— X=x+\/ﬁ ou X=x—\/ﬁ.

ii. On a, pour x > 1,

{x—\/x2—1>1 {x—1>\/x2—1

x>1 x>1

(x—1)*>x2—1

< x€eU

Supposons x > 1 et y > 0. Alors ¥ > 1 donc, d’aprés le raisonnement précédent,
eY = x —\/x2 — 1 n’a lieu pour aucun x réel. On a donc, pour x > 1,

y = Argchx — (e¥)? —2xe? +1=0
x>1 >0

ey =x+vVx2—1 ou e¥=x—-+x2-1
y=0

y=ln(x+\/x2—1) x=1
— ou
y=0 y=0

(carx++4/x2—12>21>0six>1)
— y:ln(x—i—\/xz—l).
Dong, pour tout x > 1,

Argchx =1In (x+ Va2 — 1) .
8 juin 2004
Année 2004-2005

5 janvier 2005

Exercice 1 (p. 38).
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1. Ona

. x—4 . x—4 .
lim = lim = lim
x—dx2—x—12 x4 (x—4)(x+3) x—4Xx+3

On a

1
lim In(x+1)—Inx= lim 1nx+ = lim In
X—400 x—+00 X X—+00

orlim, ,;,1+1/x=1etlim, ,;Inu =0donc

lim In(x+1)—Inx=0.

xX——+00

2. Il est clair que (a—b) (a> + ab + b?) = a®> — b et donc
_3 _ 3
lim 1=V = lim i
x—1 1 —x x—113 — (J/x)3
= lim L= Vx
AR+ E T (V)
1

-l —
O T Ya+ (V)2

donc la limite demandée est %

Exercice 2 (p. 38).

1. Consulter le cours!

2.

(a) Lalimite demandée est % car

sin84 x 84x 84 84 4
~ ~— 7 2
sin105x o0 105x o 105 x—0 105 5

(b) Puisque lim, ,py/x=0etlim, ,o5 =0,0naen 0
X X
tan/x ~ \/x, sin— ~ —,
2 2
si bien que la limite demandée est 2 car

X _
lim (¥ —1)tany/x _ I X/

= lim =2.
x—0 A/xsin )—26 x—0 \/;C%
(c) Lalimite demandée est % car
(24’ —1)sin/u 2u\Ju

1

=

(1+2)

(7 +u)(tanu)?In(1 + 3+/u) 0 (7 +u)u? x 3:5/u 0 21
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(d) Posonst =x—1i.e x=1+t;alors x - 1 équivaut a t —» 0 et on a donc

X _ 14+t
lim —— =1lim ————.
x—1ln(x—1) +—0ln(1+1¢)
Par conséquent, la limite demandée est e car
eltt—e e(ef 1) ext

In(1+t) In(1+1) t50 t t50 &

Exercice 3 (p. 38).
1. Pour tout x non nul, on a

X2 +Vx2 2y x4+ x|

f(x) = =
2 —x =[x — x|
() R+
x| (lx=1) x| -1
Donc
. . |xl+1
1 =1 =-1
xl—r}})f(x) xl—r}}) |X| -1
si bien que la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = —1.

2. Pour tout x # 2, on a

3-2x+5 _ (3-V2x+5) (3++/2x+5)

X)) =
f@) x—2 (x—=2)(3++2x+5)
 9—(2x45) 4—2x
(x=2)(3++2x+5) (x—2)(3+V2x+5)
B —2(x—2) =2
(x—2)(3+V2x+5) 3+2x+5
Donc
-2 1
li =lim——F7— ==
meZf(x) xg3+\/2x+5 3
si bien que la fonction f est prolongeable par continuité en 2 en posant f(2) = —%.

3. Pour tout x # I [27], on a

1 i in2
F(x) = (1 +sinx) tan2y = (LEsn¥)sin"x

cos?x
e +sinx)sin’x o +sinx)sin? x
~ 1—sin?x (1 +sinx)(1 —sinx)
sin’ x
" 1—sinx’
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Donc

sin? x 1

lim f(x)= lim ——— =—
x—3g (x) x4,37771—51nx 2

si bien que la fonction f est prolongeable par continuité en 37“ en posant f(%") = %

Exercice 4 (p. 38).

1. Ona
. T 1 . T T
sin(x — —) == < sin(x — —) =sin—
8 2 8 6
@x—gzg [27‘(] ou x—%zn—% [27‘(]
(:)x=n+n 21 ou x=7z—n+n 27
T 6 8 a 6 8
— :771 ) _2371 )
x_24 T ou x= o i

Lensemble des solutions de I’équation sin(x — %) = % est donc, dans R, ’ensemble

77 231
{ﬁ‘f‘kZﬂ,kEZ}U{ﬂ'ﬁ‘szi,kEZ}

et, dans | — 7, 7], 'ensemble {Z—Z, 223% .

2. Ona
COS2X =COSX < 2x =X [271] ou 2x = —x [27‘(]

— x=0 [271] ou 3x=0 [27‘(]

— x=0 [271] ou x=0 [2?71]

Lensemble des solutions de 1’équation cos 2x = cos x est donc, dans R, I'ensemble

{kz?n,kez}

et, dans | — 1, 7t], 'ensemble {—27”, 0, 27"}

3. Ona
tan3x=tan(x+%) — 3x5x+% [n]

T
2x = —
= =g [71]
—x== |2

=< 5|
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L'ensemble des solutions de I’équation tan 3x = tan(x + %) est donc, dans R, I'ensemble
s i
Z+kZ ker}
163

et, dans ] — 7, 7], I'ensemble {—2%, %, %, %’7}

Exercice 5 (p. 38).

1.

3.

Ona
b5 —a® = (b—a)(b* +bPa+b%a® + ba® +a*).

Donc le taux 7y, ;) de variation de f entre deux réels quelconques distincts a et b, défini
par

_ f(b)=f(a)
T{a,b} - b—(l ’
vérifie
(B> +b2—1)—(a®+a?—1)
Hab} = b—a
_ b® —ad +b? — 42
b—a
(b—a)(b* +bPa+b%a® + ba® +a*) + (b—a)(b +a)

b—a
=b*+b3a+b’® +ba® +at+b+a

Si a et b sont distincts dans [0, +o0[, ce taux est alors strictemement positif puisque a et b
sont positifs ou nuls et puisque 'un au moins d’entre eux est strictemement positif. Ceci
prouve, par définition, que f est strictement croissante sur [0, +00].

La fonction f, polynomiale, est continue sur R donc sur [0,1]; elle est de plus strictement
croissante sur [0, +oo[ donc sur [0,1]. Donc, grace a un théoréme du cours, on sait que f
est une bijection de [0,1] sur [f(0), f(1)], i.e. sur [—1,1]. Par conséquent, 0 appartenant a
[—1,1], il existe un unique antécédent xy a 0 par f dans [0,1] et xg n’est ni 0 ni 1 puisque
f(0) # 0et f(1) # 1. Ceci prouve que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution x,
sur |0, 1][.

(a) On met en ceuvre la méthode de dichotomie.

i. Le milieu de l'intervalle ]0, 1] est % et un calcul (éventuellement a la calculatrice)
montre que f (3) < 0. Or £(0) < 0 < f(1) donc (%) < 0 < f(1) et donc xg
appartient a |1,1[.

ii. Le milieu de I'intervalle ]3,1[ est 3 et un calcul montre que f (3) < 0.Or f(3) <
0 < f(1) donc f(2) <0 < f(1) et donc xg appartient a |3, 1[.

iii. Le milieu de I'intervalle ]2, 1[ est Z et un calcul montre que f (3) > 0.Or f(3) <
0 < f(1) donc f(2) <0 < f(%) et donc xo appartient a |3, Z[.

iv. Le milieu de lintervalle |3, %[ est 16 et un calcul montre que f (1) > 0. Or
f(%) <0 <f(%) donc f(%) f( ) et donc x( appartient a ]% %[
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v. Le milieu de l'intervalle ]%,
f(3) <0< f(3) donc f(33) < 16
vi. Le milieu de l'intervalle ]% 1—3 est —4 et un calcul montre que f (2 21 ) <
f( )< O<f( )doncf( )<0<f( )etdoncxo appartlenta]ﬂ %[

e

Bl est 52 et un calcul montre que f (33) < 0. Or
0 < f(12) et donc x appartient a ]_g 13,
[ G 0. Or

1

4’
L’intervalle I z]%, %g [ est de diametre 2 gz donc x est distant du centre Lg d

3 I d’au

plus le rayon de I qui vaut 128' Par conséquent

Xo — <1072

103 1
_ < _
128 128

si bien que igg est une valeur approchée fractionnaire & 1072 pres de x.

(b) De plus, une valeur approchée de % donnée par la calculatrice est %gg 0,805 a

1073 pres donc, par 'inégalité triangulaire,

|xg — 0,805| = 0—%+ 122 0, 805’
1 1
<Xo—% '%-0805'
< %28—%10_
<1072 (car 1178 <0,008)

si bien que 0,805 est une valeur approchée a 102 prés de x.

28 avril 2005

Exercice 1 (p. 39).

1. Cf. cours.

2. (a) Ona

1 4 2
j<x3+——\/§> dxzx—+ln|x|——x3/2.
X 4 3

(b) On a
Jx(l—i—xz)dx:%JZx(l—i-xz)d %<1+x )2.
(¢c) Ona
3
(d) Ona

2s 2s\/
e 1 (3+€ ) 1 2s 1 2s
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(e) Puisque cost >0 sur [—-%, %], ona

f cost f cost E cost f cost f n TC
dt:f dt:f dt:f —dt= dt =[t]* =7
T
—z - 7

—% /1 —sin’t Veos? t

3. (a) Les formules d’Euler sont

eix + e—ix eix _ e—ix

CoSX = ——— et siny = ———

2 21

(b) On a

; _ 3

sindx = et
2i
1

_ _g (e3lx _ 3621x671x + 3ezx6721x _ 6731x)
1

B 1 eSix _ e—3ix 3 eix _ e—ix
4 2i 2i

1
=1 (sin3x — 3sinx).

Il s’ensuit que
.3 1(,. , 1/ 1
sin xdxz—Z (51n3x—3s1nx)dx=—z —gcos3x+3cosx +K, KeR

(c) On a également

Jsin3xdx = J (1 —cos? x) sinxdx

=J(sinx—sinxc052x> dx
I 3
=—cosx+§cos x+K, KeR

Exercice 2 (p. 39). Ona
1.

1
Jlntdt= tlnt—Jt?dtZ tlnt —t

2. pour n dans N

tn—i—l 1 1
Jt"lntdt =— Int— —Jt"‘H—dt
n+1 n+1 t
1
=— (t”“lnt - ft"dt)
n+1
tn+1 1
= Int — .
n+1 n+1
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3.
. 1 1 1 1 .
xsin2xdx = ——xcos2x + — | cos2xdx = —— xcos 2x + — sin 2x.
2 2 2 4
4.
shs
dx =sths— | thsds =sths — | —ds =sths —In|chs| =sths—Inchs.
ch2 chs
5.
JArctanxdx = xArctanx — J 5 dx
1+x
1 14+x2 !
=xArctanx——J’gdx
2 1+ x2
1
=xArctanx—Eln|1 +x2|
1 2
=xArctanx—Eln (1 +x )
6.
1/2 1/2 1/2 )
(Arccosx [x (Arccosx) ] —f 2x——= Arccosxdx
f—1/2 12 o2 N1 —x2
1 n2 -1 472 J'1/2 2, q
=—X——— X — rccos xdx
2792 9 1/2 V1 —x2

7'( 1/2 1/2 -1
= —8— ([\/1—x2Arccosx]_l/2— 71/2\/1_)62\/1—_7(19(

(735

7'(2 \/,
=5_+32 -2
8 V°3

—1/2

Exercice 3 (p. 39).

1. On pose t = x/3 i.e. x = 3t ; alors

F dx Jl 3dt 1J1 dt 1 U x
= Arctant| = —.
0X2+9 09t2+9 3 0t2+1 3 0 12

De maniere analogue, on pose t = x/ai.e. x = at; alors

J“ dx _Jl adt lJl dt 1Arctant1—n
o x2+a2 )y a?t?2+a? o t2+1 a o 4a’
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2. On pose t = y/x i.e. x = t? et dx = 2tdt; alors

f dx _Jﬁ 2tdt
1 (x+D)Vx o (B2 +D)t
_ J”z_dt

1 241
=2 (Arctan \/3 — Arctan 1)

Exercice 4 (p. 40).
1. ¢ Onsait que la solution générale de I’équation
v+ (cosx)y =0 (I1.72)

est

y = Cexp (—Jcosxdx), CeR ie. y=Ce_Sinx, CeR.

* On constate que y = 2 est solution particuliére de I’équation
y' + (cosx)y = 2cosx. (I1.73)

* Il s’en suit que la solution générale de I’équation (II.73)), somme de la solution géné-
rale de I’équation (I1.72)) et d’une solution particuliére de ’équation (II.73), est

py=2+Ce *"¥ CeR.
2. L’équation
v +8y +25p =0 (11.74)
a pour équation caractéristique
1 +8r+25=0 (IL.75)
de discriminant A = 64 — 100 = —36 = (6i)%. Donc ’équation a pour solutions

(complexes conjuguées)

L 8+6i

rt = = —4+3i.

2 *
Donc la solution générale de 1’équation (I1.74) est

y=e (A cos3x+ A,sin3x), A, A, eR

La fonction yq est solution de I'équation (II.74) vérifiant yo(0) = 1 et y{(0) = 10 si et
seulement si

20 =e () cos3x+ A,sin3x), A, A, eR
v0(0) =1
v(0) =10
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ie.
Y0 =e ¥ ()jcos3x+ Aysin3x), A, A, eR
A =1
—4A +31, =10

car si yg = e~ ** (A cos 3x + A, sin 3x) alors
vh = —de ¥ (A cos3x + Ay sin3x) + e~ (=34  sin3x + 31, cos 3x).
Le précédent systeme équivaut a

vo =e ¥ (Ajcos3x+ Aysin3x), A, A eR
A =1
A, =14/3

donc la fonction p, solution de I’équation (I1.74) vérifiant y¢(0) = 1 et y{(0) = 10 est
donnée par

14
yo=e ¥ (cos 3x + ?sin 3x> .

Exercice 5 (p. 40).
1. Ona

I= fa f(s)ds
o ;
:J f(s)ds—i—J F(s)ds
a 0
0 a
= J f(=t)d(—t) +L f(s)ds en posant t = —s
- _J’Of(t)dt +faf(s)ds car f est paire donc f(—t) = f(¢)
a 0
—2| f(5)ds

= J‘iaf(—t)d(—t) en posant t = —s

= J_af(t)dt car f est impaire donc f(—t) = —f(t)

S

Donc 21 = 0 si bien que I = 0.
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12 mai 2005

Exercice 1 (p. 40).
1. On peut calculer a ’aide de la relation

14+x
1—x

1
Argthx = -1n
2
mais on a aussi vu en cours que, pour tout x dans | —1,1][,

(Argthx)' =

1—x2"

2. En intégrant par parties,

1/2 1/2 1/2 x 1 1 1 1/2 d(l—xz)
J; Argthxdx = [xArgthx]0 —J; 2 dx = EArgthE + 5.[0 T

si bien que

1/2 132 1 A1 1 1,3 3
Jo Argthxdx=zln1/—2+§[ln|1—x|]0 =Zln3+51nZ=Zln3—ln2.

Exercice 2 (p. 40).

1. ¢ On sait que la solution générale de I’équation
y' —3x°p =0 (IL.76)

est
vy =Cexp (—J—?)xzdx), CeR e y=Ce"3, CeR
* On constate que y = —1/3 est solution particuliére de I’équation
y —3x%y = x%. (11.77)

* Il s’en suit que la solution générale de I’équation (II.77)), somme de la solution géné-
rale de I’équation (I1.76) et d’une solution particuliére de I’équation (I1.77), est

1
yzCe"S——, CeR.
3
2. L’équation
v’ —10y' +41y =0 (I.78)

a pour équation caractéristique

r?—10r+41=0 (I1.79)
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de discriminant A = 100 — 164 = —64 = (8i)2. Donc I’équation (I1.79) a pour solutions
(complexes conjuguées)

_10+8i

) 10 —8i
r=— =5+4i et r_ = !

2
Donc la solution générale de ’équation (II.78) est

=5—4i.

y =e>*(Cycosdx + Cysindx), C;,C,eR.

Exercice 3 (p. 40).
1.

(a) De la relation fondamentale de la trigonométrie circulaire

2

cos’a +sin*a=1

on peut déduire, en divisant par cos® a que

1

1+tan’a = 7
CcOS* «

(I1.80)

(b) On sait que sin2a = 2sina cos a si bien que

sina
cos’a = 2 tana cos’ a.

sin2a = 2sinacosa = 2
cosa

(c) On déduit de ce qui préceéde, en prenant l'inverse des membres de I’égalité (I1.80),
que

. 2tan
sin2a = 2tanacos’a = ——— .
1+tan?a

2. On pose t = tan(x/2).
(a) Pour une fonction u dérivable,

M/

(tanu)’ = u' (1 + tan® u) =
cos?u

si bien que
df =dtan > = 1 (1+tan2x)dx— L <1+t2)dx
N 2 2 2 2 '

(b) A l'aide de la question , on a

i Lox 2tan 5 2t
sinx =sin2— = Y = 5
2 1 +tan 5 1+t

3. On pose

167



Chapitre II. Corrigés des épreuves I1.10. Année 2004-2005

(a) Dans l'intégrale

I—fg dx
~Jo 1+sinx’

le changement de variable ¢ = tan(x/2) conduit a

t=tan} dt = 3 (1++%)dx

0<x< — tan%gtan%gtan
1 =_1_ 1 14+

i - 2t = =Tt
1+sinx 1+1+t2 T+sinx 1421412

(S
[N

L 1442
L 1+4sinx (1+t)2

—<{0<t<1
1 1442

si bien que

I_f 2dt 1412 _f 24t

o 1+2 (1402 Jo (1+1)%
(b) On a
u=14+t u=1+t
0<t<l1 e {1<ux?2
1 _ 1 1 _ 1
(+1)?  u? (1+£)> ~ u?
si bien que

1 2 _1172
1=1f2—dt=2fd—”=2—1 —1.
0 (1+t)2 1u2 u |y
Exercice 4 (p. 41).

1.

(a) Puisque l'ensemble de départ de la fonction v est [0, +o0[ et puisque +/4 — t n'existe
que pour t < 4, 'ensemble de définition 2 de la fonction v est [0, 4].

(b) La fonction v est dérivable sur [0,4[ et pour 0 <t <4, 0on a
—t 2(4—t)—t 8—3t

v (t =2[\/4—t+ ]: = .

®) 24/4 —t Va—t Va4 -t

Il est clair que v’ est strictement positive sur [0,8/3[, nulle en 8/3 et strictement
négative sur [8/3,4[; donc v est maximale en t = 8/3 et vaut alors v(8/3) = 32/(3+/3).
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2. (a) La fonction v est intégrable sur [0, 4] car elle est continue sur cet intervalle.

(b) On procéde a une intégration par parties pour calculer Sév(t) dt.

J4v(t) dt = fzn/ﬁdt

0 0

0
_ 843
15
4
256
J v(t)dt = —
0 15
(c) On sait que la valeur moyenne V de v sur [0, 4] est donnée par
I 64
V=— t)ydt = —.
10, "Wd=13

Exercice 5 (p. 41).

1. On a immédiatement v(0) = v(T) = 0. La fonction v est dérivable sur [0, T[ et pour 0 <
t<T,ona

—t 2(T—t)—t 2T — 3t
v (t =a[\/T—t+ ]=a =a )
(®) 24/T —t T—t T—1t

Puisque a > 0, il est clair que v’ est strictement positive sur [0,2T/3[, nulle en 2T/3
et strictement négative sur [2T/3,T[; donc v est maximale en t = 2T /3 et vaut alors

v(2T/3) = 2aT /T /3/3 = 2a(T/3)%/2.

2. Puisque dx(t) = v(t) dt et x(0) = 0, la fonction t — x(t) est la primitive s’annulant en 0 de
la fonction (continue sur [0, T]) t — v(t) ; donc

x(T) = JTv(t) dt

0
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La vitesse moyenne V du motard sur le parcours AB est donnée par

1 (T x(T) 4a_;

= =713,
T-0)J,

\%
T 15

<
—
~
~—
Q.
~

3. La fonction x étant continue sur [0, T] et dérivable sur |0, T[, on peut lui appliquer sur
cet intervalle le théoreme des accroissements finis : il existe un réel ¢ dans [0, T] tel que
x(T) —x(0) = (T — 0)x/(c) i.e. tel que v(c) = %ng(t) dt ou encore tel que v(c) = V. Ceci
prouve qu’il existe un instant au cours de l'expérience auquel la vitesse instantanée du
motard égale sa vitesse moyenne.

4. Application numérique. On a

x(T) = 1 dar3 —
ie.
vy = 200 24(T/3)¥2 = 200

d’ou, par division,

4 3
_asr 1
2(T/3)3/2 200

i.e., en heures,
_ 1
804/3

Exprimé en secondes,

3600
T=—"—"""=15V3
804/3

si bien que
T ~ 26s.
En outre, V = x(T)/T = 1/T = 80+/3 donc V ~ 139kmh !,

15 juin 2005
Année 2005-2006

23 novembre 2005

Exercice 1 (p. 42).
1. On a

x?—1=0 < (x—1)(x+1)=0 < x—1=00oux+1=0 < xe{—1,1}.

x2—1 x>—1=0 x=1loux=—-1
=0 — — x=—1.
x—1#0 x#1
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2. On a, grace a un tableau de signes,

2x—3 _ x—1 2x—3—(x—1) x—2
> —_— T T >0 =
x+2 x+2 x+2 x+2

>0 < x€]—00,—2[U][2,+00].
3. Onax?—2x—3=(x+1)(x—3) d’ou, grace a un tableau de signes,

2 _ _ —
o223 g DY) gm0 —2[u[-1,3]

x+2 x+2
Exercice 2 (p. 43).
1. Voir le cours.
2.
(a) Puisque
1 27
—— =Cos —
2 3
V300 2w
— =sin—
2 3

onalz;|=1et Arg(z;) = ZT"

On voit aisément géométriquement que |z;| = \/2 et Arg(z;) = —%.

Puisque z3 = 2(‘/7§ + %) et

\@ TC
—— = (COS —
2 6
1 LT
— =sin —
2 6

ona |z3] = 2 et Arg(z3) = ¢.
(b) Il s’ensuit que z; = e2in/3, Zy = \2e~im/4 et z3 = 2eim/6,
(c) On adonc
2y2) = 621'71/3 « ﬁefin/4 _ \/Eei(Zn/377z/4) _ \5651'11/12

si bien que |z1z;| = V2 et Arg(z25) = 3% ;

7 N2e A \/_Eei(—n/él—rc/ﬁ) \/_56—51'71/12
2

z3  2eim/6 2

2
= % et Arg(2) = -3

si bien que |2
A\ 4 , , ,

zp=j*= (e2zn/3) = 8im/3 = (1(2n/3+2m) _ 2in/3 — = 7

si bien que |zﬂ =1et Arg(z‘ll) = %’T

Exercice 3 (p. 43).
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1. Ona
. x—4 . x—4 . 1 1
lim = lim = lim = -
x—dx?2—x—12 x%4(x—4)(x+3) x—4Xx+3 7

2. Ona
 x+1-2 x+1—4 , 1 1
lim = lim = lim = —.
x—3 x—3 x—3 (X—3)(\/X+1+2) x—=3+/x+1+2 4

3. On sait que

lim 20 = 1
x—0 X
4. Ona
1 1
lim In(x+1)—Inx= lim X2~ lim In (1 +—> ;
Xx—+00 xX—+00 X X—+00 X

orlimy ,;n1+1/x=1etlim, ,;lnu =0donc

lim In(x+1)—Inx=0.

x—>—+00
Exercice 4 (p. 43). Il est clair que (a—b) (a® + ab + b?) = a® — b et donc
_ 3 _ 3 3
lim1 \/;C=limi=lim - =lim;
>l I—x ol 3 —(Yx) =1 (1= x) (1 +x+(x)?2) a1 1+ /x+(Ix)?

donc la limite demandée est %

Exercice 5 (p. 43).

1. On a
cos3a sin3a cos3acosa+ sinasin3a

sina cosa cosasina
cos(3a—a)
cosasina
cos2a

cosasina

cos?a—sin%a

cosasina
cosa sina

sina cosa
= cotana — tana.

2. Ona
sin(x T()—\/g<:>sin(x Tc)—sinn
12/ 2 12/ 73
— —EEE[Zn]oux—EEn—Epn]
12 3 12 3
T 21 T
<:>x:§+ﬁ[2n]oux_?+ﬁ[2n]
— x=—[2n]oux=—[27]
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3. (a) Ona
. . . TC
sint —cost =0 <= sint = sin (3_t>
= tzg—t[Zrc]outEn—(g—t) [27]

— 2t =

| X

[2c] ou 0= % [27]

= tE%[n].

(b) En posant x = 2t,on a
1—sinx—cosx=0 <= 1-sin2t—cos2t=0
1 —2sintcost — (1 — 2sin? t) =0

2sin®t — 2sintcost = 0
2sint(sint —cost) =0

1111

sint (sint —cost) =0

(c) On a dong, avec x = 2t,

1—sinx —cosx =0 sint (sint —cost) =0
sint =0 ou sint —cost =0

tEO[n]outE%[n]

A

x=0[2n] ouxz%[Zn].

26 janvier 2006

Exercice 1 (p. 43).

1. Puisque les fonctions sin et cos sont définies sur R,
x¢ P <sin’x=0
<sinx=0
<~ x=0[2r] ou x=mn—0[2x]

> x=0[x]
Donc Z =R — {km, k € Z}.

2. Puisque 0 ¢ 2, la fonction f n’est pas continue en 0 mais, en 0, on a 1 —cosx ~ x2/2 et
sinx ~ x donc

si bien que f admet, en 0, la limite finie 1/4. On peut donc prolonger f par continuité en
0, en posant f(0) = 1/4.
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3. Ona
1 —cosx
flx) = 2sin’x
1 —cosx

2(1 —cos?x)

1 —cosx
2(1 —cosx) (1 +cosx)

1

:m sil—cosx#0i.e. 51x$0[2r(]

Exercice 2 (p. 43).

1. Puisque l’ensemble de définition de la fonction Arcsin est [—1,1], f(x) existe si et seule-
ment si

—1<x?-3<le=2<? <4 = V2< ¥ <2

Donc I'ensemble de définition de la fonction f est [—2, —ﬁ] U [\/E, 2].

Puisque l’ensemble de dérivabilité de la fonction Arcsin est | — 1,1[, en remplagant les
inégalités larges par des inégalités strictes ci-dessus, on constate que l'ensemble de déri-

vabilité de la fonction f est | —2,—v/2[U]V/2,2[.
2. Pour x dans | —2, —ﬁ[u]\/ij[, ona

,x): 2x _ 2x
Vi—2—3p VE@-2@E-22)

Exercice 3 (p. 44).

1. Par définition,

X =siny

= Arcsinx <
Y {—n/2<y<n/2.

2. Soit x un nombre dans [—1,1] et y = Arcsinx. Alors, par définition, x = siny i.e. x =
sin(Arcsinx).

3. Soit x un nombre dans [—1,1]. Alors,

[~
B . X =siny
vy = Arcsinx < {—7‘(/2 <p<n)2

x? =sin%y
n/2<y<m/2
{cos y=1-—x2

/2<y<m/2

|cosy| =V1-—x2
=
-n/2<y<n/2

=>cosy =V 1—x?

ﬂ

II
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car, si —m/2 <y < 1/2,alors cosy > 0 et donc |cosy‘ = cosy. Il s’ensuit que cos(Arcsinx) =
V1 —x2.
4. Ona

in (Arcsinx x
tan (Arcsinx) = sin (Arcsin) =

cos (Arcsinx) /1 —x2

Exercice 4 (p. 44).

1. Lensemble de définition de la fonction f est RT*. Sur cet ensemble, f est continue et
dérivable et, pour tout x > 0,

F'0)= 1= 5=

1 1
/
X)>0= —>—=<=2>/x>0<=4>x>0.
fi(x) PR Vx
Donc f est strictement croissante sur ]0,4[, strictement décroissante sur |4, +o0[ et admet
un maximum absolu en 4.

2. Puisque f admet un maximum absolu en 4, pour tout x > 0, f(x) < f(4). Or f(4) =
In4—2=2In2—-2=2(In2—1) est strictement négatif. Par suite, pour tout x > 0, f(x) <0
ie. Inx < +/x.

3. On a dong, pour tout x > 0, Inx/x < 1/+/x et, pour x > 1, 0 < Inx/x < 1/+/x. Puisque
limy | oo 1/4/x = 0, il s’ensuit par le théoréme des gendarmes que

4. Pour x > 0, posons X = x®. Alors x = X'/ et donc

Inx ln<X%) _ 1lnX

xa X Ta X

Or, si x — 400 alors X — +0o0 dong, en vertu de la question précédente,

Inx i 1InX _0

x>+ xd x—lgrloo a X
Exercice 5 (p. 44).
1. On a, pour tout x réel,
f(x) =3x> —4x—7
fonction polynome admettant pour racine évidente (—1). Il s’ensuit que :
£/(x) = (x+1)(3x—7)

si bien que f’ est de signe négatif entre ses racines —1 et %, donc entre 0 et 1, ce qui prouve
que f est strictement monotone (décroissante) sur [0,1].
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2. Lafonction f, polyndmiale, est continue sur R donc sur [0,1]; elle est de plus strictement

3.

croissante sur [0, 1]. Donc, grace a un théoréme du cours, on sait que f est une bijection de
[0,1] sur [f(0), f(1)], i.e. sur [—6,1]. Par conséquent, 0 appartenant a [—6,1], il existe un
unique antécédent xy a 0 par f dans [0,1] et xo n’est ni O ni 1 puisque f(0) #0et f(1) # 1.
Ceci prouve que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution x sur |0, 1].

(a) On met en ceuvre la méthode de dichotomie.

Etape n®0 : Le milieu de I'intervalle I; =]0, 1[ est x et un calcul montre que f (0) x
f (xg) > 0 donc x( appartient a ]xg, 1[.-

Etapen®1 : Le milieu de I'intervalle I =]xg, 1] est x, et un calcul montre que f (xo) x
f (xg) > 0 donc x( appartient a ]xg, 1[.+

Etape n°2 : Le milieu de I'intervalle Iy =]xg, 1[ est x, et un calcul montre que f (xo) x
f (xg) > 0 donc x( appartient a ]xg, 1[.-

Etapen°®3 : Le milieu de l'intervalle I;0 =]xg,1[ est x, et un calcul montre que
f (x0) x f (x0) > 0 donc x( appartient a ]xg, 1[.-

Etape n°4 : Le milieu de l'intervalle I;1 =]x,,1[ est xy et un calcul montre que
f(xg) % f (x9) > 0 donc xq appartient a ]xg, 1[.-

Etapen°®5 : Le milieu de l'intervalle I;2 =]xg, 1] est x, et un calcul montre que
f(xg) % f (x9) > 0 donc xq appartient a |xq, 1[.+

L’'intervalle ;2 est de diametre ﬁ donc x est distant du centre % de I, 2 d’au plus

le rayon de I; 2 qui vaut 11%. Par conséquent

Xo —

i < L < 10~2
128 128

si bien que % est une valeur approchée fractionnaire a 1072 prés de x.

(b) Par I'inégalité triangulaire,

35 35
—0,27| = |xg— = + 22 0,27
IXO 0 27| X0 128 + 128 '
35| |35
<lxo— 22|12 —0,27
*0 128‘+ 128 '
1 |35
< — +|22 0,27
128 " |128
<1072

si bien que 0,27 est une valeur approchée a 102 prés de x.

4. On constate que (—2) est une racine évidente de 1’équation

x> —2x2—7x+2=0 (11.81)
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Il s’ensuit, par une factorisation a la volée, que

(IT.81) — (x+2)(x*—4x+1)=0

= (x+2) (x2—4x+4)—3] =0

= (x+2) (x—2)2—3] =0

— (x+2)_(x—2)—x@] [(x—2)+\@] _

— xe{—2,2—\/§,2+\/§}.

Donc les racines de I'équation f(x) = 0 sont —
appartient a ]0, 1[ si bien que xy = 2 —+/3.

2 février 2006

Exercice 5 (p. 45).

17 mai 2006

Exercice 1 (p. 45). On a

1.
fcos2 xsinxdx = f(— cosx)’ cos® xdx
=— f(cosx)'coszxdx
L 3
=——-cos’x, CelR
3
2.
t3 -1 413 —
—4t+3 —4t+3 %

SR b
)
(

_1
1 (14 —4r4+3)737
— 1 1
4 —§+1
3 3
- _ 4t 3)
G

Exercice 2 (p. 45). Il est facile de voir que

1

sin? x

Vx#0[n], (cotanx) = —

177

—/3et24++/3; parmi elles, seule 2 — NE

1

4t+3) ’dt

CelRR
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Donc

n n 1
2 —S ) _

J — ds=J s———ds
= sin®s = sin”s

4 4

T jud
2 7

[s cotan s] - f cotansds
id

s
4

T
T 2 cosx
=—— — ——ds
4 = sinx

s . /
:_E_JZ(S{ﬂds
4 n  SInx
4

%
- [1n|sinx|]
4 n
4
z—z—<ln1—ln£)
4 2
e 2
=__ 11n2x=
17"
z—E—lan.
4 2

Exercice 3 (p. 45).

1. On effectue ci-dessous le changement de variable implicite t = x/4 :

4 dx 4 dx
J, 2 16dx:J 2
o X*+ 016(’1‘—6+1)
_ifl dx
1o (3)7+1
1 r 4d3
16D ()

14
= ZJO dArctanZ

4

1 X
= —| Arctan —
[ rcan4]

4 0

1
=1 (Arctan1 — Arctan0)
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2. On pose x = t2. L'application t — t? étant une bijection de [0,+/3] sur [0,3], on a

3 V3
,[ d—x:f _ adt car dx = d(t?) = 2tdt
Dvx Joo (12

0o (x+ +1)VE2
V34t

= Zfo @1 car \/t2 = |t| = t puisque t € [0,V/3]
V3

= 2[Arctan t]
0

=2 (Arctan\/g — Arctan 0)

. 27

=5

Exercice 4 (p. 45). Résolvons les équations demandées.

1. On résout d’abord ’équation sans second membre associée. Sur R™*, la fonction In est
continue donc

YV +(nx)y=0 = y= Ce SInxdx  ceR

= y= Ce~(xInx=x) = CceR par intégration par parties

= y= Cex(l_lnx), CeR.

On remarque que 1’équation avec second membre admet comme solution particuliére la
fonction y = 4. Donc la solution générale de 1’équation complete est

y=4+ Ce"(l_ln"), CeR.

2. L’équation caractéristique associée a I’équation
V' +4y" +6y=0 (11.82)
est r? +4r+6=0.Or
P 4+4r+6=0 < (r+2)>2+2=0
— (r+2)2- (iﬁ)z =0
— (r+2—i\/§) <r+2+iﬁ) =0
— r=-2+iV2.

L’équation caractéristique admettant deux racines complexes conjuguées de partie réelle
(—2) et de parties imaginaires ++/2, la solution générale de I’équation (I1.82) est

p=e X (C1 cos\/2x + C,sin \ﬁx) , (C,Cy)eR2,

Exercice 5 (p. 46).

1. La fonction f est continue en 0 car
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* elle est définie en ce point;

*ona
. (1
£ () =l fsin (< )| <l
et |x| tend vers 0 en 0 donc, par un corollaire du théoréme des gendarmes, limg f =
0=£(0).
2. Pour x # 0,

o= x(-5) (1) o)L (2)

3. La fonction f n’est pas dérivable en 0 car

=10 g, (1)

n‘admet pas de limite lorsque x tend vers 0.

21 juin 2006
Année 2006-2007

1¢* décembre 2006

Exercice 1 (p. 47).

1. Ona
. 7x3—5x+1 . 7x3 7 7
lim ———— = lim = lim —=—-.
x>+ 1—2x3 x>+ —2x3  x—>+o0 =2 2
2. Ona

. o (W T =x) (Ve + T+ )
Jim Vel —ve= lim g NCES BN

x+1—x

= lim ———=0
x>+ \/x +1+4/x

3. Puisque, en 0, tant ~ t, et puisque lorsque t — 0, 2t et 3¢ tendent vers 0, on a

tan2t 2t 2

2
~N—_— = — — —
3 t—0

tan3t o 3t 3

4. Puisque, en 0, In(1 +h) ~hetsinh ~ h,on a

Inx — lim In(1+h) —limh _1

lim — : = - =
x>lsin(x—1) k-0 sinh h—0 h
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Exercice 2 (p. 47).

1. ¢ On note que z; = —3i = 3(—i) = 3¢/ donc z; a pour module 3 et pour argument
s

5
* Une figure montre que z, a pour module 3+/2 (diagonale d’un carré de coté 3) et pour
argument %.

* On adonc

|21 25| = |z1]]z2] = 3 x 32 =92
Arg(z1z;) =Arg(z;) +Arg(z,)[2r] = =% + 3 [2n] = — §[27]

|21 /2] = |z11/lz2l = 3 x /(3v/2) = 1/3/2
Arg(zi/z;) =Arg(z)—Arg(z)[2n]=-5 - %[27‘(] = —%[27‘(] = %[27‘(].
2. Ona
z3=14+cosa +isina
a o
1+ (2—)+" (2—)
cos > isin >
- 2 1. inZ cos &
=14 2cos > 1—i—1><2sm2cos2
o o ..o«
=2cos—(cos—+zsm—).
2 2 2

dOr S €]—%, 5[ puisque @ €| -7, 7t[ ; donc 2cos § > 0 si bien que la forme trigonométrique
e zzest:

2052 (cos 2 isin)
Z3 = £COS — | COS — sin— J.
3 2 2 2

Exercice 3 (p. 47).

1. Pour tout x réel,

fx)=4/x?+2|x|+1
=/ |x* +2]x| + 1

=/ (lxl+1)?
= [lx[+1]
=|x|+1car |x|+1>1>0.

2. Ona
, 3 5 \F
cos x=1<:>\/cos =\/1

3
< |cosx| = -

V3

3
= COSX = —— OU COSX = ———
2 2

T 57
<= COSX = COS— OU COSX = COS —.
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Donc cos?x = 3 si et seulement si
T 51 51
xX= 2ntjloux=——|2n|loux= —|[2w|oux=——|27|.
? [on] “2r]oux= " 2] 7 [2n]
Autrement dit cos?x = 3 si et seulement si x = Zlr]oux=—-%[n]

Exercice 4 (p. 47).

1. En xy = 4, la fonction f peut étre prolongée par continuité en posant f(4) = % car, si
x #4,

VX—2 x—4 B 1 1
—5x+4  (Vx+2)(x—4)(x—1) (Vx+2)(x—1)x-4 12’

2. En xy = 0, la fonction f peut étre prolongée par continuité en posant f(0) =0 car

|f ()l =

f(x)= X2

.1 !
xsm—‘ = |x| sm—‘ < x|
x X
puisque |sin(R)| = [0, 1] du fait que sin(R) = [—1,1]. Or lim,_,(|x| = 0 donc, par un corol-
laire du théoréme des gendarmes, limg f = 0.

Exercice 5 (p. 47).

1. Lafonction f, polynomiale, est continue sur R donc aussi sur I'intervalle |2, 3[. Par ailleurs,
f(2) = =15 et f(3) = 16 donc f s’annule au moins une fois sur ]2,3[. Puisque f est en
outre strictement croissante sur ]2, 3][, elle ne s’y annule qu’une seule fois. Il s’ensuit que
I’équation f(x) = 0 admet une unique solution x, sur cet intervalle.

2. Mettons en ceuvre la méthode de dichotomie.
Etapen®0 : Le milieu de l'intervalle I;3 ]2 3[ est 3 et un calcul montre que f (2) x
f(3) > 0donc xq appartient a ]3,

Etape n°1 : Le milieu de l'intervalle I;4 ]

3[.
3[ es Tl et un calcul montre que f (%) x
f (&) < 0donc xg appartienta ]3, &

[

L’intervalle I 4 est de diameétre % donc x; est distant du centre %1 de I14 d’au plus le rayon

|u1‘

de I;4 qui vaut 11—6. Par conséquent

21 1
Xo— —|<-—<10"!
8 16
si bien que 2 5 L est une valeur approchée fractionnaire a 10~! prés de x,. Par I'inégalité
trlangulalre,
21 21
|X0—26| XO—?+——26
S —— ‘_ -2,
< ! +|—=—2,6
T 16 |8
<10°!

si bien que 2,6 est une valeur approchée a 10~ pres de x.
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Remarque I1.12.1
En notant que % est solution de I’équation f(x) = 0, on peut constater que x; = /7 (la 3¢

solution étant —/7).

15 janvier 2007

Exercice 1 (p. 47). Cf. cours.

Exercice 2 (p. 48).

1.

a) La fonction est définie sur RT. Or, pour tout x réel, x2>0donc 1 +x2>1>0.11
p
s’ensuit que 75 = R.
(b) Lafonction+/ est dérivable sur RT*. Or, pour tout x réel, x2>0donc1+x2>1>0.
Il s’ensuit que @j’( =R

(c) Siu estune fonction dérivable et > 0, la fonction v/u a pour dérivée 21\4/,? Donc, pour

tout x réel,

f'(x)

_ 2x _ X
2V1 422 /1 +x2

(d) Onadf(1)=f'(1)dx = %dxdonc

df(1): R->R

1
h— —h
N2

(a) La fonction Arccos a pour ensemble de définition [—1,1]. Donc

1

X

1
Sle= —<l=ixz2l=x<—-1loux=>1.

||

1
IR

xegf(:)—ls—
X

Donc %5 =] — o0, —1] u [1,+00].
(b) La fonction Arccos est a pour ensemble de dérivation | — 1,1[. Donc, par un raison-
nement analogue au précédent, on obtient @} =]—o00,—1[U]1,+o0[.
. . . . 7 . 7 _ ul N N
(c) Si u est une fonction dérivable, la fonction Arccosu a pour dérivée Tioe la ou
—1 < u < 1. Dong, pour tout x dans | — o0, —1[U]1, +o0],

Py X2 1 _ 1 _ 1 2 _ 1,2
a Vi) st e N R
(d) Onadf(2)=f’(2)dx=#§dxdonc
df(2): R->R
1
h mh
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Exercice 3 (p. 48).
1. Lensemble de définition de f est ]0, +oo[u {0} = RT car

(a) la quantité x> In x existe si et seulement si x €]0, +-00[ ;
(b) la fonction f est définie en 0 par f(0) = 0.

2. La fonction f est,en 0,

(a) continue (a droite) car lim,_, o+ f(x) = lim,_,g+ x>Inx = 0 = f(0) (puisque «la puis-
sance I'emporte sur le logarithme »);

(b) dérivable (a droite) car, pour h > 0,

FOE—fO) o0
h h—0t+

si bien que f’(0) = 0.
3. (a) Six > 0alors

/ 1
fl(x)= (x31nx) =3x%Inx +x° x p =x*(3lnx +1).

et, comme on l'a vu, f/(0) = 0.
(b) Six > 0alors

" _ 2 /_ 2 3_
f(x)=(x"(Blnx+1)) =2x(B3lnx+1)+x x;—x(61nx+5).

et, pour h > 0,

/ g 2 _
fO+M=fO) W BInh+1)=0 51— o
h h h—0+t

si bien que f est dérivable deux fois (a droite) en 0, avec f”(0) = 0. Mais la fonction
f" n’est pas dérivable (a droite) en 0 car le taux de variation de f” en 0 n'admet pas
de limite finie en O :

f"(0+h)—f"(0) h(6lnh+5)-0

4. Six>0,0n a
Fl(x)>0e=x>Blnx+1) >0 3lnx+1>0 > x>e¢ 3

. . 1 . . _1
Donc f est strictement décroissante sur [0,e73] et strictement croissante sur Je™3,+o0[.
En outre,

=x3]
f(x)=x nxm—koo

et f(0)=0.

5. La courbe représentative ¢ de f sur [0, 2] se trouve figure|II.2 page suivante| On note sur
cette courbe trois points caractéristiques :
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Ficure II.2 — Représentation graphique de la fonction f

¢ le point de coordonnées (0,0) en lequel ¢ admet une demi-tangente parallele a I'axe
(0,x);

. . 1 s
* le point de coordonnées (e 3, 31—6) en lequel ¢ admet une tangente parallele a I’axe

(0,x);

* le point de coordonnées (1,0) en lequel ¢y admet une tangente de pente 1 puisque

{ﬂU=0
fl(1)=123Inl +1) = 1.

Exercice 4 (p. 48).
1. Uensemble de définition 7y de f est R — {—1,1} car

¢ ]’ensemble de définition de la fonction Arctan est R;

2x

7=z existe si et seulement si 1 — x? # 0 et

* la quantité

1-x>=0e= (1-x)(1+x)=0<xe{-1,1}.
2. La fonction f est impaire car

* l'ensemble Z¢ est symétrique par rapport a 0;

. sixe@f,

2(— 2
f(—x) = 2Arctan(—x) — Arctan (1(—96)) = —2Arctanx +Arctan (1 a >
—x

) =1

puisque la fonction Arctan est impaire.

3. (a) Lensemble de dérivabilité de la fonction Arctan est R et, pour une fonction u, on a

Ll/

Arctanu) = ——.
( ) 14 u?

(b) Lensemble de dérivabilité de la fonction f est donc R — {—1,1} et, pour x dans cet
ensemble, on a :

2(1—x%)—2x(—2x)
1 (1—x2)*

fllx)=2x -
1+x2 2
1+(1i’;2)
2 2+ 2x?
C14x2 1 —2x2 x4 4 4x2
2 2(1+x?)
Lhx® o ((1+42))7

=0.
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4. On déduit de ce qui précede que, sur chacun des 3 intervalles de R—{—1,1} =]—ow0, —1[U]—
1,1[u]1, 4|, la fonction f est constante. En particulier,six €] —1,1[:

f(x)=f(0) = 2Arctan 0 — Arctan (%) =0

si bien que, pour x €] —1,1[ :

2
2 Arctanx = Arctan X .
1—x2

De méme, si x €]1,+00][ :

f(x)= f(\/g) = 2 Arctan+/3 — Arctan (fj—\/@) = 2 Arctan+/3 — Arctan (—\/§> =7

si bien que, pour x €]1, 400 :

2
2 Arctanx = Arctan al + 1.
1—x2

Et puisque f est impaire, pour x €] —o0,—1[,on a f(x) = —m et donc:

2
2 Arctanx = Arctan X — 7.
1—x2

5. Par définition

X =tany

y=Arctanx<:){ . .
—7 <y <73

Donc en faisant jouer le role de y ci-dessus a 2 Arctanyx, il suffit pour prouver sur | —1,1[

2 Arctanx = Arctan 2x .
1—x2

d’établir que, pour x €] — 1,1 :

1—x

tan (2 Arctanx) = —2%
—Z <2Arctanx < 7.

Or

(a) d’apres la formule de la tangente de ’arc double :

2tan(Arctanx)  2x

tan (2Arctanx) = 1 —tan? (Arctanx) 1 —x2

(b) si —1 < x < 1 alors, la fonction Arctan étant strictement croissante, Arctan—1 <
Arctanx < Arctanl ie. —% < Arctanx < 7 soit =5 < 2Arctanx < 7.

Ceci achéve la preuve demandée.
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Exercice 5 (p. 48).
1. (a) Ona

1 51 242
J = —V2x dx=2 2 \fx%—i—K, KeR
x2 X 3
(b) On a

szvl+x3dx=%J3x2\/1+x3dx
_1 3\’ 3\ 2
—gf(lﬁ-x) (1+x) dx

3
1(1+x3%)2
= gT +K, KeR
2
2 3\ 2
=5(1+x°)"+K, KeR
(c) Ona
sinx (cosx)’
tanxdx = dx=— | ————dx=—In|cosx|+ K, KeR
cosx cosx
2. Soit F la primitive de l—i:isnz s’annulant en 7t/2. Alors
X
t
T 1+sin“¢
X : t /!
_ f —(Sm. )2 dt
z1+sin“t
P
= [Arctan (sint)]

2

i
= Arctan (sinx) — Arctan (sin E)
= Arctan (sinx) — Arctan (sin %)
= Arctan (sinx) — Arctan 1
i

= Arctan (sinx) — T

22 janvier 2007

Exercice 1 (p. 49).
1. Ona
(a)

. x—4 . x—4 . 1 1
lim = lim =lim —— = —.
x—4x2—x—12 x—4(x—4)(x+3) x-4x+3 7
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(b) On a

lim In(x+1)—Inx= lim lnx—i_1 = lim ln(l—i-l);

X—400 X—>+400 X x—+00 X
orlim, ,,,1+1/x=1etlim, ,;Inu =0donc

lim In(x+1)—Inx=0.

X—-+00
2. On sait que a® — b3 = (a —b) (a® + ab + b?) et donc

1Y% . 1-¥x 1— Yx . 1

li 1 = =lim—ouo
1 Tox sl B (R o1 (1= ) (14 a+ (F5)) 51 1+ I+ ()

si bien que la limite demandée est %

3. (a) EnoO,
VEsingE  VEVE 11
x(2+x) x(24+x) 24x 2
donc
lim Vxsiny/x 1
=0 x(2+x) 2
(b) En 0,
tan?(mx)  (Vrx)?
~ ~ 27
1 —cosx x2
p)
donc
2

x—0 1 —cosx

4. L'ensemble de définition de f est [—1,3[ U ]3,+00[. Sur cet ensemble, f est continue. Exa-
minons le cas du point xg = 3; en multipliant au numérateur et au dénominateur par la
quantité conjuguée v/x + 1+ 2,

L oAx+1-=2 . x+1-4 . 1 1

lim = lim = lim =—
=3 x—3 =3 (x—3)(Vx+1+2) x=3+x+1+2 4
donc f est prolongeable par continuité en xy = 3 en posant f(3) = 1/4.

Exercice 2 (p. 49).

1. Ona
cos(x—z) _1 — cos(x—z) = cos ©
8 2 8 3
@x—%zg[m] ou x—%=—%[2n]
(:)xzz—i-z[hz] ou XE—E+E[ZH]
3 8 3 8
— XEH—T([ZTC ou x=—5—n [27‘(]
24 24
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L'ensemble des solutions de I’équation cos(x — §) = % est donc, dans R, ’ensemble

{“—”+kzn,kez}u{—5—”+k2n,kez}

24 24
et, dans | — 7, 7t], 'ensemble {—3—2, %}
2. Ona

tan3x=tan(x+§) — 3x5x+§ [n]

— 2x5%[n]

TT|TC
=S X=—|=].
i3]

L'ensemble des solutions de I’équation tan 3x = tan(x + %) est donc, dans R, I'ensemble
T T
Z+kZ ker}
{6k3
7 2
et, dans ] — 7, ], I'ensemble {—2%, %, %, 21

Exercice 3 (p. 49).
1. Ona

fcoszx sinxdx = J(—cosx)' cos® xdx
L 3
z—gcos x+C,CeR.
2. Ona
2 2
J—dxzf—dx
Viax? +1 V(2x)2 +1
/
u
= | ———=(x)dx oUu=2x
f\/u2+1( )
= Argsh(2x)+C,CeR.

Exercice 4 (p. 50).

1. Cf. cours.

2.
(a) On a
P Sk
T 4R
— —1-x*<1-x*<1+x° car 1+ x? est > 0 pour tout x réel
— —2<0<2x? en ajoutant x? et en retranchant 1
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(b) Lensemble de définition de Arccos est [—1,1] donc f(x) existe si et seulement si

1—x2

< <1
1+x2

i.e. si et seulement si x € R. Donc 'ensemble de définition %y de f est R.

3. Lensemble de définition de f est clairement symétrique par rapport a 0 et, pour tout x

réel, on a
1 —(—x)? 1—x?
—x)=A 7 A - =
f(—x) recos T e recos T f(x)
si bien que f est paire et que son ensemble d’étude peut étre ramené a 7y n [0, +oo[=
[0, +oo].
4. Ona

f(0) = Arccos1 =0

T

f(l)=ArccosO=E

. . 1—x?

limf = lim Arccos = Arccos(—1) = 1.

+00 x—>+00 1+ x?

5. (a) Ona
1—x? 2 2 2
=l=1l—-x"=14x"<=x"=0=x=0

1+x2

et
1—x? 2 2 2
—— =—1l<==1-—x =—<1+x>(:>0x =2 xey
1+x2

(b) On sait que I’ensemble de dérivation de Arccos est | —1,1[ donc, d’apres ce qui pré-
céde, f est dérivable sur R* donc sur R**. On a, pour tout x > 0,

—2x(1+x%)—2x(1—x?)
(1+x2)°

2
1—x2

1= (1+x2>
4x

N
GV’ - -2

4x
(1 + x2)\V4x?
_ 2x
Cx|(1 +x2)

f1e) ==

=1+ 5 car x > 0.
X
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(c) Puisque (Arctanx) = ﬁ, ona f’(x) = (2Arctanx)’ pour x > 0. On en déduit qu’il

existe une constante réelle C telle que, pour tout x > 0,
f(x) =2Arctanx + C.

Dong, en particulier pour x = 1,0on a f(1) = 2Arctan 1+ C soit 5 = 2% +C ou encore
C = 0. On en conclut que

Vx>0, f(x)=2Arctanx (I1.83)
c’est-a-dire

1—x2
Vx>0, 2Arctanx = Arccos| ——~ .
1+ x2

Ceci est en fait vrai pour tout x > 0 car 'égalité (II.83)) est vraie aussi pour x = 0

puisque :
£(0) =0
2Arctan0 =0.

Soit maintenant x < 0. Alors —x > 0 et donc, d’aprés (I1.83), f(—x) = 2 Arctan(—x)
soit, puisque f est paire et Arctan est impaire, f(x) = —2 Arctanx. On obtient donc

1—x2
Vx <0, 2Arctanx= —Arccos| ——~].
14+x2

6. La courbe représentative ‘ff de la fonction f est donc, sur R, celle de 2 Arctan. La courbe
sur R™ s’obtient en exploitant le caractére pair de la fonction f.

11 avril 2007

Exercice 1 (p. 50).
1. Ona

241 Ld(x®+3x—2) 2 (d(x3+3x—2) 2
Al g (34 ) _ f (CH3%-2) 2 /5 v— 24K, KeR

——dx = = =
Vx3+3x—2 Vx3 +3x—2 3)2x3+3x—2 3
2. Ona:
. ! . !
- 1
[ g [ g [ZB00 gLk, keR
sSin”~ x s~ Xx s~ Xx sinx

Exercice 2 (p. 50).
1. Ona

f(lnt)zdtz t(lnt)z—f%lntdt
=t(lnt)2—2flntdt

- t(lnt)2—2<tlnt—Jt%dt>

t(Int)> —2tlnt+2t+K, KeR

=t((lnt)2—21nt+2) +K, KeR
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2. En posant u’ =sinxetv =In(1 +sinx),ona u = —cosx et v/ = cosx/(1 + sinx). Donc

s

2, . . 2 7 —cos?x
J sinx In (1 +sinx)dx = | —cosx In(1 +sinx) —J ——dx
0 0 0 1 +sinx
7 1—sin?x
[Fioie,
o l+sinx

_ JJZT (1 —sinx) (1 +sinx)

. dx
0 1+sinx

= fj (1 —sinx)dx

0
%
= |:X+COSX:|
0
TC
== -1
2

Exercice 3 (p. 50). On a, en posant x = 2t,

f dx f 2dt 1f dt 1[ ]1 n
= = - = — | Arctant| = —
0o X>+4  Jo 26)24+4 2Jo t2+1 2 o 8

Exercice 4 (p. 50).

1. La fonction x +— % est continue sur RT* et sur R™*. Donc, sur chacun de ces deux inter-
valles :

oy ymen(- e [ree ()
y+xy—x<:)y—exp< xdx) xexp xdx dx

— y=exp(—2Iln |x|)Jxexp(21n |x]) dx

— p=exp <1n #) J xexp (1n (|x|2)) dx

1 . ;
= y=— Jx x x>dx puisque, pour tout x réel, |x|> = x>

x2

L[5
= yp=— d
% xzjx X
1
(:}}):;(x4+1<), KER
K
(:)yzxz—i-;, KeR

Ainsi la solution y de cette équation s’annulant en xy = 1 vérifie

y(x) =x*+5%, KeR __ ]y —x*+ %, KeR , 1
y(1) =0 1+K =0

2. L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle y” + 2y’ + 10y = 0 est

P242r4+10=0 < (r+1)>49=0 > (r+1)>—(3i)>=0 < r=—1+3i
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Donc la solution générale de cette équation différentielle est
v =e (A cos3x + Aysin3x), (A, A,)eR?
Exercice 5 (p. 50).
1. Pour tout n dans N,

sh(™ sh sin est pair
ch sinestimpair

2. Cf. cours

3. La fonction sh est de classe C® sur R donc est, pour tout x réel, de classe C* sur O,x] et

dérivable a l'ordre 5 sur ]0,x[. Donc, d’apres la formule de Taylor-Lagrange, il existe un
réel 6 de ]0,1[ tel que

4 k 5
_ Ko 5 X
shx = kzzlosh( )OE +sh( )(Gx) o

i.e., puisque sh0=0etch0=1,
3 5

X x
shx=x+z +ch(6x)m

13 juin 2007
20 juin 2007

Exercice 1 (p. 52).
1. On peut calculer cette dérivée a l'aide de la relation

14+x
1—x

Argthx = %ln

mais on a aussi vu en cours que, pour tout x dans | —1, 1],

Argthx)' = .
(Argthx)’ = ———

2. En intégrant par parties,

1 L

1 1
2 2 (2 1 1 1 (2d(1—x2
JzArgthxdx=[xArgthx] —Jz X dx:EArgth§+—J2—d( *)
0

0 0 1—x2 20 1—X2
si bien que
5 131 ,17 1 1.3 3
L Argthxdxzzlng+5[ln|1—x |]o =Zln3+§lnzzzln3—ln2.
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Exercice 2 (p. 52). On a
1.

1 S 1 S 1
f < ds=J 4D 45 e+ 11| —tne+1)—m2 =L
0 e+1 0o e+1 0 2

2. Puisque dx/x = d(Inx),

rz dx _Jezd(lnx)_[ ~1 ]82__1+1_§
e x(Inx)® Je (nx)® l2(nx)?l. 8 2 8

Exercice 3 (p. 52).

1. ¢ Onsait que la solution générale de I’équation
y' +(cosx)y =0 (I1.84)

est

y = Cexp <—Jcosxdx), CeR e y=Ce "% CeR

* On constate que y = 2 est solution particuliere de I’équation
y' + (cosx)y = 2cosx. (I1.85)

* Il s’en suit que la solution générale de I’équation (I1.85), somme de la solution géné-
rale de I’équation (I1.84) et d’une solution particuliére de ’équation (I1.85), est

p=2+Ce " CeR
2. L’équation
v’ +8y +25p =0 (11.86)
a pour équation caractéristique
r+8r+25=0 (I1.87)

de discriminant A = 64 — 100 = —36 = (6i). Donc ’équation ([I.87) a pour solutions
(complexes conjuguées)

-8+ 61
o T 4
2
Donc la solution générale de ’équation (II.86) est

r

y=e (A cos3x+ A,sin3x), A, A, eR

La fonction yq est solution de I’équation (II.86) vérifiant yo(0) = 1 et y{(0) = 10 si et
seulement si

20 =e () cos3x+ A,sin3x), A, A, eR
v0(0) =1
v(0) =10
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ie.
Yo =e ¥ (11 cos3x + Aysin3x), A, A, eR
A —1
—4X +34, =10

car si yg = e~ ** (A cos 3x + A, sin 3x) alors

vh = —de ¥ (A cos3x 4+ Aysin3x) + e+ (=3, sin3x + 31, cos 3x).
Le précédent systeme équivaut a

0 =e ¥ (A;cos3x+ Aysin3x), A, A, eR
Ao=1
A, =14/3

donc la fonction y, solution de I’équation ([I.86) vérifiant y¢(0) = 1 et y{(0) = 10 est
donnée par

14
yo=e (cos 3x + 3 sin 3x> .

Exercice 4 (p. 52).

1. Pour une fonction f de classe C? sur un intervalle fermé d’extrémités 0 et h et dérivable a
l'ordre 3 sur l'intervalle ouvert correspondant, la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 3
stipule qu’il existe un réel 6 de I'intervalle ]0, 1] tel que

£10),  F1(0),0  f1Oh) 5

fh) = fO) + 2! 3!

2. (a) Ona

B 1
14

fx)=In(1+x),  f'(x)
et, plus généralement, pour tout n dans N* :
FOE) = (D) =111 +x) 7"

(b) Pour tout h > —1, la fonction f : x — In(1 + x) est de classe C* sur 'intervalle d’ex-
trémités 0 et h donc, grace a la formule de Taylor-Lagrange en 0 a l'ordre 3, on a

£y = £(0) + g+ LDz SO0,

ou0<0 <1,soit

h? h3
In(1+h) =h—=+(1+ 9h)‘3?.
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Année 2007-2008

10 décembre 2007

Exercice 1 (p. 52).
1. Ona

X —4=0 = (x—2)(x+2)=0 < x—2=00ux+2=0 < xe{-2,2}.

x2—4 x2—4=0 x=2oux=-—2
=0 < — — x=-2.
2 # x#2

2. Onax?—3x—4=(x+1)(x—4) d’ol, grace a un tableau de signes,

2_2 4 2_3x—4 (x—4
X e PN igo — wso < x€]—o0,—1]uU]l,4].
x—1 x—1 x—1

Exercice 2 (p. 52).
1. Ona

?,E

lE

=

Il
S EI
| —|
w|¥
—

et

tan2x +tanx =0 tan2x = —tanx
tan 2x = tan(—x)
2x = —x[n]

3x=0][n]

s

. . 1
2sinx > 1 < sinx > —

P11l

2. Ona

N

. . T
<= sinx Zsmg

et, graphiquement, on en déduit

5
2sinx>1 < U E—i—k27'(,—7-(—i—k27'( .
kEZ 6 6
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Exercice 3 (p. 52).
1. (a+b)* =a*+4ab + 6a%b* + 4ab> + b*
2. Par la formule de Moivre, on a
cos40 = Re(cos46 +isin40)
=Re ((cos@ +isin 9)4>
=Re (cos46 +4cos>0isind +6cos’ 0 (isin6) + 4cos O (isin)’ O + (isin 6)4)
=Re (cos4 0 + 4icos> Osin@ — 6cos’ Osin® O — 4i cos O sin® O + sin? 6)
= cos*0 — 6cos?0sin 6 +sin* O
Exercice 4 (p. 52).

1. Les formules d’Euler sont

eix + e—ix ) eix _ e—ix
COsX = T et SInx = T
2. Ona
el _ p—ix
sintx = —)
21

— 11_6 (e4ix _ 463ixe—ix + 6eZixe—2ix _ 4eixe—3ix + e—4ix>

B 1 e4ix _ ef4ix A eZix + e*Zix 3

-8 2 2

1
=3 (cosdx —4cos2x + 3).

Exercice 5 (p. 52).
22 —62+13=0 <= 22— 6z2+9+4=0
— (z-3)°4+4=0
= (z—3)*=(2i)’=0
< (z—3-2i)(z=3+2i)=0
< z€{3-2i,342i}=0

15 janvier 2008

Exercice 1 (p. 53). On a
1.

lim Vx2+x+1= lim Vx2= lim |x|=+®
x—+o0 x—=+00

x—+00
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3. par factorisation a la volée,

. 2x?2—5x+3 . (x—1)(2x=3) .. 2x—3 1
lim——=lim——*———% = lim ——
x—1 x2—1 x—1 (x—l)(x+l) x—1 x+1 2

4. d’apres le cours,

lim 2% — g
x—0 X
5.
1
lim In(x+1)—Inx= lim X2~ im Y =1n1 =0
X—+00 X—+00 X X—+0w X

Exercice 2 (p. 53).

1. Cf. cours.

: sin 2t
2. (a) Onalim, o 55 =

~ — =

2
3
sin2t 2t 2
3

sin3t 3t
. In(1+%
(b) On alim,_, nEa:XZ) =Jcar,en0,% > 0et
In(1+3) 3 _1
tanx x 2

3. Onnote que, sit =x—1 (i.e. x =t+1), alors x — 1 si et seulement si t — 0. Il s’ensuit que

—e eltt —e

V1—cos(x—1) /1 —cost
eel —e

A1 —cost

el —1

\/1—cost

. N2e sit>01ie six>1
—\/2e sit<O0ie. six<l.

Il s’ensuit que
X _
lim ————— = +/2e,
x—1% /1 —cos(x—1)
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Exercice 3 (p. 53).

1. Lensemble de définition de f est 7y = [—3,2[u]2, +0[. Donc f, définie de maniére « na-
turelle », est continue sur @f. Mais

_ 3—2x+5

f="—Y=
_ (3-v2x+5)(3++2x+5)
(x=2)(3++/2x+5)
99— (2x+5)
(x—2)(3++/2x+5)
B 4—2x
(x—2)(3++/2x+5)
_ x—2
(x=2)(3++/2x+5)
-2
= ——— six#2.
342x+5
On a donc
-2 1
limf=lim——«— = ——
2 f x—>23++/2x+5 3
si bien que la fonction f peut étre prolongée par continuité en 2, en posant f(2) = —%. La

fonction ainsi prolongée est continue sur [—%, +ool.

2. Pour 7 pair, la fonction {/ est définie sur, et seulement sur, R™. Il s’ensuit que I’ensemble
de définition de g est 7, = [0,1[u]1,+0o[. Donc g, définie de maniere « naturelle », est
continue sur ;. Mais si, pour x dans %, on pose t = /x (i.e. x = t* puisque x > 0), on a
1—¥x

§x)=——

1t
14
1—t¢

(1—1¢2)(1+1¢2)

1-—t

(1—=t)(1+1)(1+1¢2)

1

=—————— cart# 1 puisque x # 1

(141¢)(1 +1¢2) puisq
1

(1433 (1+457)
1
(1+ /%) (1 ++/x)

Il s’ensuit que

li{ngz lim ! = 1

o1 (T+4x) (1+x) 4
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si bien que la fonction g peut étre prolongée par continuité en 1, en posant g(1) = 411' La

fonction ainsi prolongée est continue sur [0, +0].

3. La fonction h a pour ensemble de définition &, = R mais, n’étant pas définie de maniere
«naturelle », elle n’est pas nécessairement continue sur %j. Le seul point de discontinuité
éventuel est manifestement le point 0.

Or, du fait que cos(R) =[—1,1], on a |cos(R)| = [0,1]. Donc

|f ()l =

Mais lim,_, x| = 0 donc, par un corollaire du théoréme des gendarmes, limyh = 0 c’est-
a-dire limgh = h(0), compte-tenu de la définition de k. Il s’ensuit que la fonction & est
continue en 0, donc sur R.

1 1
xcos —| = |x||cos —| < |x].
X X

Exercice 4 (p. 53).

1. La fonction f est continue sur R donc aussi sur l'intervalle 0, 1[; par ailleurs, f(0) = —1
et f(1)=1—e ! =¢e%—¢! >0 (car la fonction x +> e* est strictement croissante sur R).
Dong, par le théoreme des valeurs intermédiaires, f s’annule au moins une fois sur |0, 1].
Puisqu’en outre f est strictement croissante sur cet intervalle, elle ne s’y annule qu'une
seule fois. Il s’ensuit que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution xq sur ]0,1[.

2. Mettons en ceuvre la méthode de dichotomie.

Etape n°0 : Le milieu de 'intervalle I;5 =]0,1[ est x, et un calcul montre que f (0) x
f (x0) > 0 donc xj appartient a |xg, 1[.+

Etapen°1 : Le milieu de l'intervalle I;6 =]x, 1[ est x; et un calcul montre que f (xg) x
f (x0) > 0 donc x( appartient a |xg, 1[.-

Etape n°2 : Le milieu de I'intervalle I;7 =]x,, 1[ est x et un calcul montre que f (xq) x
f (x0) > 0 donc x( appartient a ]xg, 1[.-

L'intervalle I;7 est de diamétre % donc x est distant du centre % de I;7 d’au plus le rayon
de I, 7 qui vaut %. Par conséquent

9| 1 B
~“|l<—x<10
0" 16516

si bien que % est une valeur approchée fractionnaire a 10~! pres de x,. Par I'inégalité

triangulaire,
|xg —0,6| = xo—%+%—0,6
< xo—% + %—0,6
1 9
<R R_0’6
<0,6—§
<107!

si bien que 0, 6 est une valeur approchée a 10~ pres de x.
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Exercice 5 (p. 53).

1. Par définition,

cosy =x

y = Arccosx < { (I1.88)

O0sys<m

2. On sait que 'ensemble de définition Z est [—1,1].

3. La courbe ¢ de la fonction Arccos est représentée figure [[1.3]

Ficure II.3 — Représentation graphique de la fonction Arccos

4. On a Arccos0 = %, Arccos% = Z, Arccos1 = 0, Arccos (—%) = %’7, Arccos(—1) = m. Le

nombre Arccos (\ﬁ) n’existe pas.

5. Soit x dans P ccos- On doit prouver que
Arccosx + Arccos(—x) =7 i.e. 1 — Arccos(—x) = Arccosx

ce qui, en vertu de I’équivalence (II.88)), revient a prouver

cos (1t — Arccos(—x)) = x
0 <7t — Arccos(—x) < 7.

Or
(a) onsait que, pour tout réel 8, cos (1t — 0) = cos 0 et, pour tout t de [—1,1], cos (Arccost) =
t donc
cos (1t — Arccos(—x)) = —cos (Arccos(—x)) = —(—x) = x

(b) comme tout Arccos, Arccos(—x) appartient a [0, 1] donc —7t < —Arccos(—x) < 0 i.e.
0 < 7t — Arccos(—x) < m.

On a donc prouvé que 7@ — Arccos(—x) = Arccosx i.e. Arccosx + Arccos(—x) = m.

6. Soit x dans [—1,1] et M le point de coordonnées (x,y) appartenant a ¢’; on a alors y =
Arccos x. Soit M’ le point de € d’abscisse x’ = —x; son ordonnée y’ vaut alors Arccos(—x)
et vérifie donc y +v’ = Arccos x + Arccos(—x) = 7. On en déduit que le milieu du segment
[M, M'], de coordonnées

(5703

est un point constant. Il s’ensuit que la courbe € de la fonction Arccos est symétrique par
rapport au point de coordonnées (0, ).
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18 janvier 2008

Exercice 1 (p. 54).

Exercice 2 (p. 54).

( n) 1 7'() T
cos|x——=) == < cos|{x——) =cos—
8 2 8 3
e x—2=C1om| ou
8 3
— X n+7'c 27
=—+— ou
3 8
1171[ ]
<:>x5—2 27 ou

/s s
——=——=12
v-g == ||

T T
=——4+ -2
x=-T+ 5 on]

57
=——|2mn|.

v=-3% |on

Lensemble des solutions de ’équation cos (x — §) = % est donc, dans R, I’ensemble

117 51
{H"szﬂ,kEZ}U{—ﬁ-l—kZTC,kEZ}

et, dans | — 7, 7], 'ensemble {_3_2' %}

2. Ona

T e
tan3x=tan(x+ 5) — 3x5x+§[n]

Lensemble des solutions de ’équation tan 3x = tan (x + §) est donc, dans R, 'ensemble

ts

et, dans ] — 7, 7], 'ensemble {—2%,—Z Z 21

+k%,kez}

Exercice 3 (p. 54).

Exercice 4 (p. 54). 1.

(a) Ona
.2
1<t o
14 x2
= —1-x*<1-x*<1+x*
— —2<0<2x2
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(b) On a

(c) L'ensemble de définition de Arccos est [—1,1] donc f(x) existe si et seulement si

1—x2
T4
i.e. si et seulement si x € R. Donc I'ensemble de définition 7y de f est R.

2. L'ensemble de définition de f est clairement symétrique par rapport a 0 et, pour tout x

réel,on a
1 —(—x)? 1 1—x?
f(=x) = EArccosﬁ = EArccos 1 +i2 = f(x)

si bien que f est paire et que son ensemble d’étude peut étre ramené a %y n [0, +oo[=

[0, +oo].
3. Ona
1
f(0) = EArccosl =0
1 1
f(1) = EArccosO =5 % = %
1 1—x2 1
lJirng = XETOOEArccos (1 —I—;) = EArccos(—l) = g
4. Par définition,
y = Arccosx < cosy=x (11.89)
Osy<sm
Donc, pour x > 0,
1—x2 2 Arct _ 1=
2 Arctanx = Arccos <—2> cos (2 Arctanx) 1+x2
1+x 0 <2 Arctanx < 7.
Or
1
70 donc

(a) on sait que, pour tout O e R, 1 + tan?0 =
cos (2 Arctanx) = 2 cos® (Arctanx) — 1
1
=2 —1
1 +tan? (Arctanx)
1
1+x2
1= x?
142

=2
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(b) comme tout Arctan, Arctanx appartient a | — 1t/2,7t/2[ donc 2 Arctanx < 7t donc
2 Arctanx < 7. En outre, puisque la fonction Arctan est strictement croissante sur R,
x = 0 entraine Arctanx > 0 d’ou 2 Arctanx > 0. En résumé, 0 < 2 Arctanx < 7.

/ 1—x2
On a donc prouvé que, pour x = 0, 2 Arctan x = Arccos (1+x2)‘

Soit maintenant x < 0. Alors —x > 0 et donc, d’apres ce qui précede,

1—(—x)? 1—x2
2 Arctan(—x) = Arccos 1= (=2 = Arccos a
1+ (—x)? 1+x2

et, puisque Arctan est impaire,

1—x2
—2 Arctanx = Arccos .
1+ x2

On obtient donc, pour tout x < 0,

1—x2
2 Arctanx = — Arccos .
1+x2

5. La courbe représentative %f de la fonction f est donc, sur R™, celle de Arctan. La courbe
sur R™ s’obtient en exploitant le caractére pair de la fonction f.

25 avril 2008

Exercice 1 (p. 54).

1. En posant u(x) =1+Inx,ona:

J%mdx = Ju'(x) u(x)dx

=J’u'(x)u%(x)dx
+1
T Lk, KeR
=+1
2
2 3
—Z(+Inxi+K KeR

2. Ona

e* e?
—dz=f—dz
J\/l—ezz /1_(62)2
= Arcsine®* + K, KeR

Exercice 2 (p. 55).
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1. En posant u’ = s et v = Arctans,on a u =s?/2 et v/ = 1/(1 +s?). Donc

s2 1 s2
fsArctansds = — Arctans — —J—ds
2 2] 1452

2 2
s 1 1+s 1

= — Arctans — — ds — ds
2 2<Jl+s2 Jl+s2 )

2
1
= — Arctans — 5 (s —Arctans)+ K, KeR

— @

=§(< 2—l—l)Arctans—s) +K, KeR

2. En posant u’ =cosx et v =1In(1 +cosx), onau =sinx et v/ = —sinx/(1 + cosx). Donc

s

2 . 2 7 —sin’x
J (cosx) In(1 +cosx)dx = |sinx In(1 + cosx) —J ——dx
0 0 o 1+cosx
3 sin?x
=0—0+J =27 dx
o l+cosx
71— cos?
:J cos de
o l+cosx
31— 1
:j (I —cosx)(1+cosx) di
0 1+ cosx

= Jz (1 —cosx)dx
0

s
. 2

= [X — smx]
0

T
Exercice 3 (p. 55).
1. On pose t = x/4 i.e. x = 4t ; alors
szixlé :Jl6t42d—i16 - %J% = iArCtanHK = %ArctanzﬁLK
ou K e R.

2. On note que
J dx lj dx 1 dx
2 T16 1 92 1 16 ) 1302 o
9x*+16 16 9%6_{_1 16 (%x) +1

On pose donc t = 3x/4 i.e. x = 4t/3; alors

d 1 d 4 dt 1 1 3
J—x = — ad = ,[ =—Arctant+K=—Arctan—x+K
0x?+16 16J (3x)? 41 3x16) 2+1 12 12 4

ou K € R.
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3. Ona

Jl dx _fl dx
0 4x?4+4x+1  Jo 2x+1)%

Dongc, en posant t =2x+1ie.x=(t—1)/2,ona

dx =dt/2

{xe[o,l] > te [1,3]

et donc
fL_fi_[_ir_l_
0 4x? +4x+1 1 2t2 2ty 2

Exercice 4 (p. 55).

AN =
w

1. Soit f une fonction de classe € sur un intervalle fermé d’extrémités 0 et h (h € R*) et
dérivable a l'ordre n + 1 sur le méme intervalle ouvert. Alors il existe 8 dans ]0,1[ tel que

2f<k> B Fore o (1L.50)
(n+1)!

2. On pose f(x) = (1+x)%
(a) Grace au triangle de Pascal, on a
F(xX)=(1+x)*=1+4x+6x> +4x> +x%

(b) La fonction polynomiale f est de classe ¥ sur R donc elle satisfait les hypothéses
de la formule de Taylor-Lagrange sur tout intervalle d’extrémités 0 et x (x € R*) et ce,
a tout ordre n.

i. Dong, en particulier pour n = 2, il existe 6 dans ]0,1[ tel que

2 L xk x2+1 x2 %3
1) = 2 SO 37+ £ D00 5 = OO+ DO+ R0 T+ /P07

k=0
Or
* FOx) = (1+x)* dou f0(0) =
o fM(x)=4(1+x)3dou fM(0
o fO(x) =12(1+x)? dou f2)(
« FO(x) =24(1+x)
donc il existe 6 dans ]0, 1] tel que

)4
0)=

3

fx) =1+ 4x + 6x> +24(1 +9x)%

si bien que il existe 6 dans ]0, 1] tel que
F(x)=1+4x+6x> +4(1 +6x)x°

Ceci est le développement de Taylor-Lagrange de f en 0 a 'ordre 2.
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ii. De méme pour n = 3 : il existe 6 dans ]0, 1| tel que

3+1

3
:g e k' +fE(0x )(3x+1)!

= FO0) + D ©x+ A0 O +f(4)<9’01

Or
o fO)(x) =24(1 +x) dout f®)(0) =24
« f®(x)=24

donc il existe 6 dans ]0, 1] tel que

4

x3 X
=1+4x+6x>+24=— +24—
f(x) +4x + 6x° + G + 1

si bien que il existe 6 dans ]0, 1] tel que
f(x)=144x+6x>+4x3 + x4

Ceci est le développement de Taylor-Lagrange de f en 0 a l'ordre 3.
iii. De méme pour n = 4 : il existe 6 dans ]0, 1 tel que

x4+1

f) =Y fP0 £ <ex>(4+1)

k=0

x4

fO0) + D+ A0 +f<3><) +f<4><> +f (0x) 155

Or
o f®(x)=24du fH(0) =24
¢ ) =0
donc il existe 6 dans ]0, 1] tel que
x3 4 4
f( )—1+4x+6x +24—+242—4+0m

si bien que il existe 6 dans ]0, 1] tel que
fx)=144x+6x>+4x> + x4

Ceci est le développement de Taylor-Lagrange de f en 0 a l'ordre 4.

12 juin 2008

Exercice 1 (p. 55).

Exercice 2 (p. 55).

(

(
Exercice 3 (p. 55).
Exercice 4 (p. 55).

(

Exercice 5 (p. 56).

207



Chapitre II. Corrigés des épreuves I1.14. Année 2008-2009

Année 2008-2009

24 novembre 2008

Exercice 1 (p. 57).

1. Ona
4x> —9=0 < (2x—3)(2x+3)=0
«— 2x—3=0 ou 2x+3=0
= xE€ 53
2’2
et
2 _
4x2_9 4x“ —9 0
3 =0 < 3
X—3 x—=%#0
3
XZ—E ou XZE
7&3
x —
2
3
— x=——
2
2. Ona

(a+1b)° =a®+3a°b + 3ab® + b°

et, un produit de facteur étant nul si et seulement si I’'un au moins des facteurs est nul,

362 +12t—8=0 < (t—2)3=0
<~ t—2=0
— t=2

3. Onax?+2x—3=(x—1)(x+3) d’ou, grace a un tableau de signes,

x2+3x<x+3 — x2+2x—3 <0
x+2 x+2 x+2
(x—1)(x+3)
x+2
< x€]—-00,—3]u]-21].

<0

Exercice 2 (p. 57).
1. On a vu en cours que tan x existe si et seulement si x # 7 [rt]. Par ailleurs,

TC TC
=0 — |x]=Z=
-5 b =5

(:)x——i-n
T4
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Donc I'ensemble de définition & de f est donné par :
T T T
7=R-{Z+knkez}-{-2,2}
2 T 4%
2. L'ensemble de définition & de f est symétrique par rapport a 0. Par ailleurs, les fonctions
tan et valeur absolue sont respectivement impaire et paire donc, pour tout x dans 2 :
_ tan(—x)
—x— %
—tanx

f(=x)

T hh_r
|x| — iy
=—f(®)
Il s’ensuit que la fonction f est impaire.

Exercice 3 (p. 57).

1. Onan/3—mn/4=m/12donc sin (”_”) — sin (n—i)
12 12
(i) 5 an(2)
= cos (g) cos (%)—ksm(g) sin —) _ \/8;\5
:%X\/TE—F?X\/TE 51 6 —TC
i o ()5
4
) (3
-an(})
sin(73) =sin (3~ ) RN
e e =7
= sin (5) cos (Z) —sin (—) cos (—) 4
NI I
e
= \/8;\5 —cos(%)
V6 +1/2
2. Ona 4
cos (1—> = (127;(;”) cos (Z—Z) =cos( n&—n)
=COS(T£—E> = cos (E+%)
= —cos (ﬁ) = —sin (%)
_V6+V2 __N6-V2
4 4
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T 3 T T
cos(2x——)——(=)cos(2x——)—cos—
12 2 12 6
W i i
2x——=—|2 2x——=——|2
= -5 6[71] ou 2x— - 6[71]
T T
<:>2x=g+ﬁ[27'c] ou 2x_—g+ﬁ[2n]
(:)2x5%[27'(] ou 2XE—%[2T(]
@xs%[n] ou xz—%[n]

Exercice 5 (p. 57). On constate que 1 est racine évidente de I’équation

22—3z224+42z-2=0
et par factorisation a la volée, on a :
22322 44z 2=(z2—1)(z*> - 22+2)

Donc

22 —322447-2=0 — (z2—1)(z>—2242)=0

9 janvier 2009

Exercice 1 (p. 57).

—2z-1=0 ou z2-2z+2=0

= z-1=0 ou (z—1)24+1=0

— z-1=0 ou (z—1)2-i?=0

< z—1=0 ou (z—1—-i)(z—1+4+i)=0

— z—1=0 ou z—1—i=0 ou z—14i=0
< z=1 ou z=14i ou z=1-—1i

1. On remarque que f(x) = 1x;2x donc, puisque lim,_,og1 —x = 1 et lim,_,yx> = 0%, on a

limg f = 4o0. Par ailleurs, lim,_, ;o xl—z = limx_)+00% =0donclim  f =0.

2. On remarque que, pour x # 4, f(x)

3. On remarque que, pour x # 3,

(VitT1-2) (VaT1+2)

_ x—4 _
T —4H(x+3)  x+3

—L- donc limy f = 1.

x+1—4 1

flx) = (x=3)(Vx+1+2) -

(x=3)(Vx+1+2) T VAl +2
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donc lims f = i.

. On sait que «la puissance I'emporte sur le logarithme » donc, puisque lim, ,ox = 0 et
lim, ,glnx = —o0,0on alimy f =0.

. On remarque que

f(x)_(\/x+2—\/x+1)(\/x+2+\/x+1)_ x+2—(x+1) 1
- Vaxr2+x+1 oVt 24+Vx+1 xt24+x+1

donc lim o, f = 0.

.Ona,six>1,

(\/W—«/R) («/ln(x7+1)+\/m) _ In(x+1)—In(x)

In(x +1)—Inx = G+ 1) + vinx = /a1

Or
1
In(x+1) —1In(x) L S N 0
X X—>+00

et

limln =400 donc 4/In(x+1)+VIinx —— 400

+00 x—+0
si bien que

lim 4/In(x+1)—+Inx=0.

X—>+00

Exercice 2 (p. 58).

1. Consulter le cours!

(a) Lalimite demandée est O car, en 0,

N

X
1 —cosx

~Z o
e*—1 X

N R

(b) La limite demandée est % car

sin 84 x 84 x 84 84 4

~ ~N—_——— — = —,
sinl105x 0 105x o0 105 x—0 105 5

(c) La limite demandée est 2/3 car, en 0,

In(14+2x) 2x 2
tan 3x 3x 3
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3. La limite demandée est % car

(2 —1)sin/u 2u\/u 2

(7 +u)(tanu)2In(1 + 3+/u) 0 (7 +u)u? x 3+/u 0 21

4. Posons x = 2 + h. Alors

X — o2 e2th _ p2 _eZ(eh_l)

sin(x—2)  sinh sinh

2 . . 4
% = ¢2 donc la limite demandée est 2.

ce qui, en 0, est équivalent a

Exercice 3 (p. 58).

1. Pour tout x non nul, on a

X2 +Vx2 2y x4 x|

f(x) = =
e I Sl R P e b
_ el 1) _ [xl+1
x| (Ix=1) x| -1
Donc
. . |xl+1
1 =1 =-1
xl—r}})f(x) xl—r}}) |x| -1
si bien que la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = —1.

2. Pour tout x # 2, on a

3—v2x+5 _ (3-V2x+5)(3+V2x+5)

)= x—2 (x—2)(3++/2x+5)
_ 9—(2x+5) _ 4—2x
(x—2)(3+v2x+5) (x—2)(3++2x+5)
B ~2(x—2) =2
(x—2) (3++2x+5) 3+v2x+5
Donc

lim f(x) = lim 2 _1!

x—>2 x=23+2x+5 3

si bien que la fonction f est prolongeable par continuité en 2 en posant f(2) = —%.

3. Pour tout x # 37” [27], on a

1 i in2
f(x)=(1+sinx) tan?x = w
cos? x
+sinx)sin” x +sinx)sin“x

_ (L+si .2 ~ 1 +si .5

- 1—sin?x B (1 +sinx)(1 —sinx)

_ sin? x

" 1—sinx’
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Donc

sin? x

1
1 im ———— = —
X_I,H;f( *) = II31711—smx 2

3

si bien que la fonction f est prolongeable par continuité en 3¢ en posant f (7“) = %

Exercice 4 (p. 58).

1. 1l est clair que I'ensemble de définition de f est RT*. Puisque lim_ o In = +00 et limgln =
—oo,ona

limf =—w et lim f = +o0.
0 f +OOf

La fonction f, définie de maniére « naturelle », est continue sur son ensemble de définition
RT* et sa dérivée est donnée par

flx) =241,

X

Donc f/ > 0 sur R™* si bien que f est strictement croissante sur R**. On aurait aussi
pu remarquer que f est la somme de deux fonctions strictement croissantes sur R** :
x—Inxetx—x—2.

2. D’aprés un corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, puisque f est continue
strictement croissante sur R** et limy f < 0 < lim f, I"équation f(x) = 0, équivalente
a I’équation (1), admet une unique solution réelle a. Puisque de plus f(1) = —1 < 0 et
f(2) =In2 =In2 —1In1 > 0 (car In est strictement croissante sur R**), on sait que a
appartient a |1,2].

Etapen°0 : Le milieu de l'intervalle I;8 =]1,2[ est % et un calcul montre que f (1) x
f (%) > 0 donc xy appartient a ]%, 2[.

Etapen°®1 : Le milieu de l'intervalle I;9 =]%, est % et un calcul montre que f (%) X

Etapen°2 : Le milieu de l'intervalle I,0 =] est §3 et un calcul montre que f (%)

L’intervalle 1,0 est de diamétre % g donc «a est distant du centre 16 2 de I,0 d’au plus le rayon
de ;0 qui vaut ﬁ. Par consequent

— <107!

'a_25 1
16

si bien que —2 est une valeur approchée fractionnaire a 10! prés de a. Par 'inégalité
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triangulaire,
2 2
|a—1,6|=‘a—£+£—1,6'
S’a—% + %—1,6
1 2
SR-I- %—1,6|
\11—6+E+11—6—1,6
1 1
\R-I-O, ~ 1
<107!

si bien que 1,6 est une valeur approchée a 10~! prés de a.

Exercice 5 (p. 58).

1. Un réel x n'appartient pas a  si et seulement si
T
1-— (3 - —) =0
cos (3x—

ie cos(3x—z)—1
.e. 1) =

. e
i.e. CoOS (3x — Z) =cos0

ie 3x—250[2n] ou 3x—zz—0[2rc]
4 4
T
3x=—12
ie. 3x 4[7'(]
T 12] 3

Dong, 'ensemble de définition %y de f est
d 27
R—{—+4+k—,keZ;.
{ 273 }
2. Lafonction f est construite de maniére naturelle. Elle est donc continue sur son ensemble
de définition
e

21
@leR—{lz—i—k?,keZ}.

De plus, pour {5 + k%” et k =0i.e pour {5, 0ona, en posant t = 3x — &,

¢ . .
X — D) si et seulement si t— 0.

Or

(3x — 5)2 #2 £2
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Donc

lim f(x) =2

Jim £
si bien que f est prolongeable par continuité en {5 en posant f({5) = 2. Il s’ensuit que f
peut étre prolongée par continuité sur I’ensemble

I 21 T I 27 "
<1R<_{E+k?kez}>u{ﬁ}_m@—{lzw kel }

22 janvier 2009
Exercice 1 (p. 58).
1. Ona
T T
sm(3x——)=sm(x+—>(=>3x—g=x+z[2n]

T i
ou 3x—g=n—(x+z>[2n]
oW

2x=—+4+—(2
< 2x 6+4[ 7]
n 3%
=—+—|2
ou 4x et 4[ ]
(:)x=5—n[7t] 0 _ Unmym
24 T 48 |2

Tt T R
donc les solutions de 1’équation sin (3x — E) = sin (x + Z) appartenant a | — 7, ] sont

51 . 5m 11x . 11t 7w 11m 1171+7z
24 " 247 48 "’ 48 2’ 487 48 2
soit
191t 57 371 13t 11w 35m
247247 487 48 48 48"
2. Ona
tanx = cotanx < tanx =
tanx
< tanx =
tanx
tanZx =1
—
tanx # 0
<tanx=1 ou tanx=-1

TC TC
< tanx = tanZ ou tanx =tan (_Z)

[7] ou x= _r [7]

<~ =
X n

— X =

NI I N
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donc les solutions de I’équation tan x = cotan x appartenant a | — 7, 7] sont

TC 2X7I7I 7171+7I TZ+2X7I
4 274 274 24 2
soit —%,—%,%et Z.

Exercice 2 (p. 59).

1. On note que j = cos%ﬂ +isin2T” = ¢'% donc lil=1etArgj= %’T [27].

2. On sait que |]2) = |j|* et que Arg (j?) = 2 Argj[2n] donc |]2| =1 et que Arg (j%) = % [2x].
Exercice 3 (p. 59).

1. L’équation P(z) = p équivaut a

R \2
P =
O(R—i—z) p

R P
;—z: ?0 (car By >0etp>0)

| P
ie. z=R ?O—R (car R>0etz>0)
ie. z=R <4 l% —1). (I1.91)

2. L'astronaute ne pésera plus que le quart de son poids initial si et seulement si

ie. ‘

P(z) =DPy/4
ie. z=R< 1;—(?—1)
4
ie. z=R(\/1—1)
ie. z=R.

Donc, c’est a l'altitude 6400 km que l’astronaute ne pesera plus que le quart de son poids
initial.

3. D’apreés la question|[l] I'astronaute, pesant 63 kg a la surface de la terre, ne pésera plus que
7 kg si et seulement si

P(z) = 7
P = 63

Donc, c’est a I'altitude 12800 km que l’astronaute ne pesera plus que 7 kg.

216



Chapitre II. Corrigés des épreuves I1.14. Année 2008-2009

4. Lastronaute en état d’apesanteur complet si et seulement si son poids p est nul ce qui
correspond, d’apres a z = +o0. Bien str, ce résultat est d’autant moins valable d’un
point de vue physique, qu’a grande altitude (i.e. loin de la terre), l’astronaute risquerait
de s’approcher d’autres astres et d’étre donc soumis a I’attraction que ceux-ci opéreraient,
ce qui créerait de la pesanteur. Il est a noter que la relation donnant P(z) n’est autre que
la loi de la gravitation universelle de Newton.

Exercice 4 (p. 59).

1. Ona
Vx+2—x20 << Vx+2=>x
x+2=2x NXx+2>x
— ou
x>0 x<0

!

OK‘A—\K—A—\/;A—\K‘A"\/‘A"\
o
c
|
N
/N
=
A
(@)

x+2>x2 x+2=0
ou
x<0

=0
H(x—2)<0
— (x4 1)(x ) ou —2<x<0
x>0
—1<x<2
— X ou —2<x<0
x>0
— 0<x<2 ou —2<x<0
— —-2<x<K2

2. 1l s’ensuit que

)m | Vx+2—x si —2<x<?2
X —x| =
—A/x+2+x six>2

22 mai 2009
Exercice 1 (p. 59).
1. Par définition,

siny = x

vy = Arcsinx < {M < %

2. La fonction Arcsin a pour ensemble de

(a) définition [—1,1];
(b) dérivabilité ]—1,1].
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3. Pour tout x dans |—1,1],

1
Arcsinx)' = ——
( ) T
4. Soit x dans [-1,1],
|cos(Arcsinx)| = 4/cosZ(Arcsin x)

= \/1 — sin?(Arcsin x)
=V1-—x2 (I

Or, par définition, |Arcsinx| < J i.e. =% < Arcsinx < 5 donc, puisque cos > 0 sur [—
on a cos(Arcsinx) > 0 si bien que |cos(Arcsinx)| =
permet d’affirmer que cos(Arcsinx) = /1 — x2.

L.

Ne}

2)

il

2
cos(Arcsinx). Alors, I'égalité (I1.92)

ol
o

En utilisant le fait que

(a) Arccos([—1,1]) =[0,7]

(b) sin > 0 sur [0, 7]
on prouverait de fagon analogue que, pour tout x dans [—1,1], sin(Arccos x) = \/1 — x2.
On a donc, pour tout x dans [—1,1],
sin(Arcsinx)

tan (AI‘CSil’l X) = m

X
V1 —x?
Exercice 2 (p. 59).
1. Ona

1
Jx\/l +x2dx = %JZx (1 +x2)2dx

u’(x)u(x)% dx ouu(x)=1+x>

N —
=

S—

[SI[OF}

W= N = N
olw
+
e
=
m
=

Nlw

<1+x2) +K, KeR
2. Ona
J sinx Jdcosx
7" dx=— | —=
1+ cos?x 1+ cos?x
J dt .
=—| ——= ouf=cosx
1+1¢2

__f dt
B 1+¢2

= —Arctant+K, KeR
= —Arctan(cosx)+K, KeR
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3. Ona
/
J;dx= lJ&dx ouu(x)=Inx

xcos?(Inx) 2 J cos? (u(x))
=tan(cos(u(x)))+K, KeR
=tan(cos(Inx)) +K, KeR

Exercice 3 (p. 59).
1. La fonction f est continue en 0 car

* elle est définie en ce point;

)
xcos | —
x
)
cos | —
x
et |x| tend vers 0 en 0 donc, par un corollaire du théoréme des gendarmes, limg f =

0= £(0).

2. Pour x # 0,

® ona

f ()l =

= |x]

< x|

3. La fonction f n’est pas dérivable en 0 car

F0=1O) s (1)

n‘admet pas de limite lorsque x tend vers 0.
Exercice 4 (p. 60).

1. Puisque l’ensemble de départ de la fonction v est [0, +o0[ et puisque /3 — ¢ n'existe que
pour t < 3, I'ensemble de définition 2 de la fonction v est [0, 3].

2. La fonction v est dérivable sur [0,3[ et pour 0 <t < 3,0na

—t

v’(t)=\/3—t+2\/ﬁ
_2(3—1t)—t
23—t
32—
23—t

Il est clair que v’ est strictement positive sur [0,2[, nulle en 2 et strictement négative sur
[2,3[; donc v est maximale en t = 2 et vaut alors v(2) = 2(1/3 — 2) = 2.
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3. (a) La fonction v est intégrable sur [0, 3] car elle est continue sur cet intervalle.
(b) On procede a une intégration par parties pour calculer Sg v(t) dt.

fv(t) dt=ft\/ﬁdt

0 0

- [—ét(3—t)g]3_f_§(3_tﬁ dt

0 0

2 3
=0—0+§J (3—t)%dt

0
2[ 2 51°
== ——(3—t)2]
31 5 0
:%x:’,f
3 12
J v(t) dt = —+/3.
0 5
(c) On sait que la valeur moyenne V de v sur [0, 3] est donnée par
1 (3
V=r— t)dt
520 ), v(t)
112 g
375
4
=—-v3
V3

Exercice 5 (p. 60).

1. Soit x unréel. Ona:

X+VxX2+1>x+Vx2?
> x + |x]|

- x+x six=0
x—x six<0

2x six>=0
> .
0 six <0

>0

Donc, pour tout x réel, x + v/x? + 1 > 0 si bien que In (x +Vx? + 1) existe. Il s’ensuit que
2 =R.
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2. Soit x un réel. Alors
2x
P = T
x+vVx2+1
VaZtldx
V241
x+vVx2+1
1

x?+1
3. On sait que, pour tout x réel,

1
(Argshx) = —
x?+1
donc Argsh et f ont, sur R, méme dérivée si bien qu’elles sont égales a une constante pres :
JKeR, VxeR, Argshx=f(x)+K
En particulier, Argsh0 = f(0) + K ; mais Argsh0=0et f(0) =1n (O +0% + 1) =0 donc
K = 0.1l s’ensuit que, sur R, Argsh et f sont égales :

VxeR, Argshx=In (x +Vx2+ 1)

15 juin 2009

Exercice 1 (p. 60).
1. (a) L’équation

%+2y=0<:)y=Cef2x, CeR

d i3
d—i—i—xzy:O < p=Ce 3, CeR

d
d—§+(sinx)y=2sinx = yp=24+Ce”", CeR

3. (a) L’équation

dx 1 1
L = I1.93
ar YT R (I1.93)
est définie sur les intervalles |—oo, —1[, ]—1,0[, ]0, 1[ et ]1, +o0[.

(b) Sur J1,+400],

dx 1 1 C 1
BT -1 (tz—l) CeR
dt+tx t2—1(:)x t+2tn
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(¢) 1i. Sur]l,+oo[,0ona

dx | 1 1 2
& Y=o (=)x=1n(x —1)—In3
x(2)=0 2t

ii. Toutes les solutions de I’équation tendent vers 0 en +co.
Exercice 2 (p. 60).
Exercice 3 (p. 60).
Exercice 4 (p. 61).

(

Exercice 5 (p. 61).

17 juin 2009

Exercice 1 (p. 61).

Exercice 2 (p. 62).

1. Ona
1<1_x2<1
T 14x2
= —1-x*<1-x><1+x? car 1 +x? est > 0 pour tout x réel
— -2<0<2x® en ajoutant x? et en retranchant 1

1< <1
1+ x2

i.e. si et seulement si x € R. Donc I'ensemble de définition 2 de f est R.
2. L'ensemble de continuité ¢ de f est égal a 2.

3. L'ensemble de définition de f est clairement symétrique par rapport a 0 et, pour tout x

réel, on a
. 1—(=x)? o 1—x?
—x) = Arcsin ———= = Arcsin = f(x
f(=%) 1+ (—x)2 1+ x? fx)
si bien que f est paire et que son ensemble d’étude peut étre ramené a & n [0, +oo[=
[0, +oo].
4. Ona

f(0) = Arcsinl = g

. . _(1—x? . T
limf = lim Arcsin = Arcsin(—1) = ——.
+07 x>+ 1+x?

On note également que f(1) = Arcsin0 = 0.
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5. On sait que I'ensemble de dérivation de Arcsin est | — 1,1[. Or

1—x2
m:l(z)l—xzzl—i-xZ(:)xz:O(:)x:O
X
et
1—x? 2 2 2
m:—l(z)l—x =—(1+x)<:>0x =2 Xx€ED
X

donc f est dérivable sur 2 = R* donc sur R *.

6. On a, pour tout x # 0,

—2x(1+x2)—2x(1—x?)
(14+x2)?

2
1—x2
1_(H#)

4x

fl(x) =

B
G/ ()’ = (1 =x2)7

4x
(1 +x2)V4x?
2x
RTETD)
_ {—ﬁ six>0;

six <O.

_2
1+x2

7. Clairement, sur R**, f/ est < 0 et donc f y est décroissante. Par ailleurs, sachant que

f(0)=7%,quelim_, f = —7 et que f est paire, on peut esquisser la courbe représentative

de f.

. Puisque (Arctanx)’ = ﬁ, on a f’(x) = (—2Arctanx)’ pour x > 0. On en déduit qu’il
existe une constante réelle C telle que, pour tout x > 0,

f(x)=—2Arctanx + C.

Donc, en particulier pour x =1, on a f(1) = —2Arctan1 + C soit 0 = —2% + C ou encore
C = Z. On en conclut que

Vx>0, f(x)= % —2Arctanx (I1.94)

c’est-a-dire

1— 2
Vx>0, Arcsin Al I L 2 Arctanx.
14 x? 2

Ceci est en fait vrai pour tout x > 0 car I’égalité (I1.94) est vraie aussi pour x = 0 puisque :

f(0)
2Arctan(

J=RNTE
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Soit maintenant x < 0. Alors —x > 0 et donc, d’aprés (I1.94), f(—x) = T — 2 Arctan(—x)

soit, puisque f est paire et Arctan est impaire, f(x) = 7 + 2 Arctanx. On obtient donc

1— 2
Vx <0, Arcsin S I + 2 Arctanx
1+ x2 2

9. La courbe représentative de la fonction f est donc, sur RT, celle de % —2 Arctan. La courbe
sur R~ s’obtient en exploitant le caractére pair de la fonction f.

Exercice 3 (p. 62).
Exercice 4 (p. 62).
Exercice 5 (p. 62).

Année 2009-2010

26 novembre 2009

Exercice 1 (p. 62).
1. Ona
x?—1=0 < x>—-1%2=0
= (x—1)(x+1)=0
< x—1=0oux+1=0

<~ x=1loux=-1

2. D’apres ce qui préceéde, on a :

x2—1 x2—1=0
=0
x—1 x—1#0

x=1loux=-1
x#1

— x=-1

3. Ona
P—1=0 = x-1°=0
— (x—1)(x*>+x+1)=0
— x=loux’+x+1=0
< x=1ou <x+l>2+§=0
2 4

, 2 2 ) .
Or, pour tout x réel, (x + %) + % > % > 0 donc (x + %) + % # 0. Il s’ensuit que

¥—1=0< x=1ouxeo

— x=1
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4. D’apres ce qui précede, on a:

x3—1 x=1
=0 <<
x—1 x#1

&~ XEY

Exercice 2 (p. 62).
1. On sait que cos2a = 2cos® @ — 1 et que sin 2« = 2sin & cos a. Donc

cos3a = cos(2a + a)

= cos2acosa —sin2a sina

= (2(:0520(— 1) cosa — 2sinacosasina
_ 2 )
=(2cos“a—1)cosa—2cosasin” «

=4cos®a—3cosa

2.0Ona
sm(3x——)—sm(x+—) <=>3x——zx+%[2n] ou 3x——=7‘c—(x+—) [27]
3
<:>2xz—+%[27'(] ou 4xEE+Tn[2n]
<:>x=5n[7z] leln /e
~ 24 ST )

Exercice 3 (p. 63).
1. Ona

sinf = T
donc

cosf =-1

sinf = \/Tg

Donc 6 = ZT” [27‘(

| S

, Cest-a-dire Arg(j) = & [27‘(].
2. Ona |]2| =|jI* =12 = 1 et Arg(j?) = 2 Arg(j) [27{] donc Arg(j?) = 4?” [27{].
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3. Ona |]3| =|jI> =13 = 1 et Arg(j®) = 3Arg(j) [27‘(] donc Arg(j®) = %" [27‘(] donc Arg(j®) =

0 [27‘(]. Il s’ensuit que j° = 1.

Exercice 4 (p. 63).

1. Ona
(@) lim Vx24+x+1=+0wcar lim x> +x+1= lim x2=+ooetlimx_,+oox/7=
x—+400 X—>400 X—+00
+o0
(b) On a
-2’ +1 2% +1
x2—1  (x—1)(x+1)
Donc, puisque lim,_,; *i’frl = —%, lim,_,; =2 etlim, ,;+x—1=0%, 0ona
y —2x3 +1 o
im ———— =
-1t x2—1 +
7x* —2x+4 7x*
(¢ lim 2270 oy 2 im L—o
X——00 —x5 x——00 —x5 xX——00 —X
3 2
x> — . (x—2T(x* + 2x+ 4)
d) 1 =1 =12
( ) xgg x—2 xgnZ x—=7
2
2x—3 -1
() lim S F2¥=3 _ g A=,
x——=3x2+7x+12 x>-3(x+3)(x+4)

2. (a) Ona, puisque x > 0,

x x :x<\/x+1—\/x—1>
Vx—1 A/x+1 Vx4 1/x—1
. (x+1)—(x—1)
Va2 =T (Vx+1++/x—1)
2x
NEZ (1—;—2) (Vx+1++x-1)
2x
x|y /1= 5 (Vx+T+/x—1)
2
J1- 5 (Vx+T+Vx—1)

. . X
si bien que lim

X
- =0
x>t \/x—1 /x+1
(b) lim Inx—x= lim x(ln—x—1>= lim x<1—1>=—oo

X— 400 X— 400 X x— 400 X
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tanx x
3. (a) im————=Ilim==1car,en0,tanx ~xetIn(l+x)~x
x—0In(l+x) x-0x

(b) en posant h =x—2,

x M
lim ¢ _ il
x—2In(x—1) h*)O ln( 1)
el s _

= lim ¢
B h—o In(h + 1)
1

e
=1
350 n(h+ 1)
h
e X 5
=i 2
hl—IR) h
_°
)

car,quandh—»O,onaln(h—i—l)~het%Hodonce%—l~%

Exercice 5 (p. 63).
1. Puisque les fonctions sin et cos sont définies sur R,
x¢ 9 < sin’x=0
<= sinx =0

< x=0[2n] ou x=mn—0[27]

> x=0[n]
Donc 2 =R — {km, k € Z}.
2. (a) L'ensemble de définition Z de f est symétrique par rapporta O et,sixe 2,

Flox) = 1—’cos(—x) _ 1—cosx2 _ 1—'cosx ~ f(x)

2sin’*(—x)  2(—sinx) 2sin’x

car les fonctions sin et cos sont respectivement impaire et paire. Donc f est paire.
(b) Les fonctions sin et cos étant 27-périodiques, il en est de méme de f.
3. Quand x — 7, cosx — —1 donc 1 —cosx — 2 et sinx — 0 donc sin?
lim f = +c0.
TC

x — 07 si bien que

4. Puisque 0 ¢ Z, la fonction f n’est pas continue en 0 mais, en 0, on a 1 —cosx ~ x?/2 et
sinx ~ x donc

x2

f)~ 535 ~

| =

si bien que f admet, en 0, la limite finie i. On peut donc prolonger f par continuité en 0,

en posant f(0) = 1.
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1 —cosx

f(x)=—2

2sin“ x
1—cosx
2(1 —cos?x)
1—cosx
2(1 —cosx) (1 +cosx)
1

:m Sil-COSX?éOi.e.Sixio[ZT(]

8 janvier 2010

Exercice 1 (p. 63).

1. La fonction f n’est pas continue en 0 car, quand x — 0%, % — to0 et sin X nadmet pas de

limite quand X — +00 donc sin (%) n’admet pas de limite lorsque x tend vers 0%,
2. La fonction g est continue en 0 car

(a) elle est définie en ce point;

(b) ona
. 1
sin (—)‘ < x|
X

et |x| tend vers 0 en 0 donc, par un corollaire du théoréme des gendarmes, limy g =
0= g(0).

Exercice 2 (p. 63).

l§(x)] = ||

1. Lensemble de définition de Arcsin est [—1,1] donc f(x) existe si et seulement si

X
ie. 2<x’*<4
ie. V2<x<2
ie. \2<

Donc 'ensemble de définition @f de f est [—2,— 2l v [\ﬁ, 2].
2. Puisque, pour tout t dans [—1,1], sin(Arcsint) =t, on a

) 2 _ sin (Arcsin (x2 — 3))
tan (Arcsm (x 3)) ~ cos (Arcsin (x2 — 3))

x2-3

1—(x2—3)°

Exercice 3 (p. 64).
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1. La fonction x — Inx

(a) a pour ensemble de définition R**
(b

)
) est continue sur RT*
(c) tend vers —oo en 07 et vers 400 en 400
)
)

(d) est strictement croissante sur R**

(e) estreprésentée graphiquement

Ficure 11.4 — Courbes représentatives des fonctions x — Inx et x — +/x

2. La fonction x — +/x
(a) a pour ensemble de définition R™
(b

)

) est continue sur R™
(c) tend vers +o0 en 4+
(d)

)

d) est strictement croissante sur R
(e) est représentée graphiquement
Inx <L

3. Puisque, pour tout x > 0, Inx < /X, on a, pour tout x > 0, T < En outre, pour x > 1,

Inx > 0 donc 0 < IHT" < \/%? Or lim, , 4 \/L;C = 0 dong, par le théoreme des gendarmes,
. Inx
lim — =0
Xx—+00 X

4. Pour x > 0, posons X = x%. Alors x = X# et donc

ln_len(X%) :llnX
x* X a X

Or, si x — 400, alors X — 40 ; donc, en vertu de la question précédente,

. Inx . 1InX . . Inx
lim —= lim ——— e lim — =0
x—+0 x% X—toa X x—+00 x&

Exercice 4 (p. 64).

1. Ilest clair que I'ensemble de définition de f est R. Puisque lim | ,,exp = 400 etlim_ 4, exp =
O,onalim . f=—wetlim, ., f =+0c0.La fonction f est, sur R, continue. Elle est stric-
tement croissante sur R car elle est la somme de deux fonctions strictement croissantes
sur R:x— x et x— —e ¥ (cette derniére I’étant car la fonction exp l’est).

2. D’aprés un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, puisque f est continue
strictement croissante sur R et lim_, f < 0 < lim_ o, f, I’équation f(x) = 0, équivalente
a I’équation (1), admet une unique solution réelle xy. Puisque de plus f(0) = —1 < 0 et
f(1)=1—e"! =e%—e~! > 0 (car exp est strictement croissante sur R), on sait que x
appartient a ]0, 1.
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3. (a) Puisque |e_% — 0,6' <1072, 0na—0,61 < —e_% < —0,59 donc %—e% < 0 si bien que

f(3) <0.0r f(0) <0< f(1) donc f(3) <0 < f(1) et donc x, appartient a |5, 1[.

(b) De plus, puisque 'e_% — 0,47‘ <10 2o0na—0,48 < —e_% < —0,46 donc %—e_% >0
sibien que f (3) > 0.Or f(3) <0 < f(1) donc f(3) < 0 < f(3) et donc x, appartient
als il

(c) Enfin, = 0,625 donc, puisque 'e—% - 0,54‘ <1072 0ona —0,55 < —e~% < —0,53
donc%—e‘g > 0 si bien que f (3) > 0.0r f(3) <0< f(3) donc f(3) <0< f(3) et
donc x appartient a |3, 3.

(d) Le diameétre de 'intervalle ]%, %[ est 0,125 donc xj est distant de son centre % d’au

plus son rayon qui vaut &225 soit 0,0625. Par conséquent

9
X0 — E’ <0,0625 < 107!

donc % est une valeur approchée fractionnaire a 10! prés de x.
4. De plus, % =1 +0,0625 = 0,5625 donc, par I'inégalité triangulaire,
|xg —0,6] =|xg — 0,5625 40,5625 — 0, 6|
< |xg —0,5625| 40,5625 — 0, 6|
< 0,0625+0,0375
=0,1
si bien que 0,6 est une valeur approchée a 10~ ! pres de x.

Exercice 5 (p. 64).
1. Lensemble de définition ¥y de f est R —{—1,1} car:

(a) I’ensemble de définition de la fonction Arctan est R

2x

=7 existe si et seulement si 1 — x? # 0 et

(b) la quantité
1-x*=0e= (1-x)(1+x)=0<x€{-1,1}
2. (a) Lafonction Arctan est impaire. Elle est représentée graphiquement figure [[.5]
Ficure II.5 — Courbe représentative de la fonction Arctan
(b) La fonction f est impaire car
i. 'ensemble 7 = R — {—1,1} est symétrique par rapport a 0

ii. sixe @f, la fonction Arctan étant impaire, on a

F(=x) = 2 Arctan(—x) — Arctan (12(;x)>

2
= —2Arctanx + Arctan X
1—x?

——f(x)
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3. (a) Par définition

x =tany

y = Arctanx < { . .
2<¥=<2

(b) II suffit donc, pour prouver que

2
Vxe]-1,1], 2Arctanx=Arctan<1 x2>
—x

de faire jouer le role de y ci-dessus a 2 Arctan x i.e. d’établir que, pour tout x € |—1,1[:

1

tan (2 Arctanx) = —2%
—X
—% <2Arctanx < %

Soit x € |—1,1][. Alors,

i. d’apres la formule de la tangente de ’arc double :

2tan (Arctanx)
1 —tan? (Arctanx)
. 2x
1—x2

tan (2 Arctanx) =

ii. si —1 < x < 1 alors, la fonction Arctan étant strictement croissante, Arctan—1 <
Arctanx < Arctanli.e. —% < Arctanx < T soit —5 < 2Arctanx < 7.

Ceci achéve la preuve demandée.

(c) 1. Soit x dans ]1,+oo[. Alors % €]0,1[. Donc, d’apres la question précédente,

2
1 2
2 Arctan — = Arctan ;2
' = ()
X

i.e., puisque pour tout x > 0, Arctanx + Arctan (%) = %,

2 (E — Arctan x) = Arctan 2x
2 x2—1

. 2x
ie. 7w — 2Arctanx = — Arctan
1—x2

2
ie. 2 Arctanx = 1 + Arctan X
1—x2
ii. Soit x dans ]—oo, —1[. Alors —x € ]1,4+00[ donc, d’apres le résultat précédent,

2 Arctan(—x) = 1t + Arctan <1 i((__szV)

2
ie. —2Arctanx = 7w — Arctan X
1—x2

. 2
ie. 2Arctanx = —7m + Arctan X
1 —x2
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4. (a) Soit x et y deux réels tels que 0 < xy < 1. Pour prouver que

x+
Arctanx + Arctany = Arctan 7 Y

il suffit d’établir :

{tan (Arctanx + Arctany) = fif;

T T
—7 < Arctanx + Arctany < 7

Prouvons-le.

i

ii.

D’apres la formule :

tana +tanb

tan(a +b) = 1 —tanatanb
ona
tan (Arctan x + Arctany) — tan (Arctanx) + tan (Arctany)
1 —tan (Arctanx)tan (Arctany)
X +v
l-xy

Ici 0 < xy < 1. Mais y > 0 d’aprés les hypothéses de 1’énoncé donc 0 < x < 1/y.
Puisque la fonction Arctan est strictement croissante sur R, on a

Arctan0 < Arctanx < Arctan (1/y)
i.e. 0 < Arctanx < Arctan (1/y) (I.95)

Or, pour tout y > 0, Arctany + Arctan(1/y) = 7 ; donc l'encadrement (I1.95)
donne

T
0 < Arctanx < 77 Arctany
soit, en ajoutant Arctany aux 3 membres,

T
Arctany < Arctanx + Arctany < 3
Enfin, par définition de I'arc tangente, Arctany est strictement supérieur a —7.
Donc

T T
) < Arctanx 4+ Arctany < b}

Ceci achéve la preuve demandée.
(b) Si x et v positifs sont tels que xy > 1 alors 0 < - < 1i.e 0< %%} < 1 dong, d’apres la

Xy

question précédente

11
1 1 Ty
Arctan — + Arctan — = Arctan — 1y]
x 47 1-— ¥y
. X+
ie. = —Arctanx+— — Arctany = Arctan y
2 2 xy—1
. x+7y
ie. Arctanx + Arctany = 1 + Arctan 1 (I1.96)
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(c) Posons x =1 et y = 2. Alors x et y sont positifs et tels que xy = 2 > 1 si bien que,

d’apres 1’égalité (I1.96),

1+2
Arctan1 + Arctan 2 = 1 + Arctan 1 +

ie. Arctanl + Arctan2 = 7w — Arctan 3
i.e. Arctanl + Arctan2 + Arctan3 =1

25 mars 2010
Exercice 1 (p. 65).
1. Lensemble de définition de f est ]0, +oo[u {0} = RT car

(a) la quantité x°Inx existe si et seulement si x €]0, +oo[;
(b) la fonction f est définie en 0 par f(0) = 0.

2. La fonction f est, en 0,

(a) continue (a droite) car lim,_, o+ f(x) = lim,_,o+ x>Inx = 0 = f(0) (puisque «la puis-
sance I'emporte sur le logarithme »);

(b) dérivable (a droite) car, pour h > 0,

FOEM=FO) o
h h—0t+

si bien que f/(0) = 0.
3. (a) Six > 0alors
/
fl(x)= (x3lnx) =3x%Inx 4+ x> x % =x*(3lnx +1)
et, comme on I'a vu, f'(0) = 0.
(b) Six > 0 alors
! 3
(x) = <x2(31nx+ 1)) =2x(3Inx+1) 4+ x? x p =x(6Ilnx +5)
et, pour h >0,

/ _f! 2 _
fO+W =) _ KGR+ =0 0
]’l ]’l h—0+

si bien que f est dérivable deux fois (a droite) en 0, avec f”(0) = 0. Mais la fonction
f" n’est pas dérivable (a droite) en 0 car le taux de variation de f” en 0 n"admet pas
de limite finieen 0 :

f"(0+h)—f"(0) h(6lnh+5)—0

= =6lnh —_—
i A 6In +5h~>0+ 0
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4. Six>0,0on a
Fl(x)>0e=x>Blnx+1) >0 3lnx+1>0 > x>e¢ 3

. . 1 . . _1
Donc f est strictement décroissante sur [0,e73] et strictement croissante sur Je™3, +o0[.
En outre,

=x3]
f(x)=x nxm—koo

et f(0)=0.
5. La courbe représentative ¢ de f sur [0,2] comporte trois points caractéristiques :

* le point de coordonnées (0,0) en lequel ¢ admet une demi-tangente parallele a I'axe
(0,x);

* le point de coordonnées (e_%, 31—3) en lequel ¢ admet une tangente parallele a I’axe
(0,%);

* le point de coordonnées (1,0) en lequel ¢y admet une tangente de pente 1 puisque

{f(l) =0
f/(1)=1?BIn1+1)=1

Exercice 2 (p. 65).
1. La fonction Arccos a pour ensemble de définition [—1,1]. Donc

1

1
Sl —<l<=|xz2l<x<-1loux=>1
X

X|

1
xe_@f<=)—1<;$1<:)

Donc 5 =] — o0, —1] u [1, +oo].

2. La fonction Arccos est a pour ensemble de dérivation | —1,1[. Donc, par un raisonnement
analogue au précédent, on obtient .@} =]—00,—1[U]1, 4o0[.

/ N ~
L— laou—1<

V1i—u

3. Si u est une fonction dérivable, la fonction Arccosu a pour dérivée —
u < 1. Dong, pour tout x dans | — o0, —1[ U ]1, +o0],

2 1 1 1
4, Onadf(2)=f'(2)dx = ﬁgdx donc
df(2): R>R
1
h— ﬁh

Exercice 3 (p. 65).
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1. (a) Ona

1 51 22
J(x4+——\/ﬂ)dx=x——;— ;fx%-i-K, KeR

x2 5

(b) On a

J’xzx/1+x3dx=%f3x2\/1 +x3dx
1 3\ 3\ 2
—gf(l—f-x) (1+x) dx

3
1(1+x%)2
= 57 +K, KeR
2
2 3\ 2
=5(1+x°)"+K, KeR
(c) Ona
: /
Jtanxdx = J Y gy = —J (cosx) dx = —In|cosx|+ K, KeR
cosx cosXx
2. Soit F la primitive de —%- s’annulant en 7t/2. Alors
1+sin
X
t
z1+sin“¢
X : t /
- J _(sint)” )2 dt
z1+sint
X
= [Arctan (sin t)]

2
e
= Arctan (sinx) — Arctan (sin E)
T
= Arctan (sinx) — Arctan (sin E)
= Arctan (sinx) — Arctan 1
i

= Arctan (sinx) — 1

Exercice 4 (p. 65).
1. Ona

f(lnt)zdtz t(lnt)z—f%lntdt
=t(lnt)2—2flntdt

- t(lnt)2—2<tlnt—Jt%dt>

t(Int)> —2tlnt+2t+K, KeR

=t((lnt)2—21nt+2) +K, KeR
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2. En posant u’ =sinxetv =In(1 +sinx),ona u = —cosx et v/ = cosx/(1 + sinx). Donc

s

2 )
fz sinx In (1 +sinx)dx = [—cosxln(l +sinx)] — J‘z TCosTX dx
0 0

0
n )
2 1—sin“x
=f 1zsintx gy
o 1+sinx

:JTQZ (1 —sinx) (1 +sinx) dx

0 1 +sinx
%
= J (1 —sinx)dx
0
%
= [x—}-cosx]
0
T
=——1
2

Exercice 5 (p. 65). On a, en posant x = 2t,

JZ dx Jl 2dt 1 Jl dt 1[ ]1 7

= =z = - |Arctant| = —
0x2+4 0(2t)2+4 2 Ot2+1 2 0 8
4 juin 2010

Exercice 1 (p. 65). Résolvons les équations demandées.

1. On sait que

Jlnxdx =xlnx—x+C, CeR
2. On résout d’abord I’équation sans second membre associée. Sur R™*, la fonction In est
continue donc

YV +(lnx)y=0 < y= Ce inxdx CeR
= y= Ce (Inx=%) = CcecR par intégration par parties

= y= Cex(l_lnx), CeR

3. On remarque que I’équation avec second membre admet comme solution particuliere la
fonction y = 2. Donc la solution générale de 1’équation complete est

p=2+Ce*17n%) - CeR

Exercice 2 (p. 65).

1. L’équation caractéristique associée a I’équation

v +4y" +6y=0 (I1.97)
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estr> +4r +6 = 0. Or
P4+4r+6=0 < (r+2)>+2=0
— (r+2)2—<i\/§)2=0
— (r+2—iﬁ) <r+2+iﬁ) =0
— r=—-24iV2

L’équation caractéristique admettant deux racines complexes conjuguées de partie réelle
(—2) et de parties imaginaires ++/2, la solution générale de I’équation (I1.97) est

y=e X (Cl cos\/2x + C,sin \/Ex) , (C,Cy) e R,

2. La fonction yj est solution de I'équation ([I.97) vérifiant p(0) = 1 et p}(0) = 0 si et seule-

ment si
% =e 2 (A cosv/2x + Apsiny/2x), A, A €R
v0(0) =
%(0) =0
ie.
%0 =e 2 (A cosv/2x + Apsiny/2x), A, A, eR
A —1

211 +V21, =0
car si Yo = e~ 2* (A cos/2x + A, sin\/2x) alors
y6 =—2¢ ¥ (/\1 cosV2x + A, sin \f2x> +e (—\@/\1 sin\/2x + /2, cos ﬁx) .
Le précédent systeme équivaut a

vo =e 2*(AjcosV2x + Apsiny/2x), A, AR

A =1
/\2 = \ﬁ
donc la fonction yy solution de I’équation (II.97) vérifiant y5(0) = 1 et y;(0) = 0 est donnée

par
yp=e & (cos V2x ++/2sin \ﬁx) .

Exercice 3 (p. 66).
1. Cf. cours

2. Ona

(a) \/1+x=1+§—%+%+0(x3)
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(b) In(1 +x) cosx=x—x—;—§+o(x3)
(c) lnxcos(x—l)=x—1—@—@+0((9¢—1)3)
Exercice 4 (p. 66).
1. Ona
(@) chx=1+% + % +0(x5)
(b) shx=x+§+%+o(x5)
2. thx=x—§+21—’§+o(x5).
3. Onasin(thx)=x—§+317—2xos+o(x5)
4. Ona

. X3
sin(thx) —x —5%
sinx —x _x

Donc
lim sin(thx) — x _

x—0 Ssinx—x

Exercice 5 (p. 66).

1. La relation fondamentale de la trigonométrie hyperbolique est

VxeR, ch?x —sh?x = 1.

* La fonction ch est définie sur R, paire, de dérivée premiére sh et de dérivée seconde
ch; par ailleurs, ch0 =1 et lim, o, ch = +00. Cette fonction, continue et strictement
croissante sur R est une bijection de R™ sur [1,+0[. On se reportera au cours pour

sa représentation graphique.

* La fonction sh est définie sur R, impaire, de dérivée premiere ch et de dérivée se-
conde sh; par ailleurs, sh0 = 0 et lim ., sh = +00. Cette fonction, continue et stric-
tement croissante sur R est une bijection de R sur R. On se reportera au cours pour

sa représentation graphique.

2. Ona
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3. Pour tout x réel,

1

Argshx) = ——
(Argshx) T

donc

Argshx = Argsh0 +f(1 - x_2 + 3—X4 +o (x4>> dx+o (x5>

2 8
—x—x3 + 30 +0(x5)
B 6 = 40
4. Puisque
3 5
X 3x 5
Argshx—0+1><x—z+4—0+0(x) (I1.98)

(a) la limite de la fonction Argsh en 0 est 0;
(b) la dérivée de la fonction Argsh en O est 1;

(c) l’équation de la tangente .7 a la courbe représentative % de la fonction Argsh en 0
esty =x;

(d) Ona

¥3
Argshx —x = s +o (x3>

=x° (—% +0(1)>
Or

i. x3 est positif sur Rt et négatif sur R~
ii. —¢ +0(1) est localement négatif en 0

donc Argshx — x est localement positif en 0~ et localement négatif en 0. Il s’ensuit
que la courbe € est au-dessus de .7 localement en 0~ et au-dessous de .7 localement
en 0.

Année 2010-2011

10 décembre 2010

Exercice 1 (p. 66).
1. Ona

x*—9=0<= (x—3)(x+3)=0 <= x—3=00ux+3=0 < xe{-3,3}

x2—9 {x2—9=0 {x=30ux=—3
=0 — — x=-3.
X

x—=3#0 xX#3
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2. Onax?+2x—3=(x+3)(x—1) d’ol, grace a un tableau de signes,

2 2

3 3 2x—3 3)(x—1
x+ X<X+ — X+ 2x SO — MSO == xE]—OO,—3]U]—1,1]
x+1 x+1 x+1 x+1

Exercice 2 (p. 67). Ona

Exercice 3 (p. 67). On constate que 1 racine évidente du polynéme z3 — 722 + 19z — 13 donc
que celui-ci est factorisable parz—1.Ona:

z3—7z2+19z—13=(z—1)(z2—6z+13)

z3—7z2+19z—13=0<=>(z—l)(22—6z+13>

z—1=0 ou z2—6z+9+4=0
z=1 ou (z—3)>+4=0

z=1 ou (z—3)>=(2i)>=0

z=1 ou (z—3-2i)(z—3+2i)=0
z€{1,3-2i,3+2i}=0

11t 1

Exercice 4 (p. 67).

1. Ona
(a)
1 2+x
lim -+ -=1 =+
x—0— xz X x—0— x2
(b)
lim :%-+-1 =0
x—+00 X X
2. Ona
Vet1-2  (Vx+1-2)(Vx+1+2) =5 B 1
x—3 (x=3) (Vx+1+2) (=37 (Vx+1+2) (Vx+1+2)
donc
CoAx+1=2 1
lim — =~
x—3 x—3 4
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3. Ona
x2—16  (x—4J(x+4) = x+4
x3—64 (x—4(x2+4x+16) x2+4x+16
donc
. x?—8x+16 1
lim —————— = —
x—4  x3—64 6

4. (a) Drapres le cours,
. sint
lim— =1
t—0 t

(b) On en déduit, en posant x = 2t,

. sin(2t . sin(2t . sin(x
lim ( )=11m2L=2hm¢=2
t—0 t t—0 2t x>0 X
5. Par croissances comparées (« l’exponentielle 'emportant sur la puissance ») :
et
lim — =0
x—+00 X

2 2
. 2 _ 2\ _ s AL\ X\ _a il
xkrfooln <x +1) In <2x ) —xkrﬂnln< 72 ) _xBTooln< ) —ln2 =—In2

7. (a) D’aprés le cours,

. 1l—cosx 1
lim—=—
x—0 x2 2

(b) On sait que —1 < cosx < 1 donc —1 < —cosx < 1 donc 0 < 1 —cosx < 2; or, pour
tout x réel, x2 > 0 donc, pour tout x non nul :

1 —cosx 2

O< X "5
x?2 x?2

En outre, lim,_, o x% = 0 donc, par le corollaire du théoréme « des gendarmes »,
lim 17X
x>+ X
Exercice 5 (p. 67).
1. (a+b)* =a*+4a’b + 6a%b? + 4ab® + b*
2. Par la formule de Moivre, on a
cos 40 = Re (cos40 +isin40)

=Re ((cos@ +isin 9)4)

=Re (cos49 +4cos®0isind + 6¢cos’ O (isin6) + 4cos O (isin)® O + (isin 9)4)

= Re (cos4 0 + 4icos’ 0sin O — 6cos® Osin’ O — 4i cos O sin> O + sin* 6)

=cos*0 — 6cos?0sin? 6 +sin*0
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19 janvier 2011

Exercice 1 (p. 68).
1. Cf. cours.
2. Calculer
(a) On a
. tanx X
Iim —=1lim—-=1
x—0 ln(l + x) x—0 X
car,en 0, tanx ~ x et In(1 + x) ~ x.

(b) On a

. . .X
lim xcotanx = lim =lim-=1
x—0 x—0tanx x—0Xx

(c) Lalimite demandée est % car lim,_,,7x =lim, ,p49x=0et

sin7x 7x 7 7 1

~_ - o, _
sin49x 0 49x 0 49 x—0 49 7

(d) Lalimite demandée est % car

sin7x 7x 7 7 1
~N —_—~— — — = —
tan49x 0 49x 0 49 x—»0 49 7

(e) La limite demandée est % car

In(14+7x) 7x 7 7
_ _— —_——— =

1
tan49x 0 49x 0 49 x—0 49 7

(f) La limite demandée est % car, en 0, ¢/ — 1 ~ t, car lim,_,o2u? = lim,_,o\/u =
lim,,_,¢3+/u = 0 et car

<e2“2 - 1) sin\/u 2u\/fu ~ P 5
(7 4+ u)(tanu)2In(1 +3/u) 0 (7+u)u? x3yu 3 x(7+u) uno 21

(g) Lalimite demandée est —% car, en 0

i. In(1+1¢)~tetlim, ,gcosx—1=0
ii. cosx—1=—(1—cosx) ~ —%,

et car

In(cosx) In(1+(cosx—1)) cosx—1 cosx—1

(tanx)? (tanx)? o x? o x? 0

|
><N|N|><N

[l

|

|

|

|
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(h) Sit=x—2alors x =2+t et, lorsque x — 2, t — 0. Alors

—e2 Q22 (el —1)

In 3 In 2+ _ln(l—i-%)

Or lim,_,g 5 = 0 donc

2 (Ht
e“ (e —1 t
( t) ~e27=262 202
In(1+%) 0 % 0
Donc
eX — e?
lim—x=262
x—2 11’17

Exercice 2 (p. 68).

1. Ona,six#0,

.1
xsm—‘ <|x]—0
X x—0

| (x)] =

donc, par un corollaire du théoréme « des gendarmes », limg f = 0. Donc f peut étre
prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

2. En xj = 4, la fonction f peut étre prolongée par continuité en posant f(4) = 5 car

X2 —5x+4=(x—4)(x—1)=(x—-2)(Vx+2)(x—1)
dong, si x # 4,

x—2 Jx—2 B 1 1
f(x)_x2—5x+4_(\/9?—2)(\/}+2)(x—1)_(\/E+2)(x—1)leﬁ

Exercice 3 (p. 68).

1. Les fonctions sin et cos sont définies sur R donc
x¢ Dy & 1—cosx=0 < cosx=1 < xEO[ZTt]

Il s’en suit que ¢ = R — {k2m, ke Z}.
2. La fonction f est paire car

(a) son ensemble de définition %y est symétrique par rapporta 0;

(b) puisque les fonctions sin et cos sont respectivement impaire et paire, pour tout x

dans @f,
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3. En 0, la fonction f n’est pas continue mais

x2

f(x)~m~2

Donc f peut-étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = 2.

Exercice 4 (p. 68).

1. Par définition,

vy = Arccosx < cosy=x
O0sys<sm

2. On sait que I'ensemble de définition Z est [—1,1].

3. La courbe ¢ de la fonction Arccos est représentée figure[[I.6]

y
y = Arccosx t 7T Y =X
s
2 /
1 \\\ ///,
n
2 s X
-1 0 1
—11 Y = COSX

(IL.99)

Ficure II.6 — Représentation graphique de la fonction Arccos

4. On a Arccos0 = %, Arccos% %, Arccos1 = 0, Arccos (—%)
Puisque v/3 ¢ [—1,1], le nombre Arccos (1/3) n’existe pas.

5. Soit x dans Ppyccos- On doit prouver que

i.e.

Arccosx + Arccos(—x) =1 7t — Arccos(—x) = Arccosx

ce qui, en vertu de I’équivalence (I1.99), revient a prouver :

{cos (7t — Arccos(—x)) = x

0 <7 —Arccos(—x) <7

Or,
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(a) onsait que, pour tout réel 6, cos (t — 8) = cos 6 et, pour tout t de [—1, 1], cos (Arccost)
t donc

cos (1t — Arccos(—x)) = —cos (Arccos(—x)) = —(—x) = x

(b) comme tout arc cosinus, Arccos(—x) appartient a [0, 7] donc —nt < —Arccos(—x) < 0
ie. 0 < 1 — Arccos(—x) < 7.

On a donc prouvé que @ — Arccos(—x) = Arccosx i.e. Arccosx + Arccos(—x) = 7.

6. Soit x dans [—1,1] et M le point de coordonnées (x,y) appartenant a ¢’; on a alors y =
Arccos x. Soit M le point de € d’abscisse x’ = —x ; son ordonnée y’ vaut alors Arccos(—x)
et vérifie donc y +7v’ = Arccosx + Arccos(—x) = 7. On en déduit que le milieu du segment
[M,M'], de coordonnées

(H2252) 03

est un point constant. Il s’ensuit que la courbe € de la fonction Arccos est symétrique par
rapport au point de coordonnées (0, ).

Exercice 5 (p. 68).
1. Ona
b3 —a® = (b—a)(b* + bPa+b%a® + ba® + a*)

Donc le taux 7y, ;; de variation de f entre deux réels quelconques distincts a et b, défini
par

f(b) = f(a)

T{a,b} = — b 4 ’
vérifie

(B> +b*—1)—(a® +a’> - 1)

Hab} = b—a
_ b —a® +b?—a?
b—a
(b —a)(b* + b3a + b%a® + ba’ +a*) + (b—a)(b +a)

b—a
=b*+b’a+b*a’ +ba’ +at +b+a
Si a et b sont distincts dans [0, +00[, ce taux est alors strictemement positif puisque a et b

sont positifs ou nuls et puisque I'un au moins d’entre eux est strictemement positif. Ceci
prouve, par définition, que f est strictement croissante sur [0, +00[.

2. Lafonction f, polyndmiale, est continue sur R donc sur [0,1]; elle est de plus strictement
croissante sur [0, +oo[ donc sur [0,1]. En outre, f(0) = —1 <0 < 1 = f(1). Donc, grace a
un corollaire du théoréme du des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = 0 admet une
unique solution xg sur ]0, 1[.

3. (a) On met en ceuvre la méthode de dichotomie.
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Etape n°0: Le milieu de I'intervalle I,1 =]0, 1| est % et un calcul montre que f (0) x

f (%) > 0 donc xq appartient a |3, 1[.

Etape n°1: Le milieu de l'intervalle I,2 =], 1[ est 3 et un calcul montre que f (1) x

f(2) > 0 donc xq appartient a ]2, 1[.

Etape n°2: Le milieu de I'intervalle I,3 ]Z, 1] est % et un calcul montre que f (%) X

S
IEN]
Ll

f ( ) < 0 donc x( appartient a |3

'8
Etape n°3: Le milieu de I'intervalle I,4 =]3,Z[es
f ( ) < 0 donc x appartient a ]% %[
Etape n°4: Le milieu de l'intervalle I,5 —]%,%

f(3) xf(%) > 0doncx appartlenta]zg,%[_

327 16

13 3
t 12 et un calcul montre que f (3) x

[ est 32 et un calcul montre que

Etapen®5: Le milieu de I'intervalle 1,6 =]23, 13[ est 5—}1 et un calcul montre que
1

»lﬂ

f(%) x f (25) > 0 donc xq appartient a ]2}, [.

)

Lintervalle 1,6 est de diamétre 2 gz donc x est distant du centre 103 de I,6 d’au plus

le rayon de 1,6 qui vaut 1178' Par conséquent

<1072

103 _ 1
Xo— —| < —
07 128|128

103

si bien que 193 est une valeur approchée fractionnaire a 102 prés de x,. Par I'inéga-

lité triangulaire,

103 103
Ixo —0,805] = |xo — 52 + T35 ~ 0805'
103 103
\L—i- 103 —0,805
128 ' [128
<1072

si bien que 0,805 est une valeur approchée a 102 pres de x,.

6 mai 2011

Exercice 1 (p. 68).
1. La fonction Arcsin a pour ensemble de définition [—1,1].

2. Il s’ensuit que

1
XEP <= -1<-<1
x

1 1
—|-|<1 — <1

X |x|
= x|zl x<-1loux=>1.

Donc 2 =] —o0,—1] U [1,+00].
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3. La fonction Arcsin est a pour ensemble de dérivation | — 1, 1[. Donc, par un raisonnement

analogue au précédent, on obtient 2’ =] — o0, —1[U]1, +o0].

4. Si u est une fonction dérivable, la fonction Arcsinu a pour dérivée

1. Dong, pour tout x dans | — oo, —1[ u]1,+00],

ﬁ«/x2_1

Ix]
: 2 _ o2
et donc, puisque x* = [x]

1

=1

5. Onadf(2) = f'(2)dx = —ﬁg dx donc

df (2): R—>R
1
h————h
223
Exercice 2 (p. 69).

1. Six #0alors f(x) = xzcos% donc

1 1 1

I(x) = 2 LW S S W S

f(x) xcos — +x 2 sin —
1

Il
=
O
@]
7

|

si bien que, par un corollaire du théoréme « des gendarmes », lim,_,

f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
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3. La fonction f’ n’est pas continue (donc pas dérivable) en 0 car, pour x # 0,

1 1
/ .

X) = 2xcos — + sin —
f( ) X X

n‘admet pas de limite en 0; en effet, si x — 0, % — o et la fonction sin n"admettant pas de

limite en oo, sin% n’admet pas de limite en 0

Exercice 3 (p. 69).
1. (a) Ona

x2+1 %d(x3+3x—2)
X =
Va3 +3x -2 Va3 +3x -2
_ ZJd(x3+3x—2)
3J 2vx3 +3x-2
2
=§\/x3+3x—2+C,

(b) On a
fcosx sin®xdx = f(sin x)sin® xdx
1.,
= 3sin x+C, CeR
(c) Ona

/
J shx dx:l[ (chx) d
1+ch?®x 1+ch?®x

= Arctanchx+C, CeR

2. On a vu en cours que

.9 1 —cos2x
sin“x= ———
2
donc
1 —cos2x
Jsinzxdx = Jde

= %f(l —cos2x)dx

1 1
:E(X—Esin2x>+c, CeR

Exercice 4 (p. 69).

CeR

1. Il se trouve que 2xcos % — 0 (cf. question précédente) mais ce qui préceéde suffit a affirmer que f’ n’admet pas de

limite en 0.
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1. (a) Enposantu’=ePetv=p,onau=—ePetv' =1.Donc
Jpe_p dp=—pe™f — f—e_p dp
=—pe?—eP+C, CeR

(b) En posant u’ =s et v = Arctans,on a u = s>/2 et v/ = 1/(1 +s?). Donc

1+s2

2
s 1 1+s 1

= — Arctans — — ds— | ——=ds
2 2<J1+s2 J1+s2 >

2
1
= %Arctans ~-3 (s—Arctans)+C, CeR

2 2
1
JsArctan sds = % Arctans — f s

1
=E((52+1)Arctans—s)+c, CelR
2. (a) Enposant x =5t,ona
f dx _Jl 5dt
0 X2 +25 (5¢t)% 425
Lt2+1

[Arctan t]

U‘I|>—‘

0

BI?l

(b) En posant x = at,on a
J‘“ dx _J‘l adt

o x2+a2  Jo (at)? + a2

_1[1 dt

Cal)y 2+1

1
=— [Arctan t]
a

1

0
TC

T 4q

Exercice 5 (p. 69).
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1. Ona

1,1 !
(Argthx)' = (E In 1 ti)

1—x+(1+x)
1 1—x)?
IV G
2 14+x
1—x
2
1—x

X

N =

1+x
1

T1-x2

2. En intégrant par parties,

1/2 /2 2
J Argthxdxz[xArgthx] —f dx

0 0 0o 1-x2
= %Argth% +%f01/2d(11_—_:22)
= %ln??—;+%[ln|l —x2|](1)/2
= %1n3+%1n%
=§1n3—1n2

On aurait aussi pu utiliser :

112 V21 14x
Argth = -1
L rgthxdx Jo > nl_xdx

:%ﬂﬁmm+@_mu—@mx

= % (Jl/z In(1+x)dx — fl/z In(1 —x) dx>

0 0

ce qui, par intégration par parties des deux intégrales, conduit au méme résultat.

17 juin 2011

Exercice 1 (p. 69).

1. On a

%Hy:o — yp=Ce ?*, CeR

2. Ona

dy 1—2x
—ty=—Xx < y=

Ce?* CeR
dx +Ce €
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Exercice 2 (p. 69).
Exercice 3 (p. 70).

Exercice 4 (p. 70).
1. Le premier terme non nul dans le développement limité en 0

* de sint étant celui d’ordre 1

e de cost étant celui d’ordre 0,

le développement limité en 0 de sintcost a 'ordre 4 sera obtenu par produit des dévelop-
pements limités en 0 de sint a l'ordre 4 et de sint a 'ordre 3 :

sintcost = t—t3+o<t4) 1—t2+o(t3>
B 3 2
1 1Y)\ 3 4
=t—(=+= )t t
(2+6> +0( )
. 23 4
smtcostzt—gt +o<t)

(On pouvait aussi utiliser I'identité sintcost = %sin 2t.)
2. Ona

e—1  t+5+5+0(8)

2 3
In(l+1) £ 182 4013

t[1+§+%+o(t2)]

el —1
In(1+t)

t[1—§+%+o(t2)]

. . . 2 2 1
Le quotient selon les puissances croissantes de 1 + 5 4+ & par 1 — % + % a l'ordre 2 vaut

1+t+%.D0nc

-1 1+t+t2+ (tz)
- = J— 0
In(1 +1¢) 3
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(a) En posant,x =e+houh—0(iie. h=x—¢),0ona

f(x)=1In(e+h)

(o)

=In(e)+1In (1+§>
2
()
=1+ﬁ—?h2+0<h2)

=1+é(x—e)—%ez(x—e)z—i-o((x—e)z)

(b) Déduire de la question précédente I’équation de la tangente .7 a ¥ au point d’abs-

cisse xg = e ainsi que la position relative de ¢ et 7.
Exercice 5 (p. 70).
1. Ona
(@) chx=1+% + X +0(x5)
(b) shx=x+§+%+o(x5)

2. thx=x—§+21—§+o(x5).

ey 4 e ez . 2 4
3. Par composition de développements limités, on obtient cos(thx) =1 — % + % +o (x5).

4. On a

cos(thx) —1 + "—22 % + o0 (x%)

cosx—l—i—% ’2‘—1+0(x4)
(2 +0(1))
x* (5 +o(1))
%-l—o(l)

% +o(l)
=9+0(1)

Donc

cos(thx —1+ﬁ
m ( ) Z _9

2
=0 cosx—1+%
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Année 2011-2012

25 novembre 2011
Exercice 1 (p. 71).
1. Ona

16x*> —25=0 < (4x—5)(4x+5)=0
< 4x-5=0 ou 4x+5=0

< x€ 20
4’4

et
16x2 — 95 16x> —25=0
3 =0 <
X—17 x——#0
X = > ou X—S
T4 T4
= x;és
4
— X = >
4

2. Onax?+2x—3=(x—1)(x+3) donc

x24+3x  x+3 x2+2x—3
< =
x+2 x+2 x4+ 2
(x—=1)(x+3)
x+2

<0

<0

d’ou, grace au tableau de signes|[II.1 page suivante|:

2
X +3x<x+3

< € 1—mw,—3] U 1-2,11.
12 Sag2 T relmeslul-2d]

Exercice 2 (p. 71).

1. Le tableau|lI.2 page suivante|permet d’exprimer f(x) sans valeur absolue :

—2x sixe]—oo,—1]
f(x)=<2 sixe[—1,1]
2x  sixe]l,4oof

2. La courbe % de la fonction f est représentée a la figure|lI.7 page 255
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x — -3 -2 1 +00
x—1 - - - 0 +
x+3 - 0 + + +
x+2 - - 0 + +
G=1)+3) ~ 0 o+ -0 o+

Tasire II.1 — Tableau de signe de G)(e43)

x+2

X —00 -1 1 +o0
|x — 1] —x+1 —x+1 0 x—1
|x + 1] —x—1 0 x+1 x+1
f(x) —2x 2 2x

TaBLE 1.2 — Expression de f(x) sans valeur absolue

Exercice 3 (p.71). On a

yie T s T i T
cos(3x—€)=cos<2x+§> (=>3x—€=2x+§[27'c] ou 3x—g=—(2x+§) [27]
(:)ng—i—g[ZT(] ou SXE%—%[2T(]
= x= %[27‘(] ou SxE—% [27‘[]
(:)xZn[Zn] ou x=-—o 2
T2 - 30[ 5

Exercice 4 (p. 71).

1. (a) Les formules d’Euler sont

elX + e—lX t . elX _ e—lX
coSX = ————— e sinx = ————
2 21
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N

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5%

Ficure I1.7 — Courbe de la fonction f
(b) Ona
cos®

1x +e—1x)3

( 3zx+3621x 71x+361x 721x+e73ix)

31x + e—31x 3 eix + e—ix
2 2

(cos3x + 3cosx)

1
8
1
4
1
4

2. On constate que 1 est racine évidente de I’équation
23 —322+42-2=0
et par factorisation a la volée, on a :

22322 44z-2=(z-1)(z2—22+42)
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Donc

22 —3224+47-2=0 = (z—1)(z>—2242)=0

z—1=0 ou 2z>—-2z+42=0

z—1=0 ou (z—1)>+1=0

z—1=0 ou (z—1)?—-i’=0

z—1=0 ou (z—1-i)(z—1+1i)=0
z—1=0 ou z—1—-i=0 ou z—-1+i=0

Preetet

z=1 ou z=14i ou z=1-—1

Exercice 5 (p. 71).

1. (a) Ona
. 7x3—5x+1 , 7x3
lim ———— = lim
x>+ 1—2x3 x—+00 —2x3
) 7
= lim —
x——+0w0 —2
7
2
(b) On a
Vx41—+/x) (Vx+1+x
lim Vx+1—+/x= lim ( V) ( V)
x—>+00 x—+00 Ax+1+ \/3?
. x+1—x
= lim ——
x=>+0\/x + 1+ /%
= lim !
x40 \/x+1+4/x

=0

(c) D’apres le cours,

. sinx
lim =1

x—0 X

(d) Dapreés le cours,

. tanx
lim

x—0 X

=1

2. Cf. cours.

12 janvier 2012

Exercice 1 (p. 72).

1. Cf. cours.
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2. (a) Lalimite demandée est % car, en 0,

[N}

X
1—cosx 2
2

= ~

N =

e*—1 X
(b) La limite demandée est % car, en 0,

sin2t 2t . 2

sin 3t - 3t 3

(c) La limite demandée est % car, en 0, % — 0et

In (1 + %)
tanx

~

2_1
X 2

(d) Lalimite demandée est % car

(e24” —1)sin~/u 2u\Ju 2

(7 +u)(tanu)2In(1 +3+/u) 0 (7 +u)u2 x 33/u 0 21

Exercice 2 (p. 72).

1. Cf. notes personnelles. On note que, si t = x—1 (i.e. x =1 + 1), alors x — 1 si et seulement
sit — 0.1l s’ensuit que

Inx  In(l+1%)
sin(x—1)  sint
t
t—0
=1
d’ou
Inx

lim ——— =1
P sin(x —1)
2. On note que, lorsque x — 2,

(a) e* —e— ¢? — ¢, nombre > 0;

(b) 1 —cos(x—2) = 0" donc 4/1 —cos(x—2) = 0"

I s’ensuit que

) eX—e
lim —— =+
x—>2 /1 —cos(x —2)

257



Chapitre II. Corrigés des épreuves II.17. Année 2011-2012

Exercice 3 (p. 72). La limite demandée égale 1. En effet, posons h = x — § i.e. x = h + § ; alors

1 —tanx 1—tan(h+%)

cos2x  cos (2(h+7%))

tanh+tan
I—tanhtan J

1

cos2hcos 5 —sin2hsin

1— tanh+1
1—tanh

—sin2h
—2tanh
—sin2h(1 —tanh)
2tanh
sin2h (1 —tanh)

donc, quand x — % (i.e. quand  — 0)

1 —tanx 2tanh 2h 1
= ~ - -1

cos2x sin2h(1 —tanh) 2h(1 —tanh) (1 —tanh)

Exercice 4 (p. 72).

1. Les fonctions sin et cos sont définies sur R donc
x¢ Py &= 1—cosx=0 < cosx=1 < x=0[27]
Il s’en suit que &y = R — {k2m, k € Z}.
2. La fonction f est paire car

(a) son ensemble de définition ¢ est symétrique par rapporta 0;

(b) puisque les fonctions sin et cos sont respectivement impaire et paire, pour tout x

dans @f,

(—x)(—sinx)
1 —cosx

fl=x) = = f(x)

3. En 0, la fonction f n’est pas continue mais

x2

~—~2
f0~ 273
Donc f peut-étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = 2.

Exercice 5 (p. 72).
1. Ona

a® —b> = (a—b)(a® +ab + b?)
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3.

Donc
(@+a—1)—(b3+b-1)
Hba} = a—b
_ a>—b34+a—b
B a—>b
(a—Db)(a® +ab+b*+1)
B a—>b

=a’+ab+b*+1

Si a et b sont distincts dans [0, +o0[, ce taux est alors strictemement positif puisque a et b
sont positifs ou nuls et puisque 'un au moins d’entre eux est strictemement positif. Ceci
prouve, par définition, que f est strictement croissante sur [0, +00[.

La fonction f, polyndmiale, est continue sur R donc sur [0,1]; elle est de plus strictement
croissante sur [0, +oo[ donc sur [0,1]. En outre, f(0) = —1 <0< 1 = f(1). Donc, grace a
un corollaire du théoréme du des valeurs intermédiaires, ’équation f(x) = 0 admet une
unique solution x( sur ]0, 1].

(a) On met en ceuvre la méthode de dichotomie.
Etape n°0: Le milieu de I'intervalle I,7 =]0, 1[ est % et un calcul montre que f (0) x
f(3) > 0 donc xq appartient a |3, 1[.
Etape n°1: Le milieu de I'intervalle 1,8 =]3 L 1] est Z et un calcul montre que f (%)
f (731) < 0 donc x( appartient a |3, 3[.
est 2 et un calcul montre que f (1) x
[-
est —é et un calcul montre que f (%)
1

[-

Etape n°2: Le milieu de I'intervalle 1,9 =]

1
2
f(2) > 0 donc x; appartient a ]

oolun

\
e —

Etape n°3: Le milieu de I'intervalle I50 ]%,
f ( 6) < 0 donc x appartient a

oo|m oolunblw

I8 15
Etapen°4: Le milieu de l'intervalle I31 =] %

[ est % et un calcul montre que
f(3) x (%) > 0donc xq appartient a ], LL[.

Etapen®5: Le milieu de l'intervalle 52 ]%;, ié[ est 4—2 et un calcul montre que
f(%) x f(2) > 0donc xq appartient a |43, 1|

L'intervalle I32 est de dlametre 64 donc x; est distant du centre % de I32 d’au plus

le rayon de I32 qui vaut 128. Par conséquent

X0 — T2 10_

87 1
< —
128 128 ~

2
si bien que 128 est une valeur approchée fractionnaire a 10~ “ prés de x;. Par I'inéga-
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lité triangulaire,

xo — 0,68] = xo—%—l—%—o,%‘
< xo—%‘+ 18778—0,68‘
< 1178+ %—0,68’
< 11784-0,0004
<1072

si bien que 0,68 est une valeur approchée a 10~2 prés de x.

20 avril 2012

Exercice 1 (p. 72).
1. La fonction f est continue en 0 car

* elle est définie en ce point;

(0
xsin | —
x
(%)
sin | —
x
et |x| tend vers 0 en 0 donc, par un corollaire du théoréme des gendarmes, limg f =

0= £(0).
2. Pour x # 0,

¢ ona

If Gl =

= |x]

< x|

3. La fonction f n’est pas dérivable en 0 car

FOLN =10 o (1)

n‘admet pas de limite lorsque h tend vers 0 puisque la fonction sin n'admet pas de limite
en +oo.

Exercice 2 (p. 72).
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1. Ona

1
fx\/l +x2dx = lJZx (1 +x2)2dx

Ju'(x)u(x)% dx ouu(x)=1+x>

=
—

=
N2

W= N= NN
[\S][e8)

sz sh (x3) dx = %Ju'(x) sh(u(x))dx ouu(x)=x>

1
= gch(u(x))—i-K, KeR

=%ch(x3) +K, KeR

3. Ona

. !
cost sint
f—.zdf:f%dt
1+sin“t 1 +sin“t

= Arctan (sint)+ K, KeR

Exercice 3 (p. 72).

On a
x * cost
Jcotantdtzj —dt
s

n sint
2

:J”‘ (sint)’ ds

n sint
2

X
= [ln|sin t|]

2

2

= In|sinx| —In |sin %|
= In|sin x|
Exercice 4 (p. 73).

1. Soit x dans |1, +oo[. Alors
2x
fl(x) _ 1+ 24/x2—1
x+vVx2—1

Vx2—1+x
Vx2—1

x+Vx2 -1
1

x2—1
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2. On sait que, pour tout x > 1,

1

Argchx) =
(Argehx)’ = —=—

donc Argch et f ont, sur |1, +00[, méme dérivée si bien qu’elles sont égales & une constante
pres :

IJKeR, Vxe]l,+w[, Argchx=f(x)+K
Il s’ensuit en particulier que

lim Argchx= lim f(x)+K (I1.100)

x—1t x—1+

Or ces fonctions sont continues sur leurs ensembles de définition (Zargen = [1, +00] et,
clairement, @f contient [1,400[) donc

lim,_,;+ Argchx = Argchl
lim, 1+ f(x) +K = f(1)+K

donc, d’apres (II.100), Argch1 = f(1) + K ; mais Argchl =0et f(1) =In (1 +1%2 - 1) =

0 donc K = 0. Il s’ensuit que, sur [1,+o[, Argch et f sont égales :
Vxe[l,+owo[, Argchx=In (x +V/x%— 1)

Exercice 5 (p. 73).

1. La fonction Argch a pour ensemble de définition [1, +oo[. Donc
1
x€Ype=-21l=0<xx<1
x

Donc 7 =10,1].

2. La fonction Argch est a pour ensemble de dérivation |1, +oo[. Donc, par un raisonnement
analogue au précédent, on obtient @J’[ =1]0,1].

u/

Vu?—1

3. Si u est une fonction dérivable, la fonction Argchu a pour dérivée la ou u > 1.

Dong, pour tout x dans ]0,1],

donc, puisque x* =

x| /1 — x2
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4. Onadf (3) = f'(3)dx = — 5 dx, cest-a-dire:

df (%):R—)R
4
h———h
3
21 juin 2012
Exercice 1 (p. 73).
1. (a) Ona
0
—2d9=6tan6— tan6 do
cos* 6
=6tan6—Jsm9 4o
cos@
i /
cos@
=0tan6O +In|cosO|+ C,CeR
(b) On a
e 3 e e .3 1
J x?Inxdx = [x—lnx —J x——dx
1 3 1 1 3 X
63 exz
—?—L 3 4
e3 [x3 €
E 9 |,
_ e3 e n 1
3 99
28341
9
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2. Ona

J3 dx
0 X2+9

Exercice 2 (p. 73).

J’o 9( 11)

\ol'—
e w

UJIR

(.)JI —_
S—
< w

wlx

wm

X
out==

e —

—

L\
H.

W

L»I»—\ u)lr—*
| — |

Arctan t]

S|=l

1. La solution générale de I’équation y’ + 2y = 0 est

p=Ce 124 CeR ie. y=Ce 2, CeR

On obtient alors y(0) = 1 si et seulement si C = 1 si bien que la solution valant 1 en 0 est

—2x

v=e

2. Les fonctions a: x — 1 et b : x — —x étant continues sur R,

dx

dy—i—;u——x = y=e def(—x)esdxdx

= y=e¢ "~ J(—x)ex dx

= p=—¢" (xex — Jex dx)

= yp=-e
«— yp=—x+1-Ce ¥, CeR
< yp=-—x+1+Ce %, CeR

Y(xe*—e*+C),CeR

On aurait aussi pu remarquer que y = —x + 1 est solution de particuliére de % +y=—x
et que y = Ce™ %, C € R est solution générale de I’équation sans second membre associée

% +v=0,sibienquey = —x+14Ce ¥, CeR est solution générale de % +y=—x.

On obtient alors y(0) = 1 si et seulement si C = 0 si bien que la solution valant 1 en 0 est

y=-—x+1.

3. L'ensemble de continuité commun aux fonctions a : t +— 1/t et b : t ~— 1/(t> + 1) étant
]—0,0[ U ]0,+00], la résolution de I’équation
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est a effectuer sur chacun des intervalles |—o0,0[ et ]0,+oo[. Cependant, tant que la dis-
tinction n’est pas nécessaire, on mene une résolution commune aux deux cas : sur chacun
des intervalles |—o0,0[ et ]0, +0],

dx 1 1 ,SQJ 1 g
—+-x= — x=¢ ¢ edt dt
dt ¢ t2+1

—
== “

N
<

= tft2+1dt quel que soit le signe de ¢
1 Jd(t2+l)
C2t) 1241
1 2
(:)xzz(lnh +1|+C),Ce]R§

L’équation (II.101) n’étant pas définie en ¢t = 0, aucune de ses solutions ne vaut 1 en 0.
Exercice 3 (p. 73).
1.

(a) L’équation " — 5y’ + 6y = 0 a pour équation caractéristique r> —5r+6 = 0 qui admet
deux solutions réelles distinctes r = 2 et r = 3 car

2 —5r+6=0 < (r—2)(r—3)=0 < r=2our=3
Donc la solution générale de 1’équation y” — 5y’ + 6y = 0 est
p=Ci e +Ce%*, C,CeR
(b) L’équation 4y” —4y’ +y = 0 a pour équation caractéristique 41> —4r+1 = 0 qui admet

une solution réelle double r = % car

1
47 —4r4+1=0 < (2r—1)2=0<=>r=§

Donc la solution générale de ’équation 4y” — 4y’ +y = 0 est
1
yzefx(Clx—i-Cz), C,CeR

(c) L’équation y” —4y’ +5y = 0 a pour équation caractéristique r> —4r +5 = 0 qui admet
deux solutions complexes conjuguées r =2 +ietr=2—1icar

P —4r4+5=0 < (r—2)>+1=0
— (r—2)?-i’=0
= (r—2-— )(r—2+z) 0
= r=2+iour=2—1
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Donc la solution générale de 1’équation y” — 4y’ + 5y = 0 est
p=e>(Cycosx+ Cysinx), Cp,C,eR
Par ailleurs, du fait que (e** (C; cosx + C; sin x))/ = e ((2Cy + Cy)cosx + (2C, — Cp ) sinx)

v —4y' +59=0 y =e*(Cicosx + Cysinx), C;,C,eR
y(0)=0 = 13(0)=0
y'(0)=1 y'(0)=1

y =e*(Cicosx+ Cysinx), C;,C,eR

= 1 e?*0(Cycos0+ Cysin0) =0
e?*0((2C; 4+ C5)cos0 + (2C, — C;)sin0) = 1

v =e?*(Cicosx + Cysinx), C;,CreR
— {(C; =0

2C1+Cy =1

y =e?*(Cicosx + Cysinx), C;,CreR

« {C; =0
C,=1
— yzezxsinx

2. On remarque que I’équation y” — 4y’ + 5y = ¥ a pour solution particuliére y = %e". Or
d’apreés la question précédente, son équation sans second membre associée, y” — 4y’ +5y =
0, a pour solution générale

y=e?*(Cycosx+ Cysinx), Cj,C,eR

Dong, le théoréme fondamental permet de conclure que
1
V' -4y 45y =¢" = y= Ee" +e¥(Cycosx + Cysinx), Cp,C,€R

Exercice 4 (p. 73).
1. Cf. cours.

2. (a) Ona
2

¥ x3 Xt 4 x 3

1n(1+x)cosx=<x—7+?—z+0(x>><1—7+0(x>>
x? 11\ , 11 4
—x—7+<—§+§>x +<_Z+Z>+O<x)

(b) Sit=x—1,c-a-dsix=1+t,alorsx > 1 < t — 0. Donc

Inxcos(x —1) =1In(1 +t)cost

21
=t— 7% +o0 <t4) d’apres la question précédente
_ (x—1)%  (x—1)° 4
—(x—1) . - +o((x 1))
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=1
sinx
2 3 4
4
:x—i—%—i—%—i—%—ko(x)

x—%—i—o(x‘l)

2 3
=fl+§+%+%+o(x3)

x 1—%+0(x3)

ce qui, par division euclidienne selon les puissances croissantes, donne :
X2 3

f(x)=1+g+?+%+o(x3)

Exercice 5 (p. 74).

1. Ona:
In(1 +x2) = <ln(1 +x2))%
_ xz_’fﬂ(ﬁ))%
= |x| (1—§+0<x2))2
1
=x<1—x—22—i-o(x2>>2 car x>0
—x(l—%%#-o(xz))
=x——x3+o(x3)
2. (a) Ona

2
3
=1+%+gx4+o(x4)

(b) On sait que, si |x| <1,

1
Arcsinx = J— dx
V1 —x?
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donc

2
3
Arcsinx = Arcsin 0 + f <1 + x7 + §x4) dx+o (x5)
3 3 5

—x+x—+i+0(x5)
B 6 40
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