Primitives - Intégrales

Primitives — Intégrales —Calculs d’aires

Primitives
OBJECTIFS :
Ce chapitre vise a :

* mettre en place la notion de primitive

einitier les éleves au calcul de primitives a partir des formules de dérivation.

Commentaires

La notion de primitive servira a définir la fonction logarithme népérien et sera réinvestie dans
le calcul intégral.

Volume horaire : 6 heures

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
« Définition d’une primitive. » Détermine les primitives d’une fonction en
Existence de primitives d’une fonction utilisant les primitives des fonctions de
continue sur un intervalle (admis). référence.
*Ensemble des primitives d’une fonction « Détermine la primitive d’une fonction qui
continue prend une valeur donnée en un point donné.
Unicité de la primitive d’une fonction  Détermine les primitives d’une fonction du
prenant une valeur donnée en un point donné | type :
eprimitives des fonctions de référence. - au+ By, (a;B)eIR?;
* Primitive de u + v, Au (4 € IR), v’x (u’ov), L, _
u’x u™ (meQT{—l}) : - VXx(ov);

- uxu™ (meQ+{-1)).

Remarques et suggestions

Les fonctions considérées dans ce chapitre sont toutes continues sur un intervalle et toutes les
primitives sont définies sur un intervalle.

On introduira les primitives comme opération inverse des dérivées. Cette mise en place pourra
se faire par les fonctions polyndmes. On fera fonctionner abondamment le tableau des
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primitives de fonctions de référence, ce qui permettra de les mémoriser, avant d’aborder des
exemples plus complexes.

Il ne faut pas présenter le tableau des primitives des fonctions de référence ou les opérations
sur les primitives comme de nouvelles formules a savoir toutes par cceur mais plutdt comme
des savoirs qui découlent directement de la dérivation et qu’on peut donc retrouver.
Notamment, la connaissance d’une primitive de u’u" ot r e Q —{—1} permet d’en retrouver
beaucoup d’autres. On pourra faire remarquer aux éléves que pour vérifier un calcul de
primitive, il suffit de dériver la fonction trouvée.

Les différentes techniques pour Détermine des primitives (décomposition en éléments simples,
linéarisation, utilisation des formules de trigonométrie) doivent étre guidées.

Intégrales

OBJECTIFS :
Ce théme vise a :

» calcule des intégrales a I’aide de techniques particulieres (utilisation des primitives,
intégration par partie, changement de variable affine) ;

* réinvestir dans les calculs aires les techniques du calcul intégral ;

« élargir le champ des fonctions étudiées a des fonctions définies par une intégrale.

Commentaires

La notion de calcul intégral est nouvelle en Terminale. Elle est introduite & partir de celle de
primitive. Aussi, le professeur veillera a ce que cette derniére notion soit acquise par les éléves.
Le calcul intégral est un outil qui permettra de Détermine des primitives de fonction. Ici, toutes
les fonctions considérées sont continues sur les intervalles d’intégration. Il permettra en outre
de calcule les aires des surfaces planes ou d’en donner une valeur approchée. Cet outil sera
réinvesti en physique (volume, moment inertie d’un solide, etc....).

|
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Volume horaire : 16 heures

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

« Définition de I’intégrale d’une fonction
continue f :

[? f(©)dt = F(b) - F(a)ou F est une
primitive de f.

* La fonction x— f: f (t)dt est I'unique
primitive de f qui s’annule en a.

* Interprétation graphique de I’intégrale d’une
fonction continue positive.

* Propriétés :

- Linéarité;
- Relation de Chasles ;
Positivité ;

Sif< gsur [a, b] alors
[, fode < [} gyt ;
Inégalité de la moyenne :
-  Sim< f < M sur [a,b]alors
m(b—a) < [ f()dt <M (b—a);
Si |f| < M, alors |fab f(t)dt| < M|b —a.
« VValeur moyenne d’une fonction ;

* Intégration par parties ;
*Changement de variable affine.

sapplication au calcul d’aire.

«La fonction du type F : x> [ f (D)dt

* Calcule une intégrale :
- En utilisant les primitives des fonctions
usuelles ;
- Enutilisant une intégration par partie ;

- En utilisant un changement de variable
affine

» Utiliser la relation de Chasles pour effectuer
un calcul intégral.

» Connaissant un encadrement d’une fonction f
sur [a,b], trouver un encadrement de fab f(®)dt.

* Calcule I’aire d’une partie du plan limitée par :

-La courbe représentative d’une fonction,
I’axe des abscisses et les droites
d’équationx =aetx =h.

- Les courbes représentatives de deux
fonctions et les droites d’équation
Xx=aetx=h.

« Etant donné la fonction
Foxe [ f(Ddt:

-a partir d’une majoration et d’une

minoration donnée, déduis I’existence

ou non de la limite de F aux bornes de
son ensemble de définition ;

-étudier les variations de F ;

-donner une allure de la présentation
graphique de F.
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Remarques et suggestions

Il faut faire le lien entre intégrale et aire dés I’introduction des intégrales ou tout de suite apres
la définition. Cela permet alors d’illustrer graphiquement les propriétés de I’intégrale. Lors
d’une évaluation, si le calcul d’une intégrale utilise une intégration par parties ou un
changement de variable affine, I’énoncé devra I’indiquer.

A I’occasion d’un calcul d’aire, I’unité attendue doit étre précisée dans I’énoncé. On pourra
calcule, sur des exemples, une valeur approchée d’une intégrale par la méthode des rectangles.
Dans ce cas, on prendra soin de tracer la courbe et de choisir des fonctions pour lesquelles une
primitives n’est pas connue. La méthode des rectangles n’est pas a évaluer.

L étude de la fonction x — f: f(t)dt sera guidée.

|
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I- Primitives :
1) Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. On appelle primitive de la fonction f sur
l'intervalle I toute fonction F dérivable sur I telleque Vx €1; F'(x) = f(x)

2) Propriétés

P, : Toute fonction continue sur un intervalle | admet une infinité de primitives sur cet
intervalle.

P, : L'ensemble des primitives d'une fonction f sur un intervalle | est I'ensemble des fonctions
définies sur cet intervalle par x = F(x) + k ou k est un nombre réel.

3) Tableaux des primitives :

a) Primitives des fonctions usuelles

Fonctions Primitives
a aveca €R ax + k
x™ avec n € N* Kt
n+1
ax™ aveca€R et ne N* axt
n+1
iz avecx # 0 itk
X X
a * * —_a
o avecx#0;neN —{ljetae R PR k
ix avec x >0 eta € R* 2avx +k
Vx avecx >0 %x\/}+k
vax+b avec ax+b>0 Bi(ax+b)\/ax+b+k
a
cosx avec € [—m ; m] sinx + k
sinx avec € [—m ; m] —cosx + k
tangx avec x¢%+ 2km;k €Z cosx + k
cos(ax + b) avec a€ R* Lsin(ax +b) + k
a
sin(ax + b) avec a € R* —Lcos(ax +b) + k
a
tang(ax + b) avec (ax + b) ¢%+ 2kn;k €Z lcos(ax+b) + k
a
— =1+ tang®x avec x # =+ 2km;k €Z tangx +k
Co.{ X 2
v 1+ cotang®x avec x # km;k € Z —cotgx + k

|
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b) Opérations sur les Primitives :

Fonctions Primitives
u + v u+v+k
u'v + v'u uxv + k
au' (ae R) au + k
u' X ut ik
X

u’ (u)n+1
(w)n n+1 *+k
u 2Vu + k
Vu
sin(u) —:—,Cos(u) + k
cos(u) —Sin(u) + k
v 2 sinx + k
CosZu = 1+ tang“u

v _ 2 —cotg(u) +k
T 1 + cotang“u

I1- Intégrale d'une fonction

1) Définition :

Primitives - Intégrales

Soit f une fonction définie, dérivable sur un intervalle | = [ a ; b] et F une primitive de f sur .

On appelle intégrale de la fonction f entre a et b le nombre réel A tel que :

4 =[] fdx = [F@]: = F(b) - F(a)

2) Propriétés :

Propriété 1 : (linéarité)

Soient f et g deux fonctions continues sur 1 =[a;blona:

- [P Fedx = [F@1 = F) - f@

[ +g)@dx = [ f@dx + [ g()dx

- (a; B) €R; [(af +Bg)Wdx = [l afWdx + [ Bg(x)dx

- Vx€eR, [Tkf()dx=k][ f(x)dx
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- Sif >0;alors fabf(x)dx >0
- Sif = g;alors fabf(x)dx > fabg(x)dx
- Si |f]| est continue sur I, alors |fabf(x)dx | < fablf(x)ldx
Propriété 2 : (Relation de Chasles).
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Soient trois réels a; b; c éléments de l'intervalle |
Daprés Chasles : [ f(x)dx = [} g(x)dx + [} g(x)dx

Conséguences :

e sia =balors [ f(x)dx =0
o [ FGodx =~ [ f)dx

Propriété 3 : (Inégalité et valeur de la moyenne)

a) Inégalité de la moyenne :

Sia <b et mSfSM,anrsona:mgﬁf:f(x)dx <M

b) Valeur moyenne :
On appelle valeur moyenne de f, le réel M tel que :

1
b —a

1
b —a

fab f(x)dxetil existeunréel c € [a;b] tel que: f(c) = fab f(x)dx

I11- Intégration par parties — Intégration par changement de variable
affine

1) Intégration par Parties

Théoréme :

Si u et v sont deux fonctions différentiables sur un l'intervalle | = [ a ; b], tel que :
(wxv) () =u (x) xvix) +ul) xv').

On appelle intégration par parties, toutes opérations définie par :
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[P u() x v'(0)dx = [u@) x vl ? = [2w'(x) x v(x)dx.
Preuve :
[uxv) (dx = 7w (x) x v(x) + ulx) x v'(x)]dx

= [0 (0) x v()dx + [ u(x) x v'(x)dx
Or [}/ (u x v)' (¥)dx = [u(x) x v(OL;
=> [u() x v, = [ ' (x) x v()dx + [ ux) x v'(x)dx
= [Pu(0) x V() dx = [u@x) x v)]” = [7 /() x v(x)dx.

Intégration par substitution ou par changement de variable

Dans certaines intégrales, I'intégration est effectuée plus facilement lorsqu'on substitue a la
place de la variable x une autre variable qui est fonction de x.

Méthode pratigue :

Pour calcule l'intégrale : fab f(at + B)dt (a # 0); on utilise la méthode suivante :
o Faire le changement de variable en posant: u = at + 8 et on obtient du = adt
e Utiliser I'égalité : fab flat +p)dt = [P Fwdu

ab +p

1V- Calculs de valeurs approchées d'une intégrale :

Méthode de rectangles :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [ a ; b], tel que |f’| admet un majorant M sur cet
intervalle.

Lorsque I'on partage [a; b] en n intervalles de méme amplitude et d'extrémités

a==xp; X1; X3 ; X3; ... X, =b;0na

b—a

Une suite (S,,) n € N*de termes général S, tel que: S,, = n=! f(x;) qui converge vers

A =fabf(t)dtet vn € N*; |A—5n|3%(b_a)2

|
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V- Calcul d'aires :

De fagon générale nous admettrons que lorsque f est une fonction continue sur un
intervalle [ a ; b], alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F(b) — F(a) ou F est
une primitive de fsur [ a; b]; ('unité d’aire étant I'aire du rectangle OIA]).

Par la définition de I'intégrale définie, la surface entre une fonction f(x) et I'axe des abscisses
ou encore entre deux fonctions f et g (f > g) et I'axe des abscisses est donnée respectivement
comme suit, lorsque x vade a versb (a < b).

S = fabf(x)dx (Unité d'aire) ou S = fab [f(x) — g(x)]dx (Unité daire).

NB : Dans cette intégration, les portions de surfaces au dessus de I’axe des abscisses donnent
une contribution positive, tandis que les portions en dessous de I’axe des abscisses donnent une
contribution négative. Voici quelques cas de calculs de surfaces :

1°" Cas de figure :

Laire du domaine plan hachuré par la courbe ( C ), I’axe des abscisses et les droites

d’équation: x =a etx=best: S = f:f(x)dx (Unité d'aire)

|
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2™ Cas de figure :

L aire du domaine plan hachuré par la courbe ( C ), I’axe des abscisses et les droites
d’équation: x =a etx =best: S = — f:f(x)dx (Unité d'aire)

3™ Cas de figure :

e f

_1,, ¥ 4—Cg
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L aire du domaine plan hachuré par les courbes (Cf ), (Cg ), I’axe des abscisses et les droites
d’équation: x =a etx =best:§ = f:[f(x) —g(x)]dx (Unité d'aire)

NB : la différence f(x) — g(x) est trés importante car la courbe (Cf ) est au dessus de la
courbe (Cg ) dans I’intervalle [a ; b]

4™ Cas de figure :

y
1+
< cf
a c \
g 1 X
b /
a “

L"aire du domaine plan hachuré par les courbes (Cf ), (Cg ), I’axe des abscisses et les droites
d’équation: x =a; x=b etx =c est:

S = f:[g(x) — f(x)]dx + fbc[f(x) — g(x)]dx (Unité d'aire)

NB : Onaladifférence g(x) — f(x) sur Iintervalle [a ; b] car la courbe (Cf ) est au dessus
de la courbe (Cg) et la différence f(x) — g(x) dans I’intervalle [b ;c]

|
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Exercices

Primitives
Primitives directes

En utilisant les formules de primitives directes, calcule I’ensemble des primitives des fonctions
suivantes :

1-f0)= 4x*+x2—4 ; 2f@)=@2—-3) ;3 fa)=2x"—3xP-1

1

4fx)=V=3x 2 ; 5f()= 5- = 16 f(0)=3(-x+2(Bx +2)?

7-f(x) = Cos(—6x +5) ; 8-f(x)=3Sin(1—4x) ;9-f(x) = !

3Cos23x
10'f(x):ﬁ : ll-f(x):(4x_4)(2x2_4x+1)2;12_f(x):\/%+5
13-100 = (7x_+5_3)3 ; 14- f(x) = (x— D(=3x*+6x+7)%;15- f(x) = \/ﬁ

_ Sinx —Cosx
16- f(x) - (Cosx + Sinx)3

Primitives et linéarisation

En utilisant les formules de primitives directes, linéarise puis calcule I’ensemble des primitives
des fonctions suivantes :

1) f(x)=Sin’x ; 2) f(x)= 6055§ ; 3) f(x) =Sin*xeCos’x ; 4) f(x)=Sin*(— x + 3)
Primitives vérifiant une condition

. Détermine la primitive F de la fonction f vérifiant les conditions indiquées :

1-f(x)=x3—x?2—=1 et F0)=7 ; 2-f(x)=(x—3)°et FB)=0
3- f(x) = ﬁ et FO)=0 ; 5 f(x) :J% et F(0)=+5
6- () =~ et F(5)=1 LT )= et B =1

- Soit la fonction f : R - R

3x3— 7x2+5x+1

T m 1)
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1) Détermine I'ensemble de définition

2) Détermine lesréelsa ; betctelque: f(x) = ax + b +ﬁ

3) En déduis la primitive de f qui s'annule en 0

- Soit les fonctions f et F définies par : f(x) = xvV3 — 2x et F(x) = (ax? + bx + c)V3 — 2x

Détermine les réels a ; b et ¢ tel quev x € ]—oo ; %] F soit une primitive de f sur ]—oo; ;]

Intégrales
Intégrations a I’aide d’une primitive

- En utilisant les formules des primitives, calcule les intégrales suivantes :

_r! 3 2 . _ 2 —x+1
1=[(4x® - 3x* +2x = 5)dx 7)I—f1mdx
T . z Sinx —Cosx
2)1=[_ Sin(=2x + m)dx : 8) 1= f—zgmdx
3) 1= f04\/4x + 9dx ;9) 1= fol(x2 — D3 - 3x 4+ 1)3dx
_ V35 . 1 >
4)1=—4[5 5dx ; 10) 1= [ (—2x + 1)V5x%2 — 5x + 4 dx
5)|=f_21(x+2)vx+2dx ;1l)|=f02|x2—3x + 2|dx
5 dx T
6) 1= fz W= ;12) 1= f04|cos(2x —1)|dx

Intégrations par parties

. En utilisant la formule de I’intégration par partie, calcule les intégrales suivantes :

= (" i . _ 1

1) 1= [, xSin2xdx : 4) 1= [ (x - 5)V2 —xdx

2)1= [* F=dx . 5)1=[Z x?Cos(x + m)dx
2

3I= f: xV4x + 9dx
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. Soient les intégrales | et J définies par : | = fO%(x + 1)Cos?2xdx et ] :fO%(x + 1)Sin?2xdx
1) Calcule: 1 +1J
2) Calcule : I - J en utilisant la technique de I’intégration par parties.
3) Déduisez — en les valeurs de | et J.

Intégrations par changement de variable

. En utilisant un changement de variable, calcule les intégrales suivantes :

)I=[" Fdx : 2)|—f\/_

- Soit le polyndme p définie par : p(x) = x3 — 12x — 16.
1) Montre que —2 est un zéro double de p.
2) En utilisant la méthode de I’intégration par partie et la méthode par changement de variable,

calcule I’intégrale : I = f:’,/p(x)dx

Intégrales et suites

- Soit l'intégrale I, définie par :

I,= JZ Sin™xdx

1) En utilisant la technique d'intégration par parties, trouver une relation entre I,, et I,_,
(On posera : Sin™x = Sin™ 'x+Sinx).
2) Ondonne I, = % .Calcule: I, et I,

Z +1
- Soit l'intégrale I, définie par : I, = fo dx (n=0)

1) Calcule I,
2) Enintégrant par parties, Montre que Vn =1 ona: (2n+ 1), =v2 — 2nl,_;.
3) Endéduislavaleurdel; ; I, et I5.

- Soit l'intégrale I, définie par : I,= f_ll(t2 —1)"dt (n €N)

1) Démontre que I,= 2 fol(tz — 1)"dt puis calcule I,
A 2n
2) Démontre que I, = ———

|
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m
N e T d
- Soit I'intégrale 1, definie par : In:fo‘*m
1 aCosx aCosx

1) Détermine le seul réel a tel que : vV x [0 ; E] ona: = : —
4 Cosx 1— Sinx 1+ Sinx
2) Calcule la valeur de I.

3) Démontre a l'aide d'une intégration par partiesque : vn € N*ona:
2nl, = 2n— 1), 4 + 2—2 (On pourra poser : — =1 x_1 )

V2 Cos2n +1y Cos2n—1yx Cos?x

- Soit l'intégrale I, définie par : Inzfo1 x"V1 — x%dx

1) Calcule L.

2) Enintégrant par parties, Montre que I,,= :;11,1_2 (on posera x™ = x e x" 1)

+ 2

- Soit l'intégrale I,, définie par : I, = fol xn1+1 dx avecn € N

1) Montreque Vn € N; I, estcroissante et majorée.
2) Montrequevn € N;ona:1— n%l < I, <1 .Endéduis la limite de la suite I,,.

- Soit l'intégrale I,, définie par : I,,(x) = flx t"intdx (n€N—{-1}etx > 0)

1) En utilisant une intégration par parties ; calcule I,, (x)
2) En déduis le calcul de J,, (x) = [;" t"(Int)? dt
3) a) Calcule I,(e) — J,(e).

b) Détermine la limite de h©-/(e)

—+i— quand n tend vers + .

Intégrales linéaires

1

COS4X

dx

. _— e | o
- Soient les intégrales | et J définies par : | = [ ——dx et J = [¢
1) Calcule I
sinx

2) Soit la fonction définie sur [0 ; %] par: f(x) = —=

cos-Xx ’
. T CFl) =3 2
a) MontrequeV x € [0, 4] ona: f'(x)= — T o
b) En déduis une relation entre I et J.
¢) Calculel.
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Soient les intégrales suivantes :
I= [Zcos*xdx; ] = [Zsin*xdx et K = [?2sin®xcos*xdx
1) Calculel-jetlI +] + K
2) En déduis lavaleurde : I + J - 3K puiscellesdeI; JetK.
- Soient les intégrales | et J définies par :
cosx 7 s sinx
I'= 0 cosx + sinx dx et ] = fO cosx + sinx
Calcule I + ] et I - ] puis en déduis les valeurs de I et J.
e g s 1l xe*
- On se propose de calcule I'intégrale J définie par J = fo (re? dx
L 1 eX
1) Calcule les deux intégrales A et B tel que A = J; " —dx et B = fo Tre)y dx
. . . o1 ct
2) Détermine lesréels a; betc tel que: 707 +1—+t + aro2 (1)

3) En posant t = e* dans I'égalité (1), calculé I = fo ﬁd"

4) a- A l'aide d'une intégration par partie, exprimer J en fonction de I.

b- En déduis la valeur de J.
- On considere les intégrales I = [" cos*xdx et ] = [ sin*xdx.
1) a- Montre que l'intégrale I peut s'écrire [ = f0" cosx(cosx — cosxsin®x)dx
b- A l'aide d'une intégration par parties, Montre que I = fO’T sin®xdx — %]
c- Montre de méme que J = [, cos®xdx — %I
2)a- Montrequel + ] =—

b- Montreque/-1 = 0

c- Endéduis les intégrales I et J.

Intégrales
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Calculs de valeurs moyennes

L’intensité du courant qui circule dans une bobine en fonction du temps t, a été modélisée par

la fonction i telle que pour tout t € R; i(t) = 5sin (1007‘[t + %)

1) Détermine la période de cette fonction.
2) Calcule la valeur moyenne de I’intensité i du courant sur cette période.

- La variation de la température de la larve d’un volcan, a été modélisée par la fonction f telle
que pour toutt € [10;30], £(t) = 3t% + 2t oU t est exprimé en degré Celsius.

- Silalarve est a la température de 10°C alors le volcan est au repos.
- Si lalarve est a la température de 30°C alors le volcan rentre en éruption.

Qu’elle est la température moyenne de la larve ?

Suite a un début de contamination de la maladie a Virus Ebola dans notre pays, on a constaté
que le nombre de personnes ayant contracté la maladie t jours aprés I’apparition des premiers
cas est donné par : f(t) = 45t> —t> Avect € [0;25].

Calcule le nombre moyen de personnes malades durant les huit premiers jours.

Calculs d’aires
- Soit la fonction f définie par f(x) = %xz —3x+4
1) Détermine la valeur de I’intégrale flsf(x)dx

2) Ci-dessous est donnée la courbe C; représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé(o ;7 ; J).

|
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 4. Primitives — Intégrales
Page 269



On souhaite Détermine la valeur de I’aire du domaine plan grisé.

a- Détermine les zéros xy et x; de lafonction f (avec xy < xq).

b- Détermine la valeur de I’intégraleflx"f(x)dx + ff’l f(x)dx.

c- Détermine la valeur de I’intégralef;: f)dx.

d- En déduis I’aire de la partie grisée sur le graphique. (Unité graphique : 2cm)

- Soit la fonction f définie par f(x) = x* + x3 — 3x? — 2x + 1.

Primitives - Intégrales

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0 ;7; j) dont les unités

graphiques sont : 6¢m sur I’axe des abscisses et 2cm sur I’axe des ordonnées

Calcule I’aire du domaine hachuré en cm?

L |
é\/

On considére la courbe ci-dessous représentant une fonction polyndme f de degré 2 dans un

repére orthonormé (0 ; 7; j) d’unité graphique : 2cm .
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| 2) En déduire en cm?I’aire de la partie

yr 2
n On rappel que f(x) = ax* + bx + ¢
3+ ! 1) En utilisant le graphique, déterminer
2+ : lesréels a; b etc.
1+ I
| | = I |
3

Hachurée sur le graphique.

- Soient f: - 2x? — 2x + 1 et g: » x3 — 3x + 3 deux fonctions de courbes respectives (Cf)
et (C,)dans un repére orthonormé (0 ; ; j) d’unité graphique : 2cm .

1) Tracer (C;) et (C,) dans le méme repére.
2) Calcule en cm? I’aire 5 de I’ensemble des points M compris entre les courbes (Cf) ;
(C,) et les droites d’équations x = —1 et x = 2.

- On donne la figure suivante dans un repere (O ; 7; ) d’unité graphique 1 cm .
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1) Calcule en cm? les aires &%, ; &% et &% hachurer sur le graphique désignant respectivement
I’aire d’un demi-cercle, d’un triangle et d’un rectangle.

2) En déduis I’aire totale.

Solutions

Primitives directes

En utilisant les formules de primitives directes, calculons I’ensemble des primitives des
fonctions suivantes :

1- f(x) = 4x3+x2 -4 >F(x)——x + x3 —4x + k = x* + x3—4x+k

2-f(x) = (x> =3)3 = x® —9x* +27x%2 — 27 =>F(x) = ;x7—gx5+3x3—27x+k

3-f(x)=%x3— §x2—1:>F(x)= %x4—gx5—x+k

4 f(x)= V=3x +2 =>F(x) = —=(-3x+2)V=3x +2 +k

5-f(x)= 35— & =F@) = —2-2Vx +k

6- f(x) =3(—x+2)(3x +2)% = —27x3 — 31x? + 60x + 24 =>

F(x) = —%x4—%x3—30x2+ 24x + k

7-f(x) = Cos(—6x +5)=>F(x) = —%sin(—6x +5)+k
8- f(x) =3Sin(1 —4x)=>F(x) = % cos(1—4x) +k
1 3

1 1
O-f(x) =575 =5% =>F()=;x1+ tang?3x) + k

Cos23x

-1

2(3x + 1)2 +k

10-f(0) =

3 -
(3x + 1)3 =>F(x) =

11- f(x) = (4x — 4)(2x% —4x +1)2 =>F(x) = 7 (x> —4x +1)° +k

12- f(x) = % =>F(x) =2V=6x+5+ k

7 -5 -5 7

13- f(x) = -X = X3 >F(x) =

(7x +3)3_7 (7x + 3)3 (7x+3)3

-1

7 2(7x+ 3)2+k
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5

14(7x + 3)2 tk

=> F(x) =

_ -6

14-f(x) = (x—1)(-3x2+6x+7)*= X (- 1D(=3x2+6x+7)2

= ==X (=6x +6)(=3x2 + 63 +7)? => F(x) = = x (=3x2 +6x +7)* + k

1 -8 1 1 -8 _ __l —
15-f(x)—\/ﬁ—_—gxm—_—8xm—>F(x)— SXZV 8x+1+k

= F(x) = —%\/—8x+ 1+k

Sinx —Cosx —(=Sinx + Cosx) 1
(Cosx + Sinx) (Cosx + Sinx) 2( Cosx + Sinx)

16- f(x) =
Primitives et linéarisation

En utilisant les formules de primitives directes, linéarisons puis calculons I’ensemble des
primitives des fonctions suivantes :

1) f(x) = Sin’x

7— 2‘)3 _(Z-2)3 _73-37227+327%-73

Posons 0 = x = > f(x) = Sin®0 = (Sin6)> = ( ) Tay T —

(23-73)+ (3222 +322%) _ (z3-273)-32Z(z-12)
-8i -8i

=>f(x) =
Or Z" — Z"=2iSin(n@) =>Z3 — Z3 =2iSin(30) et Z—Z =2iSin®
De méme Z"Z"=1=> 77 =1

2iSin (30)+3(2iSin (0)) _ 2iSin30+6iSin 6
—8i —8i

=>f(x) = = _%(smse +3Sind)
=>f(x)= —%(sm39 +3Sinf) or0=x
=>f(x)= —%(SinSx + 3Sinx) => F(x) = —% [—%cosSx — 3cosx] +k

=> F(x) = %cos3x + %cosx +k

2) f(x) = Cossg

775 75
Z+Z Z+7Z
Posons 0 = % => f(x) = cos’0 = (Cos@)® = (%) = (;)5)
|
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7545247 41023724 102273+ 5274+ 75

f@) = s
Z5+75)+ (5247 +527%) +(10232% +102273

msfy = ET( ) 4 )
Z5+75)+52Z(23+ Z3) +102%22%2(2 + 2)

=5 f(r) = T2 2)

32

Or Z"+ Z" =2Cos(n0)=>Z°+ Z°> =2Cos(50) ;Z> + Z°=2Cos(36) et
Z+Z7Z =2Cosb

Deméme Z"Z"=1=> ZZ=1etZ%*7%>=1

:>f(x) :2C05(59)+5(2Cos:§239))+10(2Cose) 25(605594-5(:0539 + 106059)

=> f(x) = (Cos50 + 5 Cos36 + 10Cos6) or 0 ==

1 5 3
=>f(x) = E(Cos%+5€os% + 10COS§)

102 5x 10 3x x 1 5x 5 3x 5 x
= F(x =—[—sin— — sin= ZOSin—] k=—sin=+4+—=—sin= + =sin=+k
(0 16 L5 2+3 2+ 2+ 40 2+24 2+4 2+

3) f(x) = Cos’x+Sin’x

3 3
Posons 0 =x = > f(x) = cos*+sin®0 = (Cos0)3(SinO)3 = (%) (ﬁ)

(z+z‘)3x(2— 0} _ z+D3@z-2)°
@3 " @)’ — 64i

=> f(x) =

(z3+322Z +327%+ 73)(23- 3227 +327°%- 73)
— 64i

=>f(x) =
Apres development, ona:

(26-2°) +(-32%2% +32%7%) _ (26-2%)-3227%(2°-7?)
— 64 - —641

f&) =

Or Z" — Z"=2iSin (nf) =>Z° — 7Z°=2iSin(60) etz — Z? =2iSin(20)
De méme Z"Z"=1=>7%7°=1

2iSin (60)— 3(2iSin (20)) _
— 64i

=> f(x) = _27 (Sin66 — 3Sin20) == (Sin66 — 3Sin26)

Or 6=x =>f(x) =%(5in6x — 3S8in2x)

|
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= F(x) = % [—%cos6x + %cost] +k= —écos&c + %cost +k

4) f(x) = Sin*(— x + 3)

3 _ A3 3_a727 72_ 73
Posons 0 = — x + 3 => f(x) = Sin*0 = (Sin6)> = (%) = (Z(Zi)z3) == Z_J;?ZZ 2

_(23-73)+ (3222 +322%) _ (23-7%)-32Z(z-12)
-8i -8i

=>f(x)

Or Z" — 7" =2iSin(nd) =>Z3 — 73 =2iSin(30) et Z—Z =2iSind
De méme Z"Z"=1=> ZZ =1

_ _ 2iSin (30)+3(2iSin (0)) _ 2iSin30+6iSin 0
=>f)= —8i - —8i

= =~ (Sin30 + 3Sin6)
=> f(x) = —;(Sin30 + 3Sind) orO=—x+3
=> f(x) = =1 [Sin3(= x + 3) + 3Sin(— x + 3)]
=>f(x) = —% [Sin(=3x + 9) + 3Sin(— x + 3)]
= F(x) = —% Ecos(—Bx +9) —3cos(—x + 3)] +k
= F(x) = —%cos(—3x +9)+ %cos(— x+3)+ k
Primitives vérifiant une condition
. Détermine la primitive F de la fonction f vérifiant les conditions indiquées :
1-f(x)= x3—x%2—-1 et FO)=7
f)=x3—x2-1=> F(x)= %x4—§x3—x+k. Or F(0)=7 ©k=717.
D’ou F(x) = %x“ —%xe‘ —x+7
2-f(x)=(x—3)° et F(3)=0
f@ =3 =>F) = “ gk or F@)=0®k=0

s -3)7
Dol F(x) = £=2°
|
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3-f(x) = (3_2x)3 et F(0)=0

1

U B _
FO) = Gy = 72X Gy TFW = 2X Ty thE g5y Tk

Or F(0)=0 & k=1.Dol Fo) =1 !

1
3-x)2 + 5

5- £ (x) =#}f+5 et F(0)=+5

x —3
2_6x+ 5

2x —6

Vx2—6x + 5

x =3

_zx _1X
2 Jx?2-6x+5 2

fo) =7

=>F(x) = %XZ\/xZ—6x +5+ k=>F(x)= Vx?—6x +5+ k.OrF(0)=+5 ®
V54 k=v5 ®k=0.D00 F(x) = VxZ—6x +5+

6- () =~ et F(5)=1

Cos2x

fO) = >F@) =———+ k. OrF(3)=1® -1+ k=1® -2+k=1
2

Cos?x

=>k=3 .D’ouF(x)=—$+ 3

. Soit la fonction f : R - R

3x3— 7x2+ 5x+1

TG e

1) Déterminons I'ensemble de définition.

Df =R—{1} = ]-00;1[U]1; +oof

c
(x—1)?

2) Déterminons les réels a,b etc telque: f(x) = ax + b +

La division Euclidienne de (3x3 — 7x? + 5x + 1) par (x — 1)? donne :

C
(x—1)2

2
(x=1)%"

fx)=3x—-1+ Par identification avec f(x) = ax + b +

Ona:a=3; b= —-1et c=2
3) En déduisons la primitive de f qui s'annule en 0
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f(x)= 3x— 1+ﬁ=> F(x)=%x2—x— %+k.OrF(0)= 0L k=-2

D’ou F(x) =%x2 —x— &—2
.Soit les fonctions f et F définies par : f(x) = xv3 — 2x et F(x) = (ax? + bx + ¢)V3 — 2x

Déterminons les réels a ; b et ¢ tel quev x € ]—oo; %] F soit une primitive de f sur ]—oo; %]

B : F est une primitive de f si et seulement si F’'(x) = f(x)

, —5ax? + x(6a — 3b) + (3b — ¢)
F(x)=(ax? + bx + c)V3 —2x =>F(x) = s e i . Or
f(x) =xv3 — 2x.Paridentification: F'(x) = f(x) &

—5ax? + x(6a — 3b) + 3b — ¢) _ —
NEyTd = xv3 2x &

—5ax? +x(6a—3b) + (3b—c¢) = x(3 —2x) &
—5ax? + x(6a — 3b) + (3b — ¢) = —2x? + 3x. Par identification, ona :
1 3

2
a==-;b=—- etc=—=
5 5 5

D’ol F(x) = (g x? —éx—g)m = é(sz —x=-3)3-2x+k
Intégrales
Intégrations a I’aide d’une primitive
. En utilisant les formules des primitives, calculons les intégrales suivantes :
1)1 = f01(4x3 — 3x%2+2x—5)dx=>1 = [x* — x3+ 2x% —5x ]}
=] =FQ1)-F0)= (-3)—- (0)= -3
I = ffn Sin(—2x + m)dx =>1 = Ecos(—Zx + 1) ] s

1 1

=1 =Fm - F(m = (-3) - (-3) =0

3)1 = [ VAx+9dx=> I = [%(4x+9)\/—4x+9]g
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125

1 = -F0 = (2)- ()=
\/—= [20 ]\/§

_ V31
dx = —20_[\/2—361 N

V35
H1=-4f;% —20[——

x2

1 = (05) () = (2) - (2) =2

2 3

2

2

2 2 3 (x+2)%
51 = [ ,(x+2)0Vx+2dx = [" (x+2)2dx => | = |=—5—

-1

= 1= fa+rnrrz] =1 =F@)-F0=(2)- (=2
0 1= [ =1 = [ Ade =1 = [2r—1];

=>[ =F(5) = F(2) = (4) — (2) = 2

NI =[] —dx 2> =f12:—§><¢x‘2f:;+sdx =5x [} A——dx

=1 =-1x[2vaT= 2x+5], =[-VxT— Zx+5]

= = F(2) - F(1) = (—V5) = (-2) = 5 + 2

™ T T

> Sinx — Cosx > —(=Sinx + Cosx > —Sinx + Cosx
8) I = [5——r—dx =>1] = 271(—.2) ——fzn—.z

-3 (Cox + Sinx ) -3 (Cox + Sinx ) -3 (Cox + Sinx )

T T
- e =l 2= () - (-5)
=> = - |—- = |— => = - — —_—) = - —
I [Cox + Sinx]_% Cox + Sinx _% I F 2 F 2 (1) ( 1)

:>I = 2

9) I = [, (x* = D3 = 3x+ 1)’dx =>1 _flg( 2 - )3 = 3x + 1)%dx

3_3y 4q1
- 3)(x3— 3x+1)3%dx =>1 = [M]
0

1,1
=] :§f0 (3x2 .

=1 =F()-FO)=(3)- (})=0

4

1
10) I = fol(—Zx +1)V5x2 —5x + 4dx = fol(—Zx +1)(5x% — 5x + 4)2dx

Intégrales
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_ -5 1 2 1 1 1 2 1
=] = _—5 X fO (—2x + 1)(5x —5x + 4)2dx = —_5f0 (10x - 5)(5x —5x+ 4)2dx

371
2_x 2
=] =L[Ml =[—%(5x2—5x + 4)V5x% —5x + 4]

1
-5 2 0

z 0

16

= =F()-FO) =(-1)- (-2)=0

1)1 = [} x> —3x +2|dx = [} (x? = 3x +2)dx + [ (=x+3x — 2)dx
=1 = [t -2y Zx]; i Zx]j

=> 1 =[F(0)—FD]+ [F(1)-F@)]= [F(0)—F] + [F(1) - F(2)]

=1 =[)- @]+ [-)- (Dl=-1 -3+ oo

12) I = [flcos(2x —m)|dx => I = [Fcos(2x —m)dx => | = Esin(Zx - n)]g

1

=126 ()-r0= (-)- = -}
Intégrations par parties
. En utilisant la formule de I’intégration par partie, calculons les intégrales suivantes :
1)1 = [; xSin2xdx
Posons : u(x)=x=u'(x)=1

v'(x) = sin2x =>v(x) = —%cost
T T
Alors [ = [—§c032x]0 +f0n%6052xdx = [—§c052x]0 +%f0n cos2xdx =>

I = [—%cost]Z +% E sian]Z = [—ECOSZX]Z + Esian]Z = [—%cost + isian ]Z

= 1=F(m)-F(0) = (-5)- @ = -3

X 1

2 2
2)1 —f_lmdx —f_lxxmdx
Posons : u(x)=x=>u'(x)=1
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v'(x) = ——> v(x) =2V + 2

Alors I = [2xVx+ 2| — [° 2Vx ¥ 2dx = [2x/x ¥ 2] 2 J* x ¥ 2dx =>

= [2xx ¥ 2], -2 Far+ 2va+ 2]2_1 = [2xVx ¥ 2), - e+ 2va+ z]i1

[Zx\/x + 2 %(x + 2)Vx + Z]i1

=>1=F(2)-F(-1 = (_g)_ (_E):

3 3

[FREN)

3)I= f04 xV4x + 9dx
Posons : u(x)=x=>u'(x)=1

v'(x) =vVidx +9=>v(x) = %(4x +9)V4x +9
Alors [ = [ (4x% + 9x)V4x + ] — (4x + 9)V4x + 9dx
=] = E (4x? + 9x)Vax + 9]2 — = J, (4x + 9)VAx + 9dx

4 3
= E (42 + 9V +9| — -y 4(4x +9)7 dx

4

= [ (4x? + 9x)VAx +9 ] [“%”9—)%]

0

= [Fax? + 9x)\/m]z ~Llax+92 ]:
=E@uz+9@VIFFﬂz—éﬂMx+9YVZFI§K
= s (ax? +9x)m -G+ )W]
= [Fx? +90VEF9 - (2 +2) VA F9 |

=> [ =F(4)-F(0) = (@)_ (E)= 325

12 4
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4= f_lz(x — 52 — xdx
Posons : u(x)=x-5=>u'(x)=1

v'(x) =vV2—x=>v(x) = —§(2 —x)V2 —x
Alors I = [—%(2 —x)(x —5)V2 —x]l_z +f_12§(2 —x)V2 — xdx
=] = [—g(z —)(x-5WZ—=x x]l_z +2,@- X)2dx

=[-ie-0G-5 )\/m]l_z -2 -@- %7 dx

1

=[-ie-0&-s )\/m]l_z - g[%‘i]
-2

2

= [He-ne-sa=] - e - o

- [—%(Z—x)(x—S)\/m]l_z -t - x)g]l_2
- [_g(z—x)(x—S)m]l_z —4@ -0z -z,
= [Fie-ne-5NVI—x - 1 —x)z\/m]l_2
= 1=F-F2) = (5)- ()= -

5) I = [%x*Cos(x + m)dx
2

Posons : u(x) =x?=>u'(x) =2x

v'(x) = cos(x + m) => v(x) = sin(x + m)

Alors I = [x?sin(x + 1) ]Z - fi 2xsin(x + m) dx =>
2 2

I =[x%sin(x + n)]E_E -2 f_%xsin(x + 1) dx . Posons A = f_%xsin(x + ) dx
2 2 2
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=> [ = [x%sin(x + m)]% — 2A. Intégrons ainsi par partie A = ff,, xsin(x + ) dx
2 2

A= fi xsin(x + ) dx
2

Posons : u(x)=x=>u'(x)=1

v'(x) = sin(x + ) => v(x) = —cos(x + )

Alors A = [—xcos(x + 71)]2E + f_EE cos(x + m)dx = [—xcos(x + 71)]2E +[sin(x + 71)]2E
2 2 2 2

=> A= [—xcos(x +m) + sin(x + m) ]E_E
2

™

= | = [x%sin(x + T[)]?E —2A.Avec A= [—xcos(x +m) + sin(x + m) ]Z
2 2

s s

=> [ = [x%sin(x + )%, — 2[—xcos(x + 1) +sin(x +m) 1%,
2 2

=> [ = [x?sin(x + 71)]2E + [2xcos(x + m) — 2sin(x + m) ]zg
2 2

NIE]

=> [ = [x%sin(x + m) + 2xcos(x + m) — 2sin(x + 1) 1*x

o 1= () (D)= () (Y-

. Soient les intégrales I et J définies par : I = [2(x + 1)Cos*2xdx et J =[2(x + 1)Sin*2xdx

1) Calculons: I + J.

T z
2 2

I+ ]= [2(x+1)Cos*2xdx + [2(x + 1)Sin*2xdx = [2(x + 1)(cos?2x + sin*2x)dx

s

- _[1.2 z
=[x+ Ddx = [zx +x]0

= I=F(%)—F(0)= (n2;4n)_ 0) = ﬂ2;4,,

2) Calculons : I - J en utilisant la technique de I’intégration par parties.

|
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| —J= [2(x +1)Cos?2xdx — [2(x + 1)Sin*2xdx = [?(x + 1)(cos*2x — sin®2x)dx

= J2(x + 1)(cos4x)dx
Posons : u(x)=x+1=>u'(x)=1

v'(x) = cosdx =>v(x) = %sin4x

Alors | —J = [(XH)

sindx 2 —sm4x dx
] -7

= |-J= [(XID sin4x ] - —fz sindx dx = [(XH)S n4x]§ - % [—%COS‘]—X]E

T

sindx + —cos4x ]0

> 3=k ()P = (5)- (D)= o

3) En déduisons les valeurs de | et J.

[(Xi-l)

2
D’apreés les questions 1) et2),ona: 1+ J= %4” et 1-J=0
Formons ainsi le systtme avec | +J et | —1J
{I +]= ”2;4” (1)
[-]=20 (2)
2 2
La somme des équations (1) et (2) donne : 2] = 2220 =5 j = T AT

16

2
En remplacant I par sa valeur dans I’équation (2), on obtient = A ] =0=>

2 + 4
J= 16

Intégrations par changement de variable

. En utilisant un changement de variable, calculons les intégrales suivantes :

NI =

w—

Posonsu=x+2 =>x =u— 2. Alorsdx = du
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Six=—-1alorsu=1 et Si x=2alorsu=4

=1 =['"Zdu = [ Zdu- [} Zdu= [ Vudu-[' Zdu

= ! Vadu =2 G =1 =[] - 22Vl = [fuve] - [aval]

1 = [ - i

8 10

= I =F@®-F) = (-3)-(-5) =

w N

2 x
2)1 = f_lmdx

Posonsu=x%2—-1=>x*=u+1=> x =+u+ 1. Alors 2xdx = du

_ _ du _ - — du
=>dx = 2X.Orx—\/u+1 > dx T

Six=—-1alorsu=0 et Six=2alorsu=3

L 3NEFTL A _ 31 131
>l =) e s = h 7

T2
=1 =1[2vu]) = [Va], =1 =F(3) - F(0) = V3-0= V3
- Soit le polyndme p définie par : p(x) = x® — 12x — 16.
1) Montrons que —2 est un zéro double de P.

—2 est un zéro double de P si et seulement si x3 — 12x — 16 est divisible par (x + 2)?

La division Euclidienne de x3 — 12x — 16 par (x + 2)? donne pour quotient x — 4 et pour
reste 0. D’ol —2 est un zéro double de P. Ainsi la forme factorisée de P est :

p(x) = (x —4)(x +2)°.

2) En utilisant la méthode de I’intégration par partie et la méthode par changement de variable,
calculons I’intégrale : I = ff,/p(x)dx

1= [2Jptdx = [} o —4)(x +2)%dx = [ (x +2) Vx — 4dx.

- Méthode d’intégration par parties :
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1= ff(x + 2) Vx — 4dx
Posons : u(x)=x+2=>u'(x)=1

v'(x) =vx—4=>v(x) = g(x —4)Vx —4
Alors 1 = [3(x +2)(x — H9Vx — 4E — [ 2 (x = 4)Vx = ddx

=] = E (x+2)(x—4)Vx — 4]2 — gf:(x — 4)%dx

5.5

—Eo+ne-avr=4] - %[("‘5‘”7]
4 4

2

= E(x+2)(x—4)\/m]j —%[(x—ZL)%]i

= E (x +2)(x — 4)m]j —%[(x — 4y ]i

G+ 20— 9 —4]i (RO = )

= fa+2G-9vr—4- (- 4)2m]i

=>=F&) -F®) = (B)- =2

5

- Méthode d’intégration par changement de variable :
1= ff(x + 2) Vx — 4dx
Posons u=x—4 =>=u+4.Alorsdx = du

Six=4alorsu=0 et Six=5alorsu=1
=1 = [[(u+4+2)Vudu= [, (u+6)vVudu= [ (wu+6vir)du

10 32 1 3 1 1 3 1
= uz + ujau = uz du + udau = uz du + uau
fy (w2 + 6var) du = [ urdu+ f) 6vudu= [juzdu+6f;vud

1= [ ol =, ol = i+ ],
2 1o
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= 1=F)-FO) = (£)- 0 =2

5

Intégrales et suites

- Soit I'intégrale 1, définie par : I, = [? Sin"x dx

1) En utilisant la technique d'intégration par parties, trouvons une relation entre I,, et I,_,
(On posera : Sin™x = Sin™ xeSinx)

I, = [2Sin"x dx = [? Sin"'x « Sinx dx

Posons : u(x) = Sin"'x =>u'(x) = (n — 1)cosxSin"2x
v'(x) = Sinx => v(x) = —cosx

Alors I, = [—cosxSin”_lx]g — JZ —cosx(n — 1)cosxSin"*x dx

=> I, = [~cosxSin"'x]g +(n — 1) 7 cos’xSin"*x dx

T

= [—cosxSin”_lx]g +(n—-1) foi(l — Sinzx)Sin”‘zx dx

us

= [—cosxSin"‘lx]g +(n —1) [2(Sin"2x — sin™x) dx

= [—cosxSin"_lx]g +(n—1) [2Sin"Pxdx — (n— 1) [? Sin™x dx

onNn|d

=(n-1) fOESin”_Zx dx — (n—1) [2 Sin"x dx. Avec [—cosxSin"'x]§ =0
=1, = (Tl - 1)171—2 - (Tl - 1)171 < I + (Tl - 1)111 = (Tl - 1)171—2 A

Ld+n—1)= (n=Dl_, @nl,= (n—1I, , & =>1[, = 2=

In—2

D’ou larelationentre I,, et I,_, est I, = %In_z.

2) Ondonne I, = %.Calculons: I, et I,

Onsaitque: I, =

(-1
— 1.

- Pourn=2;o0na:l, = (2;1)12_2= %Iozé(%)z %
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- Pourn=4;o0na:l, = (4_1)14 , = —12 %(%) = i—z
- Soit l'intégrale I,, définie par : I,,= folfl_zdx (n=0)
1) Calculons I,
I =fol%dx == J, P dx = f) i dae 1 ) i dx
=> = H[2VT+ 2], = [VI+ 22, => Iy = F() —F(0) = (VZ) - (1) =vZ - 1
=] =+2-1

2) En intégrant par parties, montronsque Vn > 1 ona: (2n+ 1), =v2 — 2nl,_;.

2n+1 2%

_rlx x2" 2n o X _llzn.
b=l fem =y e dr = fy e e = S e

Posons u(x) = x** => u'(x) = 2nx?"!

v'(x) = \/% => v(x) = 2V1+x?

1
=], =%[2x2"\/1 + x2|0 - %fol 4nx®" 1 V1 + x2 dx

= [xV1+ x2|[1J - 2n fol x2 11+ x2 dx
( 1+x )(\/1+x2) _ 14x2

\/1+x2 - \/1+x2

En rendant rationnelle v1 + x2; ona: V1 + x2

1 2
=>1, = [x"V1+xZ] — 2n fol x2n1 \}%dx
X

1 (1 +x2)x2" 1

= [xZ"v1+x2| an de

1 xZn 1+x2n+1

= [xZ"v1+x2| - 2n de
_ on 1 > 2 2 2 2 +1
= [xZV +x| - nf \/+_ nf J—

x2n+1

1 1x2"_
2 2| =2 =>] =7 —
Or [x*"V1+x2| =v2=>1, =2 ano vess an \/_

Intégrales
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= —2nl,_1 —2nl,
=>] +2nl,=v2 — 2nl,_; © Q2n+ DI, = V2 — 2nl,_,
D’ou larelation : 2n + 1)I, = V2 — 2nl,_;
3) En déduisons la valeurde I; ; I, et I5.

2 -2
3

- Pourn=1;0na:3l =2 - 2lj=v2 - 2(§2-1)=2—-2=>1 =

- Pourn=2;o0ona:5L =+2 — 4, =2 — 4(2_3‘/7):>12= _8:—57‘/?
- Pourn=3;0na:7L =2 — 6l,=>1; = %7

- Soit l'intégrale I, définie par : I,,= f_ll(t2 —1"dt (n €N)
1) Démontrons que I,= 2 fol(t2 — 1)™dt puis calculons I
Appliquons la relation de Chasles entre —1 et 1.
=1, = [L(t? - Drde = [°, (7 — D"dt + [, (t? - D"de
Ainsi posons A = f_ol(t2 — 1)"dt puis Effectuons un changement de variable.
Posonst = =X => X = —t . Alorsdt = —dX
Sit=—-1alorsX=1 et Sit=0 alorsX=0
=>A= f_ol(t2 - Ddt = — f_ol(t2 —Ddt = fol(t2 —dt
Dol l, = [J(t? — Dde + [, (t? — D"dt = 2 [} (t* — 1)"dt
=>1, = 2 [;(t? — D de (ce qu'il fallait Démontre)
En déduisons la valeur de I
L= 2[[(t2 = Drdt =>1y= 2 [ (t* -~ D)°dt = 2 [ 1dt = [2t]} = 2.

:>10= 2

2n

2) Démontrons que Vn € N ona: I, = ———1,_

1

On sait que I, = Zfol(t2 -t => I, ; = Zfol(t2 —1)"~ldt
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L=2[[(t2=Drde =2 [[(t2 = D"+ = 2 [1(t2 = D" x (¢ — 1dt
=2f 22— D" tde— 2 [ (¢* - D)Lt
=2f ext(t?— D" tdt— 2 [/ (¢* - )" tde
= [ ex2e(t? =D tdt — 2 [} (2 = )" Vde = [t x 26(¢% = )" de — 1,
=1, = [l tx2t(t? = D" tdt — I, 4
Intégrons par partie I’intégrale fol tx2t(t> — 1" 1dt
Posonsu(t) =t => u'(t) =1

VO = 2 -1t = v =)

nql n nql
= [Jtx 2t(t? - 1)" 'dt = [—”(ti‘l) ]0 — (D g or [—”(ti‘l) ] =0

0 n 0
= flt x 2t(t? —1)"ldt = —ifl 2062 — 1)"dx = ——1,
0 2n 70 2n "
- 1 _ 1
Dol I, = [y tx2t(t* = D)" 'dt — I,y = -l =
1 1 1
=> In = _Zln _In—l Nad In +Z1n = _In—l Nad (1+Z)In = —lh Nad
2n+1 _ _ 2n
( 2n )I" = Thoy = h= - m e
Doul, = —2:%1“_1 (ce qu’il fallait Démontre)

m
N g T d
Soit I'intégrale 1, définie par : I,=[* —COSan+ i

. . . 1 C C
1) Déterminons le seul réel a tel que : V x [0 ; %] ona:—= % o

" Cosx 1— Sinx 14 Sinx’

1 _  aCosx aCosx 1 _ aCosx (1+ Sinx) +aCosx (1 — Sinx)
Cosx 1— Sinx 1+ Sinx Cosx (1 - Sinx)(1 + Sinx)
= 1 _ aCosx(1+ Sinx + 1— sinx) _ 2aCosx __ 2a = 1 _ 2a
Cosx 1— sin2x cos?x cosx Cosx cosx

Par identification,ona:2a =1=>a =%

|
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1 _ Cosx Cosx

Drou Cosx 2(1 - Sinx) 2(1 + Sinx)’

2) Calculons la valeur de I,.

L dx LAY z Cosx Cosx
o= [fF—% =5 = (11 gx= 4( + )dx
n fO Cos?n+ 1y 0 0 Cosx fo 2(1 — Sinx) 2(1 + Sinx)

™ ™ ™
1~ Cosx Cosx 1 + Cosx 1 + Cosx
= 10=—f4( : , )dx=— t———dx + - [+ ———dx
1— Sinx 1+ Sinx 270 1— Sinx 270 1+ Sinx
™ ™
1 + —Cosx 1 + Cosx
= Jyg=—cft———dx + - ]t ———
0 270 1 - sinx 270 1+ sinx
T ™
=> [y = —[In(1 — sinx)]* + ~[In(1 + sinx)]* . Puisque = Ina = va , alors :
0 2 0" 2 0" 2 ' :

I = [~tnVI—sinx + T ¥ sinx | = [InvT+ sinx — InyI—sinx |*

V1 —sinx 1- sinx

T
Puisque Ina — Inb = ln%,alors Iy = [ln( “S‘"" ] [ ( 1+smx> ]

=> Iy = F(3) = F(0) = In(1 + V2)

3) Démontrons a l'aide d'une intégration par partiesque : vn € N*ona:

2—71.
ZTlIn = (ZTL - 1)111—1 + f

(On pourra poser : ! = ! x — )

Cos2n +1y Cos2n—1x Cos2x

s

- dx - 1 1
= |[4— _=> = |4
1" fO Cos2n + 1y In fo Cos2n — 1x Cos2x dx

1 (2n —1)sinx

Posons u(x) T == u ( ) T Cos?ix

’ 1 sinx

vXx)= => v(x) = tangx =

( ) Cos2x ( ) 9 cosx

1 sinx & (2n —1)sinx sinx
=1, = [ n— 1 ] - f4 2

Cos<m x cosx Cos<™ x cosx

=[ sinx ] _ f4 (2n —1)sinx Xsiﬂ dx =[ sinx ] _ f4 (2n —=1)sin2x dx

Cos2M x Cos2M x cosx Cos2™ x Cos2n+l x

:[ sinx ] f4(2n -1)(1 - cos %x) dx [ sinx ] —(Zn—l)f_ 1 —cos?x dx

Cos?2m x Cos2n+l x Cos2m x Cos2nily

|
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sinx z cos2x
- [Coszn x ] - (27’1 - 1) fO CosZ""'lx dx + (27’1 - 1) f04 CosZntly dx

sinx % z 1 T —1
- [ ]0 N (27’1 - 1) f04 Cos2n+1 dx + (Zn - 1) f04 Cos?n+1 x e cos—2x dx

" Lcos2n x

sinx % T 1 T !
= o [~ @n =D J§ Gy dx + @D ff ey

" Lecos2n x

us

_ [ sinx ]E -@2n-DI, +(2n-DI,_,.

Cos2M x

=}

2n
Cos“™ x c

sinx % n sing 7 i
Or ]0=F(Z)—F(0)=<( S%‘)* ) —(0) = (\/2_72)2" = <(n22>"

IS
IS

:gxznzx/?xznxz—lzﬁxzn—l

|
RN

~—~
N
—
3
o
(SR
~—
3

_V2xv2 _ 2

=1, =2x2"1—-Q2n-DI, +2n—-1I,_,.0r V2 = =5

=>] = % x 2"l — 2n— DI, +Q2n— DI, 4

=l =2-@n-Dl, +@n-Dly @ L +@n-1I, = \Z—E + @n-1I,_,

—DI_ +2

& @A+2n-1DI, = 3—;+ 2n—1I,_, ©2nl, =@2n =

D'oiVn € N'ona: 2nl, =(@n— Dy + %
- Soit l'intégrale I, définie par : I, = fol x™V1 — xZdx

1) Calculons 1.

=f01x"\/ — x2dx =>1 =f01x\/1—x2 dx =—f01—§x\/1—x2 dx

—x2)2

311

1 101 1 1 2

= _%fo —2xV1—x?dx=— [ —2x(1 —x*)2 dx = —%[(?l
0

[(1—x ] :_-[(1-x2)m]
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1

=1 = F(1) = F(0) = (0) - (—3) =3
2) En intégrant par parties, montrons que I, = :+;121n_2 (on posera x™ = x e x"7 1)

= folx”vl — x2dx = folx ox" W1 — x2dx = folx"_l exV1 — x2dx
Posons u(x) = x™1=> u'(x) = (n — 1)x" 2
v'(x) = xv1 — x2=> v(x) = —%(1 — x%)V1 — x2 . (D’aprés la question1°)
1
=] = [—%x"‘l x (1 —x?)V1—x2 ]0 + % n-1) fol x" 21— x¥)V1 — x% dx
1
=] = [—%xn_l x (1 —x%)V1—x2 ]0 + % n-1) fol(x"_2 —x"V1 —x2 dx
1
Or [—%x"‘l x (1 —x$)V1 —x2 ]0 =0
=] = % n—-1) fol(x”‘2 —x™)V1 —x2 dx
=], :%(n— l)folxn_2 1—x%2— % (n—- 1)f01x"\/ —x%dx
1 1 1 1
=1, = 3 (n - 1)In—2 -3 (Tl - 1)171 N 3 (n - l)ln = 3 (Tl - 1)171—2 A4
n-1

(143 @-D)h =te-Dh, & =", e

m+2), =m—-DIl,_, =>1, = %1,1_2 .
Doul, = ;12 .2 (ce qu’il fallait Démontre)
s g T |
- Soit l'intégrale I, définie par : I, = fo mdx avecn € N
1) Montronsque Vn € N; I, est croissante et majorée.

Pour tout x appartenant a I’intervalle [0 ; 1]; ona: x™*! < x"

— n+1 n . 1
=>1<1+x" <14 x" . Dol == < =
Enintégrantsur [0 ; 1]; ona: f = _f — 71 1dx30|tlnSln+1

Ainsi on endéduitque vn € N; I, estcroissante.
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1
x"+1

Dautrepart 0 < x" <1ldoncl1<x"+ 1<2d’ou % < < 1 eten intégrant sur

[0;1]; 0ma:; <L, <1 (1)
I, estune suite croissante et majorée donc elle est convergente.

2) Montronsquevn € N;ona:1— nl: < I, <1 .Endéduisons la limite de la suite I,,.

s 1s: 1 nyq_ xn n
Pour tout x appartenant a I’intervalle [0 ;1] ; ona : — S ha A .
x"+1 x"+1 x"+1
n A0 1 . x™ n x™ n
x"+ 1=1.Dou—— < 1soit — =>—x" @1- =1-x
x4+ 1 x"+1 x"+1

En intégrant sur [0 ; 1]; ona: f} (1 - %) dx > [J(1 - x")dx.

+1q91 1
] soit [, =21 ——.
n+ 11y n+1

xTL

Dbugz1—[

A I’aide de la relation (1), on obtient 1 — n#“ < I, < 1eten utilisant le théoréme des
gendarmes,ona:liml, =0
n-— +oo
- Soit l'intégrale I, définie par : I,(x) = [, t"Int dx (n € N —{-1}etx > 0)

1) En utilisant une intégration par parties ; calculons I, (x)

Posons u(t) = Int => u/'(t) =%

, n tn+1
vg)=t" =>v({) =
® ) ="
n+1 x n+1 n+1 X
=>In(x) _ [t Xlnt] _fx t x. = [t xlnt] _ 1 fx dx
n+l 1q 1 ¢t(n+1) n+l 11 n+171
entlxine1* 1 [ent11* et xine 1* entl 1*
_[ n+1 ]1_n+1 [n+1]1 - [ n+1 ]1_[(n+1)2]1
_ [t"+1><lnt g+l ]x _ [(n +1)e" xing — ¢+ ]x
n+1 n+D2 1, — (n +1)2 1

(m+D)x" e —x"tl41
(n +1)2

=>I,(x) =F(x) -F(1) =

2) En déduisons le calcul de J,, (x) = [ t"(Int)? dt
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Jo() = [ t"(InD)? dt = [ " x Int X Int dt = [] Int X t"Int dt

1

Posons u(t) = Int => u'(t) = -

(n +D)t " Ixint —¢n*1
(n +1)2

V' (t) = thint => v(t) =

fx (n +1)t" Ixint —¢n*1

1 t(n +1)2 dx.

P
_ (n +D)t " Ixine —¢n*1
=>Jn () = [[ (n +1)2 ] Int
1
X
_ fx (n +1)t"xint
1 t(n +1)2

x gntl

@+ ixing — ¢t
N [[ (n +1)2 ]lnt]

1 dx + f1 pew dx.

X

n+1 _+n+1 n n
_ [[(n +1)t Xint —t ]lnt] _fx t"xInt dx+fx t dx.

(n +1)? 1 n+1 1 (n+1)2
1

r 1x
1 n+1 l _4n+1 1 1
= || xint — ¢ ]lnt —— [[ " xIntdx + —— [ t"dx.
I 1

(n +1)2 n+1 (n +1)2

r 1x
1@ +netixing — ent? ] 1 1 [t"+1]x
- (n +1)2 Int ) n+1 In (X) + (n +1)2 Ln +1 1 ’

r 1x
_ 1@ 0t ixine — ent? ] mel — 1 [+t xine —¢ntl ]x 1 [t"+1]x
| (n +1)2 IR (n +1)2 1 D ln+1ly
[ +De I xine — gt ]x
Avec I, (x) = [ PR )
X
=> J.(x) = (n +De" ixine — ¢t ] Int — (n +D)t" Fixine — ¢t gntl
T n - (n +1)2 (n +1)3 (n +1)3 .

(n +Dx" xinx [(n +1)Inx —2] — 2
(n +1)3

=> J,(0) = F(x) = F(1) =

3) a) Calculons I,,(e) — J,, (e).

(m+Dx" iy —x"*t141
(n +1)2

_ +1D)x"  xinx [(n +1)Inx —2] — 2
et ]n(x) - (n +1)3

L, x) =

m+D)(e™ 1+ 1)+2
=>1,(e) ~Jy(e) = S
In(e)—Jn(e)

b) Déterminons la limite de =—"-

quand n tend vers + co.

|
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- Soient les intégrales 1 et J définies par : I = [ :

(n+D(e" 1+ 1)+ 2

_ T 3 n+1
lim I(e)7Jn(e) =lim (n +1) . (m+D(emty1)+2

en+l en+l = llm (n +1)3e"+1
n— +oo n— +oo n— 4o
, L 1
=lim 1139—""'1 =lim n_z =0
n — +oo n — +oo
LR . In(e)—Jn(e) _
D’ou lim BT 0
n— +o

Intégrales linéaires

s
- 1
— (2
cos?x dx et J fO cos*x dx
1) Calculons I
m 1 T
= 4 =] = 4 = (E) —_ =
I=J; —dx=>1 [tan(x)]} = tan ;) — tan(0) =1
=> 1 = 1
. . P T sinx
2) Soit la fonction définie sur [0 ; Z] par: f(x) = —55
a- Montrons que V x € [0- E] ona: f'(x)= 2 _ 2
"4 ’ cos*x cos?x '
sinx
f(x) ~ cos3x "
Posons u(x) = sinx => u'(x) = cosx
v(x) = cos3x => v'(x) = —3sinxcos’x
= f'(x) _ (cosx)(cos3x) — (—3sinx cos%x )(sinx ) _ cos*x +3sin%xcos?x
(cos3x)? cosx
_ coszx(coszx+3sin2x) _ cos 2x+3sinx _ coszx+3( 1—coszx)
- cos®x - cos*x - cos*x
_ cos?x + 3 —3cos?x _ 3 —2cos%x _ 3 _ 2cosx _ 3 _ 2
- cos*x cos*x " cos*x cos*x cos*x  cos?x’
2

Dol £ '(x) = ——

cos*x cos 2X

Primitives - Intégrales

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 4. Primitives — Intégrales

Page 295



Primitives - Intégrales

b- En déduisons une relation entre I et /.

3 2

Onsaitque: f'(x) = 7 - En intégrant £ '(x) sur [0; %] ;ona:

COS4X cos

2

COSZX

1

COSZX

dx &

L g id Lt 4
JEf ') dx = [ dx — [} dx =3 [f——dx =2}

0 cos%x

fo%f "(x) dx = 3] — 2I.Or fo%f "(x) dx = [FOO]}
=> 3] -2]=2

f(3)-fo =2

c- Calculons J.

4 s 4
e D’ou J =

3/ —21=2=>] = :

wN

2 2 2
+§1—§+§(1)—

- Soient les intégrales suivantes :

I'= [Zcos*xdx ;] = [2sin*xdx et K = [?2sin®xcos*xdx
1) CalculonsI-jetI + ] + K
I-] = [Zcos*xdx — [Zsin*xdx = [2(cos*x — sin*x)dx

™
= J2(cos*x — sin®x)(cos*x + sin®x)dx

2

Or cos?x — sin®x = cos2x et cos’x + sinx =1

us
T

= I—]=f0%c032xdx = [-]= EsianE=F(Z)— F(0)=0

=>[-]=0
Caculde!l + ] + K
I +]+K= fO%cos‘*xdx + fO%sin‘*xdx +f0%25in2xcoszxdx
= f?(cos“x + sin*x + 2sin®x/Jos?x)dx
= fog(cos“x + 2sin®xcos®x + sin*x)dx
= fO%(coszx + sin*x)?dx = fO%(l)zdx = fogl dx = [x]% = %
—————————————————————————————————————————
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=1 +]+K=7

2) Calcule : I + J - 3K puis en déduis les valeursde I'; J et K.
I +]-3K= fogcos‘*xdx + fO%sin‘*xdx -3 fO%ZSinZXCOSZde
= fo% cos*xdx + fO%sin‘*xdx -6 fogsinzxcoszxdx
= fO% cos*xdx + f[]%sin‘*xdx -2 fo% sin®xcos®xdx — 4 fO% sin®xcos?xdx
= fog(cosd‘x — 2sin®xcos?x + sin*x)dx — fo% 4sin®xcos®xdx

™ ™
= [Z(cos*x — sin*x)*dx — [2(2cosxsinx)*dx
™ ™
2 2

— (7 2 : 2. _ 2 2
= [Z(cos2x)?dx — [2(sin2x)*dx = [?(cos?2x — sin®2x)dx

T

= fogcosllxdx = Esinélx]g =F (%) — F0)=0
=>14+J-3K=0
Ainsi pour en déduis les valeurs de I; J et K ; on forme le systéme avec les équations :
I-]=0 ; 1+]+K=% et I +J-3K=0

I-]=0 (1)
=1 +]+ k=7 @)

I+J-3K=0 (3)

L’équation (1) donne I - J =0 =>1 = ] puisen remplagant I par J dans les equations :
(2)et(3),ona:

T =T
{]+]+K—2 <:>{2]+K—2
J+J-3K=0 2]-3K=0
La resolution de ce systeme Donne: | = j—z et K= %

En remplacant J par sa valeur dans I’équation (1) ,ona: [l = i—z
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- Soient les intégrales | et J définies par :

cosx sinx
I= et ] = fOZ

0 cosx + sinx cosx + sinx

Calculons I + ] et I - ] puis en déduisons les valeurs de I et J.

I +] _ cosx dx + 5 sinx dx = f?( cosx + sinx )dx

0 cosx + sinx 0 cosx + sinx 0 \cosx + sinx  cosx + sinx

s

= +si T T
=2 (M) dx = [? 1dx = [x]§ =%

cosx + sinx

:>1+]=%

s . us .
I _] _ cosx dx — f? sinx dx = fz ( cosx _ sinx )dx
0 cosx + sinx 0 cosx + sinx 0 \cosx + sinx  cosx + sinx

_f (C"S" Smx) x = [In(cosx + sinx)]% =F (%) - F0)=0

cosx + sinx
:>I—] = 0

Ainsi pour en déduis les valeurs de I et J; on forme le systeme avec les équations :

T

I+]=72 ¢t [-]=0

o=
I-j=

La resolution de Ce systéme Donne: [ =% et J= %.

- On se propose de calcule l'intégrale J définie par J = fol ﬁdx

1) Calculons les deux intégrales A et B tel que A = dx et B =

A_fo 1+e xdx =>4 = [ln(l + ex)]o =>A= F(1)_ F(O) =In (1+e)

1

= J) e =5 = [ (5 )] =8 = P00 P = 5

2(1+ )
. . . . 1 _ b_t ct
2) Déterminons les réels a; b et c tel que : TSl trot EFST Q)

1 e
01 f0(1+eX)2dx

Intégrales
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1 bt ct 1 a(1+t)2 +bt(1+1¢) ct

(1+t)2=a+1—+t+ (1+1t)?2 ¢>(1+t)2= (1+4¢t)? @
1 _a(1+t)2+bt(1+1) ct 1 _(a+b)t?’+Qa+b+c)t+a
(1+¢)2 (1+¢)2 (1+¢)2 (1+¢)2
Par identification ;ona:a=1; b= —1 etc= -1
DOl ——=1—-——— —* (1)
(1+t)2 1+t (1+¢t)2
3) En posant t = e* dans I'égalité (1), calculons I = fo ﬁd"
! =1-- - ‘ Enposantt =e*; ona:
(1+¢)2 1+t  (1+4¢t)? P - )
1 1 _ e* _ e*
(1+ex)2 T+e*  (1+e%)2

eX eX

1
Alors I = f0(1+ex)2dx f(1_1+ex a (1+eX)2)dx

—f 1dx — fo e dx—flde:folldx—A—B

1+e* 0 (1+e%)?

:[x]})—A—B:1—A—B:1—ln(1+e)— e 1

2 2(1+e)

o= 2 (122)
2(1+e) 2

4) a- A l'aide d'une intégration par partie, exprimons J en fonction de I.

eX

1
] = f0(1+ex)3dx fox T dx

Posonsu(x) =x => u'(x)=1

-1
v(x) = 2(1+e*)?

v'(x) =

(1+e")3 =

x 1, I N
== [2(1+ex)2] +f0 2(1+e%)? dx = [2(1+eX)2]0+5 0 (1+e%)? dx

-1
2(1+e)?

= — 1
= ] = +21

b- En déduisons la valeur de J.

-1 1 3+e 1+e
J= 2(1+e)2+51'or 1_2(1+e)_ln( 2 )

Intégrales
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_ _ -1 l 3+e _ 1+e\] _ -1 3+e _l 1+e
=>]= 2(1+e)2+2[2(1+e) ln( 2 )]_ 2(1+e)2+4(1+e) zln( 2 )

_ 1+ 4e +e? ll (1+e) D’ol _1+4cz+e2 1 (1+e)
2 2 )

4(1+e)? 2

T 4(1+e)? 2
- On considere les intégrales I = [ cos*xdx et ] = [ sin*xdx.
1) a- Montrons que l'intégrale I peut s'écrire I = fO’T cosx(cosx — cosxsin®x)dx
Y L — (™ o2 2 (T 2 2
I = [, cos*xdx = [ cos®x x cos*xdx = [ cos’x X (1 — sin*x)dx
T .9 T . 2
= fo cosx X cosx(1 — sin“x)dx = fo cosx(cosx — cosxsin“x)dx
3 A0 s . 2
Dot = [; cosx(cosx — cosxsin®x)dx
b- A l'aide d'une intégration par parties, montrons que I = fO’T sin®xdx — 5]
I = fon cosx(cosx — cosxsin®*x)dx
Posons u(x) = cosx => u (x) = —sinx

3

) 1.
2x =>v(x) = sinx — Ssin’x

v'(x) = cosx — cosxsin
_ , 1 .3 T T ) 1 . 4
=> [ = |(sinx —=sindx ) cosx| — [ (—sin’x + - sin*x)dx
3 0 0 3
. 1 .3 T
Or [(smx —3sin x) cosx] =0
0
_ (™ _win2 14) _”('2_1'4)
= I=-] ( sin®x + S sin*x ) dx = [ (sin®x — Ssinx ) dx
(T .2 LS (T .2 _lem .4
= [, sin*xdx — [} Zsin*xdx = [ sin®xdx — 2 [ sin*xdx
— — (T cin2 _1
=> I = [ sin’xdx — 2]
A T 2 1
c- Montrons de méme que J = [ cos®xdx — 31
J = [} sin*xdx.
J = [} sin*xdx = [ sin’x x sin’xdx = [; sinx x (1 — cos®x)dx

= fon sinx X sinx(1 — cos*x)dx = fon sinx(sinx — sinxcos’x)dx
—————————————————————
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Ainsi intégrons par parties fO’T sinx(sinx — sinxcos?x)dx
Posons u(x) = sinx => u (x) = cosx

3

v (x) = sinx — sinxcos®x => v(x) = —cosx + %cos X

1 , T T 1
= | = [(—cosx + gcos3x) smx] - (—cosx + §c053x) cosxdx
0

T
Or [(—cosx + %cos3x) sinx] =0
0
= J=—[ (—coszx + %cos‘*x ) dx = [ (coszx - %cos‘*x) dx

= [ cos®xdx — [ri

4 = ("~ _lmo 4
o 3cost Ldx = [ cos*xdx — 2 [ cos*xdx

= ] = (T rpc2 1
=> ] = [ cos®xdx — 31
2) a- Montronsque I + J =3T”.
Onsaitque: I = [" sin*xdx —~] et J = ["cos?xdx —=1I
: 0 3 0 3
) 1 _(r 2 1
I'=[fysin’xdx—3] et J= [ cos’xdx—3I

=>[+]= fon(cos2 + sin?x)dx —%(1 +J)= foﬂ dx —%(1 +7)

=>14+]=Rf—;U+)=m—3U+))
=>[+]=m—3U+))® 30+]))=3n—U+))® 30+))+U+])=3n
@4l +))=3m =>1+] =7

b- Montronsque /-1 = 0

De méme : [ — ] = Esian]Z ~lu-n=ta-n

:>1—]=§(1—1) ®3U-D=1-] @30-D-U-)D=0 ©20-))=0

:>I—]:O

|
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c- En déduisons les intégrales I et J.

Ainsi pour en déduis les valeurs de I et J; on forme le systéeme avec les équations :

T

I+]="2 6t I-]=0

4 Laresolution de Ce systeme Donne: [ = 5 et J==

3
:>{1+1—— 3 3n
I-]J=0 8

Calculs de valeurs moyennes

- L’intensité du courant qui circule dans une bobine en fonction du temps t, a été modélisée par
la fonction i telle que pour tout t € R; i(t) = 5sin (100nt + %)

1) Déterminons la période de cette fonction.

NB : Toute fonction de la forme t » cos(at + b) ou t - sin(at + b), admet comme

L. 2

ériode t = —
P lal

2m _ 2m 1
|1007| ~ 100w 50

Alors la fonction t &= 5sin (100nt + %) admet comme période t =

2) Calculons la valeur moyenne de I’intensité i du courant sur cette période.

) L. 1 1
La valeur moyenne de I’intensité i du courant sur [—5 ; 5] est:

1
_ 1 = T
M =~ [% 5sin(100mt + =) dt
(5) (%) I ( 9

1 1
=>M = [% 5sin (100mt + 3)dt = [ 5sin (100wt + ) dt

50 50 50 25 50

1
=25 [* 5sin (1007‘[t + %) dt

750

1 1

o= 25 - o (100w, s e+ I

1

=[— %cos (1007‘[t + %)]S__OL

50

— 4 100w T 4 100w T
=> = |—— — [—— — —
M = [~greos (G54 5)] —gpeos (-5 + 3)
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= —%cos (27‘[ + %) + -~ cos (—27‘[ + %)

5t
4 T 4 T 4 1 4 1 2 2 4
=573 7@ T m* T T e 0
=M = —0,25 A.

Alors la valeur moyenne de I’intensité i du courant sur cette période est —0,25 A.

f1300(3t2 + 2t)dt

- La température moyenne entre 10°C et 30°Cest donnée par : M =

30 —10
30 3 2 3 2
_L ) 1 .2 _ [Bo)®  B0)7] _ [(0)®  (10)
—>M (3t Zt)dt [ ]10 - [ 20]10 1 20 20 ] [ 20 20 ]

30 (30)2 103 (10)2 0
= (20) _ (20) ] _ (20) _ (20) ] = (1395) — (100) = 1295°C

- Le nombre moyen de personnes malades durant les huis premiers jours est donné par :

7 = (%4562 — ¢3yde =>i1 = 2[52 21" = L[q5 _ 2
M_8—1f1(45t t)dt_>M_7[3 41_7[15t 4]1

= [158)° - ® ] 15y - @ E1] = 948,75 ~ 949
D’ou Le nombre moyen de personnes malades durant les huis premiers jours est 949.
Calculs d’aires
- Soit la fonction f définie par f(x) = %xz —-3x+4
1) Déterminons la valeur de I’intégrale flsf(x)dx
f f(x)dx—f ( x —3x+4)dx— [6x3 —gx +4x]i

= [ f)dx=F(5) - F(1) =5 —-3=1

2) Ci-dessous est donneée la courbe Cy représentative de la fonction f dans un repere
orthonormé(o ; 7; J).

|
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On souhaite Détermine la valeur de I’aire du domaine plan grisé.
a- Déterminons les zéros x, et x; de lafonction f (avec xy < x4).

En observant le graphique, on remarque que x, = 2 et x; =4
b- Détermine la valeur de I’intégrale flx"f(x)dx + f;’lf(x)dx.
[P Feodx + 7 fGIdx = [ f)dx + [} f(0dx

= flz (%xz —3x+ 4) dx + ff ze —-3x+ 4) dx

_[t.,3_3 2 ]2 [13_22 ]
= [Gx X +4x1+ o X 5X + 4x

FONOS:
c- Déterminons la valeur de I"intégrale [ f (x)dx c’est-a-dire fy, fOo)dx

Dapres le graphique ona: [} f(x)dx = [ f(x)dx + [ f(x)dx + [ f(x)dx.
=> [ f(x)dx = [ fG)dx — [ f()dx — [ f(x)dx. Orxg = 2 et x, = 4
= [} fdx = [} f@)dx — [7 f()dx = [} f(x)dx

=> [} fdx = [ f)dx - (] F@dx + [ fax)= (3) - (3) =%

d- En déduisons I’aire de la partie grisée sur le graphique. (Unité graphique : 2cm)

A= (g) 2cm)? = g cm?
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- Soit la fonction f définie par f(x) = x* + x3 — 3x% — 2x + 1.

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0 ;7; j) dont les unités
graphiques sont : 6¢m sur I’axe des abscisses et 2cm sur I’axe des ordonnées

Calculons I’aire du domaine hachuré en cm?

L’aire du domaine hachuré est A = 6cm X 2cm f_lzf(x)dx = 12cm? f_lz f(x)dx

1
=> A = 12cm? f_lz(x4 +x3 —3x% —2x + Ddx = Exs —ix‘* —x3—x*+ x] ,

1 1 32 16
= 12cm? [(E_Z_1_1+1>_<_?_T+8_4_2>] = —0,15 X 12 cm?

= —1,8cm?

- On considere la courbe ci-dessous représentant une fonction polyndme f de degré 2 dans un
repere orthonormé (0 ; 7; j) d’unité graphique : 2cm .

|
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On rappelle que f est de la forme : f(x) = ax? + bx +c.

1) Déterminons lesréels a ; b et c.

f(O)=0 (c=0 c=0
D’apres le graphique, ona: < f(3) = 4<:>{ 9a+3b=4 ¢>{9a +3bh=4
f(6)=0 36a+6b=0 \6a+b=0
o . X 9a+3b =4 .4 _8
Ainsi la résolution du systeme { 6a+b=0 donne: a = ; et b= 3
Ainsi en remplagant les réels a ; b et ¢ par leur valeurona: f(x) = —%xz + gx

2) En déduisons en cm? I’aire de la partie hachurée sur le graphique.

L’aire de la partie hachurée sur le graphique est A = (2cm)? f06f(x)dx

_t.2 E) - 2[_13 §2]6
( 53X +3x dx = 4cm X +6x

=>4 = 4cm? [° .

0

—~ A — 2[_ 4.3 126_ 2 — 2

—>A—4cm[ x° + x] = 4cm=(16) = 64cm
27 37 1

Soient f:+ 2x? — 2x + 1 et g: » x> — 3x + 3 deux fonctions de courbes représentatives
respectives (C;) et (C,)dans un repére orthonormé (0 ; 7; j) d’unité graphique : 2cm .

1) Les courbes représentatives (C¢) et (C,) sont les suivantes :

|
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(C)
()

2) Calculons en cm? I'aire 5 de I’ensemble des points M compris entre les courbes
(¢r); (C,) et les droites d’équations x = —1 et x = 2.

Cette aire est donnée par : 5 = 4cm? (f_11 [g(x) — fC)]dx + flz[f(x) - g()] dx)

=> ¥ = 4cm? [f_ll(x3 —2x?—x+2)dx + flz(—x3 +2x2+x-2) dx]
_ _ 21,4 _2.3_1 2 ! 21 4,2, 3,1 2 _ 2
=> = 4cm [4x $XT —5X +2x]_1+4cm [ JXT x4 ox Zx]1

=> F = 4cm?® X (g) + 4cm? x (%) = 4cm?® x i—; =12,33cm?

|
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- On donne les cas de figures suivantes dans un repére (O ;7 ;) d’unité graphique 1 cm sur
I’axe des abscisses et 1 cm sur I’axe des ordonnées.

1) Calculons I'aire 5% ; &, et &, du domaine plan hachurer dans les cas des figures :

(fig 1) ; (fig 2) et(fig 3).
La figure (1) représente un demi-cercle :

L’aire d’un cercle est : rr2. Alors I’aire du demi-cercle représentée sur la figure est :
1
= Errrz avec r = 2cm => =2 = 6,28 cm?

La figure (2) représente un triangle :

basexhauteur

L’aire d’un triangle est : alors I’aire du triangle représentée sur la figure est :

3x2
oy = % avec base = 3cm et hauteur = 2cm =>#%,= 3 cm?

La figure (3) représente un rectangle :

L’aire d’un rectangle est : Longueur + largeur. Alors I’aire du triangle représentée sur la
figure est :
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s%3=4 + 2 avec Longueur = 4cm largeur =2cm =>s#:=6 cm?
2) En déduis I’aire totale hachurée.
Ainsi I’aire totale hachurée est : 5% = &, + &, + 3 = (6,28 + 3 + 6)cm?

=> 5% = 15,28 cm?
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