Primitives-Intégrales-Calculs
d’aires

I) Primitives :

Situation probléme:

1) Soit f la fonction définie par f(x) = 2x —5
a- Détermine une fonction telle que F'(x) = f(x)
b- Méme question pour f(x) = x? + 2
c- Peux-tu en donner d’autres ?

2) f estlepolyndme définipar f (x) = x + 1
a- Trouver une fonction F dont la deérivée est f
b- Montrer que pour tout réel c la fonction G définie par G(x) = F(x) + c est telle que

G'(x) =f(x)
Activité 1 (Recherche de primitive)

Soit f la fonction définie par f(x) : 3x* — 2x + 1
Détermine une fonction F du 3™ degré telle que ; F'(x) = f(x)

1) Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de la fonction f sur
I'intervalle | toute fonction F dérivable sur I telleque Vx € 1; F'(x) = f(x)

1. a) f estle polyndme définipar f(x) = x + 1.
Trouvez une primitive F de f sur R, c’est-a-dire une fonction F dont la dérivée soit f.
b) Montrez que pour tout réel c, la fonction G définie par G(x) = F(x) + c estune
primitive de f sur R.
c) Trouvez une primitive G de f sur R telle que G(2) = — 3.
Existe — t-il d’autres primitives de f qui prennent la valeur —3en 2 ?
2. Dans chaqgue cas, trouvez une primitive sur R de la fonction f définie par :

a) f(x) =2x>+x+ 1. b) f(x) = x*-4x + V2. ¢)f(x) = 2 + cosx.
2) Propriétés

P1 : Toute fonction continue sur un intervalle 1 admet une infinité de primitives sur cet
intervalle.
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P2 : L'ensemble des primitives d'une fonction f sur un intervalle I est I'ensemble des fonctions
définies sur cet intervalle par x - F(x) + k ou k estun nombre réel.
3) Recherche de la primitive d'une fonction :

La fonction x — x* a pour dérivée x — 4x3

. 1 S
Donc la fonction x — Zx4 a pour dérivée x - x3
Alors d'une maniere générale, n étant un nombre entier nature non nul, la fonction :

x — x"*1 apourdérivée x - (n+ 1) x™

1
doncx » —x"t1
n+1

est une primitive de x ™.

Ainsi par lecture inverse des tableaux de dérivation, on établit le tableau des primitives :

a) Primitives des fonctions usuelles

Fonctions Primitives Intervalles
a(aeR) ax + k R=]-00; t+oof
n * n+1 - 1 .
x™ (n € N*) ok R=]—00; oo
n+1
{R* sin<O0
ax” n+1 Rsin >0
ax + k
n+1
— *
L otk R
x2 x
1 -1
xn (n—-1)x"1 R* avec (n # 1)
a
X" -a R* avec (n # 1)
(n—-1)xn-1
1
; In|lx| + k R
1
NE: 20% + k R;
a 2avx + k
Vx R,
Vi 2
3x\/§ +k o
A/ 2
ax +b g(ax+b)\/ax+b+k R
Sin x —Cosx + k R
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Cos x Sinx + k R
=1 2
Cos?x T tang*x Tox +k R—{§+ an;kEZ}
— 2
Sinzy _ L tcotang’x —cotgx + k R— {kr;k € 7}
. i 1
Sin(ax + b) (a€ R") —aCos(ax+b)+k R.
1 _.
Cos(ax + b) (a€ RY) g Sinlax +b) + k R
1
tg (ax + b) (a€ RY) aCos(ax+b)+ k R
b) Opérations sur les Primitives :
Fonctions Primitives
u+v+K
u + v
uev + K
u'v + v'u
au + K
au' (ae R)
! n +1
ueu ()" + g
n+1
, —
) (n 1)(10”‘1 Tk
u)m" B
@
; Inlul + k
ul
\/ﬂ 2Vu+k
Sin ()
1
——Cos(u) + k
u
Cos (u)
1
—Sin(u) + k
; u
=1+ tang?u
Cos2u g tg (w) +k
!
, = 1+ cotang?u
Sin?u 9 Cotg (u) + k
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2n +1

NB: (w)™Vu =) 2

Exemple

Déterminer ’ensemble des primitives des fonctions suivantes

a) f(x) = x3-x24+3x-2 ;b) f(x) =1 —+3x-1

Of(x) = ! - d) F(x) = (X° +X)Vx* +2x°
(2x+3)
18x —15

e) f(x) = (x + DVx+1; f) f(x) ZW
—5X +

a) f(x) = x3-x% + 3x-2 =>F(X)=ix4— §x3+ ;xz_ 2x +K

b) f(x) = 1 —/3x—1=>F(x)=x — %(Sx—l)\/3x—1+ K

— 1 et —go;— —10
VIO =gy T T® =T g T W = Gy
= SF(x) =2 — + K=>F(x)=t—+ K
=>F(x) =3 (5-1)(2x +3)51 =>Fx)=3 4(2x+3)*
=>F)=—————+ K
- (x)_8(2x+3)4

d) fo0) = (C+VX +2x7 <=5f(0) = (B + 1)@t + 20z

=>f(0 = 20+ D+ 22D =>F(0) = 2(4x7 + 40 (! + 2x0):

> F(x) =

1 1
—(x* + 2x2)2" 1] +K=> F(x) =i —(x* + 2x2)2+1 + K
§+1 §+1

3 3
> F(x) :%[é(x4+ 2x2)2] + K=> F(x) :%(x4+ 2x2) + K
2
3
=> F(x) =z (x*+ 2632 + K => F(x) =2 (x* + 2x)Vx* + 227 + K

e) f(x) = (x + DVIX+1<=>f(x) = (x+1)g=> F(x)=g(x+1);+ K
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=> F(x)zg(x+1)2\/x+1+ K

18x-15 _ _ 6x—5
NI® = e g ™ = et -

F(x)=3(2V3x2—5x + 1)+ K =>F(x) =6v3x2 — 5x + 1+ K
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1) Intégrale d'une fonction

Situation probléme:

Construis dans un repére orthonormé (O ;1 ;J ) du plan affine ladroite Aty = x + 2 et
La droite d’équation x = 3 ; on désigne par le point d’intersection de A et I” axe des
ordonnees

Par B et C les points d’intersections de A et de x = 3 et de 1’axe des abscisses avec x = 3

a- Calcule I’aire du quadrilatére OABC

b- Calcule une primitive de F de ftel que f(x) = x + 2

c- Calcule F(3)—F(0) puis compare-le a I’aire du trapéze OABC
1) Définition :

Soit f une fonction définie, dérivable sur un intervalle | = [a, b] et F une primitive de f sur I.
On appelle intégrale de la fonction f entre a et b le nombre réel A tel que :

A= [ txdx=[F(L =F(b)-F(@a)
2) Propriétes :
Propriété 1 : (linéarité)
Soient f et g deux fonctions continues sur | = [a; b],ona:
- [(f+g)dx = [} fx)dx + [; g(x)dx
- (a; B) ER; [J(af +Bg)dx = [ af(¥)dx + [, Bg(x)dx
b b
-vkeR; j kf (x)dx = kL f (x)dx
-Sif>0; alors I:f(x)dXZO
-Sifzg;alors [ f(0)dx = [7 g(x)dx

- Si | f| est continue sur I, alors U: f(x)dx‘ é'[:|f|dx

Propriété 2 : (Relation de Chasles).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Soient trois réels a, b, c éléments de l'intervalle |

D'aprés Chasles ch(x)dx = J: f (x)dx+J: f (x)dx
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Conséguences :

e sia = balors j f(x)dx =0
b a
o [ f0)dx=—[ f(x)dx
Propriété 3 : (Inégalité et valeur de la moyenne)

a) Inégalité de la moyenne :

Sia £b et m< f <M,alorsona:m< b—la.f:f(x)dXSM

b) Valeur moyenne :

On appelle valeur moyenne de £, le réel M tel que :

M = b—la :f(x)dx. et il existe un réel C < [a,b] tel que :

_ 1o
f(c)—mjaf(x)dx
Exemple :

Encadrer I'intégrale A= IOZH(Z—sin x)dx
211 .
A= J'O (2—sinx)dx ; Posons f(x) = 2 - sin x.

Puisque 0 < x <2m et —-1<sinx <1
Alors le minimum et le maximum de f sont :

m=@2-1)=1;M=(2-(-1))=3
D'ou I'encadrement : m (b - a) SIOZH f(X)dx<M(b-a)
est équivalenta: 1 (b — a) SJjn f(X)dx < 3(b-a)

Ora=0 et b=2=n

2 12r — 0)< [ f(x)dx < 3(2m — 0)
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=>21 < foznf(x)dx <e6m

1) Primitives et intégrales indéfinies :

Théoréme 1 :

Si f est une fonction continue et F sa primitive, alors, on peut écrire F(x) = IX f(t)dt

De mémeona: iF(x):ijx f(t)dt = f(x)
dx dx Ja

1) Définition :

Si F'(x) = f(x), on dit que F(x) est une primitive de f(x) et on peut symboliquement écrire
F(x) = D[f (x)]

Ou Dt indique l'opération inverse de la dérivée.

Théoréme 2 :

Si F1 et F2 sont deux primitives de f(x), il s'en suit que : F1(x) = F2(x) +C. Ou C est une
constante

Théoréeme 3:
Si F1(x) est une primitive quelconque de f(x), alors F(x) = j f(t)dt=F (x)-F,(a)

C'est-a-dire que la valeur de l'intégrale définie peut s'obtenir a partir d'une de ses primitives
évaluées a la limite supérieure et a la limite inférieure.
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V) Intégration par parties — Intégration par
changement de variable affine

1) Intégration par Parties

Théoréme :

Si u et v sont deux fonctions différentiables sur un l'intervalle | = [a, b], alors on appelle
intégration par parties, toutes opérations définie par :

f’ u(x) o V' (x)dx = [u(x) e V(X)I° - j:u'(x) o v(X)dx

2) _Intégration par substitution ou par changement de variable

Dans certaines intégrales, I'intégration est effectuée plus facilement lorsqu'on substitue a la
place de la variable x une autre variable qui est fonction de x.

Méthode pratique :

b
Pour calculer I'intégrale I f (at + B)dt (a = 0) ; on utilise la méthode suivante :

e faire le changement de variable en posant :
u=at+ £ etonobtient du = adt

.« utiliser Fégalité : [ f(at+ )dt = j::*jlf(u)du
a + o
Exemple

1) En utilisant une intégration par partie, calculer les intégrales suivantes :

A= J.OEXOCOSZXdX ;B = Ll X

I
dx ;C= _[ 2% cos(x +1)dx
X+2 -

2) En utilisant la méthode de substitution, calculer I'intégrale

I=IO X dx
1J2x+3
Posonsu=2x +3 <du=2dx =>dx = %du
six=0=>u=3 U=2x+3
De plus . u-—3
SiX=-1l=u=1lxXx=—
2
u-3 .
3 92 1 1 3 1|2 4
= Donc | = Sdu==[ Hu-—)du 1=~ —u\/U—6\/U} -2_3
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D'ou |l = %—\/5

V) Calculs de valeurs approchées d'une intégrale .

Meéthode de rectangles :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a ; b] tel que |f| admet un majorant M sur cet

intervalle.

Lorsque I'on partage [a; b] en n intervalles de méme amplitude et d'extrémités
AT X0 X1 X2 eueenenennnn. ;xn=Db;

ona:

e Une suite (Sn) n € N*de termes général Sn tel que ;

b —a n-1 . . b
Sn= —z f (xi) qui converge vers A = _[ f (t)dt
n a

i=0

vn e N*;|A—Sn|sM(b—a)2
2n

Exemple
Déterminer une valeur approchée de I'intégrale A = Jj 21 1dx en partageant l'intervalle
X° +

[0, 1] en 5 intervalles de méme amplitude.

Solution

Posons f(x) =
0 x? +1

Vx e [0,1]; f est décroissante donc on a :

S: :mzl{f(0)+ f(1j+ f(g]+ f(§]+ f(ﬂjzo,%
5 5 5 5 5

S; =M :l{f(lj+ f[gj+ f(§j+ f(ﬂj+ f(1)=0,73
5/ \5 5 5 5

On obtient ainsi s5 = 0,83 ; et S5 = 0,73.

[P

De méme déterminer une valeur approchée de

X2

1 N
A= Le 2 dx, en par partageant l'intervalle [0, 1] en 10 intervalles de méme amplitude.
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V1) Calcul d'aires :

Situation probléme

L’unité de longueur est le cm ; I’unité d’aire est le cm? et les repéres utilisés sont
orthonormaux

fig: fig: figs

Dans chacun des cas ci-dessus :
a) Calcule I’aire du domaine colorié ;

b) Trouve une primitive F de la fonction f représentée puis calcule F(b)-F(a)
c) Que constates-tu ?

Synthese :

De fagon générale nous admettrons que lorsque f est une fonction continue sur un
intervalle [a; b] alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F(b)-F(a) ou F est une
primitive de f sur [a; b] ( ’unité d’aire étant I’aire du rectangle OIAJ ).

Par la définition de l'intégrale définie, la surface entre une fonction f(x) et I'axe des abscisses
ou encore entre deux fonctions f etg ( f > g) et I'axe des abscisses est donnée
respectivement comme suit, lorsque x vadeaversb (a < b)

5= [ f(x)dx (unité daire)

ous= [ (f(x)-g(x))dx (unité d'aire)

NB : Dans cette intégration, les portions de surface au dessus de 1’axe des abscisses donnent
une contribution positive, tandis que les portions en dessous de 1’axe des abscisses donnent
une contribution négative.

Ainsi quelques méthodes de calcul des surfaces sont illustrées dans les cas de figure qui
suivent :
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1¢" Cas:

M(x,5) < D<:>{aSXsb ///
0<y<f(x)

Ainsi l'aire du domaine plan Da b
est A(D) = I: f (x)dx (unite d'aire)

[~
\

2¢me Cas :

as<x<b
M(x,y) € D<:>{

f(x)<y<0

Wi

A
4

Ainsi l'aire du domaine plan
DestA(D) = — j: f (x)dx (unité d'aire)

3me Cas :

as<x<b
M(x,y) € D<:>{

g(x)<y<f(x)

Ainsi l'aire du domaine plan limité
par les deux courbes (Cf) et (Cg) est :

]

/7
LY

AD) = [ (f(x)-g(x))dx

4™ Cas :

a<x<betb<x<c

M(x,y) e Do <g(x) <y < f(x)et

a

(car (Cf) est au dessus de (Cg).
f(x)<y<g(x)

Ainsi l'aire du domaine plan limité
par les deux courbes est :

AD) =[2(f(x) — g(x))dx + [ (g(x) — f(x))dx

Exemple
X
1) Calculer puis représenter l'aire A de I'ensemble des points M ( j du plan compris
y
entre les courbes (Cf) et (Cg) de fonction respectives f(x) = 2x?—-2x + 1et
g(x) = x*- 3x + 3etlesdroites d'‘équations : x = —letx = 1.
2) Calculer puis représenter l'aire de la portion du plan limité par la courbe (Cf) de la
fonction f(x) = 1- x? et les droites d'équations x = —2etx = 2.
Solution
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X
1) Calculons puis représentons l'aire A de I'ensemble des points M (yj du plan compris

entre les courbes (Cf) et (Cg) de fonction respectives f(x) = 2x%- 2x + 1et
g(x) = x®- 3x + 3etlesdroites d'équations: x = —letx = 1

La représentation des courbes (Cf) et (Cg) dans le repére donne :

b

Intégrale = -2,66667

A=["(f) = g())dx = [ ((2x* = 2x+ 1) — (x* = 3x +3))dx

=>A= f_ll(—x3+2x2+ x—2)dx = [—ix4+ §x3+ %xz— Zx] _11

=>A=[-1+ I+ 2-2]-[-3-l+ 14 2]=-S(uA)
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2) Calculons puis représentons l'aire de la portion du plan limité par la courbe (Cf) de la
fonction f(x) = 1- x? et les droites d'‘équations x = —1 et x = 0.

La représentation de la fonction f dans le repére donne :

Inkgrale = 0,666667

A=[" fO)dx = [°(1-xP)dx
=>a - 1] 0

-1

=>A=[0]- [-1+ = -Z(uA)

Proposé par M. BALLO Année scolaire 2019-2020



