Calcul Intégral

1. Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, a et b deux éléments de I. On appelle
intégral de a a b de la fonction f, le nombre réel F(b|-F(a) ou F est une primitive
quelconque de f sur I.

b
a

An note : ff‘x)dx:[f(x) =F|(b|]-F(a).

b
f flx|dx selit « intégral (ou somme)de a a b de f|(x|dx ».

Remarque :
b b b b
. ff(x)dx ne dépend que de a, b et f;car ff(x)dXZIf(t]dtZIf(z)dz.
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flx|dx=0 car Flal-F|a]=0.

a b

x)dx=-[ flx|dx car [ flx|dx=F|b|-F|a|=-|Fla|-F|b)|=-

b
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Activité :
Calculer les intégrales suivantes :

' 3 ' 3
. 3x .
2x+4|dx ; | sintdt ; dx ; | sin2?(3x)d
{(x |dx :[1 :[mx !1 (3x)dx
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2. Fonction intégrale :
Si f est une fonction continue sur un intervalle I alors pour tout réel a € I, la fonction

g:x l—»f f(t|dt est la primitive de f sur I qui s’annule au point a.

a

Exemple :

sin x b

de la fonction f : x+ ui s’annule au point
f Ccos?x d p 4

Calculer la primitive sur |0 ;%

3. Propriétés :
¢ Relation Chasles :
Si f est une fonction continue sur intervalle I, alors pour tous réel a, b et c

delona: ff(x)dx+jf(x)dx:j‘f(x)dx.

Démonstration :
Soit F une primitive de f sur I.
Ona:

[ Flxldx+ [ flxlax=IFlbl-Flal)+[Flc)-Flbl|=Flc)-F(a)

Donc : ff(x)dx+j f(X)dX:j‘ flx|dx
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Exemple : Calculer f |x2-x]|dx.
-2

Posons x2-x=0=x=0 ou x=1

X -2 0
X2-X + LY - o ¥
|x2- x| x2-x X+ x X2-x
2 0 1 2
J'|x2—x\dx=f (xz—x)dx+f (—x2+x)dx+f (xz—x)dx=%
-2 -2 0 1

Linéarité de I’intégrale :
Si f et g sont deux continues sur un intervalle I, a et b deux éléments de I,
alors pour tous réels a et f3:

faf(x]dx=af flx|dx

Q S

{af(x]dx+,8g(x)}dx=af f(x)dx+,8_[ glx)dx

Exemple :
ry ry ry r
fcoszdeZ_f dezlf dx+lf costdxszr2
(0] 0 2 2 0 2 0

Positivité :
- Si f est une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de
I.

b
Sivxel flx|>0et a<b alors ff(x)dxzo (sivxel flx]<Oet a<b

alors f flx)dx<0).

Démonstration :
Soit F une primitive de f sur I.
Si fest positive sur [a ;bL alors F est croissante sur [a ;b} et on a:

b
F|b)-Flal>0; donc f flx)dx>0.
- Par conséquence si f et g sont deux fonctions continues sur I telles que
b b
vxel flx|>glx|et si a<b alors ff(x]dxzfg(x)dx

Inégalité de la moyenne ; Valeur moyenne :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;bl|. S’il existe deux réels
m etM tels que :

vx ela;b| , m<flx|<M alors m(b-a)<| flx|dx<M(b-a)

Q

Cette propriété s’écrit aussi :




Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b|. S’il existe un réels M tel

que:Vx e |a;b], flx)<M alors <M|(b-a)|

ff(x)dx

Définition :
Soit f une fonction continue sur un intervalle (a;b| (avec a<b). On appelle

1 b
ﬁff(x)dx

Exemple : calculer la valeur moyenne de la fonction f:x+x+vx2+5 sur
0;2

Valeur moyenne de f sur [a;b|le nombre réel ji=

’intervalle
4. Calcul d’aires :
Le plan est muni d’un repére orthogonal (0, i ,T | Punité d’aire notée p-a est

lp-a =||1H X H}H c’est I’aire du rectangle hachure sur la figure :

Si f est une fonction continue sur un intervalle |a,b] (a<b) et si
vx ela;b|, f(x)=0 alors’aire du domaine (A) limité par la courbe représentative
de f, I’axe des abscisses et les droites d’équations x=a et x=b est :

A(A)=f flx|dx p-a

\

-

i s e

Ona:A=M|x,yl/a<x<b et 0<y<f(x)|
Exemple : Soit f: x+ cos x



Calculer I’aire du domaine compris entre la courbe de f 1’axe des abscisses et les

. T T p . N e
droites X=7 et X=5. Le plan étant muni d’un repére orthogonal (o, i , j ) avec

HFHZLS cm et“f“=2cm.
Solution

L’aire du domaine est :

s

2 n
A=f cos x dxy-a=|sinx|? pa=

1—§)ua:(¥)1,5><2cm2=0,87cm2

n 4
4

Remarque : si f est une fonction continue sur [a, b|etsiVx e la;bl, f(x)<0, alors

’aire du domaine (A) compris entre la courbe de f, I’axe des abscisses et les droites

X=a etx=Dbest:
b

A(A]:-f flx]dx pa

A={M(x,y)/a$x£b et f(x)SySO}
Exemple : Soit f:xH x2-2Xx
Calculer I’aire du domaine compris entre la courbe de f et les droites d’équations
x=0 et x=2

Aire compris entre 2 courbes :

Sif et g sontdeux fonctions continue sur un intervalle [a, b|etsiVx € |a;b|, f(x)=g(x)

alors 1’aire du domaine compris entre les courbes de f et de g et les droites d’équations
b

X=a etx=b est A(A)Zf (f(x)-g(x))dxya

a



x2-2x-3 et glx)=-x’+1

Exemple :soient x|

Calculer I’aire du domaine borné entre C; et C,.

Solution :

10

Calculons I’aire du domaine borné entre C; et C,.

En regardant les deux courbes sur -1, 2, on remarque que Vx € [-1, 2|,g(x)>f(x)



Doncona: AZf (g(x)-f(x))dxua=f -2x*-2x-4)dxua=9 pa

5. Intégration par parties :
Soit U et V deux fonctions dérivables sur un intervalle [a, b] telles que les fonctions
dérivées U ' et V' sont continues sur |a, bl,ona:

f Ulx)V'(x|dx=|Ulx|V|x]
Démonstration :
En effet [U[x]V(x)]vzU'[x]V(x)+U(x)V"X‘
—=U(x)V (x)=|Ux)VIx]][-U[x|V|x]

b b
=>fU('x)V'('x)dx=[U(x)V(x)Z-fU’(X)V(x)dx
Exemple : calculer les intégrales :
% i 10 s %
fxcosxdx;ftsintdx; f X 1dx; f(2x+3)sin2xdx ; fo(:osxdx
0 0 5 VX- 0 0

6. changement de variable affine :
7.



