Primitives - Intégrales

I- Primitives :
1) Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. On appelle primitive de la fonction f sur
l'intervalle I toute fonction F dérivable sur I telleque Vx €1; F'(x) = f(x)

2) Propriétés

P, : Toute fonction continue sur un intervalle | admet une infinité de primitives sur cet
intervalle.

P, : L'ensemble des primitives d'une fonction f sur un intervalle | est I'ensemble des fonctions
définies sur cet intervalle par x = F(x) + k ou k est un nombre réel.

3) Tableaux des primitives :

a) Primitives des fonctions usuelles

Fonctions Primitives
a aveca €R ax + k
x™ avec n € N* Kt
n+1
ax™ aveca€R et ne N* axt
n+1
iz avecx # 0 itk
X X
a * * —_a
o avecx#0;neN —{ljetae R PR k
ix avec x >0 eta € R* 2avx +k
Vx avecx >0 %x\/}+k
vax+b avec ax+b>0 Bi(ax+b)\/ax+b+k
a
cosx avec € [—m ; m] sinx + k
sinx avec € [—m ; m] —cosx + k
tangx avec x¢%+ 2km;k €Z cosx + k
cos(ax + b) avec a€ R* Lsin(ax +b) + k
a
sin(ax + b) avec a € R* —Lcos(ax +b) + k
a
tang(ax + b) avec (ax + b) ¢%+ 2kn;k €Z lcos(ax+b) + k
a
— =1+ tang®x avec x # =+ 2km;k €Z tangx +k
Co.{ X 2
v 1+ cotang®x avec x # km;k € Z —cotgx + k

|
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b) Opérations sur les Primitives :

Fonctions Primitives
u + v u+v+k
u'v + v'u uxv + k
au' (ae R) au + k
u' X ut ik
X

u’ (u)n+1
(w)n n+1 *+k
u 2Vu + k
Vu
sin(u) —:—,Cos(u) + k
cos(u) —Sin(u) + k
v 2 sinx + k
CosZu = 1+ tang“u

v _ 2 —cotg(u) +k
T 1 + cotang“u

I1- Intégrale d'une fonction

1) Définition :

Primitives - Intégrales

Soit f une fonction définie, dérivable sur un intervalle | = [ a ; b] et F une primitive de f sur .

On appelle intégrale de la fonction f entre a et b le nombre réel A tel que :

4 =[] fdx = [F@]: = F(b) - F(a)

2) Propriétés :

Propriété 1 : (linéarité)

Soient f et g deux fonctions continues sur 1 =[a;blona:

- [P Fedx = [F@1 = F) - f@

[ +g)@dx = [ f@dx + [ g()dx

- (a; B) €R; [(af +Bg)Wdx = [l afWdx + [ Bg(x)dx

- Vx€eR, [Tkf()dx=k][ f(x)dx
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- Sif >0;alors fabf(x)dx >0
- Sif = g;alors fabf(x)dx > fabg(x)dx
- Si |f]| est continue sur I, alors |fabf(x)dx | < fablf(x)ldx
Propriété 2 : (Relation de Chasles).
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Soient trois réels a; b; c éléments de l'intervalle |
Daprés Chasles : [ f(x)dx = [} g(x)dx + [} g(x)dx

Conséguences :

e sia =balors [ f(x)dx =0
o [ FGodx =~ [ f)dx

Propriété 3 : (Inégalité et valeur de la moyenne)

a) Inégalité de la moyenne :

Sia <b et mSfSM,anrsona:mgﬁf:f(x)dx <M

b) Valeur moyenne :
On appelle valeur moyenne de f, le réel M tel que :

1
b —a

1
b —a

fab f(x)dxetil existeunréel c € [a;b] tel que: f(c) = fab f(x)dx

I11- Intégration par parties — Intégration par changement de variable
affine

1) Intégration par Parties

Théoréme :

Si u et v sont deux fonctions différentiables sur un l'intervalle | = [ a ; b], tel que :
(wxv) () =u (x) xvix) +ul) xv').

On appelle intégration par parties, toutes opérations définie par :
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[P u() x v'(0)dx = [u@) x vl ? = [2w'(x) x v(x)dx.
Preuve :
[uxv) (dx = 7w (x) x v(x) + ulx) x v'(x)]dx

= [0 (0) x v()dx + [ u(x) x v'(x)dx
Or [}/ (u x v)' (¥)dx = [u(x) x v(OL;
=> [u() x v, = [ ' (x) x v()dx + [ ux) x v'(x)dx
= [Pu(0) x V() dx = [u@x) x v)]” = [7 /() x v(x)dx.

Intégration par substitution ou par changement de variable

Dans certaines intégrales, I'intégration est effectuée plus facilement lorsqu'on substitue a la
place de la variable x une autre variable qui est fonction de x.

Méthode pratigue :

Pour calcule l'intégrale : fab f(at + B)dt (a # 0); on utilise la méthode suivante :
o Faire le changement de variable en posant: u = at + 8 et on obtient du = adt
e Utiliser I'égalité : fab flat +p)dt = [P Fwdu

ab +p

1V- Calculs de valeurs approchées d'une intégrale :

Méthode de rectangles :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [ a ; b], tel que |f’| admet un majorant M sur cet
intervalle.

Lorsque I'on partage [a; b] en n intervalles de méme amplitude et d'extrémités

a==xp; X1; X3 ; X3; ... X, =b;0na

b—a

Une suite (S,,) n € N*de termes général S, tel que: S,, = n=! f(x;) qui converge vers

A =fabf(t)dtet vn € N*; |A—5n|3%(b_a)2
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V- Calcul d'aires :

De fagon générale nous admettrons que lorsque f est une fonction continue sur un
intervalle [ a ; b], alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F(b) — F(a) ou F est
une primitive de fsur [ a; b]; ('unité d’aire étant I'aire du rectangle OIA]).

Par la définition de I'intégrale définie, la surface entre une fonction f(x) et I'axe des abscisses
ou encore entre deux fonctions f et g (f > g) et I'axe des abscisses est donnée respectivement
comme suit, lorsque x vade a versb (a < b).

S = fabf(x)dx (Unité d'aire) ou S = fab [f(x) — g(x)]dx (Unité daire).

NB : Dans cette intégration, les portions de surfaces au dessus de I’axe des abscisses donnent
une contribution positive, tandis que les portions en dessous de I’axe des abscisses donnent une
contribution négative. Voici quelques cas de calculs de surfaces :

1°" Cas de figure :

Laire du domaine plan hachuré par la courbe ( C ), I’axe des abscisses et les droites

d’équation: x =a etx=best: S = f:f(x)dx (Unité d'aire)
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2™ Cas de figure :

L aire du domaine plan hachuré par la courbe ( C ), I’axe des abscisses et les droites
d’équation: x =a etx =best: S = — f:f(x)dx (Unité d'aire)

3™ Cas de figure :

e f

_1,, ¥ 4—Cg
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L aire du domaine plan hachuré par les courbes (Cf ), (Cg ), I’axe des abscisses et les droites
d’équation: x =a etx =best:§ = f:[f(x) —g(x)]dx (Unité d'aire)

NB : la différence f(x) — g(x) est trés importante car la courbe (Cf ) est au dessus de la
courbe (Cg ) dans I’intervalle [a ; b]

4™ Cas de figure :

y
1+
< cf
a c \
g 1 X
b /
a “

L"aire du domaine plan hachuré par les courbes (Cf ), (Cg ), I’axe des abscisses et les droites
d’équation: x =a; x=b etx =c est:

S = f:[g(x) — f(x)]dx + fbc[f(x) — g(x)]dx (Unité d'aire)

NB : Onaladifférence g(x) — f(x) sur Iintervalle [a ; b] car la courbe (Cf ) est au dessus
de la courbe (Cg) et la différence f(x) — g(x) dans I’intervalle [b ;c]
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