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Comment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’'exercices Les encadreés du cours

Niveau 1- Bases *x M Définition : a savoir par coeur.

les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.

M Méthode : la démarche pas a pas.

le niveau de 'examen national. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
M Piége : l'erreur classique a éviter.

pour viser la mention Trés bien. Astuce de concours yr: le petit plus qui fait
Niveau & - Concours * % % % gagner du temps.

problémes de concours (classes préparatoires,
écoles d’ingénieurs).

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices
1a30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par théme (Techniques de calcul,
Propriétés et encadrements, Aires et volumes, Fonctions définies par intégrale, Suites et
sommes de Riemann, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énonce.
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La carte du chapitre
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A la fin du chapitre, je sais...

calculer fab f avec une primitive ; intégrer par parties ;

interpréter une intégrale comme une aire ; faire un changement de variable ;

utiliser Chasles et la positivité ; exploiter parité, période eta+b - x;;

encadrer une intégrale ; calculer aires (en cm?) et volumes ;

appliquer le théoréme de la moyenne ;
i (x) .

dériver j’u‘z;; f(t)dt;

étudier une fonction x = [ f(t)dt;

reconnaitre une somme de Riemann ;

étudier une suite d’intégrales (Wallis) ;

O 00000 ao
O O00o0oooo

comparer une somme et une intégrale.
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

@ Intégrale d'une fonction continue

B Définition : intégraledeaab

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, et a, b deux éléments de I. On sait (chapitre
5)que f admet des primitives sur I. Si F est 'une d’elles, le réel F(b)-F(a) s'appelle 'intégrale
deaabdef;on lenote

b b
/; F(x)dx = [F(x)]a - F(b) - F(a).

A

B Premiéres conséquences

1. Ce nombre ne dépend pas de la primitive choisie, et la variable est muette : fab f(x)dx =

7 f(e)dt.
a a b b
2. [a f(x)dx =0, fb f(x)dx = —[a f(x)dx, j; kdx = k(b -a) (kconstante).

b
3. Si g est dérivable sur | et si g’ est continue sur [ : f g'(x)dx = g(b) - g(a).
a

Démonstration. 1. Si G est une autre primitive de f sur lintervalle I, il existe C € R tel que
G = F + C (chapitre 5), donc G(b) - G(a) = (F(b) + C) - (F(a) + C) = F(b) - F(a). 2. F(a)- F(a) = 0,
F(a) - F(b) = -(F(b) - F(a)), et x — kx est une primitive de k. 3. g est une primitive de la fonction
continue g'.

B Attention, piége!
o . . Tdx
La continuité sur un intervalle contenant a et b est indispensable. Le « calcul » [ - -
=i

]
[ln |x|] =0 n‘aaucunsens: x — % n'est pas définie en 0, et In | x| n’est une primitive de
-1

~ que sur ]-co, 0] ou sur ], +o].

Exemple : huit calculs : reconnaitre une primitive

2 4 2 2
3_ _[xE_3x7 -0- (_2) _9 :
1. /:1 (x> -3x+1)dx 5 XL 0 ; (polynéme).

Maths Olympiad o
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I . 3 .
2. Forme u'u? avec u = sinx : f S|n2xcosxdx=

5 sin®x15 _ 1 £3_\/§
]o_3 2 -

A 3 8"
;
3 12:lx e 2(forme1”—2) f dxz-[1arctani S L4 "_‘/g
3+x \/§ 1+(L) 3+x \/5 30 \/§ 4 12
NE)
: ¢ dx e’
4. Forme L avecu = Inx > 0 sur [e,e?]: f =[ln(lnx)] =ln2-ln1=1In2.
u e xlnx e

ln2 ex

1+eX

(n2
dx=[ln(1+e")]n =ln3—ln2=ln§

5. Forme”—avecu=1+ex>0:f .
u 0 0 2

3
1 1+3x2)21 o
6. Formeu'u%avecu=1+3x2: [ x\/‘l+3x2dx=[( B )]=891=%.
0 0

7. tan?x = (1+tanx) - 1: fztanzxdx=[tanx—x]z ==
0 0 4

2 1,2 2 1
8. X + 1 =X_1+x31 (division) : /; );:11 dx=[x?—x+2ln(x+1)]o=2[n2—%.

© Interprétation géométrigue

9 Définition : unité d’aire

Dans un repére orthogonal (0,7,]) avec ||7]| = p
cm et [|f]l = g cm, l'unité d’aire (u.a.) est l'aire du y
rectangle construitsur7etj: 1 u.a.=pg cm?. Cs

L

9 Théoréeme : laire sous une courbe ul

Si f est continue et positive sur[a, b] (a < b), l'aire A(x) D
du domaine

a X x+h b X
D= {M(x, y) : asx<sb, 0<sy< f(X)} la bande [x, x + h] est coincée entre deux
rectangles

vaut [bf(x)dx u.a.

A

Justification (on admet qu’une aire est additive et croissante pour l'inclusion). Notons A(x) l'aire
de la partie de D comprise entre les droites d'abscisses a et x. Pour h > 0, soient m, et M, le
minimum et le maximum de f sur le segment [x, x + h] : la bande d’abscisses [x, x + h] contient le
rectangle de hauteur m, et est contenue dans celui de hauteur M,, donc

hm, <A(x+h)-A(x)shM,.

Orm, = f(c,) et M, = f(d,) avec c,,d, € [x,x +h]: par continuité, m, — f(x) et M, - f(x) quand
h — 0*. Donc %)'A(X) — f(x), et de méme a gauche: A’ = f et A(a) = 0. Ainsi A(x) = F(x) - F(a), et
l'aire de D est A(b) = fab f(x)dx.
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Aire algébrique
Si f < 0 sur [a, b], le domaine compris entre Cs et (Ox) est le symétrique par rapport a (Ox)

de celui de -f > 0: son aire est fab(—f) = —fab f. En général, fab f(x)dx est la somme des
aires situées au-dessus de (Ox) moins la somme des aires situées au-dessous.

Exemple : contrdle et compensation: ||7]| = 2 cm, ||| = 1 cm, donc 1 u.a. = 2 cm?

3 2 3
Controle. f (x+1)dx = [X? + x] = % - % = 6: C'est bien 'aire du trapéze de bases 2 et 4
1 1

et de hauteur 2, 2;" x2=6ua v

Compensation. Pour f(x) = x*> - 2x = x(x - 2) sur [0,3] :

3 3 3
'/; (x? - 2x)dx [3 X ]0 9-9=0.

Pourtant l'aire n’est pas nulle: f < 0 sur[0,2] et f > 0 sur
[2,3], avec

2 4 3
[ (2x—x2)dx=§=[ (x*-2x)dx : Z
0 2

=i

3X

QR

les deux parties se compensent. Laire vaut £ + 2 = S u.a,

16
3

2

soit m< |,

© Propriétés de l'intégrale

Régles de calcul (f, g continues sur Uintervalle | ; a,b,c € I; a,B € R)

Chasles : f ? f) dx + f A f S
a b a
Linéarité : [ b(af(x)+Bg(x))dx=a f " Fx)dx + B [ ? 900 dx.

A

Démonstration. (F(b) - F(a)) + (F(c) - F(b)) = F(c) - F(a) ; et aF + BG est une primitive de af + Bg.

B Intégrales et ordre (f, g continues sur [a, b], avec a < b)

b
1. Positivité: si f > 0 sur [a, b], alors [ f(x)dx = 0.
a

b
2. Cas d’égalité : si f > 0 sur [a,b] et [ f(x)dx = 0, alors f est nulle sur [a,b]. Donc, si
a

b
a<b, f=0etfnonidentiquement nulle: f f(x)dx > 0.
a

b b
3. Croissance: si f < g sur [a, b], alors f f(x)dx < f g(x)dx.
a a
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4. Valeur absolue :

fabf(X)dx Sfablf(X)Idx.

Déemonstration. 1. Une primitive F de f veérifie F' = f > 0 : F est croissante sur [a, b] et F(b) > F(a).
2. F est croissante et F(a) = F(b) : pour tout x € [a,b], F(a) < F(x) < F(b) = F(a), donc F est
constante sur[a,blet f =F' =0. 3. On applique1ag-f =0, puis la linéarité. 4. On applique 3 a
SIf s FsIfls - L Af L D F< [ AFL

Remarque. La continuité est essentielle dans 2; la réciproque de 1 est fausse : f_21 xdx = % 20
alors que x < 0 sur [-1,0[.

Exemple : découper avec Chasles

« x> -3x+2 = (x-1)(x - 2) est positif sur [0, 1], négatif sur [1, 2], positif sur [2,3]. Avec
P(X)=X?3—32i2+2x:

5 M
+ == —
6

6"

+

o
o=

3
_A |x2 - 3x + 2| dx = (P(1) - P(0)) - (P(2) - P(1)) + (P(3) - P(2)) =

2
- La fonction continue x ~ min (1, x?) vaut x* sur [-1,1] et 1sur [1,2]: [ min (1, x?) dx =

-1
1 2
[ xzdx+[ dx = 2,
Py ] 3
Exemple : intégrer des inégalités en cascade

Soit x > 0. On intégre chaque inégalité sur [0, x] pour obtenir la suivante :

2 4

X X

- - ‘|_ <
= > (1-cosx) 2%

2

3
o X o
cost<1 = sinx<x = 1—cosx57 = X-SInx <

.
6
3 . 5
- - <

= z (x S|nx)_120.

(Par exemple, la 2¢ vient de [*sintdt < [ tdt.) On obtient, pour tout x > 0 :
0 0

3 2 2 4 2 :
X . X X X 1 X X-sinx _1
X-=—<sinxsx 1-—<cosx<1-—+— —-——<=—"<— (x>0).
6 2 2% 5 10° e g X0
Par les gendarmes, lim T l, et la fonction est paire : lim HEEI l, sans
x—0* x3 6 x=0 x3 6

aucun développement limité'!
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@ Encadrements et valeur moyenne

B Inégalités de la moyenne

Soit f continue sur [a, b], avec a < b.

b
1. Sim < f(x) <M pour tout x € [a, b], alors m(b-a) < f f(x)dx <M (b - a).
a

[b f(x)dx

Démonstration. On intégre m < f < M (croissance) et fabmdx = m(b - a) ; puis |fabf| < fab If] <
M(b - a).

Définition : valeur moyenne

b
La valeur moyenne de f, continue sur [a, b] (a < b), est le réel u ! [ f(x)dx.
a

" b-a
Théoréme de la moyenne

b
Il existe un réel c €]a, b[ tel que f(c)=p, C'est-a-dire f f(x)dx = (b -a) f(c).
a

2. Si |f(x)| < M pour tout x € [a, b], alors <M |b-a| (vrai aussi pour fba).

A

Démonstration 1 (TAF). Une primitive F de f est dériv-
able sur [a, b] : il existe ¢ €]a, b[ tel que F(b) - F(a) =
(b-a)F'(c) = (b-a)f(c).

Démonstration 2 (TVI). f continue sur le segment [a, b]
y atteint un minimum m et un maximum M ; d’apres 1,
m < p <M, et le TVIdonne c € [a, b] tel que f(c) = p.
Interprétation (f > 0) : le rectangle de base [a, b] et
de hauteur p a la méme aire que le domaine sous C;.

gy S
(e}

=

() NN
N

N

x

Exemple : sur [-1,1], f(x) = - 1x2 a pour valeur -
+
1 i £ -
moyenne y = 1[arctanx] _ E’ atteinte en deux les parties hachurees au-dessus deH
2 =1 & compensent exactement le rectangle vide

points: ¢ = t,/ﬁ - 120,52 (c nest pas unique). sous

Méthode : encadrer une intégrale qu’on ne sait pas calculer

On encadre lintégrande f(x) pour tout x du segment par des fonctions dont on connait
une primitive, puis on intégre (bornes dans l'ordre). Pour une limite, on conclut par les
gendarmes, ou par le théoréme de la moyenne.

Exemple : deux applications

T _dx 1 u? 2 _ 1 8 4
. =] > . - - = > - - = > =
I= [y 325 Pouru0: ——-(1-u)==-20 et (1-u+u?) —20. Avecu = x*,

puis en intégrant sur [0, 1] :

1 1
[ (1—x")dxsls[ (1-x*+x8)dx, soit eyl (0,8<1<0,912).
0 0 5 45
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« lim1 fzx sint gt, g(t) = S'“t est continue sur ]0, +oo[ ; d'aprés le théoréme de la moyenne,

x—0* X

il existe ¢, €]x,2x[ tel que fx g(t)dt = xg(c,). Quand x — 0%, c, — 0 (gendarmes) et

sinc, . o0
—— — 1: lalimite vaut[1]

X

© La fonction x — [ f(t)dt

Soit f continue sur un intervalle I et a € I. La fonction F : x +— [ f(t)dt est lunique

primitive de f sur | qui s'annule ena: F est dérivable sur [, F' = f et F(a) 0.

Démonstration. Si G est une primitive de f sur I, alors F(x) = G(x) - G(a) : donc F' = G’ = f et
F(a) = 0. Deux primitives nulles en a different d'une constante nulle : elles sont égales.

Bornes variables

Soit f continue sur un intervalle I, et u, v dérivables sur un intervalle J, a valeurs dans I. Alors
v(x)

G(x) = f(t)dt est dérivable sur J et G'(x) = v'(x) f(v(x)) - u"(x) f(u(x)) |
u(x)

Démonstration. Avec ®(x) = [ f(t) G(x) = D(v(x)) - D(u(x)), et l'on dérive les composées

(@ = f).

B Attention, piege!

Si x figure aussi dans l'intégrande, on le sort d’abord de l'intégrale (pour t, c’est une con-
stante) :

600 [ “(x-Of(t)dt = x I ")yt - I “tfwdt, 600 = ! " () dt « xF(x) - xF(x),

soit G'(x) = J; f(t)dt, et non «(x - x)f(x) = 0 ».

Exemple : deux identités obtenues en dérivant

lnx 1 0y Inx Ilnx _
[1 ()_1+x2+ﬁx1+i2_1+x2_x2+1'0’ Donc L est
X
. 2 Int
constante, égale a L(1) = 0 : par exemple L Teg dt=0
1 +

2

sin x
« K(x) = f v1-t2dt sur [—— —] K'(x) = cos xy1 -sin®x = cosx | cosx| = cos®x et

K(0) = 0, donc K(x) = % + sm42x. Pour x = g ° fo v1-t2dt = %, l'aire d'un quart de
disque de rayon 1. v

Maths Olympiad @
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2x
Exemple : étude compléte de F(x) = f et dt
X

1. Dérivée. t — et est continue sur R ; avec d(x) = fOX e‘t2dt, on a F(x) = ®(2x) - d(x): F est
dérivable sur R et

2. Parité. @(x) = d(x) + ©(-x) vérifie p’'(x) = e e = (et (0) = 0: ® est impaire, donc F
aussi. On l'étudie sur [0, +oo[.

3. Variations. Pour x20: F'(x)>0 < e <2 = x<a-= ”‘Tz = 0,48 : F croit sur [0, a]
et décroit sur [a, +oo].

4. Encadrement. Pour x > 0 et t € [x,2x]: e < et
longueur x :

2 2 . Py
< e ; en intégrant sur [x,2x], de

xe ™ < F(x) s xe¥.
Comme xe™’ = % xx2e™* > 0en+oo: lim F(x) = 0, la droite y = 0 est asymptote, et F >0
X—+00

sur ]0, +ool.
5. Tangente et inflexions. F(0) = 0, F'(0) = 1: tangente y = x en 0. F"(x) = 2x e’ (1 - 8e‘3"2)

s'annule en changeant de signe en 0 et en %/In 2 = £0,83 : trois points d’inflexion.

y -~
X -00 -a 0 a +00 o2 | [ C\\‘
I - _ \‘ F )
F'(x) o + 0 - xeve A\
0 : F(a) _‘2 “1 \\‘~ ..
; / - Sa \‘\ ,‘I 2‘ X
i \ 0 \ O\ N
(x) > N\
-F(a) 0 AN
F(a) = 0,286 (calcul numérique) . (

en rouge : la tangente y = x en O

© /ntégration par parties

B Formule d’intégration par parties (IPP)

Si u et v sont dérivables sur [a, b], de dérivées u’ et v’ continues sur [a, b], alors

fb u(x)v'(x)dx = [u(x) v(x)]b - [b u'(x) v(x)dx.

A

Déemonstration. uv est dérivable et (uv)' = u’v + uv’ est continue : d’apres la section 1, fab (u’v +

b T
uv')(x)dx = [uv]a, et l'on conclut par linéarité.

Maths Olympiad a
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Méthode : choisir u et v’

On dérive ce qui se simplifie en dérivant (ln x, arctan x, un polyndome) et 'on primitive ce
dont on connait une primitive (e, cos, sin, x"). Si lintégrande est seul (Iln, arctan...), on
prend v’ = 1. Chaque IPP sur P(x) e ou P(x)sin(ax) fait baisser d'une unite le degré de P.

Exemple : cinqg calculs

- Polyndme x exponentielle. u(x) = x + 1, v'(x) = e, u'(x) = 1, v(x) = Je**:

f1(x+1)ezxdx=[w]1_1[122de=(e2_l)_ez—1 _ 3e? -1 |
0 0o 2Jg

2

» Logarithme. u(x) = Inx, v'(x) = y/x, u'(x) = %, v(x) = 2x/x:

2eJe+4
5|

€ 12 e 2 (¢ _2 4 _
[ﬁlnxdx-[gx\/}lnxL 5/1’ \/}dx-3e e 9(e\/E 1)_

- Logarithme et arctangente. u(x) = [n(1+x°), v'(x) = 1, u'(x) = 225, v(x) = x, et X5 =
1.
EEB%Z

1 1 1 1
/; ln(1+x2)dx=[xln(1+x2)]0-2j0 (1—1+X2)dx=ln2—2(1—%)= n2-2+71

X _gx=T_In2
1+x2 4 2

1 1 1
De méme, avec v’ =1: f arctanxdx = [x arctan x] - f
0 0 Jo
- Deux IPP successives. u(x) = x, v'(x) = sin x, puis u(x) = x, v'(x) = cos x :

m m m m m
[ xzsinxdx=[—x2cosx] +2[ xcosxdx=rr2+2([xsinx] —[ sinxdx)
0 0 0 0 0

=m2+2(0-2)=|n? - 4]

€ Changement de variable
¥ hiorime

Soit ¢ dérivable sur [a, B], de dérivée continue, et f continue sur un intervalle I contenant
®([a, B]). Alors

(B) B
[ saax= [ slew) e @at
(a) a

b 1 pb+q
Cas affine (p # 0) : [ f(px+q)dx = = [ f(u)du.
a P pa+q

A

Déemonstration. Si F est une primitive de f sur I, alors F - ¢ est dérivable et (F- @) = @' x(f - @) est
continue : les deux membres valent F(p(B)) - F(ip(a)). Le cas affine est @(x) = px + g, lu de droite
a gauche.
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Chapitre 9. Calcul intégral 2° Bac Sciences Mathématiques

En pratique: on pose x = ¢(t) (ou t = w(x)), on remplace dx par ¢'(t) dt, et 'on change les bornes.

Exemple : trois changements de variable

0 1
1 1
- Affine. t = 1+x,d =dt:f 1+ x)?%%6d =/t—‘|t2°26dt=———=
ne % ax X (o)™ hdx = (=) 2028 ~ 2027
1 )
- |
5 (sans développer!).

+ Une racine. Pour f15 = \2x -1, soit x = @(t) = % avect € [1,3]:

dx = tdt, et

X
V2x-1

5 3 2 3.3
X dx=[ 1+t xlxtdt=l[t+t— =1(12—ﬁ)=E.
w1 .2 ot 207372 37|73

* Une tangente. Pour f‘E d")3,2, on pose x = tant, t [0 ] dx = (‘I +tan? t)dt =

coszt
et (1 +x2)3/2 —L (cost >0):
V3 I g
f L“=f3cos3tx dt-[smt]3= ﬁ
o (1+x2)° 0 cos? 2

B Parité et périodicité (f continue)

. -a, 0 ! dx = ‘ + J(- d 0 d ’ = ’ i i ’
Su:[ a, a] [a f(x)dx _/0- (f(x) + f(-x))dx ; donc [a f 2_/; f si f est paire, et
f f =0si f est impaire.

b+T a+T
+ Si f est T-périodique sur R : f f f(x)dx et f(x) [ f(x)
pour tous réels a, b.

Démonstration. Avec x = -t : f_% f(x)dx = fao f(-t)(-dt) = foa f(-t)dt, puis Chasles. Avec x =t+T:
DT f(x)dx = [ f(t+T)dt = [ f(t)dt; enfin [©T = [0 1o [@T et [*Tf= [If=-[OF.

Exemple : parité et périodicité

1 2 1 1 X 1
X dx=f x2( 1, 1 )dx=f XZ(L+ e )dx=[ x2dx = l.
q T+exX 0 T+eX T+eX 0 T+ex eX+1 0 3

- J1-cos2x = V2sin’x = 2|sinx| est m-périodique ; par Chasles, pour n € N :

nm m
\/‘I-c052xdx=n[ \/fsinxdx= Zﬁn.
0

0

Maths Olympiad @



Chapitre 9. Calcul intégral 2° Bac Sciences Mathématiques

© Calcul d 'aires
'

Soient f et g continues sur [a, b] (a < b). Laire du domaine limité par Cf, Cg et les droites
d’équations x =a et x = b est

b b
A= X)-g(x)|dx u.a., soit A= X)-g(x))dx u.a. si f 2gsur|a,b].
[ 170 g00] d it A= [ (F)-g(0)dx ua. sifzgsur(a,b]

A

Justification. Si f > g : g est minorée sur le segment [a, b] par un réel -k ; la translation de vecteur
Rj conserve les aires et améne le domaine entre Cg+k et Cf+k, au-dessus de (Ox) ; son aire est

fab(f +R) - fab(g +R) = fab(f - g). Sinon, on découpe [a, b] aux points ou f - g change de signe.

Méthode : calculer une aire

1. Résoudre f(x) = g(x) (points d’intersection) et étudier le signe de f - g. 2. Découper avec
Chasles pour n’intégrer que des fonctions positives. 3. Calculer en u.a., puis convertir : 1
u.a. = [[7]l < [IjIl cm?.

Exemple : la lentille entre sin et cos

Intersections. Sur [0,2m], Sinx = COSX <

tanx=1 & x=Toux=2L
. . . .
_ = =T
Position. sin x - cos x \/Esm(x 4) 20sur y y = sinx y = COS X
[%, 2| : la sinusoide est au-dessus. !
Aire. !
|
5m : /
18 2 X
4

S

s

4 o 0 o
A=f (smx—cosx)dx=[—cosx—smx]"4
m =

" 4

= \/E - (—\/E) = 2\/5 u.a.

La partie située sous (Ox) ne pose aucun prob-
léme : seule compte la différence f - g.

Exemple : type examen : l'aire entre une courbe et son asymptote

. 41n x
Soit f(x) = x + "

droite A : y = x est asymptote a Criet f(x)-x= ‘*)l(# 2 0 sur[1,+oo[ : C; est au-dessus de A.

sur 10, +oo[ (repére orthonormé d’unité 1 cm). Comme l)’:—z" — 0 en +oo, la
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Pour A > 1, l'aire A(A) du domaine limité par Cp Aetles

droites x = 1, x = A s'obtient par une IPP (u = Inx, v’ = X1—2, A
A
V= X).
C
A A A f
AQ) = & m—z"dx=4([-“'—x +f ﬂ)
q X X 1 1 X2

. ({ lnA 1\ _, 4(+InA)
-‘*('T”'x)"*‘—A :

Donc Alim AQA) = : le domaine est infini, mais son I1 i

aire « tend » vers 4 cm?.

° Volumes de révolution

Volume d’un solide de révolution

‘

L'espace est rapporté a un repére orthonormé d’unité p cm; lunité de volume est 1 u.v. = p3
cm®. Si f est continue sur [q, b] (a < b), la rotation autour de (Ox) de l'arc {M(x, f(x)) : a <
X< b} engendre un solide de volume

V=rrfb(f(x))2 dx u.v.

Si0 < g < fsurla,b], le domaine compris entre C, etC; engendre un solide « percé » (un

anneau) de volume V = rrfb (f(x)2 - g(x)z)dx.

Pourquoi ? Le plan perpendiculaire a (Ox) en x coupe le solide suivant un disque de rayon |f(x)],
d’aire S(x) = mf(x)?. Comme pour les aires (section 2), on admet que le volume V(x) de la partie
située entre a et x verifie V'(x) = S(x), d'ou V = fab S(x)dx.

Le fuseau de la figure : f(x) = \/x(2 - x) sur
[0,2]:

2 2
V= nf x(2-x)%dx = n[ (x3 - 4x% + 4x)dx
0 0

s Z o) [ L S
3 3 77
le volume d'une boule de rayon 1! Avec p =

2: V= %" cm? = 33,5 cm3.

disque de rayon f(x), d’aire mf(x)?

Exemple : les formules de la géométrie, et un anneau

+ Boule de rayon R (demi-cercle f(x) = VR? - x2, x € [-R, R]) et cone de rayon r et de hauteur
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h (segment f(x) = + X, x € [0, h]):

R 3.R 2 rh
- 2,2 _ 2, X1 _ 4 53 _r 24y o 102
Vioule = n[R (R? - x?)dx = 2n[R X - ?]o = 3R Visne = "ﬁ_/; x2dx = 3 h.
- Anneau. Les paraboles y = x? ety = 2 - x? se coupent en x = #1, et 0 < x> < 2 - x% sur
[-1,1]. Le domaine qu’elles limitent engendre un solide « percé » de volume

V=n[11((2—x2)2—x4)dx=n/

=

1
(4—4x2)dx=rr(8—§) = % u.v.

@ Sommes de Riemann

B Deéfinition : méthode des rectangles

Soit f continue sur [a,b] et n € N*. On découpe [a, b] en n intervalles de méme longueur
h= bn;", de bornes x,, = a+kh (0 < k < n), et l'on pose

b-a<
Ry =—=> flx) et S ==r > F(x,)-
k=1
R, (rectangles « a gauche ») et S_ (rectangles « a droite ») sont des sommes de Riemann.

B Théoréme (démontré pour f monotone, admis dans le cas général)

n— +oo n—+oo n—+co N

lim R = lim S = [b f(x)dx en particulier lim il if(%) = f1 f(x)dx.
a =1 0

_(b-a)|f(b)- (@)

Si f est monotone : -

[b f(x)dx-R,

(de méme pour S,).

Démonstration (f croissante). Pour x € [X,,X,,,]
f(Xk) s f(X) £ f(Xk+1)- En intégrant sur [Xerk+1 ]r de empilés :

longueur h : y C o

hrog)< [ F(dx < h fl,,).

3

f(b) - f(a)

On somme pour kR =0,...,n -1 (Chasles): R, s1<S,,
avec | = fab f. Or la somme est télescopique :

b- b) -
S - = {5 - o) - 2 NO-F@)

n a X X, b X

DoncO</-R <S -R —0et0<S -/<S -R — 0. n=5:R, (bleu)s/<S, (bleu +rouge)
Si f est décroissante, on applique ce résultat a -f.
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Chapitre 9. Calcul intégral

Méthode : reconnaitre une somme de Riemann

On met % en facteur et 'on fait apparaitre f(%) ;onvérifiequekvadelan(oudeO0an-1),
sinon l'intervalle d'intégration change. Pour un produit, on passe au logarithme.

Exemple : trois limites
- n 1 i 1 ('_dx _[m
- 0 1+x2 4 I

* Le post-it de la couverture. u, = Z
24+ k2 2
kg N2k ”k=11+(%)

1 _}/1 dx =[m];=\/§-1.

1+2x

:

z T@n)
*w, = (H(‘I + %)) = (‘(ql‘:')n) on passe au logarithme,
1 n R 1 1
lnw =HZ[n(1+—) — [ ln(1+x)dx=[(1+x)ln(1+x)—X] =2ln2-1,
k=1 0 0

B~

dong, par continuité de exp, w, - e*"2"! = ,
e

@ Suites d'intégrales

- - . b
Méthode : étudier I = [ f,(x)dx (avec a < b)
Signe et monotonie : on compare les intégrandes (f, > 0, f,., < f,..) puis on intégre.
Récurrence : une IPP relie ., a /. Limite: on encadre f, puis I (gendarmes); une suite

monotone et bornée converge, mais il faut encore trouver sa limite.
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’
Exemple: | = [ Lﬂ, n e N*
o (1+x2)

1. Monotonie. Pour x € [0,1], (1 + xz)"+1 >(1+x2)" >0,
doncO<I </ :(l)est décroissa1nte et minorée par

0, donc convergente. [, = [arctan x] =l

0 &
2. Récurrence. IPP avec u(x) = (1+x2)",
’ _ __ 2nx 2
u'(x) = (1+X2)an(X) X, pUISX =(1+ x)

laire sous y = 7 2)n se concentre

prés de 0

soit 2nl, . =(2n-1)1 +—

o | =41 3m 1
douI2-8+4etI 32 e

3. Limite. D'aprés l'inégalité de Bernoulli, (1 + x2)n > 1+ nx?2, donc

1 1
0<I < / 2 i[arctan(\/ﬁx)] = arctanyn PR et lim 1 =0.
0 Jn

1+nx2 0 \/H 2\/5 n—+oco

Les intégrales de Wallis: W, = foi cos"xdx, n €N

1. W, = ﬁf sin” xdx, W, = g, W, =1; (W,) est strictement positive et décroissante.
. 2p) 4P (p1)®
2. (n+2)Wn+2-(n+1)Wn, d’ou WZP_WXE et sz+1 —m.
3. (n+ )W, W =5 T pourtoutn, Llim WLJ et lim Jnw, ,/"
’ n+1 n—+oo Wn n—+oo 2°
p 2
.oom (2R) L 2x2 hxb 2p x 2p

4. Formule de Wallis: — = lim ———— = [im .

2 p—>+°°.|;|-(2k—‘l)(2k+1) porw 1x3 3x5 >((2p—1)(2p+1)

Démonstration. 1. Le changement de variable x = g -t échange cos et sin. Sur [0, g], 0<cosx<1,
donc cos™ x < cos" x ; et cos" est continue, positive, non nulle, donc w, >0 (section 3).

2. IPP avec u(x) = cos™' x, v'(x) = cosx, u'(x) = =(n + 1)cos" xsinx, v(x) = sinx, puis sinx =
1-cos?x:

NI

W,,+2=[cos”*1xsinx] +(n+‘|)/02cos”xsinzxdx=(n+‘l)(Wn—Wn+2).

0

Les deux formules s’en déduisent par récurrence sur p (pour Wyp.y = 5‘;—:; W,,, on multiplie
numérateur et dénominateur par 2p +2).
3.u,=(n+ MW, W vérifieu ,=(n+2)W, W, ,=(n+1)W W . =u, : elleestconstante, égale
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= W, W, = 7. Par décroissance, W, s W, , < W, et en divisant par W, >0:

n+2 =
n+1_ Wi, . 2__h n w n
. < W, <1 (gendarmes), puis nwe = 1t 2 W — >
w, p
p1 2 16°(p)" (2k)? T
4, Avec 2, sz = x W = ﬂ (2k-T)2k+1) (on regroupe pairs et impairs), et ce
rapport tend vers 1.
(3 , [y
Q@ Les piéges classigues
X Faux v Vrai
L 1
f 25 = [ln |x|] =0 1 n’est pas continue sur[-1,1] : cette
-1 X -1 X . y - o
integrale n'est pas deéefinie
fab f(x)dx =0, donc f =0 sur[a, b] vrai seulement si f est continue et de signe
constant : f_11 x3dx=0
fabf < fab g, donc f < g sur[a, b] réciproque fausse : fozxdx =2< f02 % dx =3,
mais x > % sur ]%,2]
f <g,donc fabf < fabg (sans condition) seulementsia<b: 1<2 mais
f10dx= -1> f102dx= -2
|fabf|=fab|f| seulement <; fOZ"sinxdx=0 mais
J& Isinx| dx = 4
( I f(t)dt) = £ (x2) ( I f(t)dt) = 2x f (x?) (dérivée d'une
composée)
(Jox f)dt) = x f(x) x sort de l'intégrale :

(x ' FDdt) = [ f(B)dt+ x f0)

avect = % dt = dx, etles bornes restent | dt = —%, et les bornes % et 2 deviennent 2 et

les mémes %

avec x =sint: v1-x2=cost V1-x2=|cost|; cestcostsite [ 2 2]

f paire, donc fozaf =2f'f il faut un intervalle symétrique: [° f=2 [*f
b 2 b b

V= n(fa f(x)dx) ou V=m [’ f(x)dx V=m [’ f(x)>dx uv., et1uv. =p*cm’

& T odx

Z - =ln2 ici = parcourt 10,2]: la limite est f2 dX = |n3

k=1 () - k 0 1+Xx

la valeur moyenne est atteinte en ¢ = "—;b C existe mais n'est pas connu : pour 117 sur

[-1,1], c = 20,52
(1) est décroissante et positive, donc elle converge, mais sa limite peut étre > 0 :
I =0 Jo (1 +x")dx - 1
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@ Les astuces des concours

¥ Astuce de concours : la symétrie x — a+b - x

b b
Si f est continue sur [a,b] : [ f(x)dx = [ f(a+ b - x)dx (changement de variable
a a

t=a+b-x, qui échange a et b). En particulier, si f est positive et ne s'annule pas en méme
tempsque x » f(a+b-x):

(X) _b-a o '
f f(X)+f(a+b-x) dx = > (la somme des deux intégrales « jumelles » vaut b - a).

2 c0s29%6 x m .
. dx = —, carcos( )=S|nx.
0 €0S2026 x + 5in0%° x 4
m
X sin x )sin x . )
<= f T+ cosZx [ Trcoix ————dx (sin(mm - x) = sin x, cos?(rm - x) = cos® x), donc
o 1+cos x 0 +COS
n 2 m 2 2
sin x mom\_m m
2l=m —dx:rr[—arctan(cosx)] =rr(—+—)=— et l=—|
o T+cos2x 0 4 4 2 4

Yo Astuce de concours : l'inégalité de Cauchy--Schwarz

2
Pour f, g continues sur [a,b] (a < b): (fbf(x)g(x)dx) < fbf(x)2 dx x fbg(x)z dx.

a
Preuve. Pour tout réel A, P(A) = f (Af +g)? = A? f 2+ 27\[ fg + f 2 > 0 (positivité). Si
fab f2 > 0, ce trindme de signe constant a un discriminant < 0 : c’est l'inégalité. Si [ab f? =
alors f = 0 (section 3) et 'inégalité est évidente.

I n 2
« Avec f(x) = /x et g(x) = Vsin x (f \/xsmxdx) s[zdexfzsinxdx=%, donc
0 0
[3\/xsinxdxs
0

= 1,111 (valeur: 1,108).
212

- Si f est de classe C" sur [0, 1] avec f(0)=0: 2=(fy1xf dt) sxJy f2<xf i
1 1
on intégre sur [0, 1] : [fzslf ik
0 2 0

¥ Astuce de concours : T < % ¢ une intégrale positive mesure un écart

La division de x*(1 - x)* = x8 - 4x” + 6x® - 4x° + x* par 1 + x> donne

4 4 1 b 4
x*(1-x N x*(1-x
¥=X6—4X5+5X4—4X2+4— . d'ou [ gd)(:l_z ‘|_£+4 W‘Q—Tf

1+ x2 1+ x2 o 1+x2 73 3 7
Lintégrande est continu, positif et non nul, donc m < 2. Mieux: 7 < —5 < 1 sur[0,1] et

1 4 4 S 1 22 1

x*(1 - x)*dx = =, d’oli —= -m< —, soit .
fo ( ) 630 1260 7 630’ ‘
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¥ Astuce de concours : encadrer une somme par des intégrales

Si f est décroissante sur [1, +oo[, alors pour tout entier

R22: 1 \__
y=xX
R+1

kR
F(x)dx < f(k) < j; fEdx (fgure).

win

k

En sommant (Chasles) : T 2 3 4 5 ex

n+1 n n f(R) : sous la courbe sur [k - 1, k]
_/1- f(x)dx < ; f(k) < (1) +[1 f(x)dx. (bleu), au-dessus sur [k, k + 1] (rouge)
i 10° 1
Exemple : f(x) = x“3, de primitive 3 {/x, est strictement décroissante. Pour S = Z —
k=1 VR?

297 <3(V105+1-1)<5<1+3(J100-1)=298,  donc  [E(S)=297|

n
De méme, en divisant par y/n: lim % Z 31 =3
n—+oo
n k1 VR2

Y Astuce de concours : le lemme de Riemann--Lebesgue (f de classe C' sur [a,b])

Avec M = r[n%i( |f'], une IPP (u = f, v’ = sin(nx), v = —%) donne
a,

2 b b i
[ fe0sinnx dx| - ‘[ IR . 3 [ ricostnnox| [f(@] + 1(b)] + M(b - )
a n a NhJg n
qui tend vers 0 quand n — +oo, et de méme avec cos(nx). Application : sinz(nx) - H%(an)'
- ™ sin’(nx) 1 ™ dx In(1+m)
doncnlirpooo 1+X _50 1+X_ 2 o

Y Astuce de concours : la limite de n f01 x"f(x)dx (f de classe C' sur [0,1])

+1
Avec M = max If'|, une IPP (u =f,v' =x",v = ’:’T) donne

< —> 0

n+2 n—+co

1 1
(n+1)f0 xﬂf(x)dx:fm)-[o XM () dx et

[1 x"TF(x) dx
0

Donc

! Toxn 1
lim nf x"f(x)dx = f(1) par exemple lim nf dx = —.
0 0

n—+oo n—+co 1+ X2 2

f()

L'aire sous y = x"f(x) se concentre pres de x = 1, et vaut environ -
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@ L'essentiel du chapitre en une page

r

Définition (f continue sur un intervalle I > a, b)

[ f(x)dx = )] = F(b) - F(a), F primitive de

f f=0, [f=-1f J 9 =9(b)-
Aire (1 u.a. = |I7]l x 7]l cm?)
f20sur[a,b]: fab f = aire sous C; (u.a.).

Entre deux courbes: A = jab |f - gl (découper
aux zéros de f - g).

g(a).

Propriétés

Chasles : fab+fbc=
Siasb: f20= ['f20; fsg= [[fs[)g;
< [IfL;
S f=0=f=0.
Moyenne (a < b)
msfsMm=mb-a)s [’ f<Mb-a).

fac . linéarité.

f =20 continue et

b
u=L[ f; ilexiste c €la, b[ tel que f(c) = p.
b-aJ,

Fonctions définies par une intégrale

= [7 f(t)dt: primitive de f nulleena, F' = f.

v(x) !
([ 7] =0 w0 -0 fute

Intégration par parties (u’, v’ continues)
b b b
[ uv' = [u v] —[ u'v : dériver ln, arctan,
a a a
P(x).
Changement de variable (¢’ continue)

f " fx)dx = f ’ f(®) @'(t)dt : changer dx
®(a) a

et les bornes.

b B 1 pb+q
/; f(pX+q)dx-Ef f(u)du.

pa+q

Parite, periodicité

fpaire: [¢f=2[7f; fimpaire: [ f=0.

f T-périodique : fa‘”f = fOT f.

Volumes (1 u.v. = p* cm3)

Rotation autour de (Ox): V = nfb f(x)?>dx uw.
Boule: §HR3; cone )
)} (F-9)

Sommes de Riemann (f continue)

Zf mba ff
- s

f monotone : erreur <

%nrzh : anneau :

(b- @) f() - fla)l
n

Z ;
2 2
k1 nZ+R

Suites d’intégrales
Monotonie : comparer les intégrandes ;

m
- —,
4

récurrence : IPP; limite : encadrer.
1
dx m .
< —— (Bernoulli).
[o (1+x2)"  2/n

Wallis: W, = foE cos" xdx, (n+2)W,, =(n+ W,

(n+ W, W, =2, J/nw, > [T

Astuces

fbfx dx=fbfa+b x)dx.

f décroissante : f:” < f(R) < f:1 f.

Cauchy—Schwarz : (f fg) < fab i fab g°.
1 x (1 x)*

A T dx==-m>0.

f declasse C': fa f(x)sin(nx)dx - 0;

nfo1 x"f - f(1).

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

@ Niveau | «- Bases

Exercice 1 Calculs directs * corrigé p. 42
Calculer, avec les primitives usuelles (formes u’u’, =, a* = e meE - e
]
- dx
2 [(S2ax b B c>f—x o [
1 Jx 0 J(x+1)2 1 X2 +2X+2 o T+xt
1 ln2 1
o) f DEEDX 0 ) Y -1dx g f3 fanx ;v ) f 2%3% dx
o T1+x2 0 cos? x 0
Exercice 2 Propriétés de lintégrale * corrigé p. 42

1. Calculer [ max(sin x, cos x) dx.
2. Si f est continue sur [0, 1] et jo1 f2=2 j01 xf(x)dx - 1, calculer fo1 (f(x)- x)zdx ; que vaut f ?

3. Si f est continue sur [0,1], |f| < 1 et fo1 f =0, montrer que |fo1 xf(x)dx | 1 (penser a x - —)

Exercice 3 Valeur moyenne, encadrement * corrigé p.42
1. Valeur moyenne p de In sur [1,e], et c € [1,e] tel que Inc = y ? Méme question pour x — 2%
sur [0, 1].
e+2

2. Justifier que 1+u <e” <1+ (e-1)usur[0,1] (tangente, corde), puis que % < f01 e’ dx < 5

Exercice 4 Intégrations par parties * corrigé p.43
Calculer par une (ou deux) intégration(s) par parties (pour d), poser d’abord t = /x) :

1 2 In(1 In2 1
a)f x3 arctan x dx b)[ n(X;X)dx c)f x2eX dx d)f arctan/x dx
0 1 0

0

e) Déterminer la primitive F de x = In (1 + %) sur ]0, +oo[ qui s'annule en 1.

Exercice 5 Changements de variable * corrigé p. 43

Calculer a l'aide du changement de variable indiqueé :

8 dx 3 3 dx 2
= b = X +
) [ e A E) ) [ A= =V ) o f s
1 1
d)f x2J1-x2dx (x =sint) e)f dx (t = e¥)
0 0

eX + e2x

> (x=2tant)
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Exercice 6 Dériver une intégrale » corrigé p.43

1. Dériver A(x) = foxz In(1+e)dt et B(x) = [ 55 t2 dt. Si C(x) = J;(x - t)sin(t?) dt, montrer que
C"(x) = sin(x?).
2. Soit G(x) = [’“1 4t sans calculer G(x) : variations, limites en oo, G(-1 - x) = G(x), maximum.

142"
Vérifier que G(x) = arctan

X2+X+'I :

Exercice 7 Calculs d'aires » corrigé p. 44

Repére orthonormé d’unité 2 cm. Calculer, en u.a. puis en cm?, laire du domaine limité par: 1.
la courbe de exp et la droite passant par ses points d’abscisses 0 et 1; 2. les courbesC : y = 1:7

et P:y=2; 3.lacourbe de ln, 'axe (Ox) et la tangente a la courbe de In passant par O.

Exercice 8 Volumes de révolution * corrigé p. 44

Volume (u .v.) du solide engendreé par la rotation autour de (Ox) : 1. de la courbe de f sur[: a)

f(x) = : b) f(x) = sinxy/cosx, | = [0 ”] c) f(x) =2 +sinx, | =[0,2m] (un « vase ») ;

’2 1
2. du domalne compris entre y = x et y = x? (volume rrfab (g2 -h?)sio<hsg).

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Parité, périodicité *x corrigé p. 44

1. Soit f continue de période T > 0 et F(x) = fo" f. Montrer que F(x + T) = F(x) + F(T) (dériver),
puis que F est T-périodique si et seulement si fOTf = 0. Calculer fox sin’ tdt et fox sin’tdt :
périodiques ?

2. Montrer que fk(::”)"xl sin x| dx = (2k + 1)m (poser x = t + km), puis que [ x| sin x| dx = n’m.

3. Alaide du changement de variable x = 2m - t, calculer f02" xsin® x dx.

Exercice 10 Probléme : la fonction x(1 - In x)2 * % corrigé p.4S
Soit f(x) = x(1-lnx)?si x>0, f(0) = 0, et C; sa courbe dans un repére orthonormeé d’unité 2 cm.
1. Continuité et dérivabilité de f a droite en 0 ? Limites de f(x) et de 1% en +o0 ? Interpréter.

2. Montrer que f'(x) = (In x)? - 1 ; dresser le tableau de variations de f.

3. Montrer que C; a un unique point d’inflexion I ; donner la tangente T en I. Tracer T et Cs.

4

. Calculer ff f(x)dx (deux intégrations par parties) ; en déduire l'aire (en cm?) du domaine limité
par C,, (Ox) et les droites x =1, x = e.

Exercice 11 Probléme: les intégrales [ cos” x cos(nx) *% corrigé p.4S

Pourn € N, on pose |, = foi cos" x cos(nx)dx et ], = foi cos" x sin(nx) dx.
1. Calculer Iy, 1, J,, 11 Soit n > 1. Par parties (et avec sin x sin(nx) = cos((n - 1)x) - cos x cos(nx)),
montrer que I, = 2/n 13 en déduire | .

2. Soitn 2 1. Montrer de méme que 2/, =/, _, + 1, puis que 2”*1]n = zgﬂ %

N

3. Montrer que - < J, < £ pour n 2 1. En déduire lim_ e %

S
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Exercice 12 Probléme : la fonction f corrigé p. 46

1t2 t4

Soit F(x) = fox - gt = (x € R), et C; sa courbe dans un repére orthonormé.

1. Dérivabilité, F’, F” ; parité (poser t = -u) ; variations ; point d’inflexion et tangente en O.

; t; = < 1+t2 (t = 0), puis que x - % < F(x) < arctan x (x > 0). En déduire que

F a une limite finie £ en +oo, et <P< g

2. Montrer que 1-t? <

= wdu_(y 5 (), puiscluel’=f01 T gy,

3. Avec t = 1, montrer que [ Ix Teiadh Trueih

1 ’I+t2+t4
R0
1+u2+ut  @(u)2+3 '

4. Soit (p(u) =u- E sur 10, 1]. Vérifier que

_ T
en déduire que f = Ve Tracer C,.

Exercice 13 Sommes de Riemann * % corrigé p. 46

Si f est continue et monotone sur [a, b], on sait (cours) que bn;" P f(a +ka) - f f. Limites de

n n n n k.
1 1 R R \n2
- , == tan—, P = (1 + —) ?
Z JnZ+ k2 n& cos2 o YT ; 4n 5 ﬂ n
(pour u,, dériver x = In (x +V1+ x2) ; pour P, passer au logarithme.)
Exercice 14 Formules d’Euler et intégrales * * corrigé p. 46

. 2 0
1. Montrer que cos* x sin” x = 2:€082x- 2;‘2’5“ —C0S®X (formules d’Euler) ; calculer fO"/ cos* x sin” x dx.

2. Linéariser sin’ x ; en déduire fO" sin’ x dx.

3. Soitn € N. Avec Yj_ e**, montrer que 1+23)_, cos(2kx) = W (0 < x < m), puis que

m sin((2n+1)x) 2 sin((2n+1)x) _n
o T dx=met fy = ——dx = ~ (prolongement par continuiteé).

Exercice 15 Le logarithme et e comme des aires * x corrigé p. 47

On n’utilise pas ici la fonction ln : on pose L(x) = fx 4t hour x > 0.

1. Dérivabilitée de L, L’, L(1), sens de variation et signe de L.

2. Soita > 0. Avect = au, montrer que [ & = L(x), puis L(ax) = L(a)+L(x) ; en déduire L(%) L(x
etL

3. Montrer que < + < Ztsur[1,2]et 1 > 1- £ sur]0,+oo[ ; en déduire 5 < L(2) < 2 et L(3) > 1,
puis l'existence d’'un unique e tel que L(e) = 1,et2 <e < 3.

L(X)

4. Limites de L en +oo (voir L(2")) et en 0" ? Montrer que L(x) < 2(y/x - 1) (x 2 1) ; limite de == en
+00 ?
Exercice 16 Probléme: les courbes de x" In x * % corrigé p. 47

Pour n € N*, soit f (x) = x" Inx si x > 0, f,(0) = 0, et C, sa courbe dans un repére orthonormé.

1. Continuité de f, a droite en 0 ? Dérivabilité a droite en 0 (distinguer n = 1 et n > 2) ? Limites
de f,(x) et de @ en +oo ?

2. Variations de f, ; montrer que son minimum vaut —#.

3. Position relative de C, et C,, ? Tracer C,, C,, C; sur [0;1,4].

4. SOItA, l’aire (u.a.) du domaine limité par C, et (Ox) entre 0 et 1. Par parties sur [, 1], montrer

que A, = e 1)2 Aire entre C, et C__, sur [0,1] ? Montrer que A, +--+A_ < 1, puis que cette

somme a une limite.
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€ Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Changements de variable (suite) * x corrigé p. 43
Calculer a l'aide du changement de variable indiqué :

% dx e j- X L,
t=t - b —d =3 t
a)./; 1+sinx +cosx ( an 2) ) . V3-x X (X sin )

NIw

In2 x
c) 2 (t= e2X—‘I) d)[“d—_xz(t=tanx)
Inv2 Je2x -1 0 1+sin“x
Exercice 18 Prolonger les nombres harmoniques * * * corrigé p. 48

Pour x 2 0, on pose H(x) = f01
1), et Hn = Zz=1 %

1. Montrer que H(x + 1) = H(x) + )(171, puis que H(n) = H_ pour tout n € N*, et que H est croissante.

% dt (la fonction intégrée est prolongée par continuité en 0 et en

2. Calculer H (%) (poser t = u?).

3. Soit x € [0,1]. Montrer que H(x + n) = H(x) + 3p_, X1—k et H, < H(x+n)<H, . ;en déduire que
T n X 0 0 o n 1
H(x) = lim 3, Rk PUis la limite de 3y 7o
Exercice 19 La méthode de Laplace * * * corrigé p. 43

Soit f continue et positive sur [a, b] (a < b), M son maximum, et [ = fab f(x)"dx (n €N).

1. Montrer que {’/K < M+/b-a. Soit € €]0,M[ : justifier l'existence d’'un segment [a, B]  [a, b]
(o < B) sur lequel f 2 M - &, puis montrer que lim JfI, = M.

2. Applications : limites de (/ﬁf(sin X +cosx)" dx et de Q/fo2 (x(2 - x)ex)ndx.

Exercice 20 Equations intégrales * * corrigé p. 49
Déterminer les fonctions f continues :

1. sur [0, 1], telles que f(x) =1 +Ax f01 tf(t)dt pour tout x € [0,1] (A € R donné ; discuter) ;

2. sur R, telles que f(x) = f01 f(xt)dt pour tout réel x (pour x # 0, poser u = xt) ;

3. sur [0, 1], telles que f01 f(x)dx = % + f01 f(x2)2 dx (poser x = t> dans la premiére intégrale).
Exercice 21 Lastroide et la trompette de Torricelli * » corrigé p. 49

N . . 3/2

1. Lastroide I' a pour equation Ix2+ \3/? =1; pour x,y 20, c’est la courbe de g(x) = (1 - f/ﬁ) ,

x € [0, 1]. Avec x = cos® t et l'exercice 14, calculer l'aire du domaine limité par I, puis le volume
du solide engendré par sa rotation autour de (Ox).

2. Soit a > 0, A (A) l'aire sous la courbe de x = x™* entre 1 et A > 1, et V,(A) le volume engendré
par sa rotation autour de (Ox) : pour quels a ont-ils une limite finie en +0 ? Cas a = 1 («
trompette de Torricelli ») ?
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Exercice 22 Laformule de Taylor avec reste intégral * * * corrigé p. 49
Soitn € N, f n + 1 fois dérivable sur un intervalle I, avec f*1) continue eta,bel

1. Montrer par récurrence (intégrations par parties) que f(b) = ¥p_, (a)(b a)k+ fab (b;]—f)nf(”*”(t)dt.

Mlb_a|n+1
(n+1)!

2. (Taylor-Lagrange) Si | f"*"| < M sur I, en déduire |f(b)- 37, L )(a (b - a)t

PR X2 ; N -5
3. Montrer que |COS X - Y p-o o | S o limite de la somme quand p —» + ? cos1a3-10
pres ?
4, Montrer que 0 /1 +x - (‘I +2- %) < % (x 2 0); valeur approchée de /1,1 ?
Exercice 23 Lintégrale [ e L dx *x* corrigé p. S0

Pour n € N, soit ], = [2 5'2 (") 4 x (fonction prolongée par continuité en 0), et B = Zk ] k

1. Vérifier que sin®(nx)-sin” ((n-1)x) = sin x sin ((2n-1)x); en déduire queJ = 37 _, == Hy —1H
Avec In(m + 1)< H_ <1 +Inm, en déduire lim l]—“
2. Avec X - % < sinx et 2x < sinx sur [0 ] montrer que 0 < =— -1 < I puis que 0 < J, -

nm
2 sin? 3
Jo %du < % (poser u = nx).

o )
3. En déduire la limite de fy° % du, puis celle de fOX % du quand x — +oo (a comparer avec
Uexercice 25).

@ Niveau § - Concours

Exercice 24 7 L= "—2 (méthode de Matsuoka) * x x % corrigé p. S0
Soit A, = f"/2 cosz"xdx B, = f"lz x?cos® xdx (n € N), S, = 5}, % On admet (Wallis) que
/‘ 2n 1/\
n 2n -
1. Calculer Ay, B,. Pour n 2 1, montrer que A, = 2n f"/z xsinxcos*" ' xdx =n(2n-1)B,_,-2n’B,.
e B,, B : 2 B
2. En déduire que n—2 = ) (A:_: - ﬁ), puis que S, = % - 2A—".

2
3. Montrer que 0 < B, < ”72 (A, -A,.,)= o I A (utlllser sinx > —x) Conclure: limS, = &
1)k+1

- . n (- m2 . ez 1 _ <n-1 i (-t 1 In(1+x) _m?
4. En déduire que Y,_, —5— — T, puis (mtegrer Ta =Xty 1—+t) que J; ——dx="T.

Exercice 25 Lintégrale de Dirichlet * x % corrigé p. S|
Soit s(t) = Z¢ (t # 0), 5(0) = 1, et Si(x) = J;* s(t) dt.

1. Montrer que [* %dt = -1 X [HBLdt (x 2 m); avec [* 1%=Ldt, en déduire que Sia une
limite £ en +co.

2. Soit g(t) = Snt —% ur]O ] 0 < g(t) < % (exercice 23). Avect—% <sint < tet
t_

ﬁ (t > 0), montrer que 0 < g'(t) < 154

1——2<cost<1 .

3. Montrer que |f0 /2 g(t)sin(mt)dt| < %(1 2y %) (m € N*; parties sur [s, g])

4. Avec l'exercice 14, montrer que 2 - Si ((2””)") o2 g(t)sin ((2n + 1)t)dt; conclure: £= 1
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Exercice 26 Linégalité de Wirtinger * % x % corrigé p. S|
Soit f dérivable sur [0, ], f' continue, f(0) = f(rr) = 0, M = max |f’| ; on note cotx = %

1. Montrer que |f(x)] s Mx et |f(x)| < M(rT - x), puis que f(x)? cot x tend vers 0 en 0" et en 1.

2. Soit € € ]O,g[ et h = f' - fcot. Montrer que [ h* = [T°(f2-f?) - [f2 cot]:_s, puis que
Jo sy 2

3. Montrer qu'il y a égalité si et seulement si f = Asin (A € R) (dériver Siin).

4. Si g’ est continue sur [0, 1] et g(0) = g(1) = 0, montrer que f01 g° < % fo1 g'%;casde x(1-x)?

Exercice 27 Le « réve du bachelier » *x %% corrigé p. S2

1. Pourp e N*, g €N, soit] = f1 xP(ln x)9 dx (prolongement par 0 en 0 si g > 1). Par parties sur

q : Tk ko - 1R
[, 1], montrer queJ, , = p+11p g-1 (g = 1), puis que fo x*(In x)*dx = Tt (R=21).
0 3 1/e . 1
2. Montrer que 0 < -xInx < E sur ]0, 1], et (exercice 22) que P %| < m silul s .

aTE 1T X 4y _ limn 1 T XAy - limsn D 31074 pré
3. Endéduire f x™dx = lim¥,_, ;¢ et [ x*dx =lim¥,_, *—r— ; valeursa 10™ pres.

Exercice 28 Les intégrales de Frullani * % x % corrigé p.S2

Soit f continue sur [0, +oo[, de limite finie L en +c0, et 0 < a < b.
1. Pour 0 < £ < A, montrer que fAfaX %) gx = fbgf“)d fbA f(u” du.

2. En encadrant f sur [ag, bg] et sur [aA, bA], montrer que f;’;@du - f(O)lng (e - 0*) et

bA f(u) b
Lo = du - LlnE(A—>+oo).

3. Si de plus f est dérivable en 0, montrer que w

A f(ax)-f(bx) b
5 2 dx — (f(O)—L)lnE.

se prolonge par continuité en 0 et que

4. Limites en +oo de fA % dx et de fOA w dx ? Vérifier 3. pour .

Exercice 29 Un noyau qui se concentre * % x * corrigé p.S2
Pour n € N* et x € [0, 1], soit K, (x) = —5—. Soit f continue sur [0, 1] et M = max |f].
1. Calculer f K_(x)dx. Montrer que j K ( x)f(x)dx 5y ff'j{’}g’ du.

2. Soit A > 0 et n = A. Montrer que |f” Wdﬂ < 5 MaX;g 4701 |f - f(0)] + 2M(g —arctanA),
puis que f K of —2 55(0).

3. Limites de f1 X":”S;Xz)) dx et de nf1 f,,g:z ?

Exercice 30 Les polynomes de Bernoulli * % x % corrigé p.S3

1. Montrer qu’il existe une unique suite de polynomes (B,) telle que B, = 1 et, pourn 2 1, B, =
nB, , et [01 B, = 0. Calculer B,, ..., B,.
2. Montrer que B, (1) = B,(0) pour n 2 2, puis (récurrence) que B, (x + 1) - B, (x) = nx""" pour n = 1.

p+1 (N)’Bp+1 (O)
p+1

4. Montrer que C,(x) = (-1)"B, (1 - x) vérifie les mémes conditions que B, ; en déduire B (1 - x) =
(-1)"B,(x) et B, .,(0) = 0 (m 2 1).

Maths Olympiad @
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

O Technigues de caleul

Avant d’intégrer, on cherche la bonne écriture : forme usuelle (u'u", u, W' u'a'...), décompo-
sition, linéarisation ; sinon, intégration par parties ou changement de variable. Les symeétries

(parité, périodicité) évitent souvent tout calcul.

Exercice 31 Reconnaitre une forme usuelle * corrigé p. 53

Calculer les intégrales suivantes.
1 2 e z : 1 3
a) f X_dx b) f __dx__ fz SN2X_ g d) f X dx
o J1+x3 1 X(1+Inx) 0o 1+sin’x o T+x

(1+ 1 3X 3 dx
e)[ ﬁ - )fx2 s 9, T h)[ﬁ(1+x)

Exercice 32 Décomposer, linéariser * corrigé p. 54
Ak 5 - 3x%4x+1
a) Vérifier que x? + x +1 = (x - 1)(x + 2) + 3, puis calculer A = [ — dx.
. _
X+3 _a bx +c

b) Déterminer les réels a, b, c tels que

calculer B = f a5t
(x+1)(x2+1)

= our tout x > 0, puis
X)) (x2+1)  x+1 x2+1 7 P

2. a) Montrer que sin® x sin 3x = 2sin3x - 1 sin 5x - 1 sin x pour tout réel x.
En déduire C = fz sin” x sin 3x dx.
0

. o s 1 -tan?x
b) Aprés avoir simplifié la fonction a intégrer, calculer D = f — dx.
o T1+tan“x

Exercice 33 Intégrations par parties bien choisies * x corrigé p. 54

1. A l'aide d’une intégration par parties, calculer :

1 3
)[ arctanxdX b) lnxd c)[ (2x+1)5¥ dx d)/3 xsmx e) x> dx
1

(1+x)? 0s3 x 0 1+x2
. sin x .
Indications : a) prendre v(x) = -, puis décomposer m ; d) une primitive de 2% est >=——; e)

écrire x3 = x% x X.
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- m
2. Alaide de deux intégrations par parties, calculer f x% cos 2x dx.
0

Exercice 34 Changements de variable *x corrigé p.SS

1. Calculer les intégrales suivantes a l'aide du changement de variable indiqué.

b dx ) In2 — o 1 5 /70 PR
a)j; x+\/§(t_\/;) b)/0 Jex-1dx (t=vex-1) c)/;x\/1 x3dx (t=1+x%

d)j;%

Pour e), exprimer cos x en fonction de t = tan %

[SIE]

dx (x =sint, t e [0, %]) e) [ % (x =2arctant, t €[0,1])
0

2
2. On pose | = f arct% dx. a) Montrer que arctan x + arctan% = g pour tout x > 0.
1

2
b) A laide du changement de variable x = %, montrer que | = ﬁ %arctan % du, puis en déduire

m
el==1In2.
qu 3

Exercice 35 Parité, périodicité, symétries * x x corrigé p. 6
1. Soient a > 0 et f continue sur [-a, a]. A l'aide du changement de variable x = -t, montrer que

IRCLE [ (00 + F-x0) dx

X +arctan x

2. Calculer A =
-1 1+ X2

——dx.

3. Pour x € R, on pose u(x) = x +1+x2. a) Montrer que u(x) > 0 et que u(x) u(-x) = 1.

;
b) En déduire B = dx .
-1 (1 +X2)(1 + X +/1 +X2)
1 2.8 .
4. Pour x € R, on pose g(x) = e a) Vérifier que g(x) + g(x + m) = 1, puis montrer que
2m
g(x)dx =m.

0

a+2m
b) En utilisant la périodicité de g, en déduire que [ g(x)dx = m pour tout réel a, puis
a

20261
calculer f g(x)dx.
0

Exercice 36 Minimiser une intégrale * * x corrigé p. S6

]
1. Pour tout réel a, on pose F(a) = f |e* -a| dx.
0

a) Calculer F(a) lorsque a < 1, puis lorsque a > e.  b) Montrer que, pour 1 <a<e: F(a) =
2alna-3a+e+1.

c) Etudier les variations de F sur R. En déduire que F admet un minimum égal a (\/E— 1) ,
atteint pour une seule valeur de a que l'on précisera. Interpréter graphiquement.
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;
2. Pour (a,b) € R?, on pose G(a, b) = / (x?* - ax - b)2 dx.
0

2 . 2 _1\2
a) Montrer que G(a,b):b2+(a—§)b+%—§+%, puis que G(a,b)=(b+$-3) +(a1;) e

b) En déduire le minimum de G sur R? et le couple (a, b) qui le réalise. Quelle droite « approche
le mieux » la parabole y = x? sur [0, 1] au sens de ce critére ?

€ Propriétés et encadrements

Chasles, linéarité, positivité (et son cas d’égalité), croissance, |fab f| < jab |f] (a < b), inégalité de
la moyenne : pour encadrer une intégrale qu’on ne sait pas calculer, on intégre un encadrement
de la fonction.

Exercice 37 Chasles, valeurs absolues, linéarité * corrigé p.S7

2 m e
1. Calculer: A=f [2¥ - 2] dx B=f |cosx—%|dx C=[ | In x| dx.
-1 0 i

1 1
2. a) Déterminer le polyndme P(x) = ax + b tel que [ P(x)dx =1 et / xP(x)dx = 0.
0 0

1 1

b) Montrer que f P(x) (ax+B)dx = B pour tous réels a, B. En déduire f (4-6x)(2026x+7)dx
0 0

sans calcul.

Exercice 38 Raisonner sans calculer * corrigé p. 57

1 1 5
1. Sans calcul, donner le signe de f :arc'(% dx etde [ [n 1 +2X dx.
2 0

e e I
2. Sans calcul, comparer [ Inxdx et f vlnxdx, puis fz sin(sinx)dx et 1.
1 1 0

1
f cos(Ax) dx’ T
0 1 +X2 4

4, Vrai ou faux ? Justifier. a)Si f est continue sur [0, 1] et f01 f(x)dx =0, alors f s'annule sur [0, 1].

3. Montrer que, pour tout réel A:

b) Si f est continue sur [0, 1] et f01 f(x)dx = %, alors il existe c € [0, 1] tel que f(c) = c.

c) Si g est continue sur [-1,1] et f_11 g(x)dx =0, alors g est impaire.

2m
5. A laide de Chasles et du changement de variable x = t + m, montrer que f SNXgx =
. 0 1+Xx
[ sin t( ] )dt, et en déduire le signe de cette intégrale.
0 T+t 1+m+t
Exercice 39 Encadrer Arctan, puis intégrer * % corrigé p. S8
1. Montrer que, pourtoutt>0: 1-t? < Ltz < 1-t2+t* En déduire que, pourtout x 2 0:
+

x—X—3<arctanx<x—X—3+X—5
3 - 3 5°

2. En déduire une valeur approchée de arctan 11—0 a 107> prés.
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-
3. On pose K = f arctan(x3)dx (on ne cherchera pas de primitive). Montrer que % <K< %
0

puis donner une valeur approchée de K a 1072 prés.

Exercice 40 Valeur moyenne et formule de Simpson * % corrigé p. 53

1. Soient m € R et h > 0. On veut montrer que, pour tout polyndme P de degré au plus 3 :

m+h h
f P(x)dx = §(P(m = h) + 4P(m) + P(m + h)). (S)
m-h

a) Vérifier (S) pour P(x) = 1 et P(x) = (x - m)?, puis, avec le changement de variable t = x - m,
pour P(x) = x - m et P(x) = (x - m)>.

b) En déduire (S) pour tout polyndme de degré < 3 (écrire P(x) = a+B(x-m)+y(x-m)?+8(x-m)?3).
Traduire (S) en termes de valeur moyenne de P sur [a, b], et l'appliquer & P(x) = x> - 2x% + 3 sur
[0, 2] (vérifier par un calcul direct).

2. Méthode de Simpson. Appliquer(S)a x ~ ﬁ sur[0, 1]: quelle valeur approchée de m obtient-
on ? Erreur commise ?

3. Soient0 < a < b. Al'aide de l'inégalité de la moyenne, montrer que 1b _baz < arctan b-arctana <
+

b=g puis que Te3 carctan2 <1
1+a?’ 4 25 374 6
Exercice 41 Le logarithme d’'une moyenne * * x corrigé p.S9

1. Montrer que Int <t -1 pour tout t > 0, avec égalité si et seulementsit=1.

2. Soient f une fonction continue et strictement positive sur [0,1], et m = f f(x)

a) Justifier que m > 0. En appliquant1. at = M , montrer que f In f(x)dx < ln f f( x)dx
b) Montrer que 'égalité a lieu si et seulement si f est constante sur [0, 1].

]
3. Applications. a) Calculer f In(1 + x)dx, puis en déduire que e > g
0

V2

, puis f(x) = 2%, montrer que % <ln2<—.

b) En utilisant f(x) = -

1
1+X
Exercice 42 Fonctions convexes : milieu et trapéze * * * corrigé p. 60

Soienta<b, m = a ; 2 et f une fonction deux fois dérivable sur [a, b], avec f” = 0 sur [a, b].

1. a) Montrer que, pour tout x € [a,b]: f(x) 2 f(m)+ f'(m)(x - m) (la courbe est au-dessus de sa
tangente en m).

b) Soit w(x) = f(a)+ %z(a)(x—a)—f(x). Montrer que > 0 sur [a, b] (appliquer le théoréme

de Rolle a y, puis étudier le sens de variation de g’).

2. En déduire l'inégalité d’Hermite-Hadamard (b - a) f ax

sfbf(x)dxs(b—a)w,

et Uinterpréter geéomeétriquement.
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.. . .2 1 2R+1 _
3. Applications. a) Montrer que, pour tout entierR > 1: TV <ln (1 & k) < k(R + 1) ;aveck =2
L. 24 17
=] — < €
et kR = 3, en déeduire que 35 S In2< 5
b) Vérifier que tan g = 2 - 1 et que tan est convexe sur [0, %] En déduire que g(\/z - ‘I) <
m
ln2<—.
4

@ Aires et volumes

Aire entre C;etC, sur [a,b]: fab |f-g| u.a. (étudier d’abord la position relative) ; volume engendré
par la rotation autour de (Ox) du domaine compris entre C,etCy (0<g<f): nfab (f2 - gz) u.v.

Exercice 43 Premiéres aires * corrigé p. 6l
Le repére est orthonormé, d’unité 2 cm. Calculer, en unités d'aire puis en cm?, l'aire du domaine
limité par:

1. les courbes des fonctions x — e* et x » e et la droite d’équation x = n3;

2. I'hyperbole d’équation y = % et la droite d’équation x+y =5

3. la courbe d’équation y = x> et sa tangente au point A(1, 1) (vérifier que x>-3x+2 = (x-1)?(x+2)).

Exercice 44 Volumes de révolution * corrigé p. 6l

1. Repére orthonormé d’unité 1 cm. Volume, en cm?, du solide engendré par la rotation autour

de(Ox)delacourbedefsurI:a)f(x)=\/41_?,l=[0,‘l]; b)f(x):%,l:[o,ﬂ; c) f(x) =

1= [0,%]; d) f(x) =sinx + cosx, | = [O,g].

cosx'’

2. Calotte sphérique. Soient R > 0 et h €]0,2R]. La rotation autour de (Ox) de l'arc d’équation
y =VR2 - x2, x € [R - h,R], engendre une calotte de hauteur h d’'une boule de rayon R. Montrer
que son volume est V = nhz(R - g) ; retrouver le volume de la boule. Un bol hémisphérique de
rayon 10 cm est rempli d’eau sur 5 cm de hauteur : volume d’eau ? fraction du bol remplie ?

Exercice 45 Probléme : une courbe entre deux asymptotes * corrigé p.62

Soitf(x):x—’l+1 2

- sur R, et Cf sa courbe dans un repére orthonormé d’unité 2 cm.

+

1. Montrer que f est impaire. Montrer que la droite D : y = x- 1 est asymptote a C;en+coetque
Cs est au-dessus de D. En déduire une asymptote D’ en -co et la position de C; par rapport a
D'.

1+ e
(1+ex)?
point d’inflexion de C; et donner la tangente T en O.

2. Montrer que f'(x) = et en déduire le sens de variation de f. Montrer que O est un

eX
TeeX qrex
Cf, D et les droites d’equations x = 0 et x = A.

3. a) Vérifier que . Pour A > 0, calculer laire A(A), en cm?, du domaine limité par

b) Calculer/\lim A(A). Quelle est l'aire totale du domaine compris entre C; et ses deux asymp-

totes ?
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Exercice 46 Une courbe et sa réciproque * x corrigé p.62

Soit f(x) = 2¥ - 1 sur R. Dans un repére orthonormé, on note C la courbe de f, C' celle de sa
réciproque, A la droite y = x.
_In(1+x)

1. Montrer que f est une bijection de R sur ]-1,+oo[ et que f'(x) = T - log, (1 + x).

2. Soit g(x) = 2¥ - 1 - x. Etudier les variations de g’, puis de g, et montrer que g < 0 sur [0, 1]. En
déduire les positions relatives de C, A et C’ sur [0, 1].

3. Calculer l'aire A du domaine limité par C et A. Par symétrie, en déduire l'aire du domaine limité
1
par C et C’, puis, sans primitive, la valeur de f log,(1 + x)dx ; vérifier par parties.
0

4. Calculer le volume du solide engendreé par la rotation autour de (Ox) du domaine limité par C
et A.

Exercice 47 Le tore et le rond de serviette * » corrigé p.63
1. Le tore. Soient 0 < r < R. Dans un repére orthonormé, on fait tourner autour de (Ox) le disque
de centre Q(0, R) et de rayon r.
a) Montrer que ce disque est le domaine compris entre les courbes de g(x) = R-y/r? - x2 et de
f(X)=R+vr2-x2, x e[-r,r].
,
b) Montrer que le volume du tore est V = 4R [ Vr2 - x2 dx. Interpréter cette intégrale comme
=

une aire et en déduire que V = 2m?Rr?.

c) Vérifier que V est le produit de l'aire du disque par la longueur du cercle décrit par Q. Volume
d'une bouée pourR=20cmetr=5cm?

2. Le rond de serviette. On perce une boule de rayon R d’un trou cylindrique dont ['axe passe par
son centre ; il reste un anneau de hauteur h €]0, 2R[, engendré par la rotation autour de (Ox)

du domaine compris entre le cercle y = VR? - x2 et la droite y = p, ol p =,/R2 - % etx e [—g, g]
a) Justifier que VR2-x2 > p pour x € [—g,g], puis montrer que le volume de 'anneau est
mh3
V=—.
6

b) Commenter (anneau de hauteur 6 cm taillé dans une orange ou dans la Terre).

Exercice 48 Latangente qui épouse le mieux la courbe * * * corrigé p.64

1. Pour t € [0,1], on note T, la tangente a la courbe de exp au point d'abscisse t, et A(t) l'aire du
domaine limité par cette courbe, T, et les droites x = 0 et x = 1.
a) Justifier que la courbe de exp est au-dessus de T,, puis que A(t) = e -1 - et(g - t).

b) Etudier les variations de A sur [0,1]. Pour quelle tangente l'aire est-elle minimale ? Que
vaut-elle ?

2. Généralisation. Soit f deux fois dérivable sur [a, b] avec f” > 0, et m = &2 Pour t € [a, b], on

b 2
pose A(t) = [ (f(x)- £(8) - F(8)(x - ) dx.

a) Montrer que A(t) = fb f(x)dx - (b - a)(f(t) + (m - t)f'(t)), puis que A'(t) = (b - a)f"(t)(t - m).
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b) En déduire que A est minimale pour t = m. Application : f(x) = % sur [1,3] ; donner la
tangente optimale et l'aire minimale.

@ Fonctions définies par intégrale

X - faX f(t)dt est la primitive de f nulle en a: on 'étudie par sa dérivée, ses symétries et des
encadrements, méme sans la calculer.

Exercice 49 La fonction x - fOX [t2 - 1] dt * corrigé p.64

X
Pour tout réel x, on pose F(x) = / |t2 -1 | dt; on note C; sa courbe dans un repére orthonorme.
0

1. Justifier que F est dérivable sur R et donner F'(x) ; en déduire que F est strictement croissante.
A laide du changement de variable t = -u, montrer que F est impaire.
F

2. Calculer F(x) pour x € [0, 1], puis pour x = 1. En déduire lim F(x) et l|m T) ; interpréter, et

X—+00

montrer que F est une bijection de R sur R.
3. F' est-elle dérivable en 1 ? Etudier la concavité de C; sur [0, +oo[ ; montrer que A(1, %) est un
point d'inflexion a tangente horizontale. Préciser les autres points d’inflexion, puis tracer C,.

Exercice 50 Une intégrale a paramétre * corrigé p.6S
1
Pour tout réel x > -1, on pose @(x) = f . +txt (x est un parameétre, t la variable d’intégration).
0
. . . . In(1+x) .
1. Justifier que @(x) est bien défini. Calculer ¢(0), puis montrer que @(x) = — six#0.

2. Sans utiliser cette expression, montrer que ¢ est strictement décroissante sur ]-1, +oo[ et que

m < @(x) <1 pour tout x 2 0. En déduire que = < In(1+x) < x pour x 2 0.

3. Soit x € ]-1 1[ Vérifier que -— =1 —xt+ = et que 1+xt=>1-|x| pourte[0,1]. En déduire
que |(p Xx)-1+ % 2|X| , pws que @ est contmue et dérivable en 0. Retrouver ainsi l|m In(1+x)
et calculer llm l"(“—x
Exercice 51 La projection de Mercator * corrigé p.6S
X
Soit | = ]—— —[ et, pour tout x € I, F(x) = i.
o cost

1. Justifier que F est dérivable sur [ et calculer F'(x). Montrer que F est impaire, que F(x) = x pour
X € [0, g[, et étudier la convexité de la courbe de F.

2. Montrer que F(x) = In 1:05% pour tout x € I, puis calculer les limites de F en g eten —g.

3. Montrer que F est une bijection de I sur R, que sa réciproque est G(y) = 2 arctan(e¥) - %, et
calculer G'(y) de deux facons.
4. Cartes de Mercator. Sur une carte de Mercator, le paralléle de latitude x (en radians) est tracé

a 10 F(x) cm de l'équateur. A quelle distance sont les paralléles 45" et 60" ? Quelle latitude est
tracéea20cm?
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Exercice 52 Une fonction intégrale symétrique * % corrigé p.66

X nt
Pour x > 0, on pose F(x) = (1—
]

dt, et on note C, sa courbe.
+ t)2
1. Justifier que F est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer F'(x). Dresser le tableau de variations de F

(sans les limites) ; en déduire le signe de F.

2. Al'aide du changement de variable t = %, montrer que F(%) = F(x) pour tout x > 0.

3. Verifier que v(t) = %t estune primitivedet —

xInx 1+x
F(x) = -1 .
que F(x) SN L

4. Calculer les limites de F en +o et en 0*. On prolonge F par F(0) = In2 : étudier sa dérivabilité
a droite en 0 et interpréter. Tracer C,.

ﬁ : par une intégration par parties, en déduire

Exercice 53 Le logarithme intégral * * » corrigé p. 66
X
Pour x = 2, on pose li(x) = li!]_tt (le « logarithme intégral »).
2

1. Etudier le sens de variation et la concavité de li. Montrer que li(x) 2
déduire lim Lli(x).

X—>+00

2 pour tout x 2 2 ; en

2. Par une intégration par parties, montrer que li(x) = lni 24 K(x), oui K(x)= [ -4t

x In2 2 (lnt)2°
3. Soit x = 4. En coupant lintégrale en /x, montrer que 0 < K(x) < (lr\g)z + (1:1)2'
4. En déduire que Xl_i)rpoo “(X)% =1, puis que la courbe de li admet en +oo une branche parabolique
de direction (Ox).
Culture. Le nombre N(x) de nombres premiers < x vérifie % — 1 (théoréme des nombres pre-
miers ; voir U'exercice 65).
Exercice 54 Lafonction de Dawson * * * corrigé p. 66

X
Pour tout réel x, on pose D(x) = e’ [ e’ dt (on ne cherchera pas a calculer Uintégrale).
0

1. Montrer que D est dérivable sur R, que D’'(x) = 1 - 2x D(x), et que D est impaire (changement
de variable t = -u). Donner la tangente a la courbe de D en O.

2. Soit x > 0. a) Montrer que 0 < D(x) < x. b) En remarquant que et’ > ietz pour t € [0, x],
montrer que 2xD(x) 2 1 - e,

’
t2

20° ) pour tout t > a. b) En déduire que, pour

2a2-1°
tout x 2a: 2xD(x) < 2xe™’ foa et’ dt + o
c) Soit € €]0, 1[. En choisissant a tel que c, < 1+ ¢, montrer que 1-¢& < 2xD(x) < 1+ 2¢ pour X
assez grand. En déduire lim xD(x), puis lim D(x).

X—+00 X—+00

3. Soienta > 1 et C, = a) Montrer que et2 < ca(

Cull
2t

4, Montrer que D admet sur [0, +co[ un maximum, atteint en un réel ¢ > 0 tel que D(c) = 2ic (on

trouve ¢ = 0,924).
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@ Suites et sommes de Riemann

Encadrer, intégrer par parties, passer a la limite ; reconnaitre 1 Zk - (—) - j f(x)dx (f con-
tinue).

Exercice 55 Des rectangles sous la sinusoide * corrigé p.67

n-1
Soitn >1eth = % On pose R, =h Zsin(kh) et S =h Zsin(kh) (rectangles a gauche et a
;) k=1

=

droite pour sin sur [0, %])

y =sinx

1. Montrer que, pour 0 < R < n-1: hsin(kRh) <
k(:”)h sinxdx < hsin((k+1)h), puisqueR, <1<S,.
2. Calculer S, - R,. Déterminer un entier n, tel que,
pour tout n 2 n, R, soit une valeur approchée de 1

a 1072 prés.

0 h 2h

S|
x

R, :bleu S, : bleu +rouge

(n+1)
ikh nooo _ sin 2 sin ——

3. A l'aide des nombres complexes €%, montrer que Y g SIN(RA) = o
2

£ o sin(E + h).
snnz 2

, puis que S_

4. En déduire lim S , et retrouver ainsi, sans primitive, quefo sinxdx = 1.

n—+oo

Exercice 56 Reconnaitre des sommes de Riemann * corrigé p.68

Ecrire chacune des sommes suivantes sous la forme %ZL f(%), avec f continue sur [0, 1], puis
calculer sa limite.

1 <, &k
a) u =— ) Ren
) up nzg Z(n+k)(2n+k’)
n n I?
(écrire 1+2x +2x2=1[1+(2x+1)?]) d)z =) ———
;n2+2kn+2k2 2 (1 ’l )2 ;n n2 + k2
Exercice 57 Lasomme ¥ L5 *x corrigé p.63
n
= ’ = =
Pourn>1,onposeS, = ; T R et 'on note f(t) = vl
1. Montrer que fk+1 t)ydt< f fk , f(t)dt pour tout entier k 2 1 illustrer par une figure.

2. En déduire que arctan(n + 1) - % < Sn < arctann, puis que (S,) converge vers un réel L € [4 2]

3. a) Rappeler pourquoi arctan x + arctan% = g pour x > 0. b) Pour N >n 21, encadrerS, -5, a
laide de la question 1; en déduire que arctan —— <L - S <arctan 1.
4, En déduire nlim n(L-S,), puis,avecn = 3, que 1,04 <L < 1,13.
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Exercice 58 Les intégrales fo1 xP(1-x)9dx *% corrigé p. 63
1
Pour p,q € N, on pose B(p, q) = [ xP(1-x)9dx.
0

1. A l'aide du changement de variable x = 1 - t, montrer que B(p, q) = B(q p). Calculer B(p, 0).

2. Pour g = 1, montrer par une intégration par parties que B(p,q) = = B(p + 1,q - 1). En déduire,
p'q!
(p+q+1)!
3. En développant (1-x)? par la formule du bindme, en déduire que Yh-o ;';)P: (7) = (pf;‘z;)!' Vérifier

pourp=q = 2.

4. Montrer que x(1 - x) < % sur [0, 1]. En déduire que (2nn) > % pour tout n € N (résultat utilisé

par récurrence sur g, que B(p, q) = pour tous p,q € N.

a l'exercice 65).

Exercice 59 Deux séries de période 3 * * corrigé p. 69

1+2x
On pose A = .[ ’I+X+X2 tB= .[ 1+X+X2

2
1. Calculer B. En écrivant 1 + x + x% = (x+ %) + 2 et en dérivant x — arctan 2=

As i

3n
2. Soit n = 1. Montrer que, pour tout x € [0,1]: Y5 (x** - x3**1) = 11+X+X2

2x+1

, montrer que
e q

1
= —1— = = = <
3. En déduire queu, E (3k+1 e z)verlﬁeu =A r,,avecr, = fO Toxen? dx, pUIS que 3(3n+1)
1 1 1 1 1
< — - - - - - - —_—
r, s I Conclure : IES sommes partlelles de 1 + 25 + 7 8 -- tendent vers \/§

4. De méme, montrer que v, = ¥~ (3;” e 3k2+3) tend vers [n3 (on pourra factoriser 1+ x -
2x2).

Exercice 60 Une intégrale qui vaut ¥ lz * %k Kk corrigé p. 69

Soit ¢ la fonction définie sur [0, +oo[ par @(t) = =— sit > 0 et ©(0) = 1; pour x =2 0, on pose

=[O p(t)dt, etpourn=1,H, = ;E

1. Montrer que @ est continue sur [0, +o[, que 0 < @ < 1, et donner le sens de variation de F.

2. Soit n 2 1. Montrer que @(t) = 3p_, te Rt + r.(t) pour tout t > 0, ot r (t) = ¢(t)e™™, et que
0sr,(t)yse™.

3. Pour R=1etx2 0 calculer the"“dt par parties ; montrer que cette intégrale est inférieure
a — et tend vers -3 quand X — +00,

4, Montrer que F(x) <H +- pour tousx=20etn >1. En déduire que F admet une limite finie ¢
en +oo, puis que H, <{’<H +— ,etquelimH, =2 (Euler: £= T ~1 ,645).
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@ Défis de concours

Six problémes : le calcul intégral y rencontre polynomes, nombres complexes et arithmétique.

Exercice 61 Moments nuls et changements de signe * x *x corrigé p.70

Partie A. Soient n € N et f continue sur [0, 1], non identiquement nulle, telle que j01 xkf(x)dx =0
pour k=0,1,...,n.

1. Montrer que f01 P(x)f(x)dx = 0 pour tout polynome P de degré inférieur ou égal a n.

2. On suppose que f s'annule au plus n fois sur ]0,1[, en ¢, < - < ¢, (0 < m < n). Soit P le produit

des facteurs x - c; pour les seuls points c; ot f change de signe (P = 1 s'il n’y en a pas). Montrer
que Pf garde un signe constant sur [0, 1], puis aboutir a une contradiction.

3. Conclure: f s'annule au moins n + 1 fois sur ]0, 1[. Vérifier sur f(x) = 6x> -6x + 1, avecn = 1.

Partie B. Soit g continue sur [0,m], non identiquement nulle, telle que fO" g(x)sinxdx = 0 et
Jy g(x)cosxdx = 0.

4. Montrer que fO" g(x)sin(x-c)dx = 0 pour tout réel c. En raisonnant comme dans la partie A avec
X + sin(x - ¢), montrer que g s'annule au moins deux fois sur ]0, [. Exemple : g(x) = sin 3x.

Exercice 62 Légalité de Parseval pour les polynomes * x % x corrigé p. 70

Soit P(z) = ay+a,z+-+a,z" un polyndme a coefficients réels. Pourt € R, on écrit P (e“) = A(t)+i B(t),

avec A(t) = ¥,_, a, cos(kt) et B(t) = 3p_, a, sin(kt), et l'on note M le maximum de t - |P(e'")| sur

[0, 2m].

1. Pour j,k € N, calculer fOZ" cos(jt) cos(kt) dt et foz" sin(jt) sin(kt) dt (distinguerj #k, j=k=>1 et
j=k=0).

e m 12 N
2. En déduire 'égalité de Parseval : 21—”[ |P(e")|" dt = E a2
0 k=0

3. Montrer que |a,| < M pour tout k. On suppose P unitaire de degré n 2 1 (a, = 1) : montrer que
M > 1, avec égalité si et seulement si P(z) = z".

4. On prend P(z) = (1 + z)". Montrer que |P(e"t)|2 = 4" cos®" 2. Avec la formule de Wallis du cours,

G _ (2n)! A 2_(2
Jo* cos’"udu = § - 770, en déduire que 5}, (7 =(").

Exercice 63 Lintégrale de Gauss * % x x corrigé p. 7

X
Pour x = 0, on pose G(x) = f et dt. On utilisera le résultat du cours sur les intégrales de Wallis
0

W, = f07 cos™O0do: \/me - ﬁquand m — +oo.

1. Montrer que t? > 2t - 1 pour tout réel t, puis que G(x) < % pour tout x > 0. En déduire que G
admet une limite finie G en +co.

2. Soitn 2 1. A laide de Uinégalité In(1+y) < y (y > -1), montrer que (1-u?)" < e < (1+;2)n
tout u € [0, 1].

3. Avec le changement de variable t = /n u, montrer que \/ﬁf01(1 -u?)"du < G(V/n) < \/ﬁf(; du

(Tuzyr”

et, avec u = tan®, que fo1 —(1fubé)n =

pour

4. Montrer, avec u = sin#, que f01(1 -u?)"du = W, ,

Jo cos?"20.d6 < W,

n-2°
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5. En déduire que G = ‘/_ , C'est-a-dire lim f et dt = ‘/_,pws que la suite I, -j

lim 0 e 2)n du cours
vérifie lim_ Jnl, =£

Exercice 64 Linégalité de Hardy * x x % corrigé p. 7!
X
Soit f une fonction continue sur [0,1]. On pose g(x) = %f f(t)dt pour x €10, 1], et g(0) = f(0).
0

1. Montrer que g est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1], avec x g'(x) = f(x) - g(x).

2. Montrer que (x g(x)?)" = 2f(x)g(x) - g(x)? sur 10, 1]. En intégrant sur [¢,1] (0 < & < 1), puis en
faisant tendre € vers 0, montrer que f01 g(x)*dx =2 f01 f(x)g(x)dx - g(1)>.

3. Al'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz (cours), en déduire l'inégalité de Hardy :

f01 (% foxf(t)dt)z dxs4f01f(x)2 dx

4. La constante 4 est optimale. Pour a > 0 et f(x) = calculer g(x f f(x)? dx et, avec

\/_
=/x+a, [01 g(x)> dx. Montrer que le quotient fo g /fo f2 tend vers 4 quand a — 0°, et
conclure.

Exercice 65 Intégrales et nombres premiers * x x % corrigé p. 7!

Pourn 21, on note d, le ppcm des entiers 1,2,...,n (ainsi dg = 60), et N(n) le nombre de nombres
premiers inférieurs ou égaux a n.

1. Soit P un polynome a coefficients entiers, de degré inférieur ou égal a n - 1. Montrer que
d, f01 P(x)dx est un entier.

2. Soient 1 < m < n. A l'aide de l'exercice 58, montrer que fo1 X1 -x)"Mdx = ﬁ, puis que
m

m(r’;) divise d, .

3. Soitk 2 1. Montrer que k(Zk

k ) et (2k+1)(2kk) divisentd,,., (vérifier que (2k+1)(2 ) (k+1)(2k+1))
- 2R\ .. .
puis que R(2k + 1) b divise d, ;.

4. En déduire, avec l'exercice 58, que d,,, 2 > k4R, puis que d, 22" pour tout n 2 7 (traiter a part
le cas n = 8).

5. Montrer que d, nM( (décomposer d, en produit de facteurs premiers). En déduire que
N(n) = ”“‘2 pour tout n > 7 ; comparer avec l'exercice 53.

Exercice 66 Le principe d'incertitude * * x % corrigé p.72
Soient a > 0 et f une fonction dérivable sur [-a, a], de dérivée continue, telle que f(-a) = f(a) = 0.

1. Par une intégration par parties, montrer que f_‘; f(x)?dx =-2 f_‘; x f(x) f'(x)dx.
2. Alaide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz (cours), en déduire l'inégalité de Heisenberg :

('[af(X)2 dx)2 < 4[ax2f(x)2 dXx[af’(X)2 dx.

3. Vérifier cette inégalité pour f(x) = 1 - x* sur [-1,1].
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x2

2
4. La constante 4 est optimale. On prend f (x) = e 2 - e 7. A laide de lexercice 63 (qui donne
o e dx - /m) et d'une intégration par parties, déterminer les limites, quand a — +oo, de
T2 2 [ X2f2 et [9 f2. Conclure.

Culture. En mécanique quantique, cette inégalité exprime qu’une particule ne peut avoir a la fois
une position et une vitesse précises.
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

X2 _ 2 . [2 b (16 2 _|2 -2/3 3 i
a)W-\/}—ﬁ.[gxﬁ—lr\/}L-(?—8)—(5—4)-. b) (x + 1)72/3 a pour primitive 3y/x +1:

1
3(2-1) =[3] ) x®+2x+2 = (x+1)2+1: [arctan(x+1)]01 - % L d) X = %.1 (sz)z : [% arctan Xz]o ; .

2

]
e) u'u avec u = arctan : [w]o = g—z . f)uu'Pavecu=e-1: [i( 1)4/3] . gu'u

m/3 o ol
avec u =tan: [ta” X]O = % h) 2X3% = 6 = eX1n© ; lﬁ—ﬁ]{): %

® Corrigé de l'exercice 2

1. sinx - cos x = /2 sin (x - E) est négatif sur [0, %], positif sur [%,rr]. Par Chasles : fo"/l' cosxdx +
V2, v2)
f/45|nxdx- (1+ )- 1+42]

2. fo (f-x)? = fo f2-2 fo xf(x)dx+f01 x*dx = -3+ = 0. La fonction (f - x) est continue, positive,
d’intégrale nulle : elle est nulle (cours), donc , qui convient bien (l = 3 - l).

3. Par linéarité, et commef f=0: f xf(x)dx-f (x——)f(x)dx+1[ f = f( %)f(x)dx.

Donc
<f1 |x—1| |f(x)|dx<'/’1 |x—1|dx:2'/’1 (x——
~Jo 2 ~Jo 2 172

1xf(x)dx
0

® Corrigé de l'exercice 3

1. u=%[xlnx—x]e % etinc=p < c=e"V=179¢[1,e](car0 < L <1). Pour 2*:

1 1 In(tn2) _
p= fzxdx [l ] e et2f= - & c=--"==0,53.
2. e¥ > 1+ u (tangente en 0, exp convexe). @(u) = 1+ (e-1)u - e" est concave (p” = -e") et
©(0) = (1) = 0: ¢ = 0 sur [0,1] (courbe au-dessous de la corde). Avec u = x> € [0,1] et en
intégrant sur [0, 1] : j01 (1 + X )dx =2<¢< f1 (1 +(e- 1)x2)dx = e;Z (I~ 1,463).
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® Corrigé de U'exercice 4

.. . 4 4_ 1
a) u = arctanx, v’ = x> et la primitive habile v = ¥ : [% arctanx] -
0

17 e -n)ex-[ ]

b)u=In(1+x),v-= _% . [_ln(l+x)] f1

—

ln3+ln2+[ln—] 3ln2—§ln3.

x(1 +x)

. 1
c) Deux IPP: [ x?e* = x?e*-2 [ xe* et [ xe* = (x-1)e*, d'oul [(x* - 2x + 2) e ]Onz

2(1-1n2)%|

2(In2)*-41n2+2 =

5 2 1 t2 jis m\ _| T _
d) x =t%, dx = 2tdt: f 2tarctantdt = [t arctant] 01t2dt Z'( _Z)' > 11

e) F(x) = [ ln(1+ )dt u=ln(’|+t)—lnt,u’=—ﬁ,v=t:F(x)=[tln(1+%)]:+f1xtd—ﬁ,50|t

F(x)=xln(1 +;)+ln(’| +x)-21n2].

® Corrigé de U'exercice 5

2 32 2 3 2 3,5
a) x =%, dx = 3t2dt, t e [1,2]: [ 2L dt = f7 2L dt = [ln(1+t2)]1- St
b) x = In(t?- 1), dx = iztdf,te [\/— 2] ‘/2—32‘12 = [ln%]\z/E -In3-1In ﬁj = 2ln(1+\/§)—ln3

(%

C

21 (ﬁ+1))

dx = 2(1+tan’t)dt, 4 + x*> = 4(1+tan’t), t € [O,%]: fO"/l‘z—dt = %fo"/l’cosztdt =

16(1+tan? t)
- /4
l[L,M] LU |
8l2 0

4

2 L2 .2 /2 .2 /2
d) dx = costdt, \/1-sin“t = cost sur [O,g]. Jy"sin“ tcos? tdt = %fo" sin® 2tdt = %fon (1-
m
cos4t)dt=| — |
) 16

-
+
(4°]

1 11, 1 1 ¢
e) dx = te[1 e]: f1 t21+t),ett2(1+t)=t—2—?+1—+t:[—?—lnt+ln(‘l+t)]1= (n

N
Q|-

® Corrigé de U'exercice 6

1. Les fonctions intégrées sont continues sur R ; si ® est une primitive de In (1 + e*), A(x) = ®(x?)-

eX+e—X
1+ x2
X [y sint?dt - [“tsint®dt, d'oli C'(x) = [, sint®dt + xsinx? - xsinx? = [*sint®dt et C"(x) =

sin (x2).

- 1 1 x1) -~ 1 - - 1 . .
2. G'(x) = 1+(X+1 el v e I G croit sur ]-oo, 2], décroit sur[ 2,+oo[, maximum

®(0), d'ou |A’(x) = 2x ln(1 + exz) . De méme B(x) = W(x) - W(-x): | B'(x) = . Enfin C(x)

G(—%) = f_11//22 1‘1’:2 = 2arctan% . Pour x 2 0: 0 < G(x) < % (intervalle de longueur 1), donc

G - 0en +oo, Avect = -u: G(-1-x) = fxx+1 1‘1’52 = G(x) (symétrie par rapport a x = —%), d’ou

aussi G —» 0 en -oo. Vérification : G(x) = arctan(x + 1) - arctanx € ]O,g[ (car0 < G < 1)et
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tan G(x) = % : G(x) = arctan ——1—, maximal pour x = -7 : arctan = 2arctan J.

® Corrigé de l'exercice 7
L'unité d’aire vaut 2 x 2 = 4 cm?.

1. La corde a pour équation y = 1+ (e - 1)x et exp (convexe) est au-dessous sur [0,1]: A =

f(1+(e 1)x - e)dx—1+ -(e- 1)—¥ua—2(3 e) cm?|= 0,56 cm?.
1 X2 _ —(x2-1)(x%+2) |
2. =5 -5 = ~Saod) - points communs d’abscisses #1, et C est au-dessus de P sur [-1,1].
(X2 _|m 1 _ b o, 2
A-f_1(1+xz—7)d -E—Su.a.-ZTr—gcm = 4,95 cm”.
3. Latangenteena,y = 2 +lnq, passe par O si et seulementsilna=1:|T:y= % . In (concave)

est au-dessous de T: A = foe Xdx- [{lnxdx=£-1ua. = ~ 1,44 cm?.

- c 1 e
1 -1 T 1

® Corrigé de U'exercice 8

2
1.a)V= rrf1 1‘1;‘2 = HT : b)V=1'rf0"/25in2xcosxdx=n[s'n X] ;

c)V=1'rf02 (4+4smx+sm x)dx m8m+0+m)= carfo sinxdx:Oetfoznsinzxdx=
m).

NEL

Zs SUF[O,']],OSXZSX:V=Trfo1(x2-x4)dx=n(%__

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1. (x) = F(x + T) - F(x) a pour dérivee f(x + T) - f(x) = 0 sur lintervalle R : ¢ est constante,
égale a @(0) = F(T). Si F est T-périodique, F(T) = F(0) = 0 ; réciproquement, si fOTf =

2 cos® x .
F(x +T) = . Jysin Jtdt = Sy (1-cos?t)sintdt = 3 - Cosx+ == lest 2m-périodique
( 02" sin® = [_n sin® = 0, fonction impaire) ; fox sintdt = % - s'“zx ne l'est pas (elle n'est pas
bornée).

2. Avec x =t + Rm: |sin(t + kmr)| = sint sur [0, ], donc f" t + Rmm)sintdt = m + 2Rm (par parties,
fontsintdt=[—tcost] + [, costdt = m). Par Chasles : 57 7((2k + 1)m m=|n2n),
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3. 1= [F"(2m - t)sin® tdt = 2m [P sin’tdt- 1 =2n2 - 1: |[ = 2]

® Corrigé de l'exercice 10

1. x(Inx)? = (2\/_ln\/_) — 0etxlnx — 0en 0, donc f(x) = x-2xInx + x(Inx)> - 0 = f(0): f
est continue a droite en 0. @ = (1-1lnx)? - +o0 : non dérivable, demi-tangente verticale en
0. En +o0 : f(x) > +o0 et @ — +o0 : branche parabolique de direction (Oy).

2. f'(x)=(1-nx)?-2(1-1lnx) = (Inx-1)(lnx +1) = (Inx)? - 1: positif sur ]0,%[ et sur Je, +oo],
négatif sur ]1,e[ ; f(%) =2 ~1,47 et fle) =

3. f"(x) = 2””‘ change de signe en 1 seulement : unique point d’inflexion [I(1,1)|; f'(1) = -1

Tiy=x2)

y
x [0 : e +00 ¢
f'(x) t 0 - 0 ¢
g +00 ‘ |
] 7N, i
0 0 1
| 1 T€ X
4. Par parties (u = (1 - ln x)?, f f= [ - Inx) ] f x(1-lnx)dx, puis (u = 1-lnx,
e X2 e X e -5
=x):f1x(1—lnx)dx=[—(1—lnx)]1+ dx-— +— Doncf f(x) p et,f 20,
laire vaut £ x 4 =| €2 - 5 cm? | = 2,39 cm?.
® Corrigé de l'exercice 11
11y = 2, I, = f"/zcos xdx =2 JO =0,/, = f"/zsmxcosxdx = —. Pour n = 1, avec u = cos" x,
V= 5'”(”") (le crochet est nul): I = f"lz cos" " x sin x sin(nx) dx. Or cos ((n—1)x) = cos(nx) cos x+
sin(nx)sm x, donc I = [0"/2 cos"" x(cos((n - 1)x) - cosx cos(nx))dx =1, _, -1 : 1 = %IM et
L
n= on+l |

T I . .
2. u=cos"x,v = —% D= %— fo"/ cos™" x sin x cos(nx) dx, et sin x cos(nx) = cos x sin(nx) -

sin((n - 1)x) )y =2y 4, g, s0it2), =), + 1 Avecc, =2™) i ¢ =, + 2, ¢, =0, dol

2k
21y =y =\
! k=1 R

3. J, > 0 (formule), donc 2J,

2 3 2= 1 1 n
= & - < — _—=
car = < = A|n5|n_2n§k=1 2) <
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B Corrigé de l'exercice 12

_ " 2x(1+2x2)
1Tt - t2 = est continue sur R: F est sa primitive nulle en 0, F'(x) = W >0,F"(x) =- m
Avect=-u: F(-x)=- fox 1+52“+u4 = -F(x). F est strictement croissante ; F” change de signe en 0

: inflexion en 0, tangente .

2.1+t 4t 21+ t%;sit 21, 1-t2<0 etsi0st<1, (1-t2)(1+t2+t")=1-t6<1 Enintégrant

sur [0, x] : x—§ < F(x) < arctan x < Z. F croissante et majorée a une limite £ < 2 et{’ >F(1) 2

_1 _ _du . x __dt _ 1 du _ 1 u?du 2 .
3.t=_,dt=-3: /i o T f”X (e = f”X . comme y fy est continue en 0 :

0= F(1)+ ) Aodu o 1 Tl gy,

T+u2+u* 0 1+u2+u

4

4 o'(u) = L2 et (u)2 +3 = w2+ 1+ + = “u# : d'ou l'égalité. Sur ]0,1], une primitive est

o) L el/e .o S .
\/_arctan\/_,etpour0<e<‘l f£ ﬁarctan 7 E’\/ﬁ > Donc |? 2\/§ 0,907 |:

asymptotes y = +f.

® Corrigé de l'exercice 13

décroit sur [0,1] ; (ln (x+\/1 + x2))’ o e d’ou

a)u, = et x » —
) U = 7 Zhr ey it wlioa o O

u, - ln(1 +\/§)

_ 4 rr/4 4 _| & 3
b)v, = 2 2t o o B AVEC > croissante sur [0 ] v, = #[tan x] . c) De méme
4 )b & 12In2
w, > 2 ] tanxdx-;[—lncosx]0 ==t

dinp, =150, %ln (1 + %) et x = xIn(1 + x) croit sur [0,1]; n P, tend vers fo1 xIn(1 + x)dx =

["2—2 n(1 +x)];—% 01 (x—1 +117X)dx: mTZ-%(lnz—%): 7+ par continuité de exp : P, — .

® Corrigé de l'exercice 14
Notons z = X : zz = 1, ZF + 28 = 2 cos kx, z* - Z¥ = 2i sin kx.

byain2,y _ @2D)z-2% _ 1 (2 S2\ (b o . Sk
1. cos* xsin x = £ E = 64(z +2+7%)(z" -2+ 2%), donc

cos* x sin’ x = —61—4(26+26+2(z‘*+2‘*)—(zz+22)—4)= 31—2(2+c052x—2cos4x—cos6x).

Comme fo"/zcos(ka)dx=5i;%=0(kz1)-f"/zcos xsin xdx-3—2 =5t
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o5 (2225 _ (2°-2°)-5(22-2)+10(z-2) _ sin5x-5sin3x+10sinx . m_. _ 2 . sy
2.sin°x = = = = = 1o : avec fo sinkxdx = . (kR impair) :
.5 _ 12 _10 _| 16
Jy sin xdx-m(5 3+20)- =
. 2n+1 i =f .
_ 2ix _ 1 _ el(2n+‘|)x_e i(2n+1)x : 5|n((2n+1)x) .
3. Pour0O<x<mqg=e"#1: Zk__nq q”" = = = —any ' etle premier

membre vaut 1 + Y, _ (€2 + &%) = 1 + 2Zk=1 cos(2kx). Ce polyndme trigonométrique est
. sin((2n+1)x) m in2kx 1"
continu sur R : il prolonge ==:—="en 0 et en m. Donc [ = m+2%; [S'”—X]O = [m] et

2R
fﬂ/Z n z sinkm _ | TT
0 k=1 T| o

® Corrigé de l'exercice 15

1.t = 1 est continue sur ]0, +oo[ : L est sa primitive nulle en 1, L'(x) = = > 0, L(1) = 0; L est
strictement croissante, négative sur ]0, 1[, positive sur ]1, +ool.

2. t=au,dt=adu: [* 9 = [¥9d - | (x) et par Chasles L(ax) = [+ [ = L(a) + L(x). Avec a = x
et 1 :0=L(1) = L(x) + L(l) ; par récurrence L(x") = nL(x).

3-t 1_(t1)(t2) 1 Sl Loz 1 23t 4. _ 3 o1 (4 _t)_

3. 5 -1+ 20sur[1,2] et - 2> : enintégrant, 5 <L(2) = [ —- dt = 7. Puis - (1 4)-

tht) >0, nul seulement en2: L(3) f (1 - %)dt = 1 (fonction continue positive non nulle). L
continue et strictement croissante, prend la valeur 1 une seule fois, en un réel e €12, 3[ (TVI).

—

4. L(2") =nL(2) 2 % : L croissante non majorée, lim, L = +oo; L(X) = -L(%) — -0 en0*. Poury =1,
y = . = L(x) . 2 . LKx)
Ly)s [f1dt=y-1 ,doncL(x)-2L(\/§)s2(\/}—1)et05Tsﬁ. 2, ol

X

® Corrigé de U'exercice 16

1. f,(x)=x""-xlnx - 0= f (0): f, est continue a droite en 0. f”T(X) = x""n x tend vers -co
si n = 1 (demi-tangente verticale en O) et vers 0 si n 2 2 (f, dérivable a droite en 0, f,(0) = 0,

tangente horizontale). En +oo : f (X) = +co et f”( x)

(Oy)).
2. fr(x) = nx""Inx+x"" = x"Ynlnx+1): f, décroit sur [0,e7"/"], croit sur [e”"/", +co[ ; minimum

foe )= ()=

ne

— +oo (branche parabolique de direction

3. fr(X) = f,(x) = x"(x-1)Inx 2 0 (x - 1 et Inx ont le méme signe) : C,,, est au-dessus de C, ;
elles se coupent en O et en A(1, 0).

y C

-0,2

4. f. est continue et négative sur [0,1]: A = —j01 f, = —elm f; x"lnx dx. Par parties (u = Inx,
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- X o
- n+1)'
1 n+1 _ on+l
_/-x”lnxdx:—‘S lne_1-¢ N , d’ou A = L L
. n+1 (n+1)2 es0 (n+1)2 " (n+1)?
. _ - A _ -1 _ - 1_ 1
Entre C, et C.,1 2 Jy (fog = Fo) = Ay - At = o (n+2) ua. Enfin A, < k(k 5 % % donc
Zk 1A s 1= T < 1; croissante et majorée, la somme converge (vers T _1x 0,645, exercice

24).
€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de l'exercice 17
a) x = 2arctant, dx = 2—‘1§,smx ?,cosx- tz,dou 1+SinX+COSX = 21(1;2” tf1 4 _[in2]

b)te[o ]dx 6sintcostdt, ,[35'“ tant: f"/465|n tdt= 3["/41—c052t)dt- sm_3

4 2
m
c)x=%ln(1+t2),dx-%,te[’l J—] f‘/_mz:g'%: =1
2 . arctany/2
d) dx = 145, sin” x = a0 X —W,1+S|n x-”tt2 Ly L - [arctan(\/_t)] = —5 |

® Corrigé de l'exercice 18

Pour x > 0, t* = eXI"t s 0 en 0*, et % — x en 1 (nombre dérivé de t » t* en 1) : H(x) est bien
défini.

1. 1'1t_xt+1 - T = t%, donc H(x + 1) - H(x) = f1 t*dt = L= ; avec H(0) = 0, une récurrence donne
H(n) = H.Si0<sx<syet0<tc<1, ty < t*: les fonctions intégrées sont rangées, donc
H(x) < H(y).

_ _ . 1\ _ 1 dt _ 1 2udu _ 1 _ 1 _[5_

2. 1-t_(1 ﬁ)(1+ﬁ).H(2)-fo = )y ul _2j (1 - )du_ 2-2ln2]

3. Par récurrence avec 1., H(x +n) = H(x) + ¥p. 175 commen s x+nsn+letH croit, H, <
H(x+n) s H,,, = H, + —. Donc H(x) = H, Zk1—+e avec0<g, s — et+--L = k(;ix):

- _1 o _x
H(x) = llmz k(k ) . Pourx =, Rk = k(zk nk :lalimiteest{2-2In2|~0,614.

® Corrigé de U'exercice 19

1. 0< f"<M" donne |, < M"(b - a). Soit c tel que f(c) = M ; par continuité en ¢, il existe n > 0 tel
que f(x)2M-¢esix €[a,b]et |[x-c|<n:cestlecassur[a,B]=[c-n,c+n]lnla,b], segment
non réduit a un point. Alors I, 2 (M - £)"(B - a), et

M-e)JB-as i, <mVb-a.
Les deux racines n-iémes tendent vers 1 : pour n assez grand, M - 2¢ < {'/K < M+ &, Donc

\"/E — M|(siM =0, f =0 et C’est évident).
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2. Sin X+COS X = ﬁsm(x+ ) posmfsur[o ],de maximum+/2 : limite ﬁ.g(x):(Zx—xz)e" 20

sur [0,2], g'(x) = (2 - x?) e : maximum g(\/f), limite (2\/5— 2) eV2 |~ 3,41,

B Corrigé de l'exercice 20

1.

Si f convient, ¢ = f01 tf(t)dt est un réel et f(x) = 1 +Acx ; alors ¢ = fo1 t(1 +Act)dt = 1 + ’\3—C, soit

2
3AX
"
2(3-A7)

c(3-2) = 2. SiA=3: aucune solution. SiA#3:c= = et f(x)=1

2(3 T , qui convient

réciproquement (le calcul de c se refait a U'identique).

Pour x # 0, U = Xt : f01 f(xt)dt = X [* f(u)du, donc xf(x) = F(x) avec F(x) = J; f. Ainsi f = £
est dérivable sur R* et, en dérivant, f(x)+ xf'(x) = f(x): f' = 0 sur ]-oo, 0[ et sur ]0, +oo[. f est
constante sur chacun, et par continuité en 0 les deux constantes valent f(0): ‘ f est constante ‘
; réciproquement les constantes conviennent.

x=t2: f01 f(x)dx = fo1 2tf (t?) dt. Donc fo1 (F (t?) - t)2 dt = ([01 f- %) - fo1 f+3=0:lafonction
continue positive (f(t?) - 1.‘)2 est nulle, f (t?) = t, soit | f(x) = /x|, qui convient: 2 = 1 + f01 x% dx.

® Corrigé de l'exercice 21

Tho

Pour x,y 20: \3/? =1-Jx2 & x<1et y = g(x). L'équation ne change pas si l'on remplace
xpar—xouypar—y:A=4f()1g.

Avec x = cos’t (t de % a0),dx = -3 cos’tsintdt et g(cos’t) =
. 2 .\3/2 . 3
(sm t) =sin" t:

1 m/2 . 4 m/2 . 2 3T
f g=3f sin tcosztdt=3f cos*usin“udu ===
0 0 0 32

(u = 2 -t et exercice 14), d'ou |A = 3?" . Le solide est engendré par

1 3 32m
lyl <g(Ix]): v =2m [ (1-x*3) dx=2n(‘|—%+%—%)= T |

Siaz1,A(A)= A11_u'1 ;sia=1,A(A) = InA. Limite finie si et seulement si a > 1 (elle vaut _L-).

De méme V, (A) = nf x2%dx a une limite finie si et seulement si 2a > 1 (elle vaut > ) Pour

a=1:A,(A) = +oo mais V,(A) = (1 - Z) — [m]: la trompette contient un volume ﬁnl alors que
la surface plane qui 'engendre a une aire infinie (de méme pour % <as<1).

® Corrigé de U'exercice 22

Tho

Pourn =0: f(b) = f(a) + fab f'. Si la formule est vraie au rang n et f de classe C”+2 on intégre
i _ f(n+1) _ _(b't)n+1 . fln 1)(0 n+1 b (b-t)"" £(n+2)

par parties le reste R, avecu = f\"*", v = Tk R, = n+1)l (b a)™" + fa o) f (t)dt:

c'est la formule au rang n + 1.

b |b- b-a|"*"
IR,| < |/, Eabmat| = Mz,

cos@R)(0) = (—1)k, cos®**(0) = 0 et |cos!™| < 1: on applique 2. aveca = 0, b = x, n =
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2p + 1. Comme I):n_lf" — 0 (dés que m = 2|x|, le rapport de deux termes consécutifs est < %),

P (-1)kx2k _ae - 11 1 _|389
2 k=0 o) —>cosx.Avecp-3.cos1~1—5+Z—ﬁ- =20

~ 0,54028 ) a g <2,5-107° preés.

b f(x) = J1+x: f1(0) = 2, f(0) = -1, f"(t) = 2(1+)°/% € ]0 ] pourt 2 0; le reste R,

2 .
X 01 £ (4) dt est donc compris entre 0 et 2 - £ = X pour x = 0,1: 1,04875 < /1,1
0 2 P 8 6 16

1,04875 + 6,25 - 107>, soit |/1,1 = 1,0488 |,

IN

® Corrigé de l'exercice 23

1. sin®A-sin”B = (sinA - sin B)(sin A + sin B) = sin(A + B) sin(A - B) (formules de transformation) ;

avecA=nx,B=(n-1)x:J -J ;= fo'”zsin((zn—‘l) x)dx = —— (car cos =1 (2” L)) et),=0:

n
1 1 .
=;2I’<’- CommeHZn_zk12k1 zk12k ]n+§Hn'

1

1+lnn n(n +1) donc n

1
, > 1-=-=|=|
2 lnn 2 |2

(n(2n + 1) - <J,<1+In(2n) -

2. -1=X20X qvecO < x-sinx< X etxsmx > 2% : on obtient l’encadrement On le multiplie

par sin’(nx) € [0,1] et on intégre : 0 </, - f"lz sin ("X) dx < [M™dx = = etu = nx donne

0 12 96'
—,-017/2 sin (nx) dx fnTr/2 sin’u du.

s nrr/2 sin‘u m . 1 . . 2
3. Ainsi f77 == d.u 2 ), -5; = [+o](etce nombre vaut environ 3 lnn). Com.me |sinu| 2sin“u
et que x » [ 'S'UL”' du est croissante, [ % du — +oo: alors que [ *2¢ du a une limite

|smu|

finie (exercice 25), la fonction « n'est pas intégrable » sur [0, +ool.

€ Corrigés du niveau 4

B Corrigé de l'exercice 24
1. Ay=2,By = jo"/z x?>dx == Pour n 2 1, par parties (u = cos®" x, v = x) :

m/2

m/2 m/2
A = [x cos2" x] +2n [ xsinxcos?™ ' xdx =2n [ xsin x cos2™ 1 xdx.
0 0

0

. ) : 2 , . : .
Puis (u = sinxcos?" ' x, v = %, crochet nul), avec u’ = cos2" x - (2n - 1)sin’ x cos?"2 x, soit
u’ =2ncos® x -(2n - 1)cos?"? x

A =-n ‘/;N/z x?(2n cos®" x - (2n - 1) cos*" % x) dx = n(2n - 1)B,_, - 2n’B,.
2. On divise par n?A_, avec 20 n1 - ﬁ (Wallis) : ’11—2 = ZE: - 22—2. En sommant (télescopage) :
S, =2f\—§-23—: = ?-2—:.
3. Sur [0, g], 2x < sin x (concavité), donc x? < "Tzsmz X = "Tz (1-cos’x)et0<B, < "Tz (A, -A,.,) =
2
e S5 S go ~ 0tS = |
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k+’| . _ i 1 ~ 1 112 B
k2 P Ton = S0 72 2 (2R2 S2n_55n - et Tona1 = Top (2 1)2 alaméme lim-

ite: T, — ’17—2 En intégrant l'identité sur [0,x] (0 < x < 1): In(1+x) = 3} _, ”k +(=1)" [0 = d

avec0 < [~ % dt < % En divisant par x et en intégrant sur [0, 1] (fonctions prolongées par

0 1+t
N . n . Tln(1 +x 2
C0ntanIteen0):|f01de—Tn|Sf01:T1dx=ﬁ,d'ouf %dxz%,
0

4, SO|tT -ZM

® Corrigé de l'exercice 25

J <%t dt, d'ou la formule. ®(x) =
2 : elle a une lim-
< 1, Si(x) = S|(n) I Si:t dt a une limite

. X
1. Par parties (u = %, v = -cost): [Xdt = [—%St] -
m

fnx 1:c0st gt est croissante (mtegrande positive) et majorée par f 2 dt <

ite, donc I C°Stdt (D(x)— 1.1 au55| comme |C°5X

finie £.
2. (0 < g(t) < T : exercice 23 ; g est continue en 0.) g'(t) = Cfr’ftt 5 = tzﬁ(t) avec N(t) =
sin’t - t2cost. D'une part N(t) < t2 - t2(1 - %) = % d autre part 0 < % < sint donne
2 2 _tt 2 2 _th % s 2 2 .
sin“t >t —2?+E,ett costst’-L+ 2, dou N(t) > & ( 2-t2) 2 0. Comme tsin® t>n—.
0=g'(t)s .

. 12
3. g est de classe C' sur [s, g] : f:lz g(t)sin(mt) dt = [-%S(mt)]n + %fe"/z g'(t) cos(mt)dt, de
&

valeur absolue < 9/2+96) z. % On faite - 0(g(e) = 0, et e - f:/2 est continue) ;

o(g)-1-3

4. Avec U = (2n + 1)t: frr/2 sm((2n+1)t) dt = f(2n+1)n/2 sinu du = I((2n+1 ) et frr/2 sin((2n+1)t) dt =

sint
(ex. 14) ; par différence on obtlent l'égalité demandee dont le second membre tend vers

(question 3). Donc ¢ = lim Si ((2”;1)") .

onNIx

® Corrigé de l'exercice 26

1. TAF : f(x) = f(x) - f(0) = xf'(c), donc |f(x)| € Mx ; de méme avec m. Sur ]O,g], sinx > 27" :

2 ~
| F(x)? cotx| s M*x*- I = PLx — 0; en ", de méme avec 1 - x.

2. Sur[g,m-¢€]: h? = f?2 - 2ff' cot+f2 cot? et, par parties, [ 2ff’ cot = [f2 cot] - [ f2 cot’ avec

m-&
cot’ = -1-cot®. Donc [ h* = [ (f2 - ]‘2)—[1’2 cot] . Le premier membre est positif ; quand
&

m m
€ - 0, le crochet tend vers 0 (question 1) et [ (f? - f2) » [ (f? - f?): f f< f 2l
0 0

3. Pour f = Asin: ['A? sin? = Jy A% cos? = ’\27" Réciproquement, s'il y a égalité, W(e) = [°h?

tend vers 0 quand € — 0; or W croit quand € décroit: W(e) = 0 pour tout &, donc h =0 sur]0, n[
(fonction continue positive d’intégrale nulle). Alors (#) = % = % =0: f = Asin sur
10, i, puis sur [0, ] par continuiteé.

m 2

4, f(x) = g(ﬁ) vérifie les hypothéses ; avec u = X : [f* = rrfo1 g>et [f? = %f(; g’?, d’ol

/;192 fg

constante ﬁ est optimale : égalité pour sin(mx)).

Maths Olympiad @
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® Corrigé de l'exercice 27

1. xP(Inx)9 - 0 en 0* (p = 1, croissances comparées). Par parties sur [&,1] (u = (Inx)%, v = i) :

p+1
1 _ &P Une)d 1 q =
f‘S xP(ln x)9 dx_——p+1 o j xP(Inx)9'dx;avece - 0: Jna ]pq1 Comme J,, = ~
k
PR ) il )R
o = (p+1)a+1’ BT =gl (R+ 1)k |

2. p(x) = -xInx: @' (x) = -1-Inx, maximum (p(%) =1,et@20sur]o,1]. Pour |u] < 1, |exp®™7] =

1/ey,|N+1 1/e
1/e lul™ . __e -
=6,

. _ . . e
entre 0 et u : Taylor-Lagrange (ex. 22) donne la majoration N S Py

expse

(-x ln x)k
R!

kR
< &, sur[0,1]. On intégre; 1), = e

3. x*=e"avecu=-xlnx e [0, %] |x"‘ -3h,

(et f11dx = 1 pour kR = 0), donc |f01 X dx - z]N+11 ,11| < 6, - 0. De méme x* = eXn¥ et

L _CDF S U IR T B B I
Rk = Gy - AVECN =5 (65 <6-107 fO XTdx =T+ 04 ot ot s 46656 1,2913 et
Ji x*dx =[0,7834 .

® Corrigé de l'exercice 28

1. Avec u = ax puis u = bx (% = C’T“): f;‘@dx - faA f(”) S fA f(bx dx = fbA f(U)du la
différence se simplifie par Chasles (ac < bg, aA < bA).

2. Sim,_ et M, sont le minimum et le maximum de f sur [ag, be] : m, ln L fb‘€ f(”) du < M_In LR

a’
etl:ng,M‘s — f(0) par continuité. En +oo : pourn > 0, |f(u)-L| < n des que u SX; ;S aA X,
A
|faA @du—Llnﬂ <nin2
3. M1 _ o [0/, (0010

X ax

— (a-b)f’(0): prolongement continu en 0. Alors fOA = ling) ng =
£

FO) 2 - 2419 gy s |((0) - L) lng.

4 f(x)=e*,a=1,b=2:limite[In2] f=arctan (f(0) =0, L=E):wadx—>—gln2,

donc la seconde limite vaut glnz . Pour f(x) = % 3. prévoit In 2 ; directement, —(ﬁ 1+12x) -
2 1+2A
== - m douf - > n2.

® Corrigé de l'exercice 29

;
1 f01 K. = [arctan(nx)] =arctann — 5. Avec x = 4, dx = dn—“ : f01 1'12(2’;)2 dx = [ f1‘+'/'21 u.

2. Soit m,, = max[OA/n]lf f(0)|. On coupe en A : |fAMdu| < m,arctanA < °m_ et

1+u2
|| < 2m [ 2% < 2M(— —arctanA) Soit € > 0: on fixe A tel que ZM(% - arctan )

; par continuité de f en 0, m, — 0, donc Im_ < € pour n assez grand. Ainsi fo an =

2'"'n
f(0)arctann + [ LSO gy 51‘(0) :

1+u2

NTE

3. f(x) = l"“ ) prolongée par f(0) = 1 est continue sur [0, 1] : llmlte . De méme, avec f = exp:
1 eXd
;o - ke - T
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® Corrigé de l'exercice 30

1. Par récurrence : si B, _; est un polynome, les polynomes P tels que P’ = nB, _, sont les P(x) =
nfoxBn_1 +C, etf01P— Oﬁxecdefagon unique B, =x+cavecl+c= 0;B, = x*-x+cavec

1_1 -0-R =y3_3 1
S 2+C—0,B3—X +c=0:

-

Ix?+ix+cavec1-1+7+c=0;B, =x* —2x + X +cavec§-%

w

Bi=x-3, By=x’-x+3, By=x>-3x2+2x, B, =x*-2C+x*- L.

2. Pourn 22:B,/(1)-B,(0 fB 0 B, ,=0.SoitD (x) =B, (x+1)-B.(x): D, =1;si

D, ,(x) = (n-1)x""%(n 2 2) alors D/ =nD, , = n(n - 1)x"" S , donc D, (x) = nx""" + D_(0)
car D (0) = B,(1)-B,(0) = 0.

By, (k+1)-B,,1(k)
pe

I
S
x

3. Avecn=p+1:RP= ;onsommedek=0aN-1(télescopage). Pour p =3 (et N+1

aulieude N): 13+ + N3 =

B,(N+1)-B,(0) _ (N+12((N+12-2(Ns1)+1) (N(N + ‘I))2
4 - 4 - .

4. Cy=1,C(x) = (-1)™'B;(1-x) = (-1)""nB,_,(1 - )
(u=1- ) par unicité, C, = B,. Pourn =2m+1 2
(question 2), donc BZm+1(O) 0.

wll

) = -B,(0) (x = 0) et B (1) = B,(0)

€ Corrigés : technigues de caleul

® Corrigé de l'exercice 31
Dans chaque cas, la fonction a intégrer est continue sur le segment d’intégration.

— ax= 2V = 2(/2-1),

X2

=— — donc/
Ji+xd 3 \/_ v1+x3

! 1 E 1 1
b) Avecu=1+Inx=1sur[1,e] u’ =1:forme L, [- =——+1=|=|
) Avecu =1+lnx ur[1,e]u’ =+ 7 [ 1+lnx]1 o

a) Avecu=1+x3>0,u’ =3x%:

c) Avecu=1+sin2x>0,u’=25inxcosx=sin2x:forme%,, [ (n (1+5|n x)]E In2]
d) Avecu = x* u’—4x3-X—3—1 [ arctan (x )]1— I
I "14+x8 4 ‘I+2' o |16
2
(1+v%) 2 392 38
-1 - 12 | & = -g)=|22

e) Avecu =1+y/x,u' = 5l = -2uu,[3(1+ﬁ) ]1_3(27 8)=|% |

2 _ _ 2 _ox=1 o 1 1 1 v’ , s
f)X —2X+5—(X 1) 4-4(1+v)avecv-"7,v =3 m—i'm, d’ou

[ arctan — x=1p _1. T_|Z|

2 14 2 4 8

, / X ! rln(1+3%)7 -
g) (3 = (e3) =3Xln3:avecu=1+3x>0,3—=i u,d’ou[n( + )]Ozln4 In2 _

1+3< In3 u In3 In3
in2
In3
1 m o m
h) Avecu = \/;U ﬁ \/—(1+x) 1+u2,dou[2arctan\/—] —2(5—2) st
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® Corrigé de U'exercice 32

2
L a)(x-1)(x+2)+3=x>+x-2+3=x>+x+1.5ur[2,3], x-1 >0et%=x+2+x3‘I

X2 3 19 19
_[7+2x+3ln(x-1)]2_(5+6+3ln2)-(2+4)_ > +3Wn2}

b) En multipliant par x + 1 puis en faisant x = -1:a =2 = 1. Alors x+3 = (x? + 1) + (bx + C)(x + 1),
dot (bx+c)(x+1)=-x>+x+2=(2-x)(x+1): a=1,b=-1,c=2. Donc

1 1
) 11 2x 2 _ T a2 -1 u
B = i (x+1 o +X2)dx-[ln(x+1) > In(x +1)+2arctanx]0 =5 ln2+ > |
2. a)sin® xsin3x = %(1 -c0s2x)sin3x = %sin 3x—%c052xsin 3x, et cos 2x sin 3x = %(sin 5X+sin x),
d’ou l'égalité. Donc
cos3X Cos5X COSX7z 1 1 1 2
C =| - = 0 - - = —_— -] =] =-—
[ 6 20 = &4 ]0 IS 20" ) 15
(négatif, bien que sin® x = 0 : sin 3x change de signe sur [0, g])
_tan? o
LoENFAC cos? x (1 - tan? x) = cos? x - sin® x = cos 2x, donc D = sm2x]4 |1
1 +tan’ x o |2

® Corrigé de l'exercice 33

1. Toutes les fonctions u et v choisies sont dérivables a dérivées continues sur le segment.

— . _ X o
a) u =arctanx, v i )2,onch0|S|tlapr|mlt|vev-1 1X-1+X,nulleen0.
/” arctanx _[xarctanx] [ _ xdx _ xdx
o (1+x)2 1+x (1+X)(1+X2) 8 (1+X)(1+X2)
En multipliant par 1+x et en faisant x = -1, on trouve le coefficient - > puis — X
(‘I+X)(‘I+X2)
1 X+1 , o (] xdx ln2 n2 m m n2 T arctan x
- + ,dou —_—— = -——+——+—=—-—— ¢t .
2(1+x) 2(1+x2) o (1+x)(1+x2) 2 4 8 8 4 o (1+x)2
in2
7t
R ln x 118 |1 3
b) u=Ilnx,v' =x3v=--5: [ = LI b B
) 2x2] 2x3 [ 4x211 |4 4e?
o X x 2x +1)5%1 2 ! 15
c) 5% = eX!"> 3 pour primitive 2. u=2x+1,v = > : (— -2 | 5Xdx=2"—-
) p p In5 * In5 [ In5 ]0 In5 J, In5
A5-1) [14 8
(In 5)2 (n5 (In5)2
( 1 ) -2cosx-(-sinx)  sinx 1
=] =] . u:X’ =
2 cos2 x 2 COS* X cos3 x 2 cos2 x
fsxsmx x= [ ]g_lj‘g dx "/3—1[tanx]3=2—"—£
o cos3x 2cos2xdg 2 cos? 2.% 2 0 3 2
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Qu=xv=—2_v=y1+x2:
1+ x2
1 341 - _
0 ’I+x2 3 0 3 3
. 2 m m m
2. u=x?%y=Snx. f x2c052xdx:[M] —f xsin2xdx:—f X sin2xdx.
2 0 2l Jp 0
m
Puisu = x, v = -5 . [ xsin2xdx = [ XCOSZX 1[ cos2xdx = -X + 0. D'oil
2 o 2 2
" m
f x2c052xdx=.
0 2
® Corrigé de l'exercice 34
1. Chaque @ utilisée est dérivable a dérivée continue, et la fonction intégrée est continue.
2 2
2tdt 2 dt R 3
a) x=t?,te[1,2],dx = 2tdt: = 22 =2|In(t+1)] =|2ln2|
) x=t,tel1,2] dx 1t2+t1t1[(+)]1 2
b) t=yex-1 x=ln(1+t2)te[0 1], dx = 2tt2dt:
1
7 dt=2f =2(1-I2)=]2-1|
—/(; 1+t2 0 ( ( 4) 2
c) Avec p(x) =1+ x3: x>V1+x3 = %((p(x) - I e(x) @'(x), donc
4\/§+‘|)
5 1[ 1725 2312 1/8/2 4/2 4 (
V1+x3dx = (t-MWtdt= =[St2 - St2| = o= - 2=+ =) =| ——|
[ ' Wedt = 5[5t -3 ]1 A5 5 o 45
d) x =sint,dx = costdt, et \/1 —sin2t=costcarcost>05ur[0,%]:
3
st'ntotdt f61C052tdt[ sm2t]_l_£-
o Cost o |12 8
2 X 2 X
cos sin“ % _ g2
e) x = 2arctant envoie [O,1]sur[0 ]dx=2—dt et cosx = z = - 4onc
t2 cos? X +sin X 1+12
3+t2
2+COSX = :
1+t2
fg dX :f1 Zdtzl[arctanL]‘I:i.E:n_\/g
0 2+CosX Jy 3+t2 [3 o /3 6 9
2. a) h(x) = arctan x + arctan ! est dérivable sur ]0, +oo[ et h’(x) = LR - =0: sur cet
X 1+x2 x2 1+1
intervalle, h est constante, égale a h(1) = g v
.
_ 1 _ du ., _ _ 1 _ 1 .. [? 1/ duy _
b)x-;,dx-—u—z, = 2pourx = etu=-pourx=2: I-L uarctana(—?)-
21 1 .
f —arctan — du. En ajoutant:
1u u
2I—le(arctanu+arctanl)du—E'/-zﬂ (ln2 lnl) min2 =Tin2
“Jiu ul 2 1ou 2 T2 i
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® Corrigé de l'exercice 35
0 0 a
1. Avec X = -t, dx = ~dt : f F(x) dx = f F(-t)(-dt) = f f(~t)dt. Par Chasles (la variable est

muette) : [ [ f+ f [ ))dx. v (On retrouve 2f f si f est paire, 0 si
-a

f est impaire.)

2 2
X< +arctan x 2X
e - h(x) + h(-x) = T2

1 2 1
2X 1 m m
A-A.1+ﬂdx-24.@—1+ﬂyu-2@—z)-2—§.
3. a) V1 +x2>x2 = |x| 2 -x, donc u(x) > 0. u(x)u(-x) = (\/1 + X2 +x)(\/1 + X2 -x) =1+x2-x%=1.
v

2. Pour h(x) = (arctan est impaire), donc

. 1 .
b) La fonction f(x) = est continue sur R (1 +u > 1). Comme u(-x) = — :
(1+x2)(1+ u(x)) u(x)
1 1 1 1+u_ 1 Vdx  [m
f(x)+ f(-x) = X2(1+U+1+1)_‘|+X2'1+u_‘|+X2' B__/O- 1+X2_Z'
u
1 PCCSEN 1 + 2C0SX
4. a) cos(x+n)=—cosx donc g(x + ) = —>wo% = Seen T © g(x) + g(x + 1) = o = !

2n
Avec x =t+m: g(x)dx f g(t+m)dt, donc f f g(t)+g(t+n) f 1dt=
m
[m]
a+2m 2n
b) g est continue et 2m-périodique, donc (cours) [ g= g-= pour tout réel a. Par
0
Chasles, avec 20261 = 1013 x 21T : ‘

2026m 1012 ~2km+2m
[ g(x)dx = Z[ g(x)dx=1013xm ={1013 1|
0 k=0 I

2R

® Corrigé de l'exercice 36

1
a)Sias1:e 212asurl0,1], F(a)=/ (e -a)dx =[e-1-a]. Siaze:e‘<ecxaq,
0
Fla)=[a-e+1]

b) Si1<a<e,alors0O<lna<1,eX-a<0sur[0,lnalete*-a=0sur[lna,1]. Par Chasles:

Ina 1
F(a):f (a—ex)dx+/ (e"—a)dx:(alna—a+1)+(e—20+alna):\Zalna—3a+e+1\.
0 lna

c) Les trois expressions se raccordent en 1 (e-2) et en e (1) : F est continue sur R. Sur 11, e[,
F'(a) = 2lna+2-3 = 2lna - 1, négatif sur ]1,/¢[ et positif sur \/e,e[. Avec a): F est
strictement décroissante sur ]-oo,,/e] et strictement croissante sur [y/e, +oo[. Son minimum,
atteint seulement en a = \/e, vaut

F(\/E):Z\/E-%—3\/E+e+1 —e-2/e+1= (\/6-1)2 = 0,42.

F(a) est l'aire (u.a.) comprise entre la courbe de exp, la droite y = a et les droites x = 0, x = 1
: elle est minimale quand la droite horizontale passe par le point de la courbe d’abscisse
%, milieu de [0, 1].
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2. a)(x*-ax - b)2 = x* - 2ax® + (a? - 2b) x? + 2abx + b?, donc, par linéarité :

2a a’-2b

G(a,b) = T + 3 4

1 2 p2 (g 2\, a1
T +ab+b“=b +(a 3)b+3 2+5.

127645 12 12 45’

- a 1V _ 2 2\, a’ a 1 a> a 1 (a®> a 1 aza4(a—1)214
Puis(b+3-3) =b{a-3)0 T35 et 5505 37)-
avec + 1 16215 1
45 12 180 180°

b) Les deux carrés sont positifs, donc G(a, b) >

180, avec égalité si et seulementsia = 1 et

a__1. o1 !
-2 =-51 |minG = Eattemten(a b) = (1"6)‘

La droite y = x-% est celle qui approche le mieux la parabole « en moyenne quadratique » sur
[0,1].

€ Corrigés : propr. et encadrements

® Corrigé de l'exercice 37
1. 2X-2<0 < x<1,et2*apour pr|m|t|ve =—. Par Chasles:

1

1 2 2-1
_ _ X X _ (4 _ 2 u_ _ 1
A-[1 2 2)dx+[1 (2¥-2)dx = (4 ln2)+(ln2 2) 2% 5|

. 5 . NE) NE)
Sur[O,rr],Cosx—%zo = xsI: B=[smx—§]§+[§—smx]2=(7_%) (" ): \/—+%

—_— —

3 2

. 1 L e 2
xlnx—xestunepr|m|t|vedeln,etlnxsOsur[—,1]: C=[x—xlnx] +[xlnx—x] =(1——)+1=
e % 1 e
2-2|
e
1
2. )f(ax+b)dx-—+b-1etf (ax2+bx)dx=g+9=0,doub -89 _1:|p(x)=4-6x|
0 0 32 3' 6

1 1
b) Par linéarite : P +B)dx = P(x)dx + P(x)dx =ax0+Bx1 = . Ainsi
) a: inéarité '/; (x)(ax + B)dx a—/; XP(x)dx [3_/; (x)dx = a B B. Ainsi
f (4 - 6x)(2026x + 7)dx = 7]
0

® Corrigé de l'exercice 38

T arctan x

1. Sur[1,2], amxﬂ >0et ff a“t% dx > 0; les bornes étant inversées : f dx < 0.

2

2 2 . o o .
Sur [0, 1], “2" <1, donc In 17" < 0, et cette fonction continue n’est pas identiquement nulle :

1 2
[ln1+x dx < 0.
0 2

e e
2. Sur[1,e],0<lnx<1,donclnx<+Inx(carus<./upour0sus<1): f lnxdxsf vln xdx.
1 1
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Pourt=>0,sint<t;avect=sinx20: sin(sinx) < sinx sur [0, g], 'égalité n’ayant lieu qu’en 0.

Donc fzsin(sinx)dx<[zsinxdx=1.
0 0

T cos(Ax T | cos(Ax ! 1
3. f ( )dx|s[ I—()ldxsf 25 =[arctanx] =X
0 1+ X2 0 1+ X2 0 1+ X2 0 [I-
4. a) Vrai. Sinon, f ne s'annule pas sur Uintervalle [0, 1] et, par le TVI, garde un signe constant,
par exemple f > 0; f étant continue, positive et non nulle, f01 f > 0: contradiction.
b) Vrai. g(x) = f(x) - x est continue et f01 g-= % - % = 0: d’'aprés a), g S'annule en un point c, et
flc)=c.
c) Faux. g(x) = x* - 1 : f_11 g =2-2=0,mais g(0) = -3 # 0, donc g n'est pas impaire.
. : : °™ sin x ™ sint .
5. Par Chasles, puisavec x =t+metsin(t+m) = -sint: f dx = - dt, d'ou la
o 1+x o 1+m+t
1 1 m

formule. Sur [0,m] : sint >0 et

T+t 1+m+t (MT+t)(1+m+t)

> 0. La fonction intégrée est

2™ sin x
continue, positive, non identiquement nulle : f . dx>0|

0

B Corrigé de l'exercice 39

4 6
1 N 1-(1-t) s a1 (1+t0)-1 e
_ - - = - - = = v
s (1-1%) T 1+t220et(1 t? +t*) = — 5 20

Pour x = 0, on intégre 'encadrement sur [0, x] (croissance de lintégrale, 0 < x); comme [ -9 =

0 1+t2
arctan x : .

X
x—?sarctanxsx—

w|>,

5
+X—,-/
5

- 1. -1 _ 1 a L I .
2. Pour x = 0" 0,0996666... = 0~ 3000 = arctan10 £ 25~ 3000 * So0000 - 0,0996686... :
'encadrement a une amplitude 2 x 107, d'od |arctan 11—0 = 0,09967 [a 10~ prés.
5 s~ .3 3 X9 3 3 X9 X15 S
3. Pour x € [0,1], on applique 1. a x> > 0: x° - El < arctan(x ) < X - R On intégre sur
[0,1]:
1 1 1 1 1 ) 13 11
—-—<sKS—-—+—, soit — <Ks—|
430 430" 80 60 48

Ainsi 0,216 < K < 0,230, donc 0,21 < K < 0,23 : [K = 0,22]a 1072 prés (K = 0,225).
® Corrigé de l'exercice 40

h
=20 o4 h(p2 2\ _2n°
L et3(h +0+h)— 3

P=(x-m)f kef1,3}:avect = x-m, fn':'_;,h(x -m)fdx = f_i;] tk dt = 0 (fonction impaire), et
g((-h)k +0+h*)=0. v

Les deux membres de (S) dépendent linéairement de P ; (S) est vraie pour 1, x - m, (x - m)?,
(x - m)*, donc pour toute combinaison P = a + B(x - m) + y(x - m)? + 6(x - m)3, C'est-a-dire
pour tout polynome de degré < 3 (il suffit de développer P(m + t) en puissances de t). Avec

1. 8) P=1: f"”_+h“ dx =2h et B(1+4+1) = 2h. P = (x-m)?*: [—(X_;np]

m+
m
m

b)
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a=m-h,b=m+h,2h=b-a:

b P(a) + 4P (%22) + P(b)
u:L/ P(x)dx = C .
b-aJ, 6
P(0) + 4P(1) + P(2
PourP(x)=x3—2x2+3sur[0,2](m=h=1): y = PO é)+ ():3+2+3:.
. 1 7
Directement : 2[ +3X ] (4—— 6)- 3 v
2.m=h=%: %(4+4x1+%+2) 6(6+%)= %23,1333,avecuneerreurrr-—~8><103
1 1 R S
3. Pourte[a,b],0<ac<t<b,donc 352 < e < T ; on intégre sur [a, b] (inégalité de la
moyenne), avec f - t2 = arctanb - arctana. v
_ap_t. 13 _ 3 13 1 , (m 3 4 m 1
AVQCG—1,b—§. @—E tT g,dOU Z+Esarctan§sz+g.

® Corrigé de l'exercice 41

1. h(t)=t-1-Int: h'(t) =1 —1; = % ; h décroit strictement sur ]0, 1], croit strictement sur [1, +oo[,
et h(1) = 0. Donc h(t) = 0, avec égalité seulementent=1. v

2. a) f, continue sur le segment [0, 1], y atteint son minimum p > 0; donc m 2 py > 0. Pour tout x

WEWE 00
m m m

-1,soitInf(x)-lnm < - 1. On intégre sur [0, 1] :

1 1 1
j;mf(x)dx-lnmsafo f(x)dx-1=0. v

b) Si f est constante égale a ¢, les deux membres valent In c. Réciproquement, en cas d’égalité,
la fonction @ : x — h(%x)) (avec h du 1.) est continue, positive et d’intégrale nulle : elle est

nulle, donc f(X = 1 pour tout x : f est constante.

3. Lestrois fonctlons utilisées sont continues, strictement positives et non constantes: l'inégalité
est stricte.

1 1 1
a) Par parties (u = In(1+x),v=1+x): f In(1+x)dx = [(1 +x)n(1 +x)] —f dx = ,
0 Jo

et[ (1+x)dx==.Donc2ln2-1<In2 soitln4—ln§=ln§<1: e>§.
b)f ln—dx-‘l—2[n2 et[ x =ln2: 1—2[n2<ln(ln2),d’01]ln2>e1‘2‘”2=%.
0
X n_ _L. ln2 1 _
f n (2¥)dx = lnzf xdx = = —/o =15t o<, 50|t\/§<l - Bilan :

% <ln2< ? (0,679... < 0,693... < 0,707 ...).
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® Corrigé de l'exercice 42

1.a) @(x) = f(x) - f(m)-f'(m)(x-m): @'(x) = f'(x)- f'(m), et f" est croissante (f* = 0). Donc
@' <0sur[a,m], @ =0sur[m,b]: @ admet en m son minimum ¢@(m) =0, d’oti ¢ 2 0. v
b) w(a) = w(b) = 0 et w est dérivable : par Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que w'(c) = 0. Or
w" =-f"<0: g’ estdécroissante, donc @' = 0 sur[a,c] et @’ <0 sur[c,b]. Ainsi  croit sur
[a,c] a partir de w(a) = 0 et décroit sur [c, b] jusqu'a w(b) =0: w =0 sur [a,b]. v

2. On intégre les inégalités de 1. sur [a, b] (croissance de l'intégrale). Comme fab(x -m)dx =

5. -

a

f(a) + f(b)

(x-a))dx = (b-a)————,

b
[ (s x-miax=@-axm, [ (st OO

ce qui donne l'encadrement annonceé. v

Géomeétriquement (pour f > 0) : l'aire sous la courbe est comprise entre celle du rectangle de
hauteur f(m) (égale a l'aire sous la tangente en m) et celle du trapéze sous la corde.

3. @) f(x) = } vérifie f(x) = & >0 sur [k, k+ 1], avec f;" & = n &1, f(k+ 7) = 72z et 31+ ;1) =

k+1 ?

r(keT) - : c'est 'encadrement voulu. v

Pourk=2etk=3:2<in2<Set2<n<Z:commeln2=n2+n%: |2 cin2cl’
5 2 125703 2 3' (35" = S

(0,6857...<0,6931...<0,7083...).
b) Avect=tan§ >0:1 =tan% =
2 n
2tan (1 + tan?) 2 Osur[O, 4].

donct?+2t-1=0ett=+2-1. tan” = (1 +tan2)'

1t2'

s g 2
fA tanxdx = [ ln(cosx)] = -ln— \/_ 02 , et Hermite-Hadamard donne —(\/5—1) <
0 0 2 2 4
2 m 0+1
2 4 2

g(\/i - 1) <ln2< % (0,650... < 0,693 ... 0,785 ...).
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€© Corrigés : aires et volumes

® Corrigé de U'exercice 43
L'unité d’aire vaut 2 x 2 = 4 cm?.

In3 n
1. Les courbes se coupenten x =0,ete*>e™* pourx=20: A= f (e¥-eX)dx = [e" + e"‘]
0 0

-2= %u.a.=Ecm2.

3+ 3

2. Pourx¢0:§=5—x = x’-5x+4=0

x €{1,4}. Sur[1,4]: (5-x)- %= W >0,
la droite est au-dessus :

A=[4(5—x—§)dx=[SX—X;—MnX]:,

A= %-Slnzua_w 3212~ 7,82 cm?|,

y
3. Latangenteen AestT : y = 3x-2, et x3 - 2 y=x j
(3x-2) = (x-1)?(x+2): T recoupe la courbe x
en x = -2 et la courbe est au-dessus de T sur
[-2,1]:
.
1 Xt 2 1
_3x
A= X -3x+2)dx = 2x| ,
| (b =Se 2k [T =< I,
A= 277 u.a. =27 cm?

® Corrigé de l'exercice 44

1

a) sur[0,1]: 5 = 1(;L +5-), doncv=m

L) ~ 3
st sh s x2' [ ] Zn3=086cm

1 1
X _ 1 xdx ~ ~ AW 3
b) o = Tox (1+X)2 A n/; a- n[ In(1 +x)+ X]O = n(lnz 2) = 0,61 cm

c) V=rrf d)2< =rr[tanx]§=
o €O0S2X 0
2

d) (sinx +cosx)? =1+sin2x: V=rr[x— c052.2x]§ =rr(g+1)= %+n:8,08 cm?

wl3

n\/§ = 5,44 cm3 ‘

2. V= n—/;: (R? - x?)dx = n(th - W) = n(th _3Rh- 33Rh2 h h3) = nhz(R - ﬁ) |

Pour h = 2R : V = 4mR? - § = %rrR3, le volume de la boule. v

Leau du bol forme une calotte de hauteur h = 5 d'une boulederayonR=10: V = 2511(10—%) =
6235" ~ 654,5 cm?|. Le bol (demi-boule) contient —2020" cm? : il est rempli aux % (31,25 %)

alors que l'eau atteint la moitié de sa hauteur.

Maths Olympiad @



Chapitre 4. Calcul intégral 2° Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de U'exercice 45

2 2" 2 _ 2 ' . i
e T a1 S 2T e donc f(=x) = -x =1+ 2 - =2 = ~f(x) : f estimpaire.
2
fO)-(x=1) = =—=

est au-dessus de D. Par symétrie de centre O, D" : y = x + 1 est asymptote en -oo, et Cf est en
dessous de D’ (f(x) - (x + 1) = -2 < 0).

tend vers 0 en +oo et est strictement positif: D est asymptote en +oo et ¢

1+eX
X X 2X _ X 2X
2. f'(x)=1- 2t > = iRkl > 22 Lo > >0: fest strictement croissante sur R, de
(1+eX) (1+eX) (1+eX)
R .. N -2 . pu 2e*(eX-1) .
-o0 a +00, avec f(0) = 0. En dérivant -2e*(1+e*) " : f"(x) = ﬁ, du signe de x : O est
1+ex
un point d'inflexion, et f'(0)=2: T: y = %
y D’,/ D
I,’ T
1,1’ / :
2, 7 2 x
&5 =R
1+e*)-e* 2
3. a) LI ( ) =1--5%_ sur [0,A], C, est au-dessus de D (1 u.a. = 4 cm?) :
T+eX 1+eX T+eX f

A 2dx A )
fo 7+ ex =2[X—ln(1 +ex)]0=2/\—2ln(1+e")+2[n2=2[n2-2[n(’| +eh),

carA-In(1+e")=-In(e?+1). Donc |AA)=8In2-8In(1+e™) cm?|,

b) e* - 0, donc| lim A(A) =8ln2 = 5,55 cm?|. Par symétrie de centre O, le domaine compris

A—+00

entre C; et D" pourx<0ala méme aire limite : au total |16ln2 = 11,09 cm?|.

® Corrigé de l'exercice 46

1. f'(x) =2*ln2 > 0: f est continue et strictement crois- , A
sante, de limite -1 en -o et +oo en +oo : bijection de R .
sur]-1,+oo[. Ety =2¥-1 <= 2X=1+y < x=%. ]  C
v

2. g"(x) =2%(In2)? > 0: g’ est strictement croissante, avec
g'(0)=ln2-1<0etg'(1)=2Iln2-1>0;g s'annule en /
un unique x, €10, 1[. Donc g décroit sur [0, x,] et croit
sur [x,, 1]; comme g(0) = g(1) = 0, g < 0 sur [0, 1]. /7 1 X

Sur [0, 1], C est sous A ; par symétrie par rapporta A, C’
est au-dessus de A (pour y = f(x) € [0,1]: f'(y) = x 2
f(x) =y).
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]
1 1 3 1
3. CetAsecoupentenx =0et =‘I:A=f -2%+1)dx==--—+1=|= - —=0,057 v.a.
up X X AL e v A T .
La symétrie par rapport a A (repére orthonormé) conserve les aires et échange C et C' : le
domaine entre A et C' a aussi l'aire A, et le domaine entre C et C' a pour aire 2A =|3 - ln% u.a.
De plus
" d d Y d ! !
og. (1 - = A, onc og. (1 =A+=-=[2-—|
[ tomrem-sjax R
! 1] 2(n2-1 1
Vér'ﬁcat'on:f In(1 dx=|(1 In(1 —f dx=2ln2-1,et—m=2-—. v
tesion [ o[ o ), - o
1 1
4. Sur[0,1],0 € 2¥-1< x: V=rrf (x2-(2X-1)2)dx=n(1-f (4X—2-2X+1)dx)=rr(l-
0 3 J 3
3 2 . _ 1 2\ _ sica (1 x -3 __3
2ln2+ln_2_1)' soit V-n(zln2—§)~0,17u.v. (onautlllsefo4 dx-m-zm).

® Corrigé de l'exercice 47
1. a) M(x,y)estdans ledisque < x?>+(y-R)><r?> < |x|sret|y-R|sVr2-x2 < |x|=sr
etg(x)sy<f(x).Deplusg2R-r>0. v

b) V=nfr(f2-gz)dx=n[r(f—g)(f+g)dx=nfr2\/r2—x2-2Rdx=4anr\/r2—x2dx.

y =r? - x2 décrit le demi-cercle supérieur de centre O et de rayon r : Uintégrale est l'aire

._ . TT_I’Z _ 2 2
du demi-disque, =-. Donc .

c) mr? x2nR = 2m%Rr?. v Bouée: V = 2m? x20x 25 = 10001 =~ 9870 cm?, soit environ 9,9 litres.

2. a) Pour |x| < g tR?2-x?2R?- % =p?, d'otiVR2 - x2 2 p > 0. Alors

N>

h h
_ 22 oNax e [0 - 2\dx = on[D2X X712 _on(h® By _|mh®
V-rrfh(R X p)dx-n/:g(4 x)dx-21'r[4 30-217(8 24)- ot

b) Le résultat ne dépend pas de R! Pour h = 6 cm : 36m = 113 cm?, que l'anneau soit taillé
dans une orange ou dans la Terre (il est alors immense mais d’une minceur extréme).
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® Corrigé de l'exercice 48

1. a) @(x)=e*-el-et(x-t): ¢'(x) = ¥ -e' est du signe de
x - t, donc @ admet en t son minimum (t) = 0: la
courbe est au-dessus de T,. Avec f01 (x-t)dx = % -t:

At) = f1 p(x)dx = e-1 —et—et(%—t) =e-1 —et(%—t).
0

b) A'(t) = -€'(2 - t) + e = e!(t - 1) : A décroit sur [0, %] et

croit sur [%, 1]. L'aire est minimale pour la tangente

1=
=
x

au point d'abscisse %, milieu de [0, 1], d’équation y =
Ve(x+1): |A, =e-1-1/e=0,070ua.

2. a) fb(x—t)dx= (b-t-(a-1 (b-a)a+b-2t) _

5 > (b -a)(m -t), d’ou U'expression de A(t)

par linéarité. En dérivant :
A(t) = -(b-a)(f'(1) - F(1) + (m - Of (1)) = (b - @) (1) (t - m). ~

b) f*>0:A <0sur[am[etA >0 sur]m,b], donc A est minimale ent = m : la meilleure
tangente est celle du point milieu.

Pour f(x) = % sur [1,3] (f"(x) = X% >0), m=2:tangentey = 3 - 2(x-2) = 1- %, et

3
dx 1

A(2) = —-2x=-=(ln3-1=0,0 .a.
(2) /1 ™ x5 ’n ,99ua‘

© Corrigés : fonctions définies par intégrale

® Corrigé de U'exercice 49

1.t - |t2 —1| est continue sur R, donc F (sa primitive nulle en 0) est dérivable et F'(x) =
x? - 1| > 0, avec égalité seulement en #1 : F est strictement croissante. Avec t = -u : F(-x) =
L2 -1|dt=- £ |u? - 1| du = -F(x) : F estimpaire.

3
2. Sur[0,1], |2 -1] = 1-¢2: F(x)=x—%, et F(1) = 2. Pour x 2 1 (Chasles) : F(x) = 2 +
3
3 o X 4 F 2
S -1)dt=2+% -x+2 soit F(x)=?—x+§.DoncF(x)—>+ooet%=X?—1+§—>+oo

: branche parabolique de direction (Oy). Par imparité, F - -o en -oo ; F étant continue et
strictement croissante, c’est une bijection de R sur R.
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3.

FI(X;::'(” vaut 1)(‘—"12 = -(1+x) » -2 a gauche et ’f—f = y
x+1 — 2 adroite: F' n'est pas dérivable en 1. Sur

10,1[, F"(x) = -2x < 0; sur ]1,+oo[, F"(Xx) = 2x > 0 : 2 Ak
C, est concave sur [0, 1] et convexe sur [1, +oo. Elle
change de concavité enA(1,§), point d’inflexion ou : 1 X
la tangente est horizontale (F'(1) = 0). Autres points /-
d’inflexion : O (F"(x) = -2x change de signe en 0 ;

tangente y = x) et, par symétrie, A’ (—‘I,—%).

® Corrigé de l'exercice 50

Tho

2.Si-1<x<y:pourt €]0,1], 1+ xt < 1+ yt, donc

Pourte[0,1]:six20,1T+xt=21;si-1<x<0,1+xt>1+x>0. Lintégrande est continu sur

01" | In(1
[0,1] : @(x) existe. (0) = f01 dt=[1], et pour x 2 0: (x) = [l"“XXt)]O _| (1 +x) I

X
1 1 : one
Tt~ Tayr ©St continue, positive, non

identiquement nulle sur [0, 1] : son intégrale @(x) - (y) est strictement positive. Pour x > 0 et

te[0,1]: 1< T+xt<1+x dol < %Xt <1, et l'on intégre sur [0, 1]. En multipliant par x > 0
X_ <n(1+x) < x| (évident pour x = 0).
1+x

3. (1 +xt)(1 - xt) + x>t? = 1 donne l'identité. Comme |xt| < |x], 1+ xt =1 -|x| > 0. En intégrant :

1 2 1 2 2
X _ 2/’ t | x| 2/ t _ X
X)-1+==x dt, donc X)-1+=|<x dt = .
e 2 0 e 2 o 1-1Ix| 3(1-1x1)

1+ xt

Ainsi @(x) > 1 = ©(0) (¢ continue en 0) et |"’(X);‘p(°) + %| < 3(1':')(') - 0: |p'(0)= ‘% - On

In(1+x)

retrouve — = (p(X) - 1, et In(1+x)-x - P(x)-1 1

% -
x2 X

® Corrigé de l'exercice 51

1.t e ﬁ est continue sur I (cos > 0) : F est dérivable et F'(x) =

Maths Olympiad

1
COs X

F(-x) = - [X =94 = _F(x). Sur [o,g[, —L_ > 1, d'oll F(x) 2 x pour x 2 0. Enfin F"(x) = 21X .

0 cos(-u) cos? x
la courbe est concave sur ]—g, 0], convexe sur [0, g[, avec un point d’inflexion en O (tangente
y = X).

H(x) = In % est définie sur [ (1 +sinx >0, cos x > 0) et

> 0. Avect = -u:

. 2 . .2
H'(x) = cosx  sinx _ cos”x+sinx+sin”x _ 1 F'(x), H(0) = 0 = F(0),
1+sinx cosx (1 + sin x) cos x COS X

doncH=F. En % :T+sinx - 2 etcosx — 0%, donc F — +oo; par imparité, F —» -oo en —%+.
F est continue, strictement croissante, de limites 7co : bijection de I sur R. Soity € R, 6 =
arctan (e¥) € ]O, g[etx = 26—% €1: 1+sinx = 1-cos 26 = 2sin’ 6 et cos x = sin 20 = 2sin 6 cos 6,

d’ou % =tan6@ =e¥ et F(x)=y: |G(y) = 2arctan(e¥) - g . D'une part G'(y)

= cos G(y)

5=l
F*(G(y)

; d'autre part G'(y) = -2 (Accord : cos(26 - g) = sin20 = -2tanf

1+€2Y 1+tan?6”
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\/5

&, 10F(g)—101n1

- 101n(1+ﬁ)z et 10F(g) - 10ln(2+\/§)z. A 20

cm: x = G(2) = 2arctan(e2) - I ~ 1,302 rad, soit environ | 74,6'|. Comme F — +co, les pdles ne
figurent pas sur la carte.

® Corrigé de l'exercice 52

1.t (1 t)2 est continue sur ]0, +oo[ : F'(X) = (111‘;‘)2, du signe de In x. F décroit sur ]0, 1], croit sur

[1, +oo[ : son minimum est F(1) = 0, donc F 2 0, avec égalité seulement en 1.
X _ X
2. Avect = l’dt=_d_‘21: F(l)=f Inu (-ﬂ)z Inu du = F(x).
S : (u+1)2

(1+3)
3 v(t) = 1- 1L, donc v'(0) = b IPPavec u(®) = Int s F() = [L]"- [7 L Jgp - XX
X | xlnx 1+x
[ln(1+t)]1- i Ul
4 F(x) = In2 - X - ln(1+ )—> [In2] en +oo (car y=1n2
%-lnX—-lnX) En 0" : xlnx — 0, donc F(x) — T 777777777777777777777

-In3=In2(ou: F(x)= F(%)). La droite y = n 2 est
asymptote en +oo ; F croissante sur [1,+oo[ donne
Feln2 HEnz x 00) o, 0o- 1= -0 F
n'est pas derlvable 3 dr0|te en0;C.aen(0,ln2)
une demi-tangente verticale.

B Corrigé de l'exercice 53

1.t d—t est continue et positive sur [2, +oo[ 2 1i'(x) = IL 0 (li croissante) et li"(x) = —X(“:—X)z
(li concave). Pour2 <t < x: d—t > lnx d’ou li(x) 2 , qui tend vers +oo (car “”‘ - 0):
li(x) —» +oo.
1 oy : . S
2. 1PP avec u(t) = o, v(t) = 1, u'(t) = - - [lnt] f (lnt)2 - -2k,
Vx
3. K(x) 2 0, et\/} > 2 permet d'écrire K(x) = [, +f\/— Sur [2, \/_] (lnt)z (ln2)2' d’oli un premier
n x Lx
terme < X 2)2 Sur [\x,x]: Int 2 ln\/_- 12X donc —— (lnt)2 < — (lnx)z’ d’oll un second terme < U5
g, HOlnx g 2lx , KX gyec g g KOIMX o x4, g ponc edtnx: 11 Alors
X xIn2 X X Jx(n2)2 ~ Inx X
@ = “(X)% x lan — 0, et li » +oo: branche parabolique de direction (Ox).

® Corrigé de l'exercice 54

1. E(x) = fox et’dt est la primitive nulle en 0 de t e’ : D = eX’E est dérivable et D'(x) =
—2xe‘X2E(x) re e’ =[1-2x D(x) | Avect = -u, E(-x) = -E(x) : D est impaire. D(0) = 0, D'(0) =1
: tangente y = x.
2.a)Pour0<t<x:0c<e < e"z, donc (x > 0, fonctions continues) 0 < E(x) < xe"z, soit
0<D(x) <
2 2

X X
b) E(x) > f e ‘dt = —[ tz] = 92X'1 ; en multipliant par2xe"‘2 :2xD(x)=1-e™™.
0
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etz ' _ t2 > 1 _ d < tz '
3.a)(—)-e (1 2tz)etpourt a1—ﬁ_ _2__§>0 oil et’ C(zr)
X 2 . .
b) En mtegrant sur [a, x] : j et'dts<c (2X - ez—) ez—x, donc E(x) < E(a) + Cag ; on multiplie

par 2xe™ >0
cc,=1+

2 2 o o
221 - 1:onfixea21avecc,<1+& Commexe™ — 0ete™ — 0,ilexisteX 2a

tel que, pour x 2 X, 2xe"‘2E(a) <ceteX <¢ ;alors 1-¢€ <2xD(x) <1+ 2¢. Ceci pour tout € :

et D(x) = 224 - [o].

2xD(x) —» 1, llm x D(x) = %

4. D est continue, D(0) = 0 < D(1), et D — 0 en
+00 : il existe A > 1 tel que D(x) < D(1) pour x 2 Vas
A. Sur le segment [0, A], D atteint un maximum /
D(c) = D(1), qui est donc le maximum sur [0, +oo[. l
Comme D(0) < D(1) et D(A) < D(1), c €10,A[ : _ 5 c ) X
c’est un point intérieur, donc D'(c) = 0, c'est-a-

dire | D(c) = 1 (c = 0,924, D(c) = 0,541).

2c

© Corrigés : suites et sommes de Riemann

B Corrigé de l'exercice 55

1. sin est croissante sur [O, %] : pour x € [Rh, (k+1)h], sin(kh) < sin x < sin((k+1)h), et U'on intégre

sur un intervalle de longueur h. En sommant pour k = 0,...,n - 1 (Chasles) : R, < ﬁf sinxdx =
1<S..
n

2. La somme est télescopique: S, - R, = h(sin(nh) - sin 0) = hsing = % . Alors0 < 1-R_ <
S,-R,=3-<10"7 dés quen 250m = 157,08 |n, = 158| convient.
3. e’h¢1(0<hsg).Avece’9—1 =2isinge’5:
" ) ::onh jnh nh
Ze”’h it einh _ 1 _ gih 2isin =" e 2 =e( 2)h sin >
i . . ih h -
k=1 -1 lemge'z sin 3
La partie imaginaire donne la formule. Avec nh = I : sin 2 = g et @ =2+8 dois, =
V2. _h (o h
2 sing Sm(4+2)°
h
4, Quand n —» +oo0, h - 0: =2.-—%- - 2etsin ﬂ—>Q,donc5 —>ﬁx2xﬂ=
sin 2 2 n 2 2

2

g
2

. Comme S, - ﬂf sin x dx (théoréme du cours), cette intégrale vaut 1, sans recourir a une

primitive.
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® Corrigé de l'exercice 56

Les fonctions f obtenues sont continues sur [0, 1] (et méme monotones), donc * Zk . f(k) - fo1 f.

R
a) u, = 135, fen, f(x)=xe*: u, > [ xe¥dx = [<X'”ex]o

1+x 24X 2+X

b) v, =150, —m__ -1y )=t el o Ly 5[] < inZ-tnl-
n k=1 (n+R)(2n+R) k1( )( ) (1+x)(2+x) : o 3 2 -

de primitive arctan(2x + 1) : w, — arctan3 - % =

Ow, = 150 — . () -

2
1+(2x+1)2’

1. m\ _ 3-1
arctan 2|7 0,464 (car tan (arctan 3- Z) = E)‘

= 1" 2,de primitive V1+x2: z, — V2-1.
+X

® Corrigeé de l'exercice 57

1. f'(t) = (1+t2)2 < 0: f décroit sur [0, +oo[. Sur [R, kR + 1],
f(t) < f(R); sur [kR-1,R], f(t) = f(R). En intégrant y
(longueur 1) : fkk+1 f<f(R) < f:_1 f. Sur la figure, le
rectangle bleu (sous la courbe) et le rectangle rouge
(au-dessus) ont la méme aire f(R).

2. En sommant pourk =1,..,n: f1"+1 fsS, <[] f soit
arctan(n + 1) - % < S, < arctann. (S,) est croissante

et majorée par £ : elle converge vers L, et a la limite ! 2 . ht

m m 2
-_< < =
4_’._2.

1 _L-%:Osur]o,wo[, et w(1) = %
ez

1+x2 X2

3. a) w(x) = arctan x + arctan % veérifie w'(x) =

b)S, -S, = Z’,:’:m f(R), donc arctan(N + 1) - arctan(n +1) < S, - S, < arctan N - arctan n. Quand

N — +oo: Z-arctan(n+1)sL-S, <7 -arctann, soit |arctan

[ sL—S sarctanl.
1 n

n +
4. Comme @ 1(h - 0): narctan— - 1 etnarctani = 1 -(n+ 1)arctan— - 1, dol
n(L-S,)— 1/ Avecn=3:5; = §+1— =2 et08+arctan— ~ 1,0450, 08+arctan— ~1,1218
: 1,06<L<1,13 (enfaitl = 1,0767).
® Corrigé de U'exercice 58
1. Avecx =1-t: B(p,q) = /(1 —t)ptq(—dt) = B(q,p). B )= Jy xPdx = e
2. IPP avec u(x) = (1 - x)9, v(x) = : le crochet[ (1 ) ] est nul (g = 1), et il reste B(p, q) =

f xP*1(1-x)9"dx = q B(p+1 g -1). Récurrence surqde« pourtoutp, B(p,q) = pfq‘z;),
L (p+1)(g-1) _ _p'g!
1 (p+q+1)' " (prge1)”

3. (1-x)7 = Theo (9)-1)FxE, dou par linéarité, B(p, q) = Yao(-1) ) (& )[ xPRdx = 3. p+k+1( ) Pour

1 2 .1 1 212!
= =] DD E oo 2B ==2 —
p=q 2 3 4 5 30 5!

p+1
vrai pour g = 0 (B(p, )-

1)') si c'est vrai au rang g - 1, alors B(p, q) = P
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4, x(1-x) =

—(x - 1)2 < 2, donc B(n, n) = f (x(1 —x)) dx < . OrB(n,n) = (p____1 d’od

;
4 2 (2n+1)! (2”*1)(2,1")’

2n2 4n |
n 2n + 1

® Corrigé de l'exercice 59

1 2
2 2 _ 2) . 2x+1) _ _ 3 _
. B= [ln(1 X+ X )]O . Comme 3+ (2x + 1)? = 4(1+x+x?): (arctan = ) bW
3
B _ 2 _ A)o2(o_my_ | |,
> 1+X+Xz,doncA-\/§(arctan\/§ arctan ﬁ)_ﬁ(3 6)- ~ 0,6046.
3/3

2. Pour x € [0,1[, avec 1- x> = (1-x)(1+x+x%): Xpg(x3F-x3*1) = (1-x) 1:;” = 11+‘XX+3:2 ; pour

x =1, les deux membres sont nuls.
3. On intégre sur [0,1]: (x3* - x3*F N dx = = - =L, d'otiu, =A-r,. Sur[0,1], Ts 1+x+x><3
: 140 Jo 3R+1 3k2’ n rea T -

X3 30 3n 1 1 .. .
donc 7 < ——5 < x”" et 3G+ 1) ShS37t Ainsi u, — A. Les sommes partielles o, de
P s . _ _ 1 .
la serie veérifient 0, = u, eto,, , = u, + - : elles tendent toutes vers %
. . (1+2x)(1-x3"
4o 1+ x-2x% = (1-x)(1+2x), donc Fhg (x3F +x3*T - 2x3k2) = (1 - x)(1 +2x)11 ’;3 = 1+X(+X2 )
1(1+2
En intégrant: v, = B-s,,avec0<s, = [/ (1+XX+):2 dx < [ 3x*"dx = =% Donc |v, - In3|:
1.2,1,1_2 _
1*5‘5*2*5‘5*"‘-‘“3-

® Corrigé de l'exercice 60

1. etT“ — 1 (nombre dérivé de exp en 0), donc @(t) = 1 = ¢(0) : ¢ est continue. Pourt > 0:

et-12t>0,dou0<p(t)s1.F = (p > 0: F est strictement croissante.
2. Pourt>0:3y,  ert=etle S donc ¥} _, te'kt =@(t)(1-e™)=p(t)-r,(t). Ent=0, les

1-et et 17
deux membres valent 1. Enfin 0 < r (t) = (p(t)e‘”t <e™
l - l + 5 e—kX
R2 \R2 R
tend vers - car xe™™ — 0.
4. On intégre l'identité de 2 sur [0, x] (fonctions continues) : F(x) = ¥,_, [ te™dt+ [*r <H, +
fOX e"dt<H, + % Avec n = 1: F < 2; croissante et majorée, F a une limite finie f, et £ < H_+ %
De plus F(x) 2 3, f; te™™dt —— H,, doi?2H,_ Ainsi0<P-H, < let |H, - 2|

3. IPPavec u(t) = t, v(t) = 5= : [ te™dt = -X6— + 2 [¥edt =

1 .
< R qul
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€ Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1.
2.

Si P(x) = 37_, C,X", alors, par linéarité, f01 Pf=%h,C f01 xkf = 0.

Les points ¢; découpent [0, 1] en intervalles ; a l'intérieur de chacun, f ne s'annule pas, donc
garde un signe constant (théoreme des valeurs intermédiaires). P a pour racines simples ex-
actement les points ol f change de signe : P change de signe en ces points et seulement en
eux. Donc Pf a le méme signe sur deux intervalles consécutifs : Pf garde un signe constant
sur [0, 1] (continuité). Or degP < m < n, donc f01 Pf = 0: la fonction continue Pf, de signe
constant et d’intégrale nulle, est nulle. Ainsi f est nulle hors des racines de P, donc partout
par continuité : contradiction.

Doncfsannule au moins n + 1 fois sur 10, 1[. Pour f(x) = 6x% - 6x + 1 : f f=2-3+1=0et

f xf = 2+— 0; f s'annule en 3“/_ €10, 1[ : exactement n+1 = 2 fois, la borne est atteinte.
sin(x - c) sin xcosc cosxsing, d’ ou lUintégrale nulle par linéarité. Supposons que g s'annule
au plus une fois sur ]0, [. Si g ne change pas de signe sur 10, [, alors g(x)sin x est de signe
constant sur [0, ], d’intégrale nulle, donc nulle : g = 0 sur ]0, it[, puis partout, ce qui est exclu.
Sinon, g change de signe en un unique point ¢ €10, n[. Pour x € [0,m], x - ¢ €] - m, [, donc
sin(x - c¢) est negatif pour x < ¢ et positif pour x > ¢ : g(x)sin(x - ¢) garde un signe constant, et
son intégrale est nulle ; on conclut de méme a g = 0: contradiction. Donc g s'annule au moins

deux fois. Exemple : sin 3xsin x = w et sin 3x cos x = A ont une intégrale nulle

sur [0, ] ; sin 3x s'annule exactement en 3 et = sur ]0, m[.

® Corrigé de l'exercice 62

1

cos(jt) cos(kt) = 1] cos(j-R)t+cos(j+R)t], sin(jt) sin(kt) = 1[ cos(j-k)t-cos(j+k)t], etfz'T cos(mt) dt
vaut0sim e 7*,2msim=0. D'ou :

0 sij#zk ..

mo L e m sij=k21
/ cos(jt)cos(kRt)dt =4m sij=kR=1 [ sin(jt) sin(kt)dt =
0 0

.. 0 sinon
2m sij=k=0

2. |P (e"t)|2 = A(t)” + B(t)® = 3, , a;a,[ cos(jt) cos(kt) + sin(jt) sin(kt)]. En intégrant, seuls les termes

j = k subsistent : foz" |P(e"t)|2 dt=2ma? + 3, . (m+maz = 2n 3h_ a2,

3. |P(e"t)|2 < M? et lintégration donne ¥ a2 < M?, donc |a,| < M. Sia, =1: M? 2 Y a2 2 1, donc

M21.SiM=1:121 +Zk<n a2, donca, =0 pourk <netP=z";réciproquement || = 1.

2
4 |1+ e’t| 1+ cost)2 +sin’t =2 +2cost = 4 cos> P(e't)|” = 4" cos?" 1. Avec Parseval
(a, = (k)), puis u = 5 et la symétrie u » m-u de cos " sur[0,m]:

m

n 2 n 2 AL 5 AL 2n !
z(n) =4—f cosz”idt=2 = fzcosz"udu=2 Ealy () _(Zn).
5 \R 2m Jg 2 m Jy m 2 41(n!)2 n
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u Corrigé de U'exercice 63

1. 2-2t+1=(t-1)? 20, donc e® < e et G(x) < Jye'tdt = %( - @) < £, G est croissante
(G'(x) = e > 0) et majorée : elle a une limite finie G en +oo.

2. Pour u € [0,1[ : In(1-u?) < -u® et In(1+u?) < u?; en multipliant par n et en passant a
lexponentielle : (1-u?)" < e’ et (1+u?)" <e™’. Pouru=1:0<e" <27

3. t=ynu,dt=y/ndu:G(/n)= \/Fj01 e "’ du, et lon intégre l'encadrement de 2 sur [0, 1].

g
>

4 u=sinb, 0 € [0,%]: du = cos0d6 et 1 -u? = cos?0, d'oli f1 1-u?)"du = JiZ cos?™10d0 =
= fo' cos?"20d0 <

W2n+1 :
m

o} cos?29.d6 = W,, .

5. Wy, = /52 V20 + TW,, - \/_\/7 , et de méme Jn W, , = [51=-V2n-2W,, , -
g. Par encadrement, G(/n) - g ; comme G(x) - G, ona |G=-| Enfin G(y/n) < nl, <

Jr

\/FWZH_Z, et les deux bornes tendent vers @ : \/ﬁln el

u=tan6,ee[0,%]:du- et—=c059douf

cosZG 2 0 (1+ 2)“

® Corrigeé de l'exercice 64

1. F(x) = foxf est dérivable, F' = f, F(0) = 0. Donc g(x) = w — F’(0) = f(0) = g(0) : g est
continue en 0, et continue et dérivable sur ]0, 1] comme quotient. g'(x) = Xf(x) P _ f00- g(x)

2. (xg?) = g*+2xgg’ = g% +2g(f - g) = 2fg - g>. En intégrant sur [, 1] : g(1)2 - eg(e)2 =
2[81 fg1—f£1 g°. (1)uand € 0:e9(e)?> - 0xf(0)? =0, et f; h - fo1 h pour h continue sur [0, 1].
D'od f; g° =2 f; fg-g(1)*.

3. Donc fo1 g’ <2 f01 fg < 2,/[01 f2,/f01 g2 (Cauchy-Schwarz). Si f01 g° > 0, on divise par sa racine :
\/fo1 g2 < 2\/f01 f2, d’ou linégalité (évidente si f1 g>=0)

4. F(x) = 2(yx +a-+/a), donc g(x) = (‘/i va) _ \/X_+\/_ (formule valable aussi en 0), et f01 f2 =

]
[ln(x+a)] =In 29 Avecs =y/x+aq,dx =2sds:
0

T+a
1 T+a + 0+
[gzzf“ ﬂszzg[m(wﬁ% va | fTras/a 8fa
0 3 (s+/a) s+Val g 2/a  Vi+arya

Ainsi f01 g° = -4lna+ c(a), ol c(a) » -8ln2 - 4, et fo1 f2 = -lna +In(1 + a) ; en divisant par
-lna —» +o, le quotient tend vers . Pour toute constante C < 4, il existe donc f telle que
f01 g’ > Cfo1 f2: la constante 4 est optimale.

® Corrigé de l'exercice 65

1. SiP=%0c.x*(c, €2)alorsd, f P=371 Cl?k -, et k+1<ndivise d, : c'est un entier.

2. D'aprés l'exercice 58,[0 XM 1(1-x)""Mdx = {1 1):1," -m) _ ( j carm(”) = m Lintégrande

est un polyndome a coefficients entiers de degré n - 1: (E ) est un entier, donc m( ) | d,.
m
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Avec (m, n) = (k, 2k) : k(%) I d | oy Puis 2k + (%) = B2 = (R + 1)(21), qui divise d,y,,
(cas (m,n) = (k+1,2k+1)). Ecrivons d,,,, = (zkk)q: R|qget(2k+1)| g, aveckRA(RR+1)=kRA1=1
: d'aprés Gauss, R(2k + 1) | g, d’otl R(2k + 1)(2kk) | dyp,q-

Donc d,,; = Rk + 1)(3) 2 k(2k + 1)2k1 = R4k Sin=2r+127(kR23):d

Sin=2r+2210(k 2 4): d, 2d,, 2 k& 2457 = 2" Enfind; = 840

d, 22" pourn 27| (alors que d; = 60 < 64).

L'exposant d’un nombre premier p < n dans d, est le plus grand entier a tel que p® < n;
donc d, = TI,., p* avec chaque facteur p“ < n, et d, < n"™. Pourn > 7: 2" < n"®, d'od

N(n) 2 nin2

de grandeur (constante [n2 = 0,69 au lieu de 1).
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NN
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>
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o N
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. Avec l'exercice 53, N(n) est de 'ordre de li(n) > = : la minoration a le bon ordre

® Corrigé de l'exercice 66

1.

IPPavecu = f2, v(x) = x: [0 f? = [x f(x)z] - L2 x-2f(x)f (x)dx = -2 [ x f ', le crochet étant
nul car f(za) = 0.

Cauchy-Schwarz appliqué a x = x f(x) et f": (/2 xff) S x2f2 % [2 £ ; on multiplie par
4 et 'on utilise 1.

2
= 2 = 2 o 16)" _ 256 .16 8 _

];f;ﬂ) 0, f'(x) = -2x: f fe= 15' - X '105’f f (15) '225~1'1454 105 3

mz’l63.

f, est de classe C", nulle en aq, etf(x)-—xe £l Notons](a)—f e dx, qui tend vers /m

(exercice 63 et parité). Par parties (u = x, v = —Ee"‘ ):

[fz [xe dx = ] +%1(0)=—09_02+%1(0)—’\/2_ﬁ-

x2
EnSU|tef2-e -2e’ 2e2+e Comme0<f ezdx<2aet0<f xe2dx< 3

a 2 2 3
|f fg -J(a)| < 4a e T +2a e'az, ‘[ zf2 x 20X | < 4_3‘03 + 2a e‘az,
i 3 3
2\2

et ces majorants tendent vers 0: [% f2 - /met [ x*f2 — JT e quotient L

y *Ja’a a” Ja 5" q 4fX2f§-ff,;2

tend donc vers % = 1: la constante 4 ne peut pas étre remplacée par une constante
JAALE AL
2 2

plus petite.
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Chapitre 9. Calcul intégral 2° Bac Sciences Mathématiques
. .
Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24430 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Techniques de calcul 31236 /6
Théme B - Propriétés et encadrements 37a42 /6
Théme C - Aires et volumes 43 a 48 /6
Théme D - Fonctions définies par intégrale 49 a 54 /6
Théme E - Suites et sommes de Riemann 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : ' Equations différentielles
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