LA Probabilité(TSE)

Dénombrement :

1) Cardinal d’ un ensembile fini :

a- Vocabulaire :

- Expérience aléatoire : expérience dont le résultat dépend du hasard.

- Eventualité : résultat possible d’une expérience aléatoire.

- Universou CardE = n: ensemble de toutes les éventualités d’une expérience
aléatoire.

- Evénement : sous-ensemble de univers.

- Evénement élémentaire : événement réduit a un seul élément.

- Union de 2 ensembles: Soit A et B deux ensembles finis. On appelle Union de A et B
I'ensemble des éléments de A ou B. On note : AUB ={x/xe A ou xeB}

- Intersection de 2 ensemble : L'intersection de deux ensembles A et B regroupent les
éléments communs aux deux ensembles A et B. Onnote : AN B ={x/x e Aet x e B}

NB:
Ang=¢
Aug=A
Cardg =0

Exercices d’application :
Soit E et F deux ensembles tels que :

E={0,1,2,3},F={1,2,0,ab,c4, 8}

1) DéterminerE U FetE N F
2) Déterminer cardE, cardF, card (E v F), card (E N F)

Solution :

1) E UF={0,1,23 4,8 ab,c}
EnF={0 1,2}

2) CasrdE=4,CardF=8
Card (EUF)=9,Card (E nF)=3

b- Propriétés :

Pi:Card ¢ =0
P2 : Soient A et B deux univers finis :



e Card (A U B)=Card A + Card B—Card (AnB)
e Card (AnB)=Card A + Card B — Card (AU B)

Ps : Soient A et B, deux ensembles distinctes de B, on appelle produit cartésien A x B
I'ensemble défini par : {(x,y) /xe Aetye B}

Exemple:
Soient A et B deux ensembles tel que :
A={1,2};B={ab,c}

a) Donner les éléments de AxB
b) Déterminer Card (AxB)

Solution :

a) AxB={(1,a);(,b);(10c);(2a);(2b);(2c)}
b) Card (AxB) = Card AxCard B = 3x2 = 6.
c) SoientlesensemblesE={a;b};F={1;2;3}trouverExF, FxE.

1— (a,1)
p
Utilisation de I’arbre : a——2—(@,2)
/ TN~ 6.3

a (a,1) (@,2) (@,3)
(b,1) (b,2) (b,3)

ExF ={(a,1);(@a,2); (a,3);®b,1); (b,2); (b,3)}
F xE = {(1,a); (1b); (2,a);(2,b); 3,a); (3,b) ).

Il y’a deux choix possibles pour x ; x étant fixé il y’a trois choix possibles pour y. Il en

résulte qu’il y’a 6 couples (X ; y).



N.B :

e AxB # BxA (le produit cartésien n'est pas commutatif)
e Card (AxB) = Card AxCard B.

P4 : Complémentarité : On appelle complémentaire de A dans B I'ensemble des éléments de
B n'appartenant pasa A on lanote A=C/ = {x/ XxeBetxg A}

Exemple :
SoitE={0,1,2,3,4,56,7,8};F={0,3,4,5}

a) Déterminer F =C[
b) Déterminer Card F

Solution

a) F=Cl{1,2678}
b)Card F =CardE—CardF=9-4=5

N.B : Card (CEF) =Card E-Card F

3) Permutation—Arrangement — combinaison

a) Permutation :
e Définition :
On appelle permutation d'un ensemble fini F de cardinal n ; toute bijection de [1 ; n ]dans F.

Le nombre de permutation d'un ensemble fini de cardinal n.
On la note : n! (et se lit Factorielle n).

n' =n(n—1)(n-2)..x2x1
e Propriétés:
Pi:11=1 X P:0l=1

b) Arrangement :

e Définition:
Soit E un ensemble a n éléments, et P un ensemble fini tel que : (n = P ). On appelle
arrangement de P éléments de E, toute injection de P dans E.

Onlenote: AP et onlit: < A, n,P>.

n!
(n-P)!

AP =n(n-1)(n-2)..(n-p+1) ou AE =

e Propriéteés:



P1:4% =1 Ps: Ay =n!
P2:AL =nPs: A1 =n!

¢) Combinaison :

e Définition :

Soit E un ensemble a n éléments, et P un ensemble fini tel que : (n =P ). On appelle
combinaison de p éléments de E tout sous ensemble de E ayant p éléments.

Onlenote: CE et onlit: < C,n,P>».

p _n(n-1)(n-2)..(n-p+1) P _ ﬁ _ n!
Cn - n(n—1)......2x1, ou Cn B p! _p!(n—p)!

e Propriétés:
Pi:CY =1 Ps:Cqh =1

P:CL =nPy:C? 1 =n
N.B : Pour calculer le Cﬁ, on utilise le triangle de Pascal qui est le suivant :

P|O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13
N
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 |10 |5 1
6 1 6 15 |20 |15 |6 1

d) Nombre d*application d'un ensemble fini dans un ensemble fini ( P- liste )

e Définition :

Soit E et F deux ensembles finis ; on appelle application de I'ensemble E dans F, toute
relation qui permet d'associer a tout élément de E, un élément unique de F. Le nombre

d'application distincte d'un ensemble fini de cardinal p dans un ensemble fini de Cardinal n

estnoté : APtel que: AL = nP

e Propriétés:
P1:A9=n®=1;

Pg:A3= n =n;




4) Les différents types de tirages

a) Tirages successif et sans remise :

Si I’énoncé contient les mots : successif et sans remise, cela signifie que 1’ordre dans le quel
on considére les ¢léments a de I’importance mais que tous les éléments considéres sont
distincts (ou qu’il n’y a pas de répétition d’éléments ).

Ainsi le modele mathématique utilisé est : ’arrangement.

n!
(n-P)!

AP —n(n-1)(n-2)..(n—-p+1) ou AP =

b) Tirages successif et avec remise :

Si I’énoncé contient les mots : successif et avec remise, cela signifie que 1’ordre dans le quel
on considére les éléments a de I’importance et qu’un élément peut éventuellement &tre répété.
Ainsi le modele mathématique utilisé est : la P-liste.

c) Tirage simultané :

Si I’énoncé contient le mot : simultanément, cela signifie que 1’ordre dans le quel on
considere les éléments n’a pas d’importance.
Ainsi le modele mathématique utilisé est : la combinaison.

Af n!
ouCh = =2 =

p _n(n-1)(n-2)..(n-p+1)
p! p!(n—-p)!

Cn n(n-1)(n-2)...e2¢1

d) Tirage successif :

Si I’énoncé contient le mot : successif, il faut en tenir compte de tous les ordres dans les quels
on peut obtenir un événement donné.

On doit souvent multiplier par le nombre d’ordres possibles le résultat trouvé pour un ordre
déterminé.

Attention :

I ne s’agit que d’indications, elles admettent des exceptions.

Application :

Une boite contient 11 boules rouges, 4 boules bleues, 9 boules jaunes, et 6 boules noires.
Dénombrer les cas possible a cette épreuve si I'on tire 3 boules de la boite et que :

a) le tirage est simultané

b) le tirage est successif et sans remise



c) le tirage est successif et avec remise
Solution :

Ici : - le nombre d’élément qui constitue I’univers est : n = 30
- le nombre d’élément tiré est : p = 3

a) le tirage est simultané :

30!

Alors le nombre de cas possible est : €39 = ————— = 4060
31(30-3)!
b) le tirage est successif et sans remise :
: 3 _ 30! _
Alors le nombre de cas possible est : A3¢ = Go—3) - 24360

c) letirage est successif et avec remise :

Alors le nombre de cas possible est : A§0 = 303 = 2700

I-  Probabilité simple :

1) Définition :
Dans une épreuve ou tous les événements élémentaires d’un univers € sont équiprobables, la
probabilité d’un événement A est le nombre réel défini par le rapport entre le Nombre de Cas

Favorable a I'événement A et le Nombre de Cas Possible. On note Pa ou P(A).

_Card(A)  NombredeCasFavorables alaréalisationdeA

P(A)

"Card(Q) NombreTotaldeCasPossibles i laréealisationdeA

Exemple:
On jette un dé ordinaire non piqué. Soit Q I'ensemble des résultats possibles tel que :

Q={1,2,3,4,5, 6} Q estappelé univers ou population.

a) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre paire ?

b) Quelle est la probabilité d'obtenir exactement le chiffre 3 ?

c) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre inférieura 1 ?

d) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre inférieur ou égal a 6 ?

Solution :
Le nombre de cas possible est : 6.

a) La probabilité d'obtenir 1 chiffre paire est P =

o|lw

=05
b) La probabilite d'obtenir exactement le chiffre 3est: P = %

c) La probabilité d'obtenir un chiffre inférieur a 1 est P = % =0



d) La probabilité d'obtenir un chiffre inférieur ou égale a6 estP = — =1

oo

2) Proprietés :

Soit Q l'univers ou I'évenement certain et A et B deux événement élémentaires de Q3.
Ona:

° P(Q) =1

e P(¢)=0

e P(AUB)=P(A)+(P(B)-P(ANB)

e P(A)+P(A)=1

e SiAetB sontdisjoints (AnB) = ¢ alorsona: P(AuB) =P(A) + P(B)
Exemple :

Une urne contient 7 boules indiscernables au touché dont 3 blanches et 4 noires. On tire
simultanément et au hasard 3 boules de cette urne.

1) Quelle est la probabilité d'avoir : "A" exactement 2 boules blanches.
2) Quelle est la probabilité d'avoir "B" au plus 1 boule noire.

3) Quelle est la probabilité d'avoir "C" 2 boules de méme couleur.

4) Quelle est la probabilité d'avoir "D" des boules de méme couleur.

Solution :

Tirage simultané : on utilise Cnpavec{

Désignons par NCP : le Nombre de Cas Possible

et
par NCF : le Nombre de Cas Favorable
1) Nombre de cas possibleC = 7x6x5 _ 12
3x2x1 P(A) = =

Nombre de cas favorableC:xC; =12

2)NC.P=C3=35

) 7 P(B) ==
NC.F=ClxCi+C2=12+1=1 35
3NCP=C?=35

) 7 PC)=2
N.C.F =CZxCl+C2xCl =13+18=30 7
HNCP=C3=35

) 7 P(D) =
N.C.F=CxC?+C}xCJ =5 35

3) Equiprobabilité:




On parle d'équiprobabilité si la probabilité de réalisation de chagque événement élémentaire est
le méme.
- Le lancé du dé est un évenement d'équiprobable car la probabilité d'apparition de chaque

1
face est —
6
- Le lancé d'une piéce de monnaie est aussi un événement d'équiprobable car la probabilité

d'apparition de chague face est de% .

I1- Probabilités conditionnelles et Indépendance

1) Définition :

Soient A et B deux évenements de probabilité non nulles telsque ANB = @ .
La probabilité de réalisation de A quand B est réalisé s’appelle probabilité conditionnelle de

A par rapport a B ou probabilité de A sachant B. P(A /B) = Pg(A) = —P(,,"(IS)B)-
2) Indépendance :

Deux événements A et B sont indépendants si la réalisation de 1’un ne modifie pas la
réalisation de 1’autre. On a alors :

{PB(A):P(A)

P,(B)=P(B) =>P(A nB) = P(A)xP(B).

3) Variable aléatoire :

On appelle variable aléatoire réelle, toute application x de Q2 dans IR. L'ensemble des valeurs
prises par x, noté x( Q) et s'appelle l'univers image de Q par x.

4) Partie associée a une valeur image :

Etant donnée une valeur image Xx;, on désigne par " X = x;", I'événement constitué par
I'ensemble des éventualités e de O ayant pour image x; par X on note "X (e )= x;" ou
n X — xi "l

N.B : L'ensemble des événements " X = Xx;",constitue une partition de Q et forme un
systéeme complet d'évenements.

On définit également les notations : X >a ; X=>a; ..........
C'est I'ensemble des éventualités de Q dont I'image est strictement supérieure a @, supérieure
ouegaleaa,..........

5) Loi de probabilité d'une variable aléatoire X

On appelle loi de probabilité d'une variable aléatoire x la fonction :
P : x > P(X =x) qui a toute valeur image si associe la probabilité Pi = P(X = X;).



N.B : Une loi de probabilité se présente sous forme d'un tableau de valeurs

Xi X1 X2 X3 e Xn

P(X=xi) P1 P, Pz |, Pn
AvecP1+Po+Ps+............. +Ph=1

6) Fonction de répartition d'une variable aléatoire X

On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire x, la fonction F définie sur R par :
F:x p(X<x)

N.B:

Si Xi <x <xj+1, alors F(X) = P1 + Pot+........ +Pj

En particulier : F(x) = 0 pour x < x1: F(x) = 1 pour X > Xn
La fonction F est une fonction en escalier, croissante de 0 a 1

7) Valeurs caractéristiques d'une variable aléatoire :

a) Espérance mathématique X

On appelle espérance mathématique d X, le nombre X = E(x) tel que :
X = E(x) = Z P X, + P X, + Py X,
i-1
B:

C'est la moyenne pondéree des valeurs images Xi, pondérées par les probabilités Pi(Car : P1

Propriétés :
P1:E(X—-E(X))=0 Ps:E(X+K)=E(X) +k
P2 E(k) =k P4 : E(kx) = k E(X).

b) Variance :

On appelle variance de x I'espérance mathématique du carré de la variable x — E(x). Elle est
noté V(x) telle que :

V(X) = D P[x —EX)] =P (% —E(X))* + Py(X, = E(X))? +.... + P, (X, — E(x))?
Ou V(X) = (PXZ + P,X2 +..... + P.x*) — (E(X))?

Propriétés :

PL:V(K)=0: P2 : V(X+K) = V(%)
Ps : V(kx) = k?V(x)

c) Ecart —type:

On appelle écart-type la racine carré de la variance. On la note 5(x) tel que & (X) = /v(X).




Propriété:

o (kx) =k o (x)
6°) Epreuve de Bernoulli

On appelle épreuve de Bernoulli toute épreuve ne conduisant qu’a deux éventualités. L’une de
ces deux éventualités est appelée succes avec pour probabilité p et I’autre échec avec pour
probabilitt q=1-p.

7°) Loi binomiale :

Soit une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
Soit P la probabilité du succés et g = 1 — p celle de I’échec.

Soit x la variable aléatoire désignant le nombre de succes.

La probabilité d’avoir exactement k succés est : p (x = k) = C¥ p* g™

Exercices d’application :

Exercice 1 :

Soit le tableau ci — dessous donnant la loi de probabilité de fabrication de voiture d'une société

X 0 1 2
POx=x) 2 4 L
7 7 7

a) Calculer I'espérance mathématique

b) Calculer la variance puis en déduire I'écart — type

c) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X de cette loi de

probabilité puis faite sa représentation la graphique.

Exercice 2 :

1
On suppose que la probabilité de faire un garcon estz. Une famille a 5 enfants.
Calculer la probabilité pour qu'il y ait exactement 3 garcons.
Exercice 3 :
L’objectif de cet exercice est de déterminer les quels des avions a 2 ou 4 moteurs sont les
plus sirs.
Un avion ne s’écrase pas tant que la moitié au moins de ses moteurs fonctionne. Les

moteurs d’'un avion tombent en panne de maniére indépendante.

Partie A:
Dans cette partie on prend p = 0,1

a) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s’écrase.




b) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.

c) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en
panne

d) En déduire la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs s’crase.

Partie B :
On revient au cas général

a) Soit f(p) la probabilité pour qu’'un avion a 2 moteurs s’crase. Démontrer que f(p)
= pZ

Soit g(p) la probabilité pour qu'un avion a 4 moteur s’écrase. Démontrer que g(p) = p2 (-
3p2+4p)

b) On pose h(p) = f(p) - g(p)-

- Etudier le signe de h(p) en fonction de P.
- En déduire, suivant les valeurs de p dans quels avions il vaut mieux monter.

Solutions :
Exercice 1 :
a) Espérance mathématique est :
E(x) =0x z+1><ﬂ+2><1:ﬂ+z:§:0,857: E(x) =0857
7 7 7 7 7 7

b) La variance et I'écart — type
o Variance :

V(x) =02 x§+12 x$+ 2? %—0,8572 =;+;—0,8572 =V (x) =1142-0,8572 = 0,407

e L'écart—type: & (x) = /0,407 = 0,637

c) La fonction de répartition est :

+

P(x<0)=0|P(x<1)=P(x=0)+P(x=1) =
gF>(x<2)—F>(><—2)+F>(><—1)+F>(x—0)—1+f+3—1
P = e =Es - T T T

~N N
~N | A~

6
s

P(x<0)=



0six<0
EQXEEM
Dol F(x) = Z
7QXEmﬂ

1si2<x

La présentation graphique est définie par la figure suivante :

4

Exercice 2 :

Avoir une naissance simple conduit a 2 éventualités : soit on a un garcon, soit on a une fille.
C’est donc une épreuve de Bernoulli. On pourrait considérer 1’épreuve « avoir un gargon »

comme le succes de probabilité p = " et I’épreuve « avoir une fille » comme 1’échec de

. 13 . . . . .
probabilittq=1-p=1- o Cing naissances successives constituent une succession de 5
épreuves de Bernoulli. Pour Calculer la probabilité d’avoir exactement 3 garcons, on utilise

_ : . 3
alors la loi binomiale de parametre 5 et " tel que

3 N2
_n-r3(1 % _ 12 9% _ gy =25
p(x =3)=Cs (4) (4 =10 % 61 16 1022 P (x=3) 512 0,088

=>p(x=3)=0,088



Alors la probabilité d’avoir exactement 3 garcons est p(x = 3) = 0,088.
Exercice 3 :

Soit p la probabilité pour qu’un moteur tombe en panne

Partie A :

Ondonnep=0,1
a) La probabilité pour qu’un avion a 2 moteurs s’écrase. Un avion a deux moteurs

s’écrase si ses deux moteurs sont en panne.p1=p p=p>=0,1 0,1=0,01
b) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.
P.=p p p =p*=01 01 01 0,1=0,0001
c) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne. L’¢état
de fonctionnement d’un moteur conduit a 2 éventualités : soit il est en panne soit il ne
I’est pas. Avoir un moteur en panne est donc une épreuve de Bernoulli.

La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne se détermine
par la loi binomiale de parametre p=0,1 etk =3

ps =p(x =3)=C3(0,1)3 (0,9¢'=4 (0,001) (0,9)=0,0036

d) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’crase. Un avion a 4 moteurs s’écrase si
ses 4 moteurs sont en panne ou s’il a 3 moteurs en panne.

ps =p2 + p3=0,0001 + 0,0036 = 0,0037
Partie B :

On revient au cas général

a) Soit f(p) la probabilité pour qu’n avion a 2 moteurs s’écrase.

Démontrons que f(p) = p?
Un avions a 2 moteurs s’crase si ses deux moteurs sont en panne.

fp)=p p=p°
b) g(p) est la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’écrase.

Démontrons que g(p) = p? (-3p? + 4p)
Un avion a 4 moteurs s’écrase si ses 4 moteurs sont en panne ou s’il a trois moteurs en panne.

g(p) =p*+ p(x =3) =p* + C{p*(1 — p) = p* + 4p*(1 — p)
=> g(p) = p*+4p®- 4p* = - 3p* + 4p*= p*(-3p? + 4p)
= >g(p) = p*(-3p° + 4p)

¢) On pose h(p) = f(p) — g(p)

h(p) = f(p) — 9(p) = p* — p°(- 3p? + 4p) = p*(1 + 3p® — 4p)



=>h(p) = p*(3p*~4p + 1)

Si p?> 0 alors le signe de h (p) dépend du signe 3p? -4p + 1
Or3p?—4p+1=3(p-1) (p-7)

=>h(p) >0sip€]0;;[;h(p) <Osipel;;A[:h(p)=0  sipe{;;1}
En déduisons, suivant les valeurs de p, dans quels avions il vaut mieux monter.

e Sipe]0; g[, alors h(p) > 0 => f(p) > g(p). Un avion a 4 moteurs est plus sdr.

e SipEe ]§ ; 1[, alorsh(p)< 0 =>f(p) < g(p) : Un avion a deux (2) moteurs est plus sdr.
e Sipe {% ;1}; alors h(p) =0 < f(p) = g(p) : le risque est le méme.



