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Séquence 1 : Dénombrement
Dénombrer = Compter = Déterminer le nombre de ...
1.1 Principes de base du dénombrement

1.1.1 Cardinal d’'un ensemble

Activité 1.1.1

Figure 1: Introduction des ensembles

Utilise la figure 1 pour répondre aux questions suivantes
1. Quel est le nombre d’élément de A, B et Q2 ?
2. Quels sont les éléments qui appartiennent a la fois a A et a B ? (Donne le nombre)
3. Quels sont les éléments qui appartiennent a A ou a B ? (Donne le nombre)
4. Existe-t-il un élément de A (ou de B) qui n’est pas élément de Q7
5

Quels sont les éléments de £ qui ne sont pas dans A ?

[
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Synthése

Définition 1.1.1

D1 On appel cardinal d’un ensemble fini £2, le nombre d’élément de Q.
Notation : Cardinal de © est noté Card (£2).

D2 Tout élément de A appartient & Q, on dit que A est inclus dans Q (A c Q) ou que Q
contient A (2 > A).

D3 On appelle intersection de A et B, I’ensemble des éléments de £ appartenant a la fois a
A et a B. Onnote An B et lit « A inter B ».

D4 On appelle réunion de A et B, I’ensemble des éléments de 2 appartenant a A ou a B.
On note A U B et lit « A union B ».

D5 On appelle complément de A dans £, I’ensemble des élément de £ qui n’appartiennent
pas a A. on note C;, ou A.

D6 On appelle différence de A et B I’ensemble des éléments de A qui ne sont pas dans B. On

note A\ B.

Y

Figure 2: Intersection et différence de deux ensembles

Sur la figure 1 ona:

QZ{Z, j, 9, r,e, 1, n, B,3,n, k,i, a, m, 1, 4}; Card(Q]=16

A=| B, 3, n, k, i, a, m, 1, 4 ; Card|A|=9
B=le, 1, n, B, 3, n| ; Card|B|=6.
AnB=|B, 3, n|; Card|AnB|=3
AuB=le, 1, n,B8,3,n, k, i, a, m, 1, 4; Card|A U B|=12
Ch=A=\z, j,9,r,e, 1, n|; Card|A|=7
A\B=k, i, a, m, 1, 4|; Card| A\ B|=6
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Encadré 1

‘| Card|A u B|=Card|A|+Card|B|-Card|A n B|
I Card|A)=Card|Q|-Card|A|
| Card|A\ B|=Card|A|-Card|A n B|

AUB=AnB

7 La formule de Morgane AnB-AUB

Application
1. Dans une classe, tous les éléves pratiquent au moins 1’un des deux sports proposés : le foot
ball ou le basket ball. 24 éléves pratiquent le basket ball, 26 pratiquent le football et 10
pratiquent les deux sports. Détermine :
a. L’effectif de la classe.

b. Le nombre d’éleves pratiquant un seul sport.

2. Dans un camp de vacances hébergeant 80 personnes, 55 personnes pratiquent la natation, 33
le tennis et 16 ne pratiquent aucun de ces deux sports. Combien de personnes pratiquent a la

fois le tennis et la natation ?

D'apres les données :
Card|E|= 80, Card|N|= 33, Card|T|= 55 et Card(E ((T |J N)) = 16
Nous recherchons Card (T N N ).
Or:Card|E [T N||= Card|E|- Card|T N
= Card(E) - Card(T) - Card(N) + Card(TnN) = 16

D'ott : Card|TnN|= 16 — Card|E|+ Card|T|+ Card|N)|
=16 - 80 + 33 + 55 = 24

En conclusion, 24 personnes pratiquent a la fois le tennis et la natation.

3. Dans une classe de terminale, tous les éleves étudient au moins 1’anglais ou 1’allemand.

30 éleves étudient 1’anglais, 20 éleves étudient I’allemand et 15 éleves étudient I’anglais

et I’allemand. Quel est le nombre d’éleves de cette classe ?.
[ e e e e e e e s -
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4. Dans un centre sportif il y a n étudiants dont :
200 pratiquent du football ;
un tiers pratique du basket-ball ;
un dix-huitieme pratique les deux sports ;
un sixieme ne pratique ni I’un ni I’autre.
Traduire les informations ci-dessus sous forme d’équations permettant de calculer n puis

déterminer sa valeur.

1.1.2 Partition d’'un ensemble
Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble Q. On dit que A et B forment une partition de
2 (ou que A et B sont disjoint) si et seulement :

 Ae¢ < et Beg J;

@ AnB=g

@ AUB=Q.

Principe de la somme

Si des ensembles A;, A,, ..., A, constituent une partition d'un ensemble fini Q, alors :

Card(A1)+Card(A2)+...+Card(Ap):Card(Q)

Combien y a-t-il de carrés dont les cotés sont matérialisés sur la figure ci-
contre ?

Soit Q l'ensemble de tous les carrés. Notons A;, A,, A, et A, l'ensemble de

ces carrés ayant pour cotés respectifs 1, 2, 3 et 4 carreaux. Les sous-ensembles

A, A,, Ajet A, constituent une partition de Q (puisqu'ils n'ont aucun élément

en commun et que leur réunion est £2).

D'apres le principe de la somme : Exemple :
Card|Q|=Card|A,|+Card|A,|+Card|A,|+Card(A,)= 16 + 9 + 4 + 1 = 3C

Il y a dongc, au total 30 carrés dont les cotés sont matérialisés sur la figure ci-

contre.
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1.1.3 Produit cartésien d’'un ensemble fini

Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble fini . On appelle produit cartésien de A et B, noté
A x B, I’ensemble des couples (a;b|telsquea e A; b e B.

AxB=|la;b); ac A ; beB,

Principe du produit (ou principe multiplicatif)

“l Si Ay, Ay, ..., A, sontp ensembles de cardinal fini, alors :

Card|A,x A,x...x A |=Card|A,|x Card|A,|x...x Card|A,|

- Si une situation comporte p étapes offrant respectivement n;, 1n,, ... , n, possibilités alors

le nombre total d'issues est : n; Xmy, X... Xn,

C'est la regle utilisée lorsque nous dressons un arbre (simple).

Application
1. Soient les ensembles E={a;b }; F ={1;2;3 } trouver ExF, F x E.
1— (a,1)

— (b,
\bé;_
\ (b,?2)
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a (a,1) (a,2) (a,3)
b (b,1) (b,2) (b,3)

E x F = {(a,1); (a,2); (a,3);(b,1); (b,2);(b,3)]
F xE = {(1, a); (1, b) ; (2, a) ;(2, b) ; (3, a) ; (3, b) }.

Il y’a deux choix possibles pour x ; x étant fixé il y’a trois choix possibles pour y. Il en résulte qu’il

y’a 6 couples (x ; y).

. Un code comporte deux lettres distinctes suivies d'un chiffre non nul. Combien peut-on former de codes
distincts ?
Les trois étapes : choix de la premieére lettre, de la deuxiéme, puis du chiffre offrent respectivement 26,

25 et 9 possibilités. Le nombre cherché est donc 26 x 25 x 9=5850 codes distincts.

3. Nombre d'itinéraires distincts menant de A a C ? Nombre d'itinéraires "aller retour" A-C-A

n'empruntant que des chemins distincts ?

Aller simple A-C : 4x3 =12
Aller-retour A-C-A : 4x3x2x3 = 72

1.14 Ensemble de parties d’'un ensemble
Soit Q =a, b, c|
L’ensemble des parties de E est noté P(Q|.
P(Q)Z {@, {a}, {b}, {c}, {a,bua, c}, {b, c}, {a,b, CH et card [P(Q))=8=23.

Soit £ un ensemble contenant n éléments on a : card (P(Q)) =2".  Ou n=card(Q).

[
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1.2 Dénombrement des p-listes ou P-uplets

Soient n € IN” et Q un ensemble de cardinal n. Soit p € N
Le nombre d’applications d’un ensemble a P-élément vers un ensemble a n-élément est : n*
(Pour chacun des p éléments de l'ensemble de départ, il y a n choix d'image dans 1'ensemble

d'arrivée)

Exemples
e FE={1;2;3}. Une 2-liste de E est par exemple (1, 1).
Elles sont au nombre de 3% ot 3=card E|
e F={0;1;2;..;12}. Une 4-liste de F est par exemple (9, 2, 2, 8). Elles sont au nombre de
13* ot 13=card|(F|
e E={a;b;c;..;z}. Le6-uplet(q,n, a, n, a, s) est une 6-liste de E. En pratique, et lorsque la
situation le permet, une p-liste est tout simplement notée ainsi:ananas
Applications :
1. Le nombre de numéros de téléphone a 8 chiffres est 10°.
En effet, il faut choisir 8 chiffres parmi les 10 (0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9).
2. Tenombre de numéro de téléphone commencant par 7 est 10’.

3 T norrhre de codes possibles pour un coffre-fort a 4 chiffres est 10*=10000.

n!
produit

, ce
produit

77 i3 autant que des 4-listesde {0;1;...;9

4. lya10* numéros de voitures immatriculées 8 Bamako dans une série donnée.

Peerques 1.2

[
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@ -On précise parfois p-liste "avec répétition" pour les distinguer des arrangements qui seront évoqués

au paragraphe suivant.

@ On suppose que la O-liste existe, c'est la liste qui ne comporte aucun élément.

1.3 Dénombrement des Arrangements et des Permutations

Définition 1.3

Soient n € IN" et Q un ensemble de cardinal n. Soit p € IN tel que p<n.

7 On appelle un p-arrangement (ou arrangement de p-éléments) de €2, une p-listes d’éléments
distincts de €.

7 Une permutation de Q est un arrangement des n éléments de Q. (ici n=p)

Un arrangement est donc une p-liste dans laquelle il n'y a pas de répétitions.

Exemple :

1. E={a;b;c;..;z}. Leslistes suivantes : beau,matin, hiver sontdes arrangements
de 4 et 5 éléments de E. Par contre, ar ran ge me nt n'est pas un arrangement de 11

éléments de E car ses éléments ne sont pas distincts.

2. SoitE={s;u;c;r;e}. Lesanagrammes du mot s u c r e sont des permutations de E

Théoréeme 1.3

Soient n € IN” et Q un ensemble de cardinal n. Soit p € N tel que p<n.
7 Le nombre d’arrangement de p éléments de Q est :
!
A’=nln - 1)ln - 2]...In — p +1]= &
n-pl!

7 Le nombre de permutations de £ est :

P, =n!= nln — 1]x...x2x1

n
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Remarque 1.3

i AP est le nombre d'applications injectives d'un ensemble de cardinal p dans un ensemble de
cardinal n. (n choix d'image pour le premier élément, n - 1 choix pour le second, etc...,n-p + 1
choix pour le dernier).

®t  A'=n! est le nombre le nombre de bijections d'un ensemble de cardinal n sur lui méme.

Application :
1. Combien de maniéres peut-on garer 4 voitures dans un parking de 10 places ?
Soient Vi, V, Vset V; ces quatre voitures

V;a 10 possibilités
Il y a donc Aj,=10 x 9 x 8 x 7=5040 de maniéres de

V,a 9 possibilités i )
garer 4 voitures dans un parking de 10 places

V;a 8 possibilités
V.a 7 possibilités

2. De combien de fagons peut-on repartir 7 personnes sur 7 chaises ?

Désignons par pl, p2, ..., p7 les 7 personnes et posons E = {p1; p2; ... ; p7}. Une répartition peut
se voir comme un arrangement des 7 éléments de E c'est-a-dire une permutation de E, il y en a 7!

= 5040.

3. combien de mots (ayant un sens ou non) de 5 lettres distinctes de 1’alphabet frangais peut-on

5
former ? A

4. Une urne contient 10 boules numérotées de 1 a 10. On en tire successivement trois sans remise.

Combien il y’a-t-il de tirages possibles ? A3,

1.4 Dénombrement des Combinaisons

Définition 1.4

[
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Soient n € IN” et Q un ensemble de cardinal n. Soit p € N tel que p<n.
7 On appelle un p-combinaison (ou combinaison de p-éléments) de £, est une partie de £ ayant

p éléments.

Exemple :

Soit E=|a, b, c|. les parties de E ayant deux éléments sont : \a, b/, |a, c|, |b, c|.

Théoréme 1.4

Soient n € IN" et  un ensemble de cardinal n. Soit p € IN tel que p<n.

7 Le nombre de combinaison de p éléments de Q est :

p :Cp: A_gz n—!
n) " p! pl(n-p)!

Remarque 1.4
Il est essentiel de noter que :
7 Dans une partie, les éléments sont deux a deux distincts.
7 Deux parties qui contiennent les mémes éléments sont égales .

Ainsi {a ; b} = {b ; a}. (L'ordre dans lequel on écrit les éléments n'a pas d'importance)

Exemple

1. Leloto : On tire au hasard 6 boules parmi 49. Combien y’a t-il de tirages possibles ?
C'est le nombre de facons de choisir 6 objets parmi 49 : C,

. o s r1e - 3
2. combien de comités de 3 personnes peut-on élire dans une assemblée de 20 personnes ? C5,

Propriétés 1.4

Soient n € IN" et Q un ensemble de cardinal n. Soit p € IN tel que p<n.

o
cf=1 Ch=

1 -1
4 Ch= Cr'=n
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“i Pour 0<p<n crf= ¢’

“i Pour 0<p<n cP= crl+ch |
“si nz3
Ci= C, ,+C:, Vv C,,=n-1 donc C2-C: ,=n-1

1.5 Dénombrement-savoir faire

Tirage successif de Tirage successif de Tirage Simultané de

élément parmi n avec élément parmi n sans élément parmi n

remise remise

@ Lorsque les cas sont séparés par un « ou » on utilise I’addition « + »

@ Lorsque les cas sont séparés par un « et » on utilise la multiplication « X »

Application 1.5
1. Le Poker : Dans un jeu de 32 cartes, on choisit 5 cartes au hasard (ces 5 cartes s'appellent une
"main").
Détermine :
a) Le nombre de mains total.
b) Le nombre de mains qui contiennent exactement 3 as.
¢) Le nombre de mains qui contiennent au moins 3 as.

d) Le nombre de mains qui contiennent au plus 1 as.

2. Une urne contient 12 boules : 3 rouges, 4 bleues et 5 jaunes. On tire simultanément 3 boules.
Détermine le nombre de tirages possible dans les cas suivants :
a. A «les trois boules sont quelconques » ;

b. B «les trois boules sont rouges » ;
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c. C «"on a tiré une boule de chaque couleur » ;
d. D «aucune des trois boules n’est rouge » ;

e. E «au moins une des trois boules est rouge » ;
f. F «au moins une des trois boules est bleue » ;

8. G «au plus une des trois boules est bleue ».

3. Le tiercé : une course de chevaux comporte 20 partants. Combien peut-il y avoir de résultats
possibles de tiercés dans I'ordre ?

Soit E l'ensemble des numéros des chevaux. On a Card(E) = 20. Un tiercé correspond a un

arrangement de 3 éléments de E, il y en a A;O = 6840.

1.6 Triangle de Pascal’
La relation de Pascal permet de calculer les coefficients binomiaux de la fagon suivante : pour trouver
un certain coefficient, on additionne dans le tableau suivant les coefficients situés "juste au-dessus"

et "juste au-dessus a gauche" entre eux :

P |0 1 2 3 4 p-1 p n-1 n
n

0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

1
p-1 1

! Le tableau est appelé triangle de Pascal en hommage a ce dernier qui écrivit en 1654 son "traité du triangle
arithmétique" dans lequel il expose d'innombrables applications du triangle déja connu de Tartaglia (1556), Stiefel
(1543) et des Chinois (1303)
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P 1

1
n-1 1
n 1

1.7 Formule du binéme de Newton

[
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Séquence 2 : Probabilité

2.1 Définitions et vocabulaires

D.1 Expérience aléatoire : C’est un phénomene dont on ne peut pas prévoir de fagon certaine le

résultat (ou I’issue). Autrement dit, Il s'agit d'une expérience dont le résultat ne dépend que
du hasard.

Exemples

il On lance une piece de monnaie et on regarde
la face supérieure.

ul On lance un dé a six faces et on regarde le
nombre de points inscrits sur la face du dessus.

ul On fait tourner une roue marquée sur ses
secteurs de couleurs différentes et on regarde le
secteur marqué par la fleche.

ul On tire une carte et regarde le type de carte, etc...

D.2 Univers : C’est I’ensemble des issues (résultats) possibles. On le note souvent Q.

D.3 Eventualité : c’est une issue possible.

D.4 Evénement : c’est une partie de 1’univers.

Lors de la réalisation d'une expérience aléatoire, on est amené a choisir

successivement :

Un univers, des évenements et une loi de probabilité

2.2 Evénements associés a une expérience aléatoire

On lance deux dés (non pipés) et on considere la somme S obtenue.
L’ensemble des issues possibles (univers) 2=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Le tableau ci-dessous définit le vocabulaire :

Vocabulaire Signification [lustration ou exemple
Evénement élémentaire noté | Une issue ou un résultat w={7}

® possible

Evenement Ensemble de plusieurs |- Avoir un nombre pair :
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issues A=(2,4,6,8,10,12|

-Avoir un multiple de 3
B={3,6,9,12]

- Avoir une somme supérieure a

10: C={10,11,12}

- Avoir une somme inférieure a

6:D={2,3,4,5,6)

Evénement « A et B » noté Evénement constitué des AnB={6,12}
AnB=9 issues communes aux deux
évenements
Evenement « A ou B » noté | Evénement constitué de AUB 2{2,4,6,8,10,12,3,9}
AUB toutes les issues des deux
évenements

2.3 Notion de probabilité
Définition 2.3
Soient Q un univers et P(Q| I’ensemble des parties de Q.
On appelle probabilité toute application P de P|Q| dans [0, 1].
Propriétés 2.3

Soient Q un univers, P|Q| I’ensemble des parties de Q et A et B € P(Q|.

¢ P[(Q)=1 (L estun événement certain)

e P(&)=0 (I estun événement impossible)

e P(AUB|=P|A|+P(B|-P|AnB|.

e SiAnB=O (A etB sont disjoints) alors P|A U B|=P|A|+P|(B|
e SiAcB alors P(A)<P(B);

e AUA=Q et AnA=T ,onaP(AUA)=P(Q|=1donc P|A|+P[A|=1.
[
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Exemple

On lance un dé en I’air numéroté de 1 a 6. On note P; la probabilité d’obtenir le numéro i.

2.4 Situation d’équiprobabilité
L’ors d’une expérience aléatoire si tous les évenements élémentaires ont la méme probabilité, on dit

qu’il y’a équiprobabilité ou que P est une probabilité équipartie. On a alors :

): 1

| pour tout événement élémentaire w de Q : P @)= ———
card | Q|

_ Nombre d issuesfavorable d E _ Card |E)
Nombre total d issues possible Card Q|

< pour tout événement E de P(Q| : P[E|

Exemple 2.4
1. Lorsque l'on jette un dé non pipé (non truqué) la probabilité d’apparition de chaque

numeéro (événement e€lémentaire) est egale a g ou 6=Card(Q). (Situation

d’équiprobabilité)
Attention : Lorsque le dé est pipé, par exemple le numéro 3 est présent 2 fois alors

2. Soit 'événement E « La roue s’arréte sur un secteur bleu ou rouge ».

On pourrait se demander qu’elle est la probabilité que cet événement se réalise ?

1 } 1
5 rouge -
E se réalise: 4 + 8 =
1
4

oo |w

vert

3

On dit que la probabilité que I'événement E se réalise est égale & 8 et on note :
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ool w

P(E) =

Application 2.4
1. Un informaticien désordonné dispose de 22 CD enregistrables. Il a enregistré des documents
sonores sur 4 CD d’entre eux, des fichiers textes sur 5 CD et des images sur 6 CD. Les autre CD
sont vierges. Il choisit simultanément 3 CD.
Combien de tirages distincts peut-il effectuer ?
b. Quelle est la probabilité de tirer 3 CD contenant des images ?
¢. Quelle est la probabilité de tirer 1 CD contenant des fichiers textes et 2 CD contenant des
documents sonores ?
d. Quelle est la probabilité de tirer au moins 2 CD vierges ?

e. Quelle est la probabilité de tirer au plus 1 CD vierges ?

2. Une télé fabriquée en trés grande série peut étre défectueuse a cause de deux défauts différents
désignés par A et B, 10% des appareils ont le défaut A, 8% ont le défaut B et 4% ont les deux
défauts simultanément. Un client achéte 1’un des appareils produits.

Résume cette situation a 1’aide d’un diagramme.

a.
b. Quelle est la probabilité que 1’appareil présente le défaut A ou le défaut B ?

e

Quelle est la probabilité que I’appareil soit sans défaut ?

&

Quelle est la probabilité que 1’appareil ne présente que le défaut A ?

e. Quelle est la probabilité que 1’appareil ne présente que le défaut B ?

2.5 Probabilité conditionnelle

Définition 2.5

Soit A et B deux événements avec P(A) #0 .

On appelle probabilité conditionnelle de B sachant A, la probabilité que 1'événement B se réalise

_P(ANB)

FAB) P(A)

sachant que 1'événement A est réalisé. Elle est notée P,(B) et est définie par :

Exembples :

1) On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.

[
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Soit A I'événement "Le résultat est un pique".
Soit B I'événement "Le résultat est un roi".

Donc AN B est I'événement "Le résultat est le roi de pique".

1 1
P(A)== =— P(ANB)=—
Alors : 32 4 gt 32,

Donc la probabilité que le résultat soit un roi sachant qu'on a tiré un pique est :
P(ANB 1 1 1
P.(B) _P(AnB) —— .- =
P(A) 32 4 8
On peut retrouver intuitivement ce résultat. En effet, sachant que le résultat est un pique, on a une

chance sur 8 d'obtenir le roi.

2) Un sac contient 50 boules, dont 20 boules rouges et 30 boules noires, ot il est marqué soit "Gagné"
ou soit "Perdu"

Sur 15 boules rouges, il est marqué Gagné.

Sur 9 boules noires, il est marqué Gagné.

On tire au hasard une boule dans le sac.

Soit R I'événement "On tire une boule rouge".

Soit G I'événement "On tire une boule marquée Gagné"

Donc RN G est I'événement "On tire une boule rouge marquée Gagné".

20 2 15 3
P(R)==—=2=04 P(RNG)=—=—=0,3
50 5 50 10

Alors : et 1

Donc la probabilité qu'on tire une boule marquée Gagné sachant qu'elle est rouge est :

_P(RNG) _0,3_3
P(R) 0,4 4

P.(G) =0,75

On peut retrouver intuitivement ce résultat. En effet, sachant que le résultat est une boule rouge, on a
15 chances sur 20 qu'il soit marqué Gagné.

Remarque :

La probabilité conditionnelle suit les regles et lois de probabilités vues dans les classes antérieures.

On a en particulier :

[
ABDOULAYE DRISSA DEMBELE 20



Propriétés 2.5

Soit A et B deux événements avec P(A) #0 .

_0<P/(B)<1

_P(B)=1- P,(B)

_ P(AN B) =P(A) XP,(B)

Arbre pondéré 2.5

1) Exemple
On reprend le 2° exemple étudié au paragraphe 1.

L'expérience aléatoire peut étre schématisée par un arbre pondéré (ou arbre de probabilité) :

Gagné -—— RN G (Boule rouge inscrit Gagné)

P(RNG) = P(R) x Pr(G) = 0,4 x 0,75 = 0,3

Perdu =<—— RN G (Boule rouge inscrit Perdu)

On tire
une boule

Gagné <«—— R G (Boule noire inscrit Gagné)

P&(G)

Boule
noire

Perdu —— RNG (Boule noire inscrit Perdu)

2) Regles

| Regle 1 : La somme des probabilités des branches issues d'un méme nceud est égale a 1.

Exemples :

[
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- A partir du nceud "On tire une boule", ona: P(R)+ P(R) =0,4+0,6 =1

- A partir du nceud "Boule rouge", on a : P,(G)=1- B(G) =1- 0,75=0,25

Ces exemples font apparaitre une formule donnée au paragraphe I.

Regle 2 : La probabilité d'une "feuille" (extrémité d'un chemin) est égale au produit des probabilités

du chemin aboutissant a cette feuille.

Exemple :
On considére la feuille RN G,

Ona: P(RNG) =P(R) XP(G) =0,4 0,75 =0,3

Regle 3 (Formule des probabilités totales) : La probabilité d'un événement associé a plusieurs

"feuilles" est égale a la somme des probabilités de chacune des ces "feuilles".

Exemple :

L'événement "On tire une boule marquée Gagné" est associé aux feuilles RNG et RNG  Ona:

P(RNG)=0,3

— 9
P(RNG) = =0,18
50 (Probabilité de tirer une boule noire marquée Gagné)

Donc P(G) =P(RNG)+P(RNG)=0,3+0,18 =0,48

Méthode : Calculer la probabilité d'un événement associé a plusieurs feuilles
Lors d’une épidémie chez des bovins, on s’est apercu que si la maladie est diagnostiquée
suffisamment t6t chez un animal, on peut le guérir ; sinon la maladie est mortelle.

__________________________________________________________________________________________________________________|
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Un test est mis au point et essayé sur un échantillon d’animaux dont 2 % est porteur de la maladie.
On obtient les résultats suivants :

— si un animal est porteur de la maladie, le test est positif dans 85 % des cas ;

— si un animal est sain, le test est négatif dans 95 % des cas.

On choisit de prendre ces fréquences observées comme probabilités pour toute la population et
d’utiliser le test pour un dépistage préventif de la maladie.

On note respectivement M et T les événements « Etre porteur de la maladie » et

« Avoir un test positif ».

1) Un animal est choisi au hasard. Quelle est la probabilité que son test soit positif ?

D'apres BAC S, Antilles-Guyanne 2010

2) Si le test du bovin est positif, quelle est la probabilité qu’il soit malade ?

1)

La probabilité que le test soit positif est associée aux deux feuilles M NT et MANT,

P(T) =P(M NT)+P(M NT) (formule des probabilités totales)
=0,02 x 0,85 + 0,98 x 0,05 = 0,066.

[
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La probabilité que le test soit positif est égale a 6,6%.

P(TNM) 0,02x0,85

B ()= P(T) 0,066

~0,26

2)

La probabilité que le bovin soit malade sachant que le test est positif est d’environ 26%.

2.6 Indépendance de deux événements

Définition : On dit que deux événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants lorsque

P(AN B) =P(A) XP(B)

Remarque :

On a également :

A et B sont indépendants, si et seulement si, P,(B) =P(B) ou Py (A) ZP(A).

Exemple :

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.
Soit R I'événement "On tire un roi".
Soit T I'événement "On tire un trefle"”.

Alors RNT est I'événement "On tire le roi de tréfle".

Ona:
4

1 1 1
pR) =2+ =1 py=8 =1 prATy=L1
32 8 32 4 g 32

P(R) XP(T) :l ><l :i =P(RNT)
Donc 8 4 32 .

Les événements R et T sont donc indépendants.

. P.(R) =P(R) . . e . . .
Ainsi, par exemple, T . Ce qui se traduit par la probabilité de tirer un roi parmi les trefles
et égale a la probabilité de tirer un roi parmi toutes les cartes.

[
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Contre-exemple :

On reprend 'expérience précédente en ajoutant deux jokers au jeu de cartes.
Ainsi :
8 4

4 2 1
P(R)=— == P(T)=—=— P(RNT)=—
34 17 34 17 o 34

2 4 8
P(R)XP(T) == Xx— =—>_ 2P(RNT)

Les événements R et T ne sont donc pas indépendants.

Meéthode : Utiliser I'indépendance de deux événements

Dans une population, un individu est atteint par la maladie m avec une probabilité égale a 0,005 et
par la maladie n avec une probabilité égale a 0,01.

On choisit au hasard un individu de cette population.

Soit M I'événement "L'individu a la maladie m".

Soit N I'événement "L'individu a la maladie n".

On suppose que les événements M et N sont indépendants.

Calculer la probabilité de I'événement E "L'individu a au moins une des deux maladies".

P(E)=P(MUN)=P(M)+P(N)- P(MNN)
=P(M)+ P(N)- P(M) XP(N), car les événements M et N sont indépendants.

=0,005 + 0,01 - 0,005 x 0,01 = 0,01495

La probabilité qu'un individu choisi au hasard ait au moins une des deux maladies est égale a 0,01495.

Propriété : Si A et B sont indépendants alors A et B sont indépendants.

Démonstration (exigible BAC) :

[
ABDOULAYE DRISSA DEMBELE 25




P(AN B)=P(BN A)
=P(B) XP,(A)

=P(B)x(1- P,(A))

=P(B)(1- P(4)) car A et B sont indépendants

=P(B) XP(A)

Donc A et B sont indépendants.

Exemple :

Lors d'un week-end prolongé, Bison futé annonce qu'il y a 42% de risque de tomber dans un bouchon
sur l'autoroute A6 et 63% sur l'autoroute A7.

Soit A I'événement "On tombe dans un bouchon sur I'autoroute A6."

Soit B I'événement "On tombe dans un bouchon sur l'autoroute A7."

On suppose que les événements A et B sont indépendants.

Alors les événements A et B sont également indépendants et on a :
P(A N B) =P(A) XP(B) =0,58 X0,63 =0,3654
On peut interpréter ce résultat :

La probabilité de tomber dans un bouchon sur 'autoroute A7 mais pas sur l'autoroute A6 est égale a

36,54%.

2.7 Variable aléatoire

Soit l'expérience aléatoire : "On lance un dé a six faces et on regarde le résultat.”
L'ensemble de toutes les issues possibles €2 = {1; 2; 3; 4; 5; 6}.
On considere le jeu suivant entre deux garcons :
- Si le résultat est pair, on gagne 2 billes.
- Sile résultat est 1, on gagne 3 billes.
- Sile résultat est 3 ou 5, on perd 4 billes.
On a défini ainsi une variable aléatoire X sur Q = {1; 2; 3; 4; 5; 6} qui peut prendre les valeurs 2, 3
ou -4.

[
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On a donc : X(1) = 3, X(2) = 2, X(3) = -4, X(4) = 2, X(5) = -4, X(6) = 2

Définition : Une variable aléatoire X est une fonction définie sur un univers Q et a valeur dans R

X: Q—R

w—X(o)

2) Loi de probabilité

Exemple : On consideére la variable aléatoire X définie dans I'exemple précédent.

1
Chaque issue du lancer de dé est équiprobable et égale a 6.
L
La probabilité que la variable aléatoire prenne la valeur 2 est égale 3 6+6+6=2
1
Onnote: P(X=2)= 2.
1 111
De méme : P(X=3)= 6 et P(X=-4)=6+6=3
On peut résumer les résultats dans un tableau :
Xi -4 2 3
1 1 1
P(X =x; = — -
( ) 5 5

Ce tableau résume la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Définition : Soit une variable aléatoire X définie sur un univers €2 et prenant les valeurs x;, x», ..., Xn.

La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; la probabilité P(X = x;).

Remarques :
- P(X = x;) peut se noter p;.

[
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-pitp2t...tpn=1

Exemple :

W=
N | =
+
D | =
I
—

Dans l'exemple traité plus haut : p; + po + ps = 2+

Méthode : Déterminer une loi de probabilité

Soit l'expérience aléatoire : "On tire une carte dans un jeu de 32 cartes."

On considere le jeu suivant :

- Si on tire un ceeur, on gagne 2€.

- Si on tire un roi, on gagne 5€.

- Si on tire une autre carte, on perd 1€.

On appelle X la variable aléatoire qui a une carte tirée associe un gain ou une perte.

Déterminer la loi de probabilité de X.

La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 2, 5, -1 mais aussi 7.

En effet, si on tire le roi de cceur, on gagne 5(roi) + 2(cceur) = 7€.

- Si la carte tirée est un cceur (autre que le roi de cceur), X = 2.
7

P(X=2)= 32,

- Si la carte tirée est un roi (autre que le roi de cceur), X = 5.
3

P(X=5)= 32,

- Si la carte tirée est le roi de ceeur, X = 7.
1

P(X=7)= 32,

- Si la carte tirée n'est ni un ceeur, ni un roi, X = -1.
21

P(X=-1)= 32,

[
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La loi de probabilité de X est :

Xi -1 2 5 7
P(X = Xi) E l i i
32 32 32 32
21 7 3 1

On constate que : p; + po+ ps+ pa= 32+32+32+32=

II. Espérance, variance, écart-type

Définitions : Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q et prenant les valeurs x;, X2, ..., Xx.

La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; la probabilité p; = P(X = x;).

- L'espérance mathématique de la loi de probabilité de X est :

=2, px,

E(X):P1X1+p2X2+,.,+pnxn i=1

- La variance de la loi de probabilité de X est :

=3 .G - EX))

V(x) = pi(x; — E(X))* + pa(x2 — E(X))* + ... + pu(x, — E(X))* =

- L'écart-type de la loi de probabilité de X est :

o(X) =yV(X)

Meéthode : Calculer I'espérance, la variance et 1'écart-type d'une loi de probabilité
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Dans le jeu de la « Méthode » du paragraphe précédent, calculer 'espérance, la variance et 'écart-

type de la loi de probabilité de X et interpréter les résultats pour 1'espérance et 1'écart-type.

7 3 1 15

2 Ixo 2x5 Lxr B

E(X) = 32 +32  +32 432 =32
2 2 2 2

2><[- 1- E] +l><[2- E] +i><[5- E] +i><[ 7 - E] ~5,1865
V(X) = 32 32 32 32 32 32 32 32
o (X) ~/5,1865 ~2,28

15
— ~0,5

L'espérance est égale a 32 signifie qu'en jouant, on peut espérer gagner environ 0,50€.

L'écart-type est environ égal a 2,28 signifie qu'avec une espérance proche de 0,50 le risque de perdre

de l'argent est important.

Remarques :

- L'espérance est la moyenne de la série des x; pondérés par les probabilités p;.

En effet :

_pxtpXx,t..+pX — pXx+p,X, ...+ pX,

1 p,+p,+..+p

EX)=pi X1+ p2Xo+ ... + PnXn
En répétant un grand nombre de fois 1'expérience, la loi des grands nombres nous permet d'affirmer
que les fréquences se rapprochent des probabilités théoriques.

La moyenne des résultats se rapprochent donc de 1'espérance de la loi de probabilité.

L'espérance est donc la moyenne que 1'on peut espérer si I'on répéte 1'expérience un grand

nombre de fois.

- La variance (respectivement 1'écart-type) est la variance (respectivement 1'écart-type) de la série des
X; pondérés par les probabilités p..
L'écart-type est donc une caractéristique de dispersion "espérée"” pour la loi de probabilité de

la variable aléatoire.

[
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Propriétés : Soit une variable aléatoire X définie sur un univers €.

Soit a et b deux nombres réels.

Ona: E(aX+b) = aE(X)+bV(aX+b) = d’V(X)
Démonstrations :
E(aX +b) :Zn' p. (ax. +b) V(aX +b) :é‘ p,(ax. +b- (aE(X) +b))
i= i
zai' DiX; +b2n' D :é' p, (ax, - aE(X))’
=] i= i
:ai' px, +b :azépi (x,- E(X))
:a]:Z:EX) +b =a’V(X)

Méthode : Simplifier les calculs d'espérance et de variance a l'aide d'une variable aléatoire de

transition

Une entreprise qui fabrique des roulements a bille fait une étude sur une gamme de billes produites.
Le diametre théorique doit étre égal a 1,3 cm mais cette mesure peut étre légeérement erronée.
L'expérience consiste a tirer au hasard une bille d'un lot de la production et a mesurer son diametre.
On considere la variable aléatoire X qui a une bille choisie au hasard associe son diameétre.

La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :

X 1,298 1,299 1,3 1,301 1,302
P(X = x) 0,2 0,1 0,2 0,4 0,1

Calculer l'espérance et 1'écart-type de la loi de probabilité de X.

Pour simplifier les calculs, on définit la variable aléatoire Y = 1000X — 1300.
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La loi de probabilité de Y est alors :

X; 2 -1 0 1 2
P(Y = x) 0,2 0,1 0,2 0,4 0,1

Calculons l'espérance et la variance de la loi de probabilité de Y :

E(Y) = -2x0,2 + (-1)x0,1 + 1x0,4 + 2x0,1 = 0,1
V(Y) = 0,2x(-2 — 0,1)* + 0,1x(-1 — 0,1)* + 0,2x(0 — 0,1)? + 0,4x(1 — 0,1)?
+0,1x(2 - 0,1)> = 1,69

On en déduit I'espérance et la variance de la loi de probabilité de X :

E(Y) = E(1000X — 1300) = 1000 E(X) — 1300

E(Y)+1300 _0,1+1300

E(X) = =1,3001
Donc : 1000 1000
V(Y) = V(1000X — 1300) = 1000* V(X)

V(Y) _ 1,69

V(X) = ( 2 =

Donc : 1000 1000
o(X)= 1’692 =13 00013

Et donc : 1000° 1000

Conclusion : E(X) = 1,3001 cm et o(x)=0,0013 cm.
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