Suites Numeériques

- Géneralité :

1) Définition :
On appelle suite numérique toute fonction définie de N—R. On note
U:N—-R

n—Umn)=u,
Exemple :

. . e 2n+1
Soit une suite u,définie par : u,,= PR Calculer: ug; uq ;uy ;us; Uy

n-+
u —l'u =1;u —E'u —Z'u 9.3
Ot T s e 2

2) Mode de définition d'une suite :

- Une suite peut étre définie par 1 formule explicite c'est-a-dire : u,, en fonction de n

u, = f(n).
Exemgle:un=n+3;vn=2:+_14 ‘W, =4n’-3n + 1

- Une suite peut étre définie par son 1°" terme et une formule de récurrence, c'est-a-dire
Un4+1 S'eXprime en fonction de u,,.

uO = 2
Exemple : soit la suite : { 3 Calculer: u; ;uy ;uz;uy
Unt1 = S Un + 4
Solution :
Pour n =0, uy :%u0+4:%(2)+ 4=17

3 29
Pour n=1,u; =cu; +4=—

3 103
Pour n:2,u3=5u2+4=7

3 341
Pourn=3,u425u3 +4:?

u, est le 1°" terme de la suite et u,, est le terme général.
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3) Sens de variation d’une suite

- Siuy,4;—u, >0;vn € N alors u, estcroissante
- Siuyy; —u, <0;vn € N alors u, est décroissante
- Siuy,4;—u, =0;Vvn € N alors u, est constante

Exemple :

Etudier le sens de variation de chacune des suites :

_2n+3 __3
Up =——5 Vn= 2n+4 _
Solution :
u _2n+ 3 _ u _2n+1)+3_2n+5
n T a+2 ntl T it D +2 n+3
_ 2n+5 2n+3 1
Un+1 = Un = n+ 3 n+2 (n+ 3)(n+ 2) >0
D’ou u, estcroissante
3 3 3 5
Up=—sn+4=> vy, =—c(n+ D+4=—-n+-
3 5 3 3
Upy1— Up = (—5n+5)—(—5n+4)= —5 <0
3 . , .
Vp41 = Up = =3 <0 D’ou v, estdécroissante

4) Repreésentation des termes d'une suite :

Pour représenter les termes d’une suite u, sur l'axe de abscisses, on trace la 1% bissectrice
(D) d’équation = x . Puis on trace la fonction associée a la suite u,, en posant u,,= x et u, 1=
f(x). On détermine les termes de la suite sur I'axe des abscisses par projection.

Exemple
UO = — 1
Soit (u,,) définie Par : {U _ 3+ 2Uy
1T g

Représenter sur I'axe (ox) les 3 premiers termes de la suite u,,.
Solution

3+ 2x
2+ x

Désignons par f la fonction définie sur |- 2 ; + oo par: f(x) =

En suivant les régles de constructions ci-dessous , on a la représentation suivante :
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- Convergence d'une suite
1) Activites :

Activitel :
Soit la suite u,, = % pour n e N*

1) Calcu!er Uy Uz 5 Usp00 » ¥100000000-
2) En déduire le sens de variation de u,
3) Que peut — on conclure ?
Solution :
1) Calculons : uy ; u; 5 Usgo 5 U100000000-

Pour n=1 alors u; =1
Pour n=2 alors u, =

Pour n =1000 alors uypg9 = ﬁ =0,001
1

Pour n = 100000000 alors 100000000 = To—=—— = 0,00000001

En déduisons le sens de variation de u,
Puis que : u; > Uy > U000 = U100000000 aIOrS u,, est une suite décroissante.
2) Conclusion : on remarque que lors que n tend vers +co alors u, tend versO.

N |-

Onnote : lim u, = lim %: 0

n — +oo n — +oo
On dit alors que la valeur limite de la suite u,, est 0, quand n tant vers +oo.
Activité 2 :

Soitv, = n + 2. Calculer vy ; v, ; V1000 ; V100000000- PUIS CONClure.

Solution :
1) Calculons: vy ; 3 ; V1000 5 V100000000

Pour n=1 alors v; =3
Pour n=2 alors v, =4
Pour n =1000 alors v;499 = 1002

Pour n = 100000000 alors v440000000 = 100000002
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2) Définition :

Une suite u,, est dite convergente si et seulement si son terme général u,, a une limite finie [.
on note :

lim u, =1 avecl € R
n — +oo

Remargue :

Si lim u, = 4 ou lim u,= 4o
n— —o n— +ow
Alors u, est dite divergente.

Si lim u, =l alors la suite u,, converge vers [.
n - 4o
Evaluation :
Etudier la convergence de chacune des suites suivantes :

+ 2 2—-3 _
u":?1+3;v":n+r; ; Wn = 2770
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I1l-  Suite majorée — minorée —bornée :

1) Définitions :
- Une suite u,est majorée si et seulement Va € Retvn e N:Un<a.

- Une suite u,, est minorée si et seulement Va e R etvn e N:Un>a.

- Une suite u,, est bornée si et seulementva € R; b € RetqueVneNona:
b<u,<a

2) Théorémes :
a) Théoremel :

- Toute suite croissante et majorée est convergente.
- Toute suite decroissante et minorée est convergente.

Exemple :
. . er - . 1 1 1

Soit la suite u,, définieparvn € N*u,==+ + o —

n n+1 2n
. 1 1 1 . . . .
Montrer que la suite u,=-+ + ........— est décroissante et minorée.
n n+ 1 2n

En déduire qu'elle est convergente.

Solution :

On remarque tous les termes de la suite u,, sont positifs.
Donc cette suite est minorée par 0. Etudions maintenant sa décroissance.

_ (Bn +2)
ni2n+ 1)2n + 2)

Unpy1 — Up =

< 0 . Donc la suite Un est décroissante.

Déduction : u, étanta la fois positive et décroissante, alors elle est convergente.
b) Théoreme 2 :

Tout sous-ensemble non vide E de nombres réels a une borne supérieure A : c'est-a-dire
Vx €eE; x<A

3) Propriétés :

Soient u, etw, deux suites tel que :

lim u, =1 et lim v,=1

n——+o n — +oo
On a les propriétés suivantes :
P1:Siu, <wv, : alors | < I
Pa:lim(u, +v,)=1+ 1

n —»> 4o

Ps: Si (u,,) est bornée et si (17,) est divergente, alors :
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a) lim(u, +v,)= + o0 b) lim (u,xv,) = o
n — oo n —> o
IV-  Relations entre les limites :
Théoreme : (Théoréme des gendarmes).
Considérons les trois suites u,, ; v, et w,, (n>no)
Telque : u, <v, <w,
u, etw, Siconverge vers laméme limite [ ; alors v, converge vers [.
Preuve :
A partir de la relation donnée entre les suites ona:

lim u, < lim v, < limw,

n — ©o n — ©o n — ©o
& I< lim v, < 1

n — oo

Alors lim v, =1

n — ©o

V- Suites Adjacentes :

Définition :

Une suite (u,,) est adjacente a une autre suite (v,,) si I'une des deux suites est décroissante
tandis que l'autre est croissante et si
Alors lim (u, —v,)=0
n — oo
Théoréme 1:
Si les suites u,, et v, sont adjacentes (u,croissante et v,,décroissante) alors :
vneNoa:u,<v,.
Preuve :
Supposons que le contraire de la conclusion du théoréme soit vrai pour n = k, c'est-a-dire :
Uy > Vg
Pourn > k, puisque u,, est décroissante et que v,, est décroissante, on a :
Uy 2 U 2V 2 Uy

= (Up — V) 2 (W — V)

lim U,-V,)=0
n— oo
Théoréme 2 : si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent a une méme limite.
Preuve :
Puis que les suites sont adjacentes et que u,, est croissante et v,, décroissante, le théoreme 1
implique : uy < u, < v, < vy
On note alors que :
a) u, estcroissante et elle est majorée par v, , donc elle converge vers L.
b) v, estdécroissante et elle est minorée par u, donc elle converge vers ['.
Ainsi

=

lim u,-Vv,)=1-I
n— oo
> 0=l-I'<=>1=I
Ce qu'il fallait prouver.
Exemple :
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Considérons les deux suites suivantes : Un+1= /U, @V, (moyenne géométrique)
Et (0<Uo < Vo)

U, +V s
Vs = “2 L (moyenne arithmétique)

1 Calculer V> —U? puis en déduire qu'il est non négatif, donc que Vn+1> Uns1
(Pour tout n € N).

2) Utiliser les résultats de la question 1) pour montrer que Un+1> Un et Vi1 < Vi
C'est-a-dire que u,, est croissante et que v,, est décroissante.
3) Montrer que les suites u,et v, sont adjacentes.

Solution :

V 2
1) Vn+12 _Un+12 :w_(\/un .Vn )2

U +20, eV, 4V U, eV,
4
UZ+2U, eV +V. > —4U eV,
4
2 (Un _Vn)2
n+1 —T

V. 2-U

n+1

Puis que >0 alors V, ., —U_,* est non négatif.

(Un _Vn)2
4

un1= JU, oV, > JU, eU_ puis que un < vn) => vns1> un

Un+Vn<Un+V
2 2

n

W puis que Un < Vh => uns1 < vn.

3) A partir de la définition des suites, nous avons :

u. +V u +V
Un+l1— Un+1 = n L _WIUn .Vn < L n _1’Un .Vn

2 2
u,+V, U

= VUnst— Une1 < n

1
= Unt1—Uns1 < > W, — U,

Cette derniére relation étant valable pour tout n € N, on obtient par récurrence.

n
Un+1— Un+1 < [%) (vo —uo) ce qui donne a la limite

0<lim (vns1—uns1) <lim (2%) (vo—uo0) =0
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n— oo n— oo

_lim (v, -U,)=0

n— o
Donc les deux suites sont adjacentes.

VI-  Suites Arithmétigues

1) Activite :

Au 1° Janvier 2012, le prix d’un kilo de sucre est de 550 f CFA.
Sachant que le prix du kilo subit une augmentation de 50 f CFA au 1*" Janvier de chaque
année, quel serait le prix du Kilo de sucre au 1*" Janvier 2013 ? Au 1* Janvier 2014 ?
On désigne par p,, le prix du kilo du sucre au 1°" Janvier + n.
Calculer Py ; P2 ; P3 et py,.
Calculer pp+q1 — pn.

Solution

Soit Pg le prix d’un kilo de sucre au 1*" Janvier 2012 tel que Pg = 550.
Calculons le prix d’un kilo de sucre :

- Au 1°" Janvier 2013, le prix d’un kilo de sucre serait P1 = Po+ 50 = 550 + 50 = 600.
- Au 1®" Janvier 2014 , le prix d’un kilo de sucre serait P> = P1 + 50 = 600 + 50 = 650.

Soit Py le prix d’un kilo de sucre au 1*" Janvier + n.
Calculons : P1;P2; P3 et p,.

- Po=550.

- P1=Po+50=550+50= 600.
- P2=P1+50=660 + 50 = 650.
- P3=P2+50=650+50= 700.
Pn.= Pot+ 50n =550 + 50n .

Calculons p,+1 — Pn.
Pn.= 550+ 50n => p,,; =550+50(n + 1) =550+ 50 +50n = 600 + 50n

=> Ppy1 — Pn.= (600 +50n) - (550 +50n )= 600+50n — 550 —50n =50
Alors on a : une suite arithmétique de raison r = 50.
2) Définition :

Une suite u,, estdite arithmétique si et seulementsi: Vne N ; u,,; —u, =1,
1 est appelé la raison de la suite u,, .

Exemple :

Soit une suite u,, définiepar: u, = =n+4.

wiN

Démontrer que u,, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le 1" terme Uo.
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u, = —n+4

wiN

U :E(njtl)+4=3n+E =>
3 3 3

n+1

U, -U :g d'ou Uy est une suite arithmétique de raison r = % et de 1%terme uy, =4

N+ n

3) Expression du terme général :

Soit Un une suite de 1" de terme Uo et de raison r.

Ul-uo=r
U2-Ul=r
Us-uz2=r

Un _Un—l =T
U,-U,=nr
=>Uu, = ugt+nr

D'une fagon générale si u, est le ler terme I'expression du terme genéral est :

Up = U, + (M —p)T

Exemple :

U,=-1

vneN;U,,,=U_ -3

a) Démontrer que u,, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le 1°" terme.
b) Exprimer u,, en fonction de n.

Soit la suite réel définie par {

Solution :
a) Un41= Up =3 7> Upyg —Uy = —3
D'ou Un est une suite arithmétique de raison r = — 3 et de 1* terme u, = —1.
@Un:Uo+nr =-14+n(-3)=>u,=-3n- L.
4) Termes équidistants d’une suite :

Soit (u,) n € N une suite arithmeétique p un entier naturel tel que p < n les termes u,, et
u,_, sont des termes eéquidistants des termes extrémes u, et u, car il ya p termes avant le
terme wu,, et p termes aprés le terme u,,_, ona:

5) _Somme_des termes équidistants d’une suite arithmétique

Soit p un entier naturel tel que p<n
Les termes Up et unp sont des termes équidistants des termes extrémes
Uy, T U= (U +pr)+Huy +(m—p)r)=uy +(ug +nr)dou

U, + Uy_p = Ug +u, d’oule théoréme

Théoreme : la somme de deux termes équidistants d’une suite arithmétique est égale a la
somme des termes extrémes
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6) Propriétes :
En application du théoreme on a :

P1: Trois nombres a, b, ¢ forment une progression arithmétique si :

2b=a+c.
Preuve :

Soit a, b et c trois réels

b=a+r

c=b+r

a+c=a+b+r=2a+2r =2(@+r)Alors:a+c=2b

P2 :Trois nombres a, b, c forment une progression arithmétique de raison r si :
b=a+71r et c =a+ 2r.

P3 :Quatre nombres a, b, ¢, d forment une progression arithmétique de raison r si :

3b-d = 2d

P4 : Soit u, une suite arithmétique de 1°" terme u,. La somme de deux termes équidistants est
toujours a la somme des extrémes

UG 3 UL 3 Ug eeeeeiiiiee et eaaaaaens Up_o; Up_q; Up
Uq; Uy, Sont équidistants

Uy + Up=Up +Upp

Exemple

Trouver 3 nombres consécutifsa; b et ¢ d’une suite en progression arithmétique sachant que

{ a+b+c= 3
3a—6b+c= 6

Solution :
Trouvons 3 nombres consécutifsa ; b et ¢ d’une suite en progression arithmétique sachant

a+b+c=3
que{3a—6b+c=6

On sait que pour une progression arithmétique de 3termesa; b;c,ona: a+c= 2b
Ainsi I’équation dévient :

M.BALLO 11 Année scolaire 2019-2020



{ 2b + b= 3 :>{ 3b=3 :>{ b= 1
3a—6b+c=6 3a—6b+c=6 3a—6b+c=6

D’autre parta+b+c=3=>a+1+c=3=>a+c=2

at+c= 2 a+ c
{ {

_> =
3a +c=12

_ 2 >{—a—c=—2
3a—6+c=6

- 3a + c=12

=>2a=10 =>a=5 etc=-3
D’ou lesnombresa; b etcsonttelsquea =5; b=1etc= —3

7) Sens de variation d'une suite arithmétigue

Soit u,, une suite arithmétique de raisonr. Ona:
Upsr — Uy, =1rdou:

- Sir>0alors u, estcroissante

- Sir<OQalorsu, estdécroissante

- Sir=0alorsu, estconstante

8) Somme des termes d'une suite arithmétique :

Soit u,, une suite arithmétique de 1°" terme u, et de raison r.
Sn=Uo+ U+ Ut + Un2t+ Unat+ Up
Sn=Un+Una+Unot.ooin. + U2+ U1+ Ug

2Sn=(Uo + Up) +(U1 + Una) + (U2 + Un2) +.......... + (Un + Uo)
2Sn=(Uo+Up) + (Uo+ Un) + (Uog+ Un)t...oeoeee. + (Uo + Un)

=>2Sp=(n+1) (Uo + Un)

S, = nTH(UO +U,)<k=>S,= nombre ge termes (1% terme + dernier terme)

n-P+1
ou Sn: (—2+)(Up+Un)

Remarque : une suite arithmétique est toujours divergente
VII-  Suites géométrigues

Situation probléme

Le premier Janvier 1999, la population d’une commune rurale était de 3000 habitants.
On admet que cette population diminue de 4 % chaque annee.

Calcule la population de cette commune :

a) Au 1 Janvier 2005 ;
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b) Au 1°" Janvier 2006
c)Au 1°" Janvier 2012

Solution
Soit Un la population de cette commune au 1% Janvier de 1’année n.
Soit U1 = 3000 la population initiale de cette commune.
Ona:

Uz = 3000 .

U=Ui—4%U; =>U2=Ui(1-4%)= Ul(l—ﬁ) =U1(0,96)

Us =U2( 0,96)

Un+1 = Un(0,96)

=>Unt1 - 09,
U.

n

Alors on a : une suite géométrique de raison g = 0,96.
D’ou son expression est : Uy =U1(gq)™™1 =3000( 0,96 )" 1
Déterminons ainsi la population :

- Au 1% Janvier 2005
On sait que : U, =3000( 0,96 )" 1 et n= 2005— 1999 =6

D’ou la population au 1% Janvier 2005 est :Ug = 3000( 0,96 )~ = 3000( 0,96 )°
=> Us=2446,11 ~ 2446
Ainsi la population au 1°" Janvier 2005 est : 2244 habitants.

- Au 1°" Janvier 2006
On sait que : U, =3000(0,96)" 1 et n= 2006 — 1999 =7

D’ou la population au 1% Janvier 2006 est :U7 = 3000( 0,96 )7~ = 3000( 0,96 )®
=> U7 =2348,27 = 2348
Ainsi la population au 1°" Janvier 2006 est : 2348 habitants.

- Au 1°" Janvier 2012
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On sait que : U, =3000(0,96)*1 et n= 2012 — 1999 =13

D’ou la population au 1*" Janvier 2005 est :U13 = 3000( 0,96 )13~ = 3000( 0,96 )12
=> U;3=1838,12 ~ 1838

Ainsi la population au 1°" Janvier 20012 est : 1838 habitants.

1) Définition :

S . . U, +1
Un est une suite géométrique si et seulementsi:vn € N LnJ =0 ou Un+1 = qUn.

g est un réel fixé appelé la raison de la suite géométrique.

Exemple :

1,2,4,8,16,32........... 2" sont les termes d'une suite géomeétrique de raison q =2 et de 1*
terme Up =1
L'expression de terme général est U, = 2"

2) Expression du 1°" terme générale

Soit u,, une suite géométrique de raison q et de 1°" terme u,

Ui =qUo
U> = qUs
Us =qU2
Us=qUs

Un = qUn1

Multiplions membre a membre les termes de 1’égalité.
UixUxxU3zxUg x........... x Un = (qUo) (qU1) (QU2).......... (qUn-1)

U, =q"xUo ou d’une maniere générale Un = Up.q"P (apres simplification des facteurs
semblables dans les deux membres)

Ou Up désigne le 1°" terme.
3) Produit des termes équidistants des termes extrémes d’une suite géométrique :

Theoreme : Le produit de deux termes équidistants des termes extrémes est égal au produit
des termes extrémes c'est-a-dire UpxUn.p = UoxU,

Propriétés :

P1: Trois nombres a, b, ¢ forment une progression géométrique si :

b%> = ac. (en application du théoréeme précédent)

P2: Trois nombres a, b, ¢ forment une progression géométrique de raison g si :
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b = qaetc = qa.
Ps: Quatre nombres a, b, ¢, d forment une progression géométrique de raison q si :
b=gqa ; c =q’ etd = q°a

Exemple

Trouver 3 nombres consécutifsa ; b et ¢ d’une suite en progression géométrique sachant
aebhec=28
que {a +b= -1
c—a=1

On sait que pour une progression géométrique de 3termesa; b;c,ona: axc= b?
Ainsi I’équation dévient :

(@ec)sb=8 {(bz)ob=8 {b3=8 { b=3 {b=3
=> 1 =>

a+b= -1 a+b=-1 =>ya+b=-1=>a+b= — a= —4
c—a=1 c—a=1 c—a=1 c—a=1 c—a=1
b=3
=>ja= —4
c = -3
D’oulesnombresa; b etcsonttelsquea = —4; b = 3 etc = —3

4) Sens de variation d'une suite géométrique :

Soit u,, suite géométrique de raison et de 1* terme u, :
o 1°"casUo>0:si

- g>1=>u, estcroissante
- 0<g<1=> u, estdécroissante

- g=1alorsu, constante
e 2eCasUg<O0:si
- g>1=>u, estcroissante
- 0<g<1=>u, estdécroissante
- =1=>u, estconstante

9) Con vergence d’une suite géométrique :
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La limite d’une suite étant la limite de son terme général une géométrique est convergente
si —1<qg<1
La suite est divergente si g€ |—oo; —1]u]1; +oo[

5) Somme des termes d'une suite géométrigue :

Soit Un une suite geomeétrique de raison q et de 1°" terme Uo
Sh= Up+Ur+Ux+Uz............... + Un (1)

an :qUO +qU1 +qU2 + qU3 ......... + qUn ( 2 )

En effectuant la différence des équations (1) et (2),ona:
Sn—an: UO—QUnor Un = onqn
Sn (1 -a) = Uo—q(q" x Uo)

Sn(1-0g)=Uo(1-q™"

Y

0D

_ ler terme (1_ raisonnombre de terme)

Sh :
1-raison

D'une maniere générale si Up est le 1° terme alors I'expression de la somme est :

~ U p(l_qnprrl)

S Avec (q#1)

n

1) Cas d'une suite géométrigue :

Soit u,, une suite géométrique de raison q
- Si |g| <1 alors Un converge vers 0

- Si |g| >1 alors U, est divergente
- Si |g| =1 alors U converge vers Uo
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