Ministeére de I’Education Nationale M. SOUGANE
Année Scolaire : 2022-2023 Lycée Technique de Bamako

ETUDE DES SUITES NUMERIQUES : (TSE-STI : GC-GM-GMI-GEL N-GEL-GEN)
1 Etude générale d’une suite :

Activité 1 :

Un voyageur, partant d’une ville A vers B distant de 350 km, décide de parcourir 17,5 km par jour.
a) Quelle est la distance parcourue au boutde : 1j;2j;3j;...;nj?

b) Au bout de combien de jours arrivera-t-il a destination ?

Activité 2 :

Une usine de production de sucre démarre avec une production de 2000 tonnes. On suppose que la production
augmente de 10% par an.

Quelle est la production au boutde : 1an;2ans;3ans;...;nans?

1-1 Définition :

On appelle suite numérique toute application d’une partie I de IN vers IR.
U:l — IR

n +— U(n). Lasuite U est notée (U,,),, ¢ ;, U(n) est notée U,,.
Une suite numérique (U,,) est déterminée par :
mUne formule explicite permettant de calculer U,, en fonction de n .

Exemple :
1) Soit (Uy,), ;v 1a suite de terme général U,, = 10n — 13. Calcule Uy, U;, U, et Uy ,.

2) Soit (V,,),, e;n+ la suite définie par V, = % Calcule vy, V, et V.
m Le premier terme et une formule de récurrence.

Exemple :
. L Up=1
Soit (Uy,), ¢y la suite définie par : {\7’ NEIN, U,y = %Un _1 Calcule U; et U,.

1-2 Suites monotones :

Soit (Uy,),, e ; Une suite numérique :

m Sipourtoutn €1, U,,,; = U, alors lasuite (U,) est croissante.

m Sipourtoutn €1, U, < U, alors la suite (U,,) est décroissante.

m Sipourtoutn €1, U,,, = U, alors la suite (U,,) est constante.

Remargues :

m Sipourtoutn €1, U, ., > U, (respectivement U,,,, < U,,) alors la suite (U,,) est strictement croissante
(respectivement strictement décroissante).

m Une suite (U,,) est monotone lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.

m Une suite (U,,) est croissante (respectivement décroissante) a partir d’un certain rang s’il existe un entier
naturel n, tel que, Vn > nyona: U, = U, (respectivement U,,, < Uy,).

m Une suite (U,,) est stationnaire si elle est constante a partir d’un certain rang.

Pour démontrer qu’une suite (U,,) est monotone, on peut utiliser 1’un des procédés suivants :

m Etudier le signe de U,,,; — U,,.

m Comparer a 1 le quotient % , lorsque la suite (U,,) est strictement positive.

m Etudier le sens de variation de la fonction f, lorsque la suite est du type : U, = f(n).
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m Faire un raisonnement par récurrence, lorsque la suite est du type : U,,.1 = f(U,).
Exercice :

1) Etudie le sens de variation des suites numériques :

a) (Up)p ey définie par: U, = % b) (V) e 1+ définie par : V,, = L‘ﬂ%.
C) Wy)n e v définie par : W, = ;:1
2) Soit f(x) = x —Inx, (T)),, e v+ Une suite définie par : T,, = n — Inn.

a) Etudie le sens de variation de f sur [1; +oo[. b) En déduis le sens de variation de la suite (Ty,)n e in+-
3) Soit f(x) = x + 4e™*, (YD en Une suite definie par : Y, = n + 4e™™.

a) Etudie le sens de variation de f sur [0; +oo[. b) En déduis le sens de variation de la suite (Y,), e n-

4) (K,)p ey définie par: K, = 0 et Vn € N, K,,,; = ef». Montre par récurrence que la suite (K,,),, ;v €st
strictement croissante.

5) On considére la suite (X,,),, e v+ définie par : X,, =
rang 4.

1-3 Suites bornées :

Soit (U,),, e ; Une suite numérique :

m Une suite (U,,) estminoréeparasivn €1,U, = a.

m Une suite (U,,) est majorée par fsivn €1,U, < f.

m Une suite (U,,) est bornée si elle est a la fois minorée et majorée.

wn ey €St croissante a partir du

Exemple :
Soit (Up)n en+ la suite de terme geéneral : Uy, = Y74 p12
1) Démontre que pour tout entier naturel p supérieur ou égala 2, ona: = < ﬁ —% :

2) Démontreque : Vn € IN*, U, < 2 — ;. En déduis que la suite (Un) est bornée.

1-4 Théorémes de comparaison :

® Soit (U,,) une suite numérique :

mS’il existe une suite (1},) telle que U,, =V}, a partir d’un rang n, et lim V,, = 4+ alors lim U, = +oo.

n—-+oo n—-+oo
m S’il existe une suite (1},) telle que U,, <V}, a partir d’un rang n, et hrP ;, = —oo alors llT U, = —o.
n-+oo n—-4oo

® Soit (U,,) une suite et [ un nombre réel :
m S’il existe deux suites (1},) et W, telles que a partir d’un certain rang V,, < U,, < W, et si
lim ¥, = lim W, =1 (I un nombre réel) alors hm U, = l. (Théoréme des gendarmes).

n—-+oo n—+oo
m S’il existe une suite (1},) telle que |U,, = l| <V, a partlr d’un certain rang et si lim 1}, = 0 alors

n—-+o
lim U, =L
n—-+oo

Remarque : Soit a un nombre réel non nul :
Si |a| < 1 alors llrn a™ =0 ;Sia>1lalors lim a™ = +oo.

n—-+oo
Exemple :
1) Soit la suite (U,),, ¢y telle que : Vn € IN, U, = 2™. Détermine lim U,,.
n—-+oo
2) Soit la suite (Uy,), ¢y telleque: Yn €IN,|U, — 2| <— Détermine lim U,,.
n—+oo
3) Soit la suite (Uy,),, ¢;y définie par : U,, = Cloj:;)

n —
n—-+oo
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Exercice 1 :

n
Soit la suite (Ty,),, ¢;v définie par: T,, = (1 + %) avec x > 0.

, - X n
Calcule lim In(T,), en déduis lim (1+;) :

n—+oo n—+oo

Exercice 2 :
Up=1

VnEIN, Uy =Up+2n+3
1) Précise le sens de variation de la suite (U,), e;n-
2) Démontre que : V n € N, U,, > n? ; en déduis la limite de la suite (Uy,),, e;n-
3) Conjecture une expression de U,, en fonction de n puis démontre la propriété ainsi conjecturée.
1-5 Suites convergentes :
Soit (U,,) une suite et [ un nombre réel. Si lim U, = [ alors (U,,) est convergente et converge vers L.

Soit la suite (Uy,),, ¢;n définie par : {

n—-+oo
Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.
Exemple :
Etudie la convergence des suites numériques suivantes :
8) (Un)n ern Géfinie par : Uy, =222 b) (V) e définie par : V, = 7 — 5n
fg . 3n—gn
c) (W) ey définie par : W, = e

Propriétés :

m Toute suite croissante et majorée est convergente.

m Toute suite décroissante et minorée est convergente.
1-6 Etude d’une suite du type U, = f(U,)
Activité :

U0=1

Soit (U,) ey 12 suite définie par : {v n€IN, Up,, = %Un y

. 1
1 Soit f(x) =ZX— 1

1) Construis la courbe (C;) de f et ladroite (A):y = x dans le plan muni d’un repére orthonormé (0; 7, )).
2) a) Place, sans calculer, sur I’axe des abscisses les 4 premiers termes de la suite (U,,).

b) Formule une conjecture sur le sens de variation et la convergence de la suite (U,,).

Propriété :

Soit (U,,) une suite dont le terme général vérifie U,,, = f(Uy,), ou f est une fonction. Si (U,,) converge vers
L et f est continueen Lalors f(1) = L.

Exercice :

Soit la suite (Uy,), ¢y définiepar: U, =0etvVn € IN,U,,; =+ U, + 6.

1) a) Démontre par récurrence que la suite (U,), ¢;n €St majorée par 3.

b) Démontre par récurrence que la suite (U,),, ¢;n €St croissante.

c) La suite (U,,),, ¢;v €st-elle convergente ? Justifie votre réponse.

2) Soit la fonction f définie pour x € [0; 3] par f(x) = Vx + 6.

a) Montre que : V x € [0; 3], |f'(x)| < é

b) Montre par récurrence que tout entier naturel n: U,, € [0; 3].

c) Montre que pour tout entier naturel nona: |U,.; — 3| < §|Un - 3.

L 1\
d) En déduisque: ¥n € IN, |U, — 3| < 3(5) :
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e) Détermine la limite de la suite (U,,);, ern-

2 Suites arithmétigues-Suites géometrigues :

2-1 Suites arithmétigues :

2-1-1 Définition :

Une suite (U,,) est arithmétique si, et seulement si U,,,,; = U, + r ou r est une constante appelée la raison de
la suite.

2-1-2 Expression du terme général :

Soit (U,,) une suite arithmétique de premier terme Uy, et de raisonr ona: U, = U, + (n — p)r.
Si U, est le premier terme de la suite alorsona: U, = Uy + nr.

Si U, est le premier terme de la suite alorsona: U, = U; + (n — D)r.

2-1-3 Somme des termes consecutifs :

Sn = Up+ et Up = 22Uy + Up). Sy =Up+Up+ -+ Uy =2 (Up + Uy)

2
Sn=Uo+ U+ + Uy ="+ Uyp) 0US, = U + Uy + -+ Up, = == (2U, + nr).

Remargues :

m Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r :
Sir > 0 alors (U,,) est croissante

Sir < 0 alors (U,,) est décroissante

Sir = 0 alors (U,,) est constante

Sir = 0 alors (U,) est convergente.  Sir # 0 alors (U,,) est divergente.

m Soit a, b et c trois termes consécutifs d’une suite arithmétique ona: a + ¢ = 2b.
Exercice :

Soit (Uy,), ¢y Une suite arithmétique definie par : Uss = 110 et U, = 323

1) Determine le premier terme U, et la raison de cette suite.

2) Exprime U,, en fonction de n.

3) Quel est le sens de variation de la suite (U,,), ein-

4) a) Calcule S = Uyz + Uyy + - + Uogy.

b) Exprime en fonctionden: S, = Uy + Uy + -+ + U, _;.

2-2 Suites géométrigues :

2-1-1 Définition :

Une suite (U,,) est géométrigue si, et seulement si U,,.;, = qU,, ou

Un+1
Un

= g avec g est une constante non

nulle appelée la raison de la suite.

2-1-2 Expression du terme général :

Soit (U,) une suite géometrique de premier terme U, et de raison g ona: U, = U, X q™7P.
Si Uy est le premier terme de la suite alorsona: U, = Uy X q™.

Si U, est le premier terme de la suite alorsona: U, = U; X g™ L.

2-1-3 Somme des termes consécutifs :
1_qn—p+1

Sn ==l]p 4""4'l]n =:l]p-__I:E___

avec q # 1. Sn=U1+U2+---+Un=U111_qu avec q # 1.

1—qn+1

Sn=U0+U1+"'+Un=UO

- avecqg # 1.

Sig=1lalorsS, =U;+U,+ -+ U, =nxU.
Remargues :
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m Soit (Uy,) une suite géométrique de raison g # 0 et de premier terme U ,:
SiU, >0et0<gq <1alors (Uy,) est décroissante. Si U, > 0etq > 1 alors (Uy,) est croissante
SiU, <0et0< g <1alors (Up,) estcroissante. Si U, < 0 et g > 1 alors (U,) est décroissante.

Si |q| < 1 alors (U,,) est convergente et converge vers 0. (|q| <l= lirp q" = 0).
n—>+oo

Si g > 1 alors (U,,) est divergente.

m Soit a, b et c trois termes consécutifs d’une suite géométrique ona: a X ¢ = b2,
Exercice 1 :

Soit (V) ern Une suite géometrique définie par: V, = 16 et V., = 128
1) Détermine le premier terme V,, et la raison de cette suite.

2) Exprime V,, en fonction de n.

3) Quel est le sens de variation de la suite (V) ern-

4)a) Calcule S =V +V, + -+ V4.

b) Exprime en fonctionden: S, =Vy+V, + -+ V,_;.

Exercice 2 :

Uy=7

Vn€EIN, Uy, =22*

5

Soit (U,)n ey 12 suite définie par : {

1) Calcule U, U, et Us.
2) On considére la suite (V},),, ¢y définiepar: V, = U, — 2,V n € N.
a) Exprime V., en fonction de V;,. En déduis la nature de la suite (1},),, ¢;x dont on précisera les éléments
caractéristiques.
b) Exprime V}, puis U,, en fonction de n.
c) Calcule S,, = Y-, V; et S, = X, U
Exercice 3 :
Soit (U,,) la suite définie par: U; =2 etV n € N*, U,,,, = 2U, —§
1) Détermine le nombre réel a pour que la suite (1},),,en+ de terme général V,, = U,, — a soit une suite
géomeétrique.
2) Exprime V;, en fonction de n et calcule .7, Vj,.
3) Exprime U, en fonction de n et calcule ¥7_, Up.
Exercice 4 :
Trouve trois nombres réels a, b, ¢ positifs (a < b < c) constituant dans cet ordre les premiers termes d’une
suite arithmétique et vérifiant simultanément les deux conditions :
a+b+c=12
{ a?, 3b, c? constituent dans cet ordre les trois premiers termes d'unesuite géométrique
Exercice 5 :
1) Détermine les suites arithmétiques d’entiers rationnels de raison 6 dont le produit des 4 premiers termes est
385.

1 2 n—-1
2) Soit (V) nen+ la suite définiepar:V,, =1+en+en+--+en
a) Montreque:vn eN*, V, = 1—e1. b) Calcule lim V,.
1-en n—+oo

Suites Numériques TSE-STI M. SOUGANE Année-Scolaire : 2022-2023 Page 5 sur 5



