Nombres complexes

CALCULDANS C

> EXERCICE Reépondre par vrai ou faux &n
justifiant sachant que dans chacune des questions sul-

vanies une ou plusicurs iponses proposées som yraies
Y O s e P
iieded () Fedems(J

2} Si £ est un nombre complexe alors :

Z+ai=2-2 | | Z+3-= E+EL___]
m=2+21| i Z+2i=7 Zi:

3) On considére un nombre complexe Z=x +1y oitx
et y sonl deus réels, 8§ Z° e R alorg :

£ sl réel L est imaginaine
(Z-ZNZ+Z1=0

xy =10}
4) On considiére un nombre complexe Z=x + iy il x
el y sont deux réels, §§ 22 es timaginaire plors @

2 est nde] £ est imaginaire [:
lxl=|yl (1L i) =1 E

=> EXERCICE Le plan complexe P est munid
d'un repére onthonormé direct (O, u, v, Pour chacune

des guestions suivanies, derire le numdro et la leitre de
1"unigue réponse exacle puis jusiifier

1) On considére les points A, B, C distinets deux i deux
d"afMixes respectives a, b et ¢ tels que a-ci+ia-bi=0,

Alors le inangle ABC est @ w) Equilutéeal

b) Isocdle, reclangle de sens direct

) Isoctle, reclangle de sens indirect

2) Soit la rotation ® du plan 7 qui transforme tout point
M d'afline £ nu point M* d'affixe Z° tel que ;
Z-3=ig'M(Z-2). L'angle de Rest:

a) § b) & ct -§

3 On considére les points M e M* dailixes respec-
tives Z @ 7' =Z-i%. L'ensemble (E) des paims M rels
gue M'=0est:
a) Line droite

= EXERCICE (20

Cocher lu case de |"unigue bonne réponse puis justilier
1) 51 Z est un nombre complexe difiéren de | alors le

conjugué de :':?T sl
2} 5i Z cst un complexe d'argument — alors un argu-
ment de =i Z el :

0 -0 O 0O

3) La forme exponentielle du complexe I_rsEi-If;‘E esh:

2% ] 23t [ 258 [

b) tn cerele ) un singleton

Enonceés des exercices

4) 8i Z est un complexe non nul et Z-iZ =0 alors :
wg?) = Fakn, keZ [ ]
arg(#) =—J+2kn , keZ [ ]

apZi =S +2kn, kel I:I

= EXERCICE Le plan complexe est rpponé

i un repére orthonermé direct (O, u, v ). On considéne
trois points A, B, C distincts deox 4 deux d'ofTixes res-
poctives o, by ¢
Pour chacune des questions suivantes, éerire le numéro
el I letire de unique vraie réponse puis justifier

=
I Si Eﬂ.:e 'S plors; a1 A, B et € sont alignés
biLe trinngle ABC est équilatéral direct
o) Le irangle ABC esl équilatdral indirect

1) 8 'L'“ e®” plops:
II'A.EIB-[T] h) BelAaCl

2) Si —:—:iE phars 1

o} A B |:I C sont alignds
b) Le triangle ABC esi reclangle ¢n B
©) A appartient nu cercle de diaméire [BCI

> EXERCICE Set P 2 désipnent respective-
ment la somme et le prodult des meines de 'éguation
(Ej: (14082 =6+ 207442 =0

Pour chocune des questioms suivantes, éerire le numéro
el o letire de Punique voaie réponse puis justifier
1) La senmmie des ragines de (E) esl 2

e) Cel AR

n) S=l+i ) 5=4-3 cl S=6+2
2) Le produit des rucines de LE) est
ny P=1-3 bl P=d4-2i €) Pad+N

3) Z; et Zz @ désignent les rocines de (En La forme al-
gébrique du complexe V=77 + 73 - A Fqe01 ¢
’l —947i bl v+7

Eﬁ' EXERCICE On considire les nombres

complexes Z=1+i3 @& Z'=42+12

11 Déterminer les fonmes tngonoméinigues de o1 27
2y Déterminer 1 forme tiigonométrique et dgdbrigue du
nombre  complene U=22', En dédumeles  valeurs
exiacles de :m{%lﬂ:' el .ﬂ.m(%

o) v-Ti

3} Dédierminer la forme trigunuml.‘lriquc et algébrigue
du nombre complexe V= ?,. En déduire les valeurs

exacles de l.‘ﬂ‘.f‘-( I-;) el Sln( I:']

5
-h=

déterminer [a forme exponentielle du nombre cnmpln::c

puis

I;l

4) Déterminer les réels et fi les gue {
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Nombres complexes
W=¢+2'. En déduire Jes  valeurs exactes de

m:a[-}!um{—’;ﬂ]. ca.wl_;ﬁ-jﬁn[%ﬁ} et I;m{%#ﬁ]
ES> EXERCICE. 9 On consudire les complexes :

Z=il+i® e Us{l+™ +(1-*" ol neN

1) Montre que U=2Re(Z) &t ¥nell . Z=2"=|"
2} Montrer que ;

n) Sin=4p aglorm Z=27¢ U=204

b Sin=dp+! plory Z=20xjet U=0

) Sin=4p+2 gz L=-2"e U=-204
d) Si_n=4p+3alors Z=-2xiel U=D
3) On suppose que n=4p

a) Montrer que L:I=!hi i-nted

b) En déduire que L{ Ch =2

B> EXERCICE ()

Soil un complexe £ de module | et d onpument o ap-
parenant o intervalle |-, x|

1) Montrer gque : l+2._._1:m.{ﬂ}c et 1477 ={2cosa)Z
1) Ewdier le signe de 1+ 2cosa lorsque o varie dans 1in-
tervalle |-x, x| puls délerminer en fonction de a le mo-
dule et wn argument de chacun  des  complexes
Usl+Z+¥ et V=F+724 2

2) Déterminer en fonclion de a le module et un argument
du complese W =+Z+2£5+ 21

=> EXERCICE @ Déterminer la forme exponen-

ticlle du compleae Z=—sina+icosa, En déduire In
forme exponenticlle des complexes U =sine -icosa .
V=—sinao—icma et W=sina+icma

> EXERCICE Déterminer 1n forme exponen-

tielle puis e module et argument du complexe Z duns
¢hocun des eas suivanls

D Z=1+iuna Ob ue[0, §[U]§.5]

) 7= Emoslsne'. of ek

toma=1spnmi™

3) Z=l+sina—icosa O ue] -I[.J'.{!i:
! ;Eh.rltlnp.mg

—~Camel-imine ol ﬂE]Il'HI

[$' EXERCICE Zr el 2y sonl dewx complexes

non nuls iels que |[Zy] =iZs(=r el ZjZ;+r 20
247,
"?.' a

4) Z=

Montrer que e complexe U= esl réel

> EXERCICE (5
Z dtanl un nombre complexe. Montrer que les deux con-
ditions suivanles sont équivalenies 3 C1f=—1 et [H=|

C, * Mexiste un réel x tel que : 2= 123

Enonceés des exercices

B> ExERCICE

Solenl o, b et ¢ wois nombres complexes non nuls 1els
gie: lul=ibl=lel=r el a+b+e=0. Monirer gue :

ghiberen | _ o
s L
£ EXERCICE

1) Monirer yue quels que solent fes complexes a el P,
ona:|a+pl +a-pl = Al +2/p)

2} On considére trois nombres complexes Z, Z° el U tels
Yue s ZxL' = U2

Onpose: A=L8 o p 22

a) Vérifier que : A+B=2, A-B=2' a1 A*-L7=F
br) Montrer que = | £ , =212

= EXERCICE -]
a et b sont deux réels sppartenant 3 Pintervalle |- 3,3{

1) Déterminer les éels aet i tels que Iﬁ:ﬁ::

2) Déierminer la forme cxponenticlle du complexe &
U =gh 4
3) Monirer que an (242)= 2iteslth pis caleuler : tan §,

- sgrmbh
Iunf& el Innﬁ

4) Réterminer lu forme exponenticlle des complexes :
l_flrl

legha

Velsghd o lorsque a =10

[53' EXERCICE On considire un enticr naturel
n supéricur ou égal & 2, et on pose

i s 2
P.'.=Lm“+|s.|luu

m-l
T=1+F+F 440l = EE"

[n-llrl n-i

= E

1) Exprimer le complese T - Zl‘m fnnnmn deZen.
En déduire que : T = —'L

2) Montrergue s T=1+ +J-E- endéduineque §, __LE PLIs

3n =8I I;|+:=|r|-2“’": +rrreun

caleuler lim S

M—a=x

NOMBRES COMPLEXES ET GEOG-
METRIE DU PLAN

h} EXERCICE Leplan P est muni d’un re-
pére orthonormé direct (Q, 1, ] ). Solent les polnis A,
B. D d’affixes respectives Zy =2, Zn=2et Zp=2+4i
1) Déterminer [a mesure principale en radian de chiacun
des angles (DA,DB) ,(AB,AD) € (AQ,AB)

2) Solt M un peint variable d'alTixe 2. Déterminer el
construire chacun des ensembles suivants :
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Nombres complexes
LE11=|ME'F|m*g[§Z_E]EE (2m) |
(Ey)={MeP |oug( 5% )=—F w2n)|
(E) = | MeP | arg( $5)=F+kn, keZ]
B> EXERCICE

Dans le plan complexe P mpporté i un epére ortho-
normé( L0, j |, on considére les points A, B' et M

d’afMixes respectives Xy =22, Zp =—4i el Z=x+iy.
Soil l'opplication g : MiZi—=MT2" | 2 =t1-)Z+4i
1) Béerminer afTixe du point A" Pimage de A ¢ 'al-
fixe du poim B "antécédent de B' par 'application g. En
deduine que (gog)rA) = B°
2) Montrer que I'application g posséde un seul point in-
variant £1 dont on préciser les coondonnées
3) Monirer que gog est I"homothétie de centre 02 ¢t de
rapport 2
4) Montrer que pour lout poinl M du plan Pona:
M =2 0M En dédure Mimage du cercle 3 de centre
{2 et de rayon R par "application g
5) Déterminer les affixes des vecteurs DM el (2 M* puis
exprimer leurs composantes en fonction de x et y
6) Montrer que OM.OM"=(x - (¥ +3)° =2y, En dé-
duire gue [ensemble (E) des poins M tels que
{3 L OM' est Lo réunion de deus droites perpendicu-
Inires dont on déterminera les équations
T) Montrer que  déal v, 0M* )=y + (4 =x))7 =23 = x)?
En déduire que 'ensemble 1E'? des poinis M iels que
€2, Mel M* soient alignés est 1o réunion de deus droiles
perpendiculuires dont on détermnera les dquations

[=?P EXERCICE Le plan complexe 9 est rap-

porté & un repére orthononmé direct | ©, u. v }. On note
par A le point d'afTixe 1. On consideére |*application de
Py A dans P, qui associe 3 tout point M d"affixe 2

le point M*d aifixe 2'= .?ELI

Il OnposetZ=x+iyol (x.y)cR?
1) Montrer gue "'ensemble des points invariants par Cest
un cercle don on précisera le centre el le rayon
2) Détermiser la forme algébrique de £* en lonction de
xely
3) Délerminer les ensembles : B ={Me® | M'e(O,u )]
E:=IMePiMelov])], Ei=IMegloM =1
[T} Pour tout nombre complexe Z2 |, on pose =
1Z—ll=ret wrplZ-N1=a(ln)
1) Montrer gue 2'-1= f—_f en déduire Ia forme exponen-

tielle de Z*-1
2} Montrer que les paints @ A, M, M' sont alignés & que

AMAM' =1

Enoncés des exercices
3) Montrer I'équivalence 112411 = 2es|2' - 4| =12'-1t. En
déduire 'image par { du cercle ¥ de centre £2 d'aMixe
=1 et de myon 2. Donner une construction simple du
poimt M*Uimage par [ d'un poim M quelcongue du
cercle '

E> EXERCICE

Le plan complexe T est ropponié & un repére ortho-
nomié direct] 0,1, ] ). On comsidéns trois points A, B,
C distinets deux 3 deux, d'aiMixes respectives : a, b, c.
Soit "application R de P dons Pqul & tout point M
d'ofMixe Z associe le paint M* d’aflixe 1 2" = aZ+Pod
i et [} sonl deux nombres complexes

1) Déterminer a pour que R soit une rotation d"angle 3

puis vérifier que u+L=1

2) Exprimer [} en fonction de a et o pour que A soit le
centre de b rotition 'R

3) Montrer I"équivalence ¢ RiBi=C & =l-u=0

4) Monirer ["équivalence : RiC)=B= - & =B

8) Montrer gue le trinngle ABC est équilulral, si et seu-
lement si 2 a® +b P+l —ab-be—cn=0

B> EXERCICE

Le plan complexe P est rapponté 3 un repere onhonome

direct( 0,1, ] ) . Pour tout nombre compliexe Zz- 1, on as-

socie le complexe U U= %fll On considite les painis A,
B. M et N d’alfixes respectives s i, —i, Aet U

1) On pose Z = x +iy avec (x,y) e K2

Déterminer la forme algébrigue de U en fonction de x et

y. En déduire chacun des ensembles  suivants :
L,=IMeP|UeRla L:=IMePlUeii}

23 Monirerque si M # Balors |U| = Hﬂ « Endé&duire que
si M varie sur |"axe des réels alors N varie sur un cercle
¥ donl on précisera le cenlre et le rayon

3) Montrer 'équivilence : (U=2 o (2+3)(2-3)=12
En déduire |"ensemble Z; s [ Me P U= 3§

4} Onsupposeque M2 AciM2B

n) Montrer la relation 3 ({7, ON) = 5+ (MB, MA) (27)
b) Déterminer 'ensemble 'y des points N lorsque M dé-

cnit le sepment [AB] privéde Aet B
<} Déterminer 'ensemble s des poinis N lorsque M

déerit la droite (AB) privée du sepment [AB)
53 S0ii C le point d'aflixe -2 +1

a) Déterminer une mesure de 'angle{CH, CA)

b} Béterminer 'ensemble £=| Me?| argith =T km ke
6) Montrer que VZ2—i, tU-iHU+i)=2, En déduire
que torsgue M déerit le cerele © Fde centee B et de rayon
r, alors N décrii un cerele " dont on précisera le centre
et le rayon
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Nombres complexes

> EXERCICE

Le plunPest muni dun repére orthonormé direct
[ O,i,) ). On considire les points A, B, C d"affixes nes-
pectives Za=a, Zg=beat Z-=c=(l-u)a+ub ol
u= JJ# eiazh

1) Déterminer le modole et un argument du complexe u
2y Caleuler !ﬂ"— . En déduire que Cest 'image de B

par une m'l.ntmn dn centre A dont on préciscra I'angle

3) On considére les points D d’affixe Z£p =2a-b. Mon-
wret que les poims B, C, D appaniennent & un cercle (E)
dont on précisera le centre et le rayon, En déduire ln me-

sure principate de angle ( DE,BC )
4) Montrer que DB :DE} =arg(l-+u) (2n). En déduire les
valeurs exacles decos(F) ,sin( F) puis celle de tan(F)

5> EXERCICE Le plan Pest muni d’un re-
pére orthonormé direct{ Q,i, j ). Soient les poinis A, B,

C d'affixes respectives Za =a, Zg=hel % =¢

1} Montrer que le trinngle ABC ¢f isocele rectangle en
A, si et seulement s 2 207 +b? +¢? = 2ath+¢)

2) On suppose b=2a ¢l que le Inangle ABC est isoctle
rectangle ¢n A. Déterminer en fonclion de a les affixes
possibles du point C

£ EXERCICE {£5)

i
Onpose: j=&3 ot S=l+)+ )
1) Calculer ' et 5~ j8. En déduoire que : [+j+j2 =0

2) Montrer que el = ~jlete ¥ ==j
3) Le plan Pest munl d'un repére orthonormé direct
(0.3} ). Soient les poinis A, B, C d'affixes respectives
Lxn=n, Zn=bet Lo =c. Montrer que le tnangle ABC
st Squilatéral, si et sculement si 2

a—h=—3e-b) tu a—h=—j(c-h)
4) Montrer que le triangle ABC est équilatérl, s) et seu-
lement 51 ¢ a+boscw? =0 avee m=j ou w= |
= EXERCICE
Le plan Fest muni d'un repére orthonomné direct
(LA, ). Soient les points A, B, C d"affixes respec-
tives Zy =0, Zu=b el Zc =c. Onpose u=3"2

1) Monirer que lés Irois conditions sulvanies :u.'ml lof-
guement dguivalemes

o )2 ABC est dguilptérl
oGy at+bi 4’ =ah+ic s+ he
2} On suppose b=ia el gue le tiangle ABC est dguila-
téral. Déterminer en fonction de a les alfixes possibles
du point C

el ul-u+l=10

Enoncés des exercices
EQUATIONS DANS C

B> EXERCICE
2 4iz

On considére les complexes u=e5, v=c3 el
S=l+u+u +u'+ut

1) Calenler u* puis S—uS. En déduire que S =0

2) On poske Zy =u+ 0 et Z; =v+v.. Monirer que :
Li+Za=ZiZz=-1. En déduire que Z) et Z: sont les m-

cines de 'équation Z2+Z—1=0

3} Résoudre I"équation Z2 + %= 1=01. En déduire les va-

leurs exactes deco{2E] o mr-["‘]

2> EXERCICE ?

Soit 1 polyndme MZ =7 +|

1) Monirer "éguivalence : BZ) =0} e P(Z2)=0

2) Réxoudre dans T |"équation PZ) =0 puis utilizer les

racines pour exprimer B2 en prowtuit de facteurs

3) Expamer par deux méthodes le polyniime PiZ) en

produil de trindmes du second degré i coefficients réels.

En déduire les valeurs exactes de cos(J), L"lh['!"aﬁ}

() e con(TF)

B> EXERCICE

1) Déterminer dans © les racines camrées de chacup des
complexes 2a=2 ,b=—d ,c=3edi ,d=5-12i, e=|(1+i3)

2} Montrer que $i Z est une melne carmée d'un complexe
Y oplors @i Z est une racine corrde de =V o 7 el une

racine carrée deV
33 Déduire les mcines carées de s d=5+12 ¢t -

= EXERCICE Résoudre dans C chacune des
éyuations sulvantes T (1) 222 +2Z+1=0

(2) 2 +H{A-2)Z+5-51=0 {5) ZA=13+ 2077 +8-6 }=0
(3) 227 =(ledi}Z~1s4i=0 () Z+ 1)1 +4=0

) 2 —(Feosa+isnmZ+2=0ollac R

[':B' EXERCICH . O considire dons O 'équn-

Lon(E): 22 -0+ 2+432+20|-J3)=0

11 Monirer que T"éguation (E) admet une solulion ima-
ginaire Z° que 'on déterminern. En déduire sa deuxitme
solution A"

2} Délerminer la forme exponentielle de Z'et 2" puis
construire dans un repre onthonormé direet (O, u, v )
leurs images respectives M et M" M

3 Constraire le point N d’affine 7'+ 2", Montrer que
OM "NM" estl un losange puis caleuler son aire

4) Déterminer les réels x et y tels que s x+y=13 e

d=-5+12i

a-y=§ puis déterminer la forme exponentizlle et al-

gfbrique du complexe 2'+2"
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Nombres complexes
51 Déduire de B guestion précddente les valeurs exactes

de cos( 5 ), cos( 35 ), sin{ 1)

> EXERCICE @ On considire les deus poly-
nomes 3 P{Z) = 27 = {1+1)Z+ 21 +1)

el QUZ} =27 =(1-1Z+ 21 -1)

1) Montrer I"équivalence : PUAY =1} &= QUZ1=D

2} Déterminer 'ensemble 8 des mcines de "égquation
PlZ)=0. En déduire 'ensemble 8. des racines de
I"équation QUZI=D

3) Résondre equation (E) 2 (22 -Z422+(Z=-22 =0
Exprimer ses racines sous la forme exponenticlle
Résoudre I'Squation (E") ¢ (£5232)" = -

2> EXERCICE Soit Ie polyndme ¢

PIZy =2 =1+ wna K +DZ+ill+wn’ a) oi: ae }—’!ﬁ[
1) Montrer que :

(417 (1 + ey —<if] + 1an® w) =(1-12{1- mna)?

2} R&oudre dans © 1'équation PZy=0 el déterminer
Lt forme exponentielle de ses solutions

3 Résoudre dany € "équation PUZ7) =0

> EXERCICE

1) Montrer que : <24 - 2eosasing) = (@9 —jg—)?

2) Vérifer que (1+iNcosa+sinu)=e™ +ie™ pois pé-
soudre dans T 1"équation (E) =

Z2 =l +))vosa +sina)f+1 =0 (Ecrire les solutions de
(E} sous I forme exponenticlle)

3 Résowdre dans © 'éguation (E*) ;

L=l +iNcosa+sina)d +i=0
4) Construire les images des racines de (E') dans un re-
pére arthonrormé direct (O,U, V)dans lecos ol a = ;I'-P

5) Montrer que si o= 2+kn , k 7, alors les imnges des

racines de (E') sont les sommets d’un rectangle de centre
O dont on caleulera I"nire Aju) en fonction de

6) Déterminer les valeurs de o pour lesquels Aiw) est
maximale. Montrer que lorsque i) est maximale, les
images des racines de (E*) sont les sommets d'un camé
puis éludier la réciprogue ¢l conclure

> EXERCICE

1) Résoudre dons © 'équation 22 +(i-3WZ+4=0.
On notera par Z; la soluwion dont la partie imaginnire
est positive el par £y 'uutre solution

2) Ecrire Zy e1 £ sous la forme exponenticlle
3) Solt U=idfZ + Z) =2 + 1 +4 . Uniliser les formules d'Eu-
ler pour délerminer Ia forme exponentielle de U

Remanguer que : %-E-% el -‘f-;%-%

Enoncés des exercices

) Déduire de ce qui précide les valeurs exactes de
cos( 2], m:[ﬁ}m[%jcl ms[%]ﬂn{%]pﬂis caleuler
la valeur exacte de tan {'15“']
51 On consldere le polyndme

PO =2 +(i— 12 +(U-2) £+8

a) Montrer que "équation P{¥) =0 admet une selution
réelle gue 'on prégisera

b) Bésoude Végquation By =0

B> EXERCICE Soit I"équation (E) :

27~ 2oosia) +1)Z+ 1 +sinlad+icosia)=0 ol o esl un réel
appartenant 4 ]-5,5[U]5,38]
1} Montner que : deos? (a)}-5—4sinfu)=— (I4+2sinfa)}?
2) Résoudre V'équation (E) dans 'ensemble C  des
nombres complexes
3) Le plun complexe est rapporié b un repére orthonormé
direct (0,1, j }. On considére les points M; Mael M,
d'afTixes respectives s &) =i+, 73 =—j4g-n
et Ly=4+ £

r ALY 5
il?ﬁ_’t%]' En déduire que le

quacdrilatére OMM M2 est un losange

b) Déterminer les valeurs de o pour gque MMM ;
soil un e

¢) Expnmer les coondonndes x el ¥ de My en [onction de
vosda) €l sin{ez) puis moptrer que M, varie sur un cercle

a) Montrer que

¥", dont on précisera le centre et le myon
d) En déduire que M2 varic sur un cercle %> donl on
précisem le centre et le myon

a+h=
4} Déterminer deux réels a et b tels que : {:h:!

noruis
2
déterminer la forme exponentielle de chicun des com-
plexes & et &

[-'-’D' EXERCICE On désigne par o un nombre
apparicnant & Iinmervalle ] -§.0 {

1) Détermminer 1 Torme exponentielle de chacun des
complexes @ u = tas{o)+i el v = —Linle) +i

2) Munirer que : tes) «ftun (2)=i)” =— (e un (a 0

3) Déterminer dons © fex solubons Z'er 2% de équa-
tioniE): 22 =2eZ+{nia)-i) =0

) Déterminer 1o forme exponenticlle de chacun des
complexes : ', 2", L'+ A" @ L' =T

5} Le plan complexe est mpporté & un repere orthonormé
direct €, U, V). On considére les points A, B ¢t C d'al-
Mxes respectives 1 2, 2" et Z'+ 2"

Montrer que le guadrilatére OACE est un losunge puis
déterminer a pour que OACEB soil un carrd,

Consiruire dans ce cas les poinis A, Bel C
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Nombres complexes

> EXERCICE Ot considére 'quation {E,.)

L+l 2—e " e ™ =0 o e |0,2x]

1} Muoniner & = =i est une solotion det{Eo?

2) Déterminer en fonction de a s deoxieme solution Z
de tEo bpuis déterminer sa forme exponenticlle

3} Le plan complexe est mpponé & un repére ortho-
nomé (O, u, v). On considére les points M et M* d'al-

fines respectives Zi et 2'=7 +?-
|

a) Déierminer en fonction de o, Je modulz et un argu-
ment de 2°

b) Montrer que O, M et M* sont alignés el caleuler en
fonction de a le produit scalnire OM.OM'

4} On considere les points A ot B d"afTixes respectives :
Za=—i & Zn=1—i. Monitrer que M est 'image de B
par la rowtion Rl’h. gl En déduire I"ensemble de

paints M lorsque @ déeril Pintervalle 0, 2x(

£ EXERCICE

1} On considice "équation (Ea) @ 27 -2iZ-2=0. Ré-
soudre (Eo) duns T et orire ses solutions 2 el Z° sous
ln forme exponenticlle. On notera par 2° Iz selution telle
gue Re(') >0, Marguer les points A et B d"afTixes res-
pectives Z' el Z' dans un repere orthonormé (O, u, v)
2) Soit 'equation (Ee) § Z2=24Z~{ 1+ ¢ =D o @
appartient 4 'intervalle |-3, 5[ . Résoudre (Eat dans
. On notera par Z; sa solution telle que Re(Ziy>0e1

par Z: "auire solution.
3) Déterminer Ia forme exponentielle de Zren supposani

que o appartient A lintervalle | -2, §[
4) Soment M et M les poants d'alMixes respechls Ziet

£z ol soit £ le milieu de (M) M:)
a) Calculer PafTixe de £2 puis montrer goe :

A =M o (oA oMy ) =aen

b) Montrer que le triangle £2A0 est isoctle rectangle en
et de sens indirecl. En déduire 1o nature du tnangle
AL ob O'est le syméingue de O par rappon o €A
c) Determiner et construire |"ensemble Mo des poims M,
lorsque & déctit | -5 , B[ . En déduine 1n construction de

I"ensemble M2 des points M
ES> EXERCICE
13 Montrer que & sin?(2a)- 4eos’ o =—Jdosta

2) Reésoudre dans T "équation (E) &
¥4 sinl 2 )+oos® a=0 puis denre ses racines sous la

lorme expanentielle
3 Soit le polyniime = P{Z)=7* + 72 sind 20) +oos @ ol 0

appartient a I'intervalle I— 33 [
a) Résoudre dans T ['éguation (E*) : H(Z) =0

Enonces des exercices
b) Détenminer les réels g, by, o d wels gue: viel,
P& =7 +al + BNE + e+ d)
> EXERCICE On considére *équation (E) &

A3 2P _Fy 2E 4 120
1} Monirer que 1"équation (E) est équivalente i :
234321+ 3+ =0

2)Soit y=£+ %- « Exprimer Z* +%‘.- cn fonction de ¥
33 Résoudre "équation (E) par I'emploi de Minconnue
auxiliaire y
E> ExERCICE On considére les palyndmes :
FZy=2Z"—( T+ 5027 +(4+ 250Z+12-300

LI =2 —(T+80E° + (30 -0pt + 44 - 28

1) Vénfier que P(2) =0 puis résondre dans < I"équation
PZi=0

2) Vérifier que MZ-i)=Q#) puis réoudre dons T
I"'squation &y =1

E®> EXERCICE I} Résoudre dans C I"équa-
tion (E) 1 2" —(3+4 1) 2 =N1-4i) Z+9=0) sachant qu'clle

wdmet une solution réelle
2) Résoudre duns O "équation (E°) :
ZY—(l+ )27 (313 Z+ 13 =0 sachanl gqu'elle mlmet

une selulion imaginaine pure

2> EXERCICE E st pzyeze 37455274742
1) Monirer que vZe &, PLZ1 = P(Z)
1) En dédulre que 5i Z est une solution de P(Z)=0 alors

Zoen est une aulre
3 Calculer Prl+i puis résoudre |"é&guation P(Z)=0

= EXERCICE
1) Ecrire sous la forme algdbrigue (1+007 e 01+

2) Résoudre dans ' 'équotion 72 + 22 -244i =0
3 Soit MZ)=Z = {l+3 )2 - N4+ 1) Z+18 -6
4) Monirer gue I"équation P(2Z)=0 admet une solu-

tion Zo d'urgument §
b) Résoudre dans T "dquation P(2) =0

> EXERCICE
1) Ecrine sous la forme algébrigue les nombres come-

plexe 2 L1+id3)7 et 140
2} On considére le polyndme
P =2~ (44283022 +{a+ 412 {4+ 41f3)

o) Montrer que I'équntion P{Z) = 0 admel une solution
Zo d'argument §

b} Réseudre dans C 1"équation P(Z) =0
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Nombres complexes

E> EXERCICE €3 On considere I'équation (E) :
' (2-0E +qa? #1202 -+ a7y =0
1} Vérifler que Zi =i est une racine de (E)

2) Résoudre I'équation (E)
3} M éumnt le point d'affixe a, déterminer les ensembles

o ["1; Ensemble des points M 1els que les racines de (E)
autres que i sofent réels

# ['2: Ensemble des poinis M tels que (E) admet au
malns deux macines de méme moduole

=2 EXERCICE . 14

Sail : P =Z' -1+ —(3+40Z-1+Ti

1} Montrer que I'égquation PUZY = 0 posséde deux racines
opposées que "on déterminera

2) Résoudre dons € |"équation PIZY=0

E> EXERCICE

Soi: QA =2 = (6430 + (1341201 Z-10-15

1) Montrer que |"équation QUZ)=0 posséde deux ro-
cines conjuguées gue 'on déterminern

2) Résondre dons € ["équation QUZE) =0

E> exercice

Soit léquation (E)z (1 +Z) =1 {1 =Z)"

1) Montrer que i Z est une solution de (E) alors @

2) Montrer que les solutions de (Ej sont Imaginaires
3) Montrer gue pour toute solution £ de |'égquntion (E),
il existe un seul réelae |-5.5[ el que t Z=itnta)

4) Déterminer les valeurs de ¢ puis lex solutions de
["équations (E)

5) Résoudre "équation (k) par une méthode nlpébrigue.
. i b . ). s
En déluire les valeurs exactes de Iun{ E) el Lan [ 2 )
RACINES ni¢mes D'UN COMPLEXE

5 EXERCICE

Svicnl les polyndmes MZ) =2"-3iZ+1-i

el QU =2+ a3 {1=1F+2=4i |}

1} Dérerminer dans < les meines cubigues de —|
2} Montrer que pour toul complexe A, Il existe un
couple (u,v) tel gue = lu+ v =2 el uv =i}

3 Muntrer que st 3 7 est une solition dePiZi =0,
alors = ut e vt ==lsictutvt==i

4) Résoudre dans C I'équation P(Z) =0

5) Montrer que : Y& Z ; QUZ-1)="(Z£). En déduire
les solutions de I'équation : QXZ) =0

> EXERCICE

1) Son le complexe U=e¥ aveca e k2=, el svit le
complexe £ tel que U - %{-IE « Montrer que = Z=-:n:g[!i]

2} Déterminer sous ln forme exponentielle les racines
cuhigues du complexe i

Enoncés des exercices
Déduire les racines de |"équation (E) = (Z+i ) =i(2-i )}
33 Résoudre I"&uation (E) pir une mé&thodez alpébrigque.
En déduire les valeurs exactes decotg( ) et -:mg[-?}]

> EXERCICE

1} Montrer gue pour togt péel v, i existe un seul a dans
Mintervalle J0,nftel que : y=colga

2) Montrer que 51 £ +il =1 £ -1l alors Z est réel

3) Soit I"équation (E} : (Z+iP =—i (Z -1

a) Monteer que towte salution de (E) s'éent sous la
forme Z = cotgta) ob w € [, x|

h) Détermmaner la forme expopentielle des nombres com-
plexes i+ cotgla) el ~i+ colgla)

) Risoudre I"équation {E} en déterminant kes valeurs de
a puls résoudre algébriguement "équation {E) En dé-
duire les valeurs exacles de m:g[ﬁ :||:l coly | !l—'lﬂ]

B> exercice
On consudere les complexes u=

1) Montrer que : Z est une racine cubigue de u, si el seu-
lemen si, 2 est une rucine cubique de v

2) Déterminer les rcines cubigues de w. En déduire les
riines cubigues de v

31 Soit I"équation (Ej 1 Z'-32—-1=0

a) Monirer gue pour tout complexe Z, il existe un couple
(o, flielque : a+f=Zaufi = |

bl Montrer que @ £ est une solution de (E), s1 el seule-
menlsi: a'+i'=lea'Ppt=|

<) Montrer que si 2 est une solution de (B), alors o et 3
SOl ComUELES

d) Déterminer les solutions Zi, Z:2 et Zv de (E)

=2 EXERCICE

1) Résondre dons £ 1"équation (E) 3 Z#-1=0

2) Dédwre les mcines de (E') 1 24472 41=0

3) Ecnre le polyndme Z%—1 sous Lo forme d'un produit
e trois trindmes du second deprd 3 coelficients réels

4 Ecrire le polyndme 244241 sous 13 forme d"un produb
de deux Inndmes du second deprd & coefficients réels

> EXERCICE (_J)

1) Résowdre dans C Péquation (E): 2% =-1. Vérilier
ue les racines de (E) sont les compleres 2, =Zqxq®
Lri] =

ol o=t g=03 el =n=s5

2} Dans lg plan complexe muni d"un repére arthonormeé
direct { Qyu,v ), on désigne par | Mo Jo<n <5 les images
des racines de (E)

a} Montrer que pour tout entier n tel que 0<n=<4,le
irangle OMaMuaest dquilatéral direct puls construire
les poinls Ma

b) Soil 8 la somme des rcines de (E). Muontrer gue
45 =5. En déduire gue Ia valeur de § el interpréter géo-
métriquement le résulial

f=tJT

Ll Bl v=—%
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