
 

 

 

 

 
Lis attentivement : 

 Le sujet est composé de deux exercices et un problème tous obligatoire. Il comprend deux pages. 

 La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part 

importante dans l’appréciation des copies. 

Exercice 1 --------------------------------------------------------------------------------------[5 points] 

A. Soit 𝑓 la transformation du plan muni du repère orthonormé (𝑂; 𝑖̇⃗; 𝑗̇⃗) définie 

analytiquement par : à tout point 𝑀(𝑥; 𝑦)  associe le point 𝑀′(𝑥′; 𝑦′) tels que : 

{
𝑥′ =

1

2
(𝑥 + √3𝑦 + 2)

𝑦′ =
1

2
(√3𝑥 − 𝑦)

 

1) On pose 𝑍 = 𝑥 + 𝑖𝑦 et 𝑍′ = 𝑥′ + 𝑖𝑦′. Montrer que 𝑍′ =
1+𝑖√3

2
𝑍̅ + 1. 

2) On pose 𝑂′ = 𝑓(𝑂). Vérifie que 𝑂′𝑀′ = 𝑂𝑀. 

3) Détermine l’ensemble des points invariants par 𝑓. 

B.  𝐴𝐵𝐶 est un triangle équilatéral de coté de longueur 𝑎, soit 𝐼 le barycentre des  

      points  pondérés (𝐴, 1); (𝐵, 2) et (𝐶, −2). 

1. Détermine et construis 𝐼. 

2. Calcule 𝐼𝐴2, 𝐼𝐵2 et 𝐼𝐶2 en fonction de 𝑎. 

Soit 𝑘 un nombre réel. 

   a) Détermine en fonction de 𝑘 l'ensemble (Ω𝑘) des points 𝑀 du plan tel que : 

         𝑀𝐴2 +      2𝑀𝐵2 − 2𝑀𝐶2 = 𝑘𝑎2. 

   b) Existe-t-il une valeur de 𝑘 pour laquelle 𝐵 appartient à (Ω𝑘). 

Exercice 2 ---------------------------------------------------------------------------------------[6 points] 

Soit (𝐼𝑛)𝑛 ∈ ℕ la suite définie par : 𝐼𝑛 = ∫ tan𝑛 𝑥 𝑑𝑥.
𝜋

4
0

 

1) Démontre que la suite (𝐼𝑛) est positive et decroissante. 

2) a)  ∀𝑛 ∈ ℕ ; détermine la dérivée de la fonction 𝑥 ⟼ tan𝑛+1𝑥. 

           b)  Déduis en que : 

𝒊𝟏)  ∀𝑛 ∈ ℕ∗,    𝐼𝑛 + 𝐼𝑛+2 =
1

𝑛 + 1
  ;   𝒊𝟐)∀𝑛 ∈ ℕ∗ ,    

1

2𝑛 + 2
≤ 𝐼𝑛 ≤

1

𝑛 + 1
 ;   𝒊𝟑) lim

𝑛⟶+∞
𝐼𝑛

= 𝟎.  

          c)  On pose : ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓(𝑛) = 𝐼𝑛+4 − 𝐼𝑛. Utilise 𝒊𝟏) pour démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓(𝑛) =
1

𝑛 + 3
−

1

𝑛 + 1
. 

3) a)  Calcule 𝐼2. 

b)  Démontre que : ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓(2) + 𝑓(6) + 𝑓(10) + ⋯ + 𝑓(4𝑛 − 2) = 𝐼4𝑛+2 − 𝐼2. 

c)  Déduis en que : lim
𝑛⟶+∞

(1 −
1

3
+

1

5
−

1

7
+ ⋯ −

1

4𝑛−1
+

1

4𝑛+1
) =

𝜋

4
 

4) a)  Calcule 𝐼1. 

b)  Démontre que : ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓(1) + 𝑓(5) + 𝑓(9) + ⋯ + 𝑓(4𝑛 − 3) = 𝐼4𝑛+1 − 𝐼1. 

            c)  Déduis en que : lim
𝑛⟶+∞

(1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯ +

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛
) = ln 2. 
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Problème -----------------------------------------------------------------------------------[9 points] 

PARTIE A 

Soit f la fonction de la variable réelle x définie par : 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
− ln(1 + 𝑒𝑥) 

1°) a) Etudie les variations de 𝑓. 

      b) Montre que lim
𝑥→+∞

[𝑓 (𝑥) ― 1 +  𝑥]  =   0. 

           Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de 𝑓 ? Trace cette courbe. 

(Unité : 2cm). 

       c) Montre que 𝑓 réalise une bijection de ] ― ∞ ; + ∞ [ sur ] ― ∞ ;  0 [ . 

2°)  Soit g la fonction de la variable réelle x définie par :   𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥 ln(1 + 𝑒𝑥) 

     a) Démontre que g est dérivable sur R. 

      b) Montre que quel que soit le réel x, 𝑔′(𝑥) = 𝑒−𝑥𝑓(𝑥). 

      c) Montre que lim
𝑥→+∞

𝑔 (𝑥)  =   0 et   lim
𝑥→−∞

𝑔 (𝑥)  =   1. 

      d) Etudie les variations de g et tracer sa courbe représentative dans le repère 

précédent. 

3°) a) Montre que    
1

1+𝑒𝑥 =
𝑒−𝑥

𝑒−𝑥+1
 

       b) A tout réel λ , on associe le réel 𝐼( 𝜆 ) =   . Justifie l’existence de 𝐼( 𝜆 ) .  

Calcule 𝐼( 𝜆 ) à l’aide d’une intégration par parties . 

      c) Calcule lim
λ → + ∞

  𝐼( 𝜆 ) . 

Partie B 

1°) Montrer que g est une bijection de R sur un intervalle J à préciser. 

2°) a) Calculer 𝑔 (0). 

      b) Montrer que 𝑔−1 est dérivable au point ln 2. 

      c) Déterminer l’équation de la tangente à (𝐶𝑔−1) au point d’abscisse ln 2. 

 

BONNE CHANCE !!! 

 
0

g x dx





