2eme BIOF SM S. EL JAAFARI

DEVOIR SURVEILLE N°1

Exercice 1

Calculer les limites suivantes :

V24 x—2-V2x2—x-1 : Vx+2 . arctanV2-x

lim > ; lim (x—2)3— ; lim ;

x—1 1—x X—+00 1/x2+1 x—2- \/2+x_2
arctan(+=)-Z

lim ()3 . lim VYt 1 3x—2Vx3 + 1.

x—07F X X—+00

Exercice 2

On pose : x = arctan(\/z).

@ Vérifier que: 0 <7 —2x< g

@ Calculer tan(7t — 2x) puis en déduire que :
arctan (2\/5) + 2arctan (\/E) =T

Exercice 3

4 3
+1-vVx+1
On considere la fonction numérique f définie par: f(x)= \3/x U :
Vx+1-vVx+1

@ Déterminer 'ensemble de definition Dy.
@ Calculer les limites : li(rr})+f(x) et lim f(x).

X—>+00

@ La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en x, =07

. J/

Exercice 4

On considere la fonction numérique g définie sur IR" par :

g2(x) = arctan(‘\/x +1+ \E)

@ Montrer que la fonction g est une bijection de IR* vers un intervalle
J que l'on déterminera.

@ Montrer que : (Vx € IR“L)(H!Q € [0,%[) = (tan6)2




@@ Montrer que (Vx € IR*) 1 g(x) = % + %arctan(x/;).

@ Déterminer 'expression de ¢~! la fonction réciproque de g .

Exercice 5

Pour tout entier naturel non nul # on considere la fonction numérique h,,

définie sur R* par: : X

h,(x)=x"+ arctan(—)
n

On note (Cn) la courbe représentative de la fonction h, dans un repere
orthonormé (O,Zf)

Montrer que I’équation h,(x) =1 admet une unique solution u, dans
I'intervalle R™.
Prouver que (VneIN*) : O0<u, <1.

@ @ Etudier la position relative des courbes (Cn) et (Cn+1) sur l'inter-
valle ]0,1J.
@ En déduire la monotonie de la suite (un)new .

@ Montrer que la suite (un) o €St convergente.
n
@ Montrer que lim u,=1.

n—+o0o

@ En déduire que lim n(l - (un)”).

n—+o0o
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DEVOIR SURVEILLE N°2

Exercice 1

@ On considere la fonction f définie sur R par :
f(x) = (x=1)(x=3)(x—4)(x +4)

Montrer que ’équation f’(x) = 0 admet exactement 3 solutions dans IR.
@ On considere la fonction g définie sur IR™ par :

()= —
§ _\/1+x

@ Montrer que la fonction g est dérivable sur R, et que pour tout réel

positif x on a : |¢g’(x)| < %
@ MontrerquerelRJr,l—fg ! §1+f
27 V14« 2
Soit h la fonction définie, continue et dérivable sur [0, 1] telle que
h(0)=0,h(1)=1,HK(0)=h(1)=0
@ Montrer que Jc €]0,1] : h(cc) = hicl_ll

@ En déduire que h(c) = c.

Exercice 2

On considere les suites numériques (u,),cn €t (v,)en définies pour tout n

— 1 ~ 1
deINpar:un:( E 1+k2)—arctan(n+1)et v, :( E 1Jrkz)—arctan(n).
k:0 k:()

@ Soit k € IN*. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer

que : arctan(k + 1) —arctan(k) < < arctan(k)—arctan(k —1)

1
1+k?
@ Montrer que les suites (u,,),cn et (v,,),.en SOnt adjacentes.

\ J

Exercice 3

e
Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle I = [E’ 7{] par:




f(x) =1+ 3cos?(x)

@ Montrer que la fonction f est une bijection de I sur un intervalle J a
déterminer. On notera f~! sa fonction réciproque.

@ @ Justifier que f~! est dérivable sur I'intervalle ]1,4[ et que pour

tout x de |1, 4[, (f_l)/(x) ) 2\/—x21 5x—4

@ Montrer que (Vx € [2, %[ ); % < (f—l)’(x) < %

27 TC
@ @ Calculer f(?) et f(%)

Montrer que ’équation f~!(x) = x admet une solution unique

7 13
dans V'intervall ]—,—[.
a dans 1ne1rvae1%4 1 1
@ Montrer que (Vx € ]a, Z[) ; §(X +2a) < f(x) < E(Zx +a)
Exercice 4
Soit F la fonction numérique définie sur ]0, +oo[ par :
1
F(x)=2x—————
arctan(x)
1

@ @ Montrer que pour tout x >0, F'(x) =2+ )

@ En déduire que pour tout x >0, F'(x) > 2.
@ Montrer que la fonction F réalise une bijection de ]0,+oo[ vesr un in-
tervalle ] a déterminer. On notera F~! sa bijection réciproque.

@ Montrer que 1’équation F(x) = x admet une solution unique a dans
10, +oo[ et que a > 1
@ @ Montrer que F~! est dérivable sur IR.

1
@ Déduire que pour tout réel x , |[F71(x) - a| < EIx —al.

Exercice 5

Soit f la fonction numérique définie sur IR par :

f(x) _ arctanx‘x 40
{f<0) 1




et (Cs) sa courbe représentative dans un repere orthonormé ( O;1 7) tel que
]| = 2¢m
@ Etudier la parité de la fonction f.
@ @ Montrer que la fonction f est continue en 0.
@ En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que :

X
Vx> 0); < arctanx < x.
( ) 1+x2

@ Montrer que f est dérivable a droite en 0 et que f;(0) =0

@ @ Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo[ et que
1
(Vx €]0,+00]); f'(x) = ;(1 -fxz —arctanx)
@ Déduire que f est strictement décroissante sur [0, +oo|

@ @ Calculer lim f(x), puis dresser le tableau de variation de f

X—>+00

sur RR.
@ Construire la courbe (C f) dans le repere orthonormé (O,Zf)

@ Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution « sur |0, 1[.
@ Soit g la fonction définie sur R* par :

X x2

—arctanx + —
1+ x2 2

x((x2 + 1) — Zx)
2
(x2 + 1)
@ Montrer que g est strictement croissante sur R" et que

(Vx e R f (0] < 5.

g(x) =

@ Montrer que (Vx € R");¢’(x) =

@ Soit (un)neN la suite numérique définie par :

uy, €10,1]
{un+l = f(u,),¥neNN
@ Montrer que Vn e IN;0 < u, < 1.
@ Montrer que Vn € IN; |u,,; —a| < %|un —al.

@ En déduire que la suite (un) _ €St convergente et déterminer
n

sa limite.
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DEVOIR SURVEILLE N°2

Exercice 1

L k

1 +1)"
@ Montrer par récurrence que : (Vn € IN*; ]_[(1 + E) (n+1) :
k=1

@ En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

n!

(Vx €]0,+o00[; In(1+x) <x <(1+x)In(1+x)

@ @ Prouver que :

k k+1
(VneIN*;l_[(1+%) <e'< (1+%)

k=1 =1
@ En déduire que :
(Vn>2; %(1 +l) SR %(1 +l)Vn 1.

n

1
@ Montrer que lim Vn+1 =1 puis déduire lim —n!

n—+o00 n—+oo 11

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O; 17,77).
Soit m € C et (E) I’équation telle que :

(E): 2+ (m—im)z+im+m—1=0
@ @ Vérifier que le discriminant de (E) est A = ((1 +1)m— 2)2.
Résoudre dans C I’équation (E). On notera z; et z, les solutions
de(E).
@ Dans cette question, on pose m = ¢'% avec 0 < 0 < g
Ecrire z, et z, sous la forme t{igolnométrique.
—1-i

@ Dans ce qui suit, me C - {E’ — i,1— i}. On considere les points

M, M, M, et Q) d’affixes respectives m,im—1,-m+1 et w =1.
. . ) Tt
Soit R la rotation de centre () et d’angle >




@ Déterminer 1’ensemble des points M tel que les points M;, M, et M
soient alignés.
Déterminer l’ensemble des points M tel que les droites (MM, ) et
(MM, soient perpendiculaires.

@ Donner I'écriture complexe de la rotation R puis déterminer l'affixe
du point R(M,).
Déterminer l’ensemble des points M tel que les points M, M, M, et
() soient cocycliques.

Exercice 3

Partie A

Soit n un entier naturel tel que n > 2.
Soit g, la fonction numérique définie sur ]0, +oo[ par : g,(x) = n(x+1)+In(x).
Etudier les variations de la fonction g, et dresser son tableau de
variation.
@ @ Montrer que I’équation g,(x) = 0 admet une unique solution f,
dans |0, +oo[.
@ Vérifier que f,, < e™” puis calculer lim g,

n—+oo

@ Déduire le signe de g,(x) pour tout x € ]0, +o0.

Partie B

Soit f, la fonction numérique définie sur [0, +oo[ par :

x(ln(x))n

x>0
1+x

fn(x) =
fn(O) =0

et soit (Cn) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,Zf)

@ Etudier la continuité de f, & droite en 0.

@ Etudier la dérivabilité de f, a droite en 0 et interpréter ce résultat
graphiquement.

@ Calculer lim f(x)et lim @ puis donner une interprétation

X—+00 X—+00

graphique aux résultats obtenus.

n—1
/
@ (a) Montrer que pour tout x € ]0, +oo[ : f/(x) = ( Tl(X()l) n x;gn(X)

@ Pour chaque cas de la parité de n, dresser le tableau de variation

de f,,.




@ Construire la courbe (C2).

@ Vérifier que f,(e) = T o
@ Montrer que (Vn € IN)(Vx €[1,e] ); fre1(x) = fu(x) < 0.

@ ® Montrer que ’équation (En) : fu(x) = 2(1e+ B

e

admet une unique

solution u,, dans [1,e].

@ Vérifier que Vn > 2, f,,:(u,) < ¢

2(1+e)
@ Etudier la monotonie de la suite (u,) et en déduire qu’elle est
convergente . On notera § sa limite.

@ @ Montrer que Vn>2: u, <p.

l n
@ En déduire que Vn > 2: f,(u,) < [5(1’1#/3))

—B(ip)
@ On suppose que 8 € [1,¢[; calculer nl_l)rPOOW.

@ Déterminer la valeur de §.

\

Exercice 4

er+e
2
@ Montrer que h réalise une bijection de [0, +oo[ vers [1,+o0].
On note h™! la fonction réciproque de h.

@ Vérifier que h‘l(\/i) = —ln(\/z— 1).

@ @ Montrer que pour tout x € [0,+oo[ : h'(x) = \/h?(x) -1
@ En déduire que h! est dérivable sur ]1,+o0[ et que

Soit h la fonction numérique définie sur [0, +oo[ par : h(x) =

’ 1
(17!) () =
X2 —1 1
h_
Déterminer lim (x)
x—1t x—1

-1
@ Calculer lim M et en déduire lim IR

X—+400 X x—4o0 X

\




2eme BIOF SM S. EL JAAFARI
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Exercice 1

Soit n € IN* et soit f, la fonction numérique définie sur IR™ par : f,(x) =
x"+1-2e™.

folx)=x"+1-2e*

@ @ Dresser le tableau de variation de la fonction f,,.
@ Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution «,,
dans IR" et que (Vn e IN*): 0 < a0, < In(2).
@ @ Prouver que (Vn € IN¥) : fn+1(an) = an(an - 1).
@ Déterminer la monotonie de la suite (an)n>1 puis déduire qu’elle
est convergente.
@ Montrer que lim (an)n = 0 puis déduire lim «,,.

n—+oo n—+oo

\ J

Exercice 2

Partie I

Soit h la fonction numérique définie sur R par : h(t) = e’ — (£ + 1).
2
@ Montrer que (VxeR:e*=1+x+ % + foxh(t)dt.
@ Etudier le sens de variation de h sur les intervalles [0, +oo] et |-oo, 0].

@ Soit xeIR} , montrer que 0 < foxh(t)dt < xh(x) et
1 e*—(x+1) 1 h(x)
e e
2 x? 2 x
x € R* , montrer que xh(x) < foxh(t) dt<0 et
1 h(x) e*—(x+1) 1
+ < <

2 x ° alcf — 2 i .
@ Calculer lim ) puis déduire lim Lﬁ?).
x—0 X x—0 X

Partie II

Soit f la fonction numérique définie sur IR par : { e*—1




-

et soit (C f) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i,j_f
Montrer que la fonction f est continue sur RR.

@ Etudier les branches infinies de (Cf) au voisinage de +oo et —oo.

@ Montrer que f est dérivable en x; =0

@ Montrer que (Vx € IR*) cfl(x) = ﬂ)z ou (x)=(1-x)e*—1.

(e-1)

@ Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
@ Construire la courbe (C f).

Partie 111

Uy =1
e = f(1,) (YneN)

Montrer que 1’équation f(x) = x admet une unique solution a dans IR
qu’il faut déterminer.

@ @ Montrer que (Vx € R}) : f'(x) =

Soit (un) la suite numérique définie par : {

e? — 2xe* — 1
2
2(ev-1)
@ Montrer que (Yx € R,) : e** — 2xe* — 1 > 0 puis déduire que

(VxeR,): —% <f/(x)<0

1
@ (@) Montrer que (Yn € N) : [u,,; —a| < Elun —al.

1
@ Déduire que (Vn e IN) : |u, — a| < ?Il — a| puis calculer lim u,,.

n—+co

Exercice 3

Soit m un nombre complexe.
A - On considére dans C I’équation (E,,) d’inconnue z :
(E,): z*+(im+2)z+im+2-m=0
@ @ Vérifier que A = (im — 2i)? est le discriminant de I’équation (E,),).
@ Donner en fonction de m les solutions de 1’équation (E,,).

Pour m = iV2 , écrire les solutions de I’équation (E,,) sous la forme
exponentielle.

B - Dans le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct
(O;it,7) , on considére les points A, M, M’ et Q) d’affixes respectives
a=-1—-1,m,m=—-im—-1+ietw=1.




@ Soit R la rotation qui transforme M en M’.
@ Vérifier que () est le centre de R.

@ Déterminer l'affixe b du point B tel que R(B) = A.
o w—a
@ @ Vérifier que m’ —a = - b(m— b).
En déduire que les points A, M et M’ sont alignés si, et seulement
si A, B, () et M sont cocycliques.
@ Montrer que I’ensemble des points M tels que A, M et M’ soient
alignés est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.




