ISJA ANNEE SCOLAIRE 2024-2025 T5;

DEVOIR DE MATHEMATIQUES N'2

(TRIMESTRE 1 - VENDREDI 25 OCTOBRE 2024 -~ DUREE 4 HEURES )

EXERCICE 1 : (3 points)

On considere la suite (S;,), n = 1 définie par: S, = -:- + -5—}; + -SZ; + e + 3"5:2.
' : k-2 1 3
1) Montrer que Vk € IN*, 0na:Sx41 — Sk = —— X — + o5 Ipt
2) Lndédure:
a) lc sens de variation de la suite (S,,). 0,235pt
b) la relation Syyy =+ Sy + 56(1 - =) VnEIN", Ipt
3) Déduire des questions 2) que la suite (S,,) est majorce. 0,25pt
4) Montrer que (S,,) converge, puis caleuler sa imite. 0,Spt
Exercice: 2 (6 points )
On considere la suite (S,,) definie sur N* par:
; 1 1 . 1 1 A . (*1)11-1 ’Zl (_1)1)—1
“'m — 2 3 4 oooooo n — ”—l p

Le but de I'exercice est de montrer que (§,,) converge vers In(2).
1) Calculer: §,, S,,85 et S,. (1 pt)
2) On consideére les suites (1/,,) et (V) définies, pour tout entier naturel . non nul, par:
Up =520 €8V, = Soneg
a) Démontrer que (U,,) et (V,) sont adjacentes, c’est-a-dire que :
e (U,) estcroissante, (14,) est décroissante.

e pour tout entier naturel n nonnul: U, <V, el 'l!jllloo(]/,l - U,) = 0. (0,75 pt)
b) Justifier que :

i) la suite (U,,) est majorée par V, (0,25 pt)

ii) les suites (U,,) et (V,) sont convergentes et ont méme limite. (0,5 pt)
c) En déduire que (S,,) converge vers un reel L. (0,25 pt)

3) Dans cette question, x € R* eton pose Py, (x) = ok, (—x)P7.
) —(=x)*"
a) Montrer que Py, (x) = T (0,5 pt)

an (=1)P~xP

b) Soit f la fonction définie par : f(x) = In(1 +X) = Xp=1—

i) Montrer que ['(x) = 11.1: P,, (x). | (0,5 pt)

i) En déduire le sens de variations de /. (0,25 pt)
+ . : v (P 1xP

iii) Calculer £(0), puis montrer que, pour x € R* : In(1+2x) 2 2%, : : (0,5 pt)

21+ (- Ix?

c) En posant g(x) = In(1 + x) = Lp=] =

, !

) Montrer que g'(x) = == Pans1 (%), (0,25 pt)
(_ J )H"‘ lxp

i) En déduire que : In(1 +x) S Dimy . (0,5 pt)

4) a) Montrer que : U, <1In(2) <V, pourtout entler naturel n non nul. (0,5 pt)
b) En déduire que lim S, = In(2). - (0,25 pt)

Il =00




PROBLEME ( 11 POINTS )

PARTIL A : : >
(Va2 —1—-x—1six < -1
On donne f{x) = « 1
: \ mn(-’zlx)
1) Etudier la continuité de f'en -1. (0,25 pt)
P, Yy Ty s 4120 A K-Q¥ \ X s ’ ‘ ¢ 4
2) Prouver que /'n’est pas dérivable 4 gauche en -1. Donner une interprétation graphique du résultat.
(0,5 pt)
3) a) Prouver que [est dérivable sur J—oo; —=1[ et sur ]—1; 0[. (0,5 pt)
b) C,:alc.ulcr f'(x) sur les intervalles ou fest dérivable. (0,75 pt)
¢) Fcrire une équation cartésienne de la demi-tangente a droite en - 1. (0,25 pt)
4) Dresser enfin le tableau de variation de f2 (0,5 pt)
5) Montrer que (A):y = —2x — 1 est une asymptote a la courbe de f'en —o0. (0,25 pt)
0) Tracer (Cr) dans un repére orthonormé. (1 pt)

sixe|—1;0]

PARTIE B ;
1) I?rouvcr que /réalise unc bijection nolce fekde ]-oo;'g[ dans ’intervalle J & préciscr. (0,5 pt)
2) Etudier la dérivabilité de f~1 adroileen (. (0,25 pt) '

3) Montrer que f~1(x) = rz(tz:;;z s pour tout x € [0; +oo[ (0,5 pt)

4) a) Montrer que f~3(—=1) € [-1;0[ (0,25 pt)

b) Donner une équation cartésicnne de la tangentc a (Cp-1) au point dabscissc -1. (0,5 pt)
5) Montrer que f~*(x) = x posscde une seule solution A dans R et que A € |—1; 0[ (0,5 pt)
6) Prouver que f~1([—1;0]) = [—1;0] (0,5 pt)

PARTIE C :
Soit la suite (U,,) définie par: Uy = 0 et Uyyy = [ (U,); Yne N
1) Montrer que Vn € N; U, € [—1;0] (0,25 pt)
2) Montrer que si (Uy,) converge alors sa limite est 4. (0,25 pt)
3) Soit la suitc (V) )nen définic par: V, = Uy, ; VL E N
a) Montrer par récurrence que ¥ n € NV, SV, (0,25 pt)
b) Prouver alors que (V,)nen converge ct que sa limite est A. (0,5 pt)

PARTIE D : -
o b R ) -1(_1
Pour toutn € N" on posc Sn —;;5'22-—-1]( ( k)

1) ProuverqueV k € (1;2;3;..;n}; (1) = [ (-—-— -E-) >4 i (-—-;1!-) (0,5 pt)

]

M ey T, ;
2) Déduirc que V1 € N ; S - ( ’) - préciser alors lim S, (0,5 pt)
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