Recueil d'exercices - Nombres complexes

EXERCICE 1 : ( 5 points)

I) Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O; 4, ¥)(unité graphique 2 cm). On désigne par

A et B par les points d’affixes respectives 2 et 3.

a) Résous dans C I'équation : 22 — 4z + 6 = 0. (0,5 pt)

b) On désigne par M; et My les points d’affixes respectives : 21 = 2 +iv/2 et 29 = 2 — i/2.

Détermine la forme algébrique et trigonométrique du nombre complexe Z = % En déduis la nature
du triangle OBM;. (1 pt)

c¢) Démontre que les points O, B, M7 et My appartiennent & un méme cercle (C) que I'on précisera. Trace
le cercle (C) et place les points M et My sur le dessin. (1 pt)

d) Soit M le point d’affixe z = 2 + v/2¢? ot § €]—m;7]. Montre que lorsque # décrit |—; 7] alors le

point M décrit un cercle (I') que l'on déterminera. (0,5 pt)

=35 =109
IT) 1) Résous dans Z les systemes :  a) v 5] (0,5 pt) b) v 1 (0,5 pt)
x = 2[7] x = 0[11]
n = 3[5]
. , . . n = 2[7]
2) En déduis la résolution dans Z du systeme : 1[9] (0,5 pt)
n=
n = 0[11]

3) En rangeant les n piéces de son puzzle. Sékou constate que :

m S’il les range par groupe de 5, il reste 3 pieces ;

m S’il les range par groupe de 7, il reste 2 pieces ;

m S’il les range par groupe de 9, il reste une piece ;

m S’il les range par groupe de 11, il ne lui reste plus rien.
a) Sa mere affirme que 2n — 11 est divisible par 5;7;9 et 11. A-t-elle raison ? Justifie. (0,25 pt)
b) Combien de pieces contient ce puzzle sachant que ce nombre est inférieur a 2000. (0,25 pt)

PUZZLE : jeu de patience, composé d’un grand nombre d’éléments a assembler pour reconstituer une

image.



Exercice 10

Détermine le module et 'argument des nombres complexes suivants :

z1 =cosf —isinf ; zo = —cosf —isin@ ; z3=—sinf +icosf ; zy = —sinf —icosfh ; z5 =sinfh + icosb
1—¢€'s 1—cosf+isind 14+itanf\"
=— = — t0e|0sm|; 28 =(—"7"—] ; = _etfec|T; 3
BT 1 e T T T cosO—isnd © [0 ] 5 28 (1—ztan9) P 1 itane © I35
z1p =1+ itan6 et9€]—g;g[ : 211 = —sin 20 + 25 cos? 6 et06]0;7r];212:200520+isin20et06]g;37”
(1414)(cosf +isinf) —c0s 26 + isin 260 1

214 =

213 = 215

(V3 +i)(sinf — icosh) 2(cos30 —isin30) = " cosf+isind

zi6 =147+ (1 —i)tana etae]—%;g[ ; z17 =sina+ (1 + cosa) ,a € [0; .

[
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1) On considére le nombre complexe :

z:\/§+i\/2—\/§

Montrer que : argz + arg(z — 1) = — [27]

N[N

2) On considére le nombre : A = x +iv/2 avec x € R.

Déterminer la valeur de réel x pour laquelle :

arg A + arg(A — 1) = = [27]

T
2



APPROFONDISSEMENT

48 Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants.

1—¢'s )1—cosa+isina

— ——, a € [0;7[.
14+ ¢'s 1+ cosa—sina

a)



A tout nombre complexe z, différent de 2 — 7, on associe le nombre complexe :

z2+3—20
2—247

Déterminer et construire dans le plan les ensembles de points M d’affixe z tels que :

a. Z soit réel
b. Z soit imaginaire pur

c. |[Z|=1



—,

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O; Z, 7)

1) Déterminer les solutions 2y, 21, 29, 23, 24 et 25 de 1’équation 2% = i dans C tel
que leur argument soit dans [0; 27|, ordonné en ordre croissant, et représenter les
points Ag(z;) avec 0 < k < 5.
2) - Montrer que la droite (A;A5) coupe le segment [OAg] en son milieu.
3) - Soit My le point d’intersection de [AgAs] et de [A;As].

- Que représente le point M pour le triangle OAyA; ?
4) - On définit de méme maniere les points My, Ms, M3, My et M5 dans les triangles
OA1Ay, OA3 A3, OA3A,, OALA5 et OA5A,.

- Soit my, Paffixe du point M}, pour tout k de {0;1;2;3;4;5}, Déterminer
géométriquement le module et un argument de my, puis les modules et un argument

de chacun des my.



Exercice 4.

9ip 1 +itand

1. Démontrer que pour tout 6 # T +2km,ona: e = ———.
2 1—itanf

2. Calculer pour tout 6 € R la partie réelle et la partie imaginaire de

Exercice 5.
1. Démontrer que S = (1 +14)® + (1 —4)® est un nombre réel.

1 3
2. On pose j = —3 +i§ et S = j2" — j" pour tout n € Z.
(a) Montrer que : j% = j.

(b) Démontrer que S est un imaginaire pur pour tout n € Z.

3. Soit u € C tel que u ¢ R.

Montrer que : Pour tout z € C; [1+uz|=|1+7uz] = z€R
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