Divisibilité dans 7 :

7 tels que a # 0
nombre entier relatif k tg|

a- Définition
deux éléments de )
alb, sl existe un

Soient a et b -
On dit que @ divise b et on écrit

ue: b=ka
i albw(ﬂkeZ) b= ka
On dit aussi qué @ est un diviseur de b ou b est divisible par a ou b est yp
multiple de 4
b- Propriétés

ddeZ :
eda

pour tous &, b, cet
el (1), aet(= a) sont des diviseurs d
Un diviseur de @ autre que ces quatre nom

bres sappelle un diviseur propre de

a
t un diviseur de zéro

« Tout nombre entier non nul es
o Sid|a alors: |d|<]al
oSi a|b et blc alors: alc

7°) alnb et na|nb et (Vn € N*) a"|b"

eSi a|b alors: (Vn €
eSi d|a et d|b alors: (V(a,B)EZ) d|(aa+ Bb)
oSial|b et cld alors: ac|bd

Division euclidienne dans 7

Soient a et b deux entiers tels que a # 0
Il existe un couple unique (g,7) de Z X N telque: b=gqa+r et 0=r< la|
; , < a

LUopération qui : i
p qui permet de déterminer ¢ et r s’appelle la division euclidienne

de b par a
b est le divi Vi
e dividende, a le diviseur, g le quotient et r est le rest
e.

.=/l Congruence modulo 7
a- Définition
(Sjouznt n€N’ et (a,b) € 7?
n dit que a est ¢
ongru 3
b modulo n eton écrit a = b[n] si n divise (a—b)
= a—

\ in} Chapitre 3
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! a = b[n] = nl(a—b)

propriétés ,
—'t pun nombre entier naturel non nul
sol

c7) a=aln]
.EZ?a,b)EZZ) a=b[n]=b=aln]
.(V(a,b’C)EZB) (@a=bln]letb=c[n]) =a=c[n]

te=b+d[n]
, (V(a,b,c,d) € Z') (a=b[n]etc=d[n])= {ZC _ b 1]

,(v(@bh) €L) (vpEN) a=bln]l=a=v[n]

(1@ € ZNWPEN) pazpblpn]— a=bln]

o (Va € Z) a=r [n] ou r est le reste de la division euclidienne de Aa par n

o pour tout (a,b) € Z*; a = b[n] siet seulement si a et b ont le méme reste
dans la division euclidienne par n

c- lensemble % 7

on considere la congruence modulo n (ne N'—{1})
pour tout @ € {0,1,---,n— 1}, on note a l'ensemble {x € Z/x = a [n]}

i sappelle la classe d’équivalence de @ modulo n
== o 7
l'ensemble {0, 1,---,(n—1)} estnoté 42

Wab)e (b)) a¥b=arberaxb=axb

Plus grand diviseur commun

a- Définition

Soit (a,b) € (Z')

Le plus grand diviseur commun de ae
de lensemble D,N D, : a Ab=max(D.N D)

t b noté a A b estle plus grand élement

b- Remarques

e g\ b est un nombre entier naturel
* aAb divise a et divise b
*Siclaetc|b alorsc<aNb
*ahb=|a|A|b|

*Pour tout (a,h) € (N : aAb=bAa, aha=4a, aNb=a=alb
¢- Algorithme d’Euclide

Propriété

Soit (a,b) € (N'Y tel que b ne divise pas d

Si 7 est le reste de |a division euclidienne de a par b alors: aAb=bAr

Arithmétinue dans 7. ana______xﬂ
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Corollaire

Soit (a,b) € (N'Y tel que b ne divise pas & ,
a b est le dernier reste non nul dans «les divisions successives de a par p,,

d- Propriétés

Pour tout (a,b,c) € (Z')
°SiaAb=d alors: (EI(M,V)EZ2
e Pourtout e € Z', si a|a et a|b alo
e cahch=|cllanbd)

e (aNb)Ac=aA(bAc)

) d:au+bV
rs . O'Ia/\b

‘| Nombres premiers entre eux
a- Définition

Soit (a,b) € (Z') N
On dit que a et b sont premiers entre eux sl aNb=
b- Théoréme de Bezout
Soit (a,b) € (Z')
arb=1=Q3wv) €

c- Théoréeme de Gauss
Soient a, b et ¢ trois éléments de 7"

Si a|bc et anb=1alors ale

Zz) au+bV:1

d- Corollaires
o Soient a et b deux éléments de 7' et d un élément de N
b _

Ona:a./\b=a’<:>%/\d
e Soient a, b et ¢ trois éléments de 7"

Si a|c et blc etanb=1alors: ab|c

e Soient n€ N et (a,b,c) €(Z’)

Si ab=ac[n] et ann=1alors: b=c[n]
o Soit (a,b,c) €(Z')
SiaAb=1letaAc=1alors:aAbc=1

e Soit (a,b) €(Z')
Sianb=1alors: (Vim,n) e(N')) a"Ab" =1

"] Equations ax + by = ¢ dans 7’
Soit (a,b,c) € 7°
Véquat _ :
équation ax + by = ¢ admet des solutions dans Z> si et seulement si: a A b|c¢
| Plus petit multiple commun -
a- Définition
Soit (a,b) € (7')

i‘“.hd., i
z‘ q.ﬁég Chapitre 3
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1

tit multiple commu
nde a et b noté aV b est le plus petit élement

e plus P :

- rensemble (14 IN)N(5IN) :
aVb=min(|a|N"n|p|N")

gemardues

avas|a| cavb=lalv|b|;avb=|a|l=bla

b- propriétés

, Soit (a’b) € (Z*)Z etsoit m=aVb
out @ € Z°,si @ estun multiple commun de a et b
est un multiple de m

nt dit: (a|a et bla) = m|a ouae

pour t
alors &
putreme
corollaires

0 (V(a,b) € (
. (V(a,b) € (Z'))
° (V(a,b,C) € (Z*)

(aZNbZ)= A € mZ.

7°F) (aAb)X(avb)=|alx|b]
3a/\bz l e aVb=|alx|b]
) caVch=lclavb)

7] Nombres premiers

a- péfinition

it pEL ~ {~1,1}
on dit que le nombre p est premier s'il admet exactement quatre diviseurs:
|, -1, pet=p
Autrement dit: P est premier ¢il n"admet pas de diviseur propre.
Remarque
sile nombre p est premier alors le nombre (—p) est premier
b- Propriétés
esoit n€N —{1} telque 7 n'est pas premier
Le plus petit diviseur positif de n différent de 1 estun nombre premier
e Soit ne N'—{1;2; 3} tel que 7 nest pas premier
p|rz. et p= \/J_z

Il existe un nombre premier positif tel que :
«Si p et g sont deux nombres premiers positifs distincts Alors : pAG = 1
eSoit ne 7’

Si p estun nombre premier qui né divise pas n alors P An=1

+ Soit (a,b) € (Z') etsoit p eN
Si plab et p premier alors pla ou plb

eSoientace Z et nE N

Si P.| 4" et p premier alors pla
* Soient p,--- et P des nombres premiers

Si p est un nombre premier tel que plpiprPr

Alors il existe i tel que P =P
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c- Théoréme de Fermat

Si p est un nombre premier positif

Alors (Yn € Z) n”=n[p], etsi p nedivise pas n, alors " = ilp]

W “’. \
Systémes de numération

Soit b un élément de N*—{1} -

Tout nombre entier naturel non nul n peut s’écrire d’une fagon unique sous la
forme : n=a,b"+ - +wb +ab+a ol a,d,"" et a, sont des nombres
entiers tels que 0 < @ < b— 1 pour tout i de {0, l,---,m} €t an 70

On écrit: n = andn -G

_ v . ération de base p
et on dit qu'on a écrit le nombre 1 dans le systeme de num

\fm’@fﬁ? 1 /Juin 2003

<.

On considere dans (N°)’ I'équation suivante : —l
E) : #EE+T)=y(2xFY) |

Soit (x,y) un élément de (N') et soit d le plus grand diviseur commun de x ety |
Onpose:x=daety=db , .

1) On suppose gque (x,y) est une solution de I'équation (E)

a- Vérifier que : @’ (d*a’+7) = bh(2a+b) L

b- En déduire qu’il existe un nombre entier naturel k telque: d'a t7= kb

et 2a+b=ka’

¢c- Montrer que : a = 1

d- En déduire que : (b+ 1) = d+8
2) Résoudre dans (N') I‘équation (E)

1)a-Ona: (x,y) est une solution de I'¢quation (E)

Donc : 20 +7) = y(2x+y) cesta-dire d'a’(d'a’ +7) = db(2da + db)
Dou : d(d*d’+7)=b(a+b)

b-Ona: xAy=d et x =da et y=db,Donc: ahb=1

Et puisque a’(d*a’+7) = b(2a+b) alors b la*(d*a*+7)

Et puisque bAa’ =1 (car bAa=1)

alors : b|(d*a*+ 7) (daprés le théoréme de Gauss)

par suite, il existe un nombre entier naturel & tel que: d’a’+7 = kb
Donc: a* X bk = b(2a + b) (d'apres le résultat de la question 1) a))
D'ou: 2a+b=dk

c-Ona:2a+b=kda’,Donc b=alka—?2)

par suite, alb,Dou:anb=a

Et puisque: aAb=1,alors: a = |

A

Scanned with CamScanner



2(Jla2+7) =b(2a+b)eta=1

d,on3: "= ob+ b* cest-a-dire : d* + 2

C:G{l+7’
D"’q:(b+1)2:f’rz+8
plov xAy=d
x=da
Z)Onai(E)‘ﬁW:db
a*(d*a’+7)=b(2a+b)
a=1
”{(b+1)2=d2+8
i+
=lp+1-db+1+d)=38
[a=l [a=1
o ib—d+1=1oulb—d+1=2 (arb+d+1>b—d+]1)
lp+a+1=8 |p+a+1=4
—a=letb=2etd=1
—x=lety=2
ot on vérifie que le couple (1;2) est bien une solution de 'équation (E)

ponc rensemble de solutions de I'équation (E) est S = {(1;2)}

1) Soit (x,y) une solution de 'équation (E)

Onpose: d=xAy, X = ad et y="bd

a-Vérifier que : db*(a—b)* =(a+ b)a’

b-En déduire que : b = 1

¢-Montrer que : a # 1 et que (@~ 1) divise (a+1)
d-En déduire que : a =2 ou a =3

) Résoudre dans (N*) 'équation (E)

Ya-Ona: xé(x+y) =y (x—y)’

e .

Dtol:‘msque : xAy=d,alors: aAb

Etpc‘_ bl(a+ b) (d'apres le théoreme de Gauss)
Uisque : b|b alors: b|(a+ b— b) cest

on considere dans (N')? Iéquation (E): 2x+y) =y =y’

e a*d’(ad + bd) = b d*(ad — bd)*
s d(a+b)=pd' @Dy
—a’(at+tb)= brd(a—b)*

b0na: ¢¥(a+ b) = b*d(a — b)*, Donc : bla’(@ )
|, parsuite: a’Ab=1

(car d # 0)

a-dire : bla

TR
Arithmétique dans Z ow J
R
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dou:aAb=1b
Et puisque: anb=1alors: b=1 o
c-*Ona:d(a—1)'=(a+1)a’ car b= ui est faux
Supposons que : @ = 1, Donc: 0 =2 ced

Donc: a# 1 ; ,
sOna:da—1)=(a+1)a’ eta#

Donc: (a—1)|a*(@+1) N

Et puisque: (@a—1)Aa=1 (cara—(a—1) 1)
alors: (a—1)Aa*=1
par suite, (a— D)|(@+ 1) (
d-Ona: (a— D|@+1)
etona: (a— D|a—1)
Donc: (@— D|@+1)—(a—1)
Cest-a-dire : (@—1)|2

par suite, a— 1 =1 ou - - o
2) » Soit (x,y) une solution de I'équation (E) dans (N°)

d’aprés le théoréme de Gauss)

a—1=2 cest-a-dire:a=2oua=3

Sionpose: xAy=d - _ —_

Alors d’apreés ce qui précéde (x = 2d et y=d)ou (x=3d et y )
‘est-3-dire : x = 2y ou x = 3y . o

:ie; =2y alors : 4y’ X 3y =y’ X y* clest-a-dire: y =12 D’'ot: x =24

si x =3y alors: 9y’ X 4y = y* X 4y’ c'est-a-dire: y =9 D’ou: x = 27

* Réciproquement, vérifier que les couples (24;12) et (27;9) sont des solutions

de I'équation (E)

Donc: S ={(24;12),(27;9)}

e

\EEre Eh ) uin 2004

e 1, J

1) Soit 7 un élément de N

a- Montrer que si n est impair alors 5? = 1[8]

b- Montrer que si 1 est pair alors 12 = () (8] ou n” = 4[8]
2) Soient a, b et ¢ des nombres entiers naturels impairs
a-Montrer que: @’ + b*+ ¢? plest Pas un carré parfait

b- Montrer que : 2(ab + pe + ca) = 6[8]
(Remarquer que: (a+ 5+ ¢)2 = g2 4 2 4 ¢*+2ab + 2bc + 2ac)
¢- En déduire que 2(ab + pc + ac) n'est pas un carré parfait
d-Montrer que (ab + pc + ca) n'est pas un carré parfait

— " THhen

1) a- Soit 5 un nombre entjer naturel impajr
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A ([8] oun= 32[8] ou n=5[8] ou n=7[8]

ponC“e W= 1[8] ou n” = 9(8] ou n* =25[8] ou n* = 49[8]
parsultuls . cas: e 1[8]
pans'ton n nombre entier naturel pair
b.Solfngolg] oun=2[8loun=4[8) oun=6[8]
DorIC.ite p=0[8Joun = 4[8] ou n’ =16[8] ou n* = 36(8]
por & uls cescas: ' = 0[8] ou n*=4(8]
par® que +apartir des résultats de ces deux questions, un carré parfait est cOngru
Re‘m.ao oua louad modulo 8 :
SOIt,asoient a, b et ¢ des nombres entiers naturels impairs
e 5s0ns que at+b*+ ¢’ estun carré parfait
p/apres le résultat de la question1)a)Ona: a*= 1[8] et b* = 1[8] et ¢’ = 1[8]
ppr+ct=3[8] ()
les résultats des questions 1) a) et 1) b), la proposition (+) st fausse
par suite, 2+ b*+ ¢’ n'est pas un carré parfait.
bmm:ZWb+bﬁ+aﬂ:(a+b+cY—Qf+bL+&)
fton sait que la somme de trois nombres entiers naturels impairs est
un nombre impair
mm:a+b+ceﬁunnombmimpmr
par suite : (@+ b F ¢)*=1[8]
conavuque: @ +b ¢ = 3[8]
Donc: 2(ab+ bc + ca) = (1 - 3)[8] clest-a-dire : 2(ab+bc+ ca) =—21[8]
pmsune:2(ab4-bc4-ca)zz6[8]
¢- Supposons que 2 (ab + be + ca) est un carré parfait
Donc:(EInEN)2(ab+bc+ca):n2
lenombre n® est pair, d’ou 1 est pair
etdaprés 1) b-ona: n* = 0[8] ou n’ = 4[8]
cette proposition est fausse car d'apres 2) b)ona: n'=6[8
Conclusion : 2(ab + bc + ca) n'est pas un carré parfait.
d-Supposons que ab + bc + ca estun carré parfait
Donc: (IneN) ab+bec+ca=n’
par suite, 2 (ab + be + ca) = 2n’
Etpuisque : 2 (ab + be + ca) = 6[8] alors 2n° =0 [8]
Etpuisque : ab + be + ca est un nombre impair alors n® est impair
Par suite 5 est impair
gfhmésl)a)ona: n* = 1[8], donc: on* = 2(8] |

3: 21 = 6[8] et 2n* = 2[8], donc: 0= 4[8], ce qui est faux
Parsuite, (ab + be + ca) n'est pas un carre parfait.

ponc: @
et dapres
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T

Exercice 4

B

e — RO

. Soit p un nombre entier naturel premier tel que p =5

1) Montrer que p* = 1[3]
2) a- Montrer qu'il existe un entier naturel g tel que: p—1=4q(q+ 1)

b- En déduire que p* = 1[8]

3) Montrer que p* = 1[24]
II. Soit @ un nombre entier naturel tel que a /A 24 =1

1) Montrer que a’ = 1[24

q o .. an telsque @’ T + a% = 23997

2) Existe-t-il des entiers naturels @, -
et (vke{l,,23}) aA24=17

T I.1) p estunnombre premier tel que p > 5

| donc le nombre p n’est pas divisible par 3

et puisque 3 estun nombre premier o o
Alors d’apreés, le théoréme de Fermat: p=1[3]c ost-a-dire p* = 1[3]
2) a- Le nombre p est impair

Donc: (3geN) p=2q+1
D'ol : p2—1=(2q+1)2—1=4612+4q=4q(4+1)

b- On sait que le produit de deux nombres entiers conséc
Donc: (ke N) gqlg+1) =2k
par suite : p*— 1 = 8k, d'ou: pr=1[8]

3)Ona: p'= 1[3] et p’ = [8]

Donc: 3|(p’— 1) et 8[(p*—1)

et comme 3A 8 =1, alors (3% 8)|(p*— 1) clest-a-dire 24 [(p*— 1)

par suite, p’ = 1[24]
II. 1) Soit @ un nombre entier naturel tel que a A 24 =1

etsoit a =pi"---pi la décomposition de a en facteurs premiers

, Et puisque : a A 24 =1
” Alors: (Vi€ {l,---,n}) pA24=1et p= 5 (2 et 3 sont des diviseurs de 24)
| Donc, d’aprés le résultat de la partie I): pi = 1[24] pour tout i € {1,---,n}
et par suite : @* = (pi)" - (pa)” [24]
=1X1X-x1[24]
Dol : a* = 1[24]
2) Supposons qu’il existe des entiers naturels ai, ---,a; tels que
ai+ - +ak=23997 et a, A 24 = 1 pour tout k €{1,---,23}
D’aprés la résultat de la question précédente: (Vk €{1,---,23}) ai =1 [24]
Donc: at+ --- +ak = 23[24]
c’est-a-dire : 23997 = 23[24]

utifs est un nombre pair

pamows
W7[t] chapitre 3
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e 23974 =0(24]
Clest" 24 divise 23974, ce qui est faux
" il n’existe pas des nombres a,, -+, a,; tels que:

ite,
pE:r;:'“ g =23997 et (Vke{l,-,23}) an24=1
t

gon¢
)

Juin 2010

1) péterminer les nombres entiers naturels m tels que : m*+ 1= 0[5]

) soit P un nombre pre.mier telque: p=3+4k ot ke N

soit 7 N nombre entier naturel tel que : n*+1=0[p]

.- verifier que s ()" == 1lp]

b- Montrer que les nombres n et p sont premiers entre eux.

. En déduire que : (n")"*=1]p]

4- En déduire, de ce qui précéde, qu'il n’existe pas un nombre entier naturel n qui
Jérifie 2+ 1=0[p]

4) pour déterminer les nombres entiers naturels m tels que m’+1=0 [5], 0nva
iliser le tableau suivant de la congruence modulo 5:

m= 0 1 2 | 3| 4
m’ = 0 1 4 4 :
m+1= 1 2 0 0 2 \

D'oU:m2+1_:_O[5]<=>m52[5]ou m=3][5]
— m=21+5k ou m=3+5k (keN)

Autre méthode :
Ona: m2+150[5]c:>m2~450[5]
—5|(m—2)(m+2) _
—5|(m—2) ou 5|(m+2) (car 5 est un nombre premier)
e m=2[5]oum= 3(5]
s m =215k ou m=>5k+3 (keN)
2a-Ona: n*+1=0[p]
Donc: n* =—1{p]
D'Ol\J: (nz)‘”" = (_ 1)1+2k [p]
par suite, (n?)' "% =— l[p]
b-Ona: n*+1=0[p]e=(EFkeN) n’+1=kp
—@keN) kp-n=1
(ke N) kxp—nxn=1
Donc: pAn =1 (dapres le théoreme de Bezout,

Arithmétique dans Z LA J
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Autre méthode :
Ona: n*=-1[p], donc p ne divise pas n?, par suite P 1€ d

et comme p est un nombre premier, alors p A7t =1 deF
c-Ona: p est premieret pAn= 1, donc d'apres e théoréme de Fermaton 5,

jvise pas n

nP“l = l[p]
Et puisque : p =3+ 4k
alors : %' =1 p]
par suite, n** = 1[p]
D'ou : (n?) ¥ = 1[p]
n tel que /12+ 1 = O[p]

d- S’il existe un nombre entier naturel
alors : (nz)|+2k = 1[[)] ot (n2)l+2k =— 1 [p]

par suite, 1 =— 1[p]

D'ou: 2= 0[p]

Donc: p|2 ce quiest fauxca
Donc, il n'exis

r p estde la forme (4k +3) -
te pas un nombre entier naturel 7 qui vérifie

Conclusion :

W+ 1=0[p]
Remarque :
Un nombre premier est soit de la forme (4k + 1) ou de la forme (4k +3) )
Dans la question 1), le nombre premier 5 est de la forme (4k + 1) etonavuqu i
existe des entiers 72 tels que n* 1= 0[5]
VS0 e & Jvillet 2011 -
! Soif x un norh‘bre entier naturel qui vérifie 107 = 2[19] l
1) a- Vérifier que 107 = 1[19] i
b- Montrer que 10 = 1 [19] |
commun des deux nombres 18 et (x+1)

2) Soit d le plus grand diviseur
a- Montrer que : 10° = 1[19]
b- Montrer que : d = 18
c- En déduire que : x = 17[18]

1)a-Ona: 10*=2[19]

Donc: 10X 10 =10 X 2[19]

Cest-a-dire : 10" = 20[19]

Et puisque : 20 = 1[19]

alors: 10**' = 1[19]

b-Ona:10A19=1 et 19 est un nombre premier

Donc d’aprés le théoréme de Fermatona: 10”"' = 1[19]

Chapitre 3
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¢ suite; 10" = 1119]
pa “ona: x+DAI8=d
2)?w: 3w,v) € 7Y) (x+Dut18v=d
Etopuis ue les nombres (x'+ 1) et 18 sont positifs
| est leur plus grand diviseur commun
¢ y ont des signes contraires
jercas: ! >0 etv<0cestadireu>0et—v=0
or g = 10 = 10°X (107
ponc: [0 = 107 x 1[19]
e: 107 =1[19]

slors ¥ €

et puisqu
alors : 10°= 1[19]
Jeme €as p<0etvz0

en utilisant la méme méthode, on montre que : 10°=1[19]
p-ona: 0= 1[19] et d est un diviseur de 18

jonc: d=10ou i=2oud=3oud=6o0ud=9o0u d=18

etona:

10'=10[19] et 10 = 5[19] et 10° = 12[19] et 10° = 11[19] et 10° = 18[19]
donc: d=18

.Ona: 18 divise (x+1)
ponc: xt 1= 0[18] clest-a-dire : x =~ 1[18]

erpuisque s —1 = 17[18]
alors: X = 17[18]

pe—

‘13;(:)(;’3(;(':‘ 74 Juin 2011
e entier naturel dont I'écriture dans le systeme décimal est :

e A

Soit N le ndfnbr
N=111---11

2010 uns

1) Montrer que le nombre N est divisible par 11

2) a- Vérifier que le nombre 2011 est premier et que: 10°°—1=09N
b- Montrer que le nombre 2011 divise le nombre 9N
¢- En déduire que le nombre 1011 divise le nombre N
3) Montrer que le nombre N est divisible par 22121
Yona: N=111--11

e ——

2010 uns
2008

=11+11><102+11><10“’+---+11><10

D = 11 (1 410+ 107+ -+ 107410
oncle nombre N est divisible par 11

20()8)

Arithmétique dans Z
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Aut 3 1 B .
re Tlethode : Utiliser le critere de divisibilité par 11 !
Ona:-U—D+U-D+-—-+(1-1)=0 K
r donc I 1005 fa;{t (l.— |.) - |
e nombre N est divisible par 11

2)a-*Ona: /2011 ~ 44,8 et les nombres premiers positifs inférieurs a \/2q7;
sont 2,3,5,7,11,13,17, 19,23,29,31,37,41 et 43

Et puisque 2011 n’est divisible par aucun de ces nombres

Alors le nombre 2011 est premier
eOna: N=1+10+10>+ --- +10* (somme des termes consécutifs d’'une ;
107 — 1 suite géométrique de raison 10) =

:1)(

10—1
_ 102010 — 1
9
Donc: 9N =10"°"—1
b-Ona: 2011 est premier et 2011 A 10=1
)

Donc : 102 = 1[2011] (d’aprés le théoreme de Fermat

par suite, 10™°—1= 0[2011]
Dot : 2011 divise (10*°°—1)

cest-a-dire 2011 divise 9N
c-Ona:2011|9N et 2011A9 =1 (car 2011 est premier)

Donc : 2011 divise N (d’aprés le théoréme de Gauss)
3) On remarque qué 22121 =2011x11
Ona:11|N et 2011[N et 2011A1T =1

Donc: 11 X 2011|N
par suite, 22121 divise N

On considére dans Z’ I'équation (E):3x°+3x+7=y
1) Montrer que 'équation x° +x+ 5 = 0 n‘admet pas de solution dans Z/3Z
2) Soit (a,b) une solution de I'équation (E)
Montrer qu’il existe un entier k telque: b
3) Résoudre dans Z” I'équation (E)

=3k+ 1 etque: @ +a+2=0[3]

\

Solution/

Ty

1) Le tableau suivant donne la valeur de x*+x+ 2 dans Z/?Z :

|

s o]z
x° 0 1 } 1
*Hx+2| 2 i l 5

L
\
|
— |
!'MJ Chapitre 3 E
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x*+x+ 2 F 0
i (vx € %Z) o
squation x*+x+ 2 =0 n‘admet pas de solution dans %Z

af 5:;:: ’(a,b) une solu}tion de I'équation (E)
2)'.34”3‘”7:[) " :
e 32 1[3] cest-a-dire 3lb-1)(*+b+1)
3 estun nombre premier, donc: 3|b—1 ou 3|b*+b+1
etcomm_e- b,IEO[:}] ou b*+b+1=0][3]
i _p=1[3]ou pr+b—2=0[3]
(e e b= 1[3] ou (b~ D(b+2)=0[3]
C’eSt:‘bE ([3]oub—1= 0[3] ou b+ 2 =0[3] (car 3 est un nombre premier)
:Z:t-é—d"e‘ b=103)
gou: Gk € ) b=3kl
i +3atT=Db , cest-a-dire: 3a’+3a+6=(b— DB*+b+1)

[ a- 2

O s rat D)= kG b D)
e, +at 2=k b+
zr:b§1[3],donc: p*+b+1=0[3]

gar suite, £+a+2=0[3]
3)D'apres le résultat de la question 2), si (a,b) est une solution de I'équation (E)

Jors:a’tat2= 0[3]
o daprés le résultat de 1a question 1), 'équation x* +x+2=0 [3] n"admet

pas de solution
donc l'équation (E) n‘admet pas de solution dans Z*

1)Soit n € N, montrer que : Qn+ 1D Anr’=1

2) Déterminer I'ensemble des entiers 1 de N" telsque 2n+1)A5=5

3)Soient @, b, ¢ et d des entiers relatifs non nuls

aMontrer que :si aAc =l et d|calors ahd =1

b-Montrer que : si a Ac = 1 alors abAc = bAc

Ya-Montrer que : (Vvne N°) n’(n*+1)A(Cn+ D=Q2n+1)AS5

b-En déduire 'ensemble des entiers naturels non nuls 7 pour lesquels le nombre

m+1  estirréductible.

1)Soit‘né
ha: g

N*, posons d = (2n+ 1) A n’
- donc. g 2n+1) et d|n?
| +dln(2n + 1) = 2n* c'est-a-dire: d|n

h Arithmétique dans 7 1 j;‘:’i
b 4
- _.J
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par suite, d[(2n+ 1) = 2n cest-a-dire : 4|1

donC sd=1

Cest-a-dire: 2n+ 1) An*=

Autre méthode :

Ona:4n*—Q2n+1)2n—-1)=1 =1
Donc d’aprés le théoréme de Bezout : pa@etD =

2)Soit ne N",ona: f
2n+1)A5=5e5/2n+1)

— 2n+1 EO[S]

4:»21154[5]

man[S](carZ/\S:l) ot DAS=S es
Donc l'ensemble des entiers 1 de N pour lesquels (
E={5k+2/keN}
3) a- Supposons que : anc=1¢t dzlc _
Ona:ahc=1,donc: (3(ll,v)EZ) au+cv

") c=kd

et puisque d|c, alors (FkeZ
donc: au+d(kv) = 1
par suite, d’aprés le théor
b- Supposons que : d Ac=1
osons : d =abAc et d =bAc
eOna: dlab et dlc
or:anc=1et dle
Donc: aAd =1 (d'aprés 3) a-)
et puisque d|ab alors: d|b (d'apresle théoréme de Gauss)
Ona:d|betdlc,donc: d|(bAc) cest-a-dire d|d
eOna:d|betd]c
donc: d’|ab et d|c
et par suite, d'|(ab A ¢) Cest-a-dire : d'|d
eOna:d|d etd|d,doncd=d
Conclusion :si aAc = 1alors abAc= bAc

sme de Bezout: and=1

4) a- Soit n € N’

Ona: (2 + D AQn+1) =@+ 1) AQ2n
Etenposant: @ = (n*+1)A(2n+1) et b=
et 8la,donc: @ =f

Dou: (W*+1DAQn+1)=02n+1)AS

et parsuite, n”’(* + 1)A(2n+1)=2n+1)AS
b-Soit n€N",ona:

+ 1) (d’aprés3)b-)car (2n + DAn*=1)
(2n+ 1) A5, montrer que : a|B

{780 Chapitre 3
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,12(”2*1) irréductible) =P+ DAQn+ 1) =1

Uik = 2n+ DAS=1
= 2n+ DAS5#5
=n#2[5] @n+1=0[5]sn=2[5)])
—=n¢E - (E={5k+2/ke N})

Z)xodéduire que 'un des deuxnombres (a — 1) ou (a + 1) n'est pas divisible par 4 |
z; On suppose que (a— 1) n'est pas divisible par 4 |

,-Montrer queé les nombres (a 5 1 ) et (a+ 1) sont premiers entre eux

nombre b

fona: a*=2b+1,Donc: aXa+(=2b)Xb=1
it d'aprés le théoreme de Bezout, ona: a A b=1
))Ona: a = 2b*+1,Donc: a*—1=2b
desta-dire: (a—1)(a+ 1) = 2b°
onpose: d=(a—DA(a+ 1)
Dou: d|(@a+1)—(a—1) c'est-a-dire: dl|2
parsuite, d =1 ou d = 2
tpuisque : (a— 1)(a + 1) = 2b°, alors (a = 1)(a+ 1) est un nombre pair
par suite, (@ — 1) et (¢ + 1) sont tous les deux pairs ou I'un d’eux est pair
etfautre est impair
Epuisque: (a— 1)+ (a+1)=2a
dors: (a— 1) et (g + 1) ont la méme parité

Di’ir‘suite, (@=1) et (a+ 1) sont pairs

So‘f: d=2 cest-a-dire: (a— D A(at+1)=2

)Siles deyx nombres (a— 1) et (a+ 1) sont divisibles par 4

?Jors; @-DA@+1)> 4, Et ceci contredit le fait que (@a—DA@+1)=2
¢ l'un des deux nombres (a—1) ou (a+ 1) n'est pas divisible par 4
Q~(L)en SUppose que (a — 1) n'est pas divisible par 4

Nombre (g — 1) est pair et n‘est pas divisible par 4

. Arithmétique dans 7
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Donc: (3keN) a—1=202k+1)

parsuite: a+ 1=2Q2k+ 1)+ 2=4k+ 1)

D'ol : (agl)/\(a+l)=(2k+1)/\4(k+ 1)

Et puisque : (2k+1)A4 =1 (car 2k + 1 est un nombre impair)
et: 2k+ DAG+1)=1 (car 2(k+1)— (2k+ 1) =1)

alors: (2k+1)A4(k+1) =1 cest-a-dire : (a"z' l )/\(a+ D=1

b-Ona:(agl)(ale)=b2

Onpose:x=az1 ety=a+1

Ona:xy=b'et xAy=1

Onpose: xAb=qa o
Donc il existe x" et b’ de N tels que: x =ax’ et b= ab et X' Ab =1
Ona: ax'y = (ab’)’ cest-a-dire : x'y = ab”

Donc: a|x'y et x'|ab” 7

Et puisque: @ Ay=1 (car a|x et xAy=1)et X Ab?=1

alors: a|x" et x'|a

Doli: ¢ =x’

Donc: ay=ab?,Dou: y=b"etx=ax' =&

par suite, x et y sont deux carrés parfaits

Et puisque : xy = b* alors : JxJy=b

c’est-a-dire : 4/ a;l Ja+1=b

Donc 4/ ag 1 et J/a+ 1 sont deux nombres entiers qui divisent b

| Brercice 104

Soient p et ¢ deux nombres premiers positifs et distincts

1) Montrer que: ¢"' = 1[p] et p*' = 1[q]

2) Montrer que : p*"'+¢"' = 1| pq]

3) Résoudre dans Z’ I'équation: (71°°+617)x + 4330y = x + y [4331]

1) Les nombres p et g sont deux nombres premiers positifs distincts, donc
pAg=1
Et d'aprés le théoreme de Fermatona: p'' = [[g] et ¢ = 1[p]
2)Ona: ¢ '=1[plet p"'=0[p]
Donc: p~'+¢" ' =1[p]
etona: p''=1[glet ¢"'=0[qg]
g‘iﬁf}j Chapitre 3
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pg = 1[q]

ite; | g =1 etgl(p+g 1)

P e pha = 130T pal(p™ +q' = 1)

EtP”'Si : pa-l+q"" = 1[pql

par Suconsidére les deux nombres premiers distincts 61 et 71

0" ¢ le résultat de la question précédenteona: 71°+ 61" = 1[71x61]
pop"® o1 61" = 1[4331]

cestardire” 7

g it (7184 61)x + 4330y = x+y[4331] e + 4330y =27+ [4331]
= 4329y =0 [4331]

it puiSqUe: 4331 A 4329 =1

o 331=T1 % 6] et 71 et 61 ne divisent pas 4329)

ors réquation proposée est équivalente a I'équation y =0 [4331]

cesta-dire s Y =433k ou kEZ

semble de solutions de I'équation est donc:

conclusion : I'en
s ={(x,4331k)/ (x,k) € 7%}

ier naturel n, on pose A =6n*—3n—2 et B, = 2n+1 et on

ation (E,): Axx+B.y = 1 |
u moins une solution dans 7}

1) a- Montrer que I'équation (E,) admet a
b- Résoudre dans 72 'équation (Ex)
2) Montrer que 113 est un nombre premier

3)a-Montrer que : A, — Ba = 113[n+4]
b- Déterminer les entiers naturels 72 tels que (n+4) divise (A.— B)

L—_—_——ll = = e -
-

-

a-Soit ne N

Ona: 6n*—3n—2=2n+1)(Bn— 3)+1

Donc: A,— (3n—3)B. = 1

par suite, d'aprés le théoréme de Bezout : ANB. =1

Donc Péquation (E,) admet au moins une solution dans 7¢ (une solution
Particuligre de (E,) est (1,3 —3n))

b-Soit e N
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Ona: () —, Ax+B,y=A,—(3n—3)B.
= Ax—-1)=03-3n—y)B
A(x—=1)=(3-3n—y)B
B.|A(x—1)
A(x—1)=3—3n—Y)B. !
{Bn|(x—1) (car ANB.=1) ‘
o {A,.kB,, =(3-3n—y)B
x—1=kB, (k€ Z)
‘:{x= 1 + kB,
y=3—3n—kA.
Donc: § ={(1+kB,,3—3n—kA) Ik EL}
2)Ona: /113 ~ 10,63
Les nombres premiers positifs inférieurs a /1’15 son
Aucun de ces nombres ne divise 113
Donc 113 est un nombre premier
3)a-Soit ne N
Ona: A,—B,—113=(6n>—3n—2)—(2n+ 1)—113
=6n"—5n—116
=(n+4)(6n—29)
donc : (n+ 4) divise (A,—B,— 113)
par suite, A,— B, = 113[n+4]
b-Soit ne N
Ona: (n+4)|(A4, —B,) = A,— B, =0[n+4]
— 113=0[n+ 4]
— (n+4)[113
e=n+4=1loun+4=113
—=n=109

_ T Cmmm -

(k€ Z)

t2;3;5et7

T xXercice L »/jwllet 2005

1) On con5|dere dans 7’ I'équation (E):(x+ 1)’ =9+ 5y

a- Soit (x,y) une solution de I'équation (E)

Montrer que : x = 1[5] ou x = 2[5]

b- Résoudre dans Z* I'équation (E)

2) Montrer que : (Vk€Z) (5K +4k—1)A(5k+1)=(k—3)A8
[121% = 59 |

3) Résoudre dans N* le systtme : {xAy=§ |

lx= 1[5]

r ’ |
{l:{1] Chapitre 3
| £
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e solution de Iéquation (E) dans Z°

1)3’,(x+ » T .
; 29 =5y cest-a-dlre.(x+1—3)(x+1+3):5y

on?" t 1) -
e’ e 2)(x+4) =5y, Ponc 5 divise (x —2)(x+4)
20 S estun nombre premier alors: 3 |(x—2) ou 5|(x+4)
etP”'s,q e 0[5] ou x+4=0[5]

parsultej y=2[5]oux=" 4[5]

c’est'?'d!;z c=2[5]oux= 1[5]

4 (x,) Une solution de I'équation (E)

pS" q[s]ou x=2 [5] (d'aprés le résultat de la question précédente)
”e [5] alors X = sk+1 (keZ)

i o 95y = (5k+2)°
_ st +4k— 1

po

U :
pob: 5] alors x =5k +2 (kEZ)

gar uites 9 +5y=(5k+3)’

D'Olllz y= Skz + 6k

,Rédproquement, vérifier que pour tout kdeZ,
ot 5k 2,5kt 6k) sont des solutions de I'équation (E)

jon : l'ensemble de solutions de I’équation (E) est:

- —1)/keZ}U{(5k+2,5k2+6k)/kEZ}
J)0na: (VkEZ) sk + 4k — 1 =k(OOk+ D+@Bk—1)

pou: (kK + 4k~ DAGk+D = (5k+ 1) AQGBk— 1)

sona: Skt 1= 23k—1)— (k= 3)

Dou: (Sk+ DAGBk—1)= Gk—DAK— 3)

stona: 3k— 1= 3(k—3)t 8

Dou: (3k— DAGK—3)= (k—3)A8

conclusion : (Vk € Z) (5k" + 4k~ DAGk+1) =6k 3)A8
Remarque :

Ona utilisé le résultat suivant

Pour tout (a,b,q,@) de 74 sia=bgta alors: a

Montrer ce résultat en posant d = &/ petd =bNC
[x2+2x+ 1=5y+9

les couples (5k + 1,5 +4k—1)

b=bAl

[m(x) — 5’9_0')
Ylesysteme {xAy=8  est équivalent au systéme 1XAY = 8
x=1[5] x = 1[5]

0 . 3 . 2 -
navuquesi x = 1[5] alors les solutions de Péquation x*+2x F 1 = Sy+9 sont

(Sk+1,5k + 4k — 1) ot k€ Z

‘
tonavy aussi que : (5k*+ 4k— DA (Sk+ 1) —(k—3)A8

Arithmétique dans Z Lo ‘
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Donc; X/\y=8‘=>(k_3)/\8=8
— 8|(k—3) )

—=k=3+8a (¢eN)
- x=40a + 16 ((IEN) ]

y =320+ 272+ 56

Conclusion : p
L’ensemble de solutions du systeme proposé est |
N} 5

{(40a + 16,3202° + 2722+ 56)/a €
J

Soit n un élément de N’
On pose: b, = 2.10"+1et ¢ = 2.10"—1
1) Montrer que: by A€ = Cn A2 |

2) En déduire que b, A Cn = 1
3) Trouver un couple (xy,ys) de Z* vérifiant: boxa +Cayn =1

1) -Oh pose: d = ba A Ca etd =c. N2

Ona:dlb. et dle
5-dire: d|2

Donc: d|b.—c. cest-
par suite: d[c. A2 Cest-a-dire: d|d’
eOna: d'lc. et a2
Donc: d'|(b.—c.) + cn (car b, — ¢, = 2), clest-a-dire: d’|b,
Dlou: d' b, A c. clest-a-dire: d'ld
7 et d'ld donc: d=d" (d et 4’ sont deux entiers naturels)

Conclusion: On a: d|
D'ol: ba A€ =Ci N2

2éme méthode:
n euclidienne de b, par Ca

Ona: b,=c,t2et2est le reste de la divisio
(car 0 <2 < ¢)

Donc: b A Co=Ci N2
=210"—1, Donc ¢, estun nombre impair

2)Ona: ¢,
Dol: c, A2 =1
Et puisque: ¢, A2 = b, A ¢ (d’aprés le résultat de la question précédente)

alors: by Ac. =1
3)0Ona:c,=2(10"—1)+1
ponc: ¢, = (by—c,)(10"— 1)+ 1 (car 2= b, —¢u)

cest-a-dire: ¢, — b, (10" — 1)+c,(10"— 1)=1

W Chapitre 3
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JEn déduire

(1010 =

D’OD: ite |€ COUp'G (xn ’ yn) = (1 I 10") 10“) Vérlﬂe b"x" + C"y" = 1
U™

re dans 7, le systéme (S) suivant: {x =a[p]
x = blq]
ot g sont des entiers relatifset pAg =1

nconside

B rer quiil existe un couple (uo,vo) de Z? tel que: pus+ gvo = 1

ﬂa;\ﬂMo:trer que le nombre X, = bpito + agv, est une solution du systeme (S)

4 une solution du systéme (S) , montrer que le nombre pg divise le
it

) o 7

o™= £ un nombre entier relatif tel que pg divise (x —xo

3) solterque x est une solution du systéme (S)

ont lensemble de solutions du systeme (S)

oudre dans Z le systeme

{XE 1[8]
x = 3[13]

5) RéS

ANg— 1 2 .
l)a-og'aﬁrgs IZ théoreme de Bezout, il existe un couple (o, vo) de Z° tel que:
Donc, d'@

p[lg+qv0 =1
peOna: x—a= bpite T aqvo — d
= bpuo+algve— 1)
= bpu, — apUo
= p(bu, — a)
Donc; p|(x,— a) , et par suite Xo = alp]

vona: xo— b = bpuo+aqvo— b

:b(puo—‘ 1)+aq1jo

== bqvo + aqu
= q(avo - bvo) ]
: ite: X0=b : '
D) et parsulie: So= es[cqune solution du systeme (S)

De ce qui précede, on déduit que Xo
USit x une solution du systeme (S)

Donc; | * = al p]
x=blg]

. 7 £ :
Arithmétique dans % |

Scanned wi'tAh"“CamScan

y

ner



Et puisque x, est une solution du systeme () alors:

par suite: {x =x[p]

x = x[q]
D'oti: pl(x—x) et g|(x —x)
Et puisque: pAg =1 alors: pql|(x—x,)
Conclusion: Si x est une solution de (S) alors: pql(x'%)
3) On suppose que pg|(x —x,) , donc: (Fk € Z) x— X0 =k P4
D'ou: x = x, + kpg
Et puisque: pgk = 0[p] et pgk = 0[q]
alors: x =x[p] et x = x[q]
Et puisque : x, = a[p] et x, = b[qg]
alors: x =a[p]et x=b[q]
par suite, x est une solution du systeme (S) |
Conclusion: Si pg| (x —x,) alors x est une solution de (5)
4) Soit S’ I'ensemble de solutions du systéeme (S)
D’aprés les résultats des questions (2) et (3) on a:
x €S = pql(x—x)

= (Fk€Z)x=x+kpq

Donc: S’ ={x+kpg/ ke L}

Nt

5) Puisque § A 13 =1, alors d’aprés le résultat de la derniére question, I'ensemble

x=1[8] ogt 5 = {x,+104k/k € Z}

de solutions du systeme
x =3 [13]

Et puisque: 5 X8 —3 X 13 =1 alors on peut prendre : uo =5 et v, =—3

Par suite: xo = bpuo+ agve
= 3x8X5+ 1X13%x(—3)=8l

Conclusion: §' = {81+ 104k / k€ 7}

" Exercice i‘f‘juin 2014

WS

oit ne N*, on pose: a, = 333..31 (n fois le chiffre 3)

n fois

1) Vérifier que les deux nombres a; et a, sont premiers.

2) Montrer que pour tout n de N" : 3g,+7 = 10""'

3) Montrer que pour tout k de N : 102 = 7[31]

4) Montrer que pour tout k de N : 35, = 0[31], puis en déduire
que 31 divise asy+

5) Montrer que pour tout n de N, si n =1 [30] alors I'équation a,x+3ly=1

n‘admet pas de solutions dans N2

m— —— e
4
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~_~3)et3l est un nombre premier

'O”Z'Z%l ot 331 =~ 18,2

,Oﬂa: bzreS premiers positifs inférieurs a \/3—3—1

5 nf’ 9 chacun de ces nombres ne divise pas
nombre premier.

uisa
on: @ et a, sontdes nombres premiers

|us ’ *
" glément de N

i N
ot "= 999..93+ 7
On a. 3 an n fois neuf
— 1 00...00

(n+ 1) fois 26r0s

7=10"

sont 2,3,5,7,11,13 et 17
331

C‘ 3an+
bre premier et 31 ne divise pas 10

onc:
.31 est un nom

3o 0N -
0= | [31] (d’apres le théoréme de Fermat)

Donc: 10
oSOit k €
na: =1 [31] , donc 10™* x 10> = 10°[31]
ot puisaue 10° = 7[31], alors: (VvkeN) 107 =7 [31]
jSoit k U élément de
,On a: 3o+ 7= 10" (d'aprésle résultat de la question 2)
sond: | ez = 7 [31] (d'apres le résultat de la question 3)
ponc: 3a300+1 +7= 7 [31]
parsuite: 30+ = 0 [31]
»On a: 31 divise Yass L 31A3 = 1
ponc : 31 divise ok (d'apres le théoréme de Gauss)
5)Soit # un élément ge N telque: n =1 [30]
0, =0 [31]

30k+ 1, par suite :
(daprés le résultat de la question précédente)
§igx+31y=1admetune colution (x,y) alors
ftpuisque : 31|31y alors: 31|a.x+ 31y

oarsuite: 3111, ce qui est faux
Donc pour tout n de N, si 7= 1
de solution dans N’

oon: (FkeN)n=

[30] alors 'équ

| »men sy
j\iql(:a cice 174
/

————

est premier

| 5
1 y

|Montrer que le nombre 2017
if tel que @’ =

2 Soj
| lat a un nombre entier relat
- Montrer que ¢ = 1[2017]

31 |a, et donc 31 |a,x

ation a.x T3y = 1 n'admet pas

—1[2017]

. tLaaAtHnne dans Z
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b- Montrer que @™ =— 1[2017] puis en déduire que @ = 2016[2017]
3) Résoudre dans Z I'équation : &’ =~ | [2017] |

\SI T/

1) Ona: v2017 ~ 44,91
Les nombres premiers positifs inférieurs a ﬁ()‘ﬁ sont:
2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;31;37;41 et 43 |
Aucun de ces nombres ne divise 2017
Donc 2017 est un nombre premier.
2)a-Ona: ' =—1[2017]

donc 2017 ne divise pas a

et puisque 2017 est un nombre premier
alors , d’apreés le théoréme de Fermat: d
Clest-a-dire: a™° = 1[2017]

b-eOna: & =—1[2017]

donc: (a°)® = (—1)[2017] clest-a-dire: 7™ =—1[2017]
o On a: @™ = 1[2017] c'est-a-dire: 2% X a=1[2017]
or: @ =—1[2017] ,donc: —a= 1[2017]

Dlot: a =— 1[2017] ,donc: a=—1+ 2017[2017]
Cest-a-dire: a = 2016[2017]
3) D'aprés ce qui précede: ©=—1[2017]=x= 2016[2017]
Réciproquement , si x = 2016 [2017]

alors: x =— 1[2017], donc: x* =~ 1[2017]

et par suite on a I'équivalence : X =—1[2017] = x = 2016 [2017]

Donc: S =1{2016+2017k/k € 7}

\Mjuin 2017
ier et que: 2016 = 2°X 3* X7

On admet que le nombre 2017 est premi
Soit p un nombre premier tel que p = 5
1) Soit le couple (x,y) de N"x N tel que: px+y" ' = 2017
a- Vérifier que: p < 2017
b- Montrer que p ne divise pas y
c- Montrer que y*~' = 1[p] et en déduire que p divise 2016
d- Montrer que: p =7
2) Déterminer, suivant les valeurs de p , les couples (x,y) de N" X N vérifiant:

px+y"™ ' =2017
R

20171 — 1[2017]

[¢(] Chapitre3
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- un élément de N') : o
! 2())1U7 ——y et ) yp—)l Pt el i

1)3"px/
on? ¢ 2017

. pX
goﬂc'pex;labeZ pSpx

etP”iS,qu. ¢ 2017
Parsz:fr'ons que p he divise pas y

b ogons qu€: [7 |y

. p|2017 . Ce qui est faux car 2017 est un nombre premier

etP™
suite- £ -,
Parnc qe divise pas ¥
pon¢ F' ' &t premier et p ne divise pas y

N e
T L N
goncd'apres |e:clhioreme de Fermatona: y' = 1[p]
ona: P 1 =2017

. -1 =2017[p]

(e q;Ji signifie qU€ . p divise 2016
jona: p est premier et divise 2016 et 2016 = 25X 3 X T
Donc;p:ZOU p:3 ou p:7

ttcomme: P > 5alors: p=1
J) Considérons dans (N') I'équation (E): px+y" = 2017
bre premier supérieur ou égal a5

gtsoit S SON ensemble de solutions.

Dapres ce qui précede:
Wi p# 7 alors S=¢

v5i p=17 alors: (E) = 7x +y* = 2017
y= {)’:2 ou {y=3
75 = 2016 7x = 1953 7x = 1288
@{y—”—l ou {y:2 ou{y:3
x =288 x =279 x =184

017 et 4°> 2017

Remarquons que : 3° < 2
(279,2),(184,3)}

Doncsi p = 7 alors: S = {(288, 1),

& *) Juin 2009 -
p Ly
I?Ur tout n E N* ) on pose: a. = 2;1 + 3,1 + 611 i 1
|| a-Vérifier que a, est pair pour tout 72 e N’
Arithmétique dans y/ ;‘U{_}; J
ke
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b- Déterminer les valeurs de n pour lesquelles a, = 0[3]
2) Soit p un nombre premier tel que p =5
a- Montrer que: 2" =1[p], 3" '=1[p] et 6" = 1[p]

b- Montrer que p divise a,, |
3) Montrer que pour tout entier naturel premier ¢, il existe un entier nature| Non
nul n tel que: a,Aq=¢q

Voo /

1) a-Soit ne N, on a:
2"=0[2] et 6"=0[2] et 3" =1[2]
donc: a,=0+1+0—1[2]
C'est-a-dire: a, = 0[2], donc: 2 divise a, .
par suite, a, est un nombre pair pour tout 71 € N
b- Soit n€ N', on a:
4, =0[3] = 2"+3"+6"—1=0[3]
e (—-1V+0+0-1=0[3]

= (—1)=1[3]

e n est pair |
Donc : a, = 0[3] si et seulement si n est pair
2) a- p est un nombre premier positif différent de 2 et de 3

-pA2=1let pA3=1
i?onrz, diprés le théoliéme de Fermat, 27" = 1[p] et 377" = 1[p]
et comme: 6 =2 X3 donc pAG= 1

par suite, on a aussi: 6" = 1[p]

b-Ona: a,.=2""+3""+ 6% =]

donc: 6a,-» = 3207 423" +6"" =0

ot comme: 27" = 1[p] et 37 = 1[plet 6" = 1[p]

donc: 6a,.,=3X1+2X1+1 —6[p]

=0[p]
par suite, p divise 6a,-
et comme p A6 =1 donc p divise a,-
3) Soit ¢ un entier naturel premier
oSig=2,alors: (vneN") a,A2=2
car tous les nombres a, sont pairs (d’aprés 1) a-)
eSig=23,alors (vne2N") a,A3=3
car tous les nombres a, ol 7 est pair sont des multiples de 3 (d’aprés 1) b-)
e Sig=>35,alors a,-. A g =g car g divise a,-, (d’apres 2) b-)
Donc pour tout entier naturel premier g, il existe un entier naturel non nul 7 tel

que a,Aq=q

&)
11:l:] Chapitre3
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aie)

_E,(ei'ci e
> iere le nombre: A =101""-1

ns ;
fier que 101 est un nombre premier et que 2 et 5 divisent A

~ un diviseur premier de A tel que p > 7 et soit ¢ le
7)o" 0’; ul qui vérifie: 101° = 1[p]
Ir:,ntrer que: a # | |
z iontrer qUe si un nombre n de N vérifie 101" = 1[p] alors a divise n
.n ourra considérer la division euclidienne de 1 par q)
ovérifiequ93 101" = 1[p] et en déduire que: a = 101
:_Montrerque: 101" = 1[p] puis: p = 1[101]
3) Vérifier que 811 est un nombre premier, est-il un diviseur de A?

//,,__4_“,‘&_*“_ _— S,

on©
Ve , |
plus petit entier na- |

|
|
{

ure

g) e Les nombres premiers positifs inférieurs a /101 sont: 2 ;3 ;5 et 7, et aucun
Je ces nombres ne divise 101

donc 101 est un nombre premier

Jona: 101 = 1[2] et 101 = 1[5], donc: 101" = 1[2] et 101" = 1[5]
par suite, 7 et 5 divisent A=101" -1,

g)a-Si a= 1 alors: 101 = 1[p], donc: p|100

et puisque p est premier, alors p =2 ou p =15, ce quiest fauxcar p=7
donc: a # 1

b-soit n € N tel que 101" = 1[p]

Ona, dans la division euclidienne de n par a: n=ga+r ou g €N
et0<r<a

donc: 1017 = 1 p], c'est-a-dire: (101°).101" = 1[p], donc: 101" = 1[p]
ar: 101° = 1] p]

Sir#0,alors: 101'=1[pletr<a

Cela contredit le fait que a est le plus petit entier naturel non nul tel que:
01'=1[p]

etparsuite r = 0 , donc: n = ga , d'ou: a divise n

- Lenombre p divise A

donc: 101" — 1 = 0[ p]

lel‘]: 101101 = 1[p]

.PUIsque: 101" = 1[[7]

donc 'apras 2) b- on a: a divise 101

®puisque 101 est premier et a # 1
Alors ¢ = 101

d-eQp a: 101" = 1 p]

. Arithmétique dans 7 3 J

Scanned with CamScanner



donc p ne divise pas 101

et comme p est premier, alors: 1017 = 1[p] (d’aprés le

eOna: 101" = 1] p]

donc d'aprés 2) b): al(p—1)

et puisque a = 101, alors: p = 1[101]

3) s Ona: /811 ~ 28,48

Les nombres premiers positifs inférieurs a
2;3:5;7;11;13;17;19 et 23, et aucun de ces nomb
Donc 811 est un nombre premier.

¢ Si 811 divise A

Alors , d’aprés le résultat de la question 2): 811 = 1[101]
or: 811 = 3[101] , donc: 3 = 1[101] ce qui est faux "
par suite le nombre premier 811 n'est pas un diviseur A€

811 sont:

\@@%@;@%

1) Résoudre dans Z* I'équation (E)
2 dans Z le systeme: sx=7(11]

2) Résoudre dans e 1[7]

iculiere de Iéquation (E)

1) Déterminons une solution part
D’aprés l'algorithme d’Euclide on a:

51=4x11+7
11=7+4
7=4+3
4=3+1

Dolu:1=4-3
=4—-(7—-4)
=2x4-17
=2x(11—-7)—7
=2X11-3x%7
=2x11-3x(51—4x11)
=—3x51+14X11

par suite, 51 X(—=3)—11X(—14) =1

5lx—1ly=1

i 57:’['% Chapitre 3

S

théoréme de Fermat)

res ne divise 811

|

L
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)ﬁslx—11y=—3><51+14x 11
g s1(x+3)=11(y+14)
{51(x+3)— 11(y+14)

11]51(x+3)
_ 51(x+3)=11(y+14)er11|(x+3) (car SIATT = 1)

> 51(x+3)=11(y+14)etx+3= 11k (k€ Z)
sy =11k=3ety=5lk—14(k€Z)

jon:
Concleus'b|e de solutions de I'équation (E) est: S ={(11k—3,51k— 14)/ke L}
pense™
Ona:
4l {Sx 7[11]
’ ,1[7 2x = 8[7
5x = 7[11
[—4
4[7]  (car2AT7=1)
k+4)=7[11
[0S
x=7k+4
@{2 (keZ)
xX= k+4
@{Zk 01 (kez)
x=Tk+4
@{x Tk+ 4 (keZ) (car: 2A11=1)
—1011
k=11a+10

wy=Tla+74(a €Z)

Donc I'ensemble de solutions du systeme {5\ 711} est S={77a+74/a € 7}

2 = 1[7]

\m mm 7//

/
Soit p un nombre premier tel que p =3
Onpose: 4, ={1,2,..,p— 1}
1)Soit @ un élément de A,
&Montrer que @’ est une solution de equatlon ax = 1[p]
b-Soit r le reste de la division euclidienne de a” * par p
Montrer que r est la solution unique de I'équation ax = I[p] dans 4,
Aa-Résoudre dans Ay I'équation 3x = 1[71] et en déduire que: 3% = 24[71]

AclihmAbmna dance 7
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b- Montrer que le nombre: (3% + 4%+ 6% + 8%+ 9%) est un multiple de 7,

e ——

1) a- Puisque a € A,, alors: aAp =1 (car p est premier)
donc, d’aprés le théoréme de Fermat: '~ = 1[p]
C'est-a-dire: a X a” > = 1[p]

Donc, a”? est en effet une solution de I"équation ax = 1[p]
b-Ona: a"* =r[p]

donc: @’ = ar[p], or: @' = 1[p], donc: ar = 1[p]

et par suite, 7 est une solution de I'équation ax = 1[p]
etreAcar: 1 <r<p-—1

Supposons qu'il existe r’ de A, tel que: ar’ = 1[p]

donc: a(r—r')=0[p], dou: pla(r— ')

or: pAa=1donc: p|ir—r)

et puisque: —p < r—r' <pcarls
alors: r—r =0, parsuite: r =1

(0 est le seul multiple de p compris strictement entre —p et p)
Donc 7 est 'unique solution de I'équation ax = 1[p] dans 4,

2)a-Ona: 3x = 1[71] = 3x = 72[71]
o x=24[71]  (car 3ATL=1)

e 24 € A, alors 24 est la solution de I’équation 3x = 1[71] dans A,
e, 24 est le reste de la division eucli-

r<p—1et1<r'<p—l

et puisqu
et d’apreés le résultat de la question précedent
dienne de 3% par 71

Cest-a-dire: 3% = 24[71]

b- On obtient de méme (dans le contexte de I'exercice):
4% = 18[71], 6% = 12[71] ; 8% = 9[71] et 9¥ = 8[71]

Donc: 3 + 4%+ 6% + 8 + 9 = 71[71]
=0[71]
par suite, le nombre (3°+4% + 6% + 8% + 9%) est un multiple de 71

\ EXercice /,:?/
B

1- Soient n un nombre entier naturel non nul et x un nombre entier naturel tels
que: (x+1)—x"=n
Soit p le plus petit diviseur premier positif de n

a- Vérifierque: (x+1)' = x"[ p]

b- Montrer que: pAx=1let pA(x+1)=1

c- En déduire que: x”' = 1[p]et (x+ 1) = 1[p]

d- Montrer qu'il existe un couple (i,v) de N* tel que nu—(p—1)v =1

t ;'; Chapitre 3
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ue x+l__[p] | 1

o de ce qui précede que I'équation (x+ 1Y —x"=n n'admet pas de

ond- PI” gonc: pl((x+ 1) =2") car n=(c+1)" ="
) g (1= =x'[p]
ol ”p ns que: p/\xsél
bsup x car pest premier

d0 rSUItel pl
donc pln+x" etparsuite: pl(x+1)

etqn.aéll(]ylc"' 1) car p est premier
d'ou'lx Jonc: pl(x 1) =2
g'rest-a dire P pl1 ce qui est faux (p est premier)
A =

g:nc(fﬂ _ x'[p], donc: (x+ 1) % 0[p] car x" % 0[p]
Ce a-dire p neé divise pas (x+1)°

cph ne divise pas (x+ 1) et par suite pA(x+1)=1car p est premier
Le nomb re D est premier et ne divise n| xni (x+1)
fonc cd'apres le théoreme de Fermat: x* = =1[p] et (x+1y"'=1 1[p]
¢S ah(p~ 1)#1
Jors exuste un nombre premier ¢ positif divisant 7 et (p—1)
nads —1,donc: g <P et gln
Ce qui contredit le falt que p estle plus petit diviseur premier positif de 7
oonc: AP~ 1)=
et par suite - A(a, B)EZ2) on+pB(p—1=1

e signe car 1t et p—1 sont strictement positifs

zet f ne sont pas de mém
donc: (3w, v y) e N?) nu —(p-1v=1

e.0na nu= 1 +(p— 1)v ou (u, y)eN?
Or:(x+1)ﬂgx"[p]

donc : (x+ 1)’"‘:_:_35 [p] (u E N)

cestadire: (x+ 1) =% - p]

donc: ((x+ l)y_l)v‘(X‘i" 1)=x (X'J-I)V[P] (ve N)
or(x+1f ' = 1[P] ot x"' = l[p]

e x+ 1= x(p]

2)On considére équation (E): (xeN) (x+1y—x"=n
dans N

| 2"'9‘1“3“0” (E) admet une solution
os;x+1= [p] ou p estle plus petit diviseur posmf premier

| (dapres ce qui précede)

Arithmétique dans Z | 5
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par suite, p|(x+1)—x cest-a-dire : pll
Ce qui est faux car p est premier
Donc I'équation (E) n’admet pas de solution dans N

Soit n un nombre entier naturel non nul

Onposea=11n+3 etb=13n—-1

1) Montrer que a A b divise 50

2) a- Déterminer une solution particuliére de I'équation 50x — 11y =1 dans 22
b- Résoudre dans Z* I'équation (E):50x — 11y =3

c- En déduire les valeurs de n pour lesquelles a A b = 50
10 —

3) a- Montrer que: b'" = b[11] et a° = 1[11]
b- Déterminer les valeurs de 1 pour lesquelles b = 0[1 1]

2010
c- En déduire que si 1 & 6[11] alors (132 —1)(11n+3))"" = 1[11]
=

| Solution |

1) Soit ne N, onpose d=aAb
Ona: dla et d|b
C'est-a-dire: d| (112 +3) et d|(13n—1)
donc: d|13(11n+3)—11(13n—1)
C’est-a-dire : d|50
2)a-Onpose: 50 =aetll =4
Ona:a=48+6etf=6+5et6=5+1
donc: 6=a—4dBet5=F—-6=50—«a
et:1:6—5:(d’—4ﬂ)—(5,6’—a)
et par suite : 2¢ — 95 =1
C'est-a-dire: 50 X2 —11 X9 =]
Donc le couple (2;9) est une solution de I'équation 50x — 1y =1
b-Ona;: 50x2—11X9=1,donc: 50X6—11X27=3
par suite, (£) e 50x— 11y = 50X6— 11X 27
= 50(x—6)=11(y—27)
(E,{SO(X—6)= 11(y—27)
11150(x — 6)
(:,{so(x-— 6)=11(y—27)
11x=6 (carllA50 = 1)
ﬁ{x—6= Lk(keZ)
50(x=6)=11(y—27)

Chapitre 3
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6 =11k (ke Z)
y—27=50k

- x:6+11k (kEZ)
y= =27+ 50k

1 lensemble de solutions dans Z* de I'équation 50x — 11y = 3 est
_{(6+ 11k,27 +50k) Ik € Z}

-0na: (anb)|50 d'apres 1)
Donc anb =50 50la et 50|p

qona: S0la = (Ix € N)a = 50x
=(@AxeN)1ln+ 3 = 50«
=(EAxeN)50x— 11n =3

= (Ik e N)n= 27+ 50k (d’apres le résultat de la question
précedente)

=

3=

etsin=27+50k ol ke N

alors: @ = 11(27 + 50k) + 3 = 50(6 + 11k)
et b=13(27+50k)—1 = 50(7 + 13k)
donc: SO |a et 501|b

Les valeurs de n pour lesquelles a Ab = 50 sont 27 + 50k ou k€ N
3) a- Le nombre 11 est premier

donc d’apres le théoréme de Fermat: b'' = b[11] et " = a[11]
Ona:a=11n+3,donc a = 3[11]
et par suite 11 ne divise pas a
Donc: ¢ = 1[11]
b-Ona: b= 0[ll]e= 13n—1=0[I1]
— 2n=1[11]
= 2n=12[11]
=n=06[11] (car2all=1)
=n=1lk+6(keN)
c-Soit n € N tel que n = 6[11]
donc: b = 0[11] c'est-a-dire 11 ne divise pas
Or 11 est premier, donc: b = 1[11]
Onaaussi: ¢" = 1[11]
donc: (ab)’ = 1{11] et par suite: (ah )" = 111
Cest-a-dire: ((13n=1)(11n+3))"" = 111)

- W
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1) On considére dans 77 Iéquation (E):195x — 232y = 1
a- Déterminer 232 A 195
b- Montrer que I'ensemble de solutions de I'équation
s = {(163+ 232k, 137 + 195k)/k € Z}
c- Déterminer l'unique entier naturel d qui vérifie:
0<d<232 et 195d = 1[232]
2) Montrer que 233 est un nombre premier.
3) Soit A I'ensemble des entiers naturels compris en
On considére I'application f de A vers A définie par: pou
fla) est le reste de la division euclidienne de ¢ par 233 |
a- Montrer que: (vae A—{0}) a"*= 1[233]
b- Montrer que pour tout (a,b) de A, si fla)=f(b) alors a =5 |
¢- Soit (a,b) € A? tel que f(a)= b , Déterminer a €n fonction de b |

d- En déduire que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque f

(E) est:

tre 0 et 232 |
rtout a de A, l’entieri

1) a- Dékcgrﬁp\bsons les nombres 232 et 195 en produit de facteur premiers:

Ona: 232 =2°X29 et 195=3%X5X13

par suite: 232 A 195=1 |
b- ¢ On a: 195><163—232X137=31785—31784= 1 !

Donc le couple (163,137) est une solution de I'équation (E)
o Ona: (E) = 195x =232y = 195X 163~ 232 X 137
s 195(x — 163) = 232(y = 137)
‘:’{195(x— 163) = 232(y — 137)
195[232(y — 137)
_ [195(:—163) = 232(y = 137)
{195]@— 137)  (car195A232=1)
={x— 163 =232k (1 ¢ 7)
y—137 =195k

‘:,{F 163 +232 (1 c 7)
y =137+ 195k

Donc I'ensemble de solutions de I'équation (E) est:

S ={(163 4232k, 137+ 195k)/k € Z }

c-Ona: 195d = 1[232] < (3d' € Z)195d — 232d’ =1

Et d’aprés le résultat de la question précédente on a: d = 163 + 232k (ke Z)
Et puisque: 0 < d < 232 alors: 0 < 163 + 232k =< 232

|
J
i
|
|

|
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jon /233 ~ 15,26

s nombres premiers positifs inférieurs 3 /233 sont 2,3,5,7,11 et 13
, puisque aucun de ces nombres ne divise 233

lors 233 est un nombre premier.

3) - soit a un élémentde A—{0}

on a: 233 est un nombre premier et @ n'est pas divisible par 233

Donc: 2 = 1[233] (d'aprés le théoreme de Fermat)

p- Soient @ et b deux éléments de A tels que f(a)=f(b

ona: a195 Ef(a)[233] et b' Ef(b)[233] q f( ) f( )

ponc: @ =™ [233] ()

et puisque le couple (163,137) est une solution de I'équation (E)
Jors: 195X 163 = 1 +232 X 137

par suite: a1 = "% [233] (d'apres (*))

Cest-a-dire: a X (@) = b x (b*)7[233]

et puisque: @™ = 1{233] et b™* =1 [233]

Jlors: a = b [233]

Cest-a-dire: a —b = 0 [233] cest-a-dire: 233|(a—b)

etpuisque: 0 <a <232 et 0 =b =232

alors: =232 <a—b < 232

Parsuite: a—b =0 d'ol: a =b

(0 est le seul multiple de 233 compris entre -232 et 232)

Conclusion: (V(a,b) € A?) fla)=flb)=a=D

e Soient g et b deux éléments de A tels que f(a)=b

Donc: a'*° = b[233]

Et puisque: 195 X 163 = 1+ 232 X 137

alors: (a"*)* = b'® [233]

par suite: a X (a*)” = b [233]

Et puisque: > = 1[233]

alors: a = b'® [233]

Donc g est le reste de la division euclidienne de b par 233

d- D'aprés le résultat de la question (3) b-), on déduit que f estinjective
et d'aprés le résultat de la question (3) ¢-), on déduit que f est surjective
Par suite, f est bijective de A vers A et sa bijection réciproque /' est définie de
A vers A par:

Pourtout b de A |, I'entier £ (b) est le reste de la division euclidienne
de p' par 233

Arithmétique dans Z
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Exercice’ 26PN

1) Soit x une solution de I'équation (F)

b- Montrer que : x* = 1[97]
¢c- Montrer que: x = 2"'[97]

alors x est une solution de I'équation (F)

I. 1) Vérifier que: 35X 11 —96 X4 =1

Remarquer alors que: 35A 96 =1 (d’aprés le théoreme de Bezout) |

2)Ona: (E) = 35u— 96v = 35X11—96 X4
e 35(u—11)=96(v—4)
ﬁ{35(u— 11)=96(v—4)

35|96(v— 4)
‘z’{35(u— 1) =96(v—4)

35|v—4 (car: 35796 =1)
‘:’{14—11296/( (ke Z)

y—4 = 35k
<:’{Lt:“'f'96k (kEZ)

y =4+ 35k

Donc I'ensemble de solutions de Iéquation (E) est:
S={(11+96k,4+35k)|k € Z}
II.1)a-°Ona: /97 ~ 9,8

et les nombres premiers positifs inférieurs & v/97 sont 2,3.5 et 7

Et puisque aucun de ces nombres ne divise 97
alors 97 est un nombre premier.
* Soit x une solution de I'équation (F)
Ona: x¥=2[97]
Donc 97 ne divise pas x (car 97 ne divise pas x?)
Et puisque 97 est premier alors: x A 97 = |

b- On a: 97 est un nombre premier et 97 ne divise pas x

Donc: x” = 1[97] (d'apreés le théoréme de Fermat)

f!ﬁ(,{i Chapitre 3

i

I. On considére dans Z* I'équation (E):35u—96v =1

1) Vérifier que le couple (11;4) est une solution de I'équation (E)
2) En déduire I'ensemble de solutions de I'équation (E)

II. On considére dans N I'équation (F): x* = 2[97]

a- Montrer que 97 est un nombre premier et que : XA 97 =1

;e pe — 11
2) Montrer que si un entier naturel x vérifie x =2 [97]

3) Montrer que I'ensemble de solutions de I'équation (F) est {11+ 97k/k & N}

TN N, W Ty TN

S i W _—

—=

| ‘A
i
|

S T

=
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%= 1[97], donc: (x™)' = 1[97] c'est-a-dire: x°* = 1[97]

0 a;q(iw _ x[97], cest-a-dire: x™*"' = x[97]
s 11-96x4=1
th : e ;x[97}5 I
Doﬂc‘ e: xE(x ) [97]
cestd - [97] (car x* =2[97])
par V! x'“” slément de N qui vérifie x = 2" [97]
9) SOI' x35 = anss [97]
DonC-" L35 = 1t%xegT
lest'a-dlre' X ——96 : [ ]
e P =(2%) x 2[97]
{puisaue 97 est un nombre premier et 2A 97 =1
le\|ors: 2" = 1[97]
par SUIte x”’ = 2[97] _ o
ponc, X est bien une solution de I'équation (F)
3soit S Iensemble de solutions de I'équation (F)
aprés ce qui précede, ona:
e(p)=x=2" [97)
= x = 2048[97]

e x=11 [97] (car2048=21%X97+11)

e x=11+97k(keN)
Donc:S={11+97k/keN}

T ————————

ERELT .

\EEELEY juin 2016
= |

Premiére partie:

Soit (a,b) un élém

8) On suppose que 173 ne divise pas a

b-Montrer que: @ (a+b)= 0[173]
¢- En déduire que 173 divise (a+b)
Deuxiéme partie:

avec k € N*
1) Vérifier que: k(x—y) +(k— 1)xy =1
2) Montrer que k = 1 puis résoudre |'équation (E)

.

ent de N* x N* tel que le nombre premier 173 divise a’ + b’

a- En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que:

On considére dans N' X N* ’équation suivante: (E):x*+y = 173(xy+ 1)
Soit (x,y) un élément de N” X N' solution de (E), on pose: x +y = 173k

1
\
1) Montrer que: a =—b"" [173] (Remarquer que: 171 = 3% 57) |
2) Montrer que: 173 divise a si et seulement si 173 divise b |
3) On suppose que 173 divise a, montrer que 173 divise (a+b) |

!

\

a”=b"[173]

i
|
l
|
Arithmétique dans 7 ‘("7»"
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Premié.rAe- b;::tie:
1)Ona: 173)(a* + b’),donc:a® =— b*[173]
Par suite: (@) = (- °)"[173]
Clest-3-dire: 0" =— b [173]
2) On a:
173]ag e g = 0[173]
=a"=0[173] (4" = 0[173]= a = 0[173], car 173 est un nombre premie)
==b"=0[173] (car o™ =— p™[173))
= b" = ([173]
= 173[p™

= 173|b (car 173 est un nombre premier)
3) On suppose que: 173|a
Donc: 173|p (d'aprés le résultat de Ia question précédente)
Par suite: 173|a +p
4) a- On Suppose que 173 ne divise pas a
et puisque 173 est un nombre premier
alors : ' = 1[173] (d'apres le théoréme de Fermat)
Et puisque 173 ne divise pas a alors 173 ne divise pas b
(d’apreés le résultat de |a question 2)

parsuite, b' = 1[173] (daprés le théoréme de Fermat)
Donc: a' = b [173]
b-Ona: a”(a+b)=a"+4"p
Et puisque: a'” = '™ [173]
alors: @™ +a'" b= b"™+ 4" p[173]
= b(b" +a™)[173]
= b X 0[173] (d’aprés le résultat de I3 question 1)
=0[1 73]
par suite: @™ (a+b) = 0[173]
¢-Ona: 1731a"™ (a + b) (dapres le résultat de |a question précédente)
eton a: 173 est un nombre premier et 173 ne divise pas a :
Donc: 173Aa =1, par suite : 173 A g™ = t
D'ou: 1731a+ b (dapreés le théoreme de Gauss)
Deuxiéme partie: {
1) e Remarquons tout d’abord que:
'ty =(x+y)x—xy+y?) = 173k(x* — xy + y?)

o ey

é* i l” Chapitre 3
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(x'y)2+(k— Dxy = k(x —y) + kxy — xy

’Oﬂa:k — 2 2
—k(}x —2xy+y +xy)—xy=k(x2—xy+y2)—x)’
_xX+y 173(xy+ 1)
(73 W=y Tt lTY

(x—-y)z—i'(k" Dxy=1

c-
;’)";na; k(x—y) (k= Dxy=1
_—wf= v}y —

onc: k(x=3 =0 ou {k(x =1 (car k(x—y) €N et (k— Dxy € N)
- k- Dy =1 (k—1Dxy=0
;t i — _ _
| a1 SUite: k=0oux=y ou{k—let("—)’)z‘1

P k—1=letx=1lety=1 k—1=0

fo = O = n’a pas de solution car x+y= 173k

gt puisaue le systeme {
k—1=letx=1lety=1

— — 2: —
alors:{kfla(x y) 1,donc: {k 1

k—1=0 (x—y) =
oar SUite: {x+y= 173 o4 {x+y =173
x—y=1 x—y=—1
Yo {x—87 ol {x= 86
y =286 y =817

Et réciproquement, vérifier que les couples (87,86) et (86, 87) sont des solutions

de léquation (E)

Conclusion:
lensemble de solutions de I'équation (E) est: $= {(87;86),(86;87)}

RG24 juin 2015
| TIPS TS s
" | soit x un nombre entier relatif tel que : X
11) Sachant que : 1436 X 1051 —~ 2015 X7
| premiers entre eux.
2) Soit d un diviseur commun de x et 2015
| a-Montrer que d divise 1436
| b-Endéduire que: xA2015=1
1\ 3) a- En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que -
et x*=1[31] (Remarquer que: 2015 = 5% 13X 31)
| b- Montrer que : ' = 1[65] puis que : 0 =1[2015]
-14) Montrer que : x = 1051 [2015]

s = 1436 [2015]
49 = 1, montrer que 1436 et 2015 sont

1440 — 1[5]’ xM-lO = 1[13]
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1) Comme : 1436 X 1051 —
Alors, d’aprés le théoreme de
2) a- Soit d un diviseur commun de
puisque : x'** = 1436 [2015]

alors : (3k € Z) x® = 2015k + 1436

et comme : d|x et d[2015

alors : d|x"¥— 2015k

C'est-a-dire : d]1436

b- On pose: @ =x A 2015

a est un diviseur commun de x et 2015

Donc d’aprés la question précedente : & divise 1436
par suite, @ |2015 et @ |1436

Dol : @|(2015 A 1436)

C'est-a-dire : |1

Donc: @ = 1 et par suite: xA2015=1

3) a- » Le nombre 5 est premier et ne divise pas x
car x A 2015 =1 et 5 divise 2015

Bezout : 1436 A 2015
¥ et 2015

Donc, d’apres le théoréme de Fermat : x* = 1[5]
par suite, (x*)* = 1[5] cest-a-dire : x" = 1[5]
e Montrer de méme que : x'° = 1[13] et x"* = 1[31]

b-eOna: x* = 1[5] et x"° =1[13]

donc: 5|(x"*°—1) et 13](x"**~1)

et comme : SA13=1alors: 5X 13|(x"*—1)
Cest-a-dire : 65[(x"*°—1)

d'otr: x*° = 1[65]
eOna:65|(x"*—1)et31|(x'""—1)et 65A31 =1
Donc: 65 X 31 (%' —1)

cest-a-dire : 2015|(x"*°~1), d'ot : 8™ = 1[2015]
4)Ona: x"=1436[2015]

Donc: 1051.x™” = 1051 X 1436[2015]

Cest-a-dire : 1051.x™ = 142015 X 749 [2015] (car 1436 x 1051 — 2015 x 749 = 1)

Donc: 1051.x™ = 1[2015], d’ou : 10515 =x[2015]
Or: x™ =1[2015], donc : 1051 =x[2015]

e e e —

| Exercice Z:)E/ juillet 2012

1) a- Vérifier que 503 est un nombre premier.

2015><749—‘-1 1

b- Montrer que 7°” = 1[503] et en deduire que : 7" = 1[503] ‘

T
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e

re dans 77 I'équation (E): 49x — 6y = 1
:8) est une solution de (E), résoudre dans Z* I'équation (E)
e 1+7+72+ L4 72007
3)on potr [ que Ie couple (7™ N) est une solution de I'équation (E)
5 MO" [4] et N=0[503]
b M N est divisible par 2012

sidé
q ue (

trer qué -

@ 563~2243

ona ’
)& ombres prem|ers positifs inférieurs a /503 sont 2,3, 5,7,11,13, 17 et 19,
L n de ces nombres ne divise 503

gtaucu” b
nc 503 est un nompore premier.
DO, Le nombre 503 est premier et ne divise pas 7
4 (s le théoréme de Fermat : 7°” = 1[503]

nc, d'@
?Zna: 7 = 1[503]
(7)) = 1[503]

ponc: (

Clest-a-dire: 7200 = 1[503]

g)soit (%, € el

ona: 49x — 6y = 1 > 49x — 6y = 49X 1 —6X8

s 49(x—1)=6(y—8)
{49(96— 1)=6(y—8)
=16l49(x—1)
{49(x—1>:6(Y‘8)
=l6l(x—1)
19 % 6k = 6(y —8)
‘:’{ —1=6k (k€Z)

x=1+6k
ke
“’{y:8+49k (keZ)

(car 6 A 49 =1)

donc: § = {(1 + 6k ,8 +49k) 1k € L}
3)a-Ona: 49 X 72 — 6N = 7" — 6N
72008 =9 72008 —1
7—-1 6
Donc: 6N = 728 — |
Par SUite, 49 X 7200( 6N — 1
Dol : (72 N) est une solution de | réquation (E)
b"Ona; NE(l 4, 7) (7z+ 7 ) (7700( + 7v007) [4]

=(1-1)+01- 1)+---+(1— 1)[4]

Or: N=1X

(car 7=—1[4])

en 08 dUIfe queé I
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Donc: N=0[4]

Autre méthode :

| Ona:6N=7""~1et7=—1[8]

? Donc : 6N = 0[8]
| Par suite, 3N = 0[4] (si pa = pb| pn]alorsa = b[n])

1t et puisque : 3A4 =1

Alors : N = 0[4]

eOna: 6N=7""—-1

et comme : 7 = 1[503] alors : 6N = 0[503]

C’est-a-dire : 503 |6N

et comme: 503 /\|6 =1, donc d'aprés le théoréme de Gauss 503 |N
Par suite : N = 0[503] |

c-Ona: N=0[4] et N=0[503]

Donc: 4|N et 503|N -
ot comme : 4 A 503 = 1, alors: 4 X503 [N cest-a-dire : 2012|N

| EXEercice
|

;)_;:itvp un n\ombre premier telque : p > 3 etsoit x un nombre entier relatif. |
Montrer que si x = 1[p] alors: x"= 1[p’] |
Z)SoitaEZtelque:a/\4225=l |
a- Montrer que : ' = 1[5] et a” = 1[13]
v 156 puis en déduire que : @™ = 1[4225]

b- Déterminer : 20

| I

it P+ x+ 1)

1)Ona:x”-—1=(x~l)(x‘”"+x |
or: x=1[p],donc: (Fk € Z) x—1=kp et (vie{l,..p—1}) x'=1[p]

Donc: (x" '+ "2+t Xt x+ I)EP[P],
par suite, (x7' + x>+ =+ x*+x+ 1) = 0[p]
Dou: (k' €Z) x" '+ +xt 1=kp

Donc: x*— 1 =kpk'p= kk'p’

Par suite : x* = 1[p’]

2)a-Ona:and225=1

et comme: 4225 = 5% 137

Alors: anS5=1letaAl3=1

et puisque : 5 et 13 sont des nombres premiers
alors, d’aprés le théoréme de Fermat : a* = 1[5] et ¢ = 1[13]
b-e0Ona:20=2*X5et156=2*X3X%13
Donc: 20V 156 =2°X3X5X13 =780

]
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= 1[5], donc: (a*) = 1[25] (d"aprés 1) c'est-a-dire : a* = 1[25]
,Onﬂa;' {[13], donc: (a)" = 1[169] cest-a-dire : a"*° = 1[169]
tl T m= 1[25]) et @™ = 1[169] (ona: 20 X 39 = 780 et 156 X 5 = 780)
o€ 8o 25 (@™~ 1) et 169](a™~ 1)
cest? Le: 25169 = 1,alors: (25% 169)|(a™ - 1)
of ptu:.?jirei 4225 (@™ — 1) et par suite : @™ = 1[4225]
ces

s >
e P 2N
=
=

put de rexercice est de déterminer les entiers naturels n supérieurs a 1 qui
e

, fent 13 propriété: (R): 3"—2"=0 [n] '
ve”oit ne N'—{1} tel que n vérifie la propriété (R) etsoit p le plus petit
1? Sigeur premier positif de 7
dn/- Montrer QU - 3"—2"= 0[p] et en déduire que p= 5

Z,Montrer que: 27 =1[plet 37" = 1[p]

.- Montrer qu'il existe un couple (a,b) de Z* tel que : an = b(p—1)=1
le reste et le quotient de la division euclidienne de a par

Z0<r<p—leta=q(p—1)+r) |
ste un entier naturel k telque: rn=1+ k(p -1) i
ede qu’il n’existe aucun entier naturel n supérieural

d- Soient 7 et q
(p-1) (g€
Montrer gu'il exi ’
9) Déduire de ce qui préc
qui vérifie 1a propriété (R)
S

ousT

fa-*Ona: 3" —2"= 0[n]

oonc : n divise (3" —2")

etcomme p divise n, donc p divise (3" —2"), par suite, 3"— 2" = 0[p]
*Sip=12

Nors: 3'=0[2] car: 3" —2"=0[2] et 2"= 0[2]

Cest-a-dire : 1 = 0[2], ce qui est faux, donc: p # 2

*ip=3

dors: —27= 0[3] car: 3"—2"=0[3] et 3"= 0[3]

Cest-3-dire : 3[2", donc: 3 |2 car 3 est premier, ce qui est faux, donc: p # 3
* p est un nombre premier positif tel que : p £2etp#3

Donc p=5

b p est un nombre premier ne divise ni 2 ni3(car p=9)

Donc d'apres le théoreme de Fermat : 277 = 1[p] et 377" = 1[p]
“Montrons que: nA(p—1) =1

o

Arithmétique dans Z 7’.’\_;‘-‘;‘:,
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Si n et (p—1) ne sont pas premiers entre eux

Alors n et (p — 1) admettent un diviseur premier positif commun &
Donc 1 admet un diviseur premier positif @ vérifiant @ <p — 1 <p
(caral(p-1)) |
Ce qui contredit le fait que p est le plus petit diviseur premier
etparsuite: nA(p—1)=1

Donc, d’aprés le théoreme de Bezout : (3(a,b) € Z°) an— b(p—1)=1
d-Ona:a=q(p—1)+rou0<r<p-1

Donc: an=nq(p—1)+nr

Or:ian=1+b(p—1),donc: nr=(b—ng)(p—1)+1

Le nombre (b — ngq) est entier, montrons qu'il est positif

Sitb—ng <0 alors: b—ng <— 1, par suite, (b—ﬂQ;(P” =1-p
Dou: (b—n —1)+1<2-p cestadire: nr=2-p
Or: p(Z 5, d%)rff: 2 —)p <0, pariuite ar < 0 ce quiest faux (car 7= Oetn=2)
Donc le nombre k = b —ng est un entier naturel, etona: /7= 1 JHF/{(P - 1)

2) Supposons qu’il existe un entier 11 supérieur a1 tel que: 3" =2 [n] o
Donc il existe (r,k) de N* telque: m = 1+k(p— 1) ou p estle plus petit diviseur
premier positifde n et p=5

Par suite, 3" = 2""[p]

Clest-a-dire ; 3" "= 2" p]

Clest-a-dire : 3x (3" =2x (2" [p]

or: 3" =1[plet 2 =1[p]

Donc: 3=2[p]

D’oli : p divise 1, ce qui est faux

Donc : il nexiste pas de tel entier n

positif de n

Exercice g‘%)/min 2012

On consideére dans 7’ I'équation (E) : 143x — 195y = 52
1) a- Déterminer 143 A 195 et en déduire que I'dquation (E) admet des solutions
dans 7°
b-Sachantque (—1;— 1) estunesolutionde (£), résoudre dans 7° I'équation (E)
2)Soit ne N" telque: nAS =1
Montrer que : (Vk € N) n* = 1[5] |
3) Soit (x,y) €(N') tel que : x =y|[4] |
a- Montrer que : (Vn e N') n' = p*[5]
b- En déduire que : (Vne N') " = p* [10]
4) Soient x et y deux entiers naturels tels
I'équation (E)

que le couple (x,y) est une solution de

. Chapitre 3
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our tout entier naturel non nul #, les deux nombres n* et n” ontle |
nités dans le systeme de numération décimale.

|
(

!
|
J

tre
Wo" chiffre des U
rne

= 143+52
o195 = 142
ik 143.;2><52+39
52:39+ 13
=3 X 13+0
dern?egr reste non nul est 13
Lec,195/\143=13 )
porc L ona: 195 = 13X 5x 3 et 143 = 13% 11
utré ! _
1057143 = 13 )
ponc” on (E) est: 143x = 195y = 52
.Leqa- 143A 195 = 13 et 13 divise 52
etor; yéquation (E) admet des solutions dans Z°
n
E_OOna; (E)<=’—‘> [1x— 15)7: 4
(—1)—15x(=1)

s 11z = 13p= 11X
e 11(x+1)= 15(y—1)

{11(x+1)= 15(y—1)
p—]

11|(y—1) (car I1A15=1)
_ 11(x+1)=15><11k(kez)
y—1=11k
v=15k—1 .
’ keZ)
@{y: 11k+1 (k

Donc: S = {(15k — 1,11k+1)/keZ}

2)Soit n € N tel que = 7 AS=1

lenombre 5 est premier et /2 /A 5=1

Donc, d’aprés le théoreme de Fermat:

par suite, (vk € N) (n') =1 [5]

Cest-3-dire : (ke N) n" = 1[5]

3)a-Soit (x,y) e (IN') telque: X =Y [4]

‘Soitne N telque: nAS =1

Siix>yalors: x = v+ 4k oll k€N

Parsuite, p* = 2 ¥ = ” % n*

et Duisun = 1[5J

Algrs; e i1y[5]

P?rs:csy alors: y=x+4k ol k€ N
te, n* = p** " = p* X p*

at=1[5]

Arithmétique dans .
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Dol : n’ = n*[5]

*Soit ne N telque: nAS5# 1

Donc : 5 divise n

Par suite, n* = 0[5] et n” = 0[5]

Dol : n*=n’[5]

b- Soit (x,y) € (N') etsoit ne N'

Les deux nombres n* et »n’ ont la méme parité, donc: 2" = w'[2]
etona: n* = n’[5] (daprés la question précédente)

Donc: 2|(n*—n’) et 5|(n*—n’)
etcomme: 2AS5=1,alors: 2X5|(n*—n
D'ou : n* = n’[10]

4) » Remarquons tout d’abord que le chiffre des unités d’un nombre entier nature|
e la division de ce nombre

») clest-a-dire : 10 [(n*—n)

est, dans le systéme de numération décimale, le reste d

par 10
Cest-a-dire, si n = u[10] et 0 <u <9, alors u estle chiffre des unités du nombre
entier naturel n

)e N? etsoit n € N’

» Soit (x,y) une solution de I'équation (E) tel que : (x,y
Donc: 11x— 15y = 4, par suite : 11x— 15y = 0[4]

Ft puisque 11 =— 1[4 ]et— 15 = 1[4]

Alors : —x +y = 0[4] clest-a-dire : x = y[4]

Donc d’aprés le résultat de la question 3) b-: n" = n’[10]
Par suite, les deux nombres n* et n’ ontle méme chiffre des unités dans le systeme

de numération décimale.

Vel I S e s )
| EXercice 99,

\
R e covsausanin,

1) Soit n un entier naturel premier.
Montrer que si n divise (5"—2") alors: n =3
2) Soient p et g deux nombres entiers naturels premiers telsque : 3 < g <p
et pq divise (5" —27)(5'—2)
a- Montrer que ¢ divise (5" —2") |
b- Soit a un entier naturel tel que : 2a = 5[q] |
Montrer que g ne divise pas a et a’ = 1[q] et a"' = 1[q] i
c- En déduire que a = 1[q] (Remaquer que: pA(g— 1) = 1) f
3) En déduire de tout ce qui précede que si p et g sont des entiers naturels
premiers tels que : ¢ < p et pq divise (57 —27)(5"—27), alors : (p,q)=(13;3) |

J

1) Soit 1 un entier naturel premier tel que : n divise (5"—2")
D'aprés le théoreme de Fermat : 5" = 5[n] et 2" = 2[n] (car n est premier)

[ o e o |
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r ' 1

=3

.5
oﬂc' . n__nn
Dt puisque' nl(5"—2 ), alors: n|3, d'ou: n=3 (car )
; 5 0" a:q lpg et P4 (57— 2°)(57—27) n est premier)
2= 205
po™ . g ne divise g
¢3donc.q pas (57— 27) (d'apré .
r[{Jis ue g est premier (d'apres la question 1)
etP /\(54,24)51

glors qnt a
onc 4%P s le théoréme de Gauss : ¢ (57— 2°)
oS g divise @ alors : 2a = 0[g], donc: 5= 0[g] cest-a-dire: I5
ot pars,uite: q= .
or: 5'~ r=0lg
ponc * sr—2"= 0[5]
par suite = 0[5] Cest-a-dire : 5 |27
faux et par suite : 4 ne divise pas d
5[¢], donc: (2a) = 57(q]

] (d'aprés la question précédente)

, donc: 5 |2 car 5 est premier, C& qui est

,onad: 20 =
sar Suite: 27 (a’— )=5"- 2'[q]
c'est-z‘a-dire: 27 (a’ — 1)= 0[q] car g divise (57 — 27)
or: q/\2”z 1 donc: a—1= 0[q]
Jrsuite, @ = 1[q]
t ne divise pas @ (car a”" = 1[q])

. le nombre ¢ est premier €
.o de Fermat: a’ = 1[q]

_1<gq,donc: g—1<p
emier, alors p/\(q—-l)=1

et comme P est pr
e de Bezout: (A(u,

Donc, d’apres le théorem

vOna:a’ = [¢], donc: (a"") = 1[q]

et par suite : a = (] Cest-a-dire ! a(a’) = 1[q]
or: o’ = 1[q], donc: (a") = 1[q]

par suite, a = 1[4
turels premiers telsque: 4 <P

3)Soient p et g deux entiers na

 alls=2)(5° = 2)
'Si:3<g<petaun entier naturel tel que: 24 = 5[q] (untel nombre existe: 1
Zl:fﬁt par exemple de prendre @ = ’%’5‘)
Dsrs (dapres 2)c) : @ = 1[4]
ne: 0 =
Etp:r. 2.= 5[q], c’est-a-dire : 3= 0[q]
R i“'te g divise 3, donc: 4 ~ 3 ce qui contredit e faitque: d 7 -
C'EStz;,_d-z on aurait: 57— 2" = 0[2] car 4 (5" 2r) d'apres 2)a)
dire: 1 =
Oonc . q;e '21 = 0[2] ce qui est faux.
Arithmétique dans
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* Alors nécessairement : qg=3
Ona donc: p> 3 et 3p|117(57— 27)

Par suite, p|39(5” - 27)

etcomme p # 3 (car p > 3) alors p ne divise pas (5" = 2") (d’apres 1)
et puisque p est premieralors: pA(5"—2")=1

Donc, d’apreés le théoreme de Gauss : p |39

Par suite, p = 13 (car p premieret p > 3)

Donc: (p,q) =(13;3)

Soient a et b deux élémentsde N'—{1} telsque: aAb =1
1) Montrer que : (&’ +ab+b*)A(a*+5°) =1
2) Soit p un nombre premier tel que : p =5 et pl(a* +ab+b?)
a- Montrerque: pAa=1let pAb=1
b- Montrer que : a* = b*[p]
c- Montrer quesi p =5+ 6k ou ke N, alors: a = b[p], puis que : p|3ab

d- En déduire que : p = 1[6]
3) Résoudre dans (N")* I'équation : x* +xy+y" = 34(xAy)

1) Onpose : (a*+ab+b )N (a*+b°)=d
eOna:dla®+ab+b>etd|a+b

Donc : d|ab (car: (@*+ab+b*)—(a’+b*) = ab)
Dol : d|ab’® et d|a’ + ab® (car: a(a’+b*) = @’ + ab®)

et par suite : d|a’
e de méme on obtient : d (b’

eOnadonc: d|a’ et d|b’

Dol : d|a’ A b’

Or:anb=1donc: @ Ab’ =1

et par suite : d|1, d'ot: d =1

Donc, (a’*+ab+b*)A(d*+ b2) = 1

2) a- » Supposons que: pAa # |

Donc: pAa=p (car p est premier), par suite, p la
Donc: pla*+ab (car: a®+ab = ala+b))

Or: pla®+ab+b?, donc: p|b* (car: (@ + ab + b’)—(a*+ ab) = b?)
Ona: plaet plb?, donc: plan b
Or:aAb=1,donc: anb’>=1

1
|
|
|
|
|
- Chapitre 3

B Scanned with CamScanner




p|1,d'0l‘1: p = 1 ce qui est faux

 opra=1
ot demémeque:p/\b=l
MO sy =(a—b)a’+ab+b)

a:
p-0"° o pla*+ab+b’

et V' |a3"b3' dou: @’ =b’[p]
alo.r;,pposons que: p=5+6k(keN)
¢ ombre p est premieret: pAa=1let pAb=1
Le :c daprés le théoréme de Fermat: a”' = 1[p] et b =1[p]
ggst_’g—dire: a* = 1[p] et b** = 1[p]
ponc o= pl
dire : a.(a@) " =b.(6")""[p]

C'est-é’ ; 3\I+2k 142k
"= p[p], donc: (@) = (") [p]
al(a) ™ =bla’)™[p]

et par SUite:
Aa=1alors: pA(a’)

et comme - P

Doncza—:—b[P] 2
JOna: a = b[p], donc: pla—b et parsuite : plla—b)

or: p|a2+ab+b2, donc: p|(a2+ab+b2)—(a— )i
Clest-a-dire : p|3ab

d- Un nombre premier est soit de la
Gip=0k+5, alors daprés le résultat de
or: pha=1let pAb=1,donc: pAab=1

par suite p |3,donc: p= 3 ce qui contredit le fait que p =5
Donc: p=6k+1 (k€ N) et parsuite: p = 1[6]

3) soit (x,y) € (N') tel que : X° +xy+y =34(xAy)
Onpose: d =XAY

Donc: (3(a,b) € (N'Y) x=daet y=dbeta Ab=1
par suite, d(a*+ab+ b*) = 34d’

Cest-a-dire : @ +ab+b"=2X17

et par suite : 17|(a* + ab + %)

Donc, d’aprés ce qui précede : 17 = 1[6]

Ce dernier résultat est fausse.

Donc 'équation : x* +xy +y* = 34

Ex@,@ﬁ; 35/
- S /

(1))n considére dans I'ensemble N* Iéquation : (E): (xyz )" =2 [899]

ba_ Res?udre dans 77 I'équation : 143y — 840v =1

) 'Ssirldeduire le plus petit nombre entier naturel d qui vérifie : 143d = 1[840] ,
n un nombre entier naturel premier avec 899 |

1+2k — 1

forme 6k + 1 ou de la forme 6k + 5 (ke N)
la question précédente : p |3ab

2

(x Ay) n'admet pas de solution dans (N')

:::::

Arithmétique dans 72 %! !
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/ 2 Montrer que , est premier avec 29 et avec 31

~ En déduire que ; 0 = 1[899]
c- Montrer que si 7' = 2[899] alors: n=2* [899]
3) Résoudre dans N* I'équation (E)

ﬁqg‘

TN -

5}) a- ¢ Il faut d'abord trouver une solution particuliére de cette €quation, oy, utif
algorithme d'Euclide : e

840 = 5 x 143+ 125(1)
143 =125 + 13 (2)
125=6x 18+ 17 (3)
18=17+1 (4)
Ona:1=18-17 d’apres (4)

I =18-(125-6 x 18) d’apres (3)
I1=7%x18-125

{
1'=7x(143-125) - 125 d'apres (2) :
|

SRS RS

—

== =

1=7X143-8x125

1 =7X143 -8 x(840 — 5 x 143) d'apres (1) ;
Donc: 143 X 47 — 840 X 8 = | L

*Ona:143u—840v =1 143u—840v = 143 X 47 — 840 X § f
= 143(u—47) = 840(v—8) @(
{143(u—47)=840(v—8) |

= 143 840(v - 8) f
143(u — 47) = 840(v — 8) !;
{143[1»—8 (car 143 A 840 = 1) |
143(u — 47) = 840 X 143k ‘

‘z’{v—8=143k (k&) |

{ i = 840k + 47 |
= v =143k +8 |

Donc I'ensemble de solutions de I"équation : 1431 — 840y = 1 est :

S ={(840k+ 47,143k +8)/k € 7}

b- D'aprés ce qui précéde, ona: (Vk € Z) 143(840k + 47) — 840(143k +8) = |

Donc : 143(840k +47) = 1[840] (*)

Par suite, le plus petit nombre entier naturel d qui vérifie 1434 = 1[840] est égal

a 47 obtenu en remplagant & par 0 dans la relation (*)

2)a-Ona: 899 = 29 x 3]

Et puisque : n A 899 = 1 alors les nombres 29 et 31 ne sont pas des diviseurs de

Et puisque les nombres 29 et 31 sont premiers

(ke ?Z)

Chapitre 2
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st aA29= et nA31=1
c, ond- 729 = | e,t 23 est un nombre premier
b e 21{‘[?;9] (d’aprés le théoréme de Fermat)
Parsuite: (n*) = L[29]
C,est,g,-dire: o™ = 1[29]
o .pN31= i e’t 31‘est un nombre premier
» = 1[31] (d'aprés le théoréme de Fermat)

. ponC*
po (n°F = 1[31]

ar SUite:
P . .re'n84051[31]

cest A g
ponc - 29](n™ — 1) et 31|(n* = 1)
e: 29A31=1

9X31 Kn840__ 1

plors 2 ) cest-a-dire : 899 |(n* —
o 10 = 1[899] (= 1)

ar suit
C’On sup ose que n[“ =2 [899]
ot cOmME . 143d — 840 X g§=1(onavuque:d= 47)
Don651 3d=840><8+1
et puisqUe : 24 = 2[899]
wy = 27(899]

plors : (n™) =
Cest-a-dire : et = 24[899]
Yn=2 [899]

Clest-a-dire - (n**

et puisque : .40 = 1[899] alors: (n*) = 1[899]

par suite 1 1= 2¢[899]

3) Résolvons dans N° I'équation (E): (xyz )" = 2(899]

onpose : 1= xyz"

on peut appliquer les résultats précédents car le nombre xyz"" est écrit dans le

systéme décimal.

Ona:n® 0[899], pas

donc 899 ne divise
tpas n (ca

r 899 = 29 X 31)

par suite, les nombres 29 et 31 ne divisen
Dou:29An=1et 31 An=1(car les nombres 29 €t 31 sont premiers).
" donc: (29 X 31)An=1 clest-a-dire : 899 An =1

it puisque : 1’ =2 [899]

Nors - n = 297 [899] (dapres 2) c-)

Cost-3-dire : n = 345 [899] (montrer que: 2" = 345[899])
Parsuite : n =345 T 899k ol k €
Btpuisque : 100 < n <999

Mors: k=0

Par suite : n = 345
| D0”‘3¢x=3ety—“=4etz—“—S

lutions de I'équation (E)est: 5= {(3;4;5)}

f

Co .
nclusion :L'ensemble de soO

Arithmétique dans yARE 19
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On admet QUé 2969 est un nombre premier. )
. 8 — .

Soient 1 et m deux entiers naturels vérifiant : ng.+'m = 0[2969] 7‘
1) On suppose dans cette question que 2969 ne divise :
|

i

l

|

’

a- En utilisant le théoreme de BEZOUT, montrer que : Gu € Z) un = 1[2969]

2968 _
b- En déduire que : (n.m) =— 1[2969] et que:: (um)™ == 1[2969]

(On remarque que : 2968 = 8 X 371)
C- Montrer que 2969 ne divise pas u X m
d- En déduire qu’on a aussi (1 X m)’® = 1[2969] N

2) a- En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise n
b- Montrer que : n*+m® = 0[2969] = n = 0[2969] et m = 0[2969]

pas n

1) a- On suppose que 2969 ne divise pas 7
et puisque 2969 est un nombre premier

alors: 2969 An =1
Par suite, d’aprés le théoreme de Bezout : (3(u,v) € Z*) nu+ 2969y = |

Donc: (3(u,v) € Z*) nu+ 2969y = 1[2969]
etparsuite: (Ju e Z) nu=1[2969]
b-eOna: n*+m®=0[2969]
donc: u*n®+ utm® = 0[2969]
cest-a-dire : (uxn)+(mxu) = 0[2969]

et puisque : (uXn) = 1[2969] car u X n=1[2969]

alors: 1 +(mxu) =0[2969]

Donc: (m X u) =—1[2969]

eOna: (mXu)=—1[2969]

donc: ((mxu))" =(=1)"[2969]

c’est-a-dire : (m X u)”" =—1[2969]

c- Si 2969 divise u X m alors : u X m = 0[2969 |

par suite, (uxm)” =0[2969] ce qui contredit le résultat de Ia question
précedente

Donc : 2969 ne divise pas u X m

d- Puisque 2969 est un nombre premier et ne divise pas u X m, alors d’apres le
théoreme de Fermat, on a :

(uxm)”™" = 1[2969], c’est-a-dire: (u X m)* = 1[2969]

2) a- Si 2969 ne divise pas n

Alors, d'apres les résultats de la premigre question; on a : (i X m )*® = 1[2969]
et (uxm)™ =—1[2969]
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22 1,.1[2969]
- 0O" " dire: 2969 divise 2, ce qui est faux

rest’
e 2969 divise 7
D LppOsons sque: M= 0[2969] et n = 0[2969]

bt 2t =0 +0[2969
| c: t ]
cn +m = 0[2969]
le résultat de la quest|

onc d res on 2)a), le nombre 2969 divi
Ea, suite; ' = 0[2969], d'ou: n’ = 0[2969] GlivISE
ponC n* [2969] d’ou 2969 divise m"

ue : 2969 est premier

Jlors . 2969 divise /1, par suite : m = 0[2969]
~3
| 50|t p un nombre premier telque: p=7
P , . _
1) a- yérifier qué le nombre —5 est un entier pair et que: 2<773 ! <p-—2
ndedunre que (p ) divise (p—— 1)!

2)On suppos€e qu ’il existe un entier naturel non nul n tel que: (p— 1)! =p"—1

n—1
et on POSE s=),p

k=0

nlp—1]
duire que (p— 1) divise n

2- Montrer qué - S =
b- Montrer qué (p—1) divise S etendé

.- Montrer que : (p— 1Y </r (on admet que :

| eten déduire ue - (p—D <P~ 1
|1, Déterminer les nombres premiers positifs P pour les

’ nul 1 tels que : (p’])!:p -1
' In.Résoudre dans N réquation: LT 117F {124+ 117" = 362880

(101 = 3628800) R

((VmEN —{1}) m"> 1+m!)

quelsil existe un entier non

emier supérieur ou égala’

4k +3

.1)a-+ Comme p est un nombre Pre
| dors: (ke N')p=4k+1oupP—
p-1_

5 2(k+1)

par suite, p;l — 2k ou

Do ]
ncle nombre P est un entier pair.

p—1 A et
2 _>__3,dOU.2< 2

‘Ona-
ha: p=>7,donc:

i
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ey

- -3
etona:(p—z)_p2 s p2

donc:(p—Z)—p:,z—1 >0car p=7

: p—1
par suite, 1 <p-2
p—
dou: 2 < 5 <p-2
b-¢Si p>11,0na:
(P=1)!I=1x2x3xx(p—1)

- — +
=2X3X---Xp23><p2 I sz 1 X"'X(P_z)x(l?“l)
= 3xx 23 (o= 1) x ZpLx e x(p=2)x(p- 1)

2
=(p- l)zx(3><-~>< p;3 X p;r L x(p 2))
Donc: (p~1Y divise (p—1)!
*Si p=7,0ona:(7-1)!=6!=720et (7—1) =36 et 36 divise 720
* Par suite, si p est un nombre premier tel que : p =7
alors (p— 1) divise (p—1)!
2)a-Ona: S=1+p+p'+-+p"!
etona:1=1[p—1]et p=1[p—1]

Donc: S=1+1+-+1[p—1]
n fois

C'est-a-dire: S=n[p—1]
n—l I___p p”_l
. —_ k: ey
b-OOna.S—;p 1><1_p D—1
donc: (p—1)S=p"—1
et puisqu’on a supposé que : p"—1=(p—1)!alors: (p— DS=(p—-1)

et comme (p—1) divise (p—1)!, donc : (p—1)!'=a(p—1) ob @ est un
nombre entier naturel non nul

par suite, (p—1)S=a(p—1), dou S=a(p—1)

Donc: (p—1) divise S

*Ona:S=0[p—1]car: (p—1) divise §

Or S=nlp—1],donc: n= O[p—l],parsuite, (p—1) divise n
c-Ona:(p—1)|n,donc: p—1<p
°Sitp—1=nalors:n'=(n+1)—1 car (p—1) =p'—1

par suite, (n+ 1) =nl + 1

Or: (n+1)>n">1+n!
Ce qui contredit I'égalité : (n+ 1) =l + 1
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ponc: p-;l < n) c'est-a-dire: p <n
ar suite p—1) <p’etp"<p", donc: (p—1)
’ . < p"
, pour tout ke{l,2,..p—2}ona:k <pp—1 Fer
Jonc: (p'(‘2)! ;(p—l)”‘z
i —)x(p=2) <(p=1)" cest-2
paFSU'te' P p | <(p—1)" clest-a-dire: (p—1 -
Or(‘U"'l)p1<(p_1)p8t(p—l)p<p" (P 1)’<(P“1)”1
donc:(P'l)! <(p—1)y'<p
par suite, (p— 1!+ 1<p", dou (p—1)<p—1
1, Soit p un nombre premier positif,
oSipz et ¢'il existe un entier non nul n tel que : (p—1)=p'—1
(p—!<p'—1 d’aprés ce qui précéde, ce qui est impossible.

pAlors
ponc pour les nombres premiers p telsque: p > 17, il n'exist :
n =1 epasd’
tel que (p-D!=p"—1 pas d’entier n
oSip=9S,0na: (p—l)! =24 et p’—1=24

ponc: (5—1)! =5"-1
.sip=3,ona:(p—l)!=2 et p'—1=2
Donc : -1)1=3-1
oSip=2,0na: (p—1)
Donc:(2"1)!:2"1
Conclusion :

Les nombres prem

tels que : (p—'=p
m.soit n€N,ona:
{+ 11+ 11°4 -+ 11" = 362880 = 1111": 11 = 362880

— 11"— 1= 3628800
— 11"- 1= 10!

(11— 1)=11"-1
| > 7, alors d'apres le résultat de la partie Il
as exister.

1=letp —1=1

iers positifs p pour lesquels il existe un entier naturel nonnul n
"—1sont2,3et>

e’t'comme 11 est premier et 1
légalité 1+ 11+ 112+ ~+ 11" = 362880 ne peut p
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