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Problème :

Soit p un nombre premier tel que p ̸= 7. On considère la suite (un)n∈N∗ définie par :

∀n ∈ N∗, un := pp · · · p︸ ︷︷ ︸
n fois

7 ( n fois le chiffre p )

On pose : ∀(n;m) ∈ N2
∗, dn,m := PGCD(un,um).

1. (a) Vérifier que ∀n ∈ N∗, PGCD(un,10) = 1.

(b) En déduire que u1 et u2 sont premiers entre eux.

2. (a) Montrer que : ∀k ∈ N∗, uk+1 −uk = p ·10k+1.

(b) En déduire que :

∀(n;m) ∈ N2
∗, n ≥ m =⇒ 9(un −um) = p ·10m+1 × (10n−m −1).

(c) Vérifier que ∀n ∈N∗, PGCD(un, p) = 1, puis conclure que dn,m | (10n−m −1), pour tout (n;m) ∈

N2
∗ avec n ≥ m.

3. On suppose que p ̸= 3.

(a) Montrer que : ∀(n;m) ∈ N2
∗, dn,m = 9 =⇒ 9 | (n−m).

(b) Vérifier que la réciproque est fausse.

(c) Montrer que l’équation suivante : (E) : xp+ 9y = 7, (x;y) ∈ Z2
∗. admet au moins une

solution dans Z2.

(d) Prouver qu’il existe un entier naturel non nul n tel que 9 | dn,n+9, puis vérifier que :

dn,n+9 = 9 ⇐⇒ PGCD
(un

9
, 111×1001001

)
= 1

4. On suppose que p = 3. Vérifier que dn,m ̸= 3, pour tout (n;m) ∈ N2
∗.

5. Résoudre dans N l’équation suivante :

2n+1

∑
k=1

ukn = (2n+1)
(
10n +un

)
.
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