Bac MATH

Arithmetique aux BAC

BAC 2020

3) Soita € N*.
On désigne par E, = {(x7y) € N*Z,x3 +y3 = a}
Montrer que les équations :

Exercice N° 01 : Principal 2020 - 4 points
On considere la suite (a,) définie sur N par a, =2 x 5" +7
1) a) Justifier que Vn € N, a, est impair
b) Déterminer suivant n, le reste modulo 8 de 5"
¢) En déduire que Vn € N, q,, = 1 (mod 8)
2) a) Montrer que
| x=1(mod 8)
™ x =7 (mod 125)
b) montrer que pour n > 3, a, = 257 (mod 1000)
¢) Quels sont les trois derniers chiffres de I’entier :
(2 x 52020 4 7)(2 x 52021 1-7) 2
3) a) Vériefier que Vn € N, 5ap, —app+1 =28

alors x = 257 (mod 1000)

b) Soit d le PBCD de ay, et az,+1. Montrer que d # 7 .

¢) Trouver alors d

P+ =3(mod7) et x*4+y=4(mod7)
n’admettent pas de solutions dans N* x N*.
4) On considere I’ensemble Egggg. Supposons qu’il existe
(x,y) € N*x N* tel que (x,y) € Egg90
a) Montrer alors que x =0(mod 7) ouy=0(mod7)
b) Determiner Egggg.

BAC 2019

Exercice N° 03 : Principal 2019 - 5 points
1) On considere dans Z? 1’équation (E) : 29x— 13y =6
a) Vérifier que (2,4) est une solution de (E)
b) Résoudre dans ZXZ 1’équation (E)
Soit dans Z 1’équation (E’) : x'° = —2 [29]
2) Justifier que 228 =1 [29] et en déduire que —8 est une

Exercice N° 02 : Controle 2020 - (4 points)
Soit k € N* et r le reste modulo 7 de k
1) Montrer chacun des résultats suivants :
k* = 1(mod 7) si et seulementsi r € {1,2,4}
k3 = 6(mod 7) si et seulement si r € {3,5,6}
k3 =0(mod 7) si et seulementsi r=0
2) Soit (x,y) € N*x N*.
Déterminer les restes possibles modulo 7 de x> +y?

solution de (E’)
3) Soit xp une solution de (E’)
a) Montrer que xo n’est pas un multiple de 29 et en
déduire alors que x0%8 = 1 [29]
b) Montrer que xo>’ = —8 [29] puis que xo = —8 [29]
¢) En déduire les solutions dans Z de 1’équation (E’)
d) Résoudre dans Z 1’équation (x—3)!9 = —2[29]
(x—3)19=-21]29]
(x—3)3=-2113]

4) Résoudre dans le systeme {

Nouveau Régime : entre 2008 et 2020
Exercice N° 04 : Controle 2019 - (4 points)

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,7, ],ié)
On considere les plans Py et P, d’équations respectives :
P1:3x—2y—2z=1 et Py:4x—11y+2z=0
1) a) Montrer que P; et P, se coupent suivant une droite A
b) Donner une représentation paramétrique de A
Dans la suite de I’execice, on se propose de déterminer les points
de A a coordonnées entiéres
2) On considere dans I’équation (E) 7x — 13y = 1.

Vérifier que (2,1) est une solution de (E) et résoudre (E).
3x—2y—2z=1
4x—11y+2z=0

a) Montrer que (x,y,z) est solution de (S) si et seulement si

Tx—13y=1
2z=11y—4x
b) Déduire I’ensemble des points de A a coordonnées entieres

BAC 2018

Exercice N° 05 : Principal 2018 - 5 points

A) Soit g un entier naturel

1) Montrer que ¢> est impair si et seulement si g est impair

2) Montrer que si g est impair alors g> = 1 (mod 8)

B) On se propose de déterminer I’ensemble A des triplets
d’entiers non nuls (m,n,p ) tel que 22m 4 32n — 42

1) Vérifier que le triplet (2, 1,5 ) est un élément de A

3) Soit dans ZXZXZ le systeme (S) :




Dans la suite de 1’exercice, on suppose que ( m,n,p )
est un élément de A.
2) a) Montrer que ¢ est impair
b) Montrer que ¢> — 32" = 0(mod 8)
¢) Montrer alors que m est différent de 1
3) On suppose que m > 2
a) Justifier que les entiers (¢ —3") et (¢ + 3") sont pairs
b) Soit d = (¢—3")A(¢+3")
Montrer que d divise 2¢ et que d divise 2%".
En déduire que d =2
¢) Montrer que g—3"=2 etque g-+3"=2%""1
Déduire que g =2>"2 41 et que 3" =222 — |
4) Déterminer n et g lorsque m =2
5) On suppose que m >3
a) Montrer que 3" = —1 (mod 16)
b) Déterminer, suivant les valeurs de 1’entier k, les restes
possible de 3% dans la division euclidienne par 16.
c) En déduire qu’il n’existe pas de triplet (m,n,q)
éléments de I’ensemble A tel que m > 3.
6) Déterminer I’ensemble A.

BAC 2017

Exercice N° 06 : Principal 2017 - 4 points
1) Soit x un entier non nul premier avec 53

a) Déterminer le reste modulo 53 de x2

b) En déduire que V k € N , ¥ = x(mod 53)
2) Soit I’équation (E;) : x** = 2 (mod 53) oux € Z

Montrer que 2° est une solution de (Ej)

3) Soit x une solution de 1’équation (E;)
a) Montrer que x est premier avec 53
b) Montrer que  x?! = x (mod 53)
¢) En déduire que x =27 (mod 53)
4) a) Montrer que 2° = 35 (mod 53)
b) Donner alors ’ensemble des solutions dans Z de (E;)
5) Soitdans ZXZ I’équation (E;): 7lu —53v =1
a) Vérifier que (3,4) solution de de 1’équation (E3)
b) Résoudre dans Z X Z I’équation (E)
x =34 (mod 71)

6) Résoudre dans Z le systeme { 2 =2 (mod 53)

BAC 2016

Exercice N° 07 : Principal 2016 - 4 points

1) Soit a€Z telque a=1(mod2*) et a=1(mod5*).
Montrer que a = 1 (mod 10*)
2) Soit b= (9217)*.
Montrer que b= 1(mod5) et b=1(mod2*)
3) a) Pour tout entier naturel n, on pose b, = p 1.
Montrer que by y1 = (b +1)° — 1
b) En déduire que pour tout entier naturel n on a :
but1 = b +5b + 10b3 + 1062 + 5b,,
4) a) Montrer que si  5"*! divise b, alors 5"+ divise b;
b) Montrer, par récurrence que pour tout entier naturel 7,
b, = 0(mod 5")
5) a) Montrer que (9217)°% = 1 (mod 625)
b) Montrer que  (9217)°% = 1 (mod 10000)
¢) Trouver un entier dont le cube est congru a
9217 modulo 10 000

Exercice N° 08 : Controle 2016 - (4 points)
Soit a un entier naturel non nul et premier avec 5.
1) En utilisant les restes possibles de la division euclidienne
de a par 5, montrer que a* = 1(mod 5)
2) Soit p et g deux entiers naturels non nuls tels que :
p<gq et g=p(mod4)
a) Montrer que a? = a” (mod 5)
b) Montrer que a? = a” (mod 2)
¢) En déduire que a? = a” (mod 10)
3) Soit dans ZXZ I’équation (E): 25x—21y=4.
a) Vérifier que (1,1) est une solution de (E)
b) Résoudre dans Z X Z I’équation (E)
¢) Déduire I’ensemble A des solutiuons de (E) dans NXN
d) Soit (¢, B) un éléments de A. Montrer que, V n € N*
et nA5=1, n® et nP ontle méme chiffre d’unité.

BAC 2015

Exercice N° 09 : Principal 2015 - 4 points

1) On considére dans ZXZ 1’équation (E) : 47x+53y =1
a) Vérifier que (—9,8) estune solution de (E)
b) Résoudre 1’équation (E)
¢) Déterminer 1’ensemble des inverses de 47 modulo 53
d) En déduire que 44 est le plus petit inverse positif de
47 modulo 53
2) a) Justifier que 452 = 1 (mod 53)

b) Déterminer alors le reste de  45'% modulo 53
k=105
3) Soit N =1+45+45"+...+45!05 ="} 45k
k=1

a) Montrer que 44N = 10 (mod 53)
b) En déduire le reste de N modulo 53



BAC 2014

BAC 2013

BAC 2011

Exercice N° 10 : Principal 2014 - 4
points
1) Soit a un entier tel que a = 1 (mod 10)
a) Montrer que @’ +a®+---+a+1=0(mod 10)
b) En déduire que a'® = 1 (mod 10?). On pourra
utiliser: a'®—1=(a—1)(a®+a®+ - +a+1)
2) a) Soit b € Z. Déterminer les restes possibles de b*
dans ladivision euclidienne par 10
b) En déduire que b* = 1 (mod 10) si et seulement si
b est premier avec 10.
3) a) Soit b un entier premier avec 10.
Montrer que b*’ = 1 (mod 10?)

b) Déterminer les deux derniers chiffres de 6742

Exercice N° 11 : Controle 2014 - 4 points
1) Soitdans ZxZ 1’équation: 1111x — 10*y =1
Vérifier que (—9, —1) est une solution de (E).
Résoudre 1’équation (E).
2) a) Montrer que s’il existe deux entiers petgq tels que
n=1111p et n=1+¢q10* alors (p,q) solution de (E)
b) Déterminer alors I’ensemble des entiers n tels que :
{ n=0(mod 1111)

n=1(mod 10%)
¢) Déduire le plus petit entier naturel multiple de 1111
etdont le reste dans la division euclidienne par 10*
est égal a 1.

Exercice N° 12 : Principal 2013 - 1.5 points
Répondre par « Vrai » ou « Faux » en justifiant la réponse :
1) (Ay) : Soit n un entier.
"Si 33n=0(mod 2013) alors n=0(mod 61)"
(Ap): " L’équation (E): 33x+ 11y =2013 admet
des solutions dans ZXZ"

Exercice N° 13 : Controle 2013 - 3 points
Soit dans ZXZI’équation (E): 2x+5y=16
1) Vérifier que (3 , 0) est u solution de (E).
Résoudre (E)
2) a) Soit (x,y) une solution de (E).
Quelle sont les valeurs possibles de x Ay ?
b) Déterminer les couples (x,y), solutions de
I’équation (E) telque xAy=3

BAC 2012

Exercice N° 14 : Controle 2012 - 3 points
1) Soitdans ZXZ 1’équation (E) : 7x+18y=9

a) Montrer que (9, -3) est une solution de (E)

b) Résoudre dans ZXZ 1’équation (E).
n=6(modT)

n=15(mod 18)

2) Résoudre alors dans Z le systéme {

Exercice N° 15 : Principal 2011 - 3 points
Répondre par « vrai » ou « faux » en justifiant la réponse.
1) x*=x(mod2)
2) six=2(mod 14) alors x=1(mod7)
3) sidx=10y(mod5) alors x=0(mod5)
) { x=4(mod 5)
si

vy =5(mod 8)

4) alors 8x—5y=7

BAC 2010

Exercice N° 14 : Principal 2010 - 3 points
Répondre par « Vrai » ou « Faux ».
Aucune justification n’est demandée.
1) Le quotient de (-23) par (-5) est 4
2) si aetb sontdeux entiers tels que 64a + 9b = 1
alors les entiers bet 64 sont premiers entre eux
3) 147'46 =2 (mod 12)
4) x> =0(mod 8) équivauxa x=0(mod 8)

{ x=3(mod 4)
5) si
x=4(mod 5)

6) si p entier premier distinct de 2 alors p* = 1(mod 4)

alors  x =19 (mod 20)



Exercice N° 17 : Controle 2010 —(5 points)
On pose a = 72009 472010 4 72011
1) Soit n un entier naturel. Discuter suivant les valeurs
de n, le reste de 7" modulo 100.
2) Déduire qu’il existe k € N telque a = 100k—1
3) a) En utilisant la formule du bindme de Newton,
montrer que a'% = 1100
b) Déterminer les quatre derniers chiffres de a

100

BAC 2009

Exercice N° 18 : Principale 2009 - (QCMm)
3) Pour tout entier naturel n, on pose a, = 2" + 3",
alors a, = 0(mod 5) pour :
a) tout entier naturel n pair
b) tout entier naturel n
c) tout entier naturel n impair

Exercice N° 19 : Controle 2009 - 3 points
Soit dans ZXxZ, I’équation (E) : 3x+4y=—8
1) a) Vérifier que (0, —2) est une solution de (E)
b) Résoudre dans Z x Z 1’équation (E)
2) Dans le plan rapporté au repere orthonormé
(0,7,7), Soitladroite A : 3x+4y+8=0
et on désigne par A le point de A d’abscisse 0.
a) Montrer que si M estun pointde A a
coordonnées entieres alors AM est multiple de 5.
b) Soit N(x,y)€A. Vérifierque : AN = %\x|
c¢) En déduire que si AN est unmultiple de5
alors x ety sontdes entiers.

BAC 2008

Exercice N° 20 : Principale 2008 - 3 points
1) Résoudredans Z x Z 1’équation (E ): 3x—8y =5
n=3x+2

2) a)Soit n, x et y : 3 entiers tels que : .
n=8y+7

Montrer que ( x, y ) est une solution de ( E').

n=2(mod 3)

n="17(mod 8)
Montrer que n est une solution du systeme (.S)
si etseulementsi n=23(mod 24).
3) a)Soit k€ N. Déterminer lereste de 22 modulo 3
etlerestede: 7% modulo 8
b) Vérifier que 1991 est solution de (S ) et montrer
que I'entier  (1991)299% — 1 est divisible par 24.

b) On considere le systeme (S) {

Exercice N° 21 : Controle 2008 - (QCM) Ipoints
Cocher la bonne réponse. Sans justification
3) Soit n€N* tel que (5n)A (3% x5%x7)=235.
Alors: a) n=0(mod 3)
b) n=0(mod>5)
c) n=0(mod7)




