Suites

A. Rappels :

Exercice 3395 &

1. On considére la suite (un)neN définie par :
{ Ug = 1 ;o up = 1
Up42 = Upt1 + Uy, pour tout neN

Déterminer la valeur des huit premiers termes de la suite
(tn)-
2. On considére la suite (v”)nN* définie par :
1

v =2 ; vUpy1 = — +n pour tout neN
Un

Déterminer les cing premiers termes de la suite (vn).

Exercice 3396 &

Déterminer la valeur de chacune des sommes suivantes :

7 8 7
a. y i b. Y i —i c. > (i—4)
i=0 =3 =0
6 1 4 1 3 14
=1 v =1 v {=0 =0

Exercice 3397 (&

On considére la fonction f défirie’sur [—4 ; 4f-dont la courbe
représentative € estdonnée ci-dessous :

4
=T

Qo

NO

—
N

On considére la suite (un)n N définie par la relation
U =2 ; Uny1 = f(un)

1. Montrer que le terme u; est égal & —3.

e

Justifier les égalités suivantes :
b. Uz = 2,5

3. Compléter le tableau suivant :

a. us = —0,5

Un

Exercice 3411 c

On considére la suite (un)n N définie par la relation de ré-
currence5:

3
=5 5 Ungl = U + 5 pour tout neN

Le graphique ci-dessous représente, dans un repére (O; I;,J )
orthonormé, la droite (d) ayant pour équation :

__1. .3
Y=y
2 ; ]
TILER
\\
J
d
S
\\
0 I 2 3

1. Graphiquement, sur ’axe des abscisses représentées les
cinq premiers termes de cette suite (les constructions
dotvent étre laissées).

2. Par le calcul, déterminer les valeurs exactes des cinq pre-
miers termes de cette suite.

Exercice 3430 &

Soit la suite (un) définie pour tout entier naturel n par :

1 1 2
up = 3 D Upgl = §(Un + a) pour tout neN

1. On considére la suite f définie sur }0; —|—oo[ par :

1 2
f@) =5 (e+2)
Dresser le taleau de variation de la fonction f.

2. Peut-on conjecturer une minoration de la suite (un) pour
les termes de rang supérieur ou égal a 2.
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Exercice 5042 c

Justifier que, dans chaque question, les informations ci-
dessous ne définissent pas de suites :

a. up=05 ; Upy1 =2u,—3 pour tout neN*

b. uo=1 ; w1 =4 ; upy1 = u,— 3 pour tout neN
c. wp=3 ; uUp=2u,_1— 2 pour tout n€EN

Up—-1 — 2 *
d. uo=-1 ; wu,= pour tout neN

Up—1 + 1

B. Rappels : suites arithmétiques et géométriques :

Exercice 3393 &

On considére la suite arithmétique (un)neN de premier terme

3 . 1
— et de raison —.
4 2

1. Déterminer la valeur des cinq premiers termes de cette
suite.

2. Donner la formule explicite de (un) donnant la valeur
d’un terme en fonction de son rang.
Dferminer la limite de la suite (uy).

4. Déterminer la valeur de la suite suivante :
S =us +ug+ - +uiz

Exercice 3394 &

On considére la suite géométrique (un)n N de premier terme

6 . 3
— et de raison —.
27 2

1. Déterminer la valeur des cinq premiers termes de cette
suite.

2. Donner la formule explicite de (un) donnant la valeur
d’un terme en fonction de son rang.

Déterminer la limite de la suite (u,,).

4. Déterminer la valeur de lassuite-Suivante :
S =usg+ug +F tig

Exercice 5014 @

1. Soit (un) une suite arithmétique définie pour n€R. On
a la valeur des deux termes suivants :
us =3 ; uyr=15
a. Déterminer les éléments caractéristiques de la suite
(tn)-
b. Donner la formule de récurrence, puis la formule ex-
plicite de la suite (un)

2. Soit (vy,) une suite géométrique définie pour n€R. On a
la valeur des deux termes suivants :
Vg = 2 ;. Us = 54
a. Déterminer les éléments caractéristiques de la suite

(vn).

b. Donner la formule de récurrence, puis la formule ex-
plicite de la suite (vn)

Exercice 3398 &

En identifiant chacune des sommes comme une somme des
termes d’une suites arithmétiques ou géométriques, détermi-
ner chacune de leurs valeurs :

a. 124+ 7+2+(-3)+---+(—28)

1 1
b. 27+3+3+"'+243
2 8 14 62
C.3+3+3—|—--'+3
1 1 1 1
d. 274+276+§+”'+2ﬁ

Exercice 3807- @ ﬂm

Onlcomsiderefts, suite (p,,) dont les six premiers termes véri-
fient :

® Les six premiers termes sont tous positifs et leur somme
vaut 1.

® Les six premiers termes de la suite sont non-constants.

® Les six premiers termes de (pn) sont les termes consécu-
tifs d’une suite arithmétique.

® Les nombres p1, p2, p4 sont trois termes consécutifs d’une
suite géométrique.

Déterminer la valeur des six premiers termes de la suite (py,).

C. Raisonnement par récurrence : introduction :

Exercice 3437 c

1. Soit (un) est une suite dont le terme de rang n est définie
par :
2:n
n+1
Donner l'expression simplifiée des termes w11 €t upqo
en fonction de n.

Up =

2. Soit (vn) une suite dont le terme de rang n s’écrit en
fonction de n :
Uy = 3n—1 + 4n+1
Donner une expression des termes v,,4+1 et v, 42 en fonc-
tion de n.

3. Pour tout entier naturel n non-nul, on a I’égalité :
n-(n+1)(n+2)

6
Donner I’écriture de cette identité au rang (n + 1).

124224 4n? =

Exercice 5033 c
On considére la suite (un) définie sur N par :

Un

Ug = —3 ; Upg1 =14/3+ 5 pour tout neN.

1. Déterminer la valeur du terme de rang 1 de la suite (un)

2. Démontrer que, pour tout n€N*, on a ’encadrement :
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Exercice 4307 c

On considére la suite (un) définie par :
un+1 + U,
2

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :

u =0 ; ur =1 ; Upqpo= pour n>1.

Upt+1 = —§~un +1

Exercice 3292 c

On considére la suite u définie par :

Uy = 0 1
Unt1 = 5—_— Pour tout neN."
n

D. Raisonnement par récurrence :

Exercice 3423 c

On considére la suite (wn) dont les termes vérifient, pour tout
nombre entier n > 1 :

wo=1 ; nw,= (n + 1)-wn,1 + 1 pour tout neN.

1. Compléter le tableau de valeurs de la suite (wn) ci-
dessous :

Wo | W1 | W2 | W3 | Wg | W5 | We

1

2. a. Faire une conjecture quant & la nature de la suite
(wn).
b. Ecrire la relation de récurrence donnant n-w,, pour le
rang (n + 1).
c. Etablir, par un raisomhement par-técufrence, ¢ue la
suite (wn) estarithmeéticues onfprécisera les éléments
caractéristigues de jeette-suite.

Exercice 3435 @

Démontrer, & ’aide d’un raisonnement par récurrence, que

pour tout entier naturel n, on a :
n

n+1
Exercice 3428 &

Up =

On considére la suite (un)n en définie par :

ug = 3
3
{ Up41 = §un — 1 pour tout neN.

1. Etablir que, pour tout entier naturel n, on a :
Up =3

2. En déduire que la suite (un) est croissante.

Pour = # 1, montrer que pour tout entier naturel non nul, on
a:
1 — gt

l+z+a?4-+a" =
1—2

Exercice 3425 c

Etablir la propriété suivante, a I’aide d’un raisonnement par
récurrence pour tout n > 1 :
n(n+1)2n+1)

6

124224324 +n? =
Exercice 3205 (& [
On considéreda suite (un) d’entiersnaturels définie par :

{ Uop— 14
Up+1 = du, —6 pour tout neN

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :
2u, = 5"+2 + 3.

E. Raisonnement par récurrence et problemes :

Exercice 3420 c

On définit :

® la suite (u,) par :

Ug = 13
4
{ Upt1 = g-un + 3 pour tout entier naturel n

® la suite (Sn) par : pour tout entier naturel n :

Sn:Zuk:uo—i—ul—i—---—i—un

k=0
1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :
12

En déduire la limite de la suite (un)
2. a. Déterminer le sens de variation de la suite (Sn)
b. Calculer S,, en fonction de n.

c. Déterminer la limite de la suite (Sn)

Exercice 3708 &

1. Soient les suites numériques (u,) et (v,) définies pour
tout n € N par :

—up — 2
ug=1 : pour tout n€N { Unt1 = Un

Uy = 247
a. Montrer que la suite (v;,) est géométrique. Déterminer
ses éléments caractéristiques.

b. On pose pour tout n € N* : S,, =vg+ vy + -+ vy

Etablir la limite suivante : lim S, = §
n—-4o00 3

2. On définit la suite (xn) définie par :

1
xg=0 ; Tpy1 = ixn + 5 pour tout neN
a. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n
non nul :
B 3 3
Ty 5 + bY] + -+ on

b. En déduire une expression simple de x,, en fonction de
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n.

c. Déterminer la limite de la suite (z,,).

Exercice 5034 & [Y75%V7%

On considére la suite (un) définie sur N par la relation :

1 2
7'(un + —) pour tout neN
2 Uy,

Ug =2 § Upp1 =
1. a. Etablir I’égalité suivante pour tout entier naturel n :

un+1_\/§:(“L\/§)2

2-Up,

b. En déduire, 4 ’aide d’un raisonnement par récurrence,

F. limites de suites :

Exercice 2555 c

Déterminer les limites des suites (un)n ci-dessous définies

eN
explicitement :
2n? —3n+1 n—3
a. Uy = ——————— b. u, = ——
n—+1 n?+1
2 1
c. un:ﬂ d. u,=14+n-—2n%+3n3

vn+1
Exercice 2558 c

Déterminer les limites des suites (un) définies ci-dessous :
2\ " 1\ 3\
bin-(z) (3 -(3)

rre B(3) Q)

a. ndx5"

d. 8" —3"

G. Limités defélrr#nés L(f7—|

Exercice 2585 (&

une suite géométrique de premier terme 2 et de

Soit (un)neN
2

raison — :
5
1. Déterminer les trois premiers termes de cette suite.

2. a. Déterminer I'expression de la somme des n premiers
termes de cette suite en fonction de n.

b. En déduire la valeur de la limite suivante :

lim wg+uy+ -+ un,
n—-+oo

Exercice 2621 c
On considére la suite (un)n ey geométrique de premier terme
. 1
1 et de raison 3
On considére la somme R,, définie, pour n < 2 par :

Rn:un+un+1+"'+u2n

Déterminer la limite R,,.

que pour tout entier naturel n, on a :
up > V2
2. a. Deéduire des questions précédentes I’encadrement :

0<Un+1*\/§<(un7\/§)2

b. A l’aide d’un raisonnement par récurrence, établir ’en-
cadrement ci-dessous pour tout entier naturel n :

0 < up — V2 < (ug — v2)*"
3. a. Donner une valeur approchée de ‘uo -2 } au milli-
meéme pres.

b. Quel conjecture peut-on faire sur la convergence de la
suite (un)

Exercice 3583 &

On définit les suites réelles (un)n>0 et (U")n>o par :

up? +5
2-Up,

Up — \/5

un + V5

1. Montrer que pour tout n > 0, on a v,,1 = v,2. En
déduire la relation v, = vo"), pour tout n > 0.

Un+1 =
ug =2 ; pour tout neN
Uy =

2. Montrer que vg = 5 et en déduire la majoration

(2+V5)
1

16

Déterminer alets' la limitejde Tarsuite (’l/“n)

lvo| <

>0 PUIS celle

de la stite (un) quand n tend vers +oo.

n>0

Exercice 2560 &

Un globe-trotter a parié de parcourir 5000 km & pied.

Il peut, frais et dispos, parcourir 50 km en une journée, mais
chaque jour la fatigue s’accumule et donc sa performance di-
minue de 1% tous les jours.

On notera d,, la distance parcourue durant le n-iéme jour.

1. Calculer les distances dy, ds, d3 parcourues durant les
trois premiers jours.

2. Quelle est précisemment la nature de la suite ?
Déterminer la valeur de d,, en fonction de n.

3. On note L, la distance en kilométres parcourus au bout
de n jours.
L,=d+do+---+d,
a. Déterminer I'expression de L,, en fonction de n.

b. En déduire la limite de L,, lorsque n tend verse +oo.
Le globe-trotter peut-il gagner ?

c. A l'aide de la calculatrice, déterminer le nombre mini-
mal de jours IV qui lui seraient nécessaires pour par-
courir 4999 km
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H. Théoreme des gendarmes :

Exercice 2554 &

On considére la suite (un)n N définie, pour tout entier naturel
n, par la relation explicite :

_ 3nt (<)

U
" 2n — 1
1. Déterminer les trois premiers termes de la suite (un)

2. Etablir 'encadrement suivant :

3n—1 3n+1
< Up <

2n—1 2n—1

3. En déduire la valeur de convergence de (un)

Pour tout n € N*,

Exercice 2567 c

Soit (“")n N définie par la formule explicite de son terme de
rang n :

Up =V2n+1—+v2n

1. Montrer I’égalité suivante pour tout n € N :
1

" Bnti4v2n

2. Etablir I’encadrement suivant :
1

2y/n

3. En déduire la limite de la suite (un)

U

0<u, <

Exercice 2587 c

On considére la suite (un) est définie explicitement par

la formule : net
Uy = 3 + 3 4+ 4 L
VAn2 +1  V4An2+2 Van2 +n
1. Comparer les deux termes suivants :
3 3
4n? +1 Van? +n

3
2. Déterminer que la suite (un) converge vers .

(¢

On considére la suite (un)
définie par la relation :

1 1 1
+ —’—...—’—7
n+vV1 n+V2 n++/n

1. Etablir 'encadrement suivant pour tout entier naturel n
non—n}lﬂ :

Exercice 3441

neN® dont le terme de rang n est

Up =

n
n+\/ﬁ\Un\n—|—1

2. En déduire la convergence de la suite (un) ; on précisera
la valeur de la limite.

I. Convergence de suites monotones :

Exercice 3418 &

On considére la suite (un)neN* définie par.g
2
Uy = —
5
1 2
Up41 = aun + 5 pour tout n > 1

1. Démontrer que la suite (u,) est majorée par 1.
2. Démontrer que la suite (u,) est croissante.

3. Justifier que la suite (un) est convergente et préciser sa
limite.

Exercice 3416 c

On cherche a modéliser ’évolution du nombre, exprimé en
millions, de foyers francais possédant un téléviseur a écrant
plat, en fonction de l’année.

Soit u, le nombre, exprimé en millions, de foyers possédant
un téléviseur & écran plat 'année n.

On pose n = 0 en 2005, ug = 1 et, pour tout n > 0 :
1
Upt1 = E~un'(20 — un)

1. Soit f la fonction définie sur [0; 20] par :

flx) = %-x-(?() — )

a. En déduire que pour tout x € [0; 20]7 flx) e [0; 10}.

b. On donne en annexe la courbe représentative ¢ de la
fonction f dans un repére orthonormal.

Représenter-Surl’axe des abscisses, a ’aide de ce gra-
phiquesles cing premiers termes de la suite (un) S0
n=0
2. Montrer par récurrence que pour tout n € N :
0 < Unp, < Un+1 < 10.

3. Montrer que la suite (un)n o est convergente et déter-

>
miner sa limite.

19
&

i
L L~ ~

=

=
o=
N
=
=
o=
)
)
N

VA \

Exercice 5053 c

On considére la fonction f définit sur R par :

1 1 1
fla)=ga® 45wt

1. Montrer que si z€[0; 2] alors f(z)€[0; 2]

2. Dans cette question, toute trace de recherche, méme
incompléte, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera
prise en compte dans l’évalution.

On définit la suite (un) par :
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;o Upy1 = f(un) pour tout neN.

N =

ug =

Etablir la convergence de la suite (un)

Exercice 5080 &

Soit (un) la suite définie pour tout entier naturel n non nul
par :
1 n+1

ulz— M Uu. 1:
2 7t 2n

“un pour tout neN

1. Calculer us, us et uy.

2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul,

Uy, est strictement positif.

b. Démontrer que la suite (un) est décroissante.
c. Que peut-on en déduire pour la suite (un) ?

3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose :
Un
Uy = —

n

a. Démontrer que la suite (vn) est géométrique. On pré-
cisera sa raison et son premier terme v;.
b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul :
n

Un:27

J. Diwvergence de suites monotones :

Exercice 3442 c

On considére la suite (un)neN définie par :

{ ug = 2
Up41 = Up + 2n+ 2 pour tout neN

1. Etudier la monotonie de la suite (un)

2. a. Etablir, par un raisonnement par récurrence, l'in-
égalité suivante pour tout entier naturel n :
Up > n?

b. En déduire la limite de la suite (un)

K. Suites arithmético-géométrique :

Exercice 3399 &

On souhaite étudier la suite (u,) de premier terme ug = 5
définie par la relation de récurrence suivante :

1
Up41 = §u" +4 pour tout neN

L. Suit6@7ﬁi&aﬁh{que€«;

Exercice 3517 & )

Une suite numérique (U”)n e ©st définie par son premier
terme U; et la relation de récurrence :

6+ U,
2+ U,

Upt1 = pour tout neN

1. Montrer qu’il existe deux valeurs a et b de Uy (a < b)
pour lesquelles la suite est constante.

2. a. Montrer que si Uy # a et Uy # b, il en est de méme
de U,.

M. Autres études de suites :

Exercice 2620 c

On considére la suite (un)n en dont le premier terme est 0
définie par la relation de récurrence suivante :

Un+1:g-unf3~n78 pour tout neN

1. Déterminer les trois premiers termes de cette suite.

2. On considére la suite (vn)n en définie par la relation :

On définie la suite (vn) par :
Up = U, —6 pour tout neN

1., Montrer que la suite (v,,) est une suiteggéométrique dont
on précisera le premier terme ef#ga raison.

2. Exprimerg, erffonctign diLramg n.

fﬁ] En déduire Pexpression de u,, en fonction de n.

b. Dans ces conditions, calculer :

Upt1 — U, —
Int1 79 o fonction de i
Ups1 -0 U,—b
3. On considére la suite (V”)neN* définie par :
U, —
Vy=—t a pour tout entier naturel n
U,—b

a. Montrer que la suite (Vn) est une suite géométrique.

b. Calculer la limite de ’Vn‘ quand n tend vers plus 'in-
fini. En déduire celle de U,.

Up = Up + 9N+ 5 pour tout neN

a. Montrer que la suite (vn) est une suite géométrique
dont on précisera la raison et le premier terme.

b. En déduire la formule explicite de la suite (un) d’un
terme en fonction de n son rang.

3. En déduire la limite de la suite (un)

Exercice 3515 c
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On considére la suite (“")n N définie par :
{ Z? z (1) ; Upg1 = (Up + 8up—1 pour tout neN

1. Déterminer la valeur des cinq premiers termes de la suite
(tn)-

2. Montrer que la suite (sn)neN définie par :
Sp = Un+1 + up pour tout neN
est une suite géométrique dont on précisera la raison.
En déduire s,, en fonction de n.

3. a. On pose v, = (—=1)"u, et on considére la suite
(t")nGN définie par :
tp = Unt+1 — vp,  pour tout neN
Exprimer t,, en fonction de s,,.

b. Quel est la nature de la suite (vn).

N. Suites et fonctions :

Exercice 3519 &

On se propose de montrer que les relations :

Up—1 — 8
Ug=—3 ; Up = ol n 2 pour tout neN*
2-un_1 -9
définissent bien une suite et que cette suite est convergente.
9
1. On considére la fonction f définie sur ] —005 5 { par :
z—38
xT) =

On note €} la courbe représentative de la fonction f.

a. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son
ensemble de définition.
Citer les asymptotes de la courbe 7.

b. Déterminer 'expression de la‘fonction [ dérivée.de-la
fonction f.
En déduire le tableau de.variation defla fonction f.

c. Déterminer Péquation de la tangente a la courbe % au
point d’abscisse 1.

d. Effectuer le tracé de la courbe ¢ dans le repére ci-

4. a. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n (on pourra
caleuler, de deux maniéres, la somme to+ -+ -+ t,_1).
Un

b. Déterminer lim —.
n—+oo 8N

Exercice 3285 c

On définit la suite (un) est définie par :

u =1 ; Upy1 = iun +n—1 pour tout neN

On définit la suite (vy,) par v, = 4u,, — 8n + 24

1. Par transformation successive, établir I’égalité suivante :
1

7-U .

2 n

2. En déduire une expression des termes de la suite (un) en

fonction de n.

Un+1 =

dessous, ainsi que de la droite d’équation y =z :

J

Bpnry AT 2B fLa
' i i | I
r 4 - \

! = -2 I T 712

e. En se servant de ce graphique, faire une conjecture sur
le comportement de la suite (un)

2. Démontrer que pour tout n de N, u,, < 1.

3. Démontrer que la suite est croissante et qu’elle converge.
(On ne demande pas la valeur de la limite)

O. Un peu plus loin : raisonnement par récurrence :

Exercice 3439 c ‘7{? ‘Z\\? 'i\\? *

Montrer, par un démonstration par récurrence, I’égalité sui-
vante :

n n
D (=DRE = (=)™ Yk

k=1 1

Exercice 3478 c

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n non-
nul, on a :

n n 2

>k = (k)

k=1 k=1
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