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| exercace o1 T U EXERCICE 02 T
T}Cﬂlcult.r les limites suivantes : Pour tout neN" on pose :

i tx=2 g T L 1-oos(x Jens [} oot s
B i 1, =lim (x) .\(; el il
c- lnn!_"‘:"'l)m'r s d- lim 1+ms(:lr_r 1)Calculer [ etl,.

x4l =kl r= H-‘
2)a-Montre YneN-{1}):1 -1  =——
*’“ %L _ (2+4x)V2=x-3 o r que(vneN-{1}):1, -1,
H-t -J'.r+12 Jxr -2 f"‘lﬂ A3 b-En déduire en fonction de n la limite I, .
x-2

D EXERCICE 03 T

2)Calculer les limites suivantes :

: 3 3
5N X —Cos Xx

tan(EI b-lim ——
iz X T
a- lim 3 sm(z—x)

=3l r -—xr=2
d- lim x(l—ms[—lln
X == X

._--Eum(:)s(ﬂ]

. tan x+/tan x —sin x+/sin x
e- lim

x=#l IJ;

3)a-Caleuler les limites : lI_i._mmlnir? (1) et :Eﬂiﬁ (r).

b-En déduire les limites suivantes :
E(-!-]+.t' E(-{]+r
lim —l— ef lim —t—
x*l'E(l)'—I x-ﬂ'E[ljh‘r
x x
4)soitac R ;b eR et neN  Calculer les limites
suivantes :

.r"*'-(n+1)x+n X4+x 4t x"—n

- lim b- lim
- (1_1)1 L (Z-I).-l
ix —n d_]imﬂ'.r1+a1—a

Ny

- lim k=l
€ Hism(.r l)

. Nat-x*+a-x
e- lim

=" g x +~fa=—.r=

f- lim (1'.1:’ +c1r+l-.r)
X ey

lim

1)Soitn € " et on considére la fonction f, définie
1—sinx )x(1-sin® x }x.--x[1-sin" x
O el ) i i
cos™ x
. l—cos*t k
u-ManmHl cos’t 2

b-En déduire que hmf(.r)——.

:-p--

2)Soitn € M tel que n=2et on pose :

oy (1) s 1) (1)

Calculer lxﬂ g ( J:) :

=o

1)On considére la fonction [ définie par :
o =x'4x’ +3
f(.r) x+1
f(-1)=12
Montrer que [ est continue en x, =-I1
2)On considére la fonction g définie par :

a-Etudier la continuité de gen x,=3.
b- Etudier la continuité de gen x,=2.

jx ==l




3)Etudier la continuité des fonctions suivantes en( :

2 F 4
f(x):x -4 : x+a;x2—a:x¢{l

otaeR™

r0-3
Fg(x)*— sin x — COs X

-
hf-'(f)= ”iﬂ(i-};x-m
'h(-") =-\‘E(i);x =<0

Lﬁ'(-")= x—E(x)

Jx

k(x)=Arctan x.sin(l+ i—);x <0

k(:]=£m(%};.r>—ﬂ

x>0

sx =0

d-

ﬂ EXERCICE 05ﬁ|

On considére la fonction f définie sur E par :

f(x)::Jl-t—[HE(iD]:x#n

f(0)=1
1)a-Montrer que pour tout xre R

e < f(x)5 | 4 (x41)’

b-En déduire que [ est continue a droite enx, =0.

2)a-Montrer que pour tout x e[-l;{l[ :

-1+ x* =< f{:)ﬂ—\ff +(_,;+1)2

b-En déduire !i_ljn_ f(x).

3)La fonction [ est-elle continue en x,=0 ?

[' EXERCICE 06 T

Soit [ la fonction définie par :

I(I)=J1+si|1.r—msx

f(-'t') \f.r +4- u"rl —-x
1)Déterminer D, .

x>0

:x=0
x+2

2)Montrer que | est continue en x, =0,
3)a-Montrer que (‘u‘x € ]ﬂ:+oo[) | f (x)| s% ;
b-Calculer lim f(x)et lim f(x).

D EXERCICE 07 ﬁ‘

Soient acR et nelitel que n22.

(x)= (1+ax)" —(1+ax) |

On pose f, -2

1)Calculer lim f, (x).

2)a-Vérifier que f,,,(x)=(1+ax)f, (x)+na*.
n(n-1)a’ .

b-Montrer que :(Vﬂkl);ﬂﬂf# (x)= -

3)On considére la fonction [ définie par :

‘ £ (x)= (1+47x)° ~(1443)"

%
f(0)=t

Déterminer le réel [ pour que la fonction f soit
continue en 0.

[] EXERCICE 08 T

1)On considére la fonction [ définie sur ® par :

(.r)- —2bx+1 :.r-<l
1.1: +ax —a—2

x2+1

p f(l) 2+C

sx -1

Déterminer les trois réels a :bet ¢ pour que la
fonction [ soit continue en x =1.

2)On considére la fonction [, définie par :

f_(x)=w:nz

1 ( )=3x+&

Déterminer les réels aeth pour que la fonction f,

ot nelN’

>2

soit continue en x =2.




3)On considére la fonction /i définie sur K par :
5 1- ¥
ﬁ(:):u".r"+4—(ax‘+b)+—m;(—xl:x#ﬂ
h(0)=0

Déterminer les réels aeth pour que la fonction h
soit continue en x, =0 et que lim Il(.r)=+m

EXERCICE 09 EI

La fonction f admet-elle un prolongement par
continuité en x, dans les cas suivants puis
déterminer ce pm!nng:lmm si il existe ?

1) f(x)= 4 et x,=4.
2)f(x)= :"Eﬁ‘ﬁ] et x,=0
3}f(x)=—:—l- et x,=1.
lﬂ.ll('ix]
4)_,\"(1'):??451% et .rn=§.

5]f(r)= (I+x)x:—l—n.r i

I] EXERCICE 10“
1)On considére la fonction [ définie par :

mx* —mx
e ™

sx <1

x’=1
f(I)Eﬂ;+x—2

Déterminer la valeur de m pour que la fonction [
admet un prolongement par continuité en x,=1.

2)On considére la fonction g définie par :
g(.r:] (x —ax+l)tan( ¢ ) tel que aelR .

a-Déterminer D, .

b-Déterminer la valeur de apour que la fonction
S admet un prolongement par continuité en x,=3.

3)On considére la fonction /i définie sur R par :
(x)—qm(x) ( J x#0
h{ﬂ):l

a-Montrer que :(‘v’.r c R'); Jl(:)-ﬂ_“{‘ 5]5in.r|
x

b-En déduire que / admet un prolongement par
Continiuité enx, =0 puis déterminer ce prolongement.

B EXERCICE 11 E]
On considére la fonction [ définie par :
(:):"_x_'rz;j:_m_xp tel que nelN’

Montrer que f admet un prolongement par Continiuité

En x,=1puis déterminer ce prolongement

U EXERCICE 121

Soit f la fonction définie par :
x* -1
=x+si ix <1
f(x)=x sn[IZ_HJ x

Jxi-1
X

f{x) =1+ ix 21
1)Déterminer D, .

2)Etudier la continuité de fsur D,

D EXERCICE 131

Soit [ la fonction définie par :

1)Déterminer D, .
2)Déterminer les réels a:b etc pour que la fonction
S soit continue surD, .




|] EXERCICE 14ﬁ]

Soit a € R .On considére la fonction f définie par :
f(x)=2x+a+Lix<-a

4x
At L
1)Déterminer D, suivant a .
2)On suppose a <0 .
a-Etudier la continuité de f mr]—m:-—a{ef}-—ﬂ;m[.
b-Déterminer la valeur de a pour que f soit continue
sur & (On donne (r-1)1(1+1)=r’-3:+2)_

EXERCICE 15

On considére la fonction f définie sur R par :

x'=2x+1

f(.r): rx =1

fr(=3 -
f(x}:—%cus[ﬂm}x<l

1)Calculer Iljil;f(x)ﬂllﬂf(x) .
2)Etudier la continuité de [ sur R .

ﬂ EXERCICE 16

Soit [ une fonction numérique définie par :

f(x): E(:)+(x—E(.r)):
1)Soitn e Z ,déterminer une expression de [ (x)pour
tout x E[ﬂ':ﬂ-l-—l[l‘l‘ pour tout x E[H -l;n[.
2)Montrer que f est continue en x, =ntel quenef .
3)Etudier la continuité de [ sur R .

U EXERCICE 17

1)Montrer que I'équation sinx = x*admet au moins

une solution dans l'intervalle ]%:%[.

2)a-Montrer que I'équation =cos(7x) admet

X
Jx'+1
une solution unique adans l'intervalle J0;1] .

b-En utilisant la méthode de dichotomie trouver un
autre encadrement de « de longueur(,25 .

3)a-Montrer que I'équation —x’ + x +1=(0admet une
solution unique a dansk .
b-Vérifier que a e |1:2].

c-En déduire que a=3a+1.

D EXERCICE 131

Soit [ la fonction définie par =f(.r)= x’'=3x+1
1)Dresser le tableau de variations de [ .
2)a-Montrer que I'équation f(x)=0admet
exactement trois solutionsa:ffety dans E .
b-Déterminer le signe de f(x)surR .
3)Déterminer Ili_lgf(E(.r)) et I-j_?}f(sinr).

D EXERCICE 191

1)Soit f et g deux fonctions définies sur® telles
que (V.rER):f(.r)%l et (Vxeﬂ):g(.rﬁ-l,
On suppose que [ et g sont continue surR et ils
existent deux réels aetb tels que :a <b: f(a)=a
g(b)=b:1' ab=10.
Montrer que :3c € Ja;b[ tel que f(c).g(c)=c.
2)Soit f une fonction continue sur [a;b]tel que
f(a)=<abet f(b)>b".
Montrer que :3c E[a:b] tel que f(r:)=br: .
3)soit (piq)e(R;) et f une fonction continue sur
[0:1] telle que f(0)= f(1).
Montrer que: 3x, € |0:1] tel que _,f'(.11'“):&1“%“‘(12

p+q
4)Soit [ une fonction continue sur un intervalle [a;b]

Tel que f(a)<0.

Montrer que 3x, & Ja:b tel que f(.rn)— £ 5

D EXERCICE 20

_b-.rn '

Soient [ et g deux fonctions numériques continue sur
un intervalle[a;b] telles que :(VxE[ﬂ:b]):j(x)i g(x)
Soit A €[0:1] et on suppose qu'ils existent aet fde
[ﬂ;l] tels que f(a)=a¢1' f(ﬂ):ﬂ.

On poseh(x)=Af (x)+(1-1)g(x)pour toutx [asb]
Montrer que 3c €[a;b]tel que h(c)=c.




[] EXERCICE 21 T

1)Soit [ une fonction continue sur un intervalle [u;b]
Et petqdeux réels tels que pg20.
Montrer que :

(Elc E[a;b}):pf (a)+qf(b)=(p +q)f(c) .
2)Soient [ et g deux fonctions numériques continue sur
un intervalle[a:b] telles que :(V.r E{d:b]]if{-r)?" H(I)
Montrer que :

(32 €R)tel que (Vxefa:b]): £ (x)2 g(x)+4A
3)Soit f une fonction continue sur un intervalle [a:b]
Et x;;x,5--3x, n(nEN‘)iIEMMS de Ia;b]

2t (x)

Montrer que : (E.Tc E[ﬂ b])fel que f(c
| EXERCICE 22
1)On considére la fonction [ définie sur X par :

f( )“l+x
Montrer que :3!a e |k1] tel que f(a)=a
2)Soitn e N .

Montrer que :3c € [0:z] tel que ) cos(ke)=0.
kml
3)Soitn e N tel que n22et aa,;-1a, des éléments

de lintervalle [0:1].

Montrer que :(Elc E[ll;l]]fel que %F:ler ——a,|=% .

Iﬂ EXERCICE 23 G‘

Soit [ une fonction définie sur un intervalle /1 de E et
f continue sur I .

Montrer que si [ ne s'annule pas sur [alors f
garder une signe constante sur I c'est-a-dire :

((Vxel);f(x)=0 ou (Vxel);f(x)=<0).
ﬂ EXERCICE 24

1)Soit [ une fonction continue sur R .

Montrer que si I'équation f (x)= x n‘admet pas de
solution dans R ,alors I'équation fof (:)=.r n'a pas
de solution dans E (on peut utiliser exercice 21).

2)Soit [ une fonction continue sur [a:b] tel que
7(a)=£(b).

Montrer que :3x, €[asb]tel que f(x,)= J,-[xﬁer-aJ

EXERCICE 25 T

Soit f une fonction définie et continue sur [0;1]tel
que f(0)=r(1).

Pour tout peN on considére la fonction [, définie
1
par : f, (x):f{x+;)—f{x).
1)a-Déterminer D, .
-1
b-Calculer la somme Efp [EJ :
k=0 p

2)En déduire que: (3c € ]0:1[)tel que f(c)= f{c d i )

(On peut utiliser le résultat de I'exercice 21)

[[ EXERCICE 26 T

Soit f une fonction continue et positive sur R*

(1‘}

Montrer que Ieaqun'l'mn I (x) = x admet au moins

telle que lim

une solution dans K" .

D EXERCICE 27‘1

Soit f:R" — K"une fonction numérique telle qu :
» [ est continue sur R*
» (V.rER'*):f(x)-cx
1)Montrer que f(0)=0.
2)Montrer que pour tous a;b € |0;+f ona :
M e[0;1] tel que Vx €[asb]: f(x) < Mx

EXERCICE 28 ﬁ]

Soit [ et gdeux fonctions continue sur R tels que :
f(R)eTooi1] ; g(R)c]ti+00] et

I(a:B)e(R*) :a<p : f(a)=aet g(B)=5.
Montrer que 3c € Ja: B[ tel que f(c)xg(c)=¢




I] EXERCICE ZQG]

Soit [ une fonction définie par :

.,‘l-i-l--.ﬂ.rz-!-lr
f(_r): 3 = =

1)Déterminer D, ensemble de définition de [ .
2)Montrer que3(a;#) e R* tels que pour tout

:EE;]] rax < 1+1-\4'x=+2x5,6.r :

S}MMMPqu:EIcE] [Telque l+—-~.-‘c+ 2k =c

D EXERCICE 30‘1

Soit [ une fonction définie sur l'intervalle I=[-1;+aof

par : f(x):(x+l)m—l.

1)Montrer que f est une bijection de I vers un
intervalle J a déterminer.

2)Déterminer f~'(x)pour tout xelJ .

EGEXERCICE 31 T

it f une fonction définie par : f(x)=

X

Vi+x*
1)Montrer que f est une bijection de E vers un
intervalle J a déterminer.

2)Déterminer [~ (x)pour tout xeJ .

EXERCICE 32 EI

it [ une fonction définie sur l'intervalle] = [Zx. T:]

+1.

Fo f(x):t;m’x—zuﬁtanx.
1)Montrer que f est une bijection de I vers un

intervalle J a déterminer.
2)Déterminer [~ (x)pour tout xelJ .

[] EXERCICE 33 1

Soit f une fonction définie par : f(x)=41+nx -1
Tel que neN" {1},

1)Montrer que f est une bijection de I =[—£:+m[
n

Vers un intervalle J a déterminer.

2)Déterminer f~'(x)pour tout xeJ .
3)Montrer que I'équation [ (x) = x admet une
solution unique dans I .

D EXERCICE 34 T

Soita E]ﬂ;%[t‘t [ une fonction définie sur]—a:j-;-[

; _ Cosx
i I(I)_sm(a+x)
1)Caleuler lim f(x).

e’
2)Etudier les variations de [ sur [
3)a-Montrer que [ est une bijection de I vers un
intervalle J a déterminer.

b-Déterminer f~'(x)pour tout xeJ.

U EXERCICE 35 GI

Soit F la fonction définie sur l'intervalle 1 =]0;+e0]

Par : F(x)_—+ \Jlr._ et on pose f(x)-—-.

1)Déterminer une fonction g telle que F = gof .
2)a-Etudier les variations de fet g.

b-En déduire le sens de variations de F .
3)a-Montrer que F est bijective de I vers I puis
déterminer sa réciproque F™'.

b-Montrer que I'équation F(.r)= 0 admet une
solution unique a dans I.

4)Montrer que 1<a <2 et a=1+a'a .
ﬂ EXERCICE 36 ﬁ]

1)a-Montrer que .(‘P'.r :-l.l) arﬂan{x +arctan %J

(
() ]

Iu}?q

Puis en déeduire lim :[Arclau

X o

b-En déduire que: (‘n":*:{]).arclan{.r}+arcm —|=

1 -
x 2

2)Montrer que pour tout xeR :
> ZArctan(ﬁ'lhrz-:)+Arr_tan(x)=£.

2
» Arctan 1 + Arctan ¥=1 E.
x r+1 4

1
» cus(arttan:}u\}__.ﬂqm{arctan:)
1+x°

1+x?




3)a-Montrer que pour tout p el

1
Arctan(p+l)—ﬁrctan(p]—ﬁrttan[£,:+F+l)
b-En déduire en fonction den € N la somme suivante

S, —ZA"““{‘;‘J

pel p +p+1

ﬂ EXERCICE 38 G|

1)a-Montrer les égalités suivantes :

» Artlan(é]+ﬁmlan[§)=;—:.

> Arctane]+ﬁn~tan[é]+ﬂrﬂan[%)=§.

> Mrctan(g-.amu(ﬁ]:%.
b-En déduire la valeur de :

» Arctan(2)+ Arctan(3)

» Arctan(2)+ Arctan(5)+ Arctan(8)
3)On pose a:ZArrtnn(%)—Artmu[-_}}

a-Montrer que :0<a<3.
b-Calculer tan(a)puis en déduire la valeur de a .

T exercace 39 T
;}Résnudr: dans E les équations suivantes :
(El):A”'ﬂ“(3I}=% (E,): Arctan(’ —x)=%x

(E,): Arctan(2x)+ Arctan(3x) = %

(E,):Arctan[f:l)+ Arctan(x) =2

X

.\'+I} T
4

(E.): A.n:tan(x_z}+ﬁ m[x :

2)Calculer les limites suivantes :

A=

a- lim [:Arclanx—%] K- Min

Arct?nx d-hm(x +]) Arclan[l
%

c-lim
x40 X

-t (o))

)
f'llm(x-ljﬂm:tan[ 12]
g- lim amn[ii:_—‘] (1 lx*)%

i_“mﬂmran(jx—l) N l-.r’irdan[%]'*%
- x—1 J= lim
4" X
“1 EXERCICE 40 T

U
Soit aet b deux réels telle que ab <1.
1)a-Montrer que :-% < Arctan(a )+ Arctan(b) 4% :

b-En déduire : Arctan(a)+ Arctan(b) = e\rctan(:‘:!;]

2)Soit pelN etnelN’

a-Calculer Ar::tan[-—‘-!—’—-—J - Arcmn[p—_l]
p+1 P

b-Calculer en fonction den: S, = ZA"‘““[%J
P

p=1

B EXERCICE 41 T - I]]

Soit [ une fonction définie par : f ) jm:tam[ =
1)Déterminer D, ensemble de définition de [ .
2)a-On posef = Arctan(1—x)pour toutxeD, .
Montrer que :f(r):.&rﬂan(tan(ir))
b-En déduire que :
f(x)=2Arctan(1-x);0< x <2
{f(x)::r+2hrﬂan(l—r);x>—2
3)Soit g la restriction de [ sur l'intervalle / =]ﬂ;2[ A
a-Montrer que g est une bijection de I Vers un
intervalle J & déterminer.
b-Déterminer g™ (x)pour tout xeJ .

[] EXERCICE 42

Soit f une fonction définie par : f(x)= Arﬂan(i:—i]

1)Déterminer D, .
Z2)Montrer que f est continue sur D, .
3)a-Montrer que [ une bijection de D), Vers un
intervalle J a déterminer.

b-Déterminer f~'(x)pour tout xeJ .

¢-En déduire que :('ﬁ’x eD );f{.r): Jg-r\rﬂanx

tim 2 (%)

4)Caleuler la limite : lim
=" X — i




[] EXERCICE 43 ﬁ‘

On considére la fonction numérique définie par :

f(x)=Arctan(J;+ x+l)

1)On pose J;=tnnaulqu: ﬂSa-'{%c‘tI eD,.

a-Vérifier que :+/x +/r+1 =tan[%+%].

b-En déduire que (h’:eﬂJ:f(:}:%-r%Arctm(ﬂ)

c-Résoudre dans D, I'équation f(x)=':—:.
2)a-Montrer que [ une bijection de D, Vers un

intervalle J a déterminer.
b-Déterminer f~'(x)pour tout xeJ .

z| EXERCICE 44 ﬁ‘
1)Simplifier les nombres suivants :
JL'T:-: J6d x /6 ={f§x”«h,ﬁx(2ﬂg
VI8 x /3256 i

2)Rendre rationnel le dénominateur des fractions
suivantes :

1 1
“2-B S s5+0+a
4)Résoudre dans R les équations suivantes :

(£): [ ~Yx (E,):Vx+1-¥x =1

_x
(E.): e x-Yx-1=32 E,):(x-2) -Yx-2-6=0
!+x

}

]+lzs

(Es): 314+ x=Y1-x=41-x* (on prends = ¢

5)Résoudre dans R les inéquations suivunus :

(1,):¥a-x<2 (1,):¥x*+8-2=<x
(L):x1=3t 41 | (1):y(x-2)(x - x+3) - x-2
6)Calculer les limites suivantes :

Y2x+2-2 L Ax+6-=2
a-lim———— b-lim——8—M—
=3} x—=3 =42 l_q‘r‘_}_x
. JI+3-J3I+1 d_ Hm (-ﬂ_r‘!q._r_x)
c-lim X=pan
¥ Jx=1
e- qu (\ﬂx +x1 4 -mx) -k xi-1
=—1* .ﬂx—l

i.i J_ \1‘3 —-X - zﬁ_ﬂlﬁf‘;z—
Hl}f—— Jx-1 lim o i
[ T (g g B
=T e
k-m%[ﬁ_ﬁ]i "IIIA(ZJ+1—W)
oy St 3 fz—vesl
:—HJ__I_ZJ__ IHJ__J:
‘1 EXERCICE 45?‘

Lt
On considére la fonction [ définie surR par :

f(x)=1-x;x<1

2
=2Aract -1|ix>1

f(.r) rac a“[.r+l ) x
1)Calculer lim f(x)et lim f(x).

= T
2)Etudier la continuité de [ sur E .
3)Montrer que | est strictement décroissante surRR
4)a-Montrer que [ une bijection de B Vers un

intervalle J & déterminer.
b-Déterminer f~'(x)pour tout xeJ .

[' EXERCICE 46 T

On considére la fonction [ définie surR par :

f(x)=l+\l”x:’—2.tz;.1'22
2 1
i e |12
f(r) KAractm[Ji:) x =<

1)Calculer lim f(x)et lim f(x).

2)Montrer que f est continue en 2.

3)Montrer que [ est strictement décroissante sur
L'intervalle |-e0;2[ .

2)Soit g la restriction de sur l'intervalle I =]-—;2[.
a-Montrer que gune bijection de I Vers un

intervalle J & déterminer.
b-Déterminer g™ (x) pour toutxeJ .




