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Exercice 04 

1) Soit 𝒏 ∈ ℕ ; Calculer en fonction de n : 

𝒂)  ∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

    ;    𝒃)   ∑
𝟏

(𝒌 + 𝟏)!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟎

   ; 𝒄)  ∑
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝐧 + 𝟏 − 𝐤

𝐧

𝐤=𝟏

  

            𝒅)   ∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟐)

𝒏

𝒌=𝟏

   ;    𝒆)  ∏  (𝟏 +
𝟏

𝒌

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

)    ;     𝐟)  ∏(𝟏 −
𝟏

𝒌𝟐
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟐

 

2) a) Vérifier que ∀𝒏 ∈ ℕ∗: 𝒏𝟑 + 𝟔𝒏𝟐 + 𝟗𝒏 + 𝟒 = (𝒏 + 𝟒)(𝒏 + 𝟏)𝟐 

b) Montrer par récurrence que ∀𝒏 ∈ ℕ∗ : 

∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

=
𝒏(𝒏 + 𝟑)

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
 

3) a) Montrer que ∀𝒌 ∈ ℕ∗ : 
𝟏

𝒌(𝒌+𝟏)(𝒌+𝟐)
=
𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌+𝟏
) −

𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌+𝟏
−

𝟏

𝒌+𝟐
) 

a) Retrouver la question 2) b) sans récurrence 

Exercic 05 

Soient  𝒇   𝒆𝒕 𝒈  deux applications tels que :  

𝒇:ℝ → ℝ                                 ;     𝒈 ∶ ℝ → ]𝟎; +∞[        

    𝒙 ⟼ 𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏                    ;    𝒙 ⟼ 𝐱 + √𝒙𝟐 + 𝟏        

1) a) Montrer que : ∀𝒙 ∈ ℝ; 𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏 > 𝟎 

b) En déduire que f n’est pas surjective 

2) Déterminer 𝒇−𝟏(]−∞;𝟐]) puis, montrer que 𝒇(ℝ) = ]𝟎;+∞[ 

3) Montrer que f est injective  

4) Montrer que g est bijective puis déterminer sa bijection  𝒈−𝟏 

Exercic 06 

1) Soit 𝒂 ;  𝒃 𝒆𝒕 𝒄 des mesures des angles d’un triangle  

Montrer que : 𝐭𝐚𝐧 𝐚 + 𝐭𝐚𝐧 𝐛 + 𝐭𝐚𝐧 𝐜 = 𝐭𝐚𝐧 𝐚 × 𝐭𝐚𝐧 𝐛 × 𝐭𝐚𝐧 𝐜    

2) Résoudre dans ℝ les équations suivantes :  

(𝑬): 𝒄𝐨𝐬(𝐱) − √𝟑𝐬𝐢𝐧(𝐱) = √𝟐   ;  (𝑭):  𝐜𝐨𝐬𝟒(𝟑𝒙) + 𝐬𝐢𝐧𝟒(𝟑𝒙) = 𝟏 

Exercice 01 

On considère la suite (𝒖𝒏)𝒏∈ℕ définie par :   

𝒖𝟎 =
𝟏+√𝟑

𝟐
  et 𝒖𝒏+𝟏 = (𝟏 + √𝟑) −

√𝟑

𝒖𝒏
 ,   pour tout 𝒏 ∈ ℕ. 

1) a) Montrer par récurrence que  (∀𝒏 ∈ ℕ):    𝟏 < 𝒖𝒏 ≤ √𝟑   

b) Vérifier que(∀𝒏 ∈ ℕ) : 𝒖𝒏
𝟐 − (𝟏 + √𝟑)𝒖𝒏 + √𝟑 = (𝒖𝒏 − 𝟏)(𝒖𝒏 − √𝟑) 

 c) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏)  et déduire que  (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝒖𝒏 ≥
𝟏+√𝟑

𝟐
 

2) a) Vérifier que (∀𝒏 ∈ ℕ):    
𝒖𝒏+𝟏−√𝟑

𝒖𝒏+𝟏−𝟏
=

𝟏

√𝟑
(
𝒖𝒏−√𝟑

𝒖𝒏−𝟏
) 

b) On pose (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝒗𝒏 =
𝒖𝒏−√𝟑

𝒖𝒏−𝟏
  , éxprimer 𝒗𝒏 en fonction de n 

    c) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ ); 𝒖𝒏 =
√𝟑+(

𝟏

√𝟑
)
𝒏

𝟏+(
𝟏

√𝟑
)
𝒏    

3) a) Montrer que (∀𝒏 ∈ ℕ):    √𝟑 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟐

𝟏+√𝟑
(√𝟑 − 𝒖𝒏) 

b) En déduire que (∀𝒏 ∈ ℕ):    √𝟑 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝒏

(
√𝟑−𝟏

𝟐
)  

Exercice 02 

1) Soit  (𝐮𝐧)𝐧∈ℕ∗  est une suite telle que : 

(∀𝐧 ∈ ℕ∗) ∶ 𝐮𝟏 + 𝐮𝟐 +⋯+ 𝐮𝐧−𝟏 + 𝐮𝐧 = 𝟐𝐧
𝟐 + 𝐧  

Exprimer 𝒖𝒏 en fonction de n pour tout 𝒏 ∈ ℕ 

2) Soit (𝐯𝐧)⬚ est une suite arithmétique de premier terme 𝐯𝟎 = 𝟐  

et de raison r tel que (𝐯𝐧)⬚ décroissante et  𝟒(𝐯𝟏)
𝟐+(𝐯𝟐)

𝟐 = 𝟏𝟔𝟒  

 Déterminer r la raison de la suite (𝐯𝐧)⬚ 

Exercice 03 

Soit 𝒏 ∈ ℕ ; on rappelle que  𝒏! = 𝟏 × 𝟐 × 𝟑 × … .× 𝒏   et  𝟎! = 𝟏  

1) On pose   𝑼𝒌 = 𝒌!   Avec 𝒌 ∈ ℕ∗,montrer que 𝑼𝒌+𝟏 − 𝑼𝒌 = 𝒌(𝒌!)    

2) On pose 𝑺𝒏 = 𝟏(𝟏!) + 𝟐(𝟐!) + ⋯+ 𝒏(𝒏!)    

Calculer 𝑺𝒏 en fonction de n en utilisant le symbole   ∑⬚ 
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⟹−√𝟑 + (𝟏 + √𝟑) <
𝟏

𝒖𝒏
≤ −𝟏 + (𝟏 + √𝟑) 

    ⟹ 𝟏 < 𝒖𝒏+𝟏 ≤ √𝟑. 

➢ D'après le principe de récurrence, on a  ∀𝒏 ∈ ℕ : 𝟏 < 𝒖𝒏 ≤ √𝟑 

b) Vérifier que (∀𝒏 ∈ ℕ) :    

 𝒖𝒏
𝟐 − (𝟏 + √𝟑)𝒖𝒏 + √𝟑 = (𝒖𝒏 − 𝟏)(𝒖𝒏 − √𝟑) 

𝑨 = (𝒖𝒏 − 𝟏)(𝒖𝒏 − √𝟑) = 𝒖𝒏
𝟐 − √𝟑𝒖𝒏 − 𝒖𝒏 + √𝟑 

       = 𝒖𝒏
𝟐 − (𝟏 + √𝟑)𝒖𝒏 + √𝟑 

b) Vérifier que (∀𝒏 ∈ ℕ) :    

 𝒖𝒏
𝟐 − (𝟏 + √𝟑)𝒖𝒏 + √𝟑 = (𝒖𝒏 − 𝟏)(𝒖𝒏 − √𝟑) 

𝑨 = (𝒖𝒏 − 𝟏)(𝒖𝒏 − √𝟑) = 𝒖𝒏
𝟐 − √𝟑𝒖𝒏 − 𝒖𝒏 + √𝟑 

       = 𝒖𝒏
𝟐 − (𝟏 + √𝟑)𝒖𝒏 + √𝟑 

c) Montrer que la suite est croissante  

Soit n un entier naturel 

𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 = (𝟏 + √𝟑) −
√𝟑

𝒖𝒏
− 𝒖𝒏     =

(𝟏 + √𝟑)𝒖𝒏 − √𝟑 − 𝒖𝒏
𝟐

𝒖𝒏
 

                    =
𝒖𝒏

𝟐 − (𝟏 + √𝟑)𝒖𝒏 + √𝟑

𝒖𝒏
=
−[𝒖𝒏

𝟐 − (𝟏 + √𝟑)𝒖𝒏 + √𝟑]

𝒖𝒏
 

                    =
(𝟏 − 𝒖𝒏)(𝒖𝒏 − √𝟑)

𝒖𝒏
 

𝟏 < 𝒖𝒏 ≤ √𝟑 ⟹ (𝟏 − 𝒖𝒏) < 𝟎  𝒆𝒕 (𝒖𝒏 − √𝟑) ≤ 𝟎   𝒆𝒕 𝒖𝒏  > 𝟎 

                         ⟹ 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 ≥ 𝟎 ⟹ (𝒖𝒏) est croissante  

En déduire que  (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝒖𝒏 ≥
𝟏+√𝟑

𝟐
 

On a la suite (𝒖𝒏) est croissante 

Donc (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝒖𝒏 ≥ 𝒖𝟎 

Donc (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝒖𝒏 ≥
𝟏+√𝟑

𝟐
 

Exercice 01 

On considère la suite (𝒖𝒏)𝒏∈ℕ définie par :   

𝒖𝟎 =
𝟏+√𝟑

𝟐
  et 𝒖𝒏+𝟏 = (𝟏 + √𝟑) −

√𝟑

𝒖𝒏
 ,   pour tout 𝒏 ∈ ℕ. 

2) a) Montrer par récurrence que  (∀𝒏 ∈ ℕ):    𝟏 < 𝒖𝒏 ≤ √𝟑   

b) Vérifier que(∀𝒏 ∈ ℕ) : 𝒖𝒏
𝟐 − (𝟏 + √𝟑)𝒖𝒏 + √𝟑 = (𝒖𝒏 − 𝟏)(𝒖𝒏 − √𝟑) 

 c) Etudier la monotonie de (𝒖𝒏)  et déduire que  (∀𝒏 ∈ ℕ):  𝒖𝒏 ≥
𝟏+√𝟑

𝟐
 

2) a) Vérifier que (∀𝒏 ∈ ℕ):    
𝒖𝒏+𝟏−√𝟑

𝒖𝒏+𝟏−𝟏
=

𝟏

√𝟑
(
𝒖𝒏−√𝟑

𝒖𝒏−𝟏
) 

b) On pose (∀𝒏 ∈ ℕ); 𝒗𝒏 =
𝒖𝒏−√𝟑

𝒖𝒏−𝟏
  , éxprimer 𝒗𝒏 en fonction de n 

    c) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ ); 𝒖𝒏 =
√𝟑+(

𝟏

√𝟑
)
𝒏

𝟏+(
𝟏

√𝟑
)
𝒏    

3) a) Montrer que (∀𝒏 ∈ ℕ):    √𝟑 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟐

𝟏+√𝟑
(√𝟑 − 𝒖𝒏) 

b) En déduire que (∀𝒏 ∈ ℕ):    √𝟑 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝒏

(
√𝟑−𝟏

𝟐
)  

Correction de l’exercice 1  

On considère la suite (𝒖𝒏)𝒏∈ℕ définie par :   

𝒖𝟎 =
𝟏+√𝟑

𝟐
  et 𝒖𝒏+𝟏 = (𝟏 + √𝟑) −

√𝟑

𝒖𝒏
 ,   pour tout 𝒏 ∈ ℕ. 

1)a) Montrer que  (∀𝒏 ∈ ℕ):    𝟏 < 𝒖𝒏 ≤ √𝟑   

➢ Pour n=0 on a 𝟏 < 𝒖𝟎 =
𝟏+√𝟑

𝟐
≤ √𝟑 qui est vrai 

➢ Soit 𝒏 ∈ ℕ 

Supposons que   𝟏 < 𝒖𝒏 ≤ √𝟑 et montrons que  𝟏 < 𝒖𝒏+𝟏 ≤ √𝟑. 

𝟏 < 𝒖𝒏 ≤ √𝟑 ⟹
𝟏

√𝟑
<
𝟏

𝒖𝒏
≤ 𝟏 

                        ⟹ −√𝟑 <
𝟏

𝒖𝒏
≤ −

√𝟑

√𝟑
     ⟹ −√𝟑 <

𝟏

𝒖𝒏
≤ −𝟏 
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c) Montrer que : (∀𝒏 ∈ ℕ ); 𝒖𝒏 =
√𝟑+(

𝟏

√𝟑
)
𝒏

𝟏+(
𝟏

√𝟑
)
𝒏   et calculer 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝒖𝒏 

𝒗𝒏 =
𝒖𝒏 − √𝟑

𝒖𝒏 − 𝟏
 ⟹ 𝒗𝒏(𝒖𝒏 − 𝟏) = 𝒖𝒏 − √𝟑 

           ⟹ 𝒗𝒏𝒖𝒏 − 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − √𝟑 

          ⟹ 𝒖𝒏(𝒗𝒏 − 𝟏) = 𝒗𝒏 − √𝟑 

          ⟹ 𝒖𝒏 =
𝒗𝒏 − √𝟑

𝒗𝒏 − 𝟏
 

         ⟹ 𝒖𝒏 =
√𝟑 − 𝒗𝒏
𝟏 − 𝒗𝒏

 

⟹ 𝒖𝒏 =
√𝟑 + (

𝟏

√𝟑
)
𝒏

𝟏 + (
𝟏

√𝟑
)
𝒏  

2)a) Montrer que 

 (∀𝒏 ∈ ℕ):    √𝟑 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟐

𝟏+√𝟑
(√𝟑 − 𝒖𝒏) 

√𝟑 − 𝒖𝒏+𝟏 = √𝟑 − (𝟏 + √𝟑) +
√𝟑

𝒖𝒏
 

                      =
√𝟑

𝒖𝒏
− 𝟏 =

√𝟑 − 𝒖𝒏
𝒖𝒏

 

                      =
𝟏

𝒖𝒏
(√𝟑 − 𝒖𝒏) 

En a  𝒖𝒏 ≥
𝟏+√𝟑

𝟐
 c-à-dire  

𝟏

𝒖𝒏
≤

𝟐

𝟏+√𝟑
    

Et en a √𝟑 − 𝒖𝒏 ≥ 𝟎    

Donc  
𝟏

𝒖𝒏
(√𝟑 − 𝒖𝒏) ≤

𝟐

𝟏+√𝟑
(√𝟑 − 𝒖𝒏) 

Donc  √𝟑 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟐

𝟏+√𝟑
(√𝟑 − 𝒖𝒏) 

2) a) Vérifier que (∀𝒏 ∈ ℕ):    
𝒖𝒏+𝟏−√𝟑

𝒖𝒏+𝟏−𝟏
=

𝟏

√𝟑
(
𝒖𝒏−√𝟑

𝒖𝒏−𝟏
) 

Soit n un entier naturel 

𝒖𝒏+𝟏 − √𝟑

𝒖𝒏+𝟏 − 𝟏
=
(𝟏 + √𝟑) −

√𝟑

𝒖𝒏
− √𝟑

(𝟏 + √𝟑) −
√𝟑

𝒖𝒏
− 𝟏

 

              =
𝟏 −

√𝟑

𝒖𝒏

√𝟑 −
√𝟑

𝒖𝒏

 =

𝒖𝒏−√𝟑

𝒖𝒏

√𝟑𝒖𝒏−√𝟑

𝒖𝒏

 

              =
𝒖𝒏 − √𝟑

√𝟑𝒖𝒏 − √𝟑
=
𝟏

√𝟑
(
𝒖𝒏 − √𝟑

𝒖𝒏 − 𝟏
) 

    b) Pour tout 𝒏 ∈ ℕ , on pose   𝒗𝒏 =
𝒖𝒏−√𝟑

𝒖𝒏−𝟏
  , éxprimer 𝒗𝒏 en 

donction de n 

Soit n un entier naturel 

𝑶𝒏 𝒂 ∶  
𝒖𝒏+𝟏 − √𝟑

𝒖𝒏+𝟏 − 𝟏
=
𝟏

√𝟑
(
𝒖𝒏 − √𝟑

𝒖𝒏 − 𝟏
) 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  𝒗𝒏+𝟏 =
𝟏

√𝟑
𝒗𝒏 

Donc la suite est géométrique de raison 
𝟏

√𝟑
 

Et de premier terme 

𝒗𝟎 =
𝒖𝟎 − √𝟑

𝒖𝟎 − 𝟏
=

𝟏+√𝟑

𝟐
− √𝟑

𝟏+√𝟑

𝟐
− 𝟏

=

𝟏−√𝟑

𝟐

√𝟑−𝟏

𝟐

= −𝟏 

Donc   𝒗𝒏 = 𝒗𝟎 (
𝟏

√𝟑
)
𝒏

 

D’où (∀𝒏 ∈ ℕ): 𝒗𝒏 = −(
𝟏

√𝟑
)
𝒏
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1) Soit  (𝐮𝐧)𝐧∈ℕ∗  est une suite telle que : 

(∀𝐧 ∈ ℕ∗) ∶ 𝐮𝟏 + 𝐮𝟐 +⋯+ 𝐮𝐧−𝟏 + 𝐮𝐧 = 𝟐𝐧
𝟐 + 𝐧  

Exprimer 𝒖𝒏 en fonction de n pour tout 𝒏 ∈ ℕ 

2) Soit (𝐯𝐧)⬚ est une suite arithmétique de premier terme 𝐯𝟎 = 𝟐  

et de raison r tel que (𝐯𝐧)⬚ décroissante et  𝟒(𝐯𝟏)
𝟐+(𝐯𝟐)

𝟐 = 𝟏𝟔𝟒  

 Déterminer r la raison de la suite (𝐯𝐧)⬚ 

Correction de l’exercice 02 

1) Soit  (𝐮𝐧)𝐧∈ℕ∗  est une suite telle que : 

(∀𝐧 ∈ ℕ∗) ∶ 𝐮𝟏 + 𝐮𝟐 +⋯+ 𝐮𝐧−𝟏 + 𝐮𝐧 = 𝟐𝐧
𝟐 + 𝐧  

Exprimer 𝒖𝒏 en fonction de n pour tout 𝒏 ∈ ℕ 

On a (∀𝐧 ∈ ℕ∗) ∶ 𝐯𝟏 + 𝐯𝟐 +⋯+ 𝐯𝐧−𝟏 + 𝐯𝐧 = 𝟐𝐧
𝟐 + 𝐧      ;                (L1) 

Donc : (∀𝐧 ∈ ℕ∗) ∶ 𝐯𝟏 + 𝐯𝟐 +⋯+ 𝐯𝐧−𝟏 = 𝟐(𝐧 − 𝟏)
𝟐 + 𝐧 − 𝟏 ;  (L2) 

Donc :  (∀𝐧 ∈ ℕ∗) ∶ 𝐯𝐧 = 𝟐𝐧
𝟐 + 𝐧 − 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝟐 − (𝐧 − 𝟏)    ;  (𝐋𝟏 − 𝐋𝟐) 

Donc :  (∀𝐧 ∈ ℕ∗) ∶ 𝐯𝐧 = 𝟐𝐧
𝟐 + 𝐧 −  𝟐𝐧𝟐 + 𝟒𝐧 − 𝟐 − 𝐧 + 𝟏 

Donc :  (∀𝐧 ∈ ℕ∗) ∶ 𝐯𝐧 = 𝟒𝐧 − 𝟏 

2) Soit (𝐯𝐧)⬚ est une suite arithmétique de premier terme 𝐯𝟎 = 𝟐  

et de raison r tel que (𝐯𝐧)⬚ décroissante et  𝟒(𝐯𝟏)
𝟐+(𝐯𝟐)

𝟐 = 𝟏𝟔𝟒  

 Déterminer r la raison de la suite (𝐯𝐧)⬚ 

On a (𝐯𝐧)⬚ est une suite arithmétique décroissante donc 𝐫 ≤ 𝟎 

Et on a (∀𝐧 ; 𝐩 ∈ ℕ⬚) ∶ 𝐯𝐧 = 𝐯𝟎 + (𝐧 − 𝟎)𝐫  

Donc (∀𝐧 ; 𝐩 ∈ ℕ⬚) ∶ 𝐯𝐧 = 𝟐 + 𝐧𝐫 

𝟒(𝐯𝟏)
𝟐+(𝐯𝟐)

𝟐 = 𝟏𝟔𝟒 ⟹ 𝟒(𝟐 + 𝐫)𝟐+(𝟐 + 𝟐𝐫)𝟐 = 𝟏𝟔𝟒  
            ⟹ 𝟒(𝟐 + 𝐫)𝟐+𝟒(𝟏 + 𝐫)𝟐 = 𝟏𝟔𝟒                                         
                                          ⟹ (𝟐 + 𝐫)𝟐+(𝟏 + 𝐫)𝟐 = 𝟒𝟏 
                                        ⟹ 𝐫𝟐 + 𝟑𝐫 − 𝟏𝟖 = 𝟎 ⟹ 𝐫 = −𝟔   𝐨𝐮 𝐫 = 𝟑 
Donc 𝐫 = −𝟔    car  𝐫 ≤ 𝟎 

b) En déduire que (∀𝒏 ∈ ℕ):    √𝟑 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝒏

(
√𝟑−𝟏

𝟐
)  

➢ Pour n=0 on a : 

√𝟑 − 𝒖𝟎 = √𝟑 −
𝟏 + √𝟑

𝟐
=
√𝟑 − 𝟏

𝟐
 

𝑬𝒕  (
𝟐

𝟏 + √𝟑
)
𝟎

(
√𝟑 − 𝟏

𝟐
) =

√𝟑 − 𝟏

𝟐
 

Donc √𝟑 − 𝒖𝟎 ≤ (
𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝟎

(
√𝟑−𝟏

𝟐
)  

La propriété est donc vraie pour n = 0 

➢ Soit n un entier naturel,  

Supposons que  √𝟑 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝒏

(
√𝟑−𝟏

𝟐
) 

Et montrons que √𝟑 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤ (
𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝒏+𝟏

(
√𝟑−𝟏

𝟐
). 

On a   √𝟑 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝒏

(
√𝟑−𝟏

𝟐
)     

Donc  (
𝟐

𝟏+√𝟑
) (√𝟑 − 𝒖𝒏) ≤ (

𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝒏+𝟏

(
√𝟑−𝟏

𝟐
) 

Et on a d’aprés la question précédente  

 √𝟑 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟐

𝟏+√𝟑
(√𝟑 − 𝒖𝒏) , 

 Donc√𝟑 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤ (
𝟐

𝟏+√𝟑
) (√𝟑 − 𝒖𝒏) ≤ (

𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝒏+𝟏

(
√𝟑−𝟏

𝟐
) 

𝐃𝐨𝐧𝐜: √𝟑 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤ (
𝟐

𝟏 + √𝟑
)
𝒏+𝟏

(
√𝟑 − 𝟏

𝟐
) 

D'après le principe de récurrence, on a  

 (∀𝒏 ∈ ℕ); √𝟑 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟐

𝟏+√𝟑
)
𝒏

(
√𝟑−𝟏

𝟐
) 
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Exemples classiques à retenir :   

∑𝐤 =
𝐧(𝐧 + 𝟏)

𝟐

𝐧

𝐤=𝟏

 

∑𝐪𝐤 =
𝟏 − 𝐪𝐧+𝟏

𝟏 − 𝐪

𝐧

𝐤=𝟎

   ; 𝒒 ≠ 𝟏 

Correction de l’exercice 03 

Soit 𝒏 ∈ ℕ ; on rappelle que  𝒏! = 𝟏 × 𝟐 × 𝟑 × … .× 𝒏   et  𝟎! = 𝟏  

1) On pose   𝑼𝒌 = 𝒌!   Avec 𝒌 ∈ ℕ∗,montrer que 𝑼𝒌+𝟏 − 𝑼𝒌 = 𝒌(𝒌!)  

𝑼𝒌+𝟏 − 𝑼𝒌 = (𝒌 + 𝟏)! − 𝒌!  

                      = (𝒌 + 𝟏) ×  𝒌! − 𝒌! 

                    = 𝒌! (𝒌 + 𝟏 − 𝟏)   

                   = 𝒌(𝒌!) 

2) On pose 𝑺𝒏 = 𝟏(𝟏!) + 𝟐(𝟐!) + ⋯+ 𝒏(𝒏!)    

Calculer 𝑺𝒏 en fonction de n en utilisant le symbole   ∑⬚ 

𝑺𝒏 = 𝟏(𝟏!) + 𝟐(𝟐!) + ⋯+ 𝒏(𝒏!) 

      = ∑𝒌(𝒌!)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

=∑𝑼𝒌+𝟏 − 𝑼𝒌

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

 

      = ∑𝑼𝒌+𝟏

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

−∑𝑼𝒌

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

 

    = ∑ 𝑼𝒋

𝒋=𝒏+𝟏

𝒋=𝟐

−∑𝑼𝒌

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

  ; 𝒐𝒏 𝒂 𝒑𝒐𝒔𝒆𝒓 𝒋 = 𝒌 + 𝟏   

   = (∑𝑼𝒋

𝒏

𝒋=𝟐

+ 𝑼𝒏+𝟏) − (𝑼𝟏 +∑𝑼𝒌

𝒌=𝒏

𝒌=𝟐

) 

   = 𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝟏 

  = (𝒏 + 𝟏)! − 𝟏 

Exercice 03 

Soit 𝒏 ∈ ℕ ; on rappelle que  𝒏! = 𝟏 × 𝟐 × 𝟑 × … .× 𝒏   et  𝟎! = 𝟏  

1) On pose   𝑼𝒌 = 𝒌!   Avec 𝒌 ∈ ℕ∗,montrer que 𝑼𝒌+𝟏 − 𝑼𝒌 = 𝒌(𝒌!)    

2) On pose 𝑺𝒏 = 𝟏(𝟏!) + 𝟐(𝟐!) + ⋯+ 𝒏(𝒏!)    

a) Ecrire  𝑺𝒏 en utilisant le symbole ∑𝒆𝒕  𝑼𝒌  

b) Calculer 𝑺𝒏 en fonction de n en utilisant le symbole   ∑⬚ 

Rappel :   

Symboles :  ∑   𝐞𝐭 ∏⬚ 

 𝐧 ∈ ℕ et 𝐚𝟎;  𝐚𝟏; 𝐚𝟐… . 𝐚𝐧 et c des réels 

∑𝐚𝐤 =

𝐤=𝐧

𝐤=𝟎

𝐚𝟎 + 𝐚𝟏 + 𝐚𝟐 +⋯+ 𝐚𝐧−𝟐 + 𝐚𝐧−𝟏 + 𝐚𝐧   

∑𝟏

𝐤=𝐧

𝐤=𝟎

= (𝒏 + 𝟏)   

 ∑𝐜

𝐤=𝐧

𝐤=𝟎

= 𝒄∑𝟏

𝐤=𝐧

𝐤=𝟎

= 𝒄(𝒏 + 𝟏) 

∏𝐚𝐤

𝐤=𝐧

𝐤=𝟏

= 𝐚𝟏 × 𝐚𝟐 × …… . .× 𝐚𝐧−𝟐 × 𝐚𝐧−𝟏 × 𝐚𝐧    

 ∏𝐜

𝐤=𝐧

𝐤=𝟏

= 𝐜 × 𝐜 × …… . .× 𝐜 =  𝐜𝒏 

Changement d’indice : 

∑𝐚𝐤 = ∑ 𝐚𝐤−𝐦

𝐤=𝐧+𝐦

𝐤=𝐩+𝐦

 

𝐤=𝐧

𝐤=𝐩

  

 ∑𝐚𝐤 = ∑ 𝐚𝐤+𝐦

𝐤=𝐧−𝐦

𝐤=𝐩−𝐦

𝐤=𝐧

𝐤=𝐩
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1ère méthode : 

∑
𝟏

𝐤(𝐤 + 𝟏)

𝐧

𝐤=𝟏

=
𝟏

𝟏(𝟏 + 𝟏)
+

𝟏

𝟐(𝟐 + 𝟏)
+ ⋯+

𝟏

𝐧(𝐧 + 𝟏)
 

                         =
𝟏

𝟏
−

𝟏

𝟏 + 𝟏
+
𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟐 + 𝟏
+⋯+

𝟏

𝐧
−

𝟏

𝐧 + 𝟏
 

                           = 𝟏 −
𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟐
−
𝟏

𝟑
+⋯+

𝟏

𝐧
−

𝟏

𝐧 + 𝟏
= 𝟏 −

𝟏

𝐧 + 𝟏
 

2ème méthode : 

∑
𝟏

𝐤(𝐤 + 𝟏)

𝐧

𝐤=𝟏

=∑
𝟏

𝐤
−

𝟏

𝐤 + 𝟏

𝐧

𝐤=𝟏

=∑
𝟏

𝐤

𝐧

𝐤=𝟏

−∑
𝟏

𝐤 + 𝟏

𝐧

𝐤=𝟏

 

                   = ∑
𝟏

𝐤

𝐧

𝐤=𝟏

−∑
𝟏

𝐣

𝐧+𝟏

𝐣=𝟐

    ;   𝒐𝒏 𝒂 𝒑𝒐𝒔𝒆𝒓 𝒋 = 𝒌 + 𝟏   

           = (𝟏 +∑
𝟏

𝐤

𝐧

𝐤=𝟐

) − (∑
𝟏

𝐣

𝐧

𝐣=𝟐

+
𝟏

𝒏 + 𝟏
) = 𝟏 −

𝟏

𝒏 + 𝟏
 

𝒃)   ∑
𝒌

(𝒌 + 𝟏)!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟎

= ∑
𝒌+ 𝟏

(𝒌 + 𝟏)!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟎

−
𝟏

(𝒌 + 𝟏)!
 

                                = ∑
𝟏

𝒌!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟎

−
𝟏

(𝒌 + 𝟏)!
= ∑

𝟏

𝒌!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟎

−∑
𝟏

(𝒌 + 𝟏)!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟎

 

                               = ∑
𝟏

𝒌!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟎

− ∑
𝟏

𝒌!

𝒌=𝒏+𝟏

𝒌=𝟏

= 𝟏 +∑
𝟏

𝒌!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

−∑
𝟏

𝒌!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

−
𝟏

(𝒏 + 𝟏)!
 

                             = 𝟏 −
𝟏

(𝒏 + 𝟏)!
 

Exercice 04 

1) Soit 𝒏 ∈ ℕ ; Calculer en fonction de n : 

𝒂)  ∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

    ;    𝒃)   ∑
𝒌

(𝒌 + 𝟏)!

𝒌=𝒏

𝒌=𝟎

   ; 𝒄)  ∑
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝐧 + 𝟏 − 𝐤

𝐧

𝐤=𝟏

  

            𝒅)   ∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟐)

𝒏

𝒌=𝟏

   ;    𝒆)  ∏  (𝟏 +
𝟏

𝒌

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

)    ;     𝐟)  ∏(𝟏 −
𝟏

𝒌𝟐
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟐

 

2) a) Vérifier que ∀𝒏 ∈ ℕ∗: 𝒏𝟑 + 𝟔𝒏𝟐 + 𝟗𝒏 + 𝟒 = (𝒏 + 𝟒)(𝒏 + 𝟏)𝟐 

b) Montrer par récurrence que ∀𝒏 ∈ ℕ∗ : 

∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

=
𝒏(𝒏 + 𝟑)

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
 

3) a) Montrer que ∀𝒌 ∈ ℕ∗ : 
𝟏

𝒌(𝒌+𝟏)(𝒌+𝟐)
=
𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌+𝟏
) −

𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌+𝟏
−

𝟏

𝒌+𝟐
) 

b) Retrouver la question 2) b) sans récurrence 

Correction de l’exercice 04 

1) Soit 𝒏 ∈ ℕ ; Calculer en fonction de n : 

𝒂)  ∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

=
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟐 × 𝟑
+⋯+

𝟏

𝐧(𝐧 + 𝟏)
    

Déterminons a et b tels que : 
𝟏

𝒌(𝒌+𝟏)
=
𝒂

𝒌
+

𝒃

𝒌+𝟏
 

𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)
=
𝒂

𝒌
+

𝒃

𝒌 + 𝟏
=
𝒂(𝒌 + 𝟏) + 𝒃𝒌

𝒌(𝒌 + 𝟏)
=
(𝒂 + 𝒃)𝒌 + 𝒂

𝒌(𝒌 + 𝟏)
 

Donc 𝒂 + 𝒃 = 𝟎  𝒆𝒕 𝒂 = 𝟏  

Donc 𝒃 = −𝟏  𝒆𝒕 𝒂 = 𝟏  

𝐃’𝐨ù ∶   
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)
=
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
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𝒆) ∏  (𝟏 +
𝟏

𝒌

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

) =∏ 
𝒌 + 𝟏

𝒌

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

 

= 
𝟐

𝟏
 ×
𝟑

𝟐
× 
𝟒

𝟑
 ×    ×

𝒏

𝒏 − 𝟏
 ×  
𝒏 + 𝟏

𝒏
=  
𝒏 + 𝟏

𝟏
= 𝒏 + 𝟏 

𝐟)  ∏(𝟏 −
𝟏

𝒌𝟐
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟐

 

1ère méthode : 

𝑶𝒏 𝒂 :  𝟏 −
𝟏

𝒌𝟐
=
𝒌𝟐 − 𝟏

𝒌𝟐
=
(𝒌 − 𝟏)(𝒌 + 𝟏)

𝒌𝟐
 

∏(𝟏−
𝟏

𝒌𝟐
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟐

= (𝟏 −
𝟏

𝟐𝟐
) × (𝟏 −

𝟏

𝟑𝟐
) × …× (𝟏 −

𝟏

𝒏𝟐
) 

=
(𝟐 − 𝟏)(𝟐 + 𝟏)

𝟐𝟐
×
(𝟑 − 𝟏)(𝟑 + 𝟏)

𝟑𝟐
× …×

(𝒏 − 𝟏)(𝒏 + 𝟏)

𝒏𝟐
 

=
𝟏 × 𝟑

𝟐 × 𝟐
×
𝟐 × 𝟒

𝟑 × 𝟑
×
𝟑 × 𝟓

𝟒 × 𝟒
× …×

(𝒏 − 𝟐) 𝒏

(𝒏 − 𝟏)(𝒏 − 𝟏)
×
(𝒏 − 𝟏)(𝒏 + 𝟏)

𝐧 × 𝒏
 

=
𝟏

𝟐
×
(𝒏 + 𝟏)

𝒏
=
𝐧 + 𝟏

𝟐𝐧
 

2ème méthode : 

∏(𝟏−
𝟏

𝒌𝟐
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟐

=∏
(𝒌 − 𝟏)(𝒌 + 𝟏)

𝒌𝟐

𝒌=𝒏

𝒌=𝟐

 =
∏ (𝒌 − 𝟏) × ∏ (𝒌 + 𝟏)𝒌=𝒏

𝒌=𝟐
𝒌=𝒏
𝒌=𝟐

∏ 𝒌 × ∏ 𝒌𝒌=𝒏
𝒌=𝟐

𝒌=𝒏
𝒌=𝟐

 

 =
𝟏 × ∏ (𝒌 − 𝟏) × ∏ 𝒌𝒌=𝒏+𝟏

𝒌=𝟑
𝒌=𝒏
𝒌=𝟑

∏ (𝒌 − 𝟏) × ∏ 𝒌𝒌=𝒏
𝒌=𝟐

𝒌=𝒏+𝟏
𝒌=𝟑

=
∏ (𝒌 − 𝟏) × ∏ 𝒌𝒌=𝒏

𝒌=𝟑 × (𝒏 + 𝟏)𝒌=𝒏
𝒌=𝟑

𝒏 × ∏ (𝒌 − 𝟏) × 𝟐 × ∏ 𝒌𝒌=𝒏
𝒌=𝟑

𝒌=𝒏
𝒌=𝟑

 

                  =
𝟏

𝟐
×
(𝒏 + 𝟏)

𝒏
=
𝒏 + 𝟏

𝟐𝒏
 

𝒄) ∑
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝐧 + 𝟏 − 𝐤

𝐧

𝐤=𝟏

=∑
𝟏

𝒌

𝐧

𝐤=𝟏

−∑
𝟏

𝐧 + 𝟏 − 𝐤

𝐧

𝐤=𝟏

 

On a pose 𝒋 = 𝐧 + 𝟏 − 𝐤 

𝟏 ≤ 𝒌 ≤ 𝒏 ⟹ −𝒏 ≤ −𝒌 ≤ −𝟏 

                     ⟹ 𝟏 ≤ 𝒏 + 𝟏 − 𝒌 ≤ 𝒏 

                       ⟹ 𝟏 ≤ 𝒋 ≤ 𝒏 

∑
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝐧 + 𝟏 − 𝐤

𝐧

𝐤=𝟏

=∑
𝟏

𝒌

𝐧

𝐤=𝟏

−∑
𝟏

𝐧 + 𝟏 − 𝐤

𝐧

𝐤=𝟏

=∑
𝟏

𝒌

𝐧

𝐤=𝟏

−∑
𝟏

𝐣

𝐧

𝐣=𝟏

= 𝟎 

𝒅) ∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟐)

𝒏

𝒌=𝟏

 

Déterminons a et b tels que : 
𝟏

𝒌(𝒌+𝟐)
=
𝒂

𝒌
+

𝒃

𝒌+𝟐
 

𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟐)
=
𝒂

𝒌
+

𝒃

𝒌 + 𝟐
=
𝒂(𝒌 + 𝟐) + 𝒃𝒌

𝒌(𝒌 + 𝟐)
=
(𝒂 + 𝒃)𝒌 + 𝟐𝒂

𝒌(𝒌 + 𝟐)
 

Donc 𝒂 + 𝒃 = 𝟎  𝒆𝒕 𝟐𝒂 = 𝟏  

Donc 𝒃 = −
𝟏

𝟐
  𝒆𝒕 𝒂 =

𝟏

𝟐
  

𝐃’𝐨ù ∶   
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)
=
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
 

∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟐)

𝒏

𝒌=𝟏

=
𝟏

𝟐
(∑

𝟏

𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝒌 + 𝟐
) 

=
𝟏

𝟐
(∑

𝟏

𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

−∑
𝟏

𝒌 + 𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

) =
𝟏

𝟐
(∑

𝟏

𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

−∑
𝟏

𝒌

𝒏+𝟐

𝒌=𝟑

) 

=
𝟏

𝟐
(𝟏 +

𝟏

𝟐
+∑

𝟏

𝒌

𝒏

𝒌=𝟑

−∑
𝟏

𝒌

𝒏

𝒌=𝟑

−
𝟏

𝒏 + 𝟏
−

𝟏

𝒏 + 𝟐
) 

=
𝟏

𝟐
(
𝟑

𝟐
−

𝟏

𝒏 + 𝟏
−

𝟏

𝒏 + 𝟐
) 
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3)a) Vérifier que ∀𝒌 ∈ ℕ∗ : 
𝟏

𝒌(𝒌+𝟏)(𝒌+𝟐)
=
𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌+𝟏
) −

𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌+𝟏
−

𝟏

𝒌+𝟐
) 

𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
) −

𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌 + 𝟏
−

𝟏

𝒌 + 𝟐
) =

𝟏

𝟐𝒌
−

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟏)
−

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟏)
+

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟐)
 

   =
𝟏

𝟐𝒌
−

𝟐

𝟐(𝒌 + 𝟏)
+

𝟏

𝟐(𝒌 + 𝟐)
=
(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐) − 𝟐𝒌(𝒌 + 𝟐) + 𝒌(𝒌 + 𝟏)

𝟐𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)
 

=
𝟐

𝟐𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)
=

𝟏 

𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)
 

b) Retrouver la question 2) b) sans récurrence 

∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

=∑
𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
) −

𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒌 + 𝟏
−

𝟏

𝒌 + 𝟐
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

 

=
𝟏

𝟐
∑(

𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑(

𝟏

𝒌 + 𝟏
−

𝟏

𝒌 + 𝟐
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

 

=
𝟏

𝟐
∑(

𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

−
𝟏

𝟐
∑ (

𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
)

𝒌=𝒏+𝟏

𝒌=𝟐

 

=
𝟏

𝟐
(𝟏 −

𝟏

𝟐
) +

𝟏

𝟐
∑(

𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟐

−
𝟏

𝟐
∑(

𝟏

𝒌
−

𝟏

𝒌 + 𝟏
) −

𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒏 + 𝟏
−

𝟏

𝒏 + 𝟐
)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟐

 

     =
𝟏

𝟒
−
𝟏

𝟐
(
𝟏

𝒏 + 𝟏
−

𝟏

𝒏 + 𝟐
) =

𝟏

𝟒
−
𝟐

𝟒
(
(𝒏 + 𝟐) − (𝒏 + 𝟏)

𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
) 

    =
𝟏

𝟒
−
𝟐

𝟒
(

𝟏

𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
) =

(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐) − 𝟐

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
 

   =
𝒏𝟐 + 𝟐𝒏 + 𝒏 + 𝟐 − 𝟐

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
=

𝒏(𝒏 + 𝟑)

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
 

 

2)a) Vérifier que ∀𝒏 ∈ ℕ∗: 𝒏𝟑 + 𝟔𝒏𝟐 + 𝟗𝒏 + 𝟒 = (𝒏 + 𝟒)(𝒏 + 𝟏)𝟐 

𝑨 = (𝒏 + 𝟒)(𝒏 + 𝟏)𝟐 = (𝒏 + 𝟒)(𝒏𝟐 + 𝟐𝒏 + 𝟏) 

  = 𝒏𝟑 + 𝟐𝒏𝟐 + 𝒏 + 𝟒𝒏𝟐 + 𝟖𝒏 + 𝟒 = 𝒏𝟑 + 𝟔𝒏𝟐 + 𝟗𝒏 + 𝟒 

b) Montrer par récurrence que ∀𝒏 ∈ ℕ∗ : 

∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

=
𝒏(𝒏 + 𝟑)

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
 

➢ Pour n=1 on a :  
𝟏

𝟔
=

𝟒

𝟐𝟒
   qui est vraie  

𝐒𝐮𝐩𝐩𝐨𝐬𝐨𝐧𝐬 𝐪𝐮𝐞 ∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

=
𝒏(𝒏 + 𝟑)

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
 

𝐄𝐭 𝐦𝐨𝐧𝐭𝐫𝐨𝐧𝐬 𝐪𝐮𝐞 ∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)

𝒌=𝒏+𝟏

𝒌=𝟏

=
(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟒)

𝟒(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟑)
 

∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)

𝒌=𝒏+𝟏

𝒌=𝟏

= ∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟐)

𝒌=𝒏

𝒌=𝟏

+
𝟏

(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟑)
 

=
𝒏(𝒏 + 𝟑)

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
+

𝟏

(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟑)
 

=
𝒏(𝒏 + 𝟑)𝟐

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟑)
+

𝟒

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟑)
 

=
𝒏𝟑 + 𝟔𝒏𝟐 + 𝟗𝒏 + 𝟒

𝟒(𝒏+ 𝟏)(𝒏+ 𝟐)(𝒏+ 𝟑)
=

(𝒏+ 𝟏)𝟐(𝒏 + 𝟒)

𝟒(𝒏+ 𝟏)(𝒏+ 𝟐)(𝒏+ 𝟑)
 

=
(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟒)

𝟒(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟑)
 

𝐃’𝐨ù:   ∀𝒏 ∈ ℕ∗;  ∑
𝟏

𝒌(𝒌+𝟏)(𝒌+𝟐)

𝒌=𝒏
𝒌=𝟏 =

𝒏(𝒏+𝟑)

𝟒(𝒏+𝟏)(𝒏+𝟐)
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𝒇(𝒙) = 𝒚 ⇔ 𝐱 + √𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝒚 

                   ⇔ √𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝒚 − 𝒙 

                ⇔ 𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙𝒚 𝒆𝒕  𝒚 ≥ 𝒙  

              ⇔ 𝒙 =
𝒚𝟐 − 𝟏

𝟐𝒚
 𝒆𝒕  𝒚 ≥ 𝒙 

Et on a 𝒚 ≥
𝒚𝟐−𝟏

𝟐𝒚
⇔ 𝟐𝒚𝟐 ≥ 𝒚𝟐 − 𝟏 

                                 ⇔ 𝒚𝟐 + 𝟏 ≥ 𝟎 qui est vraie 

Donc 𝒚 ≥ 𝒙 

Donc il existe 𝒙 ∈ ℝ tel que 𝒇(𝒙) = 𝒚 

Donc 𝒚 ∈ 𝒇(ℝ)        

Donc ]𝟎;+∞[ ⊂ 𝒇(ℝ)      ;  D’où 𝒇(ℝ) = ]𝟎;+∞[ 

4) Montrer que f est injective  

Soient x et y deux réels tels sur 𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒚) 

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒚) ⟹ 𝐱 + √𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝒚 + √𝒚𝟐 + 𝟏 

             

⟹ {

𝐱 + √𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝒚 +√𝒚𝟐 + 𝟏
−𝟏

𝐱 − √𝒙𝟐 + 𝟏
=

−𝟏

𝒚 − √𝒚 + 𝟏
 𝒄𝒐𝒏𝒋𝒖𝒈𝒖é𝒆

 

 

     ⟹ {
𝐱 + √𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝒚 + √𝒚𝟐 + 𝟏

𝐱 − √𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝒚 − √𝒚𝟐 + 𝟏
 

      ⟹ 𝟐𝒙 = 𝟐𝒚   ;   𝒍𝟏 +  𝒍𝟐⟹ 𝒙 = 𝒚    

Donc f est injective 

5) Montrer que g est bijective puis 

déterminer son application réciproque  𝒈−𝟏 

On a g(ℝ) = 𝒇(ℝ) = ]𝟎;+∞[ 

Donc g est surjective  

ET d’après la question 4) g est injective  

D’où g est bijective et d’après la question 3) 

On  a :  (∀𝒙 ∈ ]𝟎;+∞[): 𝒈−𝟏(𝒙) =
𝒙𝟐−𝟏

𝟐𝒙
 

 

√𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙 =
(√𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙)(√𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝒙)

√𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝒙
 

                        =
√𝒙𝟐 + 𝟏

𝟐
− 𝒙𝟐

√𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝒙
 

                        =
𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙𝟐

√𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝒙
 

                        =
𝟏

√𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝒙
> 𝟎  ;   𝒄𝒂𝒓 𝒙 > 𝟎 

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶ (∀𝒙 ∈ ℝ): √𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙 > 𝟎 

b) En déduire que f n’est pas surjective 

Remarque :  f est surjective ⇔ 𝐟(𝐄) = 𝑭 

On a : (∀𝒙 ∈ ℝ): √𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙 > 𝟎 

Donc 𝒇(ℝ) ⊂ ]𝟎;+∞[        

Donc 𝒇(ℝ) ≠ ℝ 

Donc f n’est pas surjective 

2) Déterminer 𝒇−𝟏(]−∞;𝟐]) 

𝒙 ∈ 𝒇−𝟏(]−∞;𝟐]) ⇔ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟐 

                                   ⇔ 𝐱 + √𝒙𝟐 + 𝟏 ≤ 𝟐 

                               ⇔ √𝒙𝟐 + 𝟏 ≤ 𝟐 − 𝒙 

            ⇔ 𝒙𝟐 + 𝟏 ≤ 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒    𝒆𝒕 𝟐 − 𝒙 ≥ 𝟎  

            ⇔ 𝒙 ≤
𝟒

𝟑
    𝒆𝒕 𝒙 ≤ 𝟐  ⇔ 𝒙 ≤

𝟒

𝟑
 

D’où 𝒇−𝟏(]−∞ ; 𝟐]) = ]−∞ ;
𝟒

𝟑
] 

3) Montrer que   𝒇(ℝ) = ]𝟎;+∞[ 

On a : (∀𝒙 ∈ ℝ): √𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙 > 𝟎 

Donc 𝒇(ℝ) ⊂ ]𝟎;+∞[        

Montrons que ]𝟎;+∞[ ⊂ 𝒇(ℝ)        

Soit 𝒚 ∈ ]𝟎;+∞[ 

Montrons qu’il existe 𝒙 ∈ ℝ tel que 𝒇(𝒙) = 𝒚  

Exercice 05 

Soient  𝒇   𝒆𝒕 𝒈  deux applications tel que :  

𝒇:ℝ → ℝ                                 ;     𝒈 ∶ ℝ →  ]𝟎;+∞[        

    𝒙 ⟼ 𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏                 ;    𝒙 ⟼ 𝐱 + √𝒙𝟐 + 𝟏        

1) a) Montrer que : ∀𝒙 ∈ ℝ; 𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏 > 𝟎 

     b) En déduire que f n’est pas surjective 

2) Déterminer 𝒇−𝟏(]−∞;𝟐]) 

3) Montrer que   𝒇(ℝ) = ]𝟎;+∞[ 

4) Montrer que f est injective  

5) Montrer que g est bijective puis 

déterminer son application réciproque  𝒈−𝟏  

Correction de l’exercice 05 

Soient  𝒇   𝒆𝒕 𝒈  deux applications tel que :  

𝒇:ℝ → ℝ                                 ;     𝒈 ∶ ℝ →  ]𝟎;+∞[        

    𝒙 ⟼ 𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏                 ;    𝒙 ⟼ 𝐱 + √𝒙𝟐 + 𝟏        

1) a) Montrer que : ∀𝒙 ∈ ℝ; 𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟏 > 𝟎 

𝑪𝒂𝒔 𝟏 ∶   𝒙 ∈ ]−∞; 𝟎]  ;   𝒄 − 𝒕 − 𝒅𝒊𝒓𝒆   𝒙 ≤ 𝟎 

On a    𝒙 ≤ 𝟎   𝒅𝒐𝒏𝒄 − 𝒙 ≥ 𝟎    

Et on a :     √𝒙𝟐 + 𝟏 > 𝟎 

Donc     √𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙 > 𝟎 

𝑪𝒂𝒔 𝟐 ∶   𝒙 ∈ ]𝟎;+∞[  ;   𝒄 − 𝒕 − 𝒅𝒊𝒓𝒆   𝒙 > 𝟎 

1ère méthode : 

On a : 𝒙𝟐 + 𝟏 > 𝒙𝟐 𝒅𝒐𝒏𝒄 ∶  √𝒙𝟐 + 𝟏 > √𝒙𝟐   

𝒅𝒐𝒏𝒄 ∶  √𝒙𝟐 + 𝟏 > |𝒙|      

Et on a :  𝒙 > 𝟎 𝒅𝒐𝒏𝒄 |𝒙| = 𝒙  

𝒅𝒐𝒏𝒄 ∶  √𝒙𝟐 + 𝟏 > 𝒙  

𝑫𝒐𝒏𝒄 ∶  √𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙 > 𝟎 

2ème  méthode : 
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                                               ⇔ 𝒄𝒐𝒔 (𝒙 +
𝝅

𝟑
) = 𝒄𝒐𝒔(

𝝅

𝟒
)  

                        ⇔  𝒙 +
𝝅

𝟑
=
𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅 ;  𝒌 ∈ ℤ   𝒐𝒖   𝒙 +

𝝅

𝟑
= −

𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅 ;  𝒌 ∈ ℤ  

              ⇔  𝒙 =
𝝅

𝟒
−
𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 ;  𝒌 ∈ ℤ   𝒐𝒖   𝒙 +

𝝅

𝟑
= −

𝝅

𝟒
−
𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 ;  𝒌 ∈ ℤ 

                     ⇔  𝒙 = −
𝝅

𝟏𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅 ;  𝒌 ∈ ℤ   𝒐𝒖   𝒙 +

𝝅

𝟑
= −

𝟕𝝅

𝟏𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅 ;  𝒌 ∈ ℤ 

𝑺ℝ = {−
𝝅

𝟏𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅;  𝒌 ∈ ℤ} ∪ {−

𝟕𝝅

𝟏𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ } 

On considère l’équation suivante  (𝑭):  𝐜𝐨𝐬𝟒(𝟑𝒙) + 𝐬𝐢𝐧𝟒(𝟑𝒙) = 𝟏 

On a   (𝐀 + 𝐁)𝟐 = 𝐀𝟐 + 𝐁𝟐 + 𝟐𝑨𝑩 

Donc  𝐀𝟐 + 𝐁𝟐 = (𝐀 + 𝐁)𝟐 − 𝟐𝑨𝑩 

Donc : 

𝐜𝐨𝐬𝟒(𝟑𝒙) + 𝐬𝐢𝐧𝟒(𝟑𝒙) = (𝐜𝐨𝐬𝟐(𝟑𝒙) + 𝐬𝐢𝐧𝟐(𝟑𝒙))𝟐 − 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐(𝟑𝒙)𝐬𝐢𝐧𝟐(𝟑𝒙) 

                                = 𝟏 − 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐(𝟑𝒙)𝐬𝐢𝐧𝟐(𝟑𝒙) 

                                = 𝟏 −
𝟏

𝟐
(𝟐𝐜𝐨𝐬 (𝟑𝐱)𝐬𝐢𝐧 (𝟑𝐱))𝟐 

                             = 𝟏 −
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 (𝟔𝒙))𝟐 

(𝑭)   ⟺  𝟏 −
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 (𝟔𝒙))𝟐 = 𝟏 

          ⟺ 𝐬𝐢𝐧(𝟔𝒙) = 𝟎  

         ⟺ 𝟔𝒙 = 𝒌𝝅  ; 𝒌 ∈ ℤ 

         ⟺   𝒙 =
𝒌𝝅

𝟔
 ; 𝒌 ∈ ℤ 

𝑺ℝ = {
𝒌𝝅

𝟔
 ; 𝒌 ∈ ℤ} 

Exercic 06 

1) Soit 𝒂 ;  𝒃 𝒆𝒕 𝒄 des mesures des angles d’un triangle  

Montrer que : 𝐭𝐚𝐧 𝐚 + 𝐭𝐚𝐧 𝐛 + 𝐭𝐚𝐧 𝐜 = 𝐭𝐚𝐧 𝐚 × 𝐭𝐚𝐧 𝐛 × 𝐭𝐚𝐧 𝐜    

2) Résoudre dans ℝ les équations suivantes :  

(𝑬): 𝒄𝐨𝐬(𝐱) − √𝟑𝐬𝐢𝐧(𝐱) = √𝟐 ;  (𝑭) :  𝐜𝐨𝐬𝟒(𝟑𝒙) + 𝐬𝐢𝐧𝟒(𝟑𝒙) = 𝟏 

Correction de l’exercice 06 

1) Soit 𝒂 ;  𝒃 𝒆𝒕 𝒄 des mesures des angles d’un triangle  

Montrer que : 𝐭𝐚𝐧 𝐚 + 𝐭𝐚𝐧 𝐛 + 𝐭𝐚𝐧 𝐜 = 𝐭𝐚𝐧 𝐚 × 𝐭𝐚𝐧 𝐛 × 𝐭𝐚𝐧 𝐜    

On a  𝒂 ;  𝒃 𝒆𝒕 𝒄 des mesures des angles d’un triangle 

Donc  𝒂 + 𝒃 +  𝒄 = 𝝅  

Donc  𝒂 + 𝒃 = 𝝅 − 𝒄  

Donc  𝒕𝒂𝒏(𝒂 + 𝒃) = 𝒕𝒂𝒏(𝝅 − 𝒄) 

Donc  
𝒕𝒂𝒏(𝒂 )+𝒕𝒂𝒏(𝒃)

𝟏−𝒕𝒂𝒏(𝒂)𝒕𝒂𝒏(𝒃)
= −𝒕𝒂𝒏(𝒄) 

Donc  𝒕𝒂𝒏(𝒂 ) + 𝒕𝒂𝒏(𝒃) = −𝒕𝒂𝒏(𝒄)(𝟏 − 𝒕𝒂𝒏(𝒂)𝒕𝒂𝒏(𝒃)) 

Donc  𝒕𝒂𝒏(𝒂 ) + 𝒕𝒂𝒏(𝒃) = 𝐭𝐚𝐧 (𝐚)  × 𝐭𝐚𝐧 (𝐛)  × 𝐭𝐚𝐧 (𝐜) − 𝐭𝐚𝐧( 𝐜) 

Donc   𝐭𝐚𝐧 𝐚 + 𝐭𝐚𝐧 𝐛 + 𝐭𝐚𝐧 𝐜 = 𝐭𝐚𝐧 𝐚 × 𝐭𝐚𝐧 𝐛 × 𝐭𝐚𝐧 𝐜    

2) Résoudre dans ℝ les équations suivantes :  

(𝑬): 𝒄𝐨𝐬(𝐱) − √𝟑𝐬𝐢𝐧(𝐱) = √𝟐 ;  (𝑭) :  𝐜𝐨𝐬𝟒(𝟑𝒙) + 𝐬𝐢𝐧𝟒(𝟑𝒙) = 𝟏 

(𝑬): 𝒄𝐨𝐬(𝐱) − √𝟑𝐬𝐢𝐧(𝐱) = √𝟐             

𝑶𝒏 𝒂 ;   √(𝟏)𝟐 + (−√𝟑)𝟐 = √𝟒 = 𝟐     𝒅𝒐𝒏𝒄 ∶  

𝐜𝐨𝐬(𝐱) − √𝟑 𝐬𝐢𝐧(𝐱) = √𝟐  ⇔ 𝟐(
𝟏

𝟐
 𝒄𝒐𝒔 𝒙 −

√𝟑

𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝒙) = √𝟐 

                                           ⇔ 𝟐 (𝒄𝒐𝒔(
𝝅

𝟑
) 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏(

𝝅

𝟑
) 𝒔𝒊𝒏 𝒙) = √𝟐  

                                           ⇔ 𝟐𝒄𝒐𝒔(𝒙 +
𝝅

𝟑
) = √𝟐 ⇔ 𝒄𝒐𝒔(𝒙 +

𝝅

𝟑
) =

√𝟐

𝟐
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2) Tableau des valeurs importantes   

𝝅
𝟐⁄  𝝅

𝟔⁄  𝝅
𝟒⁄  𝝅

𝟑⁄  0 x 

1 𝟏
𝟐⁄  √𝟐

𝟐
⁄  √𝟑

𝟐
⁄  

0 Sin(x) 

0 

 
FI 

√𝟑
𝟐
⁄  

√𝟑
𝟑
⁄  

√𝟐
𝟐
⁄  

1 

𝟏
𝟐⁄  

√𝟑 

1 

 
0 

Cos(x) 

 
Tan(x) 

3) Signe de cos et sin  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 4) Equation-inéquation trigonométrique   

➢ Equation de la forme 𝒄𝒐𝒔(𝒙) = 𝒂   avec    𝒂 ∈ [−𝟏; 𝟏] 

On cherche 𝜶 de ℝ tel que  𝒂 = 𝒄𝒐𝒔(𝜶) d’où : 

𝒄𝒐𝒔(𝒙) = 𝒂   é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à∶    𝒄𝒐𝒔(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝜶) 

          é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à ∶   𝒙 = 𝜶 + 𝟐𝒌𝝅 ;  𝒌 ∈ ℤ    𝒐𝒖   𝒙 = −𝜶 + 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ  

𝑺ℝ = {𝜶 + 𝟐𝒌𝝅;  𝒌 ∈ ℤ} ∪ {−𝜶 + 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ } 

➢ Equation de la forme 𝒔𝒊𝒏(𝒙) = 𝒂 et 𝒂 ∈ [−𝟏; 𝟏] 

On cherche 𝜶 de ℝ tel que  𝒂 = 𝒔𝒊𝒏(𝜶) d’où : 

𝒔𝒊𝒏(𝒙) = 𝒂   é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à∶    𝒔𝒊𝒏(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏(𝜶) 

     é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à ∶   𝒙 = 𝜶 + 𝟐𝒌𝝅 ;   𝒌 ∈ ℤ   𝒐𝒖   𝒙 = 𝝅 − 𝜶 + 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ  

𝑺ℝ = {𝜶 + 𝟐𝒌𝝅;  𝒌 ∈ ℤ} ∪ {𝝅 − 𝜶 + 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ } 

➢ Equation de la forme  𝒕𝒂𝒏(𝒙) = 𝒂    et 𝒂 ∈ ℝ 

On cherche 𝜶 de ℝ tel que  𝒂 = 𝒕𝒂𝒏(𝜶) d’où : 

𝒕𝒂𝒏(𝒙) = 𝒂   é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à∶    𝒕𝒂𝒏(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏(𝜶) 

        é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à ∶   𝒙 = 𝜶 + 𝒌𝝅 ;    𝒌 ∈ ℤ   donc  𝑺ℝ = {𝜶 + 𝒌𝝅;  𝒌 ∈ ℤ} 

  I. Rappels : 
 1) Formule de base 

Soient  𝜽 ∈ ℝ   

➢ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽 = 𝟏 

➢ 𝒕𝒂𝒏 𝜽 =
𝒔𝒊𝒏 𝜽

𝒄𝒐𝒔 𝜽
 

➢ 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝜽 =
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽
 

➢ −𝟏 ≤ 𝒄𝒐𝒔 𝜽 ≤ 𝟏 
➢ −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏 𝜽 ≤ 𝟏 
➢ 𝒄𝒐𝒔(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) = 𝒄𝒐𝒔(𝜽) ;  𝒌 ∈ ℤ 
➢ 𝒔𝒊𝒏(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) = 𝒔𝒊𝒏(𝜽) ;  𝒌 ∈ ℤ 
➢ 𝒕𝒂𝒏(𝜽 + 𝒌𝝅) = 𝒕𝒂𝒏(𝜽)  ;  𝒌 ∈ ℤ 
A partir de cercle trigonométrique en dessous : 

➢ 𝒔𝒊𝒏(−𝜽) = −𝒔𝒊𝒏(𝜽) 

➢ 𝒄𝒐𝒔(−𝜽) = 𝒄𝒐𝒔(𝜽)  

➢ 𝒕𝒂𝒏(−𝜽) = −𝒕𝒂𝒏(𝜽) 

➢ 𝒔𝒊𝒏(𝝅 − 𝜽) = 𝒔𝒊𝒏(𝜽) 

➢ 𝒄𝒐𝒔(𝝅 − 𝜽) = −𝒄𝒐𝒔(𝜽) 

➢ 𝒕𝒂𝒏(𝝅 − 𝜽) = −𝒕𝒂𝒏(𝜽) 

➢ 𝒔𝒊𝒏(𝝅 + 𝜽) = −𝒔𝒊𝒏(𝜽) 

➢ 𝒄𝒐𝒔(𝝅 + 𝜽) = −𝒄𝒐𝒔(𝜽) 

➢ 𝒕𝒂𝒏(𝝅 + 𝜽) = 𝒕𝒂𝒏(𝜽) 

A partir  de cercle trigonométrique en dessous  

➢ 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅

𝟐
− 𝜽) = 𝒄𝒐𝒔𝜽  

➢ 𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟐
− 𝜽) = 𝒔𝒊𝒏𝜽 

➢ 𝒕𝒂𝒏 (
𝝅

𝟐
− 𝜽) =

𝟏

𝒕𝒂𝒏𝜽 
 

➢ 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅

𝟐
+ 𝜽) = 𝒄𝒐𝒔𝜽 

➢ 𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟐
+ 𝜽) = −𝒔𝒊𝒏𝜽 

➢ 𝒕𝒂𝒏 (
𝝅

𝟐
+ 𝜽) =

−𝟏

𝒕𝒂𝒏𝜽 
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Transformations des produits à des sommes  

𝟏𝟐)  𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 = −
𝟏

𝟐
[𝐜𝐨𝐬(𝒂 + 𝒃) + 𝒄𝒐𝒔(𝒂 − 𝒃)] 

𝟏𝟑)  𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒔𝒊𝒏𝒔 𝒃 = −
𝟏

𝟐
[𝐜𝐨𝐬(𝒂 + 𝒃) − 𝒄𝒐𝒔(𝒂 − 𝒃)] 

𝟏𝟒)  𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 =
𝟏

𝟐
[𝐬𝐢𝐧(𝒂 + 𝒃) + 𝒔𝒊𝒏(𝒂 − 𝒃)] 

   
Transformations des sommes à des produits  

𝟏𝟓)  𝐜𝐨𝐬 (𝒑) + 𝒄𝒐𝒔 (𝒒) = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 (
 𝒑 + 𝒒

𝟐
)  𝒄𝒐𝒔 (

 𝒑 − 𝒒

𝟐
) 

 𝟏𝟔)  𝐜𝐨𝐬 (𝒑) − 𝒄𝒐𝒔 (𝒒) = −𝟐 𝒔𝒊𝒏 (
 𝒑 + 𝒒

𝟐
)  𝒔𝒊𝒏 (

 𝒑 − 𝒒

𝟐
) 

𝟏𝟕)  𝐬𝐢𝐧 (𝒑) + 𝒔𝒊𝒏 (𝒒) = 𝟐𝒔𝒊𝒏 (
 𝒑 + 𝒒

𝟐
)  𝒄𝒐𝒔 (

 𝒑 − 𝒒

𝟐
) 

𝟏𝟖)  𝐬𝐢𝐧 (𝒑) − 𝒔𝒊𝒏 (𝒒) = −𝟐 𝒄𝒐𝒔 (
 𝒑 + 𝒒

𝟐
)  𝒔𝒊𝒏 (

 𝒑 − 𝒒

𝟐
) 

 

Transformation de 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒃 𝒔𝒊𝒏 𝒙  

𝟏𝟗) 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒃 𝒔𝒊𝒏 𝒙 = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐(
𝒂

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
𝒄𝒐𝒔 𝒙 +

𝒃

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

                                           = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐(𝒄𝒐𝒔 𝜶 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝜶 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

                                           = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 𝒄𝒐𝒔 (𝒙 − 𝜶)) 

 

𝟐𝟎) 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒃 𝒔𝒊𝒏 𝒙 = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐(
𝒂

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
𝒄𝒐𝒔 𝒙 +

𝒃

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

                                           = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐(𝒔𝒊𝒏 𝜶 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝜶 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

                                           = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 𝒔𝒊𝒏 (𝒙 + 𝜷)) 

 

II) Formules de transformation  : 
Formules praincipales : 

 
𝟏)  𝐜𝐨𝐬(𝒂 + 𝒃) = 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 − 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃 

𝟐)  𝐜𝐨𝐬(𝒂 − 𝒃) = 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 + 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃 

𝟑)  𝐬𝐢𝐧(𝒂 + 𝒃) = 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 + 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃 

𝟒)  𝐬𝐢𝐧(𝒂 − 𝒃) = 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 − 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃 

𝟓)  𝐭𝐚 𝐧(𝒂 + 𝒃) =
𝒕𝒂𝒏 𝒂 + 𝒕𝒂𝒏 𝒃

𝟏 − 𝒕𝒂𝒏 𝒂 ×  𝒕𝒂𝒏 𝒃
 

𝟔)  𝒕𝒂𝒏(𝒂 − 𝒃) =
𝒕𝒂𝒏 𝒂 − 𝒕𝒂𝒏 𝒃

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏 𝒂 ×  𝒕𝒂𝒏 𝒃
 

Formules de dublication 

 

𝟕)  𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐚) = 𝟐𝐜𝐨𝐬 𝒂 𝐬𝐢𝐧 𝒂 

𝟖)  𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝐚) = 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝐚 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐚 = 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐 𝐚 − 𝟏 = 𝟏 − 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐚 

𝟗)  𝒕𝒂𝒏 (𝟐𝒂) =
𝟐𝒕𝒂𝒏 𝒂

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒂
 

 

Formules de linéarisation  

 

𝟏𝟎)   𝐜𝐨𝐬𝟐 𝐚 =
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝐚)

𝟐
   𝐞𝐭  𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐚 =

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝐚)

𝟐
 

 

Changement de variable 𝒕 = 𝒕𝒂𝒏(
𝒂

𝟐
) 

On pose 𝒕 = 𝒕𝒂𝒏(
𝒂

𝟐
)  on trouve que : 

 𝟏𝟏) 𝒕𝒂𝒏 (𝒂) =
𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐 
   ;    𝒔𝒊𝒏 (𝒂) =

𝟐𝐭

𝟏 + 𝒕𝟐 
    ;  𝒄𝒐𝒔 (𝒂) =

𝟏 − 𝒕𝟐  

𝟏 + 𝒕𝟐
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Suite géométrique - arithmétique 

(𝑼𝒏)𝒏∈𝑰𝑵 une suite de premier terme 𝑼𝟎 et 

p un entier tel que 𝟎 ≤ 𝒑 ≤ 𝒏 

 

(𝑼𝒏) est une suite 

géométrique 

(𝑼𝒏) est une suite 

arithmétique 

Définition : 

𝑼𝒏+𝟏 = 𝒒 𝑼𝒏 

Définition : 

𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 = 𝒓 

𝑼𝒏 en fonction de n 

𝑼𝒏 = 𝑼𝒑 × 𝒒
𝒏−𝒑 

Cas particulier : 

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎 × 𝒒
𝒏 

𝐔𝐧 en fonction de n 

𝑼𝒏 = 𝑼𝒑 + (𝒏 − 𝒑)𝒓 

Cas particulier : 

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎 + 𝒏𝒓 

Somme des termes 

𝑺𝒏 = 𝑼𝒑 +⋯+ 𝑼𝒏 

= 𝑼𝒑
𝟏 − 𝒒𝒏−𝒑+𝟏

𝟏 − 𝒒
 

Cas particulier : 

𝑺𝒏 = 𝑼𝟎 +⋯+ 𝑼𝒏 

= 𝑼𝟎
𝟏 − 𝒒𝒏+𝟏

𝟏 − 𝒒
 

Somme des termes 

𝑺𝒏 = 𝑼𝒑 +⋯+ 𝑼𝒏 

=
(𝒏 − 𝒑 + 𝟏)(𝑼𝒑 + 𝑼𝒏)

𝟐
 

Cas particulier : 

𝑺𝒏 = 𝑼𝟎 +⋯+ 𝑼𝒏 

=
(𝒏 + 𝟏)(𝑼𝟎 + 𝑼𝒏)

𝟐
 

a ; b et c trois 

termes consécutifs 

𝒂 × 𝒄 = 𝒃𝟐 

a ; b et c trois termes 

consécutifs 

𝒂 + 𝒄 = 𝟐𝒃 
 

• Conclusion :      

D'après le principe de récurrence, on a  

 Pour tous entier naturel ;  𝟐𝒏 ≥ 𝒏. 

 

Suite majorée ; minorée ; bornée 

➢ 𝑼𝒏 > 𝒂
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒎𝒊𝒏𝒐𝒓é𝒆 𝒑𝒂𝒓 𝒂 

➢ 𝑼𝒏 < 𝒃
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒎𝒂𝒋𝒐𝒓é𝒆 𝒑𝒂𝒓 𝒃 

➢ (𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒃𝒐𝒓𝒏é𝒆 ssi (𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒎𝒂𝒋𝒐𝒓é𝒆  

et minorée 

➢ 𝒂 < 𝑼𝒏 < 𝒃
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒃𝒐𝒓𝒏é𝒆 

 

Suite croissante ; décroissante 

➢ 𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 > 𝟎
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒄𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆 

➢ 𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 < 𝟎
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒅é𝒄𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆 

➢ 𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 = 𝟎
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆 

 

Propriété 

(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒖𝒏𝒆 𝒔𝒖𝒊𝒕𝒆  𝒄𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆 alors  

(∀𝒏 ∈ ℕ); 𝑼𝒏 ≥ 𝑼𝟎 

(𝑼𝒏) est une suite  décroissante alors 

∀𝒏 ∈ ℕ;𝑼𝒏 ≤ 𝑼𝟎 

Raisonnement par récurrence  

Soit P(n) une proposition tel que 𝒏 ≥ 𝒏𝟎,  

Si 

• la propriété P(n) est  vraie pour n0  

• Pour n un entier fixé tel que  𝒏 ≥ 𝒏𝟎 

      La proposition :  𝑷(𝒏)
              
⇒   𝒑(𝒏 + 𝟏) 

      est vraie  

Alors la propriété P(n)  est vraie pour tout 

entier n ³  n0 

Exemple : 

Démontrer par récurrence que  

pour tout n entier naturel ;  𝟐𝒏 ≥ 𝒏 

• Pour n=0 on a :   𝟐𝟎 = 𝟏 ≥ 𝟎. 

Donc la propriété est donc vraie pour n = 0. 

• Soit n un entier naturel  . 

Supposons que      𝟐𝒏 ≥ 𝒏.  ( H.R) 

et démontrons que   𝟐𝒏+𝟏 ≥ 𝒏 + 𝟏,  

𝟐𝒏+𝟏 = 𝟐𝒏+𝟏 

          = 𝟐 × 𝟐𝒏 

          = 𝟐𝒏 + 𝟐𝒏 

Et on a 𝟐𝒏 ≥ 𝒏 d’après  ( H.R) 

ET  𝟐 ≥ 𝟏  donc 𝟐𝒏 ≥ 𝟏 

D’où  𝟐𝒏 + 𝟐𝒏 ≥ 𝒏 + 𝟏 

 


