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@ ' FONCTIONS NUMERIQUES | ;
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y Série d’exercices )
1 ¢
( D1 =EZG+ D] 5 £ = O[5 -] )
E] a) Montrer que V x € R, r(x + 4) = r(x) + 2. @»
ﬂ] b) En déduire que f est périodique. [ﬂ
3 &
é 2)f(x)=vx2+3i;x+a;xeﬂ%. @
ﬂ] a) Préciser 'ensemble de définition.
b) Pour quelles valeurs de a, f admet-elle un prolongement par continuité ?
(|

(| 3f) = m(1 +%)

ﬂ] a) Etudier les variations de f.

ﬂ] b) Déterminer son minimum et en déduire que V a et b deux réels strictement positifs, on a :

\/a+_b<1 a

E-I-ﬁ)ZZ\/E

3

4) f(x) = (x +4/1 +x2)§.

5) fm(x) = mx? + (1 — 2m)x + m.

Montrer que toutes les courbes C,,, de f,, sont tangentes entre elles.

Montrer que (1 + x?)f" (x) + xf"(x) — %f(x) =0.
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a) Pour quelle transformation passe-t-on de C, a C_,.

b) Etudier les variations de f, pour a = 0.

7) F(x) = \/xx—+3

a) Démontrer qu'il existe deux réels a et b tels que f(x) = (ax + b)Vx + 3 soit une primitive
de f.
b) Donner la primitive de f qui s’annule en x = 1.

+» Exercice 2 :

1
1+ x + x2

Soit f(x) =
1) Etudier les variations de f.

2.a) Donner I'équation de la tangente T a C; au point x = 0.
b) Etudier la position de C par rapporta T,

3) Tracer Cy.

Nx; =1, xp41 = f(x,) Vn € N,

a) Démontrer par récurrence que Vn € N, x,, € [0; 1].

b) Montrer que x,,,; < x,.

1
n+1

1
5) MontrerqueVn €N, f (H) <

1
En déduire que 0 < x,, < - Vn € N.
6) Montrer que la suite x,, converge et préciser sa limite.
 Exercice 3 :

Partie A :

T T
h(x) = tanx sur ]_E Pl

1) Etudier les variations de h.

T 1 i1
2) Montrer que pour tout x € ]0 ; E[,arctanx + arctan (;) =5
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Et pour tout x € ]— > ; O[,arctanx + arctan (;) = >

g
)
)
g
)
g

N[ A

3.a) Montrer que pour toutaetbavec0 <a<b<—=ona:

b—a b—a
ST = tanb — tana < >
cos?a cos?b

i
b) En déduire que pour tout x € [0 ; E[ ona:

X _ _ X
et puis que sinx <

x <tanx <
C

0s? x cos? x @
L R . g sin x 1
c) Déduire de ce qui précede que si 0 < x < > ona:cosx < < : [ﬂ
X cos x

)

sin x

En déduire que la fonction v(x) = ‘ 4 est dérivable en x = 0 et préciser v’ (0). @
v(0) =1

4) Montrer que pour tout x € [0 ; E] x <tanx < ix [a

quep 3 L T [ﬂ

Partie B :

)
Y

T
1) Montrer que f est une bijection de [0 ; E[ sur un intervalle a préciser.

2) Soit g la bijection réciproque de f, donner le tableau de variation de g.

3) Préciser la transformation qui permet d'obtenir C4 a partir de Cy.

Partie C :

1 T
00 =g () surlo; +ool et p(0) =,
1) Etudier la continuité de ¢ en 0.

2) Donner le tableau de variation de ¢ sur ]0; +oo].

T
3.a) Montrer que pour tout x € R, @(x) = i g(x) et C, estl'image de C, par la symétrie

T
orthogonale d'axe y = T

b) Montrer que ¢ est dérivable en 0.
En déduire ¢’ (0).

1
1+ x?%

c) Montrer que pour tout x € R*, g(x) =
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4) Soient a, b deux réels strictement positifs tels que a < b.

b—a
1+ab’

Montrer que 0 < @(a) — @(b) < g et tan[p(a) — p(b)] =

Partlie D :
U, = @®m?>+3n+3) neN.
1) Etudier la convergence de U,,.

2) Prouver que : U, = @(n + 1) — @(n).

n
3)S, = Z U,
p=0

Exprimer S, en fonction de @(n + 2) et montrer que S,, est convergente vers une limite ] a
préciser.

+» Exercice 4 :

Soit f; la fonction définie sur |—oo ; 1] par f(x) = v/1 — x. Pour tout entier naturel n > 1, f,
est la fonction définie sur ]—oo ; 1] par f, = x"V1 — x.

A.1) Dresser le tableau de variation de f,, pour n = 1, en distinguant les cas : n pair et n
impair.

Déterminer l'unique élément a,, € ]0; 1] tel que : f,, (a,) = 0,n > 1.
2) Représenter dans un méme repére orthonormal les fonctions f,, f;, f>.

B.1) Déterminer graphiquement, selon les valeurs du réel k, le nombre de solutions de
I'équation f;(x) = k.

1
2) Montrer que I'équation |x\/1 = x| — ﬁ admet trois solutions x;, x,, x5 vérifiant :
1 2 2

2 3

Montrer qu’il existe un unique réel 0; € [0; 1] tel que : u; = cos 0;.

1
4) Montrer que 64, 6,, et 65 sont les solutions de 1'équation : cos 30 = > avec 0 € [0; m].

5) Donner alors une valeur approchée a 107> prés de x,, x, et xs.

{
3) Pouri € {1;2;3},0n pose alors : u; = E(xi = 1).

)
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+» Exercice 5 : [

Soit a un réel strictement positif. On considere la fonction f définie par :

i) V@) eR?, fx+y)=ffW)
() f()=a

1) Montrer que : Vx € R, f(x) > 0. Calculer f(0).

f&x)
f() o)

3.a) Montrer, par récurrence sur n € N*¥, que pour tout réel x : f(nx) = [f(x)]".

et fx—y)=

2) Montrer que pour toutréels x ety : f(—x) =

X n
b) En déduire que : Vn € N*,V x € R, f(H) = V().
c) Montrerque : Vn € Z*,Vx € R, f(nx) = [f(x)]".
d) Montrer que : Vr € Q, f(r) =a".
4) Montrer que si f est continue en 0 alors elle est continue sur R.
5) Montrer que si f est dérivable en 0 alors elle est dérivable sur R.

+» Exercice 6 :

2x
14+ x%

A) On consideére la fonction ¢ définie sur R* par : @(x) =
1) Etudier ¢ sur [0, 1], en déduire que T majore @ sur cet intervalle.

2
2) Prouver que, pour tout x € [1; +oo[, p(x) < e

3) Soit la fonction définie sur R, et telle que f(0) = 0 et f'(x) = @(x).

a) Déduire des questions précédentes une majoration de f (1) et une autre de la fonction f
sur [1; +oo[ par une fonction g.

Indication : Appliquer I'inégalité des Accroissements Finis a la fonction f sur l'intervalle [0, x].

b) Montrer que fadmet une limite 1 en +co. Préciser un encadrement de 1.

T
B) Soit la fonction définie ainsi : a : [0; E[ — R, x — +tanx

T
1) Etudier la dériabilité de a en chacun des points de [0 ; E[

14 [a(x)]*

T
Montrer que V x € [0; 5[' o (x) = 20(x)

)
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2) Etudier les variations de a et construire sa courbe représentative dans un repere

orthonormé du plan. ﬂ

1 1

3) Montrer que o admet une fonction réciproque a™ " ; préciser les propriétés de o™
(ensemble de définition, de continuité, de dérivabilité, sens de variation) ; donner la valeur

exacte de a1’ (1).

Tt T
4) Soit B = f°a. Monrer que 3 est dérivable sur ]0 ; E[et que B'(x) = 1 pour tout x € ]O ; E[

En déduire que a1

= f.Donner alors la valeur exacte de lJirm f.

5) Construire dans le repéere du 2) la courbe de f.

+» Exercice 7 :

T
Démontrer que pour tout nombre réel a, b de I'intervalle [0 | E] ona:

b—a b—a
— < tanb —tana < 5
Ccos4 a cos*b
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