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 Exercice 1 :  

1) r(𝑥) = E [
1

2
(𝑥 + 1)]  ;   𝑓(𝑥) = (−1)r(𝑥) [

𝑥

2
− r(𝑥)]. 

a) Montrer que ∀ 𝑥 ∈ ℝ, r(𝑥 + 4) = r(𝑥) + 2. 

b) En déduire que 𝑓 est périodique. 

2) 𝑓(𝑥) =
√𝑥2 + 3𝑥 − 𝑥 + a

𝑥 − 1
 ; 𝑥 ∈ ℝ. 

a) Préciser l’ensemble de définition. 

b) Pour quelles valeurs de a, 𝑓 admet-elle un prolongement par continuité ? 

3) 𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥 (1 +
1

𝑥
). 

a) Etudier les variations de 𝑓. 

b) Déterminer son minimum et en déduire que ∀ a et b deux réels strictement positifs, on a : 

√a + b (
1

√a
+

1

√b
) ≥ 2√2 

4) 𝑓(𝑥) = (𝑥 + √1 + 𝑥2)

3
2

. 

Montrer que (1 + 𝑥2)𝑓′′(𝑥) + 𝑥𝑓′(𝑥) −
9

4
𝑓(𝑥) = 0. 

5) 𝑓m(𝑥) = m𝑥2 + (1 − 2m)𝑥 + m. 

Montrer que toutes les courbes 𝒞m de 𝑓m sont tangentes entre elles.  
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6) 𝑓a(𝑥) =
(𝑥 − a)(a𝑥 + 1)

𝑥2 + 1
. 

a) Pour quelle transformation passe-t-on de 𝒞a à 𝒞−a. 

b) Etudier les variations de 𝑓a pour a ≥ 0. 

7) 𝑓(𝑥) =
𝑥

√𝑥 + 3
. 

a) Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que 𝑓(𝑥) = (a𝑥 + b)√𝑥 + 3 soit une primitive 
de 𝑓. 

b) Donner la primitive de 𝑓 qui s’annule en 𝑥 = 1. 

 Exercice 2 : 

Soit 𝑓(𝑥) =
1

1 + 𝑥 + 𝑥2
 

1) Etudier les variations de 𝑓. 

2. a) Donner l′équation de la tangente T à 𝒞𝑓 au point 𝑥 = 0. 

b) Etudier la position de 𝒞𝑓  par rapport à T. 

3) Tracer 𝒞𝑓 . 

4) 𝑥1 = 1,  𝑥n+1 = 𝑓(𝑥n) ∀ n ∈ ℕ∗. 

a) Démontrer par récurrence que ∀ n ∈ ℕ,  𝑥n ∈ [0 ; 1]. 

b) Montrer que 𝑥n+1 ≤ 𝑥n. 

5) Montrer que ∀ n ∈ ℕ,   𝑓 (
1

n
) ≤

1

n + 1
. 

En déduire que 0 ≤ 𝑥n ≤
1

n
  ∀ n ∈ ℕ. 

6) Montrer que la suite 𝑥n converge et préciser sa limite. 

 Exercice 3 : 

Partie A : 

h(𝑥) = tan 𝑥  sur ]−
π

2
 ;  

π

2
]. 

1) Etudier les variations de h. 

2) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ]0 ; 
π

2
[ , arctan 𝑥 + arctan (

1

𝑥
) =

π

2
. 
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Et pour tout  𝑥 ∈ ]−
π

2
 ; 0[ , arctan 𝑥 + arctan (

1

𝑥
) =

π

2
. 

3. a) Montrer que pour tout a et b avec 0 ≤ a < b <
π

2
 on a ∶ 

b − a

cos2 a
≤ tan b − tan a ≤

b − a

cos2 b
 

b) En déduire que pour tout 𝑥 ∈ [0 ; 
π

2
[  on a ∶ 

𝑥 ≤ tan 𝑥 ≤
𝑥

cos2 𝑥
 et puis que sin 𝑥 ≤

𝑥

cos2 𝑥
 

c) Déduire de ce qui précède que si 0 < 𝑥 <
π

2
 on a ∶ cos 𝑥 ≤

sin 𝑥

𝑥
≤

1

cos 𝑥
. 

En déduire que la fonction v(𝑥) = {

sin 𝑥

𝑥
  si 𝑥 ≠ 0

v(0) = 1
 est dérivable en 𝑥 = 0 et préciser v′(0). 

4) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ [0 ; 
π

4
] ,   𝑥 ≤ tan 𝑥 ≤

4

π
𝑥. 

Partie B : 

1) Montrer que 𝑓 est une bijection de [0 ;  
π

2
[  sur un intervalle à préciser. 

2) Soit g la bijection réciproque de 𝑓, donner le tableau de variation de g. 

3) Préciser la transformation qui permet d’obtenir 𝒞g à partir de 𝒞𝑓 . 

Partie C : 

φ(𝑥) = g (
1

𝑥
)  sur ]0 ;  +∞[ et φ(0) =

π

2
. 

1) Etudier la continuité de φ en 0. 

2) Donner le tableau de variation de φ sur ]0 ;  +∞[. 

3. a) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ℝ+
∗ , φ(𝑥) =

π

2
− g(𝑥) et 𝒞φ est l′image de 𝒞g par la symétrie 

orthogonale d′axe 𝑦 =
𝜋

4
. 

b) Montrer que φ est dérivable en 0. 

En déduire φ′(0). 

c) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ℝ∗,   g(𝑥) =
1

1 + 𝑥2
. 
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4) Soient a, b deux réels strictement positifs tels que a < b. 

Montrer que 0 < φ(a) − φ(b) <
π

2
  et  tan[φ(a) − φ(b)] =

b − a

1 + ab
. 

Partie D : 

Un = φ(n2 + 3n + 3)  n ∈ ℕ. 

1) Etudier la convergence de Un. 

2) Prouver que ∶ Un = φ(n + 1) − φ(n). 

3) Sn = ∑ Up

n

p = 0

. 

Exprimer Sn en fonction de φ(n + 2) et montrer que Sn est convergente vers une limite l à 
préciser. 

 Exercice 4 : 

Soit 𝑓0 la fonction définie sur ]−∞ ; 1] par 𝑓(𝑥) = √1 − 𝑥. Pour tout entier naturel n ≥ 1, 𝑓n 

est la fonction définie sur ]−∞ ; 1] par 𝑓n = 𝑥n√1 − 𝑥. 

A.1) Dresser le tableau de variation de 𝑓n pour n ≥ 1, en distinguant les cas : n pair et n 
impair. 

Déterminer l’unique élément αn ∈ ]0 ; 1[ tel que ∶ 𝑓n
′(αn) = 0, n ≥ 1. 

2) Représenter dans un même repère orthonormal les fonctions 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2. 

B.1) Déterminer graphiquement, selon les valeurs du réel k, le nombre de solutions de 
l’équation 𝑓1(𝑥) = k. 

2) Montrer que l′équation |𝑥√1 − 𝑥| =
1

3√3
 admet trois solutions 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 vérifiant ∶ 

−
1

3
< 𝑥1 < 0    ;     0 < 𝑥2 <

2

3
    ;     

2

3
< 𝑥3 < 1. 

3) Pour 𝑖 ∈ {1 ; 2 ; 3}, on pose alors ∶ u𝑖 =
3

2
(𝑥𝑖 −

1

3
). 

Montrer qu′il existe un unique réel θ𝑖 ∈ [0 ; π] tel que ∶ u𝑖 = cos θ1. 

4) Montrer que θ1, θ2, et θ3 sont les solutions de l′équation ∶ cos 3θ =
1

2
 avec θ ∈ [0 ; π]. 

5) Donner alors une valeur approchée à 10−5 près de 𝑥1, 𝑥2 et 𝑥3. 
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 Exercice 5 : 

Soit a un réel strictement positif. On considère la fonction 𝑓 définie par : 

(i)     ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2,   𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)

(ii)     𝑓(1) = a                                                    
 

1) Montrer que ∶ ∀ 𝑥 ∈ ℝ,   𝑓(𝑥) > 0.  Calculer 𝑓(0). 

2) Montrer que pour tout réels 𝑥 et 𝑦 ∶ 𝑓(−𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
 et  𝑓(𝑥 − 𝑦) =

𝑓(𝑥)

𝑓(𝑦)
. 

3. a) Montrer, par récurrence sur n ∈ ℕ∗, que pour tout réel 𝑥 ∶ 𝑓(n𝑥) = [𝑓(𝑥)]n. 

b) En déduire que ∶ ∀ n ∈ ℕ∗, ∀ 𝑥 ∈ ℝ,   𝑓 (
𝑥

n
) = √𝑓(𝑥)n

. 

c) Montrer que ∶ ∀ n ∈ ℤ∗, ∀ 𝑥 ∈ ℝ,   𝑓(n𝑥) = [𝑓(𝑥)]n. 

d) Montrer que ∶ ∀ r ∈ ℚ,   𝑓(r) = ar. 

4) Montrer que si 𝑓 est continue en 0 alors elle est continue sur ℝ. 

5) Montrer que si 𝑓 est dérivable en 0 alors elle est dérivable sur ℝ. 

 Exercice 6 : 

A) On considère la fonction φ définie sur ℝ+ par ∶ φ(𝑥) =
2𝑥

1 + 𝑥4
. 

1) Etudier φ sur [0, 1], en déduire que 
6

5
 majore φ sur cet intervalle. 

2) Prouver que, pour tout 𝑥 ∈ [1 ; +∞[, φ(𝑥) <
2

𝑥3
. 

3) Soit la fonction définie sur ℝ+ et telle que 𝑓(0) = 0 et 𝑓′(𝑥) = φ(𝑥). 

a) Déduire des questions précédentes une majoration de 𝑓(1) et une autre de la fonction 𝑓 
sur [1 ;  +∞[ par une fonction g. 

Indication : Appliquer l’inégalité des Accroissements Finis à la fonction f sur l’intervalle [0, 𝑥]. 

b) Montrer que f admet une limite l en +∞. Préciser un encadrement de l. 

B) Soit la fonction définie ainsi ∶ α ∶  [0 ;  
π

2
[ ⟶ ℝ,    𝑥 ⟶  √tan 𝑥 

1) Etudier la dériabilité de α en chacun des points de [0 ;  
π

2
[. 

Montrer que ∀ 𝑥 ∈ [0 ;  
π

2
[,   α′(𝑥) =

1 + [α(𝑥)]4

2α(𝑥)
. 
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2) Etudier les variations de α et construire sa courbe représentative dans un repère 
orthonormé du plan. 

3) Montrer que α admet une fonction réciproque α−1 ; préciser les propriétés de α−1 
(ensemble de définition, de continuité, de dérivabilité, sens de variation) ; donner la valeur 

exacte de α−1′
(1). 

4) Soit β = 𝑓°α. Monrer que β est dérivable sur ]0 ;  
π

2
[ et que β′(𝑥) = 1 pour tout 𝑥 ∈ ]0 ; 

π

2
[ 

En déduire que α−1 = 𝑓. Donner alors la valeur exacte de lim
+∞

𝑓. 

5) Construire dans le repère du 2) la courbe de 𝑓. 

 Exercice 7 : 

Démontrer que pour tout nombre réel a, b de l′intervalle [0 ;  
π

2
]  on a ∶ 

b − a

cos2 a
≤ tan b − tan a ≤

b − a

cos2 b
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