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15| Exercice 1

Toutes les questions sont indépendantes

® Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que f(0) # f(1).
Montrer qu'il existe un réel ¢ €]0; 1] tel que 2f(c) = f(0) + f(1).

® Soit f : [a,b] — R une fonction continue, et soient p, ¢ deux réels strictement positifs.
Démontrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que pf(a)+ qf(b) = (p+ q)f(c)

® Soit ¢ une fonction continue sur [0;1]; x1, xa,...,x, appartenant a Uintervalle [0; 1].

Montrer qu’il existe un réel ¢ € [0; 1] tel que g(c Z g(xg).

® Soit h une fonction continue sur [0; 1] telle que h( ) = ( ).
1 1
Montrer qu’il existe un réel o € {O; 2] tel que h(a) = ( 2).

® Soit m une fonction continue sur [a; b telle que m(a) < 0.
a—«

-
® Soient f, g :[a;b] — R deux fonctions dérivables et Va E]g; b, ¢'(z) #0.
f(b) = fla) _ f(c)
g(b) —g(a)  g'(c)

Indication : Considérer la fonction h : z — [g(z) — g(a)]

Montrer qu’il existe un réel a €]a; b tel que m(a) =

Montrer qu’il existe ¢ €]a; b| tel que

5| Exercice 2

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = o — cosz.

T
® Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution A et que \ € } 61 [

® Démonter qu’il existe \ € })\; Z[ tel que f (Z) = (W — )\) f'(c).

4
3 4+/2
® Montrer que f'(c) > 2 et en déduire que 7T+12\/_ <A< %
| Exercice 3|
Soit fn(z) = 2" — 32" +2,n > 1.
3
O Etudier les variations de f,, sur {O; " ]
n+1

® En déduire le signe de f, <3n>
n+1

3
® Montrer qu’il existe un réel o, € {—:—11’ Sn] tel que f,(av,) = 0.
n




15| Exercice 4

s sina —a
® Pour tout réel x € |0; 2], on pose g(z) = sinz — v — z* <

avec et a >0 .
a’ )
(a) Montrer qu'il existe ¢ €]0;a| tel que ¢'(c) = 0.

31— 0
(b) On pose § = 2. Montrer que a — sina = % X (((;Z?ga)
ina — 1
(¢) En déduire que, pour tout a € }0; q, sina < a et que lim ez
2 1(1%0+ as 6
cos T
=— - v € |0; }
® On considere la fonction f définie sur [0; W] par f(z) r sinz s ] 2
: f(0)=0
1. f(z) x (sinx—z 1—cosz
(a) Montrer que pour tout x € |0; =, on a : = — < + >
1 2] x sin x a3 x?

(b) Etudier la dérivabilité de f en 0.
N

1 1
¢) Montrer que pour tout z € |0; = |, f'(z) = - —.
(© ue p Jo:2] 1= - -
(d) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variations.

5| Exercice 5

1 2
Soit la fonction f définie sur [0; 1] par f(z) = — [1 + sin (?)]
T

@ Dresser le tableau de variations de f.
® (a) Montrer que f réalise une bijection de [0; 1] sur un intervalle J a préciser.

(b) Montrer que la fonction f~! réciproque de f est dérivable sur } — = [
T
2

(c) Etudier la dérivabilité de f~' en — et en —.
T T

1 3 1\ 3

(d) Caleuler f (27) et (£7) (27)
® Montrer que Vz €]0;1[,ona: 0 < f'(z) < 1.
O (a) Montrer que 'équation f(z) = x admet dans [0; 1] une unique solution .

(b) En déduire le signe de f(x) — x sur [0; 1].

1
® Soit (U,,) la suite réelle définie par o= 2
Upit = f(Uy), ¥n e N

(a) Montrer que Vn € Nyona: 0 < U, < a.

(b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

(c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

l@] Exercice 6 \

Soit f une fonction continue sur [0; 1] et dérivable sur [0; 1[. On suppose que que f(0) =1, f(1) =0
2
t Vz €]0;1], f'(z) = ——F——.
et Yo €01 1) = 2y
® (a) Montrer que f est une bijection de [0; 1] sur [0; 1].
2
(b) Montrer que Vx € {O; 721’ f(cosz) = —x
T
(c) En déduire f~!(z), Vz € [0;1].

® On pose Vo € {O; g}, h(z) = f(cosz) + f(sinx).



(a) Montrer que h est dérivable sur }O; u { et calculer h/(x).
(b) En déduire que Va € [0; g] ,h(z) = 1.

® Vn € N*, on pose ¢, () = cos (gx —z", Yz € [0;1].
(a) Montrer que ¥n € N* | Jla,, €]0; 1] tel que ¢, (a,) = 0.
(b) Montrer que Yz €]0;1[, si n > p alors ¢, (x) > ¢,(x).
(¢) En déduire que la suite (a,) est strictement croissante et qu’elle converge

5| Exercice 7

n

On se propose d’étudier la convergence de la suite (u,),>; définie par u, = Z L appelé une série
k=1
1 1
de Riemann de terme général =R On considere la fonction ¢ définie sur ]0; +oo| par ¢(x) = —.
T

O En appliquant le théoreme des inégalités des accroissements finis sur Uintervalle [p; p + 1]

2
avec p > 0, montrer que : E <pp) —ep+1) <.
p

(p+1
L 1 1 1 1 1 1 3 1
QEndedulrequei—%<§+§+§+...+$<§—ﬁ.

® Etudier les variations de la suite (u,),>1 et démontrer qu’elle converge.
® Donner un encadrement de la limite [ de (u,).

1
® Montrer de la méme fagon que la série de Riemann de terme général z est divergente.

5] Exercice 8

Soit f une fonction définie et continue sur [0;1] telle que f(0) = f(1). L’objectif de cet exercice

est de montrer que pour tout entier naturel non nul, il existe ¢ €]0; 1| tel que f ( ¢+ ) = f(c).
. n

n

@ Déterminer le domaine de définition de g, pour n > 1.

® Montrer qu'il existe deux réels m et M tels que Vx € Dg,, m < g,(x) < M, pour n > 1.

® Soit k£ un entier naturel de l'intervalle [0;n — 1].

n—1 k

(a) Montrer que » _ g, (n) = f(1) — f(0).
k=0

(b) En déduire que m < 0 < M.

1
(¢) En déduire que ¥n > 1, Je € [0; 1] tel que f (c + ) = f(o).
n

Pour cela , on pose g,(x) = f (az‘ + ) — f(z), pour tout entier naturel non nul n

5| Exercice 9

® Montrer que la fonction f : x +—

> admet des primitives sur R.

On notera alors F' la primitive de f vérifiant F'(0) = 0.
O Etudier la parité de F et étudier le sens de variations de F' sur R.

1
® (a) Etudier les variations de la fonction G : © — F(z) + F () pour z > 0.
T
1
(b) En déduire qu’il existe une constante ¢ telle que pour tout z > 0, on ait : F(z) =c— F (>
x
(¢) Montrer que xl_l)l}_loo F(z)=c.



® On pose pour tout x € }—g; g {, g(z) = tanwz.
(a) Montrer que la fonction ¢ : x +— Fog(z) — x est dérivable sur } —g; ;r[ et calculer ¢'(z).
(b) En déduire que pour tout réel x € —g; g {, Fog(z) = x.

(e

(c) Déterminer F (1), F(v/3) et f (?) En déduire que ¢ = 5"

l@” Exercice 10 ‘

94
Soit la fonction f définie sur {0; W[ par f(z) = kel
2 5 1—sinx
T cos
, ﬁ C 1 _ )
O (a) Vérifier que Vx € {O, 5 [, f(x) A —sina)

b)Montrer que f admet une bijection réciproque g définie sur R,.

2+a)(VI+a)
O Soit (U,) et (V},) les suites définies sur N* par : U,, = g (i) —g (711> et V,, = nU,,.
(a) Calculer la limite de la suite (U,).
(b) Montrer que Vn € N*, il existe un réel ¢, € } 711; ; { tel que V,, =

(
(

c¢) Montrer que Vo € R, , ¢'(z) =

1
2+c)VT+cen)

(c) Déterminer alors limite de la suite (V},).

l@” Exercice 11 ‘

Tom
Partie A : Soit g la fonction définie sur ]—; 3 { par g(x) = tan(z).
@ Montrer que g est bijective.
® On note arctan la bijection réciproque de g .
(a) Démontrer que arctan est dérivable sur R.

1
b) Mont Vz € R, arctan’(z) = .
(b) Montrer que Vz arctan’(x) 52

® Montrer que arctan est impaire.

@ Soit u la fonction définie par u(z) = arctan(x) + arctan

SR
N——

(a) Montrer que u est dérivable sur |0; +o0o[ puis calculer u/(z) pour x > 0.
1
(b) En déduire que : Yz > 0 , arctan(z) + arctan () = g
x
(c¢) En déduire la valeur de arctan(x) + arctan (> pour z < 0.
x

Un

T
Partie B : On se propose d’étudier la suite (u,,)nen+ vérifiant : arctan(u,) + — — i 0.
n

Soit f,, la fonction définie sur R, f,(x) = arctan(z) + T %, n € N*
n

@ Montrer que 1’équation f,(x) = 0 admet une unique solution u, sur R et que u, €]0,1[, Vn € N*.
® Montrons que (u,)nen+ est strictement croissante. On pourra calculer f, 1 (uy).
® En déduire que (uy,)nen+ et déterminer sa limite.




l@’ Exercice 12 ‘

Soit f la fonction définie sur

0; ;T[ par f(z) = tanz.

® (a) Montrer que f réalise une bijection de [0; g { sur un intervalle J a préciser.

1
(b) Soit g sa bijection réciproque. Montrer que g est dérivable sur J et que Vo € J, ¢'(x) = a2
T
2n I,Qk:—i—l
® Soit n € N. On considere la fonction h définie sur [0; +oo[ par h(z) = g(z) — Z(—l)ka 1
k=0
2n 1 4n+-2
(a) Montrer que : g::o(—l)kx% = j——fx?
LA+
(b) Montrer que h est dérivable sur [0; +o00[ et que Va € [0; +oo], h'(z) = — et
x4n+3 te
® Mont Vo e |0; , |h < )
ontrer que : Va € [0; +00], |h(z)| < yP—
4n+3 A3
( On pourra étudier les fonctions hy @z +— h(z) — yr et hy : x — hx)+ 3 o [0; +o00[ )
® Soit (uy)ney la suite défini i(_l)k
oit (un)nen la suite définie par : u, = .
< P = ok 41
7r 1
Mont .VneN, ona: |u, — ‘ < |
(a) Montrer que : ¥n on a ’u 1< i3
(b) Déterminer alors la limite de la suite (uy,)nen -
l@’ Exercice 13\
Soit ¢ la fonction définie sur }—;T; 721 par g(x) = 15;_0%.

® (a) Dresser le tableau de variations de g.
(b) En déduire que g admet une bijection réciproque g~! définie sur un intervalle J que 1'on
précisera.
(c) Calculer g71(0) et g71(1).

2
(d) Montrer que g~! est dérivable sur .J et que Vo € J, (g7 ) (z) =

1422
. : , . T T
une unique solution « et vérifier que 3 <a< —.

2°2 2
1
® Soit h la fonction définie sur [0; 1] par h(z) = g~ . .
-z

(a) Montrer que h est dérivable sur [0; 1] et calculer h'(z).
1
(b) En déduire que pour tout z € [0; 1], g (z) — g~* ( + x) T

® Montrer 'équation g(x) = x admet dans } —z; T

11—z
1 & 1
@ Soit (v,)nen+ la suite définie par : v, = - kz:%gfl (a + n+k)
N 1 N 1
(a) Montrer que pour tout n € N* | (1 + ) g (a + ) <wv, < (1 + ) g (a + )
n n n 2n

(b) En déduire lim wv,.

n——+oo

l@’ Exercice 14 ‘

flx)=Va?+4—2x—-2six<0

Partie A : Soit f la fonction définie sur | — oo; 7| par f(z) = tan (925) G0<z<r

@ Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.



® Dresser la tableau de variations de f.

® Soit g la restriction de f a 'intervalle | — oo; 0.
(a) Montrer que g réalise une bijection de | — oo; 0] sur un intervalle J que I'on précisera.
(b) Expliciter g~*(z) pour z € J.

Partie B : Soit h la restriction de f a U'intervalle [0; 7[.

@ Justifier que h admet une bijection réciproque définie sur un intervalle K a préciser.

2
® Montrer que h~! est dérivable sur K et que Vo € K, (1) (z) = et
T
1
® Pour tout x €]0; +oo|, on pose : p(x) =h™* (\/5) +ht (ﬁ)
(a) Justifier que ¢ est dérivable sur |0; +o0[ et calculer ¢'(z).

1
(b) Calculer h~1(1) puis en déduire que Va €]0; +ool, h™* () =r—ht (\/E)

® On consideére les suites (uy)nens €t (U )nen+ définies par :

B 1 2n . . B 1 2n . 1
u"_n+1k§h (\/E) U"_n+1k§h <\/E>

(a) Montrer que pour tout n € N* | h~! (\/ﬁ) <u, <h! (\/ﬁ)

(b) Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
(

(

c¢) Exprimer v,, en fonction de u,,.

d) Déterminer alors lim v,
n——+oo

l@’ Exercice 15 ‘

1
Soit f une fonction définie et dérivable sur [1; 4+oo[, vérifiant f'(z) = ——— et f(0) =1
f 1;-+0] Fi@) = <= et f(0)
® Etudier les variations de f sur [1;4o00].

1
® Soit g la fonction définie sur [1; +oo] par g(x) =1 — —.
T

(a) Comparer f’ et ¢’ ouis f et g sur [1;4o00].
(b) Montrer que f est majorée sur [1;+oo[ et admet une limite [ en 400, vérifiant 0 <1 < 1.

ﬂ%” Exercice 16 ‘

Pour tout n € N*, on note f,, la fonction définie sur R par f,(z) = x+22*4+32° +.. . +na" = Z k.
k=1
r— (n+ 1)z" ™ 4 ngt?
(1—x)?
® Pour tout = € [0; 1[], on pose F(z) = EIJIFI fn(z). Donner 'expression de f(z).

@ Montrer que Vo € R\{1}, f.(z) =

® Montrer que pour tout n € N*, I"équation f,(z) = 1 admet une unique solution, notée w,, dans
I'intervalle [0; 1]. Calculer alors u; et us.
@ (a) Etudier le sens de variations de la suite (u,). (On pourra utiliser les variations de f,,).

(b) En déduire que (u,) converge. On note [ sa limite.

1 1
® Démontrer que ¥z & {0; 2}, ¥n € N* ¢ |fu(z) — F(z)] <3 (n; )
® (a) Démontrer que 1_1)111 Fulun) = £(1).

(b) En déduire la valeur de I. (on pourra utiliser en le justifiant F'([) =1 )




l@’ Exercice 17‘

f(x) =sin {xE <i)] siz >0
f(0)=0

On considere la fonction f définie sur [0; 27] par :

O Etudier la continuité de f en 0.
® (a) Résoudre dans [0;27], 'équation E <7T) =0et <7T) =p, p € N*.
x x

(b) Donner une expression de f sur [m; +oo[ puis sur chaque intervalle ] %; W] :
D p

(¢) Etudier la continuité de f en . En déduire le domaine de continuité de f sur [0; 27].

7r
® (a) Montrer que la limite a droite en — est finie et donner sa valeur y,,.
p

T
(b) Montrer que les points M, (; yp>, p € N* appartiennent a une courbe S dont on précisera
p
une équation cartésienne.

avec p € N*.

@ (a) Montrer que f est dérivable sur chaque intervalle I, = ] %; W]
p p

(b) Calculer la dérivée de f sur intervalle I, = L; 7.
p+1p
(c) En déduire que f est une bijection de I, sur un intervalle J, a préciser.

™

(d) Montrer que la restriction f, de f a lintervalle I, = ] ] admet une bijection réci-

p+1'p
proque dérivable sur un intervalle a préciser et vérifier que (f, Y(z) = it
pv1l—x
T
® Tracer la courbe représentative de f et la courbe S sur 'intervalle }6; 7r] dans un méme repere

orthonormé (unité : 5 cm)

l@’ Exercice 18 ‘

U0:5

9
Soit g la fonction définie sur R, par g(z) = %4—2— On considere la suite (u, )nen par {
T

Unt1 = g(up), Vn € N

O (a) Etudier les variations de g.

( (un) — g(un—l)
Up — Up-1

(c) Déterminer le signe de u; — ug puis montrer que la suite (u,,) est monotone.

(d) En déduire que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

® (a) En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction g dans un intervalle approprié,
Up) —3 1
montrer que Vn € N, M < -
Up — 3 2

(b) En déduire que ¥n € N*, u,, — 3 <

(¢) Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
(d) Déterminer une valeur possible de n pour que u, — 3 < 1072

b) Montrer que : Vn € N, u,, > 3 et que : Vn € N*, J > 0.

n—1"




