DERIVATION

|. Rappels

1) Fonction dérivable

Définition : On dit que la fonction f est dérivable en a s'il existe un nombre réel L, tel

i f@t - f(@)
h—0 h
L est appelé le nombre dérivé de fen a.

=L.

que

2) Tangente a une courbe

Soit une fonction f définie sur un intervalle | et dérivable en un nombre réel a
appartenant a I.
L est le nombre dérivé de fen a.

A est un point d'abscisse a appartenant a la courbe représentative C, de f.

Définition : La tangente a la courbe C, au point A est la droite passant par A de
coefficient directeur le nombre dériveé L.

_

Propriété : Une équation de la tangente a la courbe C, en A est:

y=f'@x-a)+f(a)

Exemple :
On considére la fonction trindme f définie sur R par f(x) =x*+3x- 1.

On veut déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de fau
point A de la courbe d'abscisse 2.
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=lim
h—0 h h—0

lim f
h—0
Le coefficient directeur de la tangente est égal a 7.

Donc son équation est de la forme : y =7(x- 2)+ f(2), soit :

y =7(x- 2)+9

y=7x-5

Une équation de tangente a la courbe représentative de f au point A de la courbe
d'abscisse 2 est Yy =7x- 5,

] 2+h) +3(Q2+h)-1-9 2
(2”2 (@ _jyy, @1 +3C+1) "2 i (h+7) =7

3) Formules de dérivation des fonctions usuelles :

Fonction f Ensemble de Dérivée f' Ensemble de
définition de f définition de f'
f(x)=a, d€ R R f'(x)=0 R
f(x)=ax, a€ R R f'(x)=a R
f(x) =x R f'(x) =2x R
fx) =x" R fi(x) =nx"" R
n =1 entier
f0) = R (0} f(x) = — R\O}
X X
1
= R\{0} f0= — RVO}
n =1 entier X
o) =V [054ce] 169 == Jos 4
2/x
Exemples :

a) Soit la fonction f définie sur R par f(x) =x° alors f est dérivable sur R et on a pour

tout x de R, f'(x) =6x".

b) Soit la fonction f définie sur R \{0} par f(x) =—; alors f est dérivable sur ] o0;0[ et
X

4

XS

sur ]0;+00[ et on a pour tout x de R {0}, f'(x) =-

4) Formules d'opération sur les fonctions dérivées :

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

u+v est dérivable sur | (w+v) =u'+v'

ku est dérivable sur I, ou k est une constante (ku)' =ku'
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uv est dérivable sur | W) =u'v+uv'
1 » . , ' .
— est dérivable sur I, ou u ne s'annule pas sur | ==
u u uz
u , . < ' T - A\l
— estdérivable sur I, ot vne s'annule passurl | | 2| =2V
v % v

Exemples :

a) f(x) =(2x*- 5x)(3x- 2)

Onpose f(x) =u(x)v(x)  avec u(x) =2x"- 5x — u'(x) =4x
v(x) =3x- 2-5v'(x) =3

Donc :

f (%) =u'()v(x) +u(x)v'(x) =(4x- 5)(Bx- 2)+(2x* - 5x)x3
=12x*- 8x- 15x+10+6x* - 15x

=18x%- 38x+10

6x-5
b X)=——
) g(x) a1
On pose g(x) :(—\ avec ’»{‘, =6x-5 - u'(x) =6
v(x)
v(x) =x>- 2x* - 1-v'(x) =3x° - 4x
Donc

_6x°-12x7 - 6- 18x® +24x* +15x° - 20x
B 3 2 :
(x - 2x° - 1)
_-12x> +27x° - 20x- 6
(x3- 2x*- 1)2

Un logiciel de calcul formel permet de vérifier les résultats :

i i 1 b
i}.,i.,.}xz—S-x,.]-t'j3-.1'—2i'i,.] 18 x%-38 x+10
dx’ '

i _ i
-*.,13- x3‘—3?- x2+30- _\-+6J

I - |2
l,x"—}xz—l,J
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5) Application a I'étude des variations d'une fonction

Théoréme : Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle 1.
- Si f'(x) <0, alors f est décroissante sur |.
-Si f'(x) =0, alors f est croissante sur I.

- Admis -

Exemple :
Soit la fonction f définie sur R par f(x) =x*- 4x.

Pour tout x réel, ona: ['(x) =2x- 4.
Résolvons I'équation f'(x) <0
2x-4 <0

2x <4
x <2

La fonction f est donc décroissante sur l'intervalle ]- O0;2] .

De méme, on obtient que la fonction f est croissante sur l'intervalle [2; +00[ :

[l. Dérivées de fonctions composées

1) Dérivée de la fonction x ~ \/u(x)

Propriété : u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I.
Alors la fonction f définie sur | par f(x) =+/u(x) est dérivable surletona:

o =1L
2u(x)

Démonstration :
Soit a €l etunréel htelque a+hel.
On calcule le taux d'accroissement de fentre a et a+h :

fla+h)- f(a) _yu(a+h)- Ju(@

h h
(ut@+hy- Ju(@))(Ju(a+h) +fu(a))
- h(Jua+h) +Ju(a))
:u(a +h)- u(a)>< 1

h Ju(a +h) +Ju(a)
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Or, la fonction u est dérivable sur I, donc lim u(a+h- u(a) =u'(a).

h—0 h
fla+h)- f(a) _ 1
Et donc, %1_1:% h =u (G)XZ\/@.

Exemple :

f(x) =+3x*+4x- 1
On pose f(x) =\/u(x)
Donc :

avec u(x) =3x" +4x-1 - u'(x) =6x+4

3x+2

\3x2+4x-1

2) Dérivée de la fonction x > (u(x))’

Propriété : n est un entier relatif non nul. u est une fonction dérivable sur un intervalle
| ne s'annulant pas sur | dans le cas ou n est négatif.

Alors la fonction f définie sur | par f(x) =(u(x))" est dérivable surleton a:

f (%) =nu'(x) @x)".

Démonstration par récurrence :
e |nitialisation :
f'(x) =u'(x) =1xu'(x) x(u(x))™
La propriété est donc vraie pour n = 1.
e Hérédité :
- Hypothese de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie : (u*)' =ku'u*"’

- Démontrons que : La propriété est vraie au rang k+1 : (u**")' =(k +Du'u*

(uk+1)| :(uku)l
=u")'u+utu’
=ku'u"'u+u'u’
=ku'u* +u"u’
=(k +Du'u*
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e Conclusion :
La propriété est vraie pour n = 1 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n non nul.

Exemple :
f(x) =(2x* +3x- 3)’

On pose f(x) =(u(x ) avec u(x) =2x" +3x- 3 - u'(x) =4x+3
Donc :

f(x) =4u'() ()Y
=4(4x+3)(2x +3x- 3)

3) Dérivée de la fonction x+ f(ax+b)

Propriété : a et b sont deux nombres réels. f est une fonction dérivable sur un
intervalle |.

Alors la fonction g définie sur | par g(x) = f(ax +b) est dérivable sur tout intervalle J
tel que pourtout x€J, ax+bel etona: g'(x) =af '(ax+Db).

Démonstration :
SoitteJ etunréelhtelque t+helJ.
On calcule le taux d'accroissement de g entre t et t+h :

glt+h)- g@®) _ f(a(t+h)+b)- f(at+b)
f(a?+ah+b)- f (at +b) h

On pose T=Zt+b et H =ah.

gt+h)- g(t) :axf(T+H)- f(T)_

Lorsque h— 0, 0na ah— 0 dolrLlIc H- 0.

g(t+h)- g(©) f(I+H)- f(T)

Donc

Ainsi %11_1)’1‘3 ., zllqlga X T =a X f'(T) =af '(at +b).
Exemple :
1
X)) =
Feo 5x-4
-1 -5
Alors f'(x) =5 =
Fi) 5x-4 b5x-4
En effet :
Gx-4) =5 et | 1| =1
X X
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4) Formules de dérivation sur les fonctions composées

Fonction Ensemble de Dérivee
deéfinition
u'
u(x)>0 —
Yu 2Ju
y" avec n€ z7* Si n<0, u(x) #0 nu'u™’
f(ax +Db) f dérivable af '(ax +b)

Méthode : Etude d'une fonction composée

2x
3x+1
On note C sa courbe représentative dans un repere.

On considere la fonction f définie par f(x) =

1) Déterminer I'ensemble de définition de f.

2) Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et en déduire les
éguations des asymptotes a la courbe C.

3) Etudier la dérivabilité de f.

4) Etudier les variations de f.

5) Tracer les asymptotes a C puis la courbe C.

6) Vérifier a l'aide de la calculatrice graphique.

1) La fonction racine carrée est définie sur [0; +00[ donc la fonction f est définie pour

2x

3x+1
On dresse le tableau de signe :

>0

X = 00 - 1 O +00
3
2x - | - 0 +
3x +1 - 0 + | +
2x + ) 0 N
3x+1
Donc la fonction f est définie sur |- oo;- 3 U [0; +00[ :

2) - Recherche des limites a l'infini :
La limite de la fonction rationnelle sous la racine est une forme indéterminée.
Levons l'indétermination :
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2x 2

3x+1 , 1.
X

3+
2

Or lim 3+l

X— +00

De plus lim Jx = \/7

X4A7

=3 donc lim )
- 3x+1 3

On en deduit, comme limite de fonction composée, que lim f(x) :\/g.
On démontre de méme que lim f(x) :\/%.

Ainsi la droite d'équation y :\/% est asymptote horizontale a la courbe C en +oo et

en - o,

- Recherche de la limite en - %_:

X
, _ 2 lim =+00
hrnl (3X+1) =0 et hm 2x =- — donc X - 13x+1 .

X— - =

X—-=

W=
w

En effet, pour x<-%, 3x+1<0.

De plus lim VX =40

hm f(x) =+

Donc, comme limite de fonction composée, on a*~ -5
1

x<-=

3

Ainsi la droite d'équation x =- 3 est asymptote verticale a la courbe C.

2x . . - 1
3) xP 1 est strictement positive et dérivable sur |- ;- 3 U ]0; +00[ :

3x+

Comme dérivée de fonction composée, f est dérivable sur U ]0; +00[ :

-w;- —
3

Etudions la dérivabilité de fen O :
_2h
o fM- fO) . N3h+1
h— 0 h h—0 h

h>0 h>0
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.1/ 2h
=lim—
hoo h\3h+1

. 1 2h
=lim,|— X
-0\ h* 3h+1

h>0

. 2
=lim, ———
-0\ 302 + h

h>0

=400
On en déduit que la fonction f n'est pas dérivable en 0.

2Xx
3x+1°

4) Pour tout réel x de |0~ - U |0;+e0] , on pose u(x) =

2(3x+1)- 3x2x

i) = (3x+1)2

_6x+2- 6x

© @Bx+1)

2

_(3x+1)2

Donc :

RO ———
Gx+1) [ 2x

3x+1

Et donc f'(x)>0.

Par conséquent la fonction f est croissante sur |- ;- ~| et sur ]0; +00[ :
On dresse le tableau de variations :
X - 00 - 1 0 400
3
f'(x) + HHHHHThn +
-+
°° 2
f(x) \/E / M / 3
3 0
f(0)=0
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5)

6)

10

3_
fr) — [ 2r
Il 21
)
__ff-*’/ 1-
T T D | T T .
-1 0 1 3

b et R BN

0 Y=1

H
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