ETUDE DE FONCTIONS COMPORTANTS EXP

EXERCICE 1:
1. Soit la fonction f de R versR définie par f(x) = x* - e*
a) Démontrer que f est deux fois dérivables sur R, calculer f'(x) et {"’(x).

b) Déduire les variations et le signe de f’.
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c¢) Déterminer les variations de et montrer que : V x € R,; x”<e".Retrouver ainsi lim — .

Xt X
2. Soit n un entier naturel et la fonction f, de R versR définie par f,(x) = o x.
a) Montrer que [, est dérivable sur R et donner ses variations.
b) Déduire du tableau de variation de f, qu'il existe un réel strictement positif a tel que :
Vx € ]a;+00[; fn(x) > 0. Démontrer que : V x € ]a;+00[; e > x""et justifier ainsi que pour tout n €
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. e
N; lim — = +oo.
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EXERCICE 2 :
1 1

1. Soit I'application @ de R™ dans R définie par @ (x) = 1+; e + 1. Etudier les variations de @, en
déduire le signe de @ (x) dans R".

X
2. Soit f application de R dans R définie par : f(x) = 1 sixelR et f(0) =0.

1+e”

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point 0.
b) Donner les variations de f et tracer sa courbe représentative (C f) dans un repére orthonormé.

EXERCICE 3 :

X .,
L. On considére la fonction f de R versR définie par : f(x) = ,2 - e”. Etudier la fonction f et tracer sa courbe

représentative (€) dans un repere orthonormé.
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2. Soit la fonction g : x

a) Etudier la dérivabilité de g en 0.
b) Utiliser les questions précédentes pour tracer la courbe représentative de dans le méme repere que (C).

EXERCICE 4 :
Le repere (O, I, J) est orthonormé. Soit la fonction f : x ln|ex- 1| et (€) sa courbe représentative.

l.a) Déterminer I’ensemble de définition D de f.

b) Démontrer que qu’il existe une fonction @ telle que : V x € D, f(x) = x + @(x) et lim ¢(x) _ 0.

X > +oo

c) Compléter 1’étude de f et tracer (C).

2. Soit g la restriction de f & Iintervalle|0; +oo|.



a) Démontrer que g réalise une bijection de ]0,‘+00[ vers R.
b) Tracer, sur le méme graphique que (€), la courbe représentative (€’) de la réciproque de g.
EXERCICE 5 : (BAC 2013)

Une substance est injectée par voie intramusculaire. Elle passe du muscle au sang et est éliminée par les
reins. Apres étude, on constate que la quantité de substance contenue dans le sang a un instant t est
donnée approximativement par la fonction q définie par q(t) = qo(e'o’“ -e’') ou

t = 0 est le temps exprimé en heure, gy la quantité de substance injectée en milligramme.

1. Etablir le tableau de variation de q.

2. On désire controler les effets de cette substance. Pour cela il faut que la quantité de ce médicament contenue
dans le sang soit comprise entre deux valeurs q,, et q,,.

4= 1,2 mg est le seuil d’efficacité et q,= 2,6 mg est le seuil de toxicité.

Déduire du tableau de variation de q, les valeurs qu’on peut donner a g, pour qu’a aucun moment, la quantité de
substance dans le sang ne soit toxique.

3. 0On pose (G, = 10.
a) tracez soigneusement la courbe de q dans un repére de votre choix.
b) Déterminez graphiqguement l'intervalle de temps durant lequel le médicament est efficace.

EXERCICE 6 :

X
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f est la fonction définie sur [O;+ 00[ par f(x) = et (€) sa courbe représentative dans le plan muni d’un

e’ - x
repere orthonormé.

I/ 1. Soit g la fonction définie sur [0,’+00[ par g(x) = e"-x-1.

Etablir le sens de variation de g. Calculer g(0) ; en déduire que pour tout réel x> 0; g(x) >0
2. h est la fonction définie sur [O;+00[ par h(x) =(2 - x) e*-1.

a) Etablir les variations de h et dresser son tableau de variation.

b) Montrer que ’équation h(x) = 0 admet une solution unique a et que 1,8 < a < 1,9.
c¢)Préciser suivant les valeurs de x le signe de h(x).

I/ 1.a) Justifier que f est définie en tout point de[O ;+00[ .

1 -e” :
b) Montrer que pour tout réel x > 0, on peut écrire f(x) = ﬁ En déduire hIP f(x) et donner une
- xe Xore
interprétation graphique de ce résultat.

h(x

2.a) Démontrer que pour tout réel x > 0, f'(x) = W et dresser le tableau de variation de f.

e -X
b) Déterminer I'intersection de la courbe (€) de f avec la droite d’équation y = 1.

3. Tracer (C) et la droite d’équation y = 1. (On prendra 4 cm pour unité graphique)

4. Calculer en cm*l'aire du domaine () = { M (x;y)/0<x<letf(x) <y <1}



EXERCICE 7 :

Pour tout entier naturel non nul n, on définit sur [0 ;+00[ la famille des fonctions f, par :

1
fa(x) = Xp m six>0et f.(0) = 0. (Cn) est la courbe représentative de [, dans le plan muni d’'un repére

orthonormé (O; i', })
A/ 1. a) Montrer que [, est continue sur[0;+00[ . Etudier la dérivabilité de f, au point 0.
b) Calculer f,’(x) pour x> 0 et justifier que f, est strictement croissante sur|0; +oo|.

c)Déterminer la limite de fn en 400,

2

2.a) Soit g la fonction définie sur [0;+00[ par g(t) = e - 14+t - % Etudier les variations de la dérivée g’

de g. En déduire le signe de g’ et celui de g, puis que pour tout nombre réel t> 0, ona:0< e — (1-t) <

L o
2

) < = . E n déduire que la droite (

b) Démontrer grace & @ que pour tout x > 0; 0 < f,(x) — (x- on
X

1
Dn> d’équation : y = x - - est asymptote a la courbe (Cn).

1
n

3.a)Donner le tableau de variation de f .

b) Tracer la courbe (Cl) et son asymptote en précisant la tangente en O.

1
c¢) Démontrer que pour tout n > 0 ; (C ,,) est I'image de (Cl) par 'homothétie de centre O et de rapport Y

Construire (Cz) sur le méme graphique que (C1)-

B/ 1. Démontrer que Péquation f,(x) = 1 a une solution @ , dans0;+oo.
2. Démontrer que & , est solution de ’équation : xlnx = -

3. Soit h la fonction définie sur [0 ;+0o| par h(x) = xlnx.

a) Etudier son sens de variation.

b) Prouver que la suite (& ») est décroissante.

4.a) Justifier que suite (& ,,) converge et que sa limite o est supérieure ou égal a 1.
b) Démontrer que h(a) = 0. En déduire la valeur de a.

EXERCICE 8 :

1
Soit la fonction f définie sur {0,’+00[ par f(x) = 2 o4 o 2%, On note (€) sa courbe représentative dans un

repere orthonormal.

1.a) Etudier le sens de variation de f’ fonction dérivée de f. Déterminer la limite de f* en +0c0 et préciser

£(0).
b) En déduire l'existence d'un réel strictement positif & pour lequel {f* s’annule. Vérifier que 0,4 < a < 0,5.

c)Déterminer le signe de f’(x) pour tout x de I'intervalle [0;+00[ et en déduire les variations de f.



2.a)Déterminer la limite de f en +oo.

b) On pose pour tout x de 'intervalle [0;+00[ - d(x) = f(x) — ( x*-2). Déterminer le signe de d(x) et sa
limite lorsque x tend vers+oo. Interpréter graphiquement les résultats.

3.a)Dresser le tableau de variation de f. Donner, en le justifiant le signe de f(a).

b) Prouver que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution unique B dans l’intervalle[a ;+00[ . Justifier
que : 0,8 < B <0,9.

c)Déduire de cette étude le signe de f(x) pour tout élément x de Dintervalle[0 ; +oo| .

4. Tracer la parabole () d’équation : y = x*-2 et la courbe (€) sur le méme graphique.
EXERCICE 9 :

Le repére (O, I, J) est orthogonal. L’unité graphique est égale 2 cm sur (OI) et & 15 cm sur (OJ).Soit [, la

m

famille de fonctions définies par : f,(x) = —,e_x, ol m est un nombre entier naturel non nul. On désigne
m!

par (C,) la courbe représentative de [ .

m

. x o X L
l.a)Démontrer par récurrence sur mque : Vm € IN,(V x € [0;+00[ ,e > s ). En déduire que les

parties d’abscisses positives des courbes (C,,) sont comprises entre les droites d’équations y = 0 et y = 1.
b) Calculer alors les limites de [ ,(x) quand x tend vers +oo.

2. a) Etudier les variations de [, suivant les valeurs de m. (On distinguera les cas m =1, m pair et m
impair).

b) Dresser les tableaux de variations correspondant & chaque cas.

3. On désigne par A, le point de le point de (C,,) dont 'abscisse définit le maximum relatif de f .

a)Vérifier que : V m € |N*7 fin-Fmi1 = wer. Etudier la position relative des courbes (Cp) et (Cpup) et
démontrer que ces courbes se coupent en O et A, 1.

b) Etudier la position relative des courbes (C,) et (Cp+2) et démontrer que ces courbes se coupent en O et
en un point dont ’abscisse appartient a [m ;m+2}.

4. Utiliser les résultats précédents pour tracer les courbes (C), (C,) et (C3). On précisera les points
d’intersection des courbes que la question précédente permet de connaitre, ainsi que les tangentes en O a
ces différentes courbes.

EXERCICE 10 :

1- e
Soit la fonction f de R vers R définie par f(x) = x + 1

~ de courbe représentative (€) dans un repere

+ e
orthonormé (0, I, J).

1. Démontrer que f est une fonction impaire. Etudier la fonction f et tracer (€).

1 e”
2. a) Déterminer les primitives de f. (On pourra remarquer que : 7, = 1 - ~).
1+ e 1+ e

b) Calculer 'aire, en unités d’aire du domaine délimité par (€) et les droites d’équations y = x — 1, x = 0 et
x = a (a > 0). Quelle est la limite de cette aire lorsque a tend vers +00?






