2°cassil—e? >1

= In (1 —e:%)> 0 donc (') est au dessus ;
de(A)

7) a) Démon.trons que
g(x)- 326- = ln(l - e%) Vx e_]— 00;0[

—ex~—-’5
2

or‘dxe]—oo;o[, f(x):e§ -e* >0

z
1

e

X
x)-—=In
g(x) =

X
2

x X X
alors ie’ —-e"‘=e1 —e” et Ezlne

g(x) —-§-= 1rx(eiz —-e")— Ine?

d'ot g(x)——;-:ln(l—e’f)

Déduisons que la droite (A') d’équation
y== estasymptote a (I') :

y== estasymptotea (I) <

lim {g(x) - —ﬂ =0
ie lim 1n(1—e%)= 0

X—y—00

(SRS SRR

Calculons }L@mln@—e%) :
xli’n_l;ln(l—e%) car xl'ggoe% =0

b) Etudions la position de (T") par rapport
a (A" sur J-oo;0]
Vxe]—oo;O[, x£0; §<0 e <1

X X
——g2>—1=> 1-e2>0

x
1" cas: si0<l—e? <l ona

ln(l—e%)< 0 donc g(x)-y<0 ie
g(x) <y alors la courbe (T') est au

dessous de (A')

2°cas'sil—-e*>1ona

In(1-¢*)>0 donc g(x)-y>0
—> g(x) >y alors la courbe (I') estau

dessus de (A')

SUJET 15

Exercice 1

a#metac [0;27r]
].) a) Vél’ifier que 1+el'a - eii;: (e_f% +ei%)
e ("—i% e )= e +e” =1+e"

b) Déduction du module et un argument
de 1+e“:

1+ =¢tle™ +e'%)
a a. ... a
=2¢0s—| cos—+isin—
2 2 2

82z o -Cie[O;Jr]
7 2 %

*Si aelo; 7, ﬂe\:();—ji[ alors
2 2
\1 +_ei“\= 2cos%
arg(1+ e"“)= g—+2k;: (keZ)
*Si ae ];r;27r] alors % € }g— 71'} alors

[1 +e”

=-2 c:osfi
2

arg(l+e"")=g-+;r+2k7r (keZ)
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T
2)a) a-;

B S S

L+ i|= V2 donc f, est une similitude
plane directe de rapport J2 et d'angle
arg(l+i)= -{4:—:% 2kx (k€ Z) et de centre

it
Tid)

Q(w) avec w=

Au total, f est une similitude de centre
Q(1), d'angle % et de rapport 2.

b) f, est une translation

ol+e™ =1

{cosa—o
Seh=0 o
sinag=0

ce qui est absurde donc il n'y a pas de
valeur de a pour laquelle f, estune

translation.

¢) Les valeursde a :

£, estune rotation

@hw“znzmm%=1
1
COS_Q,—ZE ou
o
COS— = ——
T
. COS—“—CDS-3— ou
Zelox]et 2= '
2 27
COS— = COS—-
3
a . 27 5
ok R il
)
a 2 47
—="a=—
2 3 3

27 . ia
d= ?- , /. est une rotation d’angle = et

de centre Q(1).

4 g
a= T £, est une rotation d'angle

%:r_+ I = %75 D'aprés b) du 1) et de gentre

Q).

Exercice 2

1) Détermination de a, b, ¢ pour que P soit

solution de (E).

P(x)=ax*+bx+c

P'(x)=2ax+b

P'(x)=2a

P est solution de (E)

< Vxe lR,

2ar—3(ZC.IDH-I;')+2(0.ch;Z +bx+c):2x2—5x+3

< VxelR,

2a—6apx—3b+2ax? +2bi+20—-2x% +5x~3=0

o VxelR,

(2a-2)x% +(2b-6a+5)x+(2c-3b-3+2a)=0
2a-2=0 a

<<2b-6a+5=0 &b
2¢-3b+2a-3=0 c=

I

.!x[l.n - =

2) a) Démontrons que toutes solutions de

(E) vérifie:

(f -p)-3(f-p)+2(f - p)=b
fsolution de (E)

= f'-3f42f=2x"-5x+3

p solution de (E) _

= p"-3p+2p=2x" —5x +-3 ;onle

systeme :
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FU-3f42f = 2x% = 5x+3
p"-3p+2p=2x*-5x+3 ,

On obtient le résultat en faisant une

soustraction membre 4 membre:

(f - P)'=3(f - p)+2(f - p) =0

b) y"-3y'+2y = 0

L'équation caractéristique de I'équation
différentielle est: 7> ~3r+2=0
(r-2)(r-1)=0 =r=1o0u r=2.
Alors I’ensemble des solutions est
I’ensemble des fonctions

x> ge* +be”™ (aelR belR.

définies sur IR

3) Déduisons des questions 1) et 2) la
forme générale de solution de (E) :

Sih estune solution de y"-3y'+2y =0,
alors (h+p) est une solution de (E). Donc
la forme générale des solutions de (E) est :

I’ensemble des fonctions

1 5
xi——>ae‘+be2"+x2+—2-x+z

(aelR, belR).

définies sur IR

4) Déterminons la solution f de (E) dont la
courbe représentative (E) passe par

) l’orig'me et dont la tangente en ce point est

paralléle & I’axe des abscisses.

Ona: f(0)=0; f'(0)=0

f(0)=a+b+%=0 et

f'(O):a+2b+%=0

Nous avons le systéme :

5

a+b=-= a=-2

1 = b ’
a+2b=-— =3
> 4

f(x) N 42062 VrelR
4 2" 4

PROBLEME

g
€

Partie A
1) a) Calcul des limites :
lirf% g(x)=2 car

>

(hml(x—l)zo;lirréxlnx: 0}

b) Calcul de g'(x) pour x & ]1,+oo[
g'(x)-—-Z—!n(x—I)—(x—l)x——l—l—;
x_

g'(x)=1=In(x 1)

¢) Résolution de I’inéquation
I-In(x-1)>0 xe ]1,+oo[

I>In(x-1) < In(x-1)<1
oOx-l<ee x<l+te

S=}l;1+e[

d) Sens de variation de g :

Vx e ]1;1 +e[, g'(x) >0 ; g est strictemer:
croissante sur |i1+é].

Vx e ]1 + e;—H:o[, g'(x) <0 ; gest

strictement décroissante sur ]1+e;+oo[
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¢) Tableau de variation :

e _ Lie +
g'x) | Eal ( -
| 2+e
g% / \
2 . -

g est continue et strictement décroissante
sur ll +el+ e3l : elle réalise une bijection
de ll +e;l +e3] sur lg(l +e*)g( +e)l.

g(l+e*)=2(1+e’)-(e*)né’
=2-¢°<0

g(l+e)=2+e>0
Oe }2-—33 ;2+el alors il existe & unique

élément de [1 +el+e’ ] tel que g(a@)=0.

X 1 l+e [#4 -+ 00

g'(x) + ) -

s / 2+e\ .
2 T

0

- B . e

Vx e ]l;a[, g(x)>0
Vxe ]9:;+00[, g(x)<0
gl@)=0

2) a) Déterminons lin} @(x) et prouvons
que lim p(x)=0

2
*lim In(x” —1) e
x—l X

car

lirqx2d1:0e1x2ﬂ1>0

limlnx=-c
x—>0

3
* lim M =0 car:
X—>+00 x

X X 4
ln(l - Lz)
N 2Inx i x
X X
Inji-L
fim ¥ 0 e lim ("2)—0)
X+ X X—»+a0 X

b) Calcul de ¢'(x)

20" = (& ~Dln(x* 1)
x*(x*-1) ’

Vx € Jl;+00[, (x* —1)x* >0 donc ¢'(x) et

2x* —(x* =1)In(x* —1) ont le méme signe

sur JL;+o].

p'(x)=

Or g(x?)=2x" - (x> =1)In(x* —1) donc
¢'(x) et g(x*) ont le méme signe sur
Iyoo].

c) Montrons que ¢ est décroissante sur
Jl; Jc_r [et croissante sur J\/E;+00[ }

xe ]1;\/;[:> > ela[= g(x*)>0
@'(x)>0

@ est strictement croissante sur ll; «/E l
Y ]\/E;a-co[a x? € Joyoo = g(x?) <0
(A-De)= ¢'(x) <0

@ ‘est strictement décroissante sur

),

Partie B
1) Vérifions que Vx € ]0;+0o[, ona
)=o)

*x>0= e >1=e” e Jl+o]
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=

-

'e.—.) = In«exzz FIJ: ln@z: oz IJ: f(x)
2 e
Vx _b;+oo[, ple’)=f(x)

2) Déduction :
i =1
2) im f(x) = —00 car {lim p(x) =0
JS(x)=o(x)
b) }irilm Flai=0 = caf
131@ e’ =+
{m p9)=0
S @) =p(e"), Vxe Prroo]

c) Sens de variation et maximum de f en
nve :
*fx)=eto'(x) ; Vxeloro] fi(x)et
@'(x) ont le méme signe.

P'(e")>0 e e ll;\/;x_lc>1<ex <~
<S0<x< ln(«,/a)
donc Vx e Jb;ln(\/g)l, ¢'(x)>0,f'(x)>0
f est strictement croissante sur b;]n(\/c_x_ )l
P'(e*)<0se’ e }JE;%@[@ a<e’ .
oh'a<xe xeln(«,/a)&oo[
Vxe ln(wfc;);-l—wl, f'(x)<0 ;fest

" strictement décroissante sur jn(\/E );+oo[

F'ln(¥a)]=0 ; f'(x) s’annule en

ln(\/E) en passant du signe + au signe - . f

admet donc un maximum en ln(JE).

3) Montrons que pour tout x de (‘intervaile

N

Jo+eof, F(x) < Y2
a-—1

In(e®™® -1) _In(a-1)
fn(Ja))= o

or 2a—-(a-Dn(e-1)=0
2a

don In(x-1)=—-
a-1

P 1 2w
.ﬂmﬁﬁyd_ﬁJEfQA
2Wa

donc Vxe ]0;-&-00[, flx)<
a-1

(car f

admet un maximum en Invea )

4 Tableau des valeurs :

X 0,1 0,5 1 15 2 3

f(x) | -1,36 | 0,33 | 0,68 | 0,65 | 0,54 0,30

X 0 anE + 00
Sx) + ) -
]
a—1
S&) i
) 0 i

- ﬁrI{lJ f(x)=- ; C, admet une

T

asymptote d’équation x =0

- lim f(x)=0 ; C, admet une asymptote

d’équation y=0
Représentation graphique :
Echelle :

en abscisse : Scm pour 1

en ordonnée : 10cm pour 1
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SUJET 17

Exercice 1

1) Détermination de «, S et y
(2r+1’=0 o 4r* +4r+1=0
Or (E) a pour équation caractéristique
a =4
o’ +pr+xy=0 ;donc {f=4t, telR
7 =1
On peut prendre : @ =f=4 et y=1.

Da=p=4y

a) Résolution de (E) :

(B): 4z"+4z'+z =0
Equation caractéristique :

(K):4r* +4r+1=0

|
K)yeor=-2

Les solutions de (E) sont les fonctions :
x> (ax+b)e ™, (a,b) e IR

b) Détermination de la solution y :
Des hypothéses faites sury, ona :

Vx e IR, y(x)=(ax+b)e ™, (a,b)  IR?
y(0)=2
y'(0)=0
b=2
. la=1
Donc 1 , soit
a-—b=0 {b =2

Dot y: x> (x+ 2)e_%x

3) a) Calcul de U, en fonction de n
U,= [ (+2)eax
‘ u(x)=x+2
Posons i,
Vi(x)=e*
{ona u'(x)=1

onpeut prendre : v(1) = i
Ona:

U,= [— 2(x+ Z)e_%z t + ZJ:e_%xafx

g = l(—2x - 8)e_%x]g
Dot U,=(-2n-8)e " +8, VnelN

b) Démontrons que YneIN, 0<U n.< &1
Soit nelIN .

* U -8=—-(2n+8)e"; U,-8<0
Parsuite U, <8, VnelIN (1)
*VxelOn], (x+ ?.)e_l’x >0

On en déduit que : [/ (x+ 2)e a2 0

Parsuite: VnelIN, U,=0 (i)

De (i) et (ii), on conclut que :
VnelN, 0<U, <8

c)Signede U, -U, .

1 n n+l .
Uy =U,=[ he)ae=[ h(x)yae=[" h(x:2
Or Vxe[nmn+1], h(x)>0
dou U, ,-U,>0, VnelN

d) Convergence et calcul de la limite de a
(Un): ‘
- (U, ) est croissante et majorée ; elle est
alors convergente.

- lim U, = lim |- 2ne" ~ge ™" +8

X—+c0 X—y+0

Or lim (—2ne_%”) = lim [4(— %n)e_%"l =0

X—>+0

Donc lim U, =8

X—p+0
Exercice 2 t

1) Coordonnées de K :

z '=h[~1~+i£j
o 2

2
_l l ',_[%._;_.]’__'ﬂ
312 2, "2 2

R K(l;o)
3 3

2y aelR;(E): h(z)= %cosa
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Résolution de (E) :
(z solution de (E))

zeC”
i 2

z*=2zcosa+1=0 (*)
Le discriminant réduit de (*) est :
A'=cos’ a -1

= (isin )
Les solutions de (E) sont :
(cosa +isina) et (cosa—isinc.
3)a) Déduction de la résolution de (E”) :
(E"):z* =222 cosa+1=0
Posons Z =z’
(Y Z*-2Zcosa+1=0
AT
<> lou
Z et

*7 = o 2% = (e"7)?

d'pres 2)

L
3

ze
< ||ou

PR
i< i(7+<
olz=e ouz=e" 2))

¥Z=e" o2t = ()

< (z =e " ouz=¢e"* )
L’ensemble des solutions de (£”) est :
{gi% ,e—z‘% ’e:‘(mw%) ’ei(ﬂ—%}} .

b) Prouvons que les solutions de (&) sont
con;uggee

*e'? et ¢”'% sont conjuguées;

i(r+s (-5 . .
%' ¢t % sont conjuguées,

i(A+5) ei(:r+%—2:r) o e‘i{”“'g')

car.e

¢) Décomposition de P(x) :

De ce qui précede, on a :

Bl)= (x _ xx i Xx 3 ei(zﬂ—.;)Xx - ei(ﬂ'*’j))

1-(,”2)
)

. i i(r+2
= l:x?—x(e’2 +e 2 )+1}[x2—~x(e’(’H 2 1e

d’ou

Tchinkcyr

2)+1

P(%)= (xz - 2xcos% + 1](x2 + 2xcos%+ 1)

4) a) f a pour écriture complexe
Z'=(1-i)z +§i qui est de la forme
Z'=az+b,ouaeC et beC.Onen
déduit que f est une similitude plane directe
de rapport [L-1|=+2

b) Puisque a€C—IR et |a|#1, alors f

est composée d’une rotation et d’une
homothétie A.

3 ad

- pour centre X tel que :
=7 _1

* Ta 3°

- pour angle dont une mesure est
6 =arg(l—i). On prend &= ;}
*ha:

1
- pour centre K [;;0]

- pour rapport £ = 2.

PROBLEME
F()=exp,(x* —3x+2), si xe[0;2]
1 . ,
f(x)=x-1 —————ln(x =) si x €]2;+0]
1)
D=[02]ufxel; +00[/1n(x 2)#0}
=[0,2]U12;3[UB;+ee]
== [0;3[W]3;+e0]

Donc D = [0;3[W]3;+o0[

2) a) Continuité de fen x, =2 :
*f(2)=exp,(0)=1; lim f =1

1
*lim f =1 —l-—=
e {x 1n(x—2)]
car lim In(x —2) =-
On a donc lizr_n i =1i2rp F= Ff7)

D’ol f est continue en x, =2.
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b) Dérivabilité de fen x, =2 :

(x2~3x+2)In2

* im f(x)_f(2)=].1ﬁle =1
x—2" x—-2 x=>2" x—2
: (x*-3x+2)In2 _
s fion | g =1y 2= :
i (x2-3x+2)In2
Or _
lim(x-1)In2=1In2
x—>2" ’
e* -1

(x -3x+2)In 2 _1
lim = lim
2| (xP —3x+2)n2| ¥ X

(o X =(x*-3x+2)ln2)=1

- f(2
Donc Iim_i@-—él:-)—zln2 .f estalors
x._-

x—2

dérivable & gauche en x, =2

f(X) fQ2) _
x—2

J.—)"+

. 1
lim | 1-
x—»f[ (x—2)In(x-2)
or
1irr21+(x— 2)In(x—-2) = lirrlen X, oax=x-2

=0, avec Xln X <0.
f) -7
x—-2

Donc lim

= +o0 . Par suite f
x—2" :
n’est pas dérivable 4 droite en x, =2.
Conclusion : fn’est pas dérivable en

x, =2 mais elle est dérivable a gauche en
X, =2.

¢) Demi-tangentes
- A gauche au point d’abscisse 2, (C)
admet une demi-tangente définie par :

y=xn2+1-2nl
x<2

- A droite au point d’abscisse 2, (C)
admet une demi-tangente définie par :

x=2
y=1

3)a)
* | ’ensemble de dérivabilité de f est
D'=[0;2[W]2;3[]3;+00]
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* Fonction dérivée [’ de f.

Vx e[0;2[, f'(x) = (2x —=3)In2exp,(x* =3x+2
f,(2)=In2 ‘
Vx €]2,3[WB3; e, f'(x) =1+

1
(x-2)[In(x-2).

b) Sens de variationde /'
-Ona:

Vxe[o;i\:, f'(x)<0

Vx e]z [U]Z'j[u]} +eof, 1 (x) >0

3
Pyl Srs—
J'(x) =z

- 1] en résulte que la fonction f est
; o 3
strictement décroissante sur 0,5 et

strictement croissante sur chacun des

intervalles : B—;?{ et ]3+oo[ #

4) a) Limites de f aux bornes de D:

* 7(0)=4

- (x)ﬂE?-[x"l'ln(xl— 2)}
{lim* In(x-2)=0
—+00

x—3

In(x-2)<0

s 1
* ] = lim| x~1—-
xl—l;gl* f(x) x}-rg‘{x In (JC g 2)}

lim In(x-2)=0
= —00 , car x-»3"
In(x-2)>0

1
ol —l ~1-
o o) [ 1(x-z)] |
11r?m(x—1) = 400 y
lim f(x)=-+w,car { 1 ‘
x—r+w m — O

x—+ [n(x ~1)



v+ 2

b) Tableau de variation de .

X 0 2 3 +00

e b jw

[t

+ |+ -
R |

AR

5)a) o
lim [£(x)- (x-D)]= ggn;u[n
=0

Par suite, la droite d’équation y =x—1 est
asymptote a (C) au voisinage de +.

1
In(x-2)

by* £(03D =] or 0eprtiien).
Donc I’équation f(x) =0 n’admet pas
de solution dans [0;3].

* f est continue et strictement croissante
sur PB;+oof et f(B+o)=IR.

*0elR.

Donc I’équation f(x)=0 admet une
unique solution ¢ dans J3;+oo[ . On conclut
que I’équation f(x)=0 admet une
solution unique & .

23] b

52

17 Z
—|<0et fl—1|>0
{0 A3)
D’ou ae]ﬂ;?—[.
§°2

¢) Construction de (C)

* La droite d’équation x=3 est
asymptote a (C).

* Tangente & (C) & gauche en son point
d’abscisse 0 :
{y =-12xIn2+4

x20

Par ailleurs,

* |
!
N & ‘
3] %
i A
S i
(o)
/| |
= dt
6) F(x)= j
4 In(z—-2)
a) La fonction 7 est continue

In(z—2)
sur [4;+o[ ; donc F est définie sur [4;4oc] .

b) Vx e[4;+00[, F' (x.:) & ln(xl— %

Or Vx e[4;+0[, In(x-2)>0
Donc la fonction F est strictement
croissante sur [4;+oo[ .

c) Encadrement de F(5) par la méthode des
rectangles.

hit— est strictement

In(z-2)
décroissante sur [4;+oo[ . On en déduit :
S, <F(5)<S§, avec
S, =0,2[A(4,2) + h(4,4) + h(4,6)+h(4,8)+h(5)]
~ 1,067
S, = 0,2[h(4)+h(4,2) + h(4,4) + h(4,6) + h(4,8)]
~1174
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d) Soit 4 I'aire demandeée.

Ona:A :(E(Jc—1wj‘"(x)abc)><40m2

- (r 1 dx}ilcm2
s i)

= 4F (5)em®
Onadonc 4S,cm® < A<4S,cm’
D’ou 4,268cm” <A< 4,696cm’

7) a) fest continue et stnctement croissante
sur [2;2] et f ([ 2])=[2" i1] . Donc f est
une bijection de [2, ] sur (27 1]
Par consequent g admet une application
réciproque g

b) g est derwable sur [2 ,2] et

g'x)=0&x= % D’on I’ensemble de
dérivabilité de g~ est
Kk =g(3:2)=12 1]

8)a)* g@)=/()=1
g(2)=1= A(1,2)e (@)

b) Calcul de g~'(x), pour X € [2*% 1]
Soit xe[27:1].
Posons g~ (x)=y, yel3:2]

Ona: g (x)=y=>g0)=x
= (y*-3y+2)In2=Inx

Inx
Donc y2 -3y+2—-—=0
onc y y 75
A=14 4Inx
In2
4111 3 4Inx
y=—+—1‘1 ouy—~——-——1’
In2
_ Orye(3;2

Donc : Vxe[2 4'1]

1 Inx
~x -——+—1‘1+4—
g () 2 In2

¢) Construction de (') :

Voir figure.

SUJET 20

Exercice 1

f(z)=2* =5iz" =11z +15

1- Développons, réduisons et ordonnons

g(2) :

g(z)=(z-3i)(z" ~2i=5)
= 7 — 2§z =5z —3iz" —6z +151
=z* —Siz* =11z +151

g2(2)= 22 —5iz* =11z +15i

2- a) démontrons que £f(z)=0 admet une
solution imaginaire pure et une seule z, :

Soit o € IR tel que z, =ai solution de
f(2)=0.

Ona: f(ad)=0

_ti+5ia’ -1l +15i =

i(~a® +5a° -1l +15)=0

—@+5at -1l +15=0

o’ —5a° +11a-15=0

(@ -3)a®—2a+35)=0

a-3=0 ou a®—-2a+5=0

a=3 ou a -2a+5=0
a*-2a+5=0

A=(-1)-5=-4<0

donc & —2a+5>0

alors =3

D’on z, =3i est la seule solution
imaginaire pure de f(z)=0.

NB : fiz) = g(2) et g3)=0doule résulte
b) Déterminons les deux autres solutions
z, et z, 1 de f(2)=0

D’aprés 1-, f(2)= g(2)
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f(2)=0cg(2)=0
< (z2-3i)(z* -2iz-5)=0
< z=3 ou 2°-2iz-5=0
z, =3i donc.z et z, sont solutions de
z>—2iz—-5=0
=(-i)}+5=-1+5=4
z=i-2 ou z=i+2
Or Re(z, >0 °
D’oll z, =2+ et z, ==2+1i

3- a) Démontrons que ABC est un triangle
rectangle isoceéle :

A0 ;3),B(2;1) et C(-2;1)

A, B et C ont pour affixes respectives

2, =31, g, =241 &t zy=-2+1

z—z,  2+i-3i _ 2-2 _ 1-i

2, g, “Iti—3 ~BOT -l

_(=D(=1+0)  =l+i4i+]l 20
(-1-D)(-1+0) 1+1 2
2 — 2 -
2372

AT Z o done (AB) L(AC) alors le

25 ¥ 25
triangle ABC est rectangle en A.

De plus, o =l|=1

2 ]

ie |z, — zo| =2, = 2|
soit AB = AC donc ABC est isocéle.

D’ou le triangle ABC est rectangle et
isocele en A. :

b) * Donnons la nature précise de S :
S est la similitude plane directe. Alors son
écriture complexe est de la forme :

2'=az+b avec acC’,beC.
De plus S(4)=B et S(C)=4

2, = ag, +b
Donc
2, =dz,+b

{ +i=3ia+b

3i=(-2+Na+b
Jia+b=2+i
{—2+I)a+b 3i
_ ___““(zl_zo)=__i
zz"'zo 27 %
a=-i or 3ia+b=2+i donc
b=2+i-3ia
=2+i-3i(-i)=2+i-3
=—1+i

a=—i et b=~1+i
Donc I’écriture complexe de S est :
g'=—iz—1%1
a=-ieC" —{l} et |g=|-i|=1 donc.S est
une rotation de centre Q(w) et d’angle

b =147
o =arga avec w:—l—u:

-a 1+i
QG0) ¢t

=7 soit

o = arg(—i)on prend a = —2—”

* I expression analytique S™'
Soit M(x,y) et M'(x',y")
L’écriture complexe de S est
PE r-]+i

Z+1—i _i(z'+1-1)

- o—
Z =

=i i)

_iz+i+]

S
z=iz't1+1

Donc I’expression complexe de S™ est
g=f el +

Ainsi S (M)=M'e>

zy =iz, H1+1 S

X+iy'=i(x+iy) +1+i
xX'tiy'=xi—y+1+i
x'+iy'=—y+1+i(x+1)
avec x,y,x'ety'des réels

x'=-y+1 , )
Donc 4 | est I’expression

y=x+1
analytique de S~
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Exercice 2.
1- a) Soit P, cette probabilite.
CoxCy 72930 _15

B = T =
CP 184756 38
okt
38

b) Soit F, cette probabilité :
P, =1-P» ol P désigne la probabilite

pour que, parmi les dix billets achetés,

aucun billet n’est gagnant.
10

Py = ,_%_ donc
20

o482 17
184756 19 19

17
P =—
19
Autre méthode :
P xCl+C% xC; +Ch x5
; o

2- Déterminons la loi de probabilité de X

Qoit O Punivers associé a I’épreuve.
X(Q) = {0;50;100;150;200}

(les éléments de X(Q) sont exprimes en
francs).

CIO
P(X =0)=—2L=
( ) g W
pr=sy=0125 3
Ch 19
T S
P(X =100) ==+ Yo
20 20
5 & B
- — =
38 - 38 19
P(leSO):M—;-:é—.
ch 19
P(X =200) 3Gy 2
G 19
:CIT.,XC;’ 2
e 19

Loi de Probabilité de X :

x; o 50 100 150 200
men | = | s las b b1
PROBLEME

(E): y'-2y'+y=1-x
(E:y"-2y'+y=0
1) Vérification

La fonction u : x > —x —1 est deux fois
dérivable sur IR comme étant une fonction
polyndme et pour tout élément x de IR, on
a:u'(x)=-1etu"(x)=0.
Par conséquent,
u"(x) — 20" (x) +u(x) = 2-x-1=1-X
Ainsi
vx e IR, u"(x)—2u'(x)+u(x)=1-x d’ou
u est solution de (E).
2)a)
(g est solution de (E)) &
[vxe IR, g"(x)-28'(x)+ g(x)=0]<
[vxelr, () )2 -y G+ ~))=0]
= [v’x e IR, . f"(x)~ u'(x) =21 (x) + 2 (x) + f(x) - w(x) =~
o [ore R 1@ -2+ FE) = W) = WG FE
o[vrelR, f'x)-2f )+ f()=1-%
<> [fest solution de (£)]

b) Résolution de I’équation de (£) :

L’équation caractéristique de (E’) est
r?=2r+1=0 '
Fo2r4+l=0@ -1 =0

or=1

d’ou les solutions de (E°) sont les fonctic™
g définies sur IR par g: x> (Ax+B)e™ =
A et B sont des constantes réelles.

c) Déduction :
On sait que : (f solution de (£))
& (f —u solution de (E1));

or les solutions de (E') sont les fonctic=

g:IR—1IR
x> (Ax+B)e”
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D’ou les solutions de (E) sont les fonctions
f:IR— IR
x (Ax+B)e® —x-1

ou A et B sont des constantes réelles.

3) Solution particuliere ¢ de (E) :
La fonction ¢ est définie par :
Vx e IR, p(x) = (Ax+ B)e* —x -1

»(0)=0
¢'(0)=0

p(0)=0B-1=0B=1
VxelR,¢'(x)=(A+ Ax+ B)e* -1
Donc ¢'(0)=0 < A+B-1=0
< A=1-B=0 car B=1

{B:I i |
d’ou

A=0

@:IR— IR

xet—-x—-1

4 h:xre"—x-1

a) Domaine de définition D de 4 :
D=IR

b) Calcul de lim A(x) et lim A(x) :

X0 X=p+0Q

*lim A(x)=lim (e*—x-1)=+0c car

X—p—c0 X~y

lim.e*=0 et lim (-x-1)=+w

X—3—00 X—p=c0

d’ot lim ~(x)=+w

x——

* lim A(x) = lim {e—-—lmlJ
X+ 340 X X

= 400

car lim e—=+oo : lim [—1—-1,—]2—1

x—+0 X X0 p

X X

X~—p+00

lim (f—-mlwl]:ﬂo ot fm =40

X400

d’ou lim A(x)=-+w©

X—>+o0

¢) Etude de la continuité et de la
dérivabilité de A :

h est continue et dérivable sur /R comme
somme des deux fonctions : A : x> e* et
h, 1 x> —x—1 qui sont continues et

dérivables sur IR.

d) Fonction dérivée 2’ de h :

VxelR W(x)=e" -1

e) Tableau de variation :
Hx)=0e" =1eox=0
H(x)<0 e <l¢>x<0
H(x)>0> x>0

On en déduit que / est strictement

décroissante sur ]—o0;0] et strictement

croissante sur [0;+oof

X -0 0 +
B’ (x) - 0 +
+o0 +o0
h ) \ /
0
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f) Signe de A(x) pour xe D :
Du tableau de variation de A, on déduit que

Vx IR, h(x)=0 car 0 est un minimum

absolu de /' sur IR =]~ oo;+oof .

5) Démontrons que I’équation A(x) =1

admet dans D deux solutions a et f telles

que: -2<a<-% et 1<B<% :

Soit la fonction

k:IR—> IR

X h(x)—1=e* —x-2

- h étant continue sur IR, k est aussi

continue sur /R (1)

k(-2)=e?+2-2= >0 donc k(-2)>0
a7 T

k(-7)=e" +Z—2=e % Wy

or e’ =017 <% donc k(%) <0

Onadonc A(-2)xk(74) <0 (2)
D’aprées (1), (2), on déduit que I'équation
k(x)=0 et par suite I’équation A(x)=1
admet une solution « telle que
2B~

Par ailleurs :

k(l)=e—-1-2=e-3<0 care<3
Y
k(()=e =5 =et—-—>0

car e = 3,49 > 1—43—

On a donc k(1) xk(34) <O0.

De maniére analogue a la démonstration

précédente, I’équation A(x)=1 admet une

solution g telle que 1< 8 < %

6) a) Etude des branches infinies de (C) :
Soit (A) la droite d’équation y =—-x-—1.

h(x)+(x+1)=e" et im e* =0

X—p—c0

Donc lim [A(x)-(-x~-1)]=0

—p—C0

d’ou la droite (A) est une asymptote de

(C) non paralléle aux axes de coordonnées

au voisinage de — .

tiim 28 tin (i—l—l)

x40 X x—+0\ X X
ex
=lim —=+00
x—+0 X
- . h(x
Ainsi lim A(x) =400 et lim ——L-lx-i—oo
X3+ x—=+0 X

d’ou (C) admet une branche paraboliqué de

direction I’axe des ordonnées au voisinage

de +o0.

b) Construction de (C) :
VxelR, h(x)—(—x—-1)=e">0
d’ou (C) est au dessus de (A) : y=—x—-1
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7) a) Calcul de aire A(A4).
A() = ( L‘ [h(x) - (—x - 1)]a5cju.a

*8i A <1, A(A) = [ L_]e"dx)u.a

= (e'l —e*ha
48 A1, A()= Uje"cbfju.a
= (e;L - e")u.a

b) Calcul de lim A(4) :

A~

lim A(1)= [lim (e - ei)}u.a
A—p—w0 A—o—w0
=e'ua

D’ou lim A(4) = e'ua .

A=

SUJET 22
Exercice 1
1) Calcul de (/3 ~i)? :
(V3-if =3-1-243i
=2-23i

2) Résolution dans C de I’équation :

22 =(3+3i)r-2+23i=0

a=(3 +3if -4l 2+2451)

=2-243i

= (Jg-i)z, d'aprés 1)

_3+3i443-i
2

=43 +1i

1
Tr .. I
=2l cos—+isin—
. [ 6 6]

Tchinkcyr
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Zﬁcos%= -1 +\/§

ﬁ+3i‘~J§+i _5i

z,=
2
T ... % J2s 3 _ 3
— 2| cos—+ism— 226l —= 341
2. 2 12
3) a) Précisons la ﬁature du triangle OAB Dot St \/g—wﬁ
ou cos—l—é—:.—-—-—r et
OA:\J?H\:z
oB=pi=2 . sr_6+2
G
AB:\zi—(ﬁﬂ'}:\i—ﬁ\:z 2
Ona:
Fxercice 2

LAL L=

04=0B=A4B; & ou le triangle OAB est

équilatéral.
1) Tableau des effectifs de X

b) Vérifions que f(B)=4"

Ona: €' z;= 5 (21)

-

= e—i%(?.ei;)

- Ze‘(‘%*'";")
Tableau des effectifs de Y.

= ?.ei%
dou f(B)= A

c) Ecriture de Paffixe de C’ sous forme
trigonométrique et algébrique
Ona:
p 2) Représentation du nuage de points - -
_ ¥ (-2+2i)
—g D (Zﬁ e"l*“)
= Zﬁei%
A
Dol zg = Zﬁ(cosr—— +isin —E]
12 12

l—i£}(—2+2i)

*Z.=
e 2

=(—1+\/§)+i(\/§+1)
Valeurs de 0055_75_ et sin§£ ;
=12 12

De ce qui précede, on a:
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3) a) Coordonnées du point moyen G du
nuage

G(;, ;) avec x = %Z nixi et

- 1
= — n )
y 252 1y
Ona: x=224 et y=2,64 (par

calculatrice).
G(2,24;2,64) -

b) Calcul de cov(X,Y) et P(X) :

* cov(X,Y)= [%Zny xiyj] —xy
=0,2064 (par calculatrice).
*V(X) = [%Z nixf) X
=1,2224 (par calculatrice)

4) a) Equation de la droite de régression
(D)deYenX:

(D):y=aX +b, avec aan et
V(X)

b=y- ax ;

ona: a~0,1688 et b~22618 (par

calculatrice).

D’ou (D) y=(0,1688).X +2,2618
b) Tracé de (D) (voir figure)

5) Calcul du coefficient de corrélation :
Gl cov(X,Y)
OxOy
=0,1351 (par calculatrice)
Interprétation du résultat obtenu :
Ona: || <087

D’ou'la corrélation linéaire entre X et ¥ est
- mauvaise.

SUJET 24

Exercice 1

1) a) Détermination des séries marginales
(x;,m) et (y;,n;

Série marginale (x,,n,)

x 05| 1| 2|25

12127114

Série marginale (y,,#,)

Y | 2,5 3 4 5 {55

o, L E-L DR R fed

b) Calcul de x et y :
- 05x2+1x2+2x1+25

Ona: x= ; s0it
6
x=1,25
— 25x1+3x1+4x2+5%x1+5,5x1
y:
6
soit: y=4 |

2) a) Tableau a double entrée de la série
double (x;,y;,n,) :
On a le tableau suivant :

2] a3 1 2 2.5
Yj
2.5 0 0 1 0
3 0 0 0 1
4 0 2 0 0
5 1 0 0 0
55 1 0 0 0

b) Covariance du couple de caractéres
(x,»)

1 e
Ona: cov(x,y)= gz nxXy, =Xy,
soit : cov(x,y) = —0,708

3) Calcul du coefficient de corrélation
linéaire entre x et y ; interprétation :

Ona: rzm soit r=-0,907 ;
o'.z'o'r e e e I e i
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d’ou |r|> 0,87, donc la corrélation linéaire
entre x et y est forte.

4) Equation de la droite de régression de y
enx: ;

Elle s’écrit ; y—y = a(x - })
cov(x,y) .

Vi)
on obtient : y =-1,26x+5,575

avec a=

5) a) Démontrons que le bénéfice b(x)
réalisé est donné par la formule :
b(x)=-1,26x* +5,701x - 0,5575
Ona:

bénéfice réalisé = prix de vente — frais,
d’ou: b(x)=yx—yx0,1 soit
b(x)=(~1,26x +5x575)(x - 0,1).

On obtient :

b(x)=-1,26x* +5,701x - 0,5575

b) Détermination du prix de vente d’un
téléviseur permettant de réaliser le bénéfice
maximal :

Ona: b(x)=-1,26x"+5,701x - 0,5575,
d’ou b'(x)=-2,52x+S ;

de plus, on a :—1,26 <0, donc le bénéfice
maximal est atteint si et seulement si

b'(x) =0, soit pour x =2,262301587 .

Par conséquent, le prix de vente d’un
téléviseur permettant de réaliser le bénéfice
maximal est :

x, = 2,262301587 x100000frcs CFA |

soit ; x, = 226230frcs CFA

Le bénéfice maximal est :
b(x,) = 5,87369 x100000frcs CFA,,

soit : b(x,) = 58736%9frcs CFA

Ona:pour x=x,, y=-L26x,+5,575
soit y=2,7. '

Par conséquent, le nombre de téléviseurs a
vendre pour réaliser le bénéfice maximal
est: y,=2,7x10, soit : y, =27 4

Exercice 2
1) a) Etude du sens de variation de f:

Fest dérivable sur [0; -’2-] et Vxe [O; {;],
10 '
) P e
7o) (2x +4)
Vx e [0; ;—] f'(x)>0 d’ou fest strictement
croissante sur /.

b) Démontrons que Vxel, f(x)el :
f étant strictement croissante sur /, on a :

0<x< %donc £(0) < fx) < f(?lz-);
F@elroy Gl

or O =5, f@)=+ et [rdle
donc: Vxel, f(x)el.

Vxel,

2) a) Démontrons que : YaelIN, U, el :
Ona:U,=0et0cl,donc Uyel (1)
Soit ke IN ;si U, el,alors f(U,)el
(d’aprés 1) b)), or f(U,)=U,,, ,donc

Uel=>U,, el (i)
De (i) et (ii) on déduit que :
Vnel,U,el.

b) Etude du sens de variation de (U,).:
Ona; U,=0cet U, =%, d’ou U, <l
Soit ke IN ;

U <U,,= fU)<SUp) (car fest

strictement croissante sur { et
VnelIN,U el)

donc U, <U,,, = U, <U,,
Il enrésulte que : VnelIN, U, <U,,,,
ainsi la suite (U,) est croissante,

¢) Déduisons-en que la suite (U,) est
convergente et calculons sa limite /
D’aprés 2)a) et 2)b), la suite (U,) est
croissante et majorée ; par conséquent elle
est convergente ; de plus : Vne N,

{Un el :
et fest continue sur /,
Um-l = f(Un)
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donc la limite / de la suite (U,) est
solution du systéme : {f (x)=x
xe

Or{f(x):x @x:—l—
xel . 2
d’ou l-—-—l-

2

—

_PROBLEME

Partie A
1) Calcul de lim g :

1'1_1;1 g=Ilim (xe" — x)z 400 car

x—r—0

lim xe*=0 et lim —x =+

X—»—0 X0

2)
a) Calcul de g'(x), g"(x) pour toutx
élément de ]—~'oo;0]

s ]_ 00;0]’ {g'(x) =(x+1e" -1
g"(x)=(x+2)¢"

b) Démontrons que (C,) admet un point
d’inflexion 7 & préciser
g'(x)=0& x=-2 car « Vx € ]—oo;O],

e* >0 ».
Tableau de signe de g"(x) :

x — -2 0

g"() N

g" s’annule en —2 en changeant de signe
par conséquent (C,) admet le point

b (4 2 g(—2)) soit / [— 2= ~2—2) comme
e

point d’inflexion.

c) Tableau de variation de g et signe de
g'(x):
lim g'=lim (xe* +e* ~1)=-1 et

X—»—e0

g'0=0

X — o0 —2 0
g"(x) - '
1 0]
g0 | T L
g'(-2)
g(2)=-1-=
e

On en déduit que :

"(x) £
A4 e]——oo;O], gx)=0
g'(2)=0=x=0
Partie B
3) Ensemble de définition de f:
L’ensemble de définition de f est IR.

4) Démontrons que f est continue en 0

f(0)=0

Ona: alir%f(x):lin%(xe"—x)-—-{)
lirr%)f(x)= lim(-2x+2xlnx)=0
x—r x—U

L > >

donc 1'1{2) f(x)= Li_rﬁ) f(x)=f(0)

Par suite, f est continue en 0.

5) a) Etude de la dérivabilité de fenO:
JO-JO _jimex -1=0
x

x50

lim

x—0

lim J-7O li_rg[2(- 1+Inx)]=~e

x~30 X

<

Donc fest dérivable & gauche en 0 de
nombre dérivé 0 et fn’est pas dérivable 2
droite en O ; au total £ n’est pas dérivable
en 0.

Interprétation géométrique

- La représentation graphique de fadmet e
son point d’abscisse 0 une demi-tangente

o y=1
définie par
x<0

- La représentation graphique de fadmet &
son point d’abscisse 0 une demi-tangente

s B x=0
définie par {
: y<0
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le

L €1

nie

5) b) Calcul et signe de f'(x) pour tout x
élément de ]O;+00[ :
Vx € Jo;+00[, f'(x)=2Inx
' [fx)=0cx=1
d’ou Vxe]0;+oo[, ') z0=00<xxl
o= smes1

6) Tableau de variation de £
li_mf = li_m g=+o

lim f =40
+co

Vxe | oo0f, f'(x)=g'(x) d’ou d’aprés
les résultats 2)c), 5)a) et b), ona:

—w 1 + a0

X 0
1 IR D

-—00 + o0

i D

7) a) démontrons que ¢ est une bijection :
La fonction fest continue strictement
croissante sur J donc la fonction

¢:J > f(J)
x> @(x) = f(x)
est une bijection.

b) Prouvons que la dérivée premicre
(@) de ¢ est positive sur o(J) - {p(1)}
@ est dérivableetona:

{Vx e 0], ' (x) > 0

¢'1)=0
donc I’ensemble de dérivabilité de ¢ est
p(J) - {go(l)} et pour tout x élément de

o(N)—{p®)}, (0™)(x)>0.

Partie C
8) Justifions que la droite (A): y =—x est

une asymptote a (C,) au voisinage de —c
Ona: lim [f(x)-(-x)]=lim xe*=0

X—p—00 X =00 3
d’ou la droite (A) d’équation y =-x est
asymptote & (C,) au voisinage de — o

9) Calcul de lim 1) et conclusion ;

x—+0 X

ona: lim L9 —fim [2(-1+In x)] = 40

x>+ X X—p+00

donc (C,) admet au voisinage de +co une

branche parabolique de direction celle de
I’axe des ordonnées.

10) Construction de (C,) et (C,)
(Voir figure)

11) a) Démontrons que H est définie et
continue sur J :

La fonction /4 est continue sur J car
h=-f etfestcontinuesurJet« leJ »;

par conséquent la fonction
H x> fh(t)dt est la primitive sur J de

h s’annulant en 1 ; par suite H est définie et
continue sur J.

b) Calcul de H(e) et interprétation
géométrique :

H(e):fh(t)dt soit H(e):f— F()dt

H(e)= [xz(l ~Inx)+ EZ_T

&% 3

1

H(e)=

H(e)= f- F(0)dr et Vie[le],

~ f(¢) 2 0 donc H(e) est la mesure en
unité d’aire de I’aire du domaine plan
limité par (C,), I'axe des abscisses et les

droites d’équation x=1 et x=e.

c) Calcul de 4

(C;) et (C,) etant symétriques par
rapport & I’axe des abscisses, on a
A=2H(e) soit A=(e" -3)ua

u.a : unités d’aire.
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SUJET 25

Exercice 1

1) Coordonnées de / et de J :
Y —9

nv Ji -5
0 7

2) Dérnontroﬁs que (A) est une droite :
Sot Meeg

M € (A) < (2MA + 3MB) A (MD - 2MC) = 0
& (SMI + 214 +3IB) A(—MJ +JD - 2JC) = 0
M AMI=0

S Me(lJ)

L’ensemble (A) estla droite (/)

3) Une représentation paramétrique de (A)
¥4 1T ) est un repére de (A).

> 5

(A):sy==-—t (t€lR)

4) a) Supposons K €(A). Ona:

C r

_2:__2._4_3; t:_g_
3 5 43
<0 =1—~§£I soit ¢f = 2 (absurde)
5 3 32
0="7¢ t=0
donc K ¢ (A)

b) Distance de K'a (A) :

w71
N
o) ol 4

V5618
4098

534/2049

2049

d(K,A)=

d(K,A)=

¢) Equation cartésienne de (P)
Le vecteur 7= S(E N ) est un vecteur
normal a (P). .
(P):49x-56y+9z+d =0
Ke(P)< -98+d=0
< d=98
(P):49x-56y+9z+98=0

5) a) Coordonnées de A' :
Ona: A'(x, ¥y %)

{Hzgn
A'e(P)

x, = 4% +1
¥, =—56a + 2
z, =% +3
49x, — 56y, +92,+98=0

soit

On trouve o = e, ce qui donne :
2809

o[ ~1927, 4610, 8589)
2809 2809 2809

b) Distance de 4 au plan (P) :
ach )=

18 2 2 2
= ———1/49" +(=56)" +9
2809J (-36)

d(4,P) = ;—iﬁ

Exercice 2

1) Caleul de p(X =0) :

(X =0) est ’événement : « le joueur
manque la cible ».

p(X=0)=1-06

p(X=0)=04
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2) Expression de p(X =1) en fonction de
getdei:
Sachant que la cible est atteinte, la
L g ; c
probabilité d’atteindre la zone 7 est —.
i i

Soit C I’événement « la cible est atteinte ».
Ona p(C)=0,6.

La probabilité d’atteindre la zone i, sachant
que la cible est atteinte, est une probabilité

conditionnelle.
. X=NnC
pC(X=1)=p(( ) C)
r(C)
Pour i € {1;2;5;10}, « (X =i)nC »est
I’événement « X =i ». Donc

p(X =i)=p(X =D)x p(C)
p(X =i)==x06
1

3) Valeur numérique de p(X =1):

Pour i e {,2;5,10},
2(C)= p(X =D p(X =2+ p(X =35)+ pX

05=06d 14t 4L
2 5 10

=10)

1=f—(10+5+2+1)=1§-"—
10 10
5
C=—
9
1
Dou: p(X =)=3
(X=2)=~
F 6
LY
PRESHTR
)
5 30

4) Calcul de I’espérance mathématique
E(X) de X:
Sachant que p(X =0)= 0,4 et que

E(X)=Y.xp(X =x),0na:
1

1 1 1
E(X) =0x0,4+1x—~+2><—+5x——+10><—-
3 6 15 .

30

E(X) =%

PROBLEME
Partie A

1) a) Démontrons que &, est une
similitude directe :
Sachant que a€ IR ,ona:

a(l+i)e C~IR, de plus %ec.
Puisque I’ écriture complexe de g, st
r=a(l+i)z+ —i— , g estune similitude
plane directe. )

Désignons respectivement par Q. ketd
son centre, son rapport et son angle.

1
0 = 31— a(i+1)
—_a+(1—a)i " —a+(-a)_

=8 3((1—-(1!)2 +a2)—gﬁ—2a+2aj
k-—-[a(l-l—i]:‘al\/a

*SiagelR

37

k=-ay2 etonprend & e

*SiaclR,
k=a2 etonprend 9:7—:-

b) Valeurs de a pour lesquelles g, estuns

rotation :
g est une rotation < k=1

g est une rotation < \al\/_Z- =1

—_—

2 2
g, gstune rofation < d="=- oua=

c) Expression de X', y' en fonction de = -
y:
Ona:

X+iy'=a(l+i)(x+)+ —;-

, ; 1
x'+iy'= (ax —ay) + r(ax +ay+ 5]

d’ou

Tchinkeyr
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B
4]

1> i

R

i

x'=a(x-y)

= a(x+y)+§

2) a) Coorddnnées_ de A4'
D’aprés 1) c)ona:

[3—8“ ——3-e"]
X =l -
6 6

Bl g +-—3—e“ !
il 6 & | 3

soit
A'(a;%(l - ae")]

b) Soit a € IR", d’aprés 2) a) et en posant
A'(x,y) ona

Y=g
ce qui donne
y= l(1 - ae“) q
= l—f 2. dol Pensemble des points
J

A", lorsque a décrit IR", est la courbe (I)

1-xe”

d’équation y =

Partie B

l

Jr(x)——|

3) a) Continuité de fen 0 :

f(x)zlfxe‘x six<0
2
f(x):lg—xe" six=0

1
0)=—
ORS
: o I4x 1
Lol i
. oo feil o 1 ]
in r=lm=e=g

>

lim £(x)=lim f(x)=f(0) d'on fest

continue en 0

Dérivabilité de fen O ;

FO=F0)_ g (1+x)e

lim
x—»0 X x—0
=lim -1-(8" = + e"‘)
x:>0 3 X
x>0 X
I (@=0
i SO0 g )=l x)e =]
x—=0 X .r«+>0
. (e" -1 ]
=lim — —e
) x—0 3 b’y
lim M =0
x—0 X
f'4(0)=0
f est donc dérivable en Oetona f'(0) =0
b) Variation de f:
D, =IR.
lunf = lim -1--1_—xe'Jr = —0
hm f =lim ——xe —00

x—»+w

On sait que f est continue et dérivable en 0.
Elle est aussi continue et dérivable sur IR’

puis sur IR, comme produit de fonctions

continues et dérivables.
Ona:;

VxelR, f'(x)=—

-X

xe

x

xe

xelR, f'(x)=—
f'(0)=0

-
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Tableau de variation de £ :

— Q0

X
J'(x) +

£ / \

c) Tracé de (C) :
* Branches infinies :
j‘(x)zlim 1+x —x:
x—-0 X x—0 IX

ﬂfl =lim _1";x.. X
x-yt0 X x—te0 IX
Donc (C) admet une branche parabolique
de direction celle de I’axe des ordonnées
au voisinage de —co puis au voisinage de
+ 00,

4) a) Aire de (D) :
A_U_Ol T (x)cbtj xu.a
Soit 1= [ /(e = l_igle-xdx

Posons u(x) = 1—_;;1 cona u'(x) _—;%

et V(x)=e™ ;on prendra v(x) =-e

ARG’
=—£”"J ]
;fﬁfll

~24e
3
ra=15x6cm’ = 9cm®
d’ot 4=3(e—2)em’

—-X

w\

Je

b) Calcul du volume v :
0 o

V(”L( 7(x)) dx]u.a

Soit
0 1 g

J= j_l(f(x))zcﬁczgfl(nzwxz} gy
Posons 7(x)=1+2x+x>,ona
rx)=2(1+x) et s'(x)=e"

—2x

on prendra s(x) = —%e

2 0
o éu (1____)] Y PRESN

~

2

a

= [ (1 x)e e

Posons #(x)=1+x ;ona #'(x)=1

-2x

et z'(x)=e™*, on prendra z(x)= —%e

-2x ¥
PO e } = [ e
iy BT

2

i 0
le _[x+1]e—2xwle—2x
L 2 4 P
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Par suite on-a :

9 2 2 4 |

Jo[ lxrrexts) :
36 )
e’ -5
36

of =

ua=15x(6)f = Sdcm®
d’on v= —2—(e2 - 5)7rcm3

Partie C

5) D’apreés ses variations, f est continue et
strictement décroissante sur/R_ en

particulier sur [0;1]. De plus f(0)= % et
7=0 dou son)=| o]

f()=x f(x)-x=0

Posons A(x)= f(x)—x Vxe [O;l]

Ona Vxe [0;1] h(x)=f'(x)-1

h (x) = _M

3
h'(x) <0 donc 4 est strictement croissante

sur[0;1]. De plus elle est continue sur cet

intervalle comme somme de fonctions
continues.

Ona h(0)=— et A(l)=—

h(0)yx h(1) < 0 donc I’équation h(x) 0
c’est-a-dire f(x)=x admet une solution
unique « dans [O;l]

6)
oy
N 3
VnelN, U, = f(U,)

a) Démontrons que Ve IN, U, €[0;5
-Ona U, =% donc U, €[0;1].

Tchinkcyr 13

- Soit ne IN . Supposons U, €[0;3].
OnaU,, = f(U,) donc U,,, « £([0;1]).
Or [0;1] <[0;1] et f est strictement
décroissante sur /R, donc

L ISHA ()

d’apres 5) f([0;1])=[0;4

dou U,,, €[0;3].

Par conséquent Yne IN, U, €[0;5

b) Démontrons que ¥, S :
Onau =f(u)=fQ)
a €[0;1] donc o < %

f étant strictement décroissante sur [0;+oof

ona f(@)2 f()
Puisque f(a) = 0N

u<a

Déduisons-en que

-2 .
lu] —ais i~ = 23,107 ;
D’aprés ce qui précede, on a
u, <o donc —a < —u,
u,—a su,—u, (a)

1
De plus #, -—af=-§—_a

ae[O;%]zOSaS%

1
:>0su0-asg

Donc u, —a 20 (b)
De(a)et(b)ona:
ju, — | uo ~u, (c)

2 B
-u=——f(@3 ————~e
g pAC) =75
Hy ~it, =0,0232 donc
u,—u, <2,5.107  (d)
De(c)et(d)ona:

3



ey — | Sy —u, 2,510

c¢) Démontrons par récurrence que
VpelNu,,,Sa<iu,, .

-D’aprés 6)b), on a:

u, <o de plus o:s% ; doit @ <u,.
Ainsiona :

Upopy S O Slhyqy. SOt pE IN

- Supposons i, g ST,

£ étant strictement décroissante sur [0 1]
ona:

ltzp)2 @2 fl,)

Soit u,,,, 20 2y,

donc flu,n)s (@)% fltzyn)

Soit w,,.; SASUy,,,

done w1y £ & Sl 12 proximité est
vraie au rang p +1, par conséquent,
VpelN, u,,,, Sa<i,,

7) a) Démontrons que
vrelol] —016< f'(x)<0

Soit x € [O%] ona:

Or —1e¥ =-0,155 d’ou
vreloi] —016< f'(x)<0

On en déduit que |7'(x)|< 0,16 Vxe[0:3].

D’aprés la propriété des inégalités des
accroissements finis, on a :

veelot] [fe)- fl@)< 0,16x — |

b) Démontrons que

vneIN' -{i}, U, -a|< (0,16, -
D’aprés 7)a) et sachant que f (¥)=a,on
a: Vxe[ot] |f(x)-a|<0l6x~af. -
Puisque YnelIN, U, € [0;%] et que
U,,=/U,),ona:

U, —a|<0,16U, - |

U, -a| <0160, —a

En multipliant membre & membre ces
inégalités et aprés simplification on a :
VnelN' -{1} [U, -a|<(0,16)' U, - |

Sachant que 0<0,16 <1
Ona lim (0,16)"[U, —a|=0

Ny +o0

donc lim (U, -a)=0 par conséquent

n—+w

(U,) converge vers & .

SUJET 26

Exercice 1

1) a) Soit P, la probabilité d’obtenir 2.
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2) P" la probabilité d’obtenir 421 avec le
déB.

3) a) A=« le dé tiré est du type A »
B = « le dé tiré est du type B »
C = « obtenir 421 »
C=(AnC)uBnC)
P(C)=p(AnC)+p(BNC)
= p(C/A)p(4)+ p(C/B)p(B)
1 2.1 2 2

AnB=¢

= e e S T
108 5 54 5 135
b)
(/)= PANC) _ pCIAp(A) 1
pC) p(C) 4
Exercice 2

a = 2(cos(—%;) +isin(— )
b) b= x/f(cos% +isin %)
c= \E(cosi‘% +isin37)

¢) "(4) =B r(0a)=r
¢ est une mesure de

(04,08)= 4rg(i) + 2kmk e 2

T
on prend & = 5

Z'=iz  z'y=izy =i(l+i)=-1+i
r(B)=C

dy I'=C(J,1)

2) a)

* 12—1i:|1+iei9 —1I—lw-ze’9|:1
=M e (T) I(1)

¥z :(1+ie"9—1+i)=i(l+e"3) ‘
9¢7z:>1+ie"5¢0:>zA_M¢0<:>A¢M
¥ 7 =(1+iei5—1—i):i(ej9—1)

B£0et@#2r =% -120=>B=M

b) Z'=iz  z=1+ie® z'=i-e

3

=iz-b
relfon G o inn
=-1-¢"

u=-1-e
©)

e T A
u_—itie” —ie?le® —~¢
¥ —1-£° e%(e%+e"%g)

L —ix2isin? @
2cosé

u a g
— = tan— = u=tan—xu
u' 2 2

d) -I-JTEIR*:.‘» BM et BM' sont
u

colinéaires et B, M et M E,lignés.

PROBLEME

% d
xe*+1 s1 x<0
f(x)=
In(x+e) x>0
1- Df:IR

2- a) Continuité et dérivabilité en 0 :
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lim f(x)=1 f(O)=1
hn}’ f(x)=1 d’oufest continue en O car

: ljirgf(X)z lim /()= £(0).

- } b .
ﬁmi&zﬂ_élo_):ﬁmﬁ_ﬂ_l
x—

x—0 x—0 X
< <
—lime” =0

x—0
-o<

fest dérivable’a gauche en 0.

lim In(x+e)—In(e) _ 1. regt dérivable a
X—r x e

droite en 0.
[ =1y (0) alors fn’est pas dérivable

en 0.

b) x> % continue et dérivable en tout
point de IR en particulier sur |- o0l
x> e* continue et dérivable sur = ;0] .
x> e’ continue et dérivable sur - ;0] .

Y1 xes +1 continue et dérivable comme
produit et somme de fonction dérivable.
x> In(x +e) continue et dérivable sur
]0;+oo[ car

x+> x+e (polynome) est continue
dérivable sur ]O;+oo[et

x+e>0Vx e]0;+oo[.

fest donc continue sur IR.

fest dérivable en tout point de IR
Voir 2-a).

1| =e'x+1
o) Y of y=e X :
x<0 x=20

3-a) lim f(x)=-

X—y—0

lim f(x)=+®°

Xyt

136

x-11
= —e'pour x<0

b @)=y
pour x>0
x+e .
X -0 0 +
Sf'(x) + olle™ +
+ 0
Fx) 1/

4- a) fest continue et strictement
croissante sur IR ; elle est une bijection de
IR sur f(IR)=1IR ; elle admet donc une
bijection

réciproque £~ définie de IR vers IR.

b)
X ) 1 + o0
(/1)) +
+ o
f—l (x) / 0 /

¢) fest continue strictement croissante

sur IR :
fUR)=IR ; O€ IR : il existe un unique

aelR , fla)=0
FE)x f(-D)<0 = acl2-1
flay=0=>f(0)=4a

azl f(a)#0
f(a)=0 ;ae‘l‘+1:0
i ]
e’ =—
a

0 (f“)'(0)=m
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FYO) =
a-l oa

a

1 a®

i‘_:l.x‘_l‘ Lesg

a

5)lim (xe%+1—x—2)zlim x(e%——l)—lz

X——©0

fim | =L 5 -
X—p—0 J_;

T S
x—3w X

e, 5
x—0 X

X——0

lim x(e% —1)—1 =0

X—r—0

Donc A:y=x+2 est asymptote oblique a
la courbeen -co.

i In(x+1) _,. (ln(x+1) y x+1J

x+1 X

X—»+c0 x X—r+0
=0

lim f(x)=+w

X

—>+e0

Branche parabolique de direction celle de
(O,]) au voisinage + o,

6- Voir la représentation graphique :

7- a)
gﬁ(}n(x +e)-x)=1

tim x(M-ljz S

X—r+30 X

b) Vx € [0;+o0], g'(x)=

=]
e

-x—-e+]
xX+e

c) g'(x)=

x+e=0=>x=-e

-x—e+l=0=>-x=e-1
—>x=1-e

Vx e o4+, £'(x)<0

X 0 4+

g'(x) -
g | e,

d) g continue et strictement
décroissante sur 0;+w0[ . g est une bijection
de ]0;+oo[surf(]0;+oo[) = ]— 00;1[-

Oe ]— oo;l[, alors il existe unique
be ]O;+oo[ tel que f(b)=0
g()xg(2)<0, be ]1;2[

e) g(1) = ln[l = l)
e

g(2)= ln(l + %] -1
g est continue et strictement décroissante
sur ]1;2[
g(K)=1e@);20)
l<g(2) et g(l)<2
d’ou g(K)cK

8)S(b) =(luax [[ £ (X))
= U:ln(e + x)d.’xju.a .

= [xln(x+ 2)f - j‘:xieaﬁr

=bIn(p+2)-b+eln(d+2)-e
S@)=(B+e)in(d+e)-1ka

S(®)=(b+e)b-1ua
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SUJET 28

Exercice 1

1- (E): 22 = (2+3i)2* +2(-1+2{)z+2=0
a) Montrons que (£) admet une solution
imaginaire pure z, & préciser :

Posons z, =i avec a € IR"
z, solution de (£) <
(ed} - (2+3i)ai) +2(~1+ 2 ad)+2=0
—’i+20% +3a% - 20 —4a +2 =0
20 —da + 2 +i(—a +3a® —2a) =0
20 ~4a +2=0
{—of +3a* -2 =0
{2(0: ~1f =0

-’ +3a’ -2 =0

D’ou z,=1i estsolution imaginaire pure
de (E).

b) Résolvons (E) :
z, =1 étant une solution de (£), par la

division euclidienne on a :

Z-2+30)2 +2(-1+2i)z+2=

(z — 1')[22 -2+ 21')2 + 21']

Ainsi (B) & (z-i)z* -(2+2i)z+2i]=0
< z—-i=0 ou zz—(2+2i)z+2i=0
z~i=0&z=i] :
Posons z* —(2+2i)z+2i=0 (1)

Soit A le discriminant :
A=(2+2iP-4x2i=8i-8i=0

A =0 donc (1) admet une racine double

549
z, = +2I:l+i d’ou I’ensemble des

solutions de (£) dans C est
Dy = {i;l +1'} :

2- A(1+1) et B(i)

a) Nature et les éléments caractéristiques
der: ‘
F a pour €criture complexe

(1 i3 o1,
2= el e e
3 3 2 2

F—ii% W +(-4f -1

7 1
1 #/3

et —2- - —2— # 1 donc r est une rotation.

Lol ol ]

/4 /3
—— estun argument ; donc — 5 est une

mesure de ’angle de la rotation r.
Soit  le point d’affixe w avec

V3o
Tahgt

w= =i
NG
-t )

Ainsi la nature de 7 est une rotation et ses
¢léments caractéristiques sont :

- Angle:—%
- Centre : B d’affixe i
b) Déterminons les affixes des points
M/AM =BM =1 :
Soit z=x+iy ; xeIR, ye IR Iaffixe du
point M.
z-z,=(-1)+i(y-1)
Z—Zy =x+i(y—l)-
2= z4|= VG -1 + (v -1)
|2~ 24| = ¥x* + (v -1y
AM=BM21<:>fz—zA|:|z-zB|=1
Ve=1F +(r=1) =¥ +(y-17
<
-1 =1
- (-1 +(y-1P=x*+(y-17
¥ +(y-1F =1

Tchinkeyr 139



1
x:—z—
1o w3
-1y =—
-1 =2
1 1
JC:—Z" x:—z-
437 ou
——l-i_.\/é- :1_£
X =g ¥ 3

D’ou les affixes des points M sont :

1 +iL————)2+9‘E l+z‘£——)2_2‘[3_

et

o) C(%ﬂa—-‘g)} . H(C)=N*

Déterminons ’affixe de N :

— _1_,__‘\/_3_' ~£+l'
Zy z 12 Z 21
_[l_,ﬁ}{h (1_\_5_}_«&
. x2 2 22

1 3

2y = +ill= -

* Une mesure de (E"E‘ “BW)
r est la rotation de centre B et (C)=N

e ——=\ — T
e mes(BC ,BN)- = + 2k,
keZ
- d’ou une mesure de (E'C',E_ﬁ) est :3£

Autre méthode :

Lo Y
Zy ~ %3 L
i 1 __ i3 -
=z 372 e
_ exi;‘ . ei(lz-g) b, e-:g
140

Un argument de 7% et~ d'ou
Zo—Zg 3
une mesure de (gé ,BN ) est -7% (ou 3% ).

3) h est ’homothétie de centre Betde.
rapport 2 et g = hor

a) Déterminons I’écriture complexe de g :
h étant ’homothétie de centre B et de
rapport 2 et r la rotation de centre Bet
d’angle de mesure ~% , alors g = hor est

la similitude de centre B, d’angle de
mesure 7 et de rapport 2.

L’écriture complexe de g est alors :
Z'=az+b avec:

a= 2[003(%’»)+i sin (:31)]
a=1- i«/g
b ;
et e z, soit b= (1-a)z,
b=i3()=-3
D’ou z'= (1 —i«fi)z — A3 est Pécriture

complexe de g.

b) Déterminons le module et un argument

z )i )
deuzg()_ avec <z #I
z=i
B2
=8B~z
ot

Soit M le point d’affixe z et M" le point
d’affixe z'= g(z). M' est donc I'image de
M par la similitude g de centre B, de
rapport 2 et d’angle ~7%4 ; donc

BM'=2BM
mes(BM BV )= =1+ 2k
keZ

g~
el
_ ]zM' - ZB|
lz.u "ZBI
:_liﬂ;f'_: 2BM "
BM  BM
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D’ot Ju|=2.
argu = arg &) !
Z =

Ly B

= mes(@,ﬁT/ﬂ)
= :g—r— + ?.kir-, ke

D’ou un argument de u est

[

c) Ecrivons #** sous forme algébrique :
u= 2(008('7”)+1' sin (—‘:.,»’f-))
u™® =22 [cos(=2)+isin ()"
=2 [cos(~ 2003 £) +isin (- 2003 2)]
= 2% [cos(=4)+ i sin (==)]

22003 _ 92003 [_” }_ + 1?}

2
2w = _22002 4 92002 i\/g

Exercice 2

J = J:T [(Zx +1)cos® 3x]d’x et
J = J:[(Qx 3 l)sinzjx]ix -.

1- Calculons 7+J :

I+J= j': [(2x +1)cos?3x + (2x +1)sin® 3 faie

= J: (2x + 1)(0082 3x + sin” 3x)cbc

:Lﬁ(2x+1)dt
'=[x2+x]f,r=n'3+7r
I+J=r+rx

2.

I-J= I: [(2x+1)00523x-(2x+ 1)sin’ 3x]dx
= L”(2x+1)(cosz3x—sin2 3x)dx

= J; 5 (2x+1)cos 6xdx
Posons u(x)=2x+1; u'(x)=2

V'(x) = cos6x; v(x)ésin 6x
I-J=2x+1)isin6x] — ["Lsin6xax

:O—[ﬁcos@ck =
I-J=0

3- Déduisons I et J:
I+J=n*+nx
I-J=0

T+

2l=7x*+x dou I=

Exercice 3
f(x)= 2+lln(x—1)
X

1) g(x)=x[1-In(x—1)]+In(x-1)
Etudions les variations de g :

* Ensemble de définition D, de g :
D, = xelR, x-1>0}

D, = i+

* Limites aux bornes de D, :

liml g(x)= lin% x[1-1n(x - 1)]+In(x— 1)
= lirr}[x ~xIn(x-1)+ In(x - 1)]
= Iin}[x ~(x=Dn(x - 1)]=1

car Iirr} (x-Dn(x~1)=lim XIn X =0

x— x—=0%
(X=x-1)
d'ou lirr} glx)=1

b
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lim g(x)=lm [x- (x- 1in (x- 1)]

X—»+0 Xyt

=lim x[1 =Dy (x- 1)]

X

x—»+0

lim g(x) ===

x—»+0

car lim x=+x

X340 X
* Dérivée :
x> x est dérivable sur D = ]1,+00[ car
dérivable sur IR comme fonction
polyndome.
x> In(x— 1) est dérivable sur D, = ]1;+00[
car x> x—1 est dérivable sur IR dong sur
]1;+oo[ comme fonction polyndme et
Vxe ]1;+oo[, x-1>0.
Alors g:x x[1 ~In(x- 1)]+1n(x— 1)]
comme somme et produit de fonctions
dérivables sur D, .
vxeD,,
-1 1

g'(x)=1-In(x—1)+xx—+—

x-1 x-1

=~m&—ﬂ
g'(x)=-ln(x-1) VxeD,

* Sens de variation de g
g'(x)=0<:>x-—1=1<:>x=2

=

x |1 2
Fic
Vx e ]1;2[, g'(x)>0
Vx e ]2;+00[, g'(x)<0
g(x)=0&x=2
D’ou g est strictement croissante sur 11;2]
et strictement décroissante sur [2400f.

* Tableau de variation :
1

X 2 3 oo

g'(x)

& 0 a
2
g(x) 1 / \_ )

L |

2- Prouvons que g(x) =0 ‘admet une
solution A unique et quel'ona

45< B <46 '
g est continue et strictement croissante sur

2] done g(s2D= }lj_rg g(x);g(z)}
=112

donc Vx 6]1;2],1 <g(x)<2

donc Vx € ]1;2], g(x)=0. Alors I’équation
g(x) =0 n’admet pas de solution dans
B2l O

g est continue et strictement décroissante
sur [2;+co[ donc g réalise un bijection de

;0] sur g((2+e0])= ]lim g(x);g(Z)]

= ]— 00;2]
oroel ;2] dong il existe un unique
pe [2;+00[ tel que g(p)=0.Donc
I’équation g(x)=0 admet une solution
unique S dans [2;+00[ (2)

De (1) et (2), I’équation g(x) =0 admet
une solution unique S
De plus
45 ; 4,61 20l
g(4,5)=012>0
g(4,6)=-0,01<0
g(4.5)2(4,5) <0
Dou 45< 8<4,6
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3- Signe de g sur D, .

D’apres les résultats précédents,
Vx e ]l;ﬂ[, g(x)>0 et
Vx e ]ﬂ,-HnL g(x)<0
g(p)=0

4- a) Relation entre f"(x) et g(x)
X5 x et x> In(x ~1) sont dérivables sur
]1;+00[ et x#0 Vxe ]1+oo[ Donc
In(x-1)

X

X = est dérivable sur Ji;+oof.

Dou f:x+> 2+—I—ln(x-l) est dérivable
&

sur D, =D, = ]1,+oo[
Vxe]l;—l-oo[,

I 1f 1
S'(x)==In(x~-1)+ -—[———J
&

Y(x-1

:_I_(x-#(l—x)ln(x-—l)J

x x(x—1)

fi(w)= )

= oo D Vxe ]1;+oo[

b) Limites aux bornes de 22
*lim £ (x) = lim 2+ L1n(x - 1)] = —0

lim 7(x) = oo

* lim f(x) =lim [2 4 (x_;ll ln(x—l)J

X—p+e0 X—p+c0 x-1

X0

lim f(x)=2

lixn x_"1:1
x4+ X
Sl QT e In X
lim BC=D X
X=p+00 X - X =400 .

¢) Tableau de variation de of :

Vx e 40|, f'(x 8

Iieel, ficx) .
X=1>0 et x* >0 donc le signe de i)
est celui de g(x).

x 1 B + o0
JS'(x) + 0 -
5
S / \
+ 0 2

5- a) Etudions les branches infinies de ©):
lin} J(x)=-o ; donc la droite d’équation
x =1 est asymptote 4 (C).
lim f(x)=2 ; donc la droite d’équation

Y =2 est asymptote 4 (C) en + .
b) Construisons (C) :

6- I= fl—“("—‘l?m; J= ﬁn(x—l)dx
2 X 2

a) Interprétation géométrique :
X f(x)-2 est continue sur [2;3] et
Vxe[2;3], Jf(x)-220
3in(x—1) 3
D Pr -2
D’ou / est I’aire, en unité d’aire, du
domaine plan délimité par (C) et les droites
d’équations respectives :
Y=2, x=2 et x=3.

F=
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b) Prouvons que %J O . 8 %J 4

Pour x e [2;3] ona:
2€xs3
lex—1<2
0<in(x-1)<In2
Et In(x-1)=0.

On a aussi :

donc
-;—Eln(x e <[ BB v < %jjln(x _1)dx

Dot Lrgrels
3 2

c) Calcul de J

J = [In(x~1)abe

Posons #(x) = In(x-1); #'(x)= f—_l

Vi(x)=1; v(x)=x

J=[elne-Df - [ e
=[xIn(x- D - .Ls[l +-5
=[xln(x-Df - [x +Injx - llli

J=2n2-1

Encadrement de [ :

Licrelye =oma-1
3 2

2In2-1 2In2-1
<7<

D’ou
3 2

SUJET 29

Exercice 1
(E):z°—8=0
1- Résolution de (£,) :
23—8=(z—-2)(22+22+4)
22 +2z+4=0
A'=1-4=-3=(3)
Z =-1-i\3; 2, B
SC={2;—1~iJ§;—1+iJ§}
2= W=g—~2
(E,): 2> —6z° +12z-16=0
u solution de (E£,)
ou'-8=0
< (z-2)-8=0
o -62°+12z-8-8=0
&P —622+12z-16=0
<> z solution de (£,)
b) Résolvons (£,) :
z solution de (E,) <> z=u+2 avec u
solution de (£,).
Siu=2alors z=4
Si u=-1+i~/3 alors z=1+if3
Siu=—1-i\3 alors z=1-i3

5, = 14145 1-i3

3_ ¥ .
a) z, =1-if3 ; 2z =1+i\3 ; 2 =—i3
b) Nature du triangle ABC

Zg—Z4 _ —21\5

Ze ™2y

Donc ABC est rectangle en A.

¢) Affixe de D pour que ABD soit
équilatéral direct
ABD équilatéral direct donc :

z A X i -z
D A - '3 —_ 13 7 o
=¢'? soit z,=¢€ (z; —2,)+ 2,4
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4 frz=l2eF w1

fiz'= (z—1+i)
2¢’
| QY 3 1 I =z
= Vp4 g By ¥
2 -2 2
Z'=az+b

la| = é— donc f est la similitude plane

directe de rapport —;— , d’angle ll%r_ et de

( 1+z)e‘ i

centre W d’affixe z, =
1-Le'¥
2

1% &

Exercice 2

1- a) Vérfions que A, B, C et D ne sont
pas coplanaires :

g - |

4B -2| ,AC|3 |, 4D|3
(-4 3 1

ABAAC =6i—2]+4k

E(A_B- A E): -8 # 0 donc les points A,

B, C, et D ne sont pas coplanaires.

VEABCD = —’AD( B A ACJuv = —é:iuv

b) Equation du plan (P)
plan médiateur de [4B]

AB vecteur normal a (P)

Donc (P): 1M AB =0 I[%j
Dot (P):x—y—-2z-11=0

2- (A)L(P) et Ce(a)

a) Représentation paramétrique de (4) :
Un vecteur directeur de (A) est :
u(1,-1-2) d’on

x=1
(A):{y=-t+1 telR
z==2t+2
b) Coordonnées de H :
He(A)
Help) =

—t—

x=1

~
It
Liee

wioo

y:—t+1
z=-2t+2
x-y—-2z-11=0

H .8_,_2.’....&
3 3 3

¢) Déduisons la distance du point Cala
droite (P) :

d(C,P)=CH = \/ (16)2
ZSI_,

3

N e K
i
]
"’]5 w|wn

3-a

VM)EE, 2MA +MB - MC =2MG
ME(A')QMAm=ZKJ_G./\m
> 2MG A (MA - MD)=0

MG ADA=0

< MG et DA colinéaires

(A") est la droite passant par G et dirigée

par le vecteur DA.

donc GE;—g;—--g—
Al Nl

G 2y.+yp—Ye
2z +25-2¢
)
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D’ou une représentation paramétrique de
(A‘) :

x=—1+3

(A):{y=3t-%2 telR

z=1—=

b) Déterminons (A) A (A) :

- 5 . i
t——a+~2— a—-‘;—
~t+1=3a-% <o =1
"21‘[‘2:—"0&’—'% a’:%

absurde

@) (@a)=¢ @

ABAAD =10i—2j+4k donc (A) et (A)
ne sont pas paralléles.  (b)

De (a) et (b) 6h déduit que (A) et (A7) ne
sont pas coplanaires.

PROBLEME
Partie A
(E) y e y'(— 4x— Z)e"‘
(E'): yn_y =1

1- Démontrons que @, est solution de £
0, (x)=e* +(2x+ 2)e™ — (x2 + Zx)e"“
=e" + (2 —~ xz)e‘”
o,"(x)=e"+2xe”" - (2 ~x? )e"’
¥ e (2+ 2x- xz)rz"E
VxIR, @,"(x)— @, (x) = (— 2—4x)e™ d’ou
¢, est solution de (E).

2- a) Démontrons que @ est solution de
(E) & ¢ — ¢, estsolution de (E")

Soit -gp une solution de (E).

(0- 0, )'=@"—@," ;onadonc:
(0-0)y-lo-0)=0"-0-(0"-0)

Ft xelR,ona:
(p-0)®-(o-@)x)=

0"() - ) = (0" (x) = o)

(or @ solution de (E))

:(—4x—2)e'xm(~4x—2je“”:0

< @~ @, solution de (£)
et donc @ solution de (E) < ¢—@,
solution de (£7) )

b) Solution de (£°) :
y'-y=0& y=Ae"+Be ™ (4,B)eIR?
et alors
(x) — 9y (x) = de* + Be™ ; (4,B)eIR?
< o(x) = Ae* +Be™ +e" + (x2 + 2x)e"‘
(4,B)e IR?

3- Déterminons @, :

p0)=1et @'(1)=0

()= (4+1e + (- B-2 )"
o'()=(4+De+(-B" =0
@ (0)=A+B+1=1

donc A+B=0 soit A=-B
(A+1)e+(4+1)e =0
<:>(A+1)(e+e"):-0

ey =1
A=-1et B=1
@ (x):(x1+2x+1)e"x

0,(x)=(x+1) e

Partie B

g(x)= (x + 1)23" .

4-a) D, =IR ; g est dérivable sur IR et
vxelR, g'(x)= (1 —~ xz)e"‘

Vx e ]— oo;—2[u]1;+oo[ , g'(x)<0 alors g
est décroissante sur chacun des intervalles
- 0:-2] et ]1+<>0[ et g est croissante sur

-

b) lim g(x)= -+

lim (x + 1) = -+
car G-

lime™ =+
lim g(x) =0 '

car limxe™™ =0 et 1'1rn(1+‘;)2 =l
; 4w +®
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(1)

c) Etudions les branches infinies de (C) :
lim g(x) = 0 donc (C) a la droite

d’équation y =0 comme asymptote
horizontale en +

B lim(1+.L) xe™ = —c0 donc la
X —0

courbe (C) a une branche parabolique de

direction celle de ’axe des ordonnées au

voisinage de — .

lim
—0

x - -1 1 + o0
g'kx) - 0+ 0 -
+00 4
g(x) /
0 0

5- a) Démontrons que g(x)=2

* g est continue et strictement décroissante
sur ]— oo;—l] donc g réalise une bijection de
]— 00;—1] sur [0;+00[.

Comme 2 € [0;+o0[, alors I’équation
£(x) =2 admet une solution unique

ae ]— oo;—-l].

* Le maximum de g sur |- 1;4o0] est . or
e

4
S ' 4

e

donc ’équation g(x)=2 n’apasde
solution dans |- L;+o0[ .

De plus g(-2) =€’
g(-2-1)=[;¢’]

e [0; e2]

[-2-1]c }ooj-1]

don e [— 2;—1]

soit —2<a<-1

b) Démontrons que a vérifie :
a=1-+2e% :

a € }-oo;~1] donc @ <~-1 soit @ +1<0
gl@)=2e(@+1fe*=2

< (@ +1) =2¢°

o a+l=—2e" =—2¢f

o a=-1-2¢f

don  a=-1-+2éf

Partie C
k=[2-1]; fx)=-1-2¢

6- a) Sens de variation de fsur K :
f'(x)= —iz_%e% donc f est décroissante sur

[- 2;~1] alors

vxe[-2-1] f(-D< /()< f(-2)

o Vxel-2-1],
—ml—ﬁe”l’sf(x)s—l——ﬁe’l
~1-42e7=-1- 2, —i—<1,@<l

—JE>-1don
2

TR (W, SO Y TR ), <. )|
e

d’o0 VxeK,ona -253 f(x)<-1
soit Vxe K, f(x)eK
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¢) Démontrons que Vx € K,

1
"(xX) L —
|/'(x) &
3 4
¢ e
2
\?’xe}'(,—-lsfs—l =1
2 2
VxeK,e'ISe%S_e‘llc;h
__J_:e—%s_ﬂe;—g___z_e—l
2 =2 2

o Vxek,

; 8 -1 1
f(x)ls—z—e ———Ex:f—;—

vreKk, [f'(x)lsJ—}z_;-

1
Dou Vxe K, |[f'(x)s——
@l 7
* fest continue et dérivable sur K et
1
vrxek, |f'(x)|€——, aeK ;donc
s @

d’aprés la propriété des inégalités des
accroissements finis ,ona:

vxek, |f(x)—f(o:)[§—~\/12-—.;—lx—a| or

-1—<-§— et fla)=a

J2e

Fou vxeK, [7()-al< 2}

2
3
[)TO :—E
Un+1 :f(Un)
a) Démontrons que Vne IN,ona:
Um—a]S%Un—-al :

- U,eK ;siU,ek ,alors
fU,)=U,. K

Donc Ve IN, U, €K
D’aprés 6-c) ona:

VnelN, V(Un)—a‘ﬁ-}iUn—al
soit U, ., —a\Sé—Un —a|
148

1
U, el <5

U,.,—a

n—

Un_lwalié

1
U, - a|< ElUO —q

U, —a|< @)U, -«
orU, = _% etae [— 2;~—l] donc

1
2n+1

d’ot VrelIN, [U, —a|<

U, -l

1
2n+1

b) VnelN,

1
|U" i al s 2n+l

im S =0

dou limU,=a etalorslasuite (U,) est

convergente et converge vers « .

SUJET 30

Exercice 1

1- y42y=0c y=4e"", AelR
Soit h la solution qui prend la valeur 1
en 0.

h(x) = Ae”™
ho)y=1 = =1

hox h(x)=¢e >

2-a) g(0)=In2
b) Wx e IR, f'(x) =e*(g'(x) +28(x))

Exercice 2
1. ABAAC = 6i-3] + %

ABAAC # O : A, B et C sont non alignés
donc déterminent un plan (F).
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(P):6x-3y+9z-27=0

soit (P):2x—-y+3z+9=0

2- Représentation paramétrique de (A) :
x=4t+7

(AR y=-2t-1« (€ IR)
z= Bl +12

3- a) Justifions que D e (A) :
Xp=1_yp+l_2zp =12 -]

4 ~2 6 2
donc De(4).

b) Un vecteur directeur de (A) est
{;(4;—2;6)
(4B A AC)=34
(4B AAC)= 0
d’ou (A) et (P) sont sécants.

¢) Déterminons (A)~(P) :
(@) P)={4]

d) De(A) et D# A donc D ¢ (P) par
conséquent d(D,(P))#0

4- a)
ABAAC =2 4D T—
2%" wou (4B,4C, 4D)
ABAC=0

constitue une base orthogonale.

b) Coordonnées de O dans

(4.4B,4C. D)
A0 = xAB +yAC +2zAD
__A0AB _4
AB* 3
), A04C __11
AC? 42
,_A0AD __9
AD? 28

.

oft212)
3 42 28

Exercice 3
1- u(x)=x+1+e™
a) Variations de u :

D, =IR

* hmu =lim e (xe’c +ée* +1)= 00

X—y—®

*hmu—hm (x+l+e‘x)=+oo

*VxelR u'(x)=1-¢€"
u'(x)=0x=0
u(x)>0 x>0

u'(x)<0e<=x<0

Tableau de variation :

—w 0 + o0
u'(x) s ( +
+°°_ + 0
u() \ /
2

b) Signe de u sur IR :
Vx e IR, u(x)=2

donc Vx e IR, u(x)>0
2- f()=Inlx+1+e7)

a) Justifions que f est définie sur /R :
f(x)=In [u(x)] et Vx e IR, u(x)>0 d’ou
fest définie sur /R,

b) lim f = +eo

lim f =0
c) Variations de f:

VxelR, f'(x)= ')
A u(x)
f'(x)=0 < x=0
f'(x)>0 < x>0
fl(x)<0 < x<0

Tableau de variation :

—w® 0 + o0

X
e . -

w N
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d)
vxelR, f(x)=In [e"‘ (xe" Y 1)]
i % 111(xeI +e" + l)

lim [f(x) +'x] =0 e

d’ou (C) admet une asymptote oblique (A)
d’équation y =-xen-o

Position de (C) par rapport a (4) :
f(x)+x= ln(z;:e’t +e” +1)

X - -1 + o

f)+x - 0 + ]

Dans ]— oo;l[, (C) est en dessous de (A)
Dans ]—- 1;+00[, (C) est au-dessus de (A)
Au point d’abscisse -1, (C) et (A) se
coupent.

e) Tracé de (C) et (A) :

i , Inll+L+<

lim M=hm 1nx+ n( x X )=0
ARSI o x—+w0 X X

(C) admet une branche parabolique de
direction celle de I’axe des abscisses en

+ 0.
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SUJET 31

e

Exercice 1

1- a) Résolvons dans C I’équation :
(z—fZ)(z2 —'22+2)= 0

On trouve : '

=2 ;z,=1+i; z,=1~i

b) Ecrivons- z, sous forme
exponentielle :

4= \/Ee_i% -

c) Déduisons +/2 + z, sous forme
exponentielle :

242z, = (2\/5 cos %}f"’g
Déduisons la valeur exacte de cos
\5+22 = (1+J5)—1

N2+z2,= [2\5 cos%)e"’ %

On en déduit que :

2J§cos2—§-=1+\/§

7
g

V4
comme cos—S— >0,ona:

2- a) Ecrivons sous forme exponentielle les
nombres complexes :
a—c -z d iz

=& —=g
b—c b

3

b) Déduisons la nature du quadrilatére
OACB :
a-c
b-c
isocele et rectangle en C(a justifier).
a-0
b-0
isocéle et rectangle en O.
De plus 04 = AC.
I1 en résulte que le quadniatere OACB est
un carre.

=e™% doule triangle ABC est

=¢'* d’ou le triangle OAB est

c) Déterminons une équation cartésienne
du cercle circonscrit au quadrilatére

QACB :
Le cercle circonscrit au quadrilatére OACB

est le cercle (C) de centre Q(1,0) et de
rayon r =1.

©):(x-1F +y* =1
Exercice 2

u, =0

u,., :%un+\/§n—1+2x/§ VnelN

)t =an+b, (a,b)elR?
Déterminons a et b de fagon que (7))
vérifie la relation (R) :

(¢,) vérifie (M) équivaut successivement
a:

t+l=-;—tn+n«/-2-—1+2«/§

an+(a+b)= ( +\/_) +-—1+2J—
1

a:5a+\/_2—

a+b:§—1+2«/§

a=2J2 et b=-2

2- t,=2ny2-2

a) Démontrons que (#,) est une suite
arithmétique :
Lo —L, = 2+/2 . Par suite la suite (z,) est
une suite arithmétique.

b) On posev, =u, —1,.
Démontrons que (v,) _est une suite

géométrique :

vn+1 = un+l —t
- _l
= 211” 22‘,,
_ 1 _1
n E(un _tn)_nz_vn
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Par suite, la suite (v,) est une suite

2 -l ; 1
geométrique de raison ¢ = s

c) Exprimons u, en fonction de »

Vo =y —1,==2 -

V, =V, xq" = —2(%)"
On sait que v, =u, —7 .

Donc u, =v, +1¢ - d’ou

u, = —2(%)‘ +2nf2-2

3-a) Calculons T, et ¥, en fonction de # :

L= (%HJ(% +1,)=(n+ 1)(\/5:4 = 2)
Y =Ys %L =-afi- )]

b) Déduisons U, en fonction de # :

A AR W

PROBLEME

2

u:xu(x)= o
+1

1- a) Précisons ’ensemble de définition D
deu:
D=IR-{-1}

b) Déterminons les nombres réels a, b et
o
ctels que Vxe D, u(x):ax+b+———1 ¢
X+

Ontrouve a=1, b=-1, c=1

2- Etudions les branche infinies de (I') :
lim [u(x)—(x-1)]=0

X—p=—00

lim fu(x)-(x-1)]=0

d’ou la droite d’équation y =x—1 est
asymptote a (I).
lim u(x)=-c0 ; lim u(x) =+

x——] x—-1
< >

La droite d’équation x =—1 est asymptote
a ().

3)f:fo(x)=fx—1]+—l—
x+]

a) Btudions la dérivabilité de fen +1 :

. La fonction f est
L ¥ | 4

dérivable a gauche en 1.

lim J=70) ] . La fonction fest
2l ] <

dérivable a droite en 1.
Vu que :f ® 3— on en déduit que fn’est

pas dérivable en 1.

b) Donnons une interprétation
géométrique du résultat obtenu :
(C) admet en son point d’abscisse 1 une

demi-tangente & gauche (7,) etune demi-

tangente a droite (7)) de coefficients

g =)
respectifs — et — .
4 4

c) Définissons les demi-tangentes a (C) :
- La demi-tangente (7,) est définie par :
x<1
5 7

=—Zx+—
4 4 4

- La demi-tangente (7)) est définie par :
x21
- -
= 3
d) Calculons f'(x) pour
xe ]—— oo;-l[u]— 1;1[ et pour x € }1,+00[
* Sixel w;-1[u}-11],
1
' e . B
/1) (1 + x)2

1

@+xy

* Sixeli+oof, flx)=1-
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4- Etudions le sens de variation de fet
dressons le tableau de variation de f':

Vxe ]— oo;—l[u ]— 1;1[, Sf'(x)<0 et
Vxe ]l;+oo[, f'(x)>0.

La fonction f est strictement croissante sur
[1;+oo[.

La fonction f est strictement décroissante
sur chacun des intervalles ]— oo;—l[ et

]— 1;1] .

lim f(x)=lim f(x)=+o0

X—p+00

lim f(x)=- lim £(x) =+
X {—c0 -1 1 + o0
S5 * o
+ o + + 0
f(x) \ \ /
1 b

5- Ecrivons une équation cartésienne de la
tangente (7)) & (C) en son point d’abscisse
3

s b

"R
Démontrons que les droites d’équations
y=x-1_et y=-x+1_sont asymptotes a
©):
- lim [f(x) - (— x+ 1)] =0 d’ou la droite

X——0

d’équation y =—x+1 est asymptote a (C).
- lim [f(x)-(x-1)]=0 d’ot la droite

X—>+0

d’équation y =x—1 est asymptote a (C).
6- Courbe (voir figure) :

7- Calculons ’aire du domaine plan

" délimité par la courbe (C) et les droites
d*équation p=x-1; x=2 et x =3,
En unité d’aire cette aire est :

A= [T G-

0 ik I

2 x+1

A=[In(x+1)f =In(2)

8-
g: ]1;+00[ 5 IR
x> g(x) =In(f(x))
a) Etudions le sens de variation de.g :
La fonction g est dérivable sur ]l,ﬂo[

Yx e ]l;+oo[, g'(x)= j;(%)"
Vx e ]1;+oo[, g'(x)>0

La fonction g est strictement croissante sur

Jiseo].

b) Calculons les limites suivantes :
lirrg g(x)=-In2

lim g(x)=+4o0

X—y+0

¢) Démontrons que I’équation
g(x) =y, admet une solution unique
x, dans IR, :
La fonction g est continue et strictement
croissante sur [L;+ao| et
g(]1;+ooD =]in 2;+00[.
y,€in 2;+o0[ donc y, aun antécédent
unique par g ; par suite I’équation _
g(x) =y, admet une solution unique X,
dans IR, .

d) Calculons lim &) et déduisons

xa+0 X .

une interprétation géométrique :
o 80 o ()

xo+0 X x40 X
_pm BU®) ()
—:lcl_lf:m f(x) x
=0

Ainsi la courbe (C') de g admet en +
une branche parabolique de direction celle
de ’axe (o,f).
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SUJET 32

Exercice 1

1- a) Déterminons en fonction der et 4, le

zZ +i
module et un argument de -
Z, +1
2, +i
1=lr|=-r et
Zy +i :

arg % 11 :'19+—7£+2k;r,kez
2

4 +i

b) Déduisons sous forme

Zy +i
trigonométrique :

< L= wr[cos@ + E)+ isin (49 + —75)]
z, +i 2 2

2- Déterminons & pour que les points 4,

M, et M, soient alignés

A, M et M, sont alignés si et seulement si -
Z, +1i

a8 D
Z, +i
sm9+~’21):0
YL o
D e He[w%;%] 6= 5 ou 5

3- a) Déterminons & pour que AMM, soit
rectangle en A :
AM\M, est rectangle en A si et seulement

A R (m
2, +1i

si

o cos(t9+§)=0
Wy | z,2] =0=0
96 5,5 )
b) i~ Vérifions que z, +i=-(z, +1)
g

AM M, est rectangle en A donc d’aprés
3-a), =0 alorsona ;

2, 4 o ;
L= —r(cosg— +isin g_): ~ir
z, +1 2 2

Par suite z, +;' = i'(z, +i).
r

ii- Déduisons que M, est I’'image de M,
par une similitude plane directe :

5 |

. Ee N
z,+i=—(z+i) & 2z, =~z —i -~
¥ r r

Cette €galité est sous la forme z, = az, + &
. * 1 %
ovaeC’,beC or lal=——- donc M, est
r
I’image de M par la similitude plane

directe de rapport k = —l, d’angle
¥
4 .
f= 1 et de centre A(—i).

Exercice 2

1- a) Vérifions que les points 4 et B
appartiennent a (Q) :

(Q) est le plan de repére R = (A; e e_;) ou
e(1L1,0) et e,(111) donc Ae(Q).

n= e A e_;(l,— 1,0) est un vecteur normal au

plan (Q) ; par conséquent une équation
cartésienne du plan (Q) est x— y+1=0.

Xz —yp+1=0-1+1=0 donc Be(Q).

b) Démontrons que (P) et (Q) sont
perpendiculaires :

: 1—17(1,1,1) est un vecteur normal au plan (P).

nn' =1x1+(~1)x1+1x0=0 donc
P)L(Q).

c) Déterminons un repére de (A) :
Soit M(x,y,z) un point de I"espace.
Me(P)m(Q)@{x_y.H:O

X+ gptzr-=] =0
Xi=f=1]
Lap =t (€ IR)
z==2f+2

Uﬁ repere de la droite (A) est (I ;e_;) ou
1(-1,0,2) et e,(1,1,-2).

2- a) Démontrons que (D) est paralléle a

®)eta(Q):

na =1x1+(-1)x1+0x(~2) =0 donc
D)/ (P)
ﬁ.z?zlxl+1xl+1x(—2):0 donc

DYIQ).
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¢) Btudions les branches infinies de la

b) Calculons d(4, (D)) :
“ZE /\ﬂ“ e courbe (C,) :
d(A,(D))::- \H\ , AC Au(Z,O,l) lim f,(x)=0 donc I’axe des abscisses est
1 X0
asymptote a (C,) au voisinage de —®-

donc d(4, (D))= _‘_/__?— ul }1_r}r_17 £, (x)=+® donc la droite d’ équation
x = -2 estune asymptote & C Y.

¢) Calculons le volume v du tétraedre
T LX) = et

ABIC: s
: 1= ~= . S AR X—steo
o L7 (B A 4C), ABAAC(-22- 1. x
% 2 3 I) n
6\ 4 ) lim iﬂg-)-::lim :f-—t—zs—x}——e—;—=+oo
et Al (0,0,1) donc v=—uv ' 1 e R
6 donc (C ) admet une branche parabolique
3- Déterminons Po - de dirggtion celle de 1axe des ordonnees
Soit Q Punivers assoCié & cette épreuve. au voisinage de + -
On a cardQ)= A2 =120. 7- Etudions le sens Je variation de f,
A w2t 1 f, est dérivable en tout point de Detona
= soit Po=7 ;
120 120 5 : 2x: +Tx+6+0R -
vxeD, [,/ *)= X e
PROBLEME e,
ks e Le signe de [, (x) est celui de
Partie A a2t +Tx+6+1 car VxeD,
1- a) Déterminons D n(x I 2)1 <0
D:{erRlx+?.:t0} g
=} w-2jut | e" >0
b) Etudions les limites de f aux bornes flx)=0= ox} +7x+6+N= 0
e e A=i-Sn=>Axl ot nelN
; lim 22Xt -9 (nzl)donc vx € IR, 2x* +Tx+6+n>0
}Ef_lwﬂ.(x) =0 car x—_) i+ 4 par conséquent £.(x) >0, vxe D ;par
}E’E‘me" 5 suite la f, est strictement croissante sur
i 2548 o chacun des intervalles 1 w;-2| et
fim f,(x)=+® o s X+2 & 2;90].
X0 " i .
linpg? =40 3. Dressons le tableau de variation de f,

X0
-2

lim f,(x)=+° ca

X2

1im(x+2):0 etx+2<0

x—y=2
<

lim f(x)y=g0 &

>. ' . ‘termi 1 onnées des

fim (Zx +3) ) 4 .a) Dez:‘ermmons es coordonne de
points d intersections de (C,) avec les

x—»—2
}}_Tf—lo(x +2)=0 etx+2>0 axes des coordonnées :
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