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Exercices d’entrainement

Prof : Abdoulaye Drissa Dembélé (ADD) | Classe : TSE | 2024 - 2025
Fonctions logarithmes ef exponentielles de Neper
John Napier (1550 ; 1617) est un mathématicien écossais

Exercice 1
. Simplifie les expressions suivantes
2
A= In(3—\/§)+ln(3+\/§) ; B=3In2+In5-2In3; C=Ine’— Ing
D=1In2+/2 +In 22 —Ini ; E = =2 Ine®+1Inve —In(lne) +41n (ﬁ)
\/E ’ 2 2

—_ ,ln3 —In2 ling —Int
G =c¢e —e + ez —2e 4

. Détermine le domaine de définition des fonctions suivantes

x—3
f(x) =Inx3; g(x) =Inx*; h(x) =In|x|; P(x)=ln|1_x2

k(x) =xIn (1 +§>

. Résous dans R les équations et inéquations suivantes :

a)21nx=1n2+1n(2+x/§)+ln<2+ f2+\/§>+ln<2— /2+\/§>;

1 1
b)In(x? —4x+5) =0; ¢) §ln(x—3)+§ln(x—1) =In2;
d) In(2x —3)+2In(x+ 1) =In(6x — 3); e) ln(x—1)+ln(§)=0
1 1
H §ln|x—3| +§ln|x—1| =In2; g)In(sinx) + In(tanx) = In(cosx);

h)In(4—2x) < 0;. i) In(x+2)<In(x>—4);j) In(x+2)+In(x+4) <In(x+8)
k) Inx+In(3=x)=1In2; ) Inv2x — =ln(6—x)—%lnx; m) (Inx)? —6lnx + 5 = 0.

. RésousdansR:

a) 3e2¥F1 4 e¥tl = gltIn2, ) 3%+ 4 \fe3x+1 _ 6 = 0; () 322 +26.3* —3 = 0.
d)4™>*=3 ;e)3*>6 ;. f)27¥>3 ; g) 37¥ <3
Exercice 2

A. Soitle polynéme P(x) = 2x3 + 3x? — 8x + 3.

1) Vérifie que P(x) = (x — 1)(2x — 1)(x + 3).

2) Résous dans R I'équation P(x) = 0.

3) Déduis en les solutions des équations suivantes :
a) In2x —In3 =In(1 + x2) — In(4 — x?)

b) 2(Inx)® +3(nx)? —8Ilnx + 3 = 0.

c) 2e3*+3e* —8e*+3 =0.

M. ADD « %Wyw/%nm/dddayw/bwm/» Page 1



%ee@ Dsblie de Neamaboro Réalis¢ par : Abdoulaye Drissa DEMBELE,
(L. Niama) abdouldem25@gmail.com
76 34 32 34 / 66 34 32 34
B. Soit P la fonction polyndéme définie par : P(x) = 2x3 + x? — 5x + 2
1) Calcule P(1). Détermine les réels a, b et c tels que P(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢).

2) Résous dans IR : a)P(x)=0 b) P(x) <O0.

3) En déduis la résolution dans IR des équations ou inéquations :

a)2(Inx)?+Inx = 5111:;_2 d) 2 (logz x)® + (logz x)? = 5logz x +2 =10
b) 2[(Inx)3 + 1] < 5lnx — (Inx)? e)2e** +e* —5+2e* =

A)ln(x+3)+In(2x? —5x+2)=In(4—8x) N2X73*4+7* -5x7*+2=0
Exercice 3
Résous dans R? les systémes d’équations suivantes :
@ {21nx—31ny=9_ ){ x+y=15 ){ x*+y?=29 ){(lnx)(lny)=—10

Inx+5lny =-2" Inx+Iny=In36" Inx4Iny=1In10" Inx+Iny =3
e*ty =3 2e¥+3e¥ =5 4%, (\/E)y = 22x+1
d){ex+e3’=4' e){ex—ey=—7 ' g){ 2% gy —qy-1
{ex+1n2 — eytin3 —q ) { Xy = e?
eXxtn3 _ oy+In2 _ 4 3log, y + 3logy x = —10°

Exercice 4
A. Calcule la dérive de chacune des fonctions suivantes

5 , 3 s ex ex+2
- . - . — p1-3x, = 4 =
f(x) =In(x° +5x°); g(x) =In <x2 e 1>, h(x) =e ; p(x) N q(x) YT
B. Trouve une primitive de chacune des fonctions suivantes
Vx
2 e
FO) =575 900 =15 M0 = e PG =xe™*; q(0) = —=

C. Calculer les intégrales suivantes :

In10 1 2 1 1 In6 eX
I, =f e*(e* —3)dx; I, =f e?*ldx; I3 =f —exdx; I, =f dx;
In3 0 1 X2 2 €*+2
1

2 e4-

I_felnxd I_f“’1+lnxd I—fe 1 d'I—f p
ST s x x,7—1 x x,g—e x(In x)2 x'g_elenxx

D. Calculeral’aide delatechnique d’'intégration par parties les intégrales suivantes :

e 0 2e 1
sz Inxdx; J =f In(x + 2)dx; K =f xInx?dx; L =f (x + 2)e*dx;
1 -1 e 0

Exercice 5
. . e s __ 2x+5
I.  Soitla fonction f‘définie par: f(x) = TREE
A . 1. - % ,_b
1) Trouverlesréels a et btelsque: Vx # —1;f(x) = —t 7

2) En déduire lavaleurde ] = f03f(x)dx.
IL  Soit I, = [ x™ e *dx.

1) Calculer I,.
2) Vne N, en utilisant une intégration par parties, trouver I,,,; en fonction de I,,.

3) Endéduire I, I,, I3 puis I,.
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Exercice 6

—x 1
Soit ¢ la fonction définie sur [O %] par ¢(x) = iTx et [ = foz o(x)dx
1) Etudie les variations de ¢ puis détermine I'image par ¢ de I'intervalle [O ,%]

. . ) 1 .
2) a) Détermine les nombres réels a et b tels que pour tout x de [O ;5] on ait:
2

—=a+x+ .
1—x 1—x

1 1
b) Déduis enquel = [2(1 +x)e ™ dx + [2x* p(x) dx

1
¢) Calcule au moyen d’une intégration par parties le réel | = fg(l + x) e " dx.

1
12+/e’
e) Déduis en une valeur décimale approchée de I.

1
d) Démontre que : i < [fx*e(x)dx <

Probleme 01

A) On considére la fonction g définie par g(x) =1 —x% —Inx.
1) Etudier les variations de g.
2) Calculer g(1) et en déduire le signe de g(x).

In x

B) On consideére la fonction f définie par f(x) = —x+ 3 + —

1) Etudier les variations def.

2) Démontrer que la courbe (Cf) admet la droite (A) d’équation y = —x + 3
comme asymptote oblique. Etudier la position de'(Cf) par rapporta (4).

3) Déterminer les coordonnées du point A de (Cf) ou la tangente (T) a (Cf)est
parallele a (A). Donner une équation de cette tangente.

4) Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique @ € |0; 1]; puis une
solution unique 5 € [3; 4]. Donner un encadrement de chacune des solutions a 0,1
pres.

5) Tracer (Cf)et (A) dans un repére orthonormé d’unité 1 cm.

6) Déterminer l'aire A de la région du plan limitée par (Cf); la droite (A) et les droites
d’équationsx = letx = 3.

Probléme 02
1) On considere la fonction numérique g définie par g(x) = 1 + x? - 2x%Inx
1. Dresser le tableau de variation de g.
2. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que
1,89 <a<1,90.
3. Déduire de ce qui précede le signe de g(x).

In x
XZ

2) On considere la fonction numérique f définie sur Jo, +oo[ par f(x) = et soit (C)

sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0,1, j) d'unité graphique (2 cm).

a) Dresser le tableau de variation de f.
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b) Vérifier que f(a) = En déduire un encadrement de f(a) d'amplitude 2.10-3.

7
(24

c) Tracer (C) dans le repére.

Probléme 03
In|x|

On considere la fonction numérique f définie par f(x) = —x + e + Tx et soit (C) sa courbe

représentative dans le repére orthogonal (0,1, J) d'unité graphique 2 cm.
A. On consideére la fonction numérique g définie par g(x) = 1 — x2 - In|x|
1. Dresser le tableau de variation de g.
2. Calcule g(1) et g(—1). Déduis-en le signe de g(x) sur Dy.
B. Etudede f:

1. Dresser le tableau de variation de f.

2. Montre que la droite (D) d’équation y = —x + e‘est asymptote a (C) puis étudie la
position relative de (C) par rapport a (D). On précisera les points d’intersection de
(C) et (D).

3. Trace (C) dans le repére.

4. Détermine l'aire 4, en cm? de la régiondu plan limitée par (C); 'axe des abscisses et les
droites d’équations x = 1 et x = 2.

Probléme 04
A. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 1 + (x + 3)e”
1) Dresser le tableau de variation de g (le calcule des limites n’est pas demandé)
2) Préciser 'extremum de g sur R.
3) En déduire le signe de g sur R.
B. On considére la fonction f définie sur R par f(x)=x—1+ (x+ 2)e*.
On désigne par (¢s) sa courbe représentative dans un repere orthonorme.
1) Etudier la limite de f en —oo et en + oo.
2) a) Montrer que la droite (D) d’équation y = x — 1 est asymptote a la courbe (cy).
b) Etudier la position de (¢s) par rapport (D).
3) a) Montrer que f'(x) ale méme signe que g(x).
b) Dresser le tableau de variation de f.
4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a Dans 'intervalle [—1; 0].
justifier que —0,29 < a < —0,28.

5)
a) Montrer que f admet une réciproque. On notera f ! cette réciproque.
—1N\7 — a+2
b) Montrer que (f~)'(0) = et

6) Tracer la courbe (¢f) etla droite (D) dans le repeére.

7) On désigne par A, I'aire de la partie du plan limitée par(cf), la droite (D) et les droites
d’équationsx =m etx = 0 avec m < 0.
a) Calculer 4,, .
b) Calculer la limite de 4,,, lorsque m tend vers —co.
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Probléme 05
PARTIE A
Soit f la fonction de la variable réelle x définie par :
X
_ _ x
f(x) = 1 In(e* + 1)

1°) a) Etudie les variations de f .
b) Montre que lirP [f(x) —1+x]
X—+ 00

Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f ? Tracer cette courbe.
(Unité: 2cm) .
¢) Montre que f réalise une bijection de | — o0 ; + o[ sur] —©0; 0 [.

2°) Soit g la fonction de la variable réelle x définie par: g(x) = e * In(e* + 1).

a) Démontre que g est dérivable sur R.

b) Montre que quel que soit le réel x, g'(x) = e ™ f(x).

¢) Montre que XETOO glx) et xl_i)r_noo glx) =1.

d) Etudie les variations de g et trace sa courbe représentative dans le repére précédent.
1 e™*

eX+1 e *+1

3°) a) Montre que

b) A toutréel A, on associeleréelI(1) = J.: g (X)dx . Justifie I'existence de I( 1 ).

Calcule I( A ) al’aide d’'uneintégration par parties.
¢) Calcule Alirp I1(A).

PARTIE B
1°) Montre que g est une bijection de R sur un intervalle ] a préciser.
2°) a) Calculer g(0).
b) Montre que g~! est dérivable en In2 .
c¢) Détermine I'équation de la tangente a (Cg—l ) au point d’abscisse In2 .

Probléme 06
On considére les foncions numériques f,, de la variable réelle x définie par f,,(x) = e*! —mx ou
m est un parametre réel. On désigne par (C,,) la courbe représentative de f,, dans un repere
orthonormé (0;7;J) (unité 2cm).
1) Montrer que toutes-les courbes (C,,) passent par un point fixe A dont on
déterminera les coordonnées.
2) Montrer que la droite A, d’équation : y = —mx est une asymptote a la courbe (C,,) et
déterminer la position de cette droite par rapport a (C,,).
3) Etudier la fonction f et tracer avec soin la courbe (€) dans le repere.
4) Soit g, la restriction de f; a [1; +oo[. Montrer que g; admet une réciproque (g,)1.
Représenter la courbe (€;") de (g,)~1.
5) Calculer en cm? l'aire A(a) de la portion du plan limitée par (C,), ladroite A;:y = —x, et
les droites d’équations respectives: x =1 et x = a, (ax < 1).

Probleme 07
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Pour un entier n strictement positif, on note f, la fonction numérique de la variable réelle x
P _e*
définie sur IR — {—1} par: f,(x) = D"

le plan muni d'un repére orthonormé (0;7;J) (unité graphique : 2 cm).

et on note (C,,) la courbe représentative de f,, dans

1) Détermine la dérivée f,’ de f,, et donne I'expression de f," en fonction de f,,,; et f,
2) Etudie les variations de f,, , et ses limites éventuelles en —oo; —1; +o00. On distinguera les
cas n pair et n impair.

3) Montre que toutes les courbes (C,) passent par un méme point que I'on déterminera.

In

4) Détermine lim %x) Trace, sur deux figures distinctes, les courbes (C;) et (C,).

X—+00

Probléme 08

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) = — g +In |x7_1

1) Détermine I'ensemble de définition de f.

2) Etudie les variations de f.

3) Soit (C) la courbe représentative de f d'un repére orthonormé (0;7;j) (unité : 2 cm)

Montre que (C) admet une asymptote oblique dont on précisera I'’équation puis/précise la
position de (C) par rapport a 'asymptote oblique.

4) Montre que le point I(%; - i) est centre de symétrie pour(C).

5) Donne une équation de la tangenteen I a (€).
6) Construis (C).

Probleme 09 : Bac TSE 2001
Soit la fonction f:R — R

x+— e?* —2e*
1. Vérifier que le tableau de variation de f est bien le suivant :

X | — e 0 In2 + e
£) - 0 + +
0 + ox
£ ()
0
-1

2. Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse - In2.
3. Soit gla fonction de R vers R définie par: g(x) = f(x) + % (x+1n2)+ %

a. Déterminer g‘(x) et g”(x) pour tout réel x.

b. Dusigne de g “(x), déduire celui de g * (x) puis celui de g(x).

c. Etudier la position de (C) par rapporta ( T).
4. Tracer (T) et (C) dans le plan rapporté a un repere orthonormal d'unité graphique 1 cm.

B
Pour tout entier naturel n, on note f,, la fonction de R vers R définie par :
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X
falx) = (xf——l)" et (C,) la courbe représentative. Prouver que toutes courbes (C,)

passent par un méme point fixe A dont on déterminera les coordonnées.
C
On consideére la fonction numérique h de la variable réelle x définie par:
1
e—1 efmx - e—1
On désigne par (H) la représentation graphique de h dans le plan rapporté a un repere
orthonormal (0,i, j) d'unité graphique 2 cm.
1. a) Calculer h (0); h (1),h (2)
b) Dresser le tableau de variation de h
¢) Prouver que la courbe (H) admet une asymptote dont on précisera I'équation.
d) Utiliser les variations de h pour déterminer le signe de h(x) selon les valeurs de x.
2. Tracer la courbe (H).

3. On considere la fonction numérique ¢ de la variable réelle x définie par:
p(x) ety o——
2 e—1
On note (I') sa courbe représentative de ¢ dans le repére précédent.
a. Etudier le sens de variation de ¢ en précisant ses limites aux bornes de l'intervalle de

définition.

h(x) =

Prouver que la courbe (I') admet une asymptote que I'on précisera.
Etudier les positions relatives des courbes (H) et (T').

Tracer la courbe (I') sur le méme graphique que la courbe (H).

a) Etablir que, pour tout réel x : @(x) = f;ﬂ h(t) dt

b) Donner une interprétation géométrique de¢ (0).

> pog

Probleme 10 :Bac TSE 2003 Mali .............ces.....(10 points)

[-/ Pour tout réel k strictement positif, on considere la fonction f; définie sur [0 ; +oo[ par :
fit(x) = In(e* + kx) — x.Soit (Cy) 1a courbe représentant les variations de f; dans le plan muni
d’un repere orthogonal, d’unités ( 5cm sur ’axe des abscisses et 10cm sur I'axe des ordonnées).
On consideére la fonction g définie sur [0 ;+oo[ par: g(x) = In(1 + x) — x.

1-/ Etudier le sens de variation de g. (0,5pt)

2-/ En déduire que pour tout réel a positifounul, In(1+ a) < a. (0,5pt)

II-/ 1-/ Calculer f{ (x) pour tout réel x appartenant a [0 ;+oo[ et en déduire le sens de variation
de la fonction f;. (1pt)

2-/ Montrer que pour tout réel x appartenant a [0 ;+oo[, f;(x) = In (1 + ex—x) .

En déduire la limite de f; en +oo. (0,5pt)

3-/ Dresser le tableau de variation de f; . (0,5pt)

II-/

1-/ Calculer f;;(x) pour tout x appartenant a [0 ;+oo[ et en déduire le sens de variation de la
fonctionf,. (1pt)

2-/ Montrer que pour tout réel x appartenant a [0 ;+oo[, f,(x) = In (1 + :—f)

En déduire la limite de f} en +oo. (1pt)
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3-/ a-/ Dresser la tableau de variation de f; . (0,5pt)

b-/ Montrer que pour tout réel x appartenant a [0 ;+oo[, on a f,(x) < g (0,5pt)

4-/ Déterminer une équation de la tangente Ty, a (Cy) au point d’abscisse 0.

5-/ Soit p et m deux réel strictement positifs tels que p < m. Etudier la position relative de
(Cp) et (Cn). (0,5pt)

6-/ Tracer les courbes (C;) et (C,) ainsi que leurs tangentes respectives T; et T, en 0 dans le
repére orthogonal du plan. (1,5pt)

IV-/ Soit A un réel strictement positif, on note A(A) I'aire en unité d’aire, du domaine délimité
par la courbe (Cy) et les droites d’équations x = Oetx = A.

1-/ Sans calculer A(A), montrer que A(1) < fo}\k xe ¥ dx

(on pourra utiliser les résultats de la question préliminaire I-/). (0,5pt)

2-/ Calculer a 'aide d’une intégration par parties l'intégrale : fo)\ kx e ™ dx. (0,5pt)
3-/ On admet que A(A) a une limite en + co. Montrer que }\l_i)rPOOA(?\) <k

Interpréter graphiquement ce résultat. (0,5pt)

Probléme 11

A.// Soit g la fonction numérique définiesur IR par: g(x) = 2e* - x- 2.

1°/ Déterminer la limite de g en —copuis en +oo. (0,5pt)

2°/ Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation. (1pt)

3°/ On admet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.

a) Vérifier que 0 en est une. (0,5pt)

b) L’autre solution est appelé a. Montrer que -1,6 < a <-1,5 (0,5pt)

4°/ Déterminer le signe de g(x) suivantles valeurs du réels x. (1pt)

B.// Soit f la fonction numérique définie sur IR par: f(x) = e?* - (x + 1)e*

1°/ Déterminer la limite de f en —oo puis en +00. (On pourra mettre e2* en facteur pour calculer
la limite en +o0) (0,5pt)

2°/ Calculer f’(x) et montrer que f’(x) et g(x) ont le méme signe (g étant la fonction définie dans
la partie A.//) Etudier le sens de variation de f. (1pt)

2
3°/ Montrer que f(a) = — < g
déduire un encadrement de f (). (On rappelleque-1,6 < a <-1,5 (1,5pt)
4°/ Etablir le tableau de variation de f. (0,5pt)
5°/ Tracer la courbe (C) représentant les variations de f dans le plan muni d’'un repére
orthonormé (unité graphique 2cm). (1pt)

ou a est la solution de I'équation g(x) = 0 de la partiel. En

C.// Pour tout entier naturel n, on pose I, = f(;T e* cos(nx) dx

1°/ Montrer que pour tout entier naturel n, cos(nm) = (—1)" et que sin(nm) = 0. (0,5pt)

2°/ AT'aide d’une intégration par parties montrer que I,, = (_11)+—nez_1 (1pt)
3°/ Montrer que, pour tout entier naturel n, |I,,| < f+—:;21
En déduire lirfl I,. (0,5pt). |In| désigne la valeur absolue de In.

X—-+0o

NB : La parie C.// est indépendante des parties A.// et B.//
Probleme 12 : Extrait de compos de Bamako Rive droite

M. ADD « %Wyw/%nm/dddayw/bwm/» Page 8



%ee@ % de %MM@ Réalisé par : Abdoulaye Drissa DEMBELE

(L. Niama) abdouldem25@gmail.com
76 34 32 34 / 66 34 32 34
. . (g)=—-1—xIn|x|] si x#0
I. Soit g la fonction définie par: { 9(0) = —1
1) Précise '’ensemble de définition de g.
2) Etudie la continuité de g en 0.
3) a) Etudie les variations de g.
b) Montre que 'équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans l'intervalle
]-2; —1[. Détermine un encadrement de a a 1072 prés.

c) Détermine le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
x+1n|x|

I1. Soit f lafonction de Rvers R définie par: f(x) = on désigne par (C) la courbe de

x-1 '
f dans unrepére (0;7;7).
1) Etudie les limites de f aux bornes de son ensemble de définition I.
Précise les éventuelles asymptotes de (C).

g
x(x—1)2"

2) a) Montre que pour toutréel x del,ona f'(x) =

b) Dresse le tableau de variations de f.
c) Montre que f(a) =1+ é Détermine un encadrement de f(a).

d) Montre que la courbe (C) coupe 'axe des abscisses en un point B dont I'abscisse 4
appartient a 'intervalle 0 ; 1[. Vérifie que 0,56 < 1 < 0,57.
3) Trace (C) et ses asymptotes dans le repere.
4) Soit A l'aire du domaine plan'limité par la courbe (C ), I'axe des abscisses et les droites
d’équations x =2 et x = 3.
Détermine une valeur approchée par exces de A par laméthode des rectangles.
(On partagera l'intervalle [2 ; 3] en 5 intervalles de méme amplitude).

II1. on consideére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel supérieur ou égal 2 par:
n+1

Uy, =f filx)dx

1) quel estle signe de u,, ? donner une interprétation graphique de u,,.
2) MontrerqueVn =2,0na:f(n+ 1) < u, < f(n). Endéduire le sens de variation de
la suite n(uy,).

3) Etudier la convergence de la suite (u,,), préciser sa limite.
Probléme 13
A) Soit la fonction g définie sur R* par: g(x) = 2x3 — 1 + 21In|x|
1) Etudier les variations de la fonction g sur R*. Préciser la valeur de 'extremum relatif

de g.

2) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a € E ; 1].

. n n+1
3) Donner un encadrement de @ par deux nombres rationnels de la forme et avecn

entier naturel.
4) En déduire le signe de g(x) sur R*.

In|x]|

B) Soit la fonction f définie sur R* par: f(x) = 2x — Soit ( Cf ) la courbe représentative

—.
X
de f dans un repére orthonormé (o;1;j ).
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1) Calculer f'(x) puis en déduire le tableau de variation de f.

2) Démontrer que f(a) = 3a — #
3) Enutilisant I'encadrement de a trouvé au A) 3°) montrer que :
1,6 < f(a) < 2,1.
C) Soient les points M(x; y) et M’'(x’; y’) dans le repére (0;i;j ) ou M’ estle
symétrique de M par rapport a 'axe des ordonnées.
1) Déterminer x’ ety’ en fonction de x et y.

2) Démontrer qu'une équation de la courbe (T") a laquelle appartient M’ lorsque

In|x|
2

M décrit la courbe ( Cf) estla suivante: y = —2x — .

3) Etudier la position relative de (") par rapport a ( Cf).
D) On considere un réel m supérieur a 1.

Soit h la fonction définie sur [1; +oo[ par h(x) = lzzx
1) Démontrer que H définie sur [1; +oo| par H(x) = — ﬂﬂ est une primitive de h.

2) On désigne par A(m) l'intégrale flm[Zx — f(x)] dx. Calculer A(m).

3) Déterminer si elle existe la limite de A(m) quand m tend vers +oco.

Probléeme 14

Pour tout entier naturel n strictement positif on considére la fonction f,, définie sur ]0, +oo[ par

_ (Inx)"

fula) = 822,
graphiques : 2cm sur I'axe des abscisses et 10cm sur 1’axe des ordonnées)
A. Etudede f;

1) Détermine chl_l‘)r(l) fi(x) et xlirpw f1(x). Que peut-on en déduire pour (C;) ?

2) Etudie le sens de variation de f; et donne le tableau de variation de f;
3) Donne une équation de la tangente au point d’abscisse 1 a (C;)
4) Détermine lir% fo(x) et lirp f>(x). Que peut-on en déduire pour (C,) ?
xX— X—+ 00

5) Etudie le sens de variation de f, et donne le tableau de variation de f,

B. Etudie le signe de fj(x) — f;(x). Déduis-en la position relative de (C,) et (C,)

2) Trace (C;) et (€,) dans le méme repere orthogonal

C. nétant un entier naturel non nul et on pose I, = ff fn(x)dx

1) SoitF(x) =

1+Inx

Calcule F'(x) et déduis-en I,

X .

2) Montre que I,,,1 = —§+ (n+ DI,

3) Calcule I, puis l'aire en cm? du domaine compris entre (C;) et (C,) et les droites

d’équation x = letx =e
4) Montre par récurrence que pour tout entier naturel non nul n :
1 1 1 1 1
Eln = 1—;(1+;+z+ +;)
1) En utilisant un encadrement de Inx sur [1; e] montre que 0 < I, < 1.
2) Déduis-en lim (1 R S i).
n-+oo 1! 2! n!
Probleme 15 : Extrait de compos de Bamako Rive Droite

On note (C,) la‘courbe représentative de f,, dans un repére orthogonal (unités
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Pour chaque entier naturel n, on définit sur l'intervalle ]0; +oo[ la fonction f,, définie par:
x_q
f.(x) =eT+nlnx.
n

Partie A : étude du cas particulier n = 0.
e*—-1

fo est donc sur ]0; +oo[ par fo(x) ==

1) Justifie que, pour tout réel u, I'inégalité e* > u + 1. Déduis en que pour tout réel x,
e ™4+ x—12=0, puis que, pour toutréel x,1 + (x — 1)e* > 0.

2) Détermine les limites de f, en 0 et en +oo.

3) Montre que, pour tout réel x appartenant a |0; +oo], la dérivée de f;, est donné par

, _eX(x-1)+1
flo00) = R

4) Représente la courbe C, de f, dans un repere orthonormal d'unité graphique 2cm.

Déduis en le sens de variation de f,.

Partie B : étude de la famille de fonctions f pourn > 1.
n

On appelle C, la courbe représentative de f,, dans le repéere précédent.
1) Détermine les limites de f;, en 0 et en +oo.
Déduis en que C,, possede une asymptote que 'on précisera.
2) Détermine le sens de variation de f;, sur I'intervalle ]0; +ool.
3) Montre que toutes les courbes C,, passent par un méme point B dont on précisera.
4) Etudie les positions relatives des.courbes C, et C,, . 1.
5) vV n € N*; montre qu'il existe un unique réel a,, appartenant a |0; 1] tel que f,(a,) =0
6) Montre que, pour tout entier naturel non nul n, f;,4,(a,) = In(a,).
Déduis en que a, < a,,4 , puis que la suite (a,) est convergente.
7) a) En utilisant la partie A, montrer que pour tout réel x appartenanta |0 ; 1],

e*-1

. <e-—1.
1—e

Ly : 1- 1-e
b) Déduis en que, pour tout entier naturel non nul n, In(a,,) = Te et que a, =en .

c) Déduisen la limite de la suite (a,).
8) Construis sur le graphique précédent les courbes C; et C,.

3
9) Pour tout entier naturel n, on pose I,, = ff fn(x)dx.
a) Donne une interprétation graphique de cette intégrale.
b) Etudie le sens de variation de la suite (a,).
c) Démontre que 1’aire comprise entre les courbes C,,,; et C, etles droites d’équation

x=1letx = ; est constante.

Probléeme 16 : Extrait de compos de Bamako Rive Gauche
1. Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction f,, définie sur ]0; +oo[ par:
fu(x) =Inx +§— 1
a. Déterminer les limites de f,, en 0 et en +oo puis étudier le sens de variations de f,,.
b. Montrer que I'équation f,,(x) = 0 admet une unique solution dans ]0 ; +oo|.
On note «, cette solution. Montrer qu’elle appartient a I'intervalle [1; e].
2. Le plan est rapporté a un repére orthonormé (o0;7;J ). On note (C) la courbe
représentative de la fonction logarithme népérien (In x).
a. Soitn un entier naturel non nul. Déterminer une équation de la droite A,, passant par
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le point A(0; 1) etle point B, (n; 0).
b. Faire un croquis représentant la courbe (C) etles droites A, A, et A;.
c. Montrer que a,, estl’abscisse du point d’intersection de (C) avec A,,.
d. Précisezlavaleur de a; puis faire une conjecture sur le sens de variation de la suite (a,,).
(on pourra Utiliser le croquis et la question 2.c.)
3. a.Exprimer Ina, en fonction de n etde «a,,.
b. Exprimer f,;;(a,) en fonction de n et de a,, et vérifier que : f,,+,(a,) < 0.
c. Déduire de la question précédente le sens de variation de la suite (a,,).
d. Montrer que la suite (a,,) converge. On note A sa limite. Etablir queIn A = 1 et en déduire
la valeur de A.
4. On désigne par D,, le domaine délimité par la courbe (C ), 'axe des abscisses

et les droites d’équation: x = a, etx =e.
2

. . . . ’ P4
Calculer I'aire du domaine D,, en fonction de «,, et montrer que cette aire est égale a %

Probleme 17

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul. On étudie la fonction définie

sur R par : f,(x) = xe* —n. On note (Cn) sa courbe représentative dans-un repere

orthonormal (0;7;7]).

A] Soit g, la fonction définie sur R par< g,(x) = (1 + x)e* — n.

1) Déterminer la dérivée de g,, . Faire le tableau des variations de g,, et déterminer les limites
de g, aux bornes de son ensemble de définition.

2) Montrer que g, s’annule pour une valeur «,, et que «,, est positif ou nul.

) avec 0 < a, <In(n)

3) Montrer que: a, = In (1 =

an
4) a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, on a: Inx < x — 1. (1)

b) Déduire de (1) le signe de g,(Invn)
c) Justifier que: %lnn <a,
Quelles sont les limites des suites de termes généraux a, et % ?

B] 1) a) Déterminerla dérivée de fi . En déduire les variations de fn.
b) Déterminer les limites de f» aux bornes de son ensemble de définition.

—-nad
1+ay’

C) Montrer que f,,(a,) =

2) Montrer que (Cn) admet une asymptote (Dn) que I'on déterminera.

3) Déterminer les points d’intersection de (Cn) avec l'axe des abscisses, et préciser la
position de par rapport a cet axe.

4) Etudier les positions relatives de (Cn) et (Cn+1).

5) a) Montrer que: 0,35 < a, < 0,40. Déterminer les valeurs décimales approchées a 10-2
pres, par défaut et par exces de @,. En déduire un encadrement de f; (a;).

b) Tracer (C1) et (C2) sur le méme graphique d’unité 10cm, en mettant en évidence les
résultats précédents. Préciser les tangentes en O a (C1) et (C2).

Probleme 18
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L’objectif de ce probléme est I'étude compléte de la fonction numérique f définie pour tout
f(x) =x—x21n|1+§| six#0
f@) =0

représentation graphique de f dans le plan muni d'un repére orthogonal (0;7; J) avec
II7]l = 2cm et ||j]| = 4cm. Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

nombre réel x différent de -1 par: { . On note (Cy) la

2x+1
x(x+1)
1) Détermine D, et calcule les limites de g en +oo et en —co.

Soit g la fonction numérique définie par: g(x) = —2In |1 + §|
2) Etudie les variations de g, on ne demande pas de calculer les limites en-1 et en 0.

3) Calcule g(— %). Démontre que I'on a:

Vx€ ]—00;—1[U]—§;0[ gx)<o0

Vx€ ]—1; —%[ U ]0; 4+ g(x) >0

Partie B : Etude de la limite de f a l'infini

1) Apres une bréve étude sur [0; +oo[ des fonctions h : t+— In(1+¢t) — (t = ;) et

2 3 2 2 3
k:t|—>ln(1+t)—(t—%+%).Démontreque:Vt2O t—%Sln(l+t)St—%+%.2)
t-In(i+t) _ 1

En déduis que lim—; :
t—0 t 2

3) En utilisant les résultats précédents, démontre que lim f(x) = % . On admettra que
X—+00
1

Jim f() =2
4) Donne une interprétation graphique des résultats de la question précédente.
Partie C: Etude de la fonction f
1) Détermine Dy et calcule la limite de f en'=1. 2) Etudie la continuité de f en 0.
3) Démontre que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1.
4) Calcule la'dérivée de f et démontre que f'(x) = xg(x).
5) Dresse le tableau de variation de f.
6) a) Détermine une équation de latangente (T) a (Cy) au point d’abscisse en 0.
b) Précise les équations des asymptotes a la courbe (Cy).
c) Montre que I'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et § avec —0,8 < < —0,7.
7) a) Trace (Cy) et (T).
b) Résoudre I'inéquationf (x) > 0.
8) Soit ¢ la fonction numérique de la variable réelle x définie sur IR — {1} par:
{(p(x) =x+x21n|1—§| six#0
9(0) =0
a) Dire comment peut-on obtenir la courbe (T') de la fonction ¢ a partir de la courbe (Cr) de la
fonction f.
b) Construis la courbe (I') dans le méme repére que (Cy).
Probléme 19
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A) L’objectif de cette partie est d’étudier la fonction g définie sur [0; +oo[ par:
1_

e—t
{g(t)z . sit>0

9(0) =1
1) a) Etablis que g est continue en 0.
b) Détermine tligrn g(t).

2) a) Calcule g'(t) pour t > 0.

b) Prouve que pour toutt >0; 1+t < e".

c) En déduis le signe de g’ et le sens de variation de g. (On ne construira pas la courbe de g).
3) On se propose d’étudier la dérivabilité de g en 0. A cet effet, on considere la fonction h

2
définie sur [0; +oo[ par: h(t) =1 —t + % —et
a) Calcule h'(t) et h''(t) ainsi que les valeurs de h(0) et h'(0).
b) Montre que: V¢t = 0; 0 < h(t) S%.

1—e ™ "—t

t2

c) En déduis un encadrement de . Prouve finalement que g est dérivable en 0 et que

g'(0)=—-.
B) On se propose d’étudier la fonction f définie sur [0; +oo| par:
{f(x) = %(e‘x —e ) six>0
f@=1
1) a) Détermine XETOO f(x).
b) Prouve que Vx > 0, f'(x) = x—lze_zx[Zx +1—-e*(x+1)]
c) Utilise le résultat établi au A) 2) b) pour montrer que Vx > 0, f'(x) < 0.
2) Vérifieque: Vx >0, f(x) = 2g(2x) = g(x) ou g est la fonction étudiée dans la partie A).
En déduis que f est dérivable en 0 et calcule f'(0). Détermine I’équation de la tangente (T) a
la courbe (Cg) de f au point d’abscisse 0.
Probléme 20
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0;7; J). L'unité graphique est de 10cm
fx) = (e"‘2 — 1)lnx,six >0
f(0)=0

On consideére la fonction f définie sur [0, +oo[ par : {

On note (C) la courbe représentative de f dans le repere.
On se propose dans ce probleme de trouver un encadrement de fol f(x)dx

Partie A :
On considere les fonctions h et g dérivables et définies sur |0, +oo[ par :
h(x) =Inx +e*+1 et g(x) = xInx + e* — 1. On admet qu'il existe un nombre réel a € 10,1]
Vx €]0,a[;h(x) <0
tel que{ Vx € |a, +oo[; h(x) > 0
h(a) =0

1) Calcule les limites de gen 0 et en +o0

2) Justifie que : Vx € ]0,+oo[, g'(x) = h(x)

3) a- Etudie le sens de variations de g sur ]0, +oo[

a- Dresse le tableau de variation de g
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4) a- Démontre que: Vx € |0, +o[, g(x) = 0 admet une solution unique f et que
B €10,3; 0,4
. Vx €]0,B8[;9(x) <0
b- Déduis-en que : {Vx €15, +'io[;gg((z) >0
Partie B :
1) Démontre que f est continue en 0
2) Justifie que f est dérivable en 0
3) a) Calcule xllrJrrlw f(x)
b) Calcule lim 1)

x>+ X
¢) Donne une interprétation graphique des résultats des limites des questions a) et b)

4) Onadmet que f est dérivable sur |0, +oo[

—x?
a- Démontre que: Vx € ]0,+oo[, f'(x) = —eTg(xz)
b- Détermine le sens de variation de f sur [0, +oo[
c- Dresse le tableau de variation de f
5) a- Détermine une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1
b- Trace (T) et (C) dans le repére (0O,1,])
Partie C:
1) a) Démontre que Vx € R, e* =1+ x
b) Démontre que Vx € [0;4 o[, -1 < —e* < -1+x

2
c) Démontre que Vx €[0; +o[1—x<e* < 1—x+x7

2) Soit t un nombre réel appartenant a I'intervalle ]0; 1]

On pose:Vn € N*, L, (t) = ftl x"Inx dx

a) Alaide d’intégration par parties calcule I,,(t).

b) Démontre que: Vvt € |0;1]; —I,(t) + %14(t) < ftlf(x)dx < —L(t).
3) OnposeS = folf(x)dx

a) Donne interprétation géométrique de S.

b) Onadmet que :lim ftlf(x)dx =S.

Détermine un encadrement de S.

Probléme 21
A) Etude d'une fonction
In
On consideére la fonction f définie sur |0 ; + o[ par f(x) = 1 + nx
X

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repeére orthonormal
(0; 1,]) ;unité graphique : 5 cm.

1) Calculer les limites de f en 0 et en + co. Déterminer les asymptotes de (C).

2) Etudier le sens de variation de f. Dresser le tableau de variation de f.
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3) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet sur l'intervalle F ; 1} une solution unique,
e

notée o. Déterminer un encadrement de a, d'amplitude 10~2. Donner, suivant les

valeurs de x, le signe de f(x) sur ]0; + oo[.
4) Tracer la courbe (C).

B) Calcul d'aire
1) Déterminer une équation de la tangente (D) a (C) au point d'abscisse 1.
2) a) soit ¢ la fonction définie pour tout x > 0 par: ¢(x) = x — x? + Inx. Calculer ¢’ (x).

En déduire le sens de variation de ¢, puis le signe de ¢ (x); sur l'intervalle |0 ; + oo].

b) Montrer que, pour toutx >0, f(x) - x = 20
X

c¢) En déduire la position relative de (C) et de (D).

3) On considére le domaine limité sur le graphique par 1'axe des abscisses, la courbe (C)
et la tangente (D).

a) Hachurer ce domaine.

b) Soit A son aire, en cmZ2. Ecrire lavaleur exacte de A comme expression polynomiale du
second degré en a.

C) Etude d'une suite

Soit xy un réel appartenant a l'intervalle }1 ; 0{ on note M, le point de (C) d'abscisse x.
e
1) a) Donner une équation de la tangente Fo .G en M, en fonction de x,, f (x) et f ' (xo).

b) Soit x; 1'abscisse du point d'intersection de F;, avec des abscisses. Ecrire x; en fonction

de xo, f(xo) et f'(xo).

f
2) On considere la fonction h définie sur F ; 0{ parh(x) = x — % (On remarquera que
e

h(xo) = x1)

a) Montrer que h'(x) = Lf(zx)

[ ()]
b) Calculer f "(x) et étudier son signe sur }1 ; a[.
e

Ly : . 1 ,
c) En déduire que h est strictement croissante sur }— ; a] puis montrer que x; < a.
e

f(x)
f(x)

d) Enécrivanth(x) - x = — , étudier le signe de h(x) - x sur }1 ; a[ . En déduire
e
1
que —< X, <X <«
e

3) a) Démonter que, pour tout x appartenant a }1 ; a} , h(x) appartient a }1 ; a} .
e e
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b) On consideére la suite (x,,) de réels définie par x; et x,,,1 = h(x,) pour tout entier
naturel n. Montrer que la suite (x,,) est strictement croissante.

Probleme 22
Le but de ce probléme est d'étudier dans la partie A la fonction numérique f définie sur
10, + o[ par f(x) = x + %+ "):—ZX, de déterminer ensuite dans la partie B la position de sa courbe
représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite récurrente dans
la partie (C), cette derniére partie étant dans une large mesure indépendante des deux autres.
Partie A :
1) Soit g la fonction numérique définie sur 0 ; +oo[ par g(x) = x3 -4 - 2Inx + 1
a) Montrer que la fonction g est dérivable et que pour tout x € 0, +oo[
(x —1)(3x% + 3x4+ 2)
9'(x) =
X
b) Etudier les variations de la fonction g puis déterminer le signe de g(x).
2) a.Déterminer les limites de fen 0 et en + oo.

b) Montrer que pour toutx €]0,+ oo[; f'(x) = 9(x) puis donner le tableau de variations de f.

x3
Partie B :
I" désigne la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal (0; 7; J) unité
graphique 2 cm.

1) soit h la fonction définie sur ]0, + o[ par h(x) = x + Inx.
a) Etudier le sens de variation de h puis montrer que 1'équation h(x) = 0 admet une solution
unique o sur l'intervalle [0,4 ; 0,7].
b) Montrer quel'ona:e™® = a.
2)  a) Vérifier que la droite A d'équation y = x est asymptote obliquea I' en + oo.
b) Utiliser les résultats de la question 1.a) pour déterminer les positions relatives de I" et A.
3) Construire I' et A dans lerepére ortho normal (0; T; ).

2Int

4) a) Calculer au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale I = I t—zdt.

1

b) En déduire l'aire, en cm? de la portion de plan limitée par la courbe T, la droite A et les
droites paralleles al'axe des ordonnées d'équationx = letx = 2.

Probléme 23
Dans tout le texte e désigne le nombre réel qui vérifie In e = 1. On considére la fonction f définie
sur 0 ; + oo[ par f(x) = InX—erxe

X

On note I' sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0; T; J), unité graphique :2 cm.
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire
On consideére la fonction g définie sur |0 ; + o] par g(x) = —2Ilnx - xe + 1.

1) Déterminer les limites de g en 0 et en +co.

2) Etudier le sens de variation de g.

M. ADD « %Wyw/%nm/dddayw/bwm/» Page 17



%ee@ % de %W@ Réalisé par : Abdoulaye Drissa DEMBELE

(L. Niama) abdouldem25@gmail.com
76 34 32 34 / 66 34 32 34
3) Montrer que dans [0,5 ; 1] 1'équation g(x) = 0 admet une solution et une seule notée a.
Déterminer un encadrement de o a 0,1 pres.
4) En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.
Partie B : Etude de la fonction f
1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2) Soit f'la fonction dérivée de f. Vérifier que f'(x) = g(;() puis étudier le sens de variation de f sur
X
10 + oof,
3) Montrer que f(a) = 1+ az °
a

4) Donner le tableau de variation de f.
5) Construire T
Partie C: Intégrale et suite
. " Int et .
SoitIn = L t—zdt et An = L f (t)dt pour tout entier naturel n.
n+l n+2

1) Montrer al'aide d'une intégration par parties que : In = o

- n+1

e
2) a) Montrerque 4, = I, +e.

b) Calculer [, et 4.

c) Donner une interprétation géométrique de Ao.
3) Montrer que la suite (4,,) converge vers e.

Probleme 24
Partie A :
3) On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1 + x? - 2x?Inx
3. Dresser le tableau de variation de g.
4. Démontrer que l'équation g(x) = 0 admet une solution unique a telle que
1,89 < a < 1,90.
5. Déduire de ce qui précede le signe de g(x).

4) On considere la fonction numérique f définie sur ]o, +oo[ par f(x) =

2 et soit (C) sa courbe

représentative dans le repére orthonormé (0; 7; j) d'unité graphique (2 cm).
5. Dresser le tableau de variation de f.

6. Vérifier que f(a) = En déduire un encadrement de f(a) d'amplitude 2.10-3.

a?’
7. Tracer (C) dans le repere.
Partie B :

On considere la fonction numérique définie sur ]0, +oo[ par: F(x) = J.lx f (t)dt

1) a) Prouver que F est dérivable sur |0; +oo[ et préciser F'(x).
b) En déduire le sens de variation de F.

Int Int
<f@)<—
+1)? ® t°

2) a) Vérifierque Vt>1ona: a
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Int

1+ t)

b) Pourtoutx>00nposel(x)-j Intdt et J(x) = J.

i) al'aide d'une intégration par parties, calculer I(x)
ii) al'aide d'une intégration par partie et de 1'égalité :

1 1 1
=>~——— pour t> 0, calculer J(x).
tl+t) t 1+t

c) Déduire de ce qui précede que VX>1ona:

m2+1n |2 =M% C gy g X1
X+1 X+1 X X

On admet que lirP F(x) = 6.Sans calculer @ vérifierqueln2< <1
X—+ 00

Probléme 25

PARTIE A::

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = x? + 3x - 1 -Inx. On désigne par Cg la courbe
représentative de g dans un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j) d’unité graphique 1cm:

Etudier les limites de g en 0 et en + oo.

Etudier les branches infinies de la courbe Cg:

Etudier les variations de g.

Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique o dans l'intervalle [2 ; 3].

Déterminer un encadrement de ad 10~2 prés par dichotomie.

Déduire de ce qui précede le signe de g(x) en fonction de x.

Interpréter graphiquement le résultat.

a- Tracer la courbe Cg.

Discuter graphiquement suivant les valeurs du périmetre réel m, le nombre de solution de
I’équation g(x) =m

PARTIE B::
Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = i . On désigne par (Cf ) la courbe
représentative de f dans un repére orthonormé (0 ; 7 ; 7 d’unité graphique : 1 cm.

a) Montrer que pourtoutx de | 0; +o[,onax > Inx.
b) justifier que la fonction f est bien définie sur |0 ; +oo.

2) Etudier les limites de f en 0 et en +00. Que peut-on en déduire ?
_ 9
(xz—xlnx)

3) a- Monter que pour toutx de |0; +oof, f'(x) =

b- Dresser le tableau de variation de f.

c - Montrer que f(a) = puis en déduire un encadrement de f( a ).

1
a-1)

4) Déterminer une equatlon de la tangente ( T ) ala courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1.

5) Résoudre I'équation f( x ) = 0 puis tracer la courbe (Cf ) et la tangente ( T ) dans le méme

repere.
1

6) a- Montrer que pour toutx € ]0; +o[ ,ona: f’(x) =

x— lnx
b- Soit A(a) l'aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf ), 'axe des abscisses et les

droites d’équationsx =1 etx = «.
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Montrer que A(a)=2In( @ — 1) puis en déduire un encadrement de A(a).
Soit n un entier naturel supérieur ou égale a.
Calculer a, = | 1” f(x)dx. Interpréter graphiquement ce résultat.

Calculer la limite de a,lorsque n tend vers +oo.

PARTIE C:

Soit la fonction définie sur R par h(x) = flex f(t)dt.On désigne par (C ) la courbe représentative
de dansun repére orthonormé (O ; 7 ; j) d'unité graphique : 1 cm.

a- Montrer que h(x) =In(e* — x).

Montrer que pour tout nombre réel x,,ona:e* > x.

a-Calculer lim h(x) puis lim hx)
X > — 00 X—>—0 X

Que peut-on en déduire pour la courbe (C ) ?

b- Montrer que pour tout nombre réel x ,ona: h(x) =x +In (1 - eix)
En déduire lil‘_l_l_l h(x)
X - o

a- Montrer que la droite ( A ) d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe (C ) au

voisinage de + oo.
b- Etudier la position relative de (C) etde (A).
Dresser le tableau de variation de puistracer (C) et (A)

Probleme 26
PARTIE A :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ln( 2x + V4x? + 1). On désigne par (Cf) la courbe

représentative de f dans un repére orthonormé (0 ; 7 ; j) d’unité graphique 1cm.

Montrer que f est impaire.

Montrer que f est dérivable sur R puis montrer que sa dérivée f'(x) = ﬁ.
Dresser le tableau de variation de f.

Etudier les branches infinies de la courbe (Cf).

Trouver une équation cartésienne de la tangente (T ) a (Cf) au point d’abscisse nul.

Préciser la position de ( T) et (Cf).

Tracer la droite ( T ) etla courbe (Cf)

Soit a un réel strictement positif. Calculer en fonction de «, I'aire de la partie du plan délimitée par
la courbe (Cf) et les droites d’équations respectivesx =0,y =0 et x = a.

PARTIE B :

Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle I que I'on
précisera.

Construis dans le méme repere que (Cf), la courbe (Cg) de la fonction g.

Montrer que pour toutx € l,ona: g(x) = %(ex —e ).

Montrer que 'équation g(x) = x admet dans I'intervalle ] 0 ; + oo [ une solution unique @ et que
2 2

Calculer en fonction de a 'aire du domaine limité par les deux courbes (Cf) et (Cg) et situées

dans le demi-plan x > 0.
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Probléme 27

e’ -1

xe* +1

On note (C) sa courbe dans un repére orthonormé (0 ; 7 ; j) d'unité graphique (4 cm).

Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire).

On définie la fonction g sur [0, +o[ par g(x) = x + 2 - e*

Etudier les variations de g, dresser son tableau de variation. Montrer que 1'équation g(x) = 0 admet
une solution a et que 1,14 < a < 1,15.

En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : (Etude et tracée de f).

On consideére la fonction f définie sur [0, +oo[ par f(x) =

Montrer que VX € [0,+oo[ (%) = % . En déduire le sens de variation de f.
xe” +

1-e™

a) Montrer que Vxe>0, f(x)= —
X+e

o lime f(x) . . .
b) En déduire . Interpréter graphiquement ce résultat.
X —> 400

3) Montrer que VXe€ ]O,+oo[; fla) = 5 1puis détermine 1'équation de la tangente au point
o+

d’abscisse x, = 0

(x+D(e* —xe* -1)
xe* +1

T(x) = ex - xe* - 1.Puis en déduire la position de (C) par rapport a (T).

5) Tracer (C) et (T).

Partie C:

Déterminer une primitive F de f en utilisant la question 2) a) de la partie B.

Calculer en cm?1'aire’A du domaine plan limité par (C), la tangente (T) et droites d'équation

x = 0etx =1

vneN onposeln= J.nm f(x)dx

4) Montrer que f(x) - x = . Etudier les variations de la fonction

Calculer a 1072 prés les valeurs de 1 ; Io ; I2.
Interpréter graphiquement In.

Montrerque yn>2 ; f(n+1) < [ f(x)dx< f(n)
En déduire la monotonie de la suite (In) a partirden = 1.
Déterminer la limite de la suite (I,,)
Probléme 28
A. Le plan P est muni du repére orthogonal (0;7;] ) d’unités graphiques : 4 cm sur I'axe des
abscisses et 2 cm sur I'axe des ordonnées. On considere la fonction f définie par :
f(x) = 8(e™* — e %%).

1) Démontrer que, pour tout x réel : f(x) = 8e™~1)

e2x

2) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
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82-¢) En déduire le signe de f’(x).

e2x

3) Démontrer que, pour tout x réel : f'(x) =

4) Donner le tableau de variation de f.
5) Représenter la fonction f dans le repére (0;7;7)).

B. On injecte a I'instant ¢ = 0 une substance dans le sang d’un animal. A l'instant ¢, (&
positif exprimé en secondes), la concentration y de la substance injectée est : y =
8(e~t — e2%). On appelle « concentration » le rapport entre la quantité du liquide injecté et
la quantité de sang qui le contient.

1) En utilisant les résultats de la partie A., donner le tableau de variation de la
concentration en fonction du temps t en secondes.

2) Aubout de combien de temps la concentration est-elle maximale ?

3) Calculer au bout de combien de temps la concentrationretombe au quart de sa valeur
maximale. Vérifier graphiquement en utilisant la question 5) du A.

4) Donner une valeur approchée de f(9). En déduire qu’a I'instant ¢, t = 9, 1a concentration
est inférieure 3 1073,

Probleme 29
On étudie I'évolution d’'une colonie de bactéries placée dans une Petrie. Le nombre'da bactéries en
. sz . e e det-1 |
centaines est modélisé par la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par f(t) = ei+2 out

représente le temps en heures. On suppose que l'on peut compter le nombre de bactéries a
'unité pres grace a un compteur de radioactivité.
1) a) Calculer f(0) et interpréter ce résultat.

b) Montrer que f(t) = 4 — >

et+2’
On appelle cette valeur la saturation .Que peut-on en conclure pour la courbe (C) de f?
c) L’équation f(t) = 4 admet-elle des solutions ? Justifier la réponse.

9et P ..
ﬁ. En déduire le tableau de variation de

En déduire la limite de f en +co.

2) Montrer que la dérivée f’ de f vérifie f'(t) =

fsur[0; +ool.
3) Soit (T) la tangente au point d’abscisse 0 a la courbe (C) . Déterminer I'équation de (T).
4) Recopier et compléter le tableau ci-dessous en arrondissant a3 1072 pres.

t 0 1 2 3 4 5 6 7
f@®

5) Tracer (C), (T) ainsi que toutes les asymptotes éventuelles a (C).

6) Calculer a la minute pres I'instant £, ou le nombre de bactéries sera égal a 200.

7) Déterminer graphiquement au bout de combien de temps, la population de cette
colonie dépassera 80% de sa saturation.

Probleme 30 : Extrait du Bac 2018 T. S.Exp

On étudie la propagation d’'une maladie lors d’'une épidémie. Des relevés statistiques ont

permis de modéliser le nombre de malades durant I'épidémie par la fonction f définie sur

I'intervalle [1; 26] par: f(t) = 24t In(t) — 3t? + 100U t représente le nombre de semaines

écoulées depuis le premier cas constaté et f(t ) le nombre de milliers de malades

comptabilisés apres t semaines.
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On note f' la fonction dérivée de la fonction fet f" la dérivée seconde de la fonction f.
1. Calcule f '(t).
2. a.Etudie le signe de f"'(t) sur l'intervalle [1; 26].
b. Dresse le tableau de variations de la fonction dérivée f’ sur l'intervalle [1; 26].
c. Montre que I'équation f'(t) = 0 admet une solution uniqueasur I'intervalle [1;26]
dont on donnera un encadrement par deux entiers consécutifs.
d. En déduis le signe de f’(t) sur I'intervalle [1;26] puis les variations de la fonction f
sur l'intervalle [1;26].
3. Onadmet que f'(t) représente la vitesse de propagation de la maladie au bout de t
semaines.
a. Dans le contexte du probleme, donne une interprétationdu tableau de variations de la
fonction déviée f’ obtenu a la question 2.
En se servant des questions précédentes, détermine le nombre de semaines écoulées a partir
duquel le nombre de malade par semaine a commencé a diminuer.

Probleme 31 : Extrait du Bac 2012 T. S.Exp (2¢™me groupe)
Partie A
ATlinstant t =0 on injecte dans le sang d’un patient une dose de 3ml d'un médicament. On
veut étudier le processus d’élimination du produit au cours des douze heures suivant
I'injection. La quantité de médicament présente dans le sang en ml en fonction du temps t
en heures est f{t), ou fest définie sur [0 ; 12] par f () = 3e~%1t,

1°/ Déterminez f’(t) etjustifier que pourtout t € [0; 12],f'(t) < O.

2°/ Dressez le tableau de variation de f sur [0 ; 12].

3°/ Calculez f(2); f(3); f(4); f(6)et f(8). Quereprésente chacune de ces valeurs ?
4°/ Tracez la courbe représentative de fdansle plan rapporté a un repere orthogonal
d’'unités graphiques (1cm sur (Ox) et 4 cm sur (0y)).

Partie B

Le médicament est inefficace lorsque la quantité contenue dans le sang est inférieure a
1,25ml, ainsi on procede a une seconde injection

1°/ Au bout de combien de temps on procedera a la seconde injection ?

(On déterminera ce temps graphiquement et par calcul).

2°/ On rappelle que le seuil de toxicité du médicament est de 4,5ml. Le patient court -
il un risque d’intoxication par le médicament a la seconde injection ?
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