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Exercices d’entrainement

Prof : Abdoulaye Drissa Dembélé (ADD) | Classe : TSE | 2025 - 2026
Fonctions logarithmes ef exponentielles de Neper
John Napier (1550 ; 1617) est un mathématicien écossais

Exercice 1 : Simplifie les expressions suivantes

A=1n(3—\/§)+ln(3+\/§); B=3In2+In5-2In3: C=lné —In>
e
D=ln2\/§+ln22—ln%; E = —2Ine+1ne —ln(lne)+%ln(§)

_ ,In3 —1n2 llns —Int
G =¢e" —e + ez —2e 4

Exercice 2 : Détermine le domaine de définition des fonctions suivantes

Inx

x =3

f(x) =Inx3; g(x) =Inx*; h(x) =In|x|; P(x) =1In |1

7 Q(x) =

.
)

2—Xx
1—-Inx

T(x) = m;

k(x) =xIn (1 +%)

Exercice 3
A. Résous dans R les équations et inéquations suivantes :

a)21nx=1n2+1n(2+\/§)+ln<2+ /2+x/5>+1n<2— /2+J§>;

b)In(x? —4x+5) =0; ¢) %ln(x—3)+%ln(x—1)=ln2;
d) In(2x —3)+2In(x+ 1) =In(6x — 3); e) ln(x—1)+ln(§)=0

H %lnlx - 3|+ %lnlx —1]l=1In2; g)In(sinx) + In(tanx) = In(cos x) ;
h)In(4 —2x) < 0; i) In(x+2) <In(x>—4); j) In(x+2)+In(x+4) <In(x +8)
k) Inx +In(3=x) >In2; HInvV2x — 3 =In(6 — x) —%lnx; m) (Inx)? —6lnx + 5 = 0.
B. Résous dans R les équations et inéquations suivantes :
a) 382x+1 + ex+1 — el+1n2; b) e3x+1 + ,/e3x+1 —6 = O; C) 32x+2 +26.3* =3 =0.
d)4™ =3 ;e)3°>6 ; f)27¥>3 ; g) 37X <32
Exercice 4
Soit le polynéme P(x) = 2x3 + 3x% — 8x + 3.
1) Vérifie que P(x) = (x — 1)(2x — 1)(x + 3).
2) Résous dans R I'’équation P(x) = 0.
3) Déduis en les solutions des équations suivantes :
a) In2x —In3 =In(1 + x2?) — In(4 — x?)
b) 2(Inx)3 + 3(nx)? —8Ilnx + 3 = 0.
c) 2e3*+3e** —8e*+3 =0.

Exercice 5
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Soit P la fonction polyndme définie par : P(x) = 2x3 + x% — 5x + 2
1) Calcule P(1). Détermine les réels a, b et c tels que P(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢).

2) Résous dans IR : a)P(x) =0 b) P(x) <O0.

3) En déduis la résolution dans IR des équations ou inéquations :

a)2(Inx)?> +Inx = 51::;_2 d) 2 (logs x)® + (log3 x)> —5logz; x +2 =10
b) 2[(Inx)3 + 1] < 5Inx — (Inx)? e) 2e?* +e* —5+2e ¥ =

c)In(x+3)+In(2x2 —5x+2)=In(4—8x) N2Xx73* 472X -5x7*+2=0
Exercice 6
Résous dans R? les systémes d’équations suivantes :
){Zlnx—Slny=9_ ){ x+y=15 ){ x*+y?=29 ){(lnx)(lny)=—10

Inx+5lny =-2" Inx+Iny=In36" Inx4Iny=1In10" Inx+Iny =3
etV =3 2e* +3e7 =5 | 4%, (V2)' = 22ee1
e{ex+ey=4' f){ex—ey=—7' g){ X gy —yy-1
2*.8 4
pXtin2 _ oy+in3 — 1 | xy = e? . xy = 243 .
{ex““ —e¥tn2 =4 2 {SIngy +3logy x = 10’ ) log, y +log, x = T'
Exercice 7
A. Calcule la dérive de chacune des fonctions suivantes
x3 ex ex+2
=] 3 2y. =] . — pl-3x. - - =
f(x) =In(x” + 5x%); g(x) n<x2 n 1>, h(x) =e°*; p(x) Nk q(x) YT
B. Trouve une primitive de chacunedes fonctions suivantes
FO0 = s 900 = i h) = 71| P(x) = 265 ) =
x+1’ 1—x2’ ! ’ Vx

C. Calculer les intégrales suivantes :

In10 1 2 1 1 In6 eX
I, =f e*(e* —3)dx; I, =f e?*lax; Ig =f —exdx; I, =f dx;
In3 0 1 X2 mz €*+2
1

et

, —felnxd , —feland , _fez 1 e T _f p
ST s x x,7—1 x x,g—e x(In x)2 x'g_elenxx

D. Calculer al'aide dela technique d’intégration par parties les intégrales suivantes :

e 0 2e 1
sz Inxdx; J =f In(x + 2)dx; K =f xInx?dx; L =f (x + 2)e*dx;
1 -1 e 0

Exercice 8
. . Lp - __ 2x+5
Soit la fonction f définie par: f(x) = G
1) Trouverlesréels a et btelsque: Vx # —1;f(x) = ﬁ + (xf1)2'

2) En déduirelavaleurdel = f03f(x)dx.
Exercice 9

1
On donne les fonctions f(x) = xe = et g(x) = x7+1€ x

a) Montrer que f est une primitive de g sur R".

1
b) En déduire le calcule de I'intégrale K = flz xTHe_E dx.
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Exercice 10

Soit ¢ la fonction définie sur [O ] par ¢(x) = — —etl= fz p(x)dx
1) Etudie les variations de ¢ puis détermine I'image par ¢ de I'intervalle [O ,%]

. . ) 1 .
2) a) Détermine les nombres réels a et b tels que pour tout x de [O ;5] on ait:
2

1
—1_x—a+x+1_x

1 1
b) Déduis enquel = [2(1 +x)e ™ dx + [2x* p(x) dx

1
¢) Calcule au moyen d’une intégration par parties leréel | = fg(l + x) e " dx.

12\/_
e) Déduis en une Valeur dec1ma1e approchée de I.

Exercice 11
Soit I, = fol x™ e~ *dx.
1) Calculer I,.
2) Vvn € N, en utilisant une intégration par parties, trouver I,,,; en fonction de I,,.
3) Endéduire I, I, I3 puis I,.
Exercice 12

On pose |l = f(:%ez"cos2 xdxet] = f(;%ez"sin2 x dx.
1. Calculel +]J.
2. Soit f(x) = iezx(cos 2x + sin 2x).
a) Détermine f'(x).
b) En déduis I -]J.

3. Calculelet].

Exercice 13

cos x sin x

xet]—fE

Soient les intégrales I et ] définies par: 1= [ 2 e

0 cos x+sin x
1. Calcule! +JetlI—/.
2. En déduis les valeurs de I et ].
Exercice 14 : Soit1 = fone"cos2 xdx;] = fonexsin2 xdxetK = fone"cos 2x dx

e™-1
P

1. Al'aide de 2 intégrations par parties, prouve que K =
2. a) CalculeI +].
b) Montre que K = 1—1].
c) En déduis les Valeurs delet].
ExercicelS:Soitlzf \/2— dx ]—f \/2— dx etK = f Vx? +2dx

1. Soit f la fonction définie sur [0; 1] par: f(x) = In (x +Vx?Z + )
Calcule la dérivée de f. En déduis la valeur de 1.
2) a) Sans calculer explicitement ] et K, vérifie que : | + 21 = K.
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b) Al'aide d'une intégration par parties portant sur l'intégrale K, démontre que : K = v/3 —J.
c) En déduis les valeurs de ] et de K.

Exercice 16 : Extrait du concours d’entrée a 'ENI 2015
Onposel,, = fol xP(1 — x)™dx ou n et p sont deux entiers naturels.
1. Calcule I,y etl, ;.
2. Calcule I , et déduis - en Iy ,,.
3

. Montre que I, , = I, ,, en faisant un changement de variable affine.
n

4. Etablis pourn = 1, larelation:I,, = vy

Probléme 01

A) On considére la fonction g définie par g(x) =1 —x% — ln'x.
1) Etudier les variations de g.
2) Calculer g(1) et en déduire le signe de g(x).

Ip+1,n—1-

B) On considére la fonction f définie par f(x) = —x + 3 + lnTx

1) Etudier les variations de £.

2) Démontrer que la courbe (Cf) admet la droite (A) d’équation y = —x + 3
comme asymptote oblique. Etudierla position de (Cf) par rapporta (A).

3) Déterminer les coordonnées du point A de (Cf) ou la tangente (T) a (Cf)est
parallele a (A). Donner une équation de cette tangente.

4) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique @ € ]0; 1]; puis une
solution unique S € [3; 4]. Donner un encadrement de chacune des solutions a 0,1
pres.

5) Tracer (Cf)et (A) dans un repeére orthonormé d'unité 1 cm.

6) Déterminer l'aire 4 de la région du plan limitée par (Cf); la droite (A) et les droites
d’équationsx = 1letx = 3.

Probléme 2
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur |0; +oof, par: g(x) = x + % —xln x.
1. Calcule les limites de g en 0 et +o.
2. a) Montre que Vx €]0; +oo[, g'(x) = —In x.
b) En déduis le sens de variation de g et dresse son tableau de variation.
3. a) Montre que lI'équation g(x) = 0 admet une solution unique «a telle que
31<a<32
b) En déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
Partie B : Etude de la fonction principale
f(x) = %xz +%x(1 —xln x)six >0
f(0) =0
On note (C) sa représentation graphique dans un repere orthonormé (0O,L]). (Unité graphique
:2cm)
1. a) Montre que f est continue en 0.
b) Etudie la dérivabilité de f en 0.

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[, par : {
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c) Calcule la limite de f en +co.
d) Calcule lim,_, ; % et interprete graphiquement le résultat.

2. On suppose que f est dérivable sur |0; +oo.
a) Montre que Vx €]0; +oo[, f'(x) = g(x).
b) En déduis le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.

a’+a

3. Montre que f(a) =

4. Soit (T) la tangente a (C) au point d'abscisse 1. Détermine une équation de (T).
5. Trace (C) et (T). (Onprendraa = 3,2 et f(a) = 3,3).
Partie C: Calcul d'aire
Soit h la fonction définie sur ]0; +oo[, par: h(x) = §x3(—1 + 3ln x).
1. Détermine la dérivée de h.
2. En déduis la primitive F de f sur |0; +oo[ telle que F(1) = e.
3. Calcule I'aire de la partie du plan délimitée par (C), I'axe des abscisses et les droites
d'équationx = letx = e.
Probléme 3
PARTIE A : Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo, par: g(x) =1 — §x3 —2ln x.
1. Calcule les limites de g en 0 et en +co.
2. Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.
3. a) Montre que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a telle que 1,2 < a <
1,3.
b) En déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
PARTIE B : Etude de la fonction principale f

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[, par: f(x) = ln—x - —x
On note (C) sareprésentation graphique dans un repere orthonormé (0,L)). (Unité graphique
:2cm)
1. a) Calcule les limitesde f en 0 et en +oo.
b) Interprete graphiquement le résultat en 0 .
2. a) Montre que Vx €]0; +c [ f'(x) = g(x).
b) En déduis les variations de f et dresse son tableau de variation.
3. a) Montre que ladroite (A):y = — gx est asymptote oblique a (C) au voisinage de
o0,
b) Etudie la position relative de (C) par rapporta (A).

4. Montre que f(a) =

20:2 )
5. a) Détermine le point A de (C) en lequel la tangente (T) a pour coefficient directeur — g
b) Détermine I'équation réduite de cette tangente ( T ).
6. Construis (C), (A) et (T).
PARTIE C: Calcul d'aire
1. Soit A unréel tel que 4 > 1.
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En utilisant une intégration par partie, calcule I'aire A (1) de la région limitée par la courbe
(C),ladroite (A) etles droites d'équationx = 1 etx = A
2) Détermine lim;_, ; o, A(4).
Probléme 4
PARTIE A : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction numérique définie par: g(x) = x + 1 + In (—x).
1. Justifie que I'ensemble de définition de g est Dy =] — 00; 0].
2. Calcule les limites de g en —oo et 0.
3. a) Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.
b) Détermine le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
PARTIE B : Etude de la fonction principale f
f(x) = x? + 2xIn (—x)
f(0) =0 '
On note (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0, 1, ]). (Unité : 2 cm)
1. a) Montre que f est continue en 0.
b) Etudie la dérivabilité de f en 0.
2. a) Calcule la limite de f en —oo.

Soit f la fonction numérique définie sur | —oo ; 0] par: {

b) Calcule lim,_,_,, % Interprete graphiquement ce résultat.
3. a) Montre que Vx €] — o0; 0[,f'(x) = 2g(%).
b) En déduis le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.
4. Ecris'équation de la tangente ( T ) a (C) au point d'abscisse 0 .
5. Trace (C) et (T).
PARTIE C: Calcul d'aire
On donne F(x) = §x3 + x?%In (—x) — %xz pour x <.0.
1. Justifie que F est une primitive de f.
2. Soit @ un réel tel que —1 < a < 0.
Calcule l'aire' A(a@) du domaine du plan limité par (C), I'axe des abscisses et les droites
d'équations
x=—-letx = a.
3) En déduis la limite de A(a) lorsque a tend vers 0.

Probléme 05
In|x|

On consideére la fonction numérique f définie par f(x) = —x + e + — et soit (C) sa courbe

représentative dans le repére orthogonal (0,7, j) d'unité graphique 2 cm.

A. On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1 — x? — In|x|

1. Dresser le tableau de variation de g.

2. Calcule g(1) et g(—1). Déduis-en le signe de g(x) sur Dj,.
B. Etudede f:

1. Dresser le tableau de variation de f.

2. Montre que la droite (D) d’équation y = —x + e est asymptote a (C) puis étudie la
position relative de (C) par rapport a (D). On précisera les points d'intersection de

(C) et (D).
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3. Trace (C) dans le repére.
4. Détermine l'aire A, en cm? de la région du plan limitée par (C); 'axe des abscisses et les
droites d’équations x = 1 et x = 2.
Probléme 06
A. Soit g la fonction définie sur R par g(x) =1 + (x + 3)e”
1) Dresser le tableau de variation de g (le calcule des limites n’est pas demandé)
2) Préciser 'extremum de g sur R.
3) En déduire le signe de g sur R.
B. On considére la fonction f définie sur R par f(x)=x—1+ (x+2)e*.
On désigne par (cs) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1) Etudier lalimite de f en —oo et en + co.
2) a) Montrer que la droite (D) d’équation y = x — 1 estasymptote a la courbe (cy).
b) Etudier la position de (c) par rapport (D).
3) a) Montrer que f'(x) ale méme signe que g(x).
b) Dresser le tableau de variation de f.
4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique @ Dans I'intervalle [—1 ; 0].
justifier que —0,29 < a < —0,28.
5)
a) Montrer que f admet une réciproque. On notera f = cette réciproque.
b) Montrer que (f~1)'(0)= — a2

a?+a-5"
6) Tracer la courbe (c) etla droite (D) dans le repere.

7) On désigne par A, I'aire de la partie du plan limitée par(cy), la droite (D) et les droites
d’équationsx =m etx = 0 avec m < 0.
a) Calculer 4,,.
b) Calculer la limite de 4,, lorsque m tend vers —oo.
Probléme 7
Partie A :
On considére la fonction g dérivable sur R et définie par: g(x) = (1 — x)el™ — 1.
1. Détermine les limites de g en'—oo et en +oo.
2. a) Démontreque, Vx € R, g’ (x) = (x — 2)el™™,
b) Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.
3. a) Démontre que l'équation g(x) = 0 admet une solution unique a.
b) Justifie que: 0,4 < a < 0,5.
o Vx €] —oo;af,g(x) >0
4. En déduis que :{Vx E}a; +00[,[gg(9(c))< 0
Partie B :
On considére la fonction f dérivable sur R et définie par: f(x) = xel™ — x + 2.
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, [, ]).
(Unité: 2 cm)
1. Détermine les limites de f en —oo et en +co.
2. a) Démontre que f est une primitive de g.
b) Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
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3. a) Démontre que la droite ( D ) d'équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a (C)
en +oo.
b) Etudie la position relative de (D) et (C).
4. Démontre que (C) admet en —oo une branche parabolique de direction (O]J).
5. Détermine une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse 1.
6. Démontreque f(a) =1—a + ﬁ
7. Justifie que, pour tout nombre réel x, f (—x + 2) = e* 1 (x).
8. On admet que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions.
On appelle S I'une de ces solutions. Démontre que —f + 2 est l'autre solution.
9) Trace (D), (T) et (C).On prendraa = 0,4 et § = 2,5.
Partie C:
Soit A un nombre réel strictement positif et A(1) I'aire en cm? de la partie du plan délimitée
par (C), ladroite (D) et les droites d'équations respectives x. = 0 et x = A.
1. Calcule A(4) al'aide d'une intégration par parties.
2. Détermine la limite de A(4) lorsque A tend vers +oo.
Probléme 8
Partie A
On considere la fonction g définie sur | = o0; 0] par: g(x) = %+ (x —1)e”.
1. a) Calcule lalimite de g en —=co eten 0.
b) Justifie que Vx €] — 0;0], g’ (x) = xe™*.
c) Etudie le sens de variation de g puis dresse son tableau de variation.
2. a) Montre que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution dans | — o0; 0 |.
. Vx €] —oo;af,g(x) >0
b) Justifie que {Vx E}a; 0], g([xg(<)0
Partie B

le plan est muni d'un repere orthonormé direct ( 0; [;] ). Unité graphique : 2 cm .

1
=-x+2+ (x—2)e*;six <0
fG) pxtet (x = 2)e%; six , On note (C) sa courbe

f estla fonction définie par: {
f(x) =xlnx; si x>0
représentative.
1. a) Déterminel'ensemble de définition de f.
b) Calcule les limites de f en —oo et en +oo.
c) Etudie la continuité de f en 0.
d) Etudie la dérivabilité de en 0 . Donne une équation des demi-tangentes au point
d'abscisse 0
2. On suppose que est dérivable sur | — oo; 0[ et sur ]0; +oo.
Vx €] —o0; O, f'(x) = g(x)
Vx €]0;4+oo[, f'(x) =1+ 1n x’
b) Etudie les variations de f puis dresse son tableau de variation.

a) Montre que : {

c) Justifie que la droite (A) d'équation y = %x + 2 est une asymptote a (C ) en +co.
d) Etudie la position relative de ( C ) par rapporta ( A) sur |- oo; 0].

e) Justifie que 1'axe des ordonnées est une branche parabolique a la courbe ( C ) en
00,
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3. a)Justifie que f() =3 (a + 3 + ).
b) Construis la courbe (C) et la droite (A ). On prendra a = —2.
Partie C
On désigne par (D, ) la partie du plan délimitée par la courbe ( (C), la droite (A) et les droites
d'équations respectives x = Aetx = —2.

1. En utilisant une intégration par parties, justifie que l'aire A, de (D,) est égale a:
(2072 + 4(2 — 3)et)cm?.
2. Calcule la limite de A, lorsque A tend vers —oo.

Probléme 09
PARTIE A
Soit f la fonction de la variable réelle x définie par :
X
— _ x
flx) = pran) In(e* +1)

1°) a) Etudie les variations de f .
b) Montre que liIP [f(x) —1+x]
X—+00o

Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f ? Tracer cette courbe.
(Unité : 2cm) .
¢) Montre que f réalise une bijection de | — o0 ; + o[ sur| —o; 0.

2°) Soit g la fonction de la variable réelle x définie par: g(x) = e *In(e* + 1).

a) Démontre que g est dérivable sur R.

b) Montre que quel que soit le réel x, g'(x) = e *f (x).

¢) Montre que xl_i)rpoo gx)=0et xlﬁir_nOO g(x) =1.

d) Etudie les variations de g et trace sa courbe représentative dans le repére précédent .

1 e™™

e r1  e—*41
b) A toutréel A, 0on associeleréel I(1) = f(fg(x) dx . Justifie 'existence de I( 1).

Calcule I( A ) al’aide d’une intégration par parties.
¢) Calcule ,11_13100 1(A):

PARTIE B
1°) Montre que g est une bijection de R sur un intervalle ] a préciser.
2°) a) Calculer g(0).

b) Montre que g~1! est dérivable en In2 .

3°) a) Montre que

¢) Détermine I'’équation de la tangente a (Cg—l ) au point d’abscisse In2 .

Probléme 10
On considére les foncions numériques f,, de la variable réelle x définie par f,,(x) = e*! —mx ou
m est un parametre réel. On désigne par (C,,) la courbe représentative de f,, dans un repere
orthonormé (0;7;7) (unité 2cm).
1) Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par un point fixe A dont on
déterminera les coordonnées.
2) Montrer que la droite A,, d’équation : y = —mx est une asymptote a la courbe (C,,) et
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déterminer la position de cette droite par rapport a (C,,).
3) Etudier la fonction f et tracer avec soin la courbe (€¢) dans le repere.
4) Soit g, larestrictionde f; a [1; +oo[. Montrer que g; admet une réciproque (g;)~1.
Représenter la courbe (C;") de (g,)~ L.
5) Calculer en cm? l'aire A(a) de la portion du plan limitée par (C,), la droite A;: y = —x, et
les droites d’équations respectives: x =1 et x = a, (a < 1).
Probléme 11
Pour un entier n strictement positif, on note f,, la fonction numérique de la variable réelle x

définie sur IR — {—1} par: f,(x) = e

(x+1)"

et on note (C,,) la courbe représentative de f,, dans

le plan muni d’un repére orthonormé (0;7; ) (unité graphique : 2 cm).

1) Détermine la dérivée f,’ de f, et donne I'expression de f,€n fonction de f, 4, et f,

2) Etudie les variations de f; , et ses limites éventuelles en'—co ; —1; +o00. On distinguera les
cas n pair et n impair.

3) Montre que toutes les courbes (C,,) passent par un méme point que I'on déterminera.

4) Détermine liT f"T(x) . Trace, sur deux figures distinctes, les courbes (C;) et (C5).
X—+0co

Probléme 12

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) = —g + In |x7_1

1) Détermine I'’ensemble de définition de f.

2) Etudie les variations de f.

3) Soit (C) la courbe représentative de f d’un repére orthonormé (0;7; ) (unité : 2 cm)
Montre que (C) admet une asymptote oblique dont on précisera I’équation puis précise la
position de (C) par rapport a 'asymptote oblique.

4) Montre que le point /( %; - i) est centre de symétrie pour(C).

5) Donne une équation de la tangente en I a (C).

6) Construis (C).

Probléme 13 : Bac TSE 2001

Soit la fonction f:R — R
x— e?* — 2e*

1. Vérifier que le tableau de variation de f est bien le suivant :
X | - 0 In2 +oc

=) — 0 + +

0
f(x)
0
-1

2. Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse - In2.

3. Soit gla fonction de R vers R définie par: g(x) = f(x) + % (x+1In2)+ %

- o

a. Déterminer g‘(x) et g”(x) pour tout réel x.
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b. Dusigne de g “(x), déduire celui de g  (x) puis celui de g(x).
c. Etudier la position de (C) par rapporta ( T).
4. Tracer (T) et (C) dans le plan rapporté a un repere orthonormal d’unité graphique 1 cm.
B
Pour tout entier naturel n, on note f,, la fonction de R vers R définie par:

X
falx) = (xf—l)" et (C,) la courbe représentative. Prouver que toutes courbes (C,)

passent par un méme point fixe A dont on déterminera les coordonnées.
C
On consideére la fonction numérique h de la variable réelle x définie par:

h() = 1 1

x— —
e—1° T e-1

On désigne par (H) la représentation graphique de h dans le plan rapporté a un repere
orthonormal (0,j, j) d’'unité graphique 2 cm.
1. a) Calculer h (0); h (1),h (2)
b) Dresser le tableau de variation de h
¢) Prouver que la courbe (H) admet une asymptote dont on préciseral’équation.
d) Utiliser les variations de h pour déterminer le signe de h(x) selon les valeurs de x.
2. Tracer la courbe (H).

3. On considere la fonction numérique ¢ de la variable réelle x définie par:
P(x) et - xme - —
2 e—1
On note (I') sa courbe représentative de ¢ dans le repére précédent.
a. Etudier le sens de variation de ¢ en précisant ses limites aux bornes de l'intervalle de
définition.
Prouver que la courbe (I') admet une asymptote que 'on précisera.
Etudier les positions relatives des courbes (H) et (I).

Tracer la.courbe (T') sur le méme graphique que la courbe (H).
a) Etablir que, pour toutréel x : ¢(x) = f;ﬂ h(t) dt
b) Donner une interprétation géométrique de ¢ (0).

s~ an o

Probléme 14 :Bac TSE 2003 Mali

[-/ Pour tout réel k strictement positif, on considere la fonction f; définie sur [0 ; +oo[ par :
fie(x) = In(e* + kx) = x.Soit (Cy) la courbe représentant les variations de f;, dans le plan muni
d’un repere orthogonal, d'unités ( 5cm sur ’axe des abscisses et 10cm sur I'axe des ordonnées).
On considere la fonction g définie sur [0 ;+oo[ par: g(x) = In(1 + x) — x.

1-/ Etudier le sens de variation de g. (0,5pt)

2-/ En déduire que pour tout réel o positifounul, In(1+ a) < a. (0,5pt)

II-/ 1-/ Calculer f; (x) pour tout réel x appartenant a [0 ;+oo[ et en déduire le sens de variation
de la fonction f;. (1pt)

2-/ Montrer que pour tout réel x appartenanta [0 ;+oo[, f;(x) = In (1 + eix) .
En déduire la limite de f; en +o0. (0,5pt)
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3-/ Dresser le tableau de variation de f; . (0,5pt)

111-/

1-/ Calculer f; (x) pour tout x appartenant a [0 ;+oo[ et en déduire le sens de variation de la
fonctionfy,. (1pt)

2-/ Montrer que pour tout réel x appartenant a [0 ;+oo[, f;(x) = In (1 + :—i)

En déduire la limite de f; en +oo. (1pt)
3-/ a-/ Dresser la tableau de variation de f; . (0,5pt)

b-/ Montrer que pour tout réel x appartenant a [0 ;+o[, on a f; (x) < g (0,5pt)

4-/ Déterminer une équation de la tangente T, a (Ci) au point d’abscisse 0.

5-/ Soit p et m deux réel strictement positifs tels que p < m.Etudier la position relative de
(Cp) et (Cp).  (0,5pt)

6-/ Tracer les courbes (C;) et (C,) ainsi que leurs tangentes respectives T; et T, en 0 dans le
repére orthogonal du plan. (1,5pt)

[V-/ Soit A un réel strictement positif, on note A(A) I'aire en unité d’aire, du domaine délimité
par la courbe (Cy) et les droites d’équations x = Oetx = A

1-/ Sans calculer A()), montrer que A(1) < fO)Lk xe ¥ dx

(on pourra utiliser les résultats de la question préliminaire I-/). (0,5pt)

2-/ Calculer a I'aide d’une intégration par parties l'intégrale : fo}\ kx e ™ dx. (0,5pt)
3-/ On admet que A(A) a une limite en + co. Montrer que )\l_i)rfoo AN L k.
Interpréter graphiquement.ce résultat. (0,5pt)

Probléme 15

A.// Soit g la fonction numérique définie sur R par: g(x) = Z2e
1°/ Déterminer la limite de g en —co puis en 4. (0,5pt)

2°/ Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation. (1pt)

3°/ On admet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.

a) Vérifier que 0 en est une: (0,5pt)

b) L’autre solution estappelé a. Montrer que -1,6 < a <-1,5 (0,5pt)

4°/ Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs du réels x. (1pt)

B.// Soit fla fonction numérique définie sur R par: f(x) = e?* — (x + 1)e*

1°/ Déterminer la limite de f en - puis en +. (On pourra mettre e?* en facteur pour calculer
la limite en +o0) (0,5pt)

2°/ Calculer f ’(x) et montrer que f ’(x) et g(x) ont le méme signe (g étant la fonction définie
dans la partie A.//) Etudier le sens de variation de f. (1pt)

a’+2a

XY —x — 2.

3°/ Montrer que f(a) = — ou a est la solution de I'’équation g(x) = 0 de la partiel. En
déduire un encadrement de f(«). (On rappelle que —1,6 < a < —1,5 (1,5pt)

4°/ Etablir le tableau de variation de f. (0,5pt)

5°/ Tracer la courbe (C) représentant les variations de f dans le plan muni d'un repére
orthonormé (unité graphique 2cm). (1pt)

C.// Pour tout entier naturel n, on pose I,, = f(;T e* cos(nx) dx

M. ADD «%Wyw/bnnm/dddayw/bmm/» Page 12



%ee@ % de %MM@ Réalisé par : Abdoulaye Drissa DEMBELE

(L. Niama) abdouldem25@gmail.com
76 34 3234 / 66 34 32 34

1°/ Montrer que pour tout entier naturel n, cos(nm) = (—1)" et que sin(nm) = 0. (0,5pt)

2°/ AT'aide d’une intégration par parties montrer que I,, = 11)+:2 .(1pt)

e™+1

1+n?

En déduire lirP I,. (0,5pt). |In| désigne la valeur absolue de In.
X—+ 00

3°/ Montrer que, pour tout entier naturel n, |I,| <

NB : La parie C.// est indépendante des parties A.// etB.//
Probléme 16 : Extrait de compos de Bamako Rive droite
I. Soit g la fonction définie par : {g(x) =—1=xlnlx] s x#0
g(0) =—
1) Précise I'’ensemble de définition de g.
2) Etudie la continuité de g en 0.
3) a) Etudie les variations de g.
b) Montre que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans l'intervalle
]—2; —1[. Détermine un encadrement de a a 1072 pres.
c) Détermine le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

x+ln|x|

II. Soit f lafonction de Rvers R définie par: f(x) = .on désigne par(C) la courbe de

f dans un repére (0;7;7).
1) Etudie les limites de f aux bornesde son ensemble de définition I.

Précise les éventuelles asymptotes de (C).
9

2) a) Montre que pour toutréel x del,ona f'(x) = P

b) Dresse le tableau de'variations de f.
c) Montre que f(a) =1+ % Détermine un encadrement de f ().

d) Montre que la courbe (C) coupe l'axe des. abscisses en un point B dont I'abscisse 4
appartient a l'intervalle 0 ; 1[. Vérifie que 0,56 < 1 < 0,57.
3) Trace (C) et ses asymptotes dans le repere.
4) Soit A l'aire du domaine plan limité par la courbe (C ), 'axe des abscisses et les droites
d’équations x =2 et x = 3.
Détermine une valeur approchée par exces de A par la méthode des rectangles.
(On partagera l'intervalle [2 ;3] en 5 intervalles de méme amplitude).

II1. on considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel supérieur ou égal 2 par:
n+1

U, = (x)dx
n f
n
1) quel estle signe de u,, ? donner une interprétation graphique de u,,.

2) MontrerqueVn = 2,ona:f(n+ 1) <u, < f(n).Endéduire le sens de variation de
la suite n(u,).
3) Etudier la convergence de la suite (u,), préciser sa limite.
Probléme 17
A) Soitla fonction g définie sur R* par: g(x) = 2x3 — 1 + 2 In|x|
1) Etudier les variations de la fonction g sur R*. Préciser la valeur de 'extremum relatif

de g.
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2) Montrer que I'’équation g(x) = 0 admet une solution unique a € E ; 1].

. n n+1
3) Donner un encadrement de @ par deux nombres rationnels de la forme et avecn

entier naturel.
4) En déduire le signe de g(x) sur R".

In|x|

B) Soit la fonction f définie sur R* par: f(x) = 2x — . Soit ( Cf) la courbe représentative

x2
de f dans un repere orthonormé (o; 7; ).

1) Calculer f'(x) puis en déduire le tableau de variation de £

2) Démontrer que f(a) = 3a — %
3) Enutilisant I'encadrement de a trouvé au A) 3°) montrer que :
1,6 < f(a) < 2,1.
C) Soient les points M(x; y) et M’'(x’; y’) dans le repére (o ; 7; j) ou M’ estle
symétrique de M par rapport a 'axe des ordonnées:
1) Déterminer x et y’en fonction de x ety.

2) Démontrer qu'une équation de la courbe (I") a laquelle appartient M’ lorsque

In|x|
xZ

M décrit la courbe ( Cf) estla suivante : y = —2x —

3) Etudier la position relative de(T') parrapport a ( Cf).

D) On considere un réel m supérieura 1.

In x
x%

Soit h la fonction définie sur [1; +oo[ par h(x) =

1+Inx

1) Démontrer que H définie sur [1; +oo[ par H(x) = — est une primitive de h.

X
2) On désigne par A(m) l'intégrale flm[Zx — f(x)] dx. Calculer A(m).

3) Déterminer si elle existe la limite de A(m) quand m tend vers +oo.

Probléme 18

D
2)
3)
4)
5)

Pour tout entier naturel n strictement positif on considére la fonction f;, définie sur ]0, +oo[ par

ful) = 22
graphiques : 2cm sur I'axe des abscisses et 10cm sur |’axe des ordonnées)
A. Etudede f;

Détermine }Ci_l:r(l) f1(x) et xl_l)rpoo f1(x). Que peut-on en déduire pour (C;) ?

On note (C,) la courbe représentative de f,, dans un repere orthogonal (unités

Etudie le sens de variation de f; et donne le tableau de variation de f;
Donne une équation de la tangente au point d’abscisse 1 a (C;)
Détermine ling foa(x) et liI-El f2(x). Que peut-on en déduire pour (C;) ?
X— X—+ 00

Etudie le sens de variation de f, et donne le tableau de variation de f,
B. Etudie le signe de f; (x) — f,(x). Déduis-en la position relative de (C,) et (C,)
2) Trace (C;) et (C,) dans le méme repere orthogonal
C. n étant un entier naturel non nul et on pose I, = fle frn(x)dx

1) SoitF(x) =

1+Inx

Calcule F'(x) et déduis-en I,

X .

2) Montre que I,,1 = —§+ (n+ DI,
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3) Calcule I, puis I'aire en cm? du domaine compris entre (C;) et (C,) et les droites
d’équation x =letx =e
4) Montre par récurrence que pour tout entier naturel non nul n :
1 1
h=1- (14T o+t )
1) En utilisant un encadrement de lnx sur [1; e] montre que 0 < I, < 1.
2) Déduis-en lim (1 R R i).
11 2!

n—+oo n!
Probléme 19 : Extrait de compos de Bamako Rive Droite
Pour chaque entier naturel n, on définit sur l'intervalle ]0; +oo[ la fonction f,, définie par:
fn(x) = exT—1 +nlnx.

Partie A : étude du cas particulier n = 0
e*-1

fo estdonc sur ]0; +oof par f (x) =

1) Justifie que, pour tout réel u, I’ 1nega11té e* > u +1. Déduis en que pour toutréel x,
e ™™ +x—1 >0, puis que, pour toutréel x, 1 + (x —1)e* > 0.

2) Détermine les limites de f; en 0 et en +co.

3) Montre que, pour tout réel x appartenant a |0; +oo[, la dérivée de f; est donné par

flo(x) = % Déduis en le sens de variation de fj,.
4) Représente la courbe C, de f, dans un repere orthonormal d’unité graphique 2cm.
Partie B : étude de la famille de fonctions f,pourn > 1.

On appelle C, la courbe représentative de f,, dans le repére précédent.
1) Détermine les limites de f,, en 0 et en +co.
Déduis en que C,, possede une asymptote que l'on précisera.
2) Détermine le sens de variation de f, surl'intervalle ]0; +ool.
3) Montre que toutes les courbes C,, passent par un méme point B dont on précisera.
4) Etudieles positions relatives des courbes C, et C,, 4.
5) Vv n € N*; montre qu'il existe un unique réel a,, appartenant a |0; 1[ tel que f,(a,) =0
6) Montre que, pour tout entier naturel non nul n, f;,,,(a,) = In(a,).
Déduis en que a,, < a,41,puisque la suite (a,) est convergente.
7) a) En utilisantla partie A, montrer que pour tout réel x appartenanta |0 ; 1],

X
<e-—1.

1—
n

b) Déduis en que, pour tout entier naturel non nul n, In(a,;) > % et que a, =>e
c) Déduis en la limite de la suite (a,).
8) Construis sur le graphique précédent les courbes C; et C,.

3
9) Pour tout entier naturel n, on pose I,, = flz fn(x)dx.

a) Donne une interprétation graphique de cette intégrale.
b) Etudie le sens de variation de la suite (a,).
c) Démontre que 1’aire comprise entre les courbes C,,,; et C, etles droites d’équation

3
x=1letx = 5 est constante.

Probléme 20 : Extrait de compos de Bamako Rive Gauche
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1. Pour tout entier naturel n» non nul, on considére la fonction f,, définie sur ]0; +oo[ par:
fn(x) =Inx +§— 1
a. Déterminer les limites de f,, en 0 et en +oo0 puis étudier le sens de variations de f;,.
b. Montrer que I'équation f,,(x) = 0 admet une unique solution dans ]0 ; +oo|.
On note a,, cette solution. Montrer qu’elle appartient a l'intervalle [1; e].
2. Le plan est rapporté a un repére orthonormé (o0;7;j ). On note (C) la courbe
représentative de la fonction logarithme népérien (In x).
a. Soit n un entier naturel non nul. Déterminer une équation de la droite A,, passant par
le point A(0; 1) etle point B, (n; 0).
b. Faire un croquis représentant la courbe (C) etles droites A3, A, et As.
¢. Montrer que a,, estl’abscisse du point d’intersection de’(C) avec A,,.
d. Précisezlavaleur de a; puis faire une conjecture surle sens de variation de la suite (a,,).
(on pourra Utiliser le croquis et la question 2.c.)
3. a.Exprimer In a, en fonction de n et de a,,.
b. Exprimer f,,;(@,) en fonction de n et de a,, et vérifier que: f,,1(a,) < 0.
c. Déduire de la question précédente le sens de variation de la suite (a;,).
d. Montrer que la suite (a,,) converge. On note A sa limite. Etablirqueln A = 1 et en déduire
la valeur de A.
4. On désigne par D, le domaine délimité par la courbe (C ), I'axe des abscisses

et les droites d’équation: x = a,, et x = e.
2

. . . . , P
Calculer I'aire du domaine D, en fonction de «,, et montrer que cette aire est égale a %

Probléme 21

Dans tout le probleme, 1 désigne un entier naturel non nul. On étudie la fonction définie

sur R par : f,(x) = xe* —n. On note (Cn) sa courbe représentative dans un repeére

orthonormal (0;7;7]).

A] Soit g,, lafenction définie sur R par: g,(x) = (1 + x)e* — n.

1) Déterminer la dérivée de g,, . Faire le tableau des variations de g,, et déterminer les limites
de g, aux bornes de son ensemble de définition.

2) Montrer que g, s’annule pour une valeur «,, et que a,, est positif ou nul.

3) Montrer que :'a; = In (1+n ) avec 0 < a, <In(n)

an

4) a) Montrer que pour tout réel xstrictement positif,ona:Inx < x — 1. (1)
b) Déduire de (1) le'signe de g,,(Invn)

o 1
c) Justifier que: Elnn <a,
s . /7 a
Quelles sont les limites des suites de termes généraux «a, et 7" ?

B] 1) a) Déterminer la dérivée de f;. En déduire les variations de £.
b) Déterminer les limites de £ aux bornes de son ensemble de définition.

-na3
1+ay
2) Montrer que (Cn) admet une asymptote (Dn) que I'on déterminera.

C) Montrer que f,,(a,) =

3) Déterminer les points d’intersection de (Cn) avec I'axe des abscisses, et préciser la
position de par rapport a cet axe.
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4) Etudier les positions relatives de (Cn) et (Cn+1).
5) a) Montrer que: 0,35 < a, < 0,40. Déterminer les valeurs décimales approchées a 10-2
pres, par défaut et par exces de a@,. En déduire un encadrement de f, (a;).

b) Tracer (Ci1) et (C2) sur le méme graphique d’unité 10cm, en mettant en évidence les

résultats précédents. Préciser les tangentes en O a (C1) et (C2).
Probléme 22

f(X) __In(1+x)
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par{ T x
f(0) = *1

Soit (Cy) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repere orthonormé (0;7;j) (Unité
graphique : 2 cm).
1) a) Prouve que pour toutréelt >0ona:1—-t < ft <1
2
b) Déduis-en que Vx > 0, x — x? <In(l1+x)<x. @
2) Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par g(x) =In (1 +x) — 22+—xx
a) Calcule g'(x)
2
b) Prouve que pour tout nombreréelx >0: 0<g'(x) < x:.
3
c) Déduis-en que pour tout nombre réel x = 0: 0 < g(x) < :—2 (2)
3) Etude des variations de f.
a) Calcule f'(x) pour x > 0.
b) Etablis que pourx = 0ona: g(x) <In(1+x) — ﬁ
Grace a (2) établir le sens de variation de f.
4) a) Détermine la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo.

b) Al'aide de (2) montre que pour x = 0ona:

x3 2 - In(1 4 x) < 2x . 1 x<x—ln(1+x)< 1
SETARTYEIT R I TR 2 Tx+2

x—In (1+x) _ 1 Adivie. ' _ 1
—  =et déduis-en que f'(0) = -

12 "2+x
c) Montre que lim
x-0

d) Soit (T) la tangente a (C;).en x, = 0.
En utilisant (1) montre que (Cy) est au-dessus de (T) pour x € R}.

5) Dresse le tableau de variation de f.
6) Trace (Cf) et (T) dans le méme repere.

Probléme 23
L’objectif de ce probléme est I'’étude compléete de la fonction numérique f définie pour tout

f(x)=x—x21n|1+i| six#0
f(0)=0

représentation graphique de f dans le plan muni d’'un repére orthogonal (0; ;) avec

nombre réel x différent de -1 par: { .On note (Cy) la

II7]l = 2cm et ||J]] = 4cm. Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
2x+1
x(x+1)

Soit g la fonction numérique définie par: g(x) = —2In |1 + §|

M. ADD «%Wyw/bnnm/dddayw/bmm/» Page 17



%ee@ % de %W@ Réalisé par : Abdoulaye Drissa DEMBELE

(L. Niama) abdouldem25@gmail.com
76 34 3234 / 66 34 32 34

1) Détermine Dy et calcule les limites de g en +oo et en —oo.
2) Etudie les variations de g, on ne demande pas de calculer les limites en -1 et en 0.

3) Calcule g(— %). Démontre que I'on a:
Ve ]—oo;—1[u]—§;o[ g(x) <0
VxE€ ]—1;—%[U]0;+00[ gx)>0

Partie B : Etude de la limite de f a I'infini

2
1) Apres une bréve étude sur [0; +oo[ des fonctions h : t +— In(1+t) — (t — %) et

2 3 2 2 3
k:t'—>ln(1+t)—(t—%+%).Démontreque:Vt20 t—%Sln(l+t)St—%+%.2)

t—=In(1+t) 1

En déduis que lim—; :
t—0 t 2

3) En utilisant les résultats précédents, démontre que xl_igloo flx) = % . On admettra que
Jim £ =3,
4) Donne une interprétation graphique des résultats de la question précédente.
Partie C : Etude de la fonction f
1) Détermine Dy et calcule la limite de f en ~1.2) Etudie la continuité de f en 0.
3) Démontre que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1.
4) Calcule la dérivée de f et démontre que f'(x) = xg(x).
5) Dresse le tableau de variation de f.
6) a) Détermine une équation de la tangente (T) a (Cr) au point d’abscisse en 0.
b) Précise les équations des asymptotes a la courbe (Cf).
c) Montre que I'équation f(x) = 0 a pour solutions 0.et  avec —0,8 < f < —0,7.
7) a) Trace (Cy) et (T).
b) Résoudre I'inéquationf (x) > 0.
8) Soit ¢ la fonction numérique de la variable réelle x définie sur IR — {1} par:
{(p(x) =x+x21n|1—%l six#0
(0 =0
a) Dire comment peut-on obtenir la courbe (T') de la fonction ¢ a partir de la courbe (Cy) de la
fonction f.
b) Construis la courbe (I') dans le méme repere que (Cy).
Probléme 24

A) L’objectif de cette partie est d’étudier la fonction g définie sur [0; +oo[ par:
1—

e—t
{g(t)z - sit>0

g(0) =1
1) a) Etablis que g est continue en 0.
b) Détermine tli{Fn g(®).

2) a) Calcule g'(t) pourt > 0.
b) Prouve que pour toutt > 0; 1+t <et.
c) En déduis le signe de g’ et le sens de variation de g. (On ne construira pas la courbe de

9)
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3) On se propose d’étudier la dérivabilité de g en 0. A cet effet, on considere la fonction h
définie sur [0; +oo[ par:h(t) =1—t + ; —et

a) Calcule h'(t) et h"'(t) ainsi que les valeurs de h(0) et h'(0).

b) Montreque:Vt > 0;0 < h(t) < %.

1-e t—t
tZ

¢) En déduis un encadrement de . Prouve finalement que g est dérivable en 0 et que

g9'(0)=—=.
B) On se propose d’étudier la fonction f définie sur [0; +oo[ par :
{f(x) = i(e‘x —e ) six >0

f0)=1

1) a) Détermine xliTw f(x).

b) Prouve que Vx > 0, f'(x) = xize‘zx[ZX +1—e*@x+ 1)

c) Utilise le résultat établi au A) 2) b) pour montrer que Vx >0, f'(x) < 0.
2) Vérifieque:Vx >0, f(x) = 2g(2x) — g(x) ou g est la fonction étudiée dans la partie A).
En déduis que f est dérivable en 0 et calcule f'(0). Détermine I'équation de la tangente (T) a
la courbe (Cr) de f au point d’abscisse 0.
Probléme 25
Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0; ;7). L'unité graphique est de 10cm
f@) =(e™ —1)Inx,six >0

f0) =0

On consideére la fonction f définie sur [0, +oo[ par: {

On note (C) la courbe représentative de f dans le repere.
On se propose dans ce probléeme de trouver un encadrement de folf(x)dx

Partie A :
On consideére les fonctions h et g dérivables et définies sur |0, +oo[ par:
h(x) =Inx +e*+1 et g(x) = xInx + e* — 1. On admet qu'il existe un nombre réel a € ]0,1[
Vx € ]0,af; h(x) <0
tel que { Vx € ]a, +oo[ ; h(x) >0
h(a) =0
1) Calcule les limites de gen 0 et en +o0
2) Justifie que : ¥x € ]0,+oo[, g'(x) = h(x)
3) a- Etudie le sens de variations de g sur 0, +oo[
a- Dresse le tableau de variation de g
4) a- Démontre que: Vx € ]0,+o[, g(x) = 0 admet une solution unique g et que
B €10,3;0,4]
L vx €]0,B8[;9(x) <0
b- Déduis-en que : {Vx c1p, +€O[?;(£) > 0
Partie B :
1) Démontre que f est continue en 0
2) Justifie que f est dérivable en 0
3) a) Calcule xliToo f(x)
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b) Calcule lim 1)

x>+ X
¢) Donne une interprétation graphique des résultats des limites des questions a) et b)
4) On admet que f est dérivable sur |0, +oo[

22
ex

g(x?)
b- Détermine le sens de variation de f sur [0, +oo[
c- Dresse le tableau de variation de f
5) a- Détermine une équation de la tangente (7T') a (C) au point d’abscisse 1
b- Trace (T) et (C) dans le repere (0,1,))
Partie C:
1) a) Démontre que Vx € R,e* > 1+ x
b) Démontre que Vx € [0; +oo[, -1 < —e™* < -1+«

a- Démontre que: Vx € |0, +oo[, f'(x) = —

X

2
c) Démontre que Vx € [0;+o[1—x<e* <1 —x+x7

2) Soit t un nombre réel appartenant a I'intervalle ]0; 1]

On pose:Vn € N*, L, (t) = ftl x"Inx dx

a) Alaide d’intégration par parties calcule I,,(t).

b) Démontre que:Vt € ]0;1]; —I5(t) + %14(t) < ftlf(x)dx < —L(t).
3) OnposeS = folf(x)dx

a) Donne interprétation géométrique de S.

b) On admet que: ltl_r)r(} ftlf(x)dx =S.

Détermine un encadrement de S.

Probléme 26
A) Etude d'une fonction

On consideére la fonction f définie sur |0 ; + co[ par f(x) = 1 + ln_x
X

On note (C) la courbereprésentative de f dans le plan rapporté a un repere orthonormal
(0; i,7) ;unité graphique : 5 cm.
1) Calculer les limites de f en 0 et en + co. Déterminer les asymptotes de (C).
2) Etudier le sens de variation de f. Dresser le tableau de variation de f.
3) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet sur l'intervalle E ; 1] une solution unique,
notée o. Déterminer un encadrement de a, d'amplitude 10~2. Donner, suivant les

valeurs de x, le signe de f(x) sur 0 ; + oo].
4) Tracer la courbe (C).

B) Calcul d'aire
1) Déterminer une équation de la tangente (D) a (C) au point d'abscisse 1.
2) a) soit ¢ la fonction définie pour toutx > 0 par: @(x) = x — x? + Inx. Calculer ¢’ (x).

En déduire le sens de variation de ¢, puis le signe de ¢ (x), sur l'intervalle ]0 ; + oo].

M. ADD «%Wyw/bnnm/dddayw/bmm/» Page 20



%ee@ % de %W@ Réalisé par : Abdoulaye Drissa DEMBELE

(L. Niama) abdouldem25@gmail.com
76 34 3234 / 66 34 32 34

b) Montrer que, pour toutx >0, f(x) — x = ox)
x

¢) En déduire la position relative de (C) et de (D).

3) On considére le domaine limité sur le graphique par l'axe des abscisses, la courbe (C)
et la tangente (D).

a) Hachurer ce domaine.

b) Soit A son aire, en cmZ2. Ecrire la valeur exacte de A comme expression polynomiale du
second degré en a.

C) Etude d'une suite
Soit xy un réel appartenant a l'intervalle E ; a[ on note My le point de (C) d'abscisse x,,.

1) a) Donner une équation de la tangente Fo a C endM,, en fonction de x,, f (%) et f ' (xo).
b) Soit x; 1'abscisse du point d'intersection de F,, avec des abscisses. Ecrire x; en fonction

de xo, f(xo) et f'(xo).
2) On consideére la fonction h définie sur E ; a[ parh(x) = x — % (On remarquera que
X
h(xo) = x1)

2) Montrer que k(x) = £ /)

[f' ()]’
b) Calculer f "'(x) et étudier son signe sur E ; a[.
c) En déduire que h est strictement croissante sur ]

VAC))
J'(x)

1 .
= a], puis montrer que x; < a.

d) Enécrivanth(x) — x = — , étudier le signe de h(x) — x sur E ; a[. En déduire

1
que-< X <X; <«

3) a) Démonter que, pour tout x appartenant a E ; a], h(x) appartient a E ; a].

b) On considere la suite (x;,) de réels définie par x, et x,,,.; = h(x,) pour tout entier
naturel n. Montrer que la suite (x,,) est strictement croissante.
Probléme 27
Le but de ce probléme estd'étudier dans la partie A la fonction numérique f définie sur
10, + o[ par f(x) = x '+ 1 + ln_zx , de déterminer ensuite dans la partie B la position de sa courbe
X
représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite récurrente dans
la partie (C), cette derniére partie étant dans une large mesure indépendante des deux autres.
Partie A :
1) Soit gla fonction numérique définie sur ]0; +o[ par g(x) = x> — x — 2Inx + 1
a) Montrer que la fonction g est dérivable et que pour toutx € ]0, +oo
(x —1)(3x* +3x +2)

g'(x) = .

b) Etudier les variations de la fonction g puis déterminer le signe de g(x).

M. ADD «%Wyw/bnnm/dddayw/bmm/» Page 21



2)

D

2)

3)
4)

iy
2)
3)

4)

D
2)

3)
4)
5)

D
2)

%ee@ % de %MM@ Réalisé par : Abdoulaye Drissa DEMBELE

(L. Niama) abdouldem25@gmail.com
76 34 3234 / 66 34 32 34

a. Déterminer les limites de fen 0 et en + co.

b) Montrer que pour tout x €]0,+ oo[; f'(x) =

Partie B :
I désigne la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal (0; 7; J) unité
graphique 2 cm.

soit h la fonction définie sur ]0, + oo par h(x) = x +Inx.
a) Etudier le sens de variation de h puis montrer que 1'équation h(x) = 0 admet une solution
unique a sur l'intervalle [0,4 ; 0,7].
b) Montrer quel'ona:e™® = a.
a) Vérifier que la droite A d'équation y = x est asymptote oblique a " en + co.
b) Utiliser les résultats de la question 1.a) pour déterminer les positions relatives de I et A.
Construire I' et A dans le repére ortho normal (0; T; J).

a) Calculer au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale I = I lnt

b) En déduire I'aire, en cm? de la portion de plan limitée par la courbe I',Ja droite A et les
droites paralleles a I'axe des ordonnées d'équation x = letx = 2.

Probléme 28
Dans tout le texte e désigne le nombre réel qui vérifie In e = 1. On considére la fonction f définie

sur |0 ; + oo[ par f(x) =

Inx+xe

x2
On note I' sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0; 7; J), unité graphique :2 cm.

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

On consideére la fonction g définie sur |0 ; + oo] par g(¥) = —2Inx — xe + 1.

Déterminer les limites de g en 0 et en +co.

Etudier le sens de variation de g.

Montrer que dans [0,5; 1] I'équation g(x) = 0 admet une solution et une seule notée a.
Déterminer un encadrementde o a 0,1 pres.

En déduire le signe de g(x) selon lesvaleurs de x.

Partie B : Etude de la fonction f

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
g( )

Soit f ' la fonction dérivée def. Vérifier que f'(x) =
10 ; + oo.
Montrer que f(a) =

puis étudier le sens de variation de f sur

1+a e
2a?
Donner le tableau de variation de f.

Construire T.

Partie C : Intégrale et suite

en+1

i 1 n+1 .
Soitl,, = j lt dtetAn = fen f(t)dt pour tout entier naturel n.
en
n+1 n+2

R L ] ' . 4 3 ] . —_——_—
Montrer a l'aide d'une intégration par parties que : I, = e

a) Montrerque 4,, = I, +e.
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b) Calculer I, et Ay.

c) Donner une interprétation géométrique de Ao.

3) Montrer que la suite (4,,) converge vers e.

D
3.
4,

2)

Probléme 29

Partie A :

On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1 + x? — 2x%Inx

Dresser le tableau de variation de g.

Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que
1,89 < a < 1,90.

Déduire de ce qui précede le signe de g(x).

On consideére la fonction numérique f définie sur Jo, +oo[ par f(x) =

= et soit (C) sa courbe

représentative dans le repére orthonormé (0; 7; j) d'unitégraphique (2 cm).

5. Dresser le tableau de variation de f.

Vérifier que f(a) = # En déduire un encadrement de f() d'amplitude 2.10-3.

7. Tracer (C) dans le repére.

D

2)

D
2)
3)
4)

Partie B :
On considere la fonction numérique définie sur |0, +oo[ par: F(x) = fle(t)dt
a) Prouver que F est dérivable sur ]0; 4 o] et préciser F'(x).

b) En déduire le sens de variation de F.

g . Int ln_t
a) Vérifierque V¢>1ona: REnE < f@) < 2

(1+t)2

X
X
b) Pour tout x > 0 on pose I(x) = j I:—tht et J(x) =J It ¢
1
1

i) al'aide d'une intégration par parties, calculer I(x)
ii) al'aide d'une intégration par partie et de 1'égalité :

1 1 1
arD) @ 1ec POUT t> 0, calculer J(x).

c¢) Déduire de ce qui précede que Vx>1 ona:

12+1( ) lnx<F - Inx 1

" i x+1/  x+1" () = X X

On admet que lirP F(x) = 6.Sans calculer 8 vérifierqueln2< 6 <1
x—+00

Probléme 30

PARTIE A :

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = x?+ 3x — 1 —Inx. On désigne par Cg la
courbe représentative de g dans un repére orthonormé( O ; 7 ; j) d’unité graphique 1cm.
Etudier les limites de g en 0 et en + oo.

Etudier les branches infinies de la courbe Cg.

Etudier les variations de g.

Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans I'intervalle[ 2; 3 ].
Déterminer un encadrement de a a 10~2 prés par dichotomie.
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Déduire de ce qui précede le signe de g(x) en fonction de x.
Interpréter graphiquement le résultat.
a- Tracer la courbe Cg.
Discuter graphiquement suivant les valeurs du périmeétre réel m, le nombre de solution de
I’équation g(x) =m
PARTIEB:
Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = *_ On désigne par (Cf ) la courbe

x2—xlnx

représentative de f dans un repére orthonormé ( 0 ; 7 ; j) d’unité graphique : 1 cm.
a) Montrer que pour tout x de ] 0; + o[, onax > [nx.
b) justifier que la fonction f est bien définie sur |0 ; +oo].

2) Etudier les limites de f en 0 et en +00. Que peut-on en déduire ?
g(x)
(x2-xlnx)

3) a- Monter que pour toutxde ]0; +oof, f'(x) =

b- Dresser le tableau de variation de f.

c - Montrer que f(a ) = puis en déduire un encadrementde f ( « ).

ala-1)
4) Déterminer une équation de la tangente ( T ) a la courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1.

5) Résoudre I'équation f( x ) = 0 puis tracer la courbe (Cf ) et la tangente ( T ) dans le méme
repere.

L
X

6) a- Montrer que pour tout x € |0; #co[ ,ona: f’(x) =

x—Inx
b- Soit A(a) l'aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf ), I'axe des abscisses et les

droites d’équationsx =1 etx = «a.

Montrer que A(a)=2In(a — 1) puis en déduire un encadrement de A(«@).
Soit n un entier naturel supérieur ou égale a.

Calculer a, = [ 1” f(x)dx. Interpréter graphiquement ce résultat.

Calculer la limite de a,lorsque n tend vers +oo.
PARTIE C:

Soitla fonction définie surR par h(x) = | fx f(t)dt.On désigne par (C ) lacourbe représentative

de dans un repére orthonormé (0; ¢ ; j) d’'unité graphique : 1 cm.
a- Montrer que h(x) =dn(e* — x).
Montrer que pour tout nombre réel x ,ona:e* > x.

a-Calculer lim h(x) puis<lim hx)
X — — 00 X—>—o00 X

Que peut-on en déduire pour la courbe (C ) ?

b- Montrer que pour tout nombreréel x ,ona: h(x) =x + In (1 - i).

eX
En déduire lim h(x)

X — Foo
a- Montrer que la droite ( A ) d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe (C ) au
voisinage de + oo.
b- Etudier la position relative de (C) etde (A).
Dresser le tableau de variation de puis tracer (C) et (A)

Probléme 31
PARTIE A :
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Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In( 2x + v4x2 + 1). On désigne par (Cf) la courbe
représentative de f dans un repére orthonormé(0 ; 7 ; j) d’unité graphique 1cm.

Montrer que f est impaire.
2

Vax2+ 1

Montrer que f est dérivable sur R puis montrer que sa dérivée f'(x) =

Dresser le tableau de variation de f.

Etudier les branches infinies de la courbe (Cf).

Trouver une équation cartésienne de la tangente (T ) a (Cf) au point d’abscisse nul.

Préciser la position de ( T ) et (Cf).

Tracer la droite ( T ) et la courbe (Cf)

Soit o un réel strictement positif. Calculer en fonction de «, 'aire de la partie du plan délimitée par
la courbe (Cf) et les droites d’équations respectives x = 0,y =0et x = a.

PARTIEB:

Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle I que I'on
précisera.

Construis dans le méme repere que (Cf), la courbe (Cg) de la fonction g.

Montrer que pour toutx € [,ona: g(x) = i(ex — e ).

Montrer que I’équation g(x) = x admet dansl'intervalle | 0 ; + oo [ une solution unique a et que
2 2

Calculer en fonction de a I'aire du domaine limité parles deux courbes (Cf) et (Cg) et situées

dans le demi-plan x = 0.

Probléme 32

-1
On consideére la fonction f définie sur [0, +oo[ par f(x) = ¢

xe' +1
On note (C) sa courbe dans un repére orthonormé (O ; 7 ; J) d'unité graphique (4 cm).
Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire).
On définie la fonction gsur [0, +o[ par g(x) = x + 2 — e*
Etudier les variations de g, dresser son tableau de variation. Montrer que 1'équation g(x) = 0
admet une solution a et que 1,14 < a<'1,15.
En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
Partie B : (Etude et tracée de f).

Montrer que Vx € [0,+%[; f '(x) = % . En déduire le sens de variation de f.
xe' +
a) Montrer que Vx € 10, +o[, f(x) = ;Z:z

b) En déduire lir+n f(x) . Interpréter graphiquement ce résultat.
X—>+00

1
o+

3) Montrer queVx € |0, +oo[; f(a) = 1puis détermine I'équation de la tangente au point

d’abscisse x, = 0

_ (x+D)(e" —xe' 1)
xe* +1

T(x) = ex — xe* — 1.Puis en déduire la position de (C) par rapport a (T).

4) Montrer que f(x) — x . Etudier les variations de la fonction
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5) Tracer (C) et (T).
Partie C:
1) Déterminer une primitive F de f en utilisant la question 2) a) de la partie B.
2) Calculer en cm?1'aire A du domaine plan limité par (C), la tangente (T) et droites d'équation
x = 0etx =1
3) Vn € Nonposel, = f:+1f(x)dx
a) Calculer a 1072 prés les valeurs de I1; Io ; I2.
b) Interpréter graphiquement In.

©) Montrerque wp>2 ; f(n+1) < [ f(x)dx < f(n)

En déduire la monotonie de la suite (In) a partirden = 1.
d) Déterminer la limite de la suite (1,,)
Probléme 33
A. Le plan P est muni du repére orthogonal (0;7;] ) d unités graphiques : 4 cm sur I'axe des
abscisses et 2 cm sur I'axe des ordonnées. On considere la fonction f définie par :

f(x) =8(e™* — e %),
(e*-1)

. . 8
1) Démontrer que, pour tout x réel : f(x) = or:

2) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
8(2—e”)
e2x

3) Démontrer que, pour tout x réel : f'(x) = En déduire le signe de f'(x).

4) Donner le tableau de variation de f.
5) Représenter la fonction f dans le repére (0;7;7]).

B. On injecte a l'instant t = 0 une substance dans le sang d’'un animal. A l'instant ¢, (t
positif exprimé en secondes), la concentration y de la substance injectée est : y =
8(e~t — e~2). On appelle « concentration » le rapport entre la quantité du liquide injecté
et la quantité de sang qui le contient.

1) En utilisant les résultats de la partie A. , donner le tableau de variation de la
concentration en fonction du temps t en secondes.

2) Auboutde combien de temps la concentration est-elle maximale ?

3) Calculer au boutde combien de temps la concentration retombe au quart de sa valeur
maximale. Vérifier graphiquement en utilisant la question 5) du A.

4) Donner une valeur approchée de f(9). En déduire qu'a lI'instant ¢, t > 9, la
concentration estinférieure 3 1073,

Probléme 34
On étudie I'évolution d’'une colonie de bactéries placée dans une Petrie. Le nombre da bactéries en
. sz . L ’ det-1 |
centaines est modélisé par la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par f(t) = :t+2 out

représente le temps en heures. On suppose que I'on peut compter le nombre de bactéries a
'unité pres grace a un compteur de radioactivité.
1) a) Calculer f(0) et interpréter ce résultat.

9
b) Montrer que f(t) = 4 — TS

On appelle cette valeur la saturation .Que peut-on en conclure pour la courbe (C) de f ?
¢) L’équation f(t) = 4 admet-elle des solutions ? Justifier la réponse.

En déduire la limite de f en +oo.
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9et P ..
ﬁ. En déduire le tableau de variation de

2) Montrer que la dérivée f' de f vérifie f'(t) =
fsur[0; +ool.
3) Soit (T) la tangente au point d’abscisse 0 a la courbe (C) . Déterminer I'équation de (T).

4) Recopier et compléter le tableau ci-dessous en arrondissant 3 1072 pres.

t 0 1 2 3 4 5 6 7
f@®

5) Tracer (C), (T) ainsi que toutes les asymptotes éventuelles a (C).

6) Calculer a la minute pres I'instant t, oule nombre de bactéries sera égal a 200.

7) Déterminer graphiquement au bout de combien de temps, la population de cette
colonie dépassera 80% de sa saturation.

Probléme 35 : Extrait du Bac 2018 T. S.Exp
On étudie la propagation d’'une maladie lors d’'une épidémie. Des relevés statistiques ont
permis de modéliser le nombre de malades durant I'épidémie par la fonction #définie sur
I'intervalle [1; 26] par : f(t) = 24t In(t) — 3t% + 100U treprésente le nombre de semaines
écoulées depuis le premier cas constaté et f(t ) le nombre de milliers de malades
comptabilisés apres ¢semaines.
On note f' la fonction dérivée dela fonction f et ' la dérivée seconde de la fonction £.
1. Calcule f'(t).
2. a. Etudie le signe de f"'(t) sur l'intervalle [1; 26].
b. Dresse le tableau de variations de la fonction dérivée £’ sur l'intervalle [1; 26].
c. Montre que I'équation f'(t) = 0 admet une solution uniqueasur I'intervalle [1;26]
dont on donnera un encadrement par deux entiers consécutifs.
d. En'déduis le signe de f'(t) sur l'intervalle [1;26] puis les variations de la fonction £
sur l'intervalle [1;26].
3. Onadmet que f'(t) représente la vitesse de propagation de la maladie au bout de ¢
semaines.
a. Dans le contexte du probleme, donne une interprétation du tableau de variations de la
fonction déviée ' obtenu a la question 2.
En se servant des questions précédentes, détermine le nombre de semaines écoulées a partir
duquel le nombre de malade par semaine a commencé a diminuer.

Probléme 36 : Extrait du Bac 2012 T. S.Exp (2¢éme groupe)
Partie A
ATinstant £= 0 on injecte dans le sang d'un patient une dose de 3m/d’un médicament. On
veut étudier le processus d’élimination du produit au cours des douze heures suivant
I'injection. La quantité de médicament présente dans le sang en m/en fonction du temps ¢
en heures est f(t), ou f est définie sur [0; 12] par f(t) = 3e~%1t,
1°/ Déterminez £’(f) etjustifier que pour tout t € [0; 12],f'(t) < 0.
2°/ Dressez le tableau de variation de fsur [0 ; 12].
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3°/ Calculez f(2); f(3); f(4); f(6) et f(8). Que représente chacune de ces valeurs ?
4°/ Tracez la courbe représentative de fdans le plan rapporté a un repére orthogonal
d’unités graphiques (1cm sur (Ox) et 4 cm sur (0y)).
Partie B
Le médicament est inefficace lorsque la quantité contenue dans le sang est inférieure a
1,25ml, ainsi on procede a une seconde injection
1°/ Au bout de combien de temps on procédera a la seconde injection ?
(On déterminera ce temps graphiquement et par calcul).
2°/ On rappelle que le seuil de toxicité du médicament est de 4,5m/. Le patient court -il un
risque d’intoxication par le médicament a la seconde injection ?
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