| PROBLEMES l

PROBLEME 1

Partie 4
Soit g la fonction numérigue définie sur [0; +eo] par glx) = x(1 + mx)* -1
1. On admettra que gest dérivable sur |0; +oo]
a) Calculer g'(x) pourtout x € |0; +eo|
b) Vérifier que pourtout x € |0; +oof g'(x) = (1 + Inx)(3 + Inx)
¢) Etudier le signe de g'(x) sulvant les valeurs de x et en déduire le sens de
variation de g.
2. Dresser le tableau de variation de g. {On ne calculera pas les limites en 0 et 4o,
3. a)Calculer g(1)
b} En déduire que pour tout x € |0; 1| ; g{x) < 0 et pour tout x €
J1; 4] ; glx) > 0

Bartie B

i oot
f(0) =-1
{C) est la représentation graphique dans le repére orthonormé (0,1,]) (unités :
2cm)
1. a) Montrer que fest continue en 0.
b} Etudier la dérivabilité de Fen 0.
¢} En déduire la tangente & (C) aupoint A(0; 1)

2. a) Calculer lim f(x) ; lim f(x) et lim f(x)
e o R

Soit fla fonction définie par : [f (x) = x+

b) Montrer que la droite (4) d'équation y = x — 1 est une asymptote a ()
c) Etudier les positions relatives de () et (4).
d) Préciser I'autre asymptote a la courbe (C) de f.

3.a) Montrer que pour tout x € |0; +m|"|,.{-:-;} )= - LC) .

BT THd
b} En déduire le sens de variation de f.
¢) Dresser son tablean de variation

Partie C
1. Calculer la dérivée de la fonction h définie sur E: +M[ par h{x) = In(1 +inx)

2. a}) En déduire les primitives sur E: +~==r[ de |la fonction k == %

b)) Déterminer la primitive de k gui prend la valeur =1 en 1.




PROBLEME 2

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1, |) d'unité graphigque 2em.
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur l'intervaile |0; 40| par g(x) = x* =1 + [nx.
1. Calculer g'(x)pour tout réel x appartenant i lintervalle |0; +o2] .
En déduire le sens de variation de la fonction g sur Vintervalle |0; 42|,
2. Calculer g(1) et en déduire I'étude du signe de g(x) pour x appartenant i |0; +caf.

Partie B : Détermination de 'expression de la fonction f
On admet qu'il existe deux constantes réelles a et b telles que, pour tout pombre

flxl=ax+b-— “% réel x appartenant i |0; +eof |
1. Ondésigne par f' la fonction dérivée de la fonction f.
Calculer f'(x) pour tout réel x appartenant a lintervalle [0; 4o .

2. Sachant que la courbe () passe par le point de coordonnées (1; 0) et qu'elle
admet en ce point une tangente horizontale, déterminer les nombres a et b.

Partie C : Etude de la fonction f.
On admet désormais que, pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle

10; +eef, flx) =x—1— ‘i:i
1. a) Déterminer la limite de la fonction [ en 0 et donner une interprétation

graphique de cette limite.
b) Déterminer la limite de la limite de la fonction f en 420,
aix)

2. a) Viérifier que, pour tout réel x appartenant a intervalle |0; +cof , f'(x) = 7

b) Etablir le tableau de variation de la fonction f sur I'intervalle |0; +o.
¢) En déduire le signe de f{x) pour x appartenant a l'intervalle ]0; +].
3. On considére la droite (D) d"égquationy = x - 1.
a} Justifier que la droite (D)est asymptote i la courbe (C).
b) Etudier les positions relatives de la courbe (C) et de la droite (D).
c) Tracer la droite (2 )et 1a courbe (C) dans le plan P muni du repére (@ ;7).

Partie D : Calcul d'aire
On note A la mesure, exprimée en cm?, de I'aire de la partie du plan P comprise entre

la courbe €, Vaxe des abscisses, et les droites d’équationsx =l et x =&,
1. On considére la fonction H sur définie sur Ilintervalle |0; 4w par H{x) = (Inx)®.
On désigne par H' la fonction dérivée de la fonction H.
a)  Calculer H'(x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle |0; +oof .
b)Y  Endéduire une primitive de la fonction f sur l'intervalle |0; 4o0|

2. Calculer Aetdonner sa valeur arrondie au mm® pris.




PROBLEME 3

Partie A :
On considére g la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
gix) =1+ x(2n|x| + 1)

1. a) Justifier que est définie sur |—so; 0| U |0); -+eal.
) Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

2. a) Etudier le sens de variation de g.
b) Dresser le tableau de variation de g.

3. a) Calculer I'image de —1 par g.

]
b} Déterminer I'image | par g de l'intervalle [ tel que : 1 = ]-m: -e'i]

c} Démontrer que la restriction h de g sur I'intervalle | est une bijection de [ sur |.
d) En déduire I'ensemble des solutions de I'éguation : xe® ,g(x) =0
4, Diéaduire de tout ce gui précede gue
Ve |—oo;—1] glx) < Det¥ xel—1; 0] U 0; 4] glx) >0
Partie B :
O considére fla fonction numérigue de la fonction de la variable réelle x définie par :
f‘r['ﬂ a ﬂxﬂ"!';l:; Fakwll et (£) sa courbe représentative dans le plan muni du
repére orthonormé (0; 1; 1), (Unité : 5cm)
1. Démontrer que [ est continue en 0.
2. a) Donner 'ensemble de définition de F et déterminer les limites de f aux bornes
de son ensemble de définition.
b) Etudier la dérivabilité de fen 0,
¢) Déterminer la fonction dérivée I et déterminer le tableau de variation de [,
3. a) Ecrire une équation de la tangente (D}  la courbe {C) au point O.
b) Démontrer que (D) coupe () en deux points E et F et calculer leurs
coordonnées.
¢) Etudier la position de () par rapport.a (D).
4. Démontrer que (C) coupe I'axe (01 en un point K d'abscisse f§ tel que
-18=<f <-17.
5. Construire ().
Partie C:;
1. Soit o un réel appartenant a |0; 1.
A l'aide d'une intégration par parties, calculer }: x¥n(x) dux;
2. a) Calculer 'aire A{a) de la partie du plan limitée par (C), la droite (D)et les
droites d'équationx=letx = a.
b) Calculer ilﬂ]n Ala).

On prendra:Lo(2) =07 :Ln(3) =11 ; Lo{5) = L6; Ln{17)=29: e=27 ;\Je = 16




PROBLEME 4

Partie 4

On considére la fonction g dérivable et définie sur B* par:
gix)==x*+x+1-njx|
1. Mantrer que -1 est un zéro de la fonction polynéime P définie par:
P(x)=-3x34+x -2
2, a) Déterminer le signe deP{x} suivant les valeurs de x.
by Caleuler les limites de g aux bornes des intervalles de son ensemble de
définition.
c) Etudier les variations de g.
d) Montrer que I'équation g{x) = 0 admet une solution unique. On note @ cette
salution.
Montrerque:1.2 <a < 1,3.
¢) En déduire que: Yx e |—oo; 0] v |0, gix) > 0 ; Vxe la; +oo],g{x) < 0.
Partie B
On considere la fonction Cdérivable et définie sur B par:

e _ x=lnix|
flx)=—x+1 =

On appelle (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0, 1, [).
{Unité graphique : 2cm)
1. Calculer les limites de aux bornes des intervalles de son ensemble de définition.

2. a) Démontrer que pour tout x ¢ B, f'(x) = ﬂ‘:—:}.

b) Etudier les variations de [ et dresser son tableau de variation.
3. Déterminer une équation de la tangente (T) au point d'abscisse -1.
4. Déterminer que la droite (D) d'équation ¥ = —x 4 1 estasymptote ala
courbe ().
5. a) Etudier les variations de la fonction h définie sur R* par:
Az} = x — In}x|.
b) En déduire que () coupe (€} en un point unique d'abscisse fi vérifiant :
In(—g) = §.
c) Montrer que : —=0.57 < f§ < 0,56.
d) Déterminer la position de (C) par rapport a (D).
6. Construire (T}, (D) et C).
7. Démontrer que la fonction numérique F définie sur |0; 4| par:

F{x) = -%13 +x —i—= Inx —%Inx est une primitive de fsur |0; 4o




PROBLEME 6

Partie A : Etude d’une fonction numérique de la variable réelle x définie par :
1
Fo0) = (x - E) 62 _ j(x — 1)e* -2

1. a) Calculer la limite de fen —oo,
4 4 2

b) Montrer que f{x) = xe* £l é i + covt e F} et en déduire la limite de

fen +oo.
2. Etudier les variations de f.
3. Soit (C) la courbe représentative de f dans le repére orthonormé, unité

graphique 2cm.

a) Etudier les branches infinies de (€} .

b) Montrer que (£} coupe I'axe des abscisses en un point, dont I'abscisse a
appartient 4 l'intervalle [-2; —1] .

¢} Tracer (Cp). On prendra In2 = 0,7,

4, Montrer que F(x) = {::'. ~- E—D e* + 4(2 — x)e”, est une primitive de f{x)+2

Partie B : Etude d'une nouvelle fonction numérigue de variable réelle x définie par :
1
I.EF'[I:I = (x% — 4x)Inx —E{x‘ —Bx 4+ 4)¥x>0

g(0) =-2
1. Montrer que : g(x)} = f(lnx), ¥ x > 0.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de g a droite en 0.
3. Caleuler les Himites aux bornes de son domaine,
4, Etudier les variations de g.
5. 5oit (€£5) la courbe représentative de g dans un niveau repére orthonorme,

unité 2cm.
a) Etudier la branche infinie de (C, ).




PROBLEME 7

Soit f la fonction numérique & variable réelle définie par : f(x) = ‘_;:_,

On note (L) sa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (0,1, /).
Unité graphique : 2Zcm

Partie &
Soit g la fonction définiesur Rpar: glx) = 1 = xe™*

1. Bémontrerque: Yxe B g'{x)=(x = 1)e™*

2. Déterminer le sens de variation de g puis, dresser le tableau de variation de g
{ sans les limites aux bornes).

3. Démontrerque: ¥ x e B, glx) > 0.

Partie B

1. Démontrer que I'ensemble de définition de f est
2. Calculer la limite de f en —o et en 4o, En donner une interprétation

graphigue

3. a) Démontrer que: ¥ x e B, f'(x) = (1=a)e= "

(=xe=T)""
) Déterminer le sens de variation de f puis dresser le tableau de variation

de f.

4. a) Démontrer qu'une équation de la tangente (T°) au point d"abscisse 0 est
y=x+1
(r+1-eT)xe™T

1=xe %

c) Déterminer le signe de la fonction h telle que : hix) =x+ 1 —e™" .
d) Déduire de la question précédente les positions relatives de (C) et

b) Démontrerque: Ve R, f(x)—x—-1=

de-(T).
5. Construire {T') et {C).




PROBLEME 8

Partie A :(Etude d'une fonction auxiliaire g)
Soit g la fonction numérique définie sur |0; 4+ par
glx)=x -2 - 2xinx.
1. Justifier que 'ensemble des solutions de inéquation:
—2inx—1=0estS= ]l}:e?]
2. a) Calculer g'(x).
b) Etudier les variations de g.
3 .a) Etablir le tableau de variation de g. (On ne cherchera pas a calculer les
limites de g).
b) En déduire que : ¥x € |0; +oo] , g(x) < 0.

Partie B : (Etude et représentation graphique d'une fonction f)
Soit f la fonction numérique définie sur |0; +eo] par: f(x) = (x = 1)* — x¥Inx si

x€ |0; +ea] et f{0) = 1.

On note () la courbe représentative de [ dans le plan muni du repére
arthonormé {0, 1, [).

L unité graphigue est 2cm.

1. a) Calculer la limite de fen 4o,

b} Justifier que la courbe () admet én 4o une branche parabolique dont on

précisera la direction.

2. a) Justifier que f continue en 0.

b) Démontrer que i o

=0 -0
3. Soit (T') la droite d'équation ¥y = —2x + 1 et d la fonction définie sur |0; +co]
par d{x} = f(x) - y.
a) Justifier que (T) estla tangente & la courbe (C) au point d'abscisse 0,
b) Vérifier que pour tout vx €]0; +e=f, d{x) = x* - x’Inx.
c)Etudier la position relative de () par rapporta (7).
4. a)Démontrer que : Yxe|0; 4], f'(x) = g(x).
b} Etablir le tableau de variation de la fonction F.
5. a) Démontrer que I'équation f{x) = 0 admet une unique solution o dans
|0; +ca].
b) Vérifier que a = 1.et démontrer que f{x} =0 si0 € x < letf(x) =0si
x =1
6. Construire (T) et (C).
Partie C : (Etude d"une primitive F d'une restriction de la fonction f)

Soit F la primitive de f sur [1; +oo|qui s'annule en e. (On ne cherchera pas a

determiner F)




1. Déterminer Fle) et F'{x). (On justifiera chaque réponse)
2. Démontrer que F est une bijection de |1; +oo| vers F(]0; +oof).
3. 50it F™! |a réciproque de F. Calculer (F™Y)'(0),

PROBLEME 9

On désigne par (C) la courbe de la fonction f ci-dessous dérivable sur B\ {0 ;1} dans
le plan d'un repére orthonormé (0; I; |). L'unité de longueur: 2 cm.

Partie A : On considére la fonction [ définie par
Z !
f)=x-1-2- In]l —;l

1. Montrer que I est définle sur B\ {0; 1}
2. Montrer que :

-Pourtout x € |—oo; 0l L |1; o] : fFlx)=x—1 -f— In(l -

-
-Pourtout x € |=e0;0|;: fix)=x-1~- %- In{% - 1)
3. Déterminer les limites de fen —oo et en 4o,
4. Calculer la limite de fen 1. Interpréter graphiquement ce résultat.
5. a) Calculer les limites de [ & gauche en 0 et a droite en 0.
b} Interpréter graphiquement ces résultats.

Partie B : Soit la fonction g définiesur R par: glx) = x*—x*+x -2
1. Calculer g'(x), g' étant la fonction dérivée de g
2. Déterminer le sens de variation de g.
3. a) Monter que "équation glx) = 0 admet une solution unique a dans R et que 1 <
a <15
b) En déduire un encadrement de o par deux décimauox consécutifs d'ordre 1.
4. Montrer que pour tout x € |—oz al ; g(x) < 0 et pour tout x & Ja; +o2| ; glx) = 0.

5. Montrer que pour tout nombre réel x élément de R\[0; 1}, f'(x) = :.—‘ﬂibn

. a) Déterminer le signe de f'(x).
b} Dresser le tableau de variation de f,

Partie C

1. 5o0it (D) la droite d"équation y =x = 1

Montrer que la droite (D) est une asymptote 3 (C)en —co et en +o9,
2. Calculer f(=2); f(— %} ot f[%]l

3. Construire dans le repére {0 ; | ; | la courbe {C) et ses asymptotes. On prendra
a=13




Partie D

On considére les fonctions h et k définies sur |2; 4| par hix) = (x = 1) In(x = 1) -
xInx etonadmettra que pour tout x élément de |2; +oof , flx) =24+ 1 <0,

1. Calculer A'(x), k' étant la dérivée de h.

2. Caleuler 'aire de la partie limitée par la courbe (L7, la droite (D) et les droites
d'éguationsx =2 et x = 4.

PROBLEME 10

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1, 1), Unité ; Ol = Zcm et
0] =1cm

Partie A

Soi t g la fonction de® vers B définie par : g(0) = -1 et glx) =

x
{lnlyy’

courbe.
1. a) Déterminer 'ensemble de définition de g.

b) Calculer les limites de g en 1 et en 4o,

c) Ealcuierx[i_qlm”—i” puis interpréter graphiguement ce résultat.

2. a) Démontrer que g est continue en 0.

b) Etudier la dérivabilité de g en 0 et interpréter graphiquement ce résultat.
3. On admet que g est dérivable sur [0; 1] u]1; 4ol
In{x)inix)=2)

{inx})®

b} Déterminer le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.
4. a)Démontrer que I'équation ¥x £ B, g{x) = 0 admet une unique solution e
dans |0; 1[.

b} Vérifierque 0.4 < a < 0,5;

c) En déduire que : ¥x ¢ ]ﬂ ;ﬂf.‘ﬂﬁ-’] < 0

"ﬂ'rf]:::llull :+MI:gfﬂ = (.

a) Démontrer que Yxe 0;1{ v |1; +oof ; g'(x) =

Partie B
On conslidére la fonction numérique fdéfinie sur € ]0; 1{ W 1; +eo| par: flx) = :1;—

i
= et (L), sa courbe.

1. a) Calculer les limites de en 0, en 1 et en 4o,
b) Interpréter graphiqguement les résultats précédents.
2. On admet que f est dérivable sur [0; 1] U J1; +eo|

a) Démontrer que ¥x € |0; 1] v ]1; +oo] , f(x) = E-E*:'—!.

b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation de f.

3. Démontrer que (a) = % . En déduire le signe de f(x) sur |0; 1] v |1; +os]. 0




4. Construire la courbe (C). On prendra a = 0,5

Partie C
Soit b la restriction de Fa | 1; +oof

1. Démontrer que h est la bijection de |1; 49of sur un intervalle K que l'on
déterminera.
2. On note A~ la bijection réciproque de h et (") sa représentation graphique,
a) Dresser le tableau de variation de A™".
b) Calculer he) ; A= (==) et (h™)'(—)
o -

c) Déterminer une équation de la tangente (T) & (") au point d‘ahscisse-’-ﬂ—

3. Construire (") dans le repére que (C).

PROBLEME 11

Partie A
Soit g la fonction définie sur |0; +o| par: ¥a>0.a00) f L~k
gl =1
1. a) Etudier la continuité de g en 0.
b} Etudier la dérivabilité de g en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
2. Calculer la limite de g en o0,

3. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations.
4. a) Montrer gue 'équation g(x)=0 admet une unique solution a e Je™?; +eo,
b) Justifier que: 1.7 < a < 1.8,

o Yxeld; alg(x)>0
5) Démontrer que : [‘n" xe[a; +eof,glx) <0

Partie B

Soit fla fonction définie sur |0; +eaf par: f(x) = e**inx
(Cy) désigne sa représentation graphique dans le plan est muni d'un repére
orthonormé (O ; 1 ; |) Unité graphique : 2cm
1. Calculer la limite de [ en 0. Interpréter graphiguement le résultat.
2. a) Vérifierque : ¥ x e J0: +oo] : flx) = {‘T“) Li, e?

b} En déduire la limite de f en +¢o . Interpréter graphiquement le résultat.
3. a)Montrer que: ¥ x e |0; 40|, f'(x) = i_‘fg{le

b} En déduire le sens de variations de .

o

4. a) Montrer que : f(a} = —




b) En déduire un encadrement de ().

c) Dresser le tableau de variations de £
2. Construire (L ).
6. Soit h la restriction de [ a Fintervalle |0; af.

a) Montrer que h admet une bijection réciproque h™' dont on précisera
I'ensemble de départ, I'arrivée d'arrivée.

b) Dresser le tableau de variation de h™?

¢) Caleuler (h™1)'(0)

PROBLEME 12

Partie A
On considére I'éguation différentielle (1) : ¥' — 2y = xe*
1. Résoudre I'équation différentielle (2} : ' — 2y =10
Soient a et b deux réels et soit u la fonction définie sur u(x) = {ax + b)e”.
2. a) Déterminer a et b pour que u solt solution de I"équation (1).
b) Montrer que v est une solulion de I'équation (1) si et seulement si n+v est une
solution de |'équation (2),
¢) En déduire 'ensemble des solutions de I'éguation (1).
3. Déterminer la solution f de I'équation (1) qui s’annule en 0.

Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par: g{x) = 2e* —x -2
L. Déterminer les limites de gen —co gt +oo,
2. Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.
3. a) Montrer que I"éguation g{x)=0 admet exactement deux solutions réelles : 0 et
i télleque -1.6 <@ < —1.5.
b) Déterminer le signe de g{x) suivant les valeurs de x..

Partie C : Etude de la fonction principale f
Soit [ la fonction définie sur B par : f(x) = e = (x + 1)e*
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 ; 1 ;
1. (Unité :4cm)
1. Déterminer les limites de fen —oo et 400,
2. a)Montrer que ¥x eR, f'(x) = e*g(x).
b) En déduire les variations de f et dresser le variation de f.
3. Montrer que f(a) = - “‘:m
4. Tracer (C).

. En déduire un encadrement de f{a) d =107% prés.
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Partie D ; Calcul d’aire
Soit m un réel négatif.

1. Interpréter graphiquement l'intégrale I = flg f(x)dx
a) Calculer f: xe*dx al'aide d’'une intégration par parties.

b) En déduire Ja valeur de 1.
2. Calculer la limite de I lorsque m tend vers — .

PROBLEME 13

== s, ZN\ o7
L'objet de ce probléme de la fonction définie par : {f(x) - x(lf(ogl'f‘()) ) stx #0

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére
orthonormé (0;1;))
Unité graphique Scm.
Partie A

On considére la fonction h dérivable sur ]0; +| et définie par h(x) = 2 — % - 2%

1. a) Calculer h'(x) et étudier les variations de h.
b) En déduire que V x € ]0; +oo[, h(x) > 0.
2. On consideére la fonction g dérivable sur |0; +o[ et définie par g(x) = 2x —
2In(x) — (Inx)*?
a) Calculer limg(x) et montrer que lim g(x) = +o
x—;o X~+C0

b) Calculer g’(x) et montrer que g’(x) = h(x).

¢) Etudier les variations de g.

d) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « et vérifier
que0,l1<a<0,2.
Vxel0; al,g(x) <0

e) Démontrer que [v x €]a; +oof,g(x) >0

Partie B

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est continue en 0.
3. a) Etudier la dérivabilité de fen 0.

b) Interpréter graphiquement ce résultat.

4. a) Calculer lim f(x) et lim [&x)
X=++w

X+ X
b) Interpréter graphiguement les résultats.
¢) Démontrer que f(a) = a(—a + 2 In(a))

S. a) On suppose que fest dérivable sur |0; +f.
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Calculer F(x) et montrer que ¥ x ]0; +oof, f'{x) = g(x).
b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation,

Partie C

1. Déterminer une équation de la tangente (T) & (C) au point d'abscisse 1.
2. Soit la fonetion  k(x) = f(x) = (2x = 1)

a) Vérifier que k'(x) = g(x) — 2 et que k"(x) = h(x)
b) En déduire le sens de variation de k' Calculer &'(1) puis donner le signe de k',
¢} Dresser le tableau de variation de k puis donner le signe de k. {On ne calculera
pas de limites).
d) En déduire la position relative de () et de la droite (T),
3. Tracer (C)et(T).Onprendrac =0,1.
4. Soit la fonction g, restriction de £ U'intervalle [&; +uo|.
a) Montrer que g admet une bijection réciprogue notée g~ ' dont on précisera les
ensembles de départ et d'arrivée,
b) Dresser le tableau de variation de g~.
¢) Caleuler g{1). g~ (1) et (g~")(1).
d) Construire la courbe de q'i dans le méme repére que (C).

14




PROBLEME 14

Partie_A : Etude d'une fonction auxiliaire.
Soit g la fonction définie sur B par glx) = e*(1 —x) + 1.
1. Etudier le sens de variation de g.

2. Démontrer gue I'éguation g{x) = 0 admet une unigue solution dans I'intervalle
[1,27:1,28]. On note a cette solution.

3. Déterminer le signe de g{x) sur |—o; 0],
Montrer que g{x) > 0 sur [0; a| et g(x) < 0sur |e; +oof.

Partie B :
Etude la fonction f définie sur B par: f(x) = —+ 2,

L |

On désigne par (C,) la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (0:1; J);
unités graphiques : lem axe des abscisses et Zom sur 'axe des ordonnées.
1. a) Déterminer la limite de f en —co,
b} Démontrer que la courbe () admet une asymptote oblique (d) dont on
déterminera I'éguation.
2. Etudier la position de (C;) par rapport a (d).
3. a) Montrer que la fonction dérivée de [ a méme signe que la fonction gétudiée dans
1,
b) Montrer qu'il existe deux entiers p et g tels que f{a) = pa + g
¢} Dresser le tablean des variations de la fonction f.
4. Tracer la courbe (C;) dans le repére (0;7; J) avec ses asymptotes et sa tangente au
point d'abscisse a.

Partie C : Encadrement daire

Pour tout entier naturel n, tel que n = 2, on donne D, 'ensemble des points M {x: ) du
plan , dont les coordonnées vérifient 2 < x <net2 < x < f(x). etonappelle 4, son
aire, exprimés en unité d'aire .

1. Faire apparaitre D, sur la figure.

15




PROBLEME 15

On considére la fonction [ définie par f(x) = '™ + In x| et (€) sa courbe
représentative dans le plan muni du repére orthonormé (0 ;1 ; 1) d'unité 2em.

Partie A (Etude d'une fonction auxiliaire)

Soit ¢ la fonction numérique définie par: g{x) = xe'™*
]_.{:alculﬂ'll_i'r_nmg{..r} et II_I_ng[x}.

2. Démontrerque ¥ x e R, g'(x) = (1 — x)e'™*

3. Déterminer les variations de g puis dresser son tableau de variation.
4. Démontrer que: ¥ xe R, g(x) < 1.

Partie B (Etude de la fonction [}
Soit f(x) = &' +In x|
1. Déterminer Oy Pensemble de définition de f.
2. Calculer la limite de [ en 0.
En déduire une interprétation graphique du résultat.

3. a) Calculer la limite de f en —co et en +o.

¥} Calculer la limite de % €n —oo gt en +oo,

Interpréter graphiquement les résultats.

4, a) Démontrerque Yxe R", f'(x) = ki—‘ﬂ.

b) En déduire le signe f'(x) suivant les valeurs de x.
5. Déterminer les variations de [ puis dresser son tableau de variation.
6. a) Démontrer que I'équation f{x) = 0 admet deux solutions a et § tels que 0,08 <

a<0,09 et -0,06<f<-0,05
b) Donner une valeur approchée de @ 4107 prés,
c) Construire (L) avec précision,

Bartie C
1. Soit (U )gs, lasuite définiepar U, = j':ﬂe“ld:-: et Sy =0+ U+ -+,

a) Démontrer que (U, )2, est une suite géométrigue dont on précisera la raison et
le premier terme.
b) Exprimer U, puis §, en fonction de n.

2. a) Démontrer.que la suite (5, )2, est croissante.

b) Démontrer que (S, ),z €5t majorée pari-

) Les suites (Uy dyzq et (S )2y sont-elles convergentes ? Justifier votre réponse.
3. Soit (Vy)uzy la suite définie par ¥, = [ In |x|dx

16




a) En utilisant une intégration par parties, démontrer que :
YaeN V,=(a+1Din(n+1)—-n
b) La suite (1), est-elle convergente ? Justifier votre réponse.

PROBLEME 16

Partie A
On considére la fonction g définie sur B par :
gxl=x+1—(x+2)Injx +2|.x= -2et g{-2) = —1.
1. a) Démontrer que g est continue en -2.
b) Etudier le dérivabilité de g en —2. Interpréter graphiquement le résultat.
2. Calculer les limites de g en 4o et en —oo.
3. Calculer g'(x) pour # —2 , étudier le sens de variation de g et dresser son tableau de
variation.
4. a) Démontrer que pour ¥ # —1, g s'annule en une valeur o comprise entre —5,6 et
s P
b) En déduireque: ¥ x € |—oo; g .g(x) > 0et ¥ x € |a; +o| . g(x) < .

Partie B
On considére la fonction fdéfinie pour tout réel x = -2 par:

f{..'l.'} £ Iy

- six# =1et f(-1) = 1.

On désigne par (C;) la courbe représentative de fdans le plan du repére orthonormé
(0510

Unité graphique Zcm.

1. Démontrer que [ est continue en —1.
n{l+al=x 1
x = 7
Démontrer que f est dérivable en =1,
3. a) Calculer les limites de fen 4o el en —o, Interpréter graphiquement les

résultats.

b) Calculer la limite de f a droite et 4 gauche en —=2. Interpréter graphiquement les
résultats.

Z. On suppose que lt_‘rg

4. a) Démontrer que pour tout réel x, f'(x) et ﬂ—L'rz] ont le méme signe,

X+
b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Démentrer que flx) = ;-i_z'

Partie C
1. Déterminer une éqguation de la tangente (T) a la courbe [l!'.'r} au point d'abscisse —1.

2. Onpose Alx) =x* — 1+ 2In(x + 2) pourx > —2.
17




a) Etudier le sens de variation de h.
b) Calculer h{—1). En déduire le signe de h.
) Démontrer que (Cy) est au-dessus de la tangente (T) pour x > 2.
3. Déterminer les coordonnées du point d'intersectionde (C;) et de I'axe des

ahscisses.
4. Tracer (T)et(Ly).

PROBLEME 17

Partic A

On considére la fonction g de la variable réelle x définie pour tout x > 0 par g(x)=1-x-
2inx.

1) Calculer g(1).

2) Calculer la limite de g en O et en 4=,

3) Etudier les variations de g et en déduire son tableau de variation.

4) Démontrer que : ¥x € |0,1] , p(x)>0 et ¥ x€ |1; +oo[ , g(x)<0.

Partie B
Sait la fonction h de la variable réelle x définte pourtoutx > O parh{z) =2 + x -
x*lnx.
1. Calculer les limites de h en () et en déduire que fi est prolongeable par continuité
en (.
Soit la fonction fde représentation graphique (C) dans le plan muni du repére
arthogonal (0 ;1 ; ) d'unités 1 cm en abscisses et 2 cm en ordonnées, définie par :

[f[ﬂ = h{x) pour x >0

F0) =2

2. Calculer la imite de [ en +oo,

3. Calculer fim £ et en déduire l'interprétation graphique correspondante

K= X

4, a) Démontrer que f est dérivable en 0.
b) En déduire une équation de la tangente (T') & (C) au point d'abscisse ().
5. Démontrer que ¥ x € [0; +oof, F'(x) = g(x) et étudier les variations de f.
6. Démontrer que I'équation [(x)=0 admet une solution unique a telle que 2.2 < g <
4.3
7. Tracer (T puis la courbe (C).

Partie C
Soit k la fonction définie pour tout x 2 1 par kix) = % {-u;r: + Inx).

1. Déterminer k'(x) o k' est la dériviée de la fonction k.
2. En déduire une primitive de [ sur [1; +oof.

3. Démontrer que gla) = —E— =1 18




PROBLEME 18

Dans tout le probléme on admettra que ;.-HTqa x"e™® = (| pour tout entier naturel i,

Bartie A
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 1 —(x* = 2x + 2)e™™
1. a) Calcuoler la limite de g en 4o,
by Vérifier que g{x) =1 - (1 - 5 + %]rze" paur tout nombre réel x = 0. En
déduire la limite de g en +oo,
2. On admet que g est dérivable sar K.
a}) Calculer la dérivée g° de g et vérifier que g'(x) = (x — 2)%e ™"
b) En déduire le signe de g'(x).
3. Etablir le tableau de variation de g.
4. a) Démontrer que I'équation g{x) = 0 admet une solution unique sur R.
b) On désigne par a cette solution.
Donner un encadrement damplitude 107 de a.
5. Déduire de ce qui précéde que :
Vxel-oo; al; glx) <D et Yxela; +of; gix) >0

Partie B
Soit f la fonction définiesur Rpar flxd) = x =14+ (x* + 2)e™"%,
1. a) Vérifier que f{x) = x [1 - :—r+ {x+ f—F}e"’] pour tout réel = 0.
En déduire la limite de f en —ea,

b} Calculer la limite de f est dérivable en +om.
2. On admet que [ est dérivable sur B

Calculer la dérivée ' de [ el vérifier que f'(x) = g{x) pour tout x réel.
3. En déduire, a I'aide de la partie A, les variations de f et donner son tableau de
variation.
4. Démontrer que f{a) = a{l + 2e™7).
5. a) Démontrer que la droite (4) d'équation ¥y = x — 1 est asymptote oblique & (C)
en 4o,

b) Préciser la position de (C) par rapport a (4).
6. Donner une éguation de la tangente (T} 4 (C) en son point d'abscisse 0.
7. Tracer (4), (T) puis (C).

19




PROBLEME 19

Le but du probléme est I'étude de la fonction définie sur [0; 4| par:

flx)= -ix +3+ I'"TLHF'L et () sa courbe représentative dans le repére (O; 1; /).
Unité - 2 em

Partie A _

On considére la fonction numérique g définie sur |0; +o| par: glx) = =x* + 6 —
4In{x)

1. Calculer les limites de g aux hornes de son ensemble définition.
2. Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.

3. a) Montrer que I'équation gix) = 0 a une unique solution a dans |0; +os|,
by Vérifier que 1,86 < & < 1,87
€} Montrerque:¥xe|0; al, g{x)>0et Yxela; +=f . g(x) <D

Partie B

1. a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

b) Déterminer la dérivée [’ de f et montrer que pour tout élément x de
[0; +oof, f'(x) et g(x) ont le méme signe. En déduire le sens de variation de f.
2. a)Montrer que (¢} = —a + 3 +%.

b} Déduire un encadrement de f(e) d'amplitude 2.107%,

3. a) Monter que la droite (D)d"équation y = —%x + 3 est asymptote i la courbe
(C).
b) Déterminer le point A, intersection de (B) et (C).
¢) Etudier la position de (C) par rapport 4 (D).
4. a) Calculer Inf{ee).
b) Déterminer le point B de (C) oh la tangente (T)est paralléle i la droite (D).
5. Construire (D),(T) et (C).

Partie C;

1. Soit h: x EEHTJ: etu:x = (ny

Exprimer k en fonction de u et u', En déduire une primitive de h sur |0; +eo2| .
2. Donner une primitive F de f sur J0; +es].

3. Calculer I'aire de la partie du plan délimitée la courbe (), la droite (D) et les
droites d'équations x = e et x = Ve,




PROBLEME 20

On considére le plan muni d'un repére orthonormé (0, I, /). Unité graphique 2cm.
Soit la fonction numérique £ définie sur R \f0}par(x) = x + % On désigne par

() la courbe représentative de f dans le repire donné.

Partie A
Soit g la fonction définie sur l'intervalle J0; +oo| par glx) =2+ 1—Inx et h la
fonction définie sur lintervalle |—o0; 0 | par h(x) = x* — 1 + In{—x).

1. a) Calculer la dérivée de la fonction g et déterminer le signe de cette dérivée.
Dresser le tableau de variations de la fonction g (On ne demande pas de calculer les
limites de q).

b) Montrer que ¥ x £]0; 40| , g(x) > Q.
2. a) Calcoler la dérivée de la fonction h et déterminer le signe de cette dérivée.
Dresser le tableau de variation de la fonction A. (On ne demande pas de calculer les
limites de i ).

by) Calculer h(—1) et montrer que ¥ x € |~oo; =1], hix) >
0; vxel=1 0] h(x) < 0.

Partie B

1. a) Calculer les limites suivantes Eﬂf{ﬂ : I:ing f(x) puis interpréter les
< =z

graphigquement.
) Calculer les limites suivantesx_l_lpplb f{x), ,ETW F{x).

2. a) Montrer que la droite (D) d'équation v = x est une asympltote a (7).

b) Etudier les positions relatives de (C) et (['). {On précisera les coordonnées des
points d'intersection de () et (D).
3. ) Vérifier ¥ x € |-o0; 0], f'(x) = "2 et ¥x € |0; +oof , f(x) = "“”

b) Etudier le sens de variations de Iﬂ fonction [ puis dresser son tahleau de
variations.
4. a) Montrer que l'équation f{x) = 0 admet une unique solution a et vérifier que
06<a<07

b} En déduire le signe de f{x) suivant les valeurs de x.
5. Construire la courbe ().

6. a) Déterminer une primitive de la fonction x — %'— sur l'intervalle J0; +oof.
b) En déduire la primitive de [ sur Vintervalle [0; +99] qui s"annule en 1.
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PROBLEME 21

Partie A
Soit g la fonction dérivable et définie de R vers B par: g(x) = In|x| — f

1, a) Démontrer que pour tout nombre réel x non nul, g'(x) = 153-

b} En déduire les variations de la fonction g puis dresser son tableau de
variation. {On ne calculera pas les limites).
2. a) Démontrer que I'équation x £ B, g(x) = 0 admet une unigue solution «
appartenant a lintervalle |1; +eel.
b) Démontrer que: Ve |=en 0| U la; +oo| . g(x) >0 et Vxe J0; al . gix) < 0.

Bartie B

et :
f{x}—-mﬁ;mx#ﬂ

floy=10
{C) est la courbe représentative de [ dans un repére orthonormé (0, /1, /). (L unité
graphique est 4 cm).
1. a) Etudier Ia continuité de fen 0.

b) Déterminer les limites de fen —eo et en +¢o puis donner une interprétation
graphigue de chacun des résultats.
2, a) Etudier la dérivabilité de f en (0. En déduire que (C) admet une tangente a
Vorigine que I'on précisera.

b) Pour tout nombre réel x différent de zéro, démontrer que :

e W(x)g(x)
F ) =T i

Soit f la fonction dérivable et définie sur B par:

avec g(x) = e*In |x|.

T
::*::r* et en déduire que: 0 < fa) < 1.

d) Dérerminer le signe de f'{x) suivant les valeurs de x et en déduire le tableau
de variation de f.
3. Démontrerque: ¥ xel, 0= fix) = 1.
4. Tracer la droite d'équation v = x et la courbe (C).

¢) Démontrer que f{a) =
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PROBLEME 22

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

soit g la fonction définie sur B par: g{x) = 4x = (1 + x)e”
1. Calculer les limites de g en = et en 4o,
2. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
3. a) Montrer I'équation g(x) = (0 admet une unique splution & telle que 0,79 < & <
0, 80.
b) On déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : Ettide de la fonction |

Soit f la fonction définiesur R par: f(x) = 4x + 1 — xe”
{On note () sa représentation graphique dans un repére orthonormé (0.7, ). Unité
graphigue : 4cm)

1. Calculer les limites de f en —oo eten oo
Fix}

2. a) Calculer lim —
r—im X

b)) Donner une interprétation graphigue du résultat.
3. a)Montrerque Vx e R, f'(x) = g(x)

b) En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation,
4. Montrer que f{a) = e” +4a — 3
5. a) Montrer que la droite (4) déquation y = 4x + 1 est asymptote oblique a (C) en
R

b} Etudier la position relative de () par rapport (4).
6. a) Montrer qgue la droite f{x) = 0 admet exactement deux solutions A et f telles
que=l1<A<0etl <f<2

b} Tracer (C) et (A).

Partle C : Calcul d'aire

¢ est un nombre réel tel que (& < 0).
On désipne par A(t) l'aire de partie du plan délimitée par (€, (4) et les droites
d'éguations x = t et x = (.
1. Alaide d'une intégration par parties, calculer A(t).
2, a) Déterminer la limite de A(t) lorsque ¢ tend vers —co.
b} Interpréter le résultat obtenu.
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PROBLEME 20

L'objet de ce probléme est I'étude de la fonction [ dérivable sur |0; +oo| et définie

Inx

par f{x) = Ex~3+—
On note (£) lacou rhe représentative de [ dans le plan muni du repére orthonormeé
(2, 1.]}. Unité graphique est 2 cm.

Partie A

Soit g la fonction dérivable sur |0; 42| et définie par g{z) = 22" + 1 = Inx.
1. Etudier lex variations de g puis dresser son tableau de variation. { On ne

demandera pas de calculer les limites).

2. Justifierque ¥ x € |0; +oof ,g(x) > 0.

Partie B

1. a) Calculer la limite de [ eén +oo.

b) Déterminer la limite a droite en 0 de F puis interpréter graphiquement le
résuliat.
2. a) Démontrer que la droite (D) d'égquation y = 2x — 3 est une asymptote (L) en
-+,

b} Préciser la position de () par rapport par (D).
3. a) Démontrer que pour tout nombre strictement positif x, f'(x) = y:ﬂ

b)) Etudier les variations de [ puis dresser son tableau de variation.

C) Bémnntrer gu'une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1 est
]." 3x -

4. a) E!Emuntrer gue 'équation f(x) = 0 admet une solution unigue .

b) Justifierque: 13 <a < L4,

Partie C
Onpose p(x) = f(x) = (3x—4) et h(x) = -x"+1 - Inx
1. a) Déterminer le sens de variation de h sur |0; +oeo|.

b} Calculer h{1) puis justifierque: ¥ xe|0;1] h(x) > 0; vxe]l; 4o,
hix) < 0.
2. a) Démontrer que ¥ x € |0; +oof ,p'(x) =

b) Etudier les variations de ¢ puis en dédulre le signe de @(x) suivant les valeurs
de x,

c) Déterminer la position de (C) par rapport i la tangente (T).
3. Tracer la courbe (€), la droite (D) et la tangente (T). On prendra a = 1,35

M.rj




PROBLEME 24

Partie A
Soit g la fonction définie sur |—oo; 2] par glx) =2 = (2 = x)In(2 - x).

1. Calculer les limites de g en 2 et en —oo,

2. Calculer g'(x) et étudier le sens de variation de g.

3. Dresser le tableau de variation de la fonction g.

4. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique @ dans
lintervalle |—oo; 2 et vérifier que =04 < & < —0,3.

5. Déduire des questions précédentes que pourtout x < a, glx) < Oet
pour tout x > a, gl(x) > 0

Partie B

On considére la fonction £ définie sur |—oo; 2] par: f{x) = x(1 —In{2 — 21
On appelle () sa courbe représentative dans le plan rapporté & un repére
orthonormé (2,1, ) . Unité graphique 2 cm.

1. a) Calculer les limites de [ en 2 et en —oo ; interpréter graphiguement si possible

les résultats obtenus.

b) Calculer jL‘li::nm% puis interpréter graphigquement le résultat obtenu,

gx)
I=x

b} En utilisant les résultats de la partie A, déterminer les variations de f puis
dresser son tableau de variation,

2, a) Démontrer que pour tout x < 2,f'(x) =

3. Justifier que fla) = i-';;

4. Calculer f(0) et f(2 — &).
5. Tracer dans le repére (O, I, ]) la courbe (). (On prendra a = -0,35)

Partie C

Sait k la restriction de [ a lintervalle [0; 2|
1. Justifier que h réalise une bijection de [0; 2| sur un intervalle L 4 préciser.
2. Etablir le tableau de variation de h ™%, bijection réciproque de h

3. Représenter dans le méme repére (£,-1) la courbe de la bijection réciproque de
h.
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PROBLEME 25

Partie A
La fonction f est définiesur |0: +eo| par flx) =x—2 + %hur.

1. a) Calculer les limites de f aux bornes de l'ensemble de définition,
b} Caleuler ['(x) et étudier le sens de variation de f. (On ne demande pas de
représentation graphigue).
2. a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet dans |0; +o| une solution unique a.
Donner une valeur approchée de o 4 1074 prés.
b) Etudier le signe de f(x) lorsgue x décrit |0; +eo].

Partie B
La fonction g est définie sur |0; +co| par
g(0) =0
[g(x] — —%x’ +x - -:-f.l!m:. pour tout réel x > 0

1. a) Etudier la continuité et la derivabilité de g en 4o,
b) Déterminer la limite de g en 4o,
2. Soit g' la dérivée de la fonction g.

Pour tout réel x > 0 calculer g'(x), puis vérifier que g'(x) = .:f{_‘l_}.

3. a) Endéduireque:sixe E{]; H. alors g'(x) > Oetsixe ]ih; +m[. alors g'(x) <
i,
b} Dresser le tablean de variation de la fonction g.
4. a) Donner les équations des tangentes i la courbe (") représentative de g aux
points d abscisses 0 et 1.
b) Tracer { I') et ses tangentes.




PROBLEME 26

Bartie A

Soit la fonction dérivable sur |0; +¢o| et définie par: g(x) = 1 + xilnx;
1. a) Justifier que: ¥ x e |0; 4oof ,g"(x) =1+ inx,
b) Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation. (On ne
calculera pas les limites de g)
2. En déduire que : ¥ x € |0; +oo],g(x) > 0.

Partie B
f0) =0
Vxel0; +oof fx) = 1+::r|x

On note () la courbe représentative de [ dans le plan muni d'un repére orthonormé
(G, 1, )). (Unite : 4cm)
1. a) Etudier la continuité de [ en 0.
b) Etudier la dérivabilite de f en (0.
c) Démontrer qu'une équation de la tangente (T) i la courbe () au point () est :
y=x
d) Démontrer que :
(C) est au-dessus de (T) sur |0; 1] ;
(C) est au-dessous de (T) sur |1; +eol,
2. Démontrer que la droite (OF) est asymptote a (C) en <o,
3. a) On suppose que [ est dérivable sur |0; +oa].

Démontrer que : ¥ x e J0; +oof, f'(x) = (1+zine *;_r:ﬂt

b} En déduire les variations de [ et dresser son tableau de variation.
4, Construire la droite (T') et la courbe () dans le plan muni d"an repére (0,1, ]).

Partie C
1. a) Justifier que: ¥ x € |J0; +oo], f(x) <1

b) Démontrer que : ¥ x € [1;¢], 1 —ﬁ;ﬁ fix).
2. Soit A laire en em® de la partie du plan limitée par (C) , (01 et les droites
d'équationsx =1 etx = e.
Démontrer que ; 16(e — 1) + lﬁln{i] < A < 16(e — 1).

Soit £ la fonction définie sur [0; 4o par: {
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PROBLEME 27

Dans ce probléme, le plan est muni d’un repére (0,1, ) : Unité : 1 em. Les fonctions
sont supposées dérivables sur leur ensemble de définition.

Partie A:

On considére la fonction g définie de B vers Rpar: g(x) = —x + In{x + V1 + x%, et
(€;) sa représentation graphique.

1. Démontrer I'ensemble de définition de g est B,

2. a) Démontrer que pour tout nombre réel x, g'(x) = =1 4 #

b) Etudier les variations de g.
3. Calculer g(0) et en déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B ;
On considére 1a fonction [ définie de B vers R par: f(x) =In{x + 1 + x* ot (€r)sa
représentation graphique.

1. Calculer la limite de f en oo,

2. Démontrer que [ est impaire.

3. En déduire la limite de f en —on,

4. En déduire la limite de % en +o et en donner une interprétation graphique.

5. Pour tout nombre réel x, calculer f'(x) et dresser le tableau de variation de f.

6. Déterminer une équation de la tangente (T) a (C;) au point d'abscisse 0.

7. Déterminer les positions relatives de (Cp) et (7).

8. Tracer (C;) et (T).
Partie C:

1. Démontrer que f est une bijection de & vers R,

2. Soit £~ la bijection réciproque de £ Exprimer f~'(x], pour tout nombre réel x.

3. Construire dans le repére (0, 1, /), en utilisant une couleur différente de celle
utilisée pour (C;) , la représentation graphique (") de F~! en indiquant la méthode

de construction,
4. En utilisant une intégration par parties, calculer I'aire de la partie du plan
délimitée par I'axe des abscisses, (C;) et les droites d'équationsx =0 etx = 1.




PROBLEME 28

Partie A
On considére la fonction numériqueg définie par :
gix)=2x -2 ~-x)+x—~2 8l xe]—oo; 2| et g(2) =0
1. Etudier la continuité de g en 2.
2. a) Déterminer les limitesde g aux bornes de ensemble de définition.
b) Etudier le sens de variation de g.
c) Dresser le tableau de variation de g.

3. a) Calculer g(2 - ﬁ}
b} En déduire que :

Ve ]uw; 2—%{ gl <DetVxe ]2 dé:z[ g(x) >0

Partic B
Un cansidére la fonction numérique f définie par:
vie]=w:2[,f)=(x-2 2 -x)—4
Yxe|2: +oof, fFx) = (x? —4x)e*?
1.a) Montrer que f est dérivable a gauche en 2.
b) Vérifierque x* —4x = (x = 2)* — 4.
e |
c) Montrer gue LI_:H — 1
d) En déduire que f est dérivable 3 droite en 2.
e) [ est-elle dérivableen2?
2. a) Montrerque: ¥ x e |—oo; 2, F'{x) = glx) et ¥ x € |2; +oo, f(x) =(x*—
Ix —4)e**
b) Erudier le sens de variation de f.
¢} Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
d) Dresser le tablean de variation de f.
3. On désigne (C) la représentation graphigque de [ dans un repére orthonormeé
(Q.1,]), Et soit k la restriction de [ & l'intervalle |—eo; 1.
a) Montrer que h réalise une bijection de |—oo; 1] vers un intervalle K i préciser.
b) Soit A~ la réciproque de h.
h™1 est-elle dérivable en —4 7 Sioui, calculer alors (h™')'(—4).
¢) Déterminer une équation de la tangente (T) & (€;-+) au point d'abscisse —4.
d) Construire les courbes (), (Cy-1) et la droite (T) dans le méme repére.

Partie C;
Soit le nombre réela tel que : 2 - y+E <a<2
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1. Calculer 'aire A{a) = _I':_ qn.f (x)dx et déduire !tl_::l; A(a)

2. Montrer que la fonction F(x) = (x* — 6x + 6)e* < est une primitive de f sur
[2; +ea

3. Calculer I'aire en cm* du domaine limité par les droites d'équations x = 2, x = 4
Faxe (OI) et la courbe (C).

4. En déduire I'aire en cm?® du domaine limité par les droites d'équations
=4 =32 —-f.;,l'axe (OF) et la courbe (C).

PROBLEME 29

Partie A
On considére 1a fonction f définie sur |0; +2of de f représentation graphique ()
donnée sur la feullle annexe.
v >0, fliz) =2x(allnx)® + binx + ¢)
fl0)y=10
1. a) Caleuler en fonetion de a, b et ¢, la dérivie de la fonction f.
b} Déterminer, 4 l'aide du graphique, les valeurs de :

f1(Z) @ esie)

¢) En déduire que : ¥ x € J0; +eo], f(x) = 2x(2(Inx)* - 3inx + 2)
2. a)y|ustifier que : ﬁFIrIJ x(Inx)}* = 0 et en déduire que f est continue en 0.
'I—I

b) Etudier la dérivabilité de f en 0 puis interpréter graphiquement le résultat,
3. a) Calculer la limite de fen +eo.

b) Démontrer que : ¥Vx e |0; +oo, F'(x) = 2(1 + Inx) (-1 + 2Zinx)

c) Etudier le signe f'(x) et en déduire le sens de variation de f.

d) Dresser le tableau de variation f.

On admet que [ est définie sur |0; +o| par [

Partie B

Soit g la fonction définie sur |0; +ca| par g(x) = —

par—y’
On note () sa courbe dans le plan muni d'un repére orthonormeé (@, 71, /). Unité
graphigque :2cm
1. a) Calculer les limites de g en 0 et en 4o,
b) Démontrer que : ¥ x € |0; +oof, e2* — 1> 0.
c) Caleuler g'(x)
i) Etudier le sens de variations de g et dresser son tableau de variations.
2. Soit h la fonction définie sur |0; 40| par: h{x) = f(x) - g(x).
On admet que h est continue et strictement croissante sur |0; +o9],
a) Démontrer que I'équation f(x) = g(x) admet une unique solution ae[0,1:0,3],
b) Etudier le signe de h(x) et déduire la position relative de (€, ) et (C,).

3. a) Construire [C,,:l sur la feuille annexe. 30




4. a) Démontrer que: ¥ x € |0; +eof , g(x) = % - L

b} En déduire une primitive G de g sur 0; 4ol.
c) Calculer I'aire A, en cm?, de la partie du plan délimitée par (C,) , l'axe (OI) et

les droites d'équations x = In2 et x = 1. (Annexe i réaliser)

&

I

[
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PROBLEME 30

Partie A : Résolution d'une équation différentielle.
Soit 'équation différentielle (E") s f' + f = (=) x* 4 (e ~2)x - 1

1. Résoudre sur B I'équation différentielle (E): f" + f = 0.

2. Déterminer un polyndme P du second degré solution de I'équation différentielle
(E").

3. Mentrer qu'une fonction numérique [ est une solution de I'éguation différentielle
(E") 5i et seulement si la fonction numérigue f = P est solution de I"équation
différentielle (E).

4. Démontrer que les solutions de 'équation différentielle (E") sont les fonctions f,
définies sur B par: filx) = ke™ + [?} x=x:keR

5. Trouver la solution f de I'équation différentielle (E') telle que £{0) = 1.

Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire g et de la fonction f.

Soit la fonction f définie sur B par: f(x) =™ + (r—;l] x*—-x

On note (C;) sa représentation graphique dans le plan muni d'un repére orthogonal
(L onOl=2cmet0f =4 em.

Soit la fonction g définiesur B par: glx) = —e ™" + (e = 1)x -1

1. Calculer les limites de g en —o et en o0,

2. a) Etudier le sens de variation de g.

b) Dresser le tableau de variation de g.

3. a) Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une solution unique & £ &
b) Vérifier que 0,8 < & < 0,9 puis déduire la valeur approchée de @ 3 1077 prés,
Montrer que V x € |—oo;al .glx) < Oet vxela; +o=f . g(x) >0
5. a) Calculer les limites de f en —oo gt en +o0,

b} Interpréter graphiguement les résultats obtenus.

B, a) Calculer la limite de "r—i,ﬂ en —oo et en +oo

b) Interpréter graphiguement les résultats obtenus.
7.a) Démontrerque: vV xe R, f'(x) = gix).

b} En déduire le sens de variation de [,

¢) Dresser le tableau de variation de f.

8.a) Dérerminer les coordonndées du point B d'intersection de la courbe (£ ) avec
axe (Of) puis donner une équation de la tangente (T') 4 la courbe () au point
d'ordonnée 1.

b) Tracer la courbe (Cy) ainsi que Ia tangente (T').

¢} Calculer 3 107% prés I'aire A de la partie du plan délimitée par la courbe ()
axe des abscisses (O1) et les droites d'équations x = 0 et

.o

2=-1 32




PROBLEME 31

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1, J) avec @1 = 2cm
Partie A

Soit h la fonction dérivable et définie sur B par h(x) = — +In{x* + 1).

(xa1)"
1, Calculer les limites de h en —oo et oo,

rpox o —2x1=kt)
2. Montrerque Vx € R, h'(x) = ——==

3. Etudier le sens de variation b et dresser son tableau de variation.
4. a) Justifier que sur |0; +oe| 'éguation h{x) = 0 admet une unique solution .
v} Montrer que 1,98 < @& < 1,99,
5.a) Etudier la parité de h. En déduire gque - @ est une racine de A.
r'xf |—oo; —a U Ja: +ool L R(x) > 0.
Yxel|-a;0l0]0; al,hix) < 0.
vze{—aD; a}. hix) =0

Bartie B

Indx*+1
"I ]'su:-.t[}

{n} 0

glx) =

Sait g la fonction numérique définie sur B par et (C;) est

sa courbe représentative dans (0,1, ]).
1. Montrer que g est impaire
2.4) Caleuler la limite 3 droite de g en 0. (On pourra poser X=x*)
b) En déduire la limite a gauche de g en 0 et que g est continue en 0.

3.a) Montrer que g est dérivable en 0 et que g'(0) = %
b) Donner une équation de la tangente I{T} A(Cy) au point d'abscisse 0,
4.a) Montrer que ¥ x eR" ,g'(x) = 2';:" in{l1+ ~—-::|

b} En déduire les limites en —oo et en +oo de q.

c) Interpréter graphiguement ces limites.

S.a) Justifierque Y x e B' , g'(x) = -:;f}

b} Déterminer le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.
¢) Justifier que gla) = ?rﬁ'ﬁ puis en déduire g(—a) en fonction de a.
d) Déterminer g{[=1;2[)

6. Construire (T) et (C,;). On prendra ¢ = 1,98.

2t In{x* 2l in2
Ta}h‘luntrerque‘n"xsll-—:—m[ :"'ﬂ"” 5 008 T

x x X
2+ind

b)) En déduire que : 2 -=f gle) =

&. Soit f la restriction 1:I-: garl intervalle K =l-a:0[.
a) Justifier que f réalise une bijection de K sur un intervalle L a préciser.

b) Calculer f{=1) puis justifier que la réciprogue f ™! de f est dérivable en In[f% [




PROBLEME 32

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, [, [). Unité graphique : 4cm
Partie A ; Etude d'une fonction auxiliaire g
On considire la fonction g définie sur R\{-1; 0} par:
1 1
o0 =1+ 7] - =
sixel-o; —1[U]0; +oof ,g(x) = In[:‘l +§} -ﬁ
sixe|-1:00,g(x) = |n{—1 —i —:'j

b) Déterminer les limites de g en —eo, +o0 et en 0. ( On admetira que la limite de g

en —1 & gauche estégale i +oo et la limite de g en —1 A droite est égale i —o3)

2.a) Démontrerque ¥ x e Dg, g'(x) =

1. a) Montrer que : [

¥z+1)
b) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.
3. a) Démontrer que Péquation g(x) = Dadmet une unique solution a appartenant
a l'intervalle ]?' TI[
b) Déduire des questions précédentes que :
sixe |—eo; =1| U |a; 0] U JO; o] . g(x) =0
{ sixel-L oal, gx)<0
Partie B : Etude de Ia fonction principale f.
On considére la fonction [ définie sur |—eo; =1[ v |=1; 4| par

[,r(x;:. =xin|L+| six#0
fl0y=10
Et on note (€£) sa courbe représentative dans le repére (0,1.])
1. a) Ecrire f sans le symbole de la valeur absolue.
b Déterminer les limites de f en —os, o0 et —1. (On pourra poser X = :—_]
c) Préciser les asymptotes de (C).
2. a) Démontrer gque [ est continue en (.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter graphiquement résultat.
J.a)VérfierqueVvxeDg {0}, f(x)}=g(x)

b) Démontrer que (g) = ﬂ"? , &-étant le réel défini dans la partie A — 3)
c) Etudier le sens de variation de f ; puis donner le tableau de variation de f.
4. a) Déterminer les coordonnées des points d'intersection de (£ ) avec la droite
(o).
b) Donner une équation de la tangente (T'), (L) au point d'abscisse — -;-

5. Construire avec soins (T), (€) et ses asymptotes. On prendra a = —0,25 et
fla) = —0.4.




PROBLEME 33

Bartie A

On considére la fonction définie sur |0; 4| par g{x) =x -3+ Inx
1. Calculer les limites aux bornes de 'ensemble de définition de g.
2. a) On admet que g est dérivable sur [00; +eo| , caleuler g'(x).
b} Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation,
3. a) Démontrer que l'éguation g{x) = 0 admet une unique solution « telle que
20 sa<d il
b) Démontrer que ¥ x € |0; el ,g(x) < O0et¥ xe la; +oo| ,g(x) > 0.

Partie B
Soit la fonction [ définie sur |0; 40| par fix) = % + :I;IIHI de courbe (C) dans

un repére orthonorme (O, 1. f). (Unité : 2 cm)

1. Calculer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement résultat.

. o FLE .
2. Calculer ,fi.’.Tm F{x) et JiI_n'J;nm = . Interpréter graphiquement le résultat.

3. On admet que [ est dérivable sur [0; +eal.
a) Calculer f'(x) et vérifier que f"(x) = Ei-ﬂ pour tout x de |0; +oo].
b} En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
4. En remarguant que ¥ x ¢ |0; +eo] , f(x) = [1 - f;) (=2 4+ Inx) , déterminer les

coordonnées des points d'intersection de (€) avec I'axe des abscisses.
5. Ecrire I'équation de la tangente (T7) & (C) au point d’abscisse 1.

=
6. Démontrer que (o) = — - ﬂ.” :

7. Etudier le signe de f{x) suivant les valeurs de x.
8. Construire () avec ses asymplotes et (T).

Partie C
Sait F la primitive de f sur |0; 40| quis'annule pour x = 1,
On appelle (I") la courbe représentative de F relativement au repére (0,1, ).
1. a) Sans calculer F(x), étudier les variations de F sur |0; +oo],
b) Que peut-on dire des tangentes i (I") en ses points d'abscisses 1 et e”.
2. a) x étant un réel strictement positif, calculer intégrale _I': Intde (On pourra

utiliser une intégration par parties).

b) Démontrer que, pour tout ¥ strictement positif f(x) = Inx — ﬁ‘f + % -2.

¢) En déduire I'expression de F{x) en fonction de x.
3. a) Sachant que Iimn(ﬂn_t] = 0 déterminer ia limite de F en (.
Xk

b)Y Démontrer que, pour tout ¥ strictement supérieur a 1, 35




1 Enar

Fix) = xinx (1 — 5—1} + 3. En déduire la limite de F en 4o
¥ irx

" P -
¢) Dresser le tableau de variation de F.

d) Tracer (I') sur le méme graphique que (C).
4. Calculer en em?, 'aire du domaine limité par la courbe (), I'axe des abscisses et
les droites d'équations respectives x = 1 et ¥ = ¢4

PROBLEME 34

Bartle A
On considére la fonction numérique g définie par: g{x) = 4™ = (1 +e7%)*

1. Etudier les variations de g. {Un ne calculera pas de limites aux bornes de son
ensemble de définition).

2. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B
On considére la fonction numérique [ définie par: f(x) = = S

1. Calculer les limites de [ aux bornes de son ensemble de définition.
2. Onadmet que [ est dérivable et continne sur B

a) Montrerque : ¥ x e R, f(x) =%

h) Etudier le sens de variation de [,
¢) Dresser le tableau de variation de f.

d) Caleuler f{0) puis étudier lev signe de f({x) suivant les valeurs de x.

Partie C
On considére la fonetion numérique h définie par : h(x) ==— et (C,) sa courbe

1+e®

représentative dans un repére orthonormé (0,7,]) . (Unité graphique ; 4cm)
1. Calculerles limites de h aux bornes de son ensemble de définition, puis
interpréter graphiquement les résultats.

Z. Montrer que le point 5{0; %} est centre de symétrie de la courbe (C).

3. Etudier le sens de variation de & et dresser son tablean de variation .

4. Donner une équation de la tangente (T') & la courbe (€},) au point S,

5. Etudier les positions relatives de la courbe () par rapport a la tangente (T).
{2 Justifier que h réalise une bijection de & vers unintervalle K a préciser.

Soit i~ " la bijection réciproque de h.

a) Justifier que h™" est dérivable en ;:-Et calculer Lﬁ"}’(;:;}.

b) Dresser le tableau de variation de h™".




c) Justifier que la courbe (L, -:) admet des asymptotes dont on préciserala
nature et les éguations,
d) Déterminer l'expression explicite de A™%,
7. Construire les courbes (Cy) et (Cy-1) el leurs asymptotes respectives dans le
méme repére,

PROBLEME 35

Partie A

a, b et ¢ sont des nombres réels, Soit la fonction h définie sur & par
h{x) = (ax + b)e™ + ¢ dont le tableau de variation se présente comme suit :

x |oo 0 1 - 4 oo
h'(x) + 0 -
//,. 2+e"
hix) 2
ot
1
= 2

1. On note k' la dérivée de k. Calculer h'(x) en fonction de a et b,
2. En utilisant les données numériques du tableau de variation de h.
a) Déterminer les limites de h en —wo et en 4o,
b} Démontrer quea = 1, b =—-1etc = 2
Ainsi donc dans la suite du probléme hix) = (xr — 1)e™* + 2.

3. a) Démontrer que I'équation h(x) = 0 admet une unique solution e dans |-1; 0] ,
b) En déduire le signe de h'(x)

Partie B
On note (C) la courbe représentative de la fonction [ par f{x) = 2x — 1 — xe™,
(Unité:2 cm)
1. a) Caleuler la limite de [ en +o2.
b} Démontrer que la droite (D) d'équation ¥ = 2x + 1 est asymptote a (C;) en
+08,
c) Préciser les positions de (C;) par rapport a (D).

2. Calculer les limites en —oo de f(x) et deﬂf—!- En donner une interprétation

graphique.
3.a) Démontrer que f'(x) = hix)
b) Donner le sens de variation de f puis dresser le tableau de variation de f.

4. a) Démontrer que (@) = 2a + 1+ f:‘i; 37




b) Donner 'arrondi d'ordre 1 de f(a). (On prendra & = —0,375)
5. Déterminer une équation de la tangente (T a (Cy) au paint d*abscisse 0.

6. Tracer (T), (D)et (Cpr).

Partie C
1. a) Déterminer les nombres réels m et p de sorte que la fonction & définie par
G{x) = (mx + p)e™" soit une primitive sur K de la fonction g définie par glx) =
—xe .
b) En déduire une primitive de [ sur .
2. Soit A l'atre en em® du domaine A délimité par I:E,] , I'axe des abscisses et des
droites d’ éguationx = -l etx = 1.
a) Faire apparaitre A sur la figure.
b) Calculer A,

PROBLEME 36

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0,7, 1), L'unité graphique est 2 em.
On considére la fonction [ dérivable et définie sur |—co: 1| par f{x) =x* -1+
In(l - x).
On note () la courbe représentative de f.

1. a) Calculer ;!}-Tm“ﬂ'

b) Calculer Il_i_rl‘im fi—” puis donner une interprétation graphigque du résultat.

¢) Caleuler la limite de £ 4 gauche en 1 puis donner une interprétation
graphique du résultat.
2. a) Pour tout nombre réel x de I'intervalle | —eo; 1|, calculer ['(x).
b) Démontrer que f est strictement décroissante sur |—eo; 1],
¢) Dresser le tableau de variation de f,
3. a) Démontrer que 'équation (E): x € |—oo; 1|, f(x) = 0 admet une solution
umigue a.
b) Justifier que —0,7 < & < —0,6.
4. a) Démontrer qu'une équation de la tangente (1) & () au point d'abscisse 0
est iy =—-x— 1.
b} On donne le tableau de valeurs suivant :

X pa ey -1 =0 -0 -0 0A 03 07
arrondi d'ordre § 4, 24 0, g1 =0 =0} =1 =1 =}

Tracer (T)et (C).
-3 <x <5

On pourra faire la figure dans la partie du plan caractérisée par [_4 <y<6

5. On désigne par A I'aire de la partie du plan délimité par (C), la droite de ¢4}
et les droites d’éguations respectives x = a etx = 0, 38




a) Calculer j:: In{1 — x) dx i l'aide d'une intégration par parties.

b} Démontrer que la valeur de A enunités d'aireest: A = -E-':-; A
(1 —a)in(l —a).
¢) Déterminer en cm® larrondi d’ordre 2 de la valeur de A pour & = —0,65.
6. Soit £~ la bijection réciprogque de f et (C") la courbe représentative de f~!
dans le plan muni du repére (0, 1,]).
a) Calculer f(—-1).
b} Démontrer que le nombre dérivée de £~ en In2 existe puis le calculer.

c) Eu-nst‘mire_la courbe (C') et sa tangente (4} au point d'abscisse In2 sur la
figure de la courbe {C).
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PROBLEME 37

On considére la fonction g définie sur B par: g(x) = x + e~ **

1. Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation. On ne

calculer pas les limites
2 JustifierqueYxe R, g(x) =

Partic B

On considére la fonction [ définie sur B par: f{x) = x* — ¢ ™ ot sa courbe
représentative dans le plan rapporté & un repére orthonormé (2, 1, ). (Unité
graphigue : 4cm)

1.a) Déterminer la limite de f aux bornes de son ensemble de définition.

b Calculer lim e et lim E|:-|.||1sir:u!:qar;:nnf:-he.*rgr:u:nlmilmmam-'.-ﬁt ces résultats.
Y= I EK-a—m X

2.a) Démontrerque Y xe R, f'{x) = 2g(x)
b} Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation
¢) Démontrer que I'équation f{x) = 0 admet unique solution a.
d} Justifier que 0,56 < a < 0,57

Inj

e) Démontrer que T'ﬂ =-1

3. Soit (D) la tangente a (C') au point d'abscisse ? ? Déterminer une équation de
(D).

L#in{Z)
4

Partie C
1. Soit la fonction h dérivable sur B, et définie par : h(x) = f(x) ——— =

&
(1+ n2)(x — ";—E]
a) Démontrerque ¥V x e B, h'(x) = 25(x) = (1 + In2)
b) Etudier le sens de variation de h.
c) Calcaler ﬁ{mTz] puis déduire la position relative de (C°) par rapport a ().
2. Construire (C) et (D).
3. Soit un nombre réel supérieur ou égal 3 .
a) Caleuler en cm® Faire A(t) de la partie délimitée par la courbe (£}, I'axe (O

et les droites d'équations x = etx = L.
by} Calculer IiTmAE,t}
==




PROBLEME 38

Le plan est muni d'un repére orthogonal (@, 1,]) avec Ol=2em et O0]=0,5¢m
Partie A
Soit g la fonction numérique dérivable et définie sur R \[—-1}parg(x)} = 2x +1 +

———Injx+1|
e |

1. Calculer les limites de g a droite en =1 et en —oo.

X[ E2x+3)
() = 222

2. a) Justifier que pour tout nombre réel x différent de -1, ona: g T
b) Déterminer les signes de g'(x) selon les valeurs de x.

c) Dresser le tableau de variation de g. (On ne calculera pas les autres limites

aux bornes de D)
- urxe|—o; =1|;glx)<-3
d) En déduire que [ﬂ:ﬂm “i s +ﬂ-=!I i‘iﬁ) =2
3. Soit k la restriction de g a l'intervalle |0; +os|.
a) Justifier que k admet une bijection réciproque £~ dont on précisera
'ensemble de définition
) Prouver que k™' est dérivable en 2012,
4. Soit ula fonction définie sur |—oo; =1 par u(x) = (x + Din{-x - 1)
a) Calculer u'(x) et montrer que pour tout réel x < —Lona: glx) + u'(x) =
2x+ 1)+ ﬁ

b} En déduire sur |-oe; —1[ , la primitive G de la fonction g telle que G(-2) = 1

Partic B
Soit f l1a fonction de B vers B définie par f(x) = xnjxr + 1| = (x + 1)* + Zx de

courbe représentative (C;) et (D) la droite d'équation x + 1 = 0; dans le repére
(0. 1],
1. a) Préciser I'ensemble de définition de f et justifier que (D) est une asymptote a
(€r)-
b} Calculer les limites en —oo de f(x) et de ﬂfl

2. a) Justifier que pour x > =1, f(x) = —x(x + 1) [r:t .2 nlxel)

%1 K+l
b} En déduire le caleul des limites en +co de f{x) et -|:I|:L';;:r—:|

3. a) Démontrer que pour tout nombre réel x différent de —1, ona: flx) = —g{x) +
2
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b) Vérifier que la tangente (T') a (L) au point d’'abscisse 0 est paralléle al'axe des
abscisses (O1).

) Prouver que f est croissante sur |—o2; —1| et décroissante sur |=1; +o2| .
¢) Prouver que fest croissante surf-co ;-1[et décroissante sur]—1; +sal.
d) Dresser le tableau de variation de f
4)a) Vérifier gue sur]—1; 40| I'équation f{x) = 0 a une seul solution f et que -
0.9<p<-0.8

Jl'.l-\.I!

b) Prouver que f'(f) = = — 2— et que f'(§) < 0.

B A+
PARTIEC
Soit t la fonction définie sur BY {—1] par t(x) = x[—1 4+ In |x + 1]} et {I") la parabole
d'équation y = -x* 4+ x - 1.
1. Justifier que pour x différent de <1 :Injx 4+ 1| =120 = x ¢ |-, =1 —g]u
le — 1; +=o]
2. En déduire les signe de t(x) selon les valeurs de x.
3. Etudier alors les positions relatives des courbes (I") et ().
4. a) Etudier le sens de variation de la fonction h de B vers B définie par h(x) =
—xt+x—1
bi) Dresser son tableau de variation.
5) Tracer dans le repére (0, 1, 1) les droites (T, (D) et les courbes () et{C/[)-
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PROBLEME 39

Soit la fonction numérique f définie par f(x) = {1 +—-:J In{1+ x)

Partie A
On désigne par h [a fonction numérique définie par hix) = x — In(1 + x)
1. a) Déterminer le domaine de définition de h.
b} Déterminer les limites aux bornes du domaine de définition,
2. a) Etudier le sens de variation de h
b) Dresser |e tableau de variation de h.
3. En déduire le signe de h.

Partie B
1.a) Quel est l'ensembie de définition de f.
) Déterminer les limites de f respectivement en 4o et en —1.
2. a) Montrer que [ peut ére prolongée par continuité au point =1.
b}y Sait & ce prolongement, étudier la dérivabilité de & en =1.
3.a) Montrer que [ peut étre prolongée par continuité au point 0.
b) Soit g ce prolongement, étudier la continuité et Ia dérivabilité de g en 0.
4. a) Exprimer la dérivée g'(x) de g(x) en fonction de h(x)
b} Dresser alors le tableau de variation de g.
5. Construire (€;) la courbe de g dans le plan muni d'un repére orthonormé

(.17,

PROBLEME 40
Partie A
On considére la fonction g définie sur |0; +oo| par glx) = .w; :::u:

1. Etudier le sens de variation de g (dérivée, limites, tableau de variation).

2. Calculer g(1) et g(2) ; en déduire que I'équation g{x) = 0 a une unique solution
.
Montrer que @ appartient a l'intervalle |1.8; 1,9] .
3. En déduire le signe de g(x) sur I'intervalle |0; +ool.

Partie B

On considére la fonction [ définie sur J0; +co| par (x) = T

Hex’
On note {C), la courbe représentative de f dans un repére orthogonal. (unité : Zem

sur (0x ): 4cm sur (0v))

1. Etudier les limites de f en 0 et en +co.
2{Zx+Liglx)

Montrer que, pour tout x > 0, f'(x) = i)
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En déduire le signe de f'(x).
2. Construire le tableau de variation de f et montrer que fla) =

el 2asi)
3. Tracer la courbe () dans le repére orthogonal. (Préciser la tangente au point
d'abscisse 1).

PROBLEME 41

Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire g)
Soit g la fonction numérique définie sur |0; +oo] par gix) = x — 2 — 2xinx
1. lustifier que I'ensemble des solutions de I'équation : —2Inx — 1 = O est§ =

Jos e
2.a) Calculer g'(x).
b} Etudier les variations de g.
3. a) Etablir le tablean de variation de g. (On ne cherchera pas a calculer les

limites de g)
b) En déduire que: ¥ x ¢ |0; +oo] ,g9(x) <0

Partie B ( Etude et représentation graphique d'une fonction )

Soit [ la fonction numérique définie sur |0; +o3| par:
flx)=(x—1)*=x*sixe|0; +oo| et F(0) =1
(On note (L) la courbe représentative de [ dans le plan muni du repére orthonormé
(.1, [). L'unité graphique est 2cm.
1. a) Calculer la limite de f en +oo,
b} Justifier que la courbe () admet en +co une branche parabolique dont on
précisera la direction.

2, a}ustifier que [ est continue en 0,

b)) Démontrer que lim £l -2
=i X=0

3. Soit (T) est la droite d'équation y = —=2x + 1 et d la fonction sur |0; +oo| par
dix) = flx) -y
a) Justifier que (T) est la tangente 4 la courbe (C) au point d'abscisse 0.
b) Vérifier que pour tout € |0; +oo| ,d(x) = x* — x*lnx
c}) Etudier la position relative de (£) par rapport a (T).
4. a) Démontrer que : ¥ x € |0; +oo] , f'(x) = g(x).
b Etablir le tableau de variation de la fonction f.
5. a) Démontrer que I'éguation f{x) = 0 admet une unique solution a dans
[0; +caf
b) Vérifier que @ = 1 et vérifier que f(x) 20 si0<x<1etf(x) =0 si

x =1,
6. Construire (C) et (T). 44




Partie C :(Etude d'une primitive F d'une restriction de la fonction f)
Soit F la primitive de [ sur |1; +oo] quls'annule en e (On ne cherchera pas &
déterminer F)

1. Déterminer F(e) et F'{x). (On justifiera chaque réponse)

2. Démontrer que F est une bijection de [1; 40| wvers F{[1; 4+9o] )

3. Soit £~ la réciproque de F calculer F~1(0).

PROBLEME 42

Partie A
Soit la fonction g définie sur |0; +oo| par: g{x) =x+ 1 + Inx
1.a) Déterminer les limites de g en 0 puis en +oo,
b} Etudier les variations de g.
c) Dresser le tableau de variation de g.
2. a) Montrer la courbe de g coupe 'axe des abscisses en un point d'abscisse o tel
gque e |0,2; 0,3
b) En utilisant la méthode de balayage, donner un encadrement de a d'amplitude
147
¢) En déduire le signe de « suivant les valeurs de x.

Partie B
__ Axinz

On considére 1a fonction f définie sur |0; +es| par [‘IF[M:I i E pn:r v
1. a) Montrer que [ est continue en 0.

b} Etudier la dérivabilité de f en Q.
2.a) f est-elle prolongeable par continuitéen 07

b) Déterminer la limite de f en 4-es.
3.a) Exprimer f (x) en fonction de g{x).

) En déduire le signe de f'(x),

¢) Mantrer que flg) = —4a.
4. Dresser le tableau de variation de [,

Partie C:
Soit la courbe (C) de f dans un repére arthonormal (0; [; J) d'unité 4cm et (T') la
tangente i (€) au point d'abscisse 1.

1. Donner une équation de (T).

2. On considére ¢ la fonction définte sur |0; +e2| par @{x) = f(x) - 2(x - 1).

a) Montrer que ¢ (x) = f"(x) = dhix)

oil h{x) = —x + i— 2inx

{x+1)?
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b) Etudier les variations de k.
c) Caleuler (1) puis en déduire le signe de k puis le signe de ¢"',
o) Dresser le tableau de variation de @' puis en déduire le signe de @',

e) Dresser le tableau de variation de @ en déduire la position de () par rapport
A (T).

Bartie D
On prendra a = 0,28

1. Calculer les images par fde: 0,1; 0,28:05;1; 1.5 et 2,

2. Tracer la portion de (C) pour x € [0; 2] ; (T) et la tangente en « de la courbe (C).
3. a) Calculer f(1).

by Y est-elle dérivableen 0 7

¢) Caleuler {1 )}0).

d) Donner une équation de la tangente 3 la courbe de £~ au point K(0; 1).

PROBLEME 43

Soit la fonction dérivable sur |1; +oo| et définie par: fix) =2 + '"{:—:n

On désigne par () sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére
orthonormé direct (O, 1,]). L'unité graphique est 2cm.

Partie A
Soit g la fonction dérivable sur |1; +co| et définie par: g(x) = ﬁ - 2In{x = 1).
i.a) Calculer la limite de g a droite en 1.
b) Calculer x"'l"p:. gix).

1=2x

2.a) Démontrer que pour tout nombre réel , g'(x) = T

b} Déterminer le sens de variation de g.

¢) Dresser le tableau de variation de g.
3. a) Démontrer que 'équation g’ (x) = 0 admet une unique solution a.

Vérifier que ; 3,093 < a < 3,094.
Yxell; al . g(x)>0

b} Démontrer que : Ve ld +m['ﬁ_(1} <0
Partic B

1. Démontrer que la droite () d'équation y = 2 est asymptote a (Cy).

2. Dérerminer les coordonnées du point 8 dintersection de () et de (D).

3. Démontrer que pour tout nombre réel xstrictement supérieura 1, f'(x) = —HI—L';”

46




4. a) Déterminer le signe de f'(x) suivant les valeurs de x et en déduire le sens de
variation de f.
b Dresser le tableau de variation de f.

5. o étant le nombre réel défini 3 la question 5 de la partie A,
I

2alm=1)
b) En déduire une valeur approchée de fa) i 2. 107 prés par défaut.
6. Tracer la courbe (&) .
Partie C
Sait [ un nambre réel appartenant a l'intervalle |1; 2].
On désigne par A(f) I'aire de la partie (E) délimitée par (€;) . la droite (D) et les
droites d'équationsx = fetx = 2.

a) Démontrer que : f{ag) = 2 +

1. Vérifier que pour tout nombre réel x différentde Oet 1
! -1, 1

¥lx=1) x =1
T 2 1
2. Exprimer _I'ﬁ mdr en fonction de .,
3. A l'aide d'une intégration par parties, démontrer que : A(f) = w - nf +

m2 .
4. En déduire !_mlI A(f).

|PROBLEME 44|
On se propose d'étudier la fonction f définie sur |0; 4o=| par

Le plan P est rapporté i un rapporté a un repére orthogonal (0, 1. ). (Unité
graphique : 2Zem). On note () la courbe représentative de [ dans P.
1, Etucle d'une fonction 'auxiliaire
On introduit la fonction g définie sur |0; 4| par: g{x) = x* - 3 - 2inx.
a) Etudier le sens de variation de g(x). (Limite aux bornes de D, ; dérivée, sens
de variation)
b)) Dresser le tableau de variation de g.
¢) Montrer que g(x) > 0,v x & |0; +oa]
2. Etude de la fonction f.
aix)

a) Montrer que ¥x € |0; 4o, f'lx) = S
En déduire le sens de variations de f.
b} Calculer ma limite de f en 0 et en +<o. (On rappelle que lim E-i;—“ = 0}, Quelle
b ]

est la conséguence graphique ? 47




€) Montrer que la droite (D) d'équation y =§ st une asymptote oblique ala

courhe (C) en +o,
d} Montrer que ({) et (D} se coupent au point d'abscisse Ve .
Etudier la position relative de (£) et (D).
3. Courbe représentative de [.
Dresser le tableau de variation de f,
Aprés avoir recopié, complété le tableau suivant. (On donnera les valeurs de [(x)
sous forme décimale approchée 4 107% prés.
0.5 1 Ve @ 5

%
[(x)

Tracer {(C) et (D).
4. Calcul d'une aire
a) Soit K la fonction définie sur |0; +eo| par K(x) = (inx)*
Calculer K'(x).

PROBLEME 45

(0,1, ]) est un repére orthonormé du plan. (unité graphique :4cm)

Partie A:

Soit la fonction g définie sur | =, 0] par g(x) = x + 1 + In(=x).
L Etudier les limites de g aux bornes de D,
2. Dresser le tableau de variation de g puis ealculer g{—1)
3. En déduire le signe de g{x) suivant les valeurs de x.

Partie B ;
f(x) = 2* + Zxin(—x) ; si x € | —o0; 0]
Soit f définiesur R par: { f(x) = (e* — 1)In(e* — 1) ;six e |0; +oo] et(C)la
f(0)=0
courhe représentative,
1. a) Etudier la continuité de [ en (.

b} Etudier la dérivabilité de [ en 0 et interpréter graphiquement ce résultat,

2. a) Calculer II_ian fix) et :]-E'Pm%'ﬂ en donner une interprétation graphique.

b} Calculer ,li';“m fix) et ]:IWLr_nm:-'EE:'_:E-:l et en donner une interprétation graphigue.

3.a)¥ x & |=oo: 0], calculer f'(x) et étudier son signe.
bV x €]0; 40|, calculer f'{x) et justifier que f'(x) ale méme signe que 1 +
In{e* — 1)

¢} Résoudre I' équation ¥ x € |0; 4|, In(e* — 1) > 0. En déduire le signe
f'ix) sur |0; +eal. 48




d) Dresser le tableau de variation de [ sur B.
4. a) Prouver que (C) coupe la droite (O1) en deux points dont on précisera les
coordonnées,
b) Construire (C).

5. Soit k la restriction de f & l'intervalle |in (1 +2); +oo].

a) Montrer que h est une bijection de !Irl (1 + i) ; +m{ sur un intervalle K 4

préciser,
b) Dresser le tableau de variation de ™' dans le méme repére que (C).
6. Soit u la fonction définie de |—oo; 0] par u(x) = %f { In(=x) — i}

a) Caleuler la fonction dérivée de u.
b) En déduire la primitive de f sur |—oo; 0] qui s'annule en - 1.

Partie C
Soit la fonetion v définie sur [In2; 1] par:vix) = f(x) — (e* = 1).
1. Justifierque ¥ x ¢ [In2; 1] ,onae*-1> (.
2. Prouverque ¥ x ¢ [In2; 1] ,ona;: =1 <Inle*=1)—-1= In[:l -3
3. Déduire de ce qui précede le signe de v{x) sur |in2; 1].
4. Justifier que ¥ x € [in2; 1]; f{x) = &* — Linterpréter graphiquement ce
résultat,

PROBLEME 46
{x=1)"lnx

Soit f la fonction définie sur |0; +eof par: f(x) = —

On note () sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé
direct (0,1, ]).

Bartie A

Soit g la fonction définie sur |0; +oo| par: glx) = Inx "'E-

1. Démontrer que g est strictement croissante sur |(; +cof.
2. Dresser le tableau de variation de g. ( sans les limites aux bornes)
3. a) Calculer g(1).
b) Démontrerque:¥x e |0; 1], o(x) <0 et ¥xe|l; +eof, g(x) >0

Partie B:
1. Calculer la limite de f a droite en (). En donner une interprétation graphigue.
2. Calculer .:H m fix) et r]_iﬂ‘ld % . En donner une interprétation graphigue.




3.a) Démontrer que: ¥ x e |0; +=f, f'(x) = w ;

b) Déterminer le signe de f'(x) suivant les valeurs de x puis dresser le tableau de
variation de f.
4.a) Démontrer que 'équation f{x) = 1 admet une solution unique a.
b) Vérifier que : 2,64 < o < 2,65.
¢) Démontrer que:Vx e |0; af. flx) <letvxela +of,f(x)> 1.
5.a) Déterminer une équation de la tangente (T°) au point d'abscisse 1,
b) Déterminer les positions relatives de (L) et de I'axe des abscisses.

6. Soit h la fonction définie sur |0; 4| par hix) = f {ﬂ On note (I') sa courbe

représentative dans le repére orthonormé direct (0,1, ).
a) Démontrer que : ¥ x¢ |0; 40| hix) = —f(x).
b} Construire () puis (I") dans le méme repére.

PROBLEME 47 |

Sait [ la fonction dérivable et définie sur |0; +e2| par
Vel 1[ul; +eof, Flx) ==

inx
fl=0et fF(1)=1
On note () sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé
direct {0, 1.]).

[Partie A

Soit g la fonction définie sur |0; +oo| par g(x) = (2x — L)inx —x + 1.
1. Démontrer que pour tout nombre réel x strictement positif, g'(x) = In(In(x*) —
=+1)
2.3) Vérifierque: g'(1) =0
b) Démontrerque: ¥ xe |0; 1], g'(x) < Det ¥xe|]l; +oo],g'(x) > 0,
3. En déduire le sens de variation de g.
4. Démontrer que : ¥ x £ |0; +eo]| \[1},g(x) > 0et g(1) = 0.

Partie B

1. Etudier la continuité de f enOeten 1.

2. Démontrer que la fonction f est dérivable a droite en 0. Interpréter
graphigquement ce résultat.

3. Soit h la fonction définie sur |—1; 4| {0} par A(x) =

I+l i

imfrs1} x

r x* i
a) Démontrer que : ¥ x & |i; ll,x——j-{ In{x+1}-::x—-;+*;-




furl=ri1)

b) Démontrer que : Li-r-'é hix) = % puis, en déduire la valeur de :l;i_r.t} o

o
[G=r) _

— % Justifier que f est dérivable en 1.

4, On admet gue E:II'I'II
i

Bartie C

1. Calculer la limite de [ en +oo et :“Tm'{%{! . En donner une interprétation
graphique.
2. a) Démontrer que : ¥ x € |0: +oo] \[{1}, F'(x) =f"—r“;].

b) Déterminer le sens de variation de f.

¢) Dresser le tableau de variation de f.
3. Tracer la courbe (). (Unité graphigue : 2cm en abscisse et Zcm en ordonnée.
4. Démontrer que réalise une bijection de J0; +o[ sur un intervalle & déterminer.

PROBLEME 48

Le plan est muni d'un repére orthonormé (3, I, J). L'unité du graphique est le
centimétre.
Partie A

Soit g la fonction dérivable et définie sur B par: g{x) = x + (ax + e ™" onaeth
sont des nombres réels. Dans le plan muni d'un repére (0,1, /), on désigne par:
() la courbe représentative de g.
(D) la droite d*équation y = x
1. a) On donne g{0) = 1. Déterminer la valeur de b.
) On admet que la tangente (T) a (C),
Z. Soit h la fanction dérivable et définie sur | par: h(x) = e* — 1.
a) Soit &' la fonction dérivée de h. Calculer h'(x) pour tout x élément de B
b} Dresser le tableau de variation de h. (On ne demande pas de calculer les limites
en —co el en 4,
c) Endéduire que ¥ x ¢ B, h(x) > 0.

Partie B
Soit £ la fonction dérivable et définiesur Rpar: flx) =x + (x 4+ 1le™,

1. a) Calculer la limite de [ en —oo,

b} Justifier que: lim LA
i X

cjDonner une interprétation graphique de ces résultats.
2.a) Calculer la limite de f en 402
b) Démontrer que (D )est une asymptote & () en +o2,

) Etudier les positions relatives de (C) et (D).
51




3.a) On désigne par [’ la fonction dérivée de [
Démontrerque: Y x e R, f'(x) = e ™ h(x).
b) Déterminer le sens de variation de f.
¢} Dresser le tableau de variation de f.
4. Construire sur le graphique (T), (D) et (£).
5.a) Démontrer que [ est une bijection de B vers R
b) On note £~ la bijection réciprogue de , calculer (f~1)'(1).
¢} caleuler (I} Ia courbe représentative de [~ sur le méme graphique que (C) .

Partie C:
L] .
Onposevne M, [, = j'_:[t + 1)e~" dt.

1. Alaide d'une intégration par partie démontrer que :
YneW. I, ={-2—-n)e"" + &

2. Calculer I'aire 4, en cm® de la partie du plan délimitée par la courbe (C); la
droite (D) et les droites d'équations x = -l etx = n.

PROBLEME 49

Bartie A
Soit 1a fonction g dérivable sur |0: +oo| et définie par g(x) = 1 + xlnx
1. a)justifier que : ¥ x € ]0; 4o, g"(x) = 1 + Inx
b) Etudier les variations de g puls dresser son tableau de variation. (On caleulera
pas les limites de g)
2, En déduire que : ¥ x € [0; +oof , g(x) > 0.

Partie B
flx)=0

Soit la fonction définie sur j0; +oo| par fix) = x
T 14xinx

On note (), la courbe représentative de [ dans le plan muni d'un repére
orthonormé {0, 1, [, {(Unité : 4cim).
1. a} Etudier la continuité de f en 0.
b} Etudier la dérivabilité de f en 0.
c) Démantrer qu'une équation de la tangente (T) a la courbe () au point & est :
y=X
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d) Démontrer que :
(L) est au-dessus de (T) sur ]0; 1]
() est au-dessous de (T) sur |1; +oo
2. Démontrer que la droite (0F) est une asymptote a () en +oo.
3. a) On suppose que [ est dérivable sur |0; 42| ;

: : ) = e
Démontrer que : ¥ x € |0; +oof, ['(x) = ——

b} En déduire les variations de [ et dresser son tableau de variation.
4. Construire la droite (T') et la courbe (€) dans le plan muni du repére (0,1.])
Partie C:
1. a} Justifier que: ¥V x € |0; 4], f(x) <1
b) Démontrer que : ¥ x e [1;¢e],1 —ﬁﬂ flx).
2. Soit A I'aire en cm* de la partie du plan limitée par (£), (07) et les droites
d'égquationsx =l etx = ¢e.

Démonter que: 16in (=) < 4 < 16(e — 1)

|PROBLEME 50/

On considére la fonction f définie sur [0; +os par: f(x) =

|

xeF41

On désigne par (C; ) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére
orthonormé (0,1, ¢ ).

Unité graphique : 4cm

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit la fonction g définie sur l'intervalle |(; +oo| par: glx) =x 4+ 2 — ¥,
1. a) Déterminer la limite de g en 4o,
b) Etudier les variations de g en [0; 4ol
2.a) Démontrer que I"équation g{x) = 0 admet dans |0; +| une solution unigque
i,
b) Justifierque: 1,14 €< & = 1,15.
¢) En déduire le signe de gix) suivant les valeurs de x.

Partie B ; Erude de la fonction de £ sur [(; 4.

1. a) Démontrer gue pour tout x appartenant a [0; 4o, f'(x) = ‘-E-:%——m :
b) En déduire les variations de f sur [(; +eo].
1=¢'

gy’

2.a) Démontrer que pour tout réel positif x, f(x) =

b) En déduire la limite de f en +co.
Interpréter graphiguement ce résultat.
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3.) Etablir que : f(a) = —

el
b) Donner un encadrement de f{a) d'amplitude 107*,

¢) Dresser le tableau de variations de [.
4. Déterminer une équation de la tangente (T) & (Cp) au point d'abscisse 0.

5. a) Etablir que pour tout x appartenant & l'intervalle [0; 4], ona:

1
fix) —r=%ﬂ.am ulx) = e* — xe* - 1.

b} Etudier les variations de la fonction u sur l'intervalle [0; 4o,
En déduire le signe de u(x),
c) Déduire des questions précédentes la position relative de () et (T).
G. Tracer (L) et {T) sur le méme graphigue.

Partie C : Calcul d'aire

1. Donner une primitive F de [ sur l'intervalle [0; +s=|.

2. On note D le domaine du plan délimité par (C), la tangente (T') et les droites
d'éguations x =l etx = 1.

Calculer en cm®, Iaire A du domaine D.

Donner une valeur décimale, au mm* prés, de aire A.

PROBLEME 51

Partie A
Sait g la fonction définie sur |0; +eo] par : g(x) = x(lnx)* — xlnx — x — 1.
1. Calculer les limites de g en 0 et en +o
Démontrer que : ¥x > 0,g'(x) = (Inx)* + Inx - 2.
3. a)Etudier la variation de g
b) Dresser le tableau de variation de g.
4, Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution &
telleque ;54 < @ < 5.5,
5. Justifier que : ¥ x e |0; af, g{x) < O,
¥ x e Ja;+oof, g(x) > 0.

R

Partie B

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0,1, /).

Soit £ la fonction définie par: f(x) = ﬂsi x= 0et F0).
On note () sa courbe représentative,

1. Déterminer Dy I'ensemble de définitionde f.

2. a)Etudier la continuité de f en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en (.

Donner une interprétation graphique de ces résultats.




el e

3. a) Caleuler les limites de [ en e.
Donner une interprétation graphique de ces résultats,

b Calculer .;t—'-ﬂn flx)et I!ir::ml_f'l::] - xl.

On admettra que{L,) a une branche une branche paraboligue dans la  direction
de la droite (D) d'égquation :y = x.
4.a) Démontrerque: ¥ x e Dy, f'(x) =

b} Etudier les variations de f

¢) Dresser le tableau de variation de f
d) Construire () et ses asymptotes.

gix]
x(=1+inx)*

Parie C
Soit h la restriction de f & l'intervalle [0; e].

. Démontrer que i admet une bijection réciproque h™' d'un intervalle K a préciser

sur [0; e[

Démontrer que h™% est dérivable en =1 et caleuler (R~ (=1).

Donner le sens de variations de h™" et dresser son tableau de variations.

Donner une équation de la tangente en —1 & (C,,_, ), représentation graphique deh™".

Construire (Cy—;) sur le méme graphique que(C,).
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