Partie.ll.

On considere la fonction numérique f définie

l
sur |0, +oo[ par : f(x) = e*? —?.

Sott (Cf) sa courbe représentative dans un méme
repeére orthonormé (0,1, )).

l.a.Vérifier que : lir§+ f(x) = 400, puis interpréter
X—>

géométriquement ce résulltat.

1.b.Vérifier que : li?ll f(x) = oo,
X—r=00

-, (x , , L4
l.c.Verifier que : lin61+ fx—) = 400, puis interpreter geometriquement
=D

ce résulltat.



h(x)-g(x)
xz2

2.a. Montrer que pour tout x de |0,+oo| : f'(x) =

2.b. Dresser le tableau de variations de f sur |0, +oo| .
(On peut utiliser la question 1)2. a.

2.c. Déduire que pour tout x de |0, +oo| :

Inx
e*"1>1+—
X

3. Montrer que l'équation f(x) = x

admet une solution «a

3 3
tel que : s<a< 2 (On donne f(2) =237 et f (E) = 1.38)

4.Soit @ la restriction de la fonction f sur l'intervalle |1, +oo|.
4.a. Montrer que @ admet une fonction réciproque @~* définie
sur un intervalle | que l'on déterminera

(l'expression de ¢~'(x) n'est pas demandée.)



(lI'expression de ¢~ (x) n'est pas demandée.)

4.b. Justifier que la fonction ¢~ est strictement croissante

sur l'intervalle ].
5.Le graphique ci — dessous
représente la courbe (C,)
de la fonction @ et la droite (A) d'équationy = x
dans un repere orthonormé.
5.a.Justifier que pour tout x de [1,a]: p(x) < x
5.b. Déduire que pour tout x de [1,a]: ¢~ (x) = x.

5.b. Reproduire la courbe (Cq,) et tracer la courbe (Cq,-l) dans

un meéme repere orthonorme.



( A)

2{(C)

S5.Partie.lll.
Soit la suite (u,) définie par uy € |1, al et u,., = ¢~ *(u,)

pour tout nde IN.



1. Montrer par récurrence que :
1 <u, <apourtoutndelN.
2. Montrer que la suite (u,,) est croissante .
(On peut utiliser la question 5. b de la partie II).

3. En déduire que la suite (u,,) est convergente

et déterminer sa limite .
Réponses.

On considere la fonction numérique f définie

Inx

sur |0, +oo[ par : f(x) = e*! ——

Soit (C;) sa courbe représentative dans



un méme repére orthonormé (0,1, ).

l.a.Vérifier que : lin& f(x) = 400, puis
b

interpréter géométriquement ce résulltat.

. s Inx = . Inx
= lim (ex 1——)=e - lim (—)

=e‘1—(—oo)=e“"1+oo=+oo
I.xlﬂn(f)z+ f(x) =+
signifie que la courbe (C;) l'axe des ordonnées d'équation x =0

comme asymptote verticale.

1.b.Vérifier que : lim f(x) = +oo,

X —>400

Inx Inx
- - 11 x=1_ PN g x=1Y _ ;i il
dim fG) = tim (et ==F) = tim ()~ tim ()

= +00 — (0 = 400,



l.c.Vérifier que :

ce résulltat.

(x)

lim —— = +oo, puis interpréter géométriquement
x—+00 X
px=1 _ Inx
: (x) X
m lim —= 1|
x—+00 X X—+00 X
. gt - Inx - eX ~ Inx
= lim - lim —= lim —— lim —
x—+o0o X xX-—+400 X x—+400 X xX—40c0 X
1 e* Inx 1

== lim —— lim — ==X (+0)—-0=+o
€ x—+w X x—+o X €

m. Interprétation géométrique du résultat

f(x)

lim —— = +oo signifie que (Cy)

x—+00 X

admet une branche parabolique de direction l'axe des ordonnées

au voisinage de + oo,



h(x) — g(x)

2.a. Montrer que pour tout x de |0, 40| : f'(x) =

x2

1wy = [(ox-1 _ nxY

fi(x)= (e =
l>< x—inx
= X1 _Z%X 5 =ex-1_1_:nx
x X

_xe*t=1+inx ¢ -(1-lnx) kix)—gls)
. x2 i x2 o x2

2.b. Dresser le tableau de variations

de f sur |0, +oo].

(On peut utiliser la question 1)2.a.

h() — g(x)
, =

m.x € |0,1[=h(x)—gx)<0 <0=f'(x)<0

= f est strictement décroissante sur |0,1]



h(x)x_zg(x) > 0= f'(x) >0

= f est strictement croissante sur |1, +oo|
m.f'(x)=0=h(x)—gkx)=0
Shx)=gx)=x=1n.g1)=1

m.x€E|l,+o[=h(x)—gx)>0=

m.Tableau de variations de f sur |0, +oo|




Inx

2.c.Déduire que pour tout x de ]0,+oo| : e* ' > 1+ e

1 est une valeur minimale de la fonction f ,donc

pour tout x € |0, +oo[ :

Inx Inx
filx) > 1=>e""'1—?> 1=>e*1> 1+T'

3. Montrer que l'équation f(x) = x

admet une solution a

3 3
tel que : > <ca<2 (On donne f(2) =2.37et f (5) = 1.38)

Inl
f(1)=el-1—T=€0—T=1_0=1



2.c. Déduire que pour tout x

Inx
de 0,400 : e*" 1 >1 +T'

1 est une valeur minimale de la fonction f ,donc

pour tout x € |0, +oo[ :

f(x)>1=>ex"1—llx>1=>ex“1>1+h£.

X X

3. Montrer que l'équation f(x) = x

admet une solution a

3 3
tel que : > <qg <2 (On donne f(2) =237et f (5) = 1.38)



On considere la fonction p(x) = f(x) — x
m.p est continue sur ]0,+oo|
car f est continue sur ]0,+oo|.

m.p(2)=f(2)—2=237-2=0.37
t (3)— (3) 3—138 1.5 =-0.12
etp |5 = f 5) =1 5 = —0.12.

3
On remarque que : p(2) Xp (E) < 0.

D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe

3
une solution au moins a € ‘5, 2[ telle que : p(a) = 0

= fl@)-a=0=f(a)=a



4.Soit @ la restriction de la fonction f

sur l'intervalle |1, +oo].

4. a. Montrer que @ admet une fonction
réciproque @' définie
sur un intervalle | que l'on déterminera
(lI'expression de ¢~ (x) n'est pas demandée. )
m. @ est continue et strictement croissante
sur l'intervalle |1, +oo|

m. ¢ admet une fonction réciproque ¢~*

définie sur un intervalle |

m. Déterminons J.

J = ¢((1,+D) = [p(V), lim 9@)| = [f(V), lim f()| = [1,+e0].



5.a.Justifier que pour tout x de [1,a]: ¢(x) < x.
On remarque d'apres le graphe que

sur l'intervalle|1, a|

(C,) est au dessous de (A), ce qui se traduit

par Vx € [1,a] : p(x) < x

5. b. Déduire que pour tout x de [1,a] : ¢~ (x) = x.
On remarque d'apres le graphe le graphe

que sur l'intervalle|1, a

px) <x= 97 p)] < p7'(x) = x < 7' (x).



Partie.Ill.
Soit la suite (u,,) définie par u, € |1, |

et u,,, = @ *(u,) pour tout nde IN.

1. Montrer par récurrence que :
1 <u, <apour toutnde IN.
Faisons un raisonnement par récurrence
m. /nitialisation : pour n =0 :

1 <uy < a estvraie car uy € |1, al.



m. Héridité.
Supposons que :
1<y, <aetmontronsque l <U,.{ < &,
l<u,<a =¢ (1) <o (uw,) <o a)
car @~ ! est strictement croissante sur |1, al.
l€u, <a =3 e~ (1)< @ () <o~ (a)
= 1<u,;; <a

mVnelIN 1<y, <a

3. En déduire que la suite (u, ) est convergente et déterminer sa limite .
m.OnaVnelIN :1<u, <a=Vn€lIN :u, <a= lasuite (u,)

est majorée par a.



m. Monotonie de la suite (u,,).
Upp1 —Up = o~ (u,) — u,.
Ona: (Cq,—:a) est au dessus de(A)
sur |1, al et u, € |1, |
= ¢ (u,) >u,
=3 @0 i) =y >0 Dtpy — U, >0
= la suite (u,,) est strictement croissante sur |1, al.
m. la suite (u,) est majorée par a et strictement croissante
sur |1, a|, donc convergente.
m. La limite de la suite (u,,) est déterminée
par l'équation ¢~ (x) = x.¢71(x) = x = ¢(x) = x.
L'équation @(x) = x admet
deux solutions x = loux =aoux = lestaexclurecar: 1 <u,

La limite de la suite (u,) est alors a.



)
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Celui gqui maitrise les mathématiques possede une clé qui ouvre de nombreuses
portes du savoir. »



