[ LIMITES ET CONTINUITE ]

Domaine de définition

Exercice 1
Détermine le domaine de définition des fonctions suivantes :

Df) =222 ) f) =22 ) - S g i = |2

e =B 6 pw =3 @ = [ 9 f@ =2 34
9) f) = 0 f =2 5 INf = s 5 1) f) =T
13)f0) = V32— 2x—1 ; M) f0) =22 1 15) f) = —E— 1 16 f00) =152

17) fx) =—x+ Vx2+x-2 ; 18)f(x)=iz:; ;s 19 f)=C+DVx+1-1" 20)f(x)=|;/?:5

)VFG)=2x —VaZ + 1 22) f(x) = /x:; L 23) f) = L £ () = |13 - 3x - 4

-x2+ 5 1 1 \/ +5-3
) f0)= . 20 f@=|1+1]  Df@=lx-1l%s ;128 fF@) =2
29) ) =Ix =11+ 5 300 =22 5 31) F@ R+ 5 B2)f) =
x+1 x—9 ’ x2+1 2(x2 1)
—3x2-4x+3 4x+3 -5 Z+x—6
B )= M= 5 B === 360 [0 = o
2 2
W f@=1+5-2 5 B f)=V=6+3x ; 39f()= |1i1| ;o 40) f(x) = l’ll—j
_ _ — . _ 3x-1 _x—V=x242x43 . o x+1]
) fE=VEFI-VX=2 ; 4)f =55 5 ) f@ =" ) = s
Calcul de limites
Exercice 2
1) Limites de fonctions polynomes et rationnelles quand x — oo
2 3 2 2
1) llm —2x3 —3x241 (1-x) —2x° —3x*+1 ] 2x“+1
ke 2 T2 D ey DA, o3 5
5) xl_l)moo % +3x2+1 6) xl_l)ripw (1-x)3 7) xl_l)rinw (=2x3 =3x)(x + 1) 8) x1—1>moo 2x +1— —
2) Limites de fonctions rationnelles quand x — réel annulant le dénominateur et le numérateur
01 x% =125 -~ 3x2—5x—2 3) lim X+ 2 ol 1-—x3
) s L s 4 3 4 2 ) T
. x® + 27 6 lim x2—4x+3 . x2+3x—4 8 lim 1+ x3
) P x+3 )13 x2—x—6 )xl—rg x2=1 )xl 1x3+x?2+4x+4
3) Limites de fonctions rationnelles quand x — réel annulant le dénominateur
D 1 —2x+1 NI 2—x N 1 O x+7
)xir& x+1 )xl_rg x—3 )xin—l1 (x+1)3 )xl—rg x?—1
5)1 4 6) lim —x+5 i 1—3x a1 —5x
%1 (o + 1)2 i = ha = xo1 x2— 1 ) T 1
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4) Limites de fonctions racines carrées quand x — oo

2 _
1) lim V3x+2—+v4x +1 2) lim x?2—yx2+1 3) lim y4x2+1—x 4) lim X -1
arar X 00 xX—+00 x—+00 | 9x2
5) lim +/2x?+1—3x 6) lim x2+x+x 7y lim V2x%2 +1 8) lim _ —-5x
S oo x-o—o  x+1 xX—-+o v4-x2 +1
10) lim vx2 —2x—3x |[11) lim x2+4x+3x+5| 12) lim x —y/x2+1 | 13) lim V5 —x—v1—x
X—+0o0 X——00 X—+0c0 X—>—00
5) Limites de fonctions trigonométriques
cos?x — 1 1 — cos®x sin2x 1—+/2si
1) lim —— 2) lim im — 4) lim ﬂ
x->m 1+ cosx x>0  x? x=0 sin5x xog b= VZcosx
sin(tanx) sin (x - %) 1 + sinx — cosx 1 — cosx
im —————— 6) lim ——= 7 li 8) lim ———
%) }cl—r% tanx ) x—>§ 3x—m )xlgcl) 1 — sinx — cosx ) 30 x?
x—2 1 — sinx + cosx . COS X sin(x — 3)
9) lim ——— 10) i 11) lim >——= im ————-
) *30 4 + cosx )xl_{r’l% 1 — sinx — cosx xg 2sinx —1 12)}(1_r>r?1’ x2 -9
13) i sin5x _ tan®x —sin®x ~ tan?3x — sin%4x 16) 1i sin5x —tan 2x
xl—lfcl) 2x 14) }cl—r% x 15) ;lcl_% 1 — cos2x xl—I}}) sin4x —tanx
6) Limites de fonctions trigonométriques avec taux de variation
2cosx — 1 sinx .. cosx 2sinx — /2
D lim —————— 2) lim 3) lim T —7 4) lim —————
x> 3x—m xXom X — T X7 x5 2x — >
7) Limites de fonctions trigonométriques avec-théoréme des gendarmes
1 2 + sinx N i 3 + cosx NET 1 T sinx
)x—1>r4poo x+1 )x—l>Too x> +1 )x—lﬂloo sinx + 1 )x—l>Too x2+1
5) lim XCosx 6 1i 2x + cosx NET sinx + cos x & Ii ) (1)
x—+o0 x3 +1 )x}»r-lpoo 5x )x—lgloo x2+1 )xl—rg x s X

8) Limites des fonctions.rationnelles avec taux.de variation ou expression conjuguée

_ Vx+3-2 C Wx+1-1 . VA+x-2 4) lim
1 lim ——=>= 2) lim ————— 3) lim ———

x-1 ox—1 x—-0 X -0 43x+1—1

. o Nx+2-2 . Vx+1-2 . V4 +x—2 . 3—V5+2x
5) lim ———— 6)lim —— 7)lim ————— 8) lim ———— =

x>2 \[2x + 5 — 3 -3 \x + 13 — 4 %0 \3x +1—1 X2 x—2

o ox—Vx2—x+1 o V2x+2-2 . V4x+5-3 o Vx?2+5x—-1-7
9) lim 10) lim — 11) lim —— 12) lim

x~1 3x —y4x? + 5x x=0 4x -1 1—x x5 \x3+6—9

. Vx?2+3-2 14) lim ———— 15 lim —— . VBx—Vx+6
1)l > — )5 4+x )x—>0\/x+716—4 16) lim —————

Continuité en point x,

Exercice 3
Etudie la continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

3-vV2x+5 Vx -3 : _
fl) = == six #2 o 160 = ~—six#9 3 f(x)=_vmxx+1151x¢o

1) 1 1
f(2)=—§etx0=2 f(9)=getx0=9 f(0)=—-1etx,=0
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x2+3x—4 _V2—x -2 2
f(x) = ﬁsm;tl 5 f(x) = Wsm;&—z 6 FO) = 3}?5_11 six 2
f)=Zetx=1 f(—2)=—%etx0=—2 f2)=1et xo =2

Continuité sur un intervalle
Exercice 4

fx)=x?—x+1six € [0;1]
b {f(x)=% six € ]1;3]

f(x)=—x2—2x+5six € |—;1]
et 2)4 f(x)=+vV—x?2+2x+3 x € [1;3]
f(x)=+V—x?+2x+3 x € [3;+0o0]

Etudie la continuité de f en 1. Etudie la continuité de f en 1 et en 3.

Détermination de a et b pour que f soit Continuité en x
Exercice 5
_ 3= \/2x+
Soit la fonction f* définie sur R par { fl) = ix€R—{2}
f2)=a

Détermine la valeur de a pour que f soit continue en x, = 2.

Exercice 6
Détermine le nombre réel a pour que la fonction f donnée soit continue.
x+ 2a
flx) = six <0 e 4 f(x)=3x*— 2x+asix <1
a) sin 2x ;D) { re) = _ y Slf 2 5 c) _4x s 1
Flx) = - six> 0 f)=x*+ax+1 six< fx) = six >
Exercice 7
_ x*+x+a .
flx) = g Six s 1
Soit la fonction f définie par: < f(1) = b
flx) = \/__11 six>1

Détermine a et b pour que f soit continue.en 1.

Exercice 8
f(x)=ax+5b—asix=>0

Soit la fonction f définie par : )= 4
flx) = Slzsx six<0

Détermine a et’b pour.que f soit continue en 0.

Exercice 9
f(x)= x> +ax six € |- ; —1]

Soit la fonction f définiesur Rpar:< f(x) =2x—1 si x € |-1; 1]
fx)=b(x?—1)si x € 11 ; +oo

1) Détermine a pour que f soit continue au point x, = —1

2) Pouvez — vous déterminer la valeur de b pour que f soit continue au point x, =1 ?

Prolongement par continuité en x,
Exercice 10
Dans chacun des cas suivants, précise I’ensemble de définition de la fonction f et détermine (s’il existe) le prolongement par
continuité de cette fonction en x,,.

a) {f(x): % ; b)If(x)_ = m ; ){f(x)zol—iozszx ; d) fx) = \/gi A 2xtars

T x2-1
x0=0 szz X0 XO=3 XO——l
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Exercice 11

Vi+1-1 _ 1
I =T

1) Détermine les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.

2) Vérifie que la fonction g est le prolongement par conitinuité de la fonction f en xy = 0.

Soient f et g deux fonctions définies respectivement par : f(x) =

Exercice 12
Vx+5-3
x—4
1) Détermine 1’ensemble de définition de f.
2) f admet-elle un prolongement par continuité au point 4 ? Si oui, donne alors ce prolongement.

Soit f la fonction définie par : f(x) =

Asymptotes, positions relatives et branches infinis

Exercice 13
x? +3x-3

1-x2
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, I, J).
1) Détermine 1’ensemble de définition de f.
2) a) Calcule les limites aux bornes de Dy.

b) Interpréte graphiquement les résultats obtenus.

Soit f la fonction définie par : f(x) =

Exercice 14

x3-4

x2+1"

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, I, J).
1) Montre que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a (C).

2) Etudie la position relative de (C) par rapport a (A).

Soit f la fonction définie par : f(x) =

Exercice 15

x3-5x+7
3-x

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J).

1) a) Détermine I’ensemble de définition de f, puis.calcule les limites aux bornes de Dy.
b) Interpréte graphiquement si possible les résultats obtenus.

2) a) Détermine les réels a, b et c tels que : f(x) =ax + b + 3 fx.

b) Montre que la droite (D) d’équation y = ax + b est asymptote a (C).
¢) Etudie la position relative de (C) par rapport a (D).

Soit f la fonction définie par : f(x) =

Exercice 16
Soit f la fonction définie par : f(x).= §x3 —V1+x2
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J).
1) Détermine 1’ensemble de définition de f.
2) a) Calcule'les limites aux bornes'de D.
fx) f(x)

b) Calcule lim —— et lim ——. Interpréte graphiquement les résultats obtenus.
X—>—00 X X—>+0o X

Exercice 17
. . fpe —x3+ 2x?
Soit f la fonction définie par : f(x) = o
On désigne par(C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J).
1) Détermine 1’ensemble de définition de f.
2) Calcule les limites aux bornes de Dy. Interpréte graphiquement le résultat de la limite en 1.
f(x) f(x)

b) Calcule lim —— et lim ——=. Interpréte graphiquement les résultats obtenus.
x—>—00 X x—+00 X
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{ DERIVATION ]

Calcul de dérivées

Exercice 1
Dérive les fonctions suivantes :

DF) =222 ) f) =2 ) f) = S L ) = 2 28

FE =@ =77 ; 6f@ =Gxi+z-H D@ = (22 8 f) = x*-3x- 4
2_1\3 x+

9) f@=E i = (52) 0 INf@ = s ¢ 12) £ =T

13) f(x) = V3x2—2x—1 ; 14)f(x) = V3+cos2x ; 15) f(x)=x—ﬁ ; 16) f(x) = sin4x

2 1

17) f(x)=2x2—x—xT ; 18)f(x)=i§:x ;19 f(x) =+ DVx+1-1 4 20)f(x) = cos*mx

1

W@ =2 -VZF T 2) f =[5 0 23700 = 020 fw) =

= T+ cosix
25 f0) = S2ES L 26) fG) = (P DWFEFT 5 27) f() =sin3rcoszx ; 28) fx) = L
29) fe) =221 30 f@ =22 1 3 f) =1 ;3Df“)_aﬂ1>

W0 =20 =2 35 0 e 5 3600 =VEF1-Vx -2

(2x - 1)?

37) f(x) = Grr 7 18) f(x) =v—6x3+3x ; 39)f(x)= L=3cosx 40) f(x) = (1 + cos?x)*sinx

sinx — 2 >

Dérivabilité en point x,
Exercice 2
Etudie la dérivabilité des fonctions suivantes aux points xp donnés :
Dfx)=xvx et xo=1 ;. 2)f(x)=|x>—4petx,=2 ; 3)f(x)=xVsin?x et x5 =0
4)f(x)=%etx0=2 D S f)=x>=3xetxg=4 ; 6)f(x)=V3x+1etx;=1

Exercice 3
Vx €] —oo;1[f(x) = —x%+x

Vx €]1; 4oof, F(x) = 2% —x Etudie la dérivabilité de f en 1.

Soit f une fonction définie par : {

Continuité et dérivabilité en x,
Exercice 4

x(x+ 1) ,
Soit f la fonction de Rvers R définie par : g(x) = Twrep U7 =1
(x)=2x +a six <-1
1) Pour quelle valeur de a la fonction f est — elle continue au point —1 ?
2) Pour cette valeur, étudie la dérivabilité de la fonction f au point — 1.

Exercice 5

Vvi+x -1
X

Soit la fonction f définie par : f(x) = six#0etf(0) = %

1) Détermine 1’ensemble de définition de f.

2) Etudie la continuité de f sur [—1; +oo].
1

3) Montre de f est dérivable en 0 et détermine I’équation de la tangente a sa courbe représentative en A (0 i 5)-
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Exercice 6
Détermine les réels a et b pour que f soit continue et dérivable aux points x, donnés :

f(x)= 2x?+ax—3six <1 f(x)= 2ax?—x+b six< -2 fx)= ax?— 3x+4 six <-2
a

{ 2x+ b { 3b 2 C){f(x)zx-:b

f(X)zT SiX>1,X0=1 f(x):m six>—2,x0=— 3

six > —=2,xyg=-2

X
Tangentes

Exercice 7

Détermine une équation de la tangente au point d’abscisse x, des fonctions suivantes :
2
x“=2x+1

1)f(x)=Tetx0=1 ;2)f(x)=2;_+21etx0=0 ; 3)f(x)=cosxetx0=g
4)f(x)=§ztietx0=—1 ; 5 f(x)=x>—-3xetxg=4 ; 6)f(x)=Vx+1etx,=3

Exercice 8
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = §x3 +x%2—-2x-2
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J).

1) Montre que (C) admet deux tangentes paralléles a la droite d’équation y = —2x + 4.
2) Donne une équation de chacune de ces tangentes.

Détermination de paramétre
Exercice 9
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = ax? + bx + ¢
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, J).
Détermine les réels a, b et ¢ sachant que (C) passe par A(2; 6) et admet comme tangente au point d’abscisse 6 la droite
d’équation y = —3x + 20.

Exercice 10

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = ax? + bx + ¢

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J).

Détermine les réels a, b et ¢ sachant que f admet 2 comme extremum relatif en 1 et que la tangente a sa représentation
graphique au point d’abscisse 2 admet 3 comme coefficient directeur.

Exercice 11

Soit f la fonction définie sur R parsf(x) = ax? + bx +.c

On désigne par (C) sa courbe représentative dans unrepere orthonormé (O, I, J).

Détermine les réels a, b et ¢ sachant que/(C) passepar A(0; 4) et que la tangente au point B(2 ; 1) est paralléle la droite (OI).

Exercice 12
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = ax3 + bx? + c.
Détermine les réels a, b et ¢ en utilisant les données du tableau de f.

X —00 —i2 0 + o
' (x) + o — ¢ +

—1 + oo
f () / \1 /"
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[[ ETUDE DE FONCTIONS ]

Probléme 1
Soit f la fonction définie par : f(x) = %
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, L, J).
1) Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
2) a) Détermine les réels a,b et c telsque : f(x) =ax+b + ﬁ
b) Montre que la droite (D) d’équation y = ax + b est asymptote a (C).
¢) Etudie la position relative entre (C) et (D).
3) Montre que le point I(1; —1) est un centre de symétrie de (C).
4) Détermine une équation de la tangente (T) aux d’abscisses 2.

5) Détermine les coordonnées du point d’intersection entre (C) et I’axe des ordonnées.
6) Trace (D), (T) et (C).

Probléeme 2
Soit f la fonction définie par : f(x) = powy
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J).
1) Détermine 1’ensemble de définition de f.
2) a) Calcule les limites aux bornes de Dy.
b) Interpréte graphiquement le résultat de la limite obtenu en 1.
3)a) Vérifieque f(x) =x+2+ ﬁ.
b) Montre que la droite (D) d’équation y = x + 2 est asymptote a (C).
¢) Etudie la position relative entre (C) et (D).
4) Etudie le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.

5) Démontre que le point A(1; 3) est un centre de symétrie de (C).
6) Trace (D) et (C).

x% +x +2

Probléme 3
Soit f la fonction définie par : f(x) = pos

On désigne par (C) sa courbe représentative/dans un repére orthonormé (O, 1, J).
1) Etudie les variations de f et dresse son tableau de-variation.

2) a) Détermine les réels a, b et c tels que : f(x) =ax +b + é

2x%2-7x+5

b) Montre que la droite (D) d’équation y = ax + b est'asymptote a (C).
c) Etudie la position relative entre.(C) et (D).
3) A est le point d’intersection des asymptotes & (C).
a) Détermine les coordonnées.du point A.
b) Montre que le point A est un centre de symétrie de (C).
4) Détermine une équation de la tangente (T) aux d’abscisses 1.
5) Détermine les coordonnées du point d’intersection de (C) avec I’axe des reperes.
6) Trace (D),(T) et (C):

Probléme 4
Soit fune.fonction numérique a variable réelle x satisfaisant aux conditions suivantes :
m f est définie et dérivable sur R.
nfD)=fB)=0;f@)=-1; f(O)=1; f(0)=/f(2)=0.
mVx € ]—0;0[ UJ2;+oof, f'(x) >0 ; Vx€]0;2[f (x)<0.
m limof(@x)=0"; lim [f(x)-x+2]=0".
X—>—© X—>+©
1) Dresse le tableau de variation de f.
2) (C)) représentant les variations de f, précise les équations des asymptotes a (C)).
3) Précise le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
4) Trace dans le méme repere (C) et ses asymptotes.
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Probléme 5

Soit la fonction f définie par f(x) =

x?=x-5

x—3
1) Détermine I’ensemble de définition Dy puis les limites de faux bornes de Dy.
2) Montre que la courbe (C)de f admet une droite (A) asymptote oblique aux voisinages de — oo et de + oo.
3) Etudie la position de (C) par rapport a (A).
4) Etudie le sens de variation de f et construire (C) dans un repére orthonormé.
5) Démontre que (C) admet un centre de symétrie que 1’on déterminera.
6) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point E d’abscisse 1.
Existe-t-il un autre point de (C) en lequel la tangente a (C) est paralléle a (T) ?
Si oui, détermine les coordonnées de ce point et une équation de cette tangente (T°).
7) Résous et discute graphiquement suivant les valeurs du paramétre réel m le nombre et le signe des solutions.de
I’équation : x> — (m+ 1)x + 3m —5 = 0.

Probléme 6
2_
Soit la fonction numérique f a variable réelle x définie par f(x) = % On désigne par (Cf) la représentation graphique

de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,1,7).

1) Montre que (Cf) admet deux asymptotes dont on déterminera les équations.
2) Précisez la position de (Cf) par rapport a son asymptote oblique.

3) Etudie les variations de f.

4) Existe-t-il des points de la courbe ou la tangente a pour coefticient directeur % ?

Si oui trouve les équations de ces tangentes en ces points.
5) Trace la courbe (Cf) et ses asymptotes dans le plan muni du repére orthonormé (O, 1,7).
6) Montre que la restriction g de fa I’intervalle I =]1; 2] est une bijection de I vers un intervalle J que 1’on précisera.

7) a) Caleule (A7)’ (5).
b) Dresse le tableau de variation de h~1 puis trace sa courbe représentative dans le méme repére que celle de f.

Probleme 7

Partie A :

On donne la fonction g définie sur R par g(x) = x> + 3x + 8.

1) Etudie les variations de g et dresser son tableau de variation.

2) Montre que l'¢quation g(x) = 0 admet sur R une solution unique a dont on donnera un encadrement d’amplitide 0,01.
3) En déduis le signe de g(x) sur R«

Partie B :

LR B . e . 3 4 . r . \ ’ - >
On considére la fonction f définie par (x) = a . Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O; T; ).

x2+1
1) Détermine le domaine de définition de f. Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df .

2) Montre que Vx € Rona: f'(x) = (ngf;))z. En déduis les variations de f.
3) a) Détermine les réels a, b, c et d tels que : f(x) =ax+ b + ;’; :LI

b) En déduis que Cf admet une asymptote oblique (A) et étudie la position de Cf par rapport a (A).
Vérifie en particulier que Cf rencontre (A) en un point unique A.
5) Détermine les abscisses des points B et B” de Cf admettant une tangente parall¢le a (A).
6) Démontre que f (@) = %a. En déduis une valeur approchée de f ().

7) Trace Cf et (A).

Probleme 8
On consideére la fonction f définie par: f(x) = ﬁ
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

Partie A :

Soit la fonction g définie sur R par g(x) = 2x° + 1

1) Etudie la fonction g (limites et sens de variation).

2) Résous dans R, I’équation g(x) = 0, puis en déduis I’arrondi d’ordre 2 de I’abscisse x, du point d’intersection I
de la courbe de g avec 1’axe des abscisses.

3) En déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
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Partie B :

1) Détermine les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df puis donne une interprétation géométrique des
résultats obtenues.

2) a) Prouve que le signe de la fonction dérivée f' de f dépend en signe et en racine de la fonction g étudier dans la partie A.
b) Détermine g(xy) ol x; est ’abscisse x du point d’intersection I de la courbe de g avec ’axe des abscisses obtenu dans

la partie A-2).

c) Dresse le tableau de variation de f.

3) trace la courbe (Cf ) dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

4) Détermine graphiquement le nombre et le signe des solutions de 1’équation paramétrique :

(Ep) :mx’ + x = m ol m est un paramétre réel.

Probléme 9

Partie A :

On donne la fonction g définie sur R par g(x) = x% — 6x + 5.
1) Calcule les limites de g en —oo et +oo,

2) Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.

3) Calcule g(1) et g(5).
4) En déduis le signe de g(x) sur R.
Partie B :
. . . x2-5x+10
Soit f la fonction définie sur R — {3} par: f(x) = —

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;LJ). (Unité graphique : 2cm)
1) a) Calcule les limites de f en —oo, 3 et +co.
b) Interpréte graphiquement le résultat de la limite de f en 3.

2) a) Montre que Vx € R — {3}, f'(x) = (ff’;))z _

b) En déduis le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.
3) a) Démontre que la droite (D) d’équation y = x — 2 est'asymptote oblique a (C) en —oo et +oco.
b) Etudie les positions relatives de (C) par rapport a(D).
o+5

4) Montre que f(a) = —
5) Trace (C) et (D).

Probléme 10
I/ Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = 4x3 — 9x2 + 6x + 1.
1) Etudie les variations de g.
2) a) Montre que g(x) = 0 admet une solution unique'a.
b) Vérifie que a € ]—1; 0
. (Vx € ]=oo;af, g(a) <0
3) Démontre que : {Vx € |a; +oo, g (a) 30"
Vx € |—oo; 1[, f(x) = 2x% — x -z
II/ On considére la fonction numérique f définie par : ) *~1 Dans le plan muni d’un repére
Vx € |1; +oof, f(x) = x by
orthonormé (0; I;]), (C,) et (C,) sont respectivement les courbes de f sur |—oo; 1[ et sur |1; +ool.
1) Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2) a) Démontre que pour tout réel x de |—oo; 1[, f'(x) = %.
En déduis le sens de variations de f sur |—oo; 1].
b) Etudie le sens variation de f sur ]1; +ool.
¢) Dresse le tableau de variations de f.
3) a) Démontre que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C) en +co.
b) Etudie la position de (C,) par rapport a (D).

fi . .
4) Calcule lim Q, puis interpréte graphiquement le résultat.

X—>—00
5) Détermine les écoordonnées des points d’intersection de (C;) avec 1’axe des ordonnées et de (C,) avec 1’axe des abscisses.
6) Représente la courbe (C’f) dans le repéere (0; I;]). (¢ = —0,1).
7) Soit h la restriction de f sur ]1; +oo.
a) Justifie que h est une bijection de ]1; +oo[ sur un intervalle K a déterminer.
b) Dresse le tableau de variation de h et celui de sa bijection réciproque h~ 1.
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¢) Calcule (h™1)’(0).
d) Représente la courbe (C,-1) dans le méme repére (0; I;]).

Probléme 11
PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = x3 —3x 2 — 2.
1) Calcule les limites de g en —oo et +oo.
2) Etudie les variations de g et dresser son tableau de variation.
3) a) Montre que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution « telle que 3,1 < a < 3,2,
b) En déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
PARTIE B : Etude de la fonction principale f
x3+1

Soit f la fonction définie sur R \ {1} par: f(x) = =T

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,LJ). (Unité graphique : 2cm)
1) a) Calcule les limites de f en —oco , 1 et +oo.
b) Interpréte graphiquement le résultat de la limite de f en 1.

2) a) Montre que Vx € R\ {1}, f'(x) = (ng?p'

b) En déduis le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.
3) a) Démontre que la droite (D) d’équation y = x + 2 est asymptote oblique a (C) en —eo et +co.
b) Etudie les positions relatives de (C) par rapport a (D).
4) Montre que f(a) = 3(27(_2:-)12)
5) Trace (C) et (D). (On prendra f(a) = 7)
PARTIE C : Etude d’une bijection
Soit ¢ la restriction de f a I’intervalle ]—oo ; 1]
1) Montre que ¢ réalise une bijection de |—oo ; 1] vers un intervalle K que I’on. précisera.
2) Soit ¢~ la bijection réciproque de ¢ et (C') sa représentation graphique.
a) Dresse le tableau de variation de ¢~
b) Justifie que ¢! est dérivable en 0 et calculer (¢~1)"(0).
3) Trace (C) dans le méme repére que (C).

Probleme 12
PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = x> —3x + 4.
1) Calcule les limites de g en —oo-et +o0o0.
2) Etudie les variations de g et dresser son tableau de variation.
3) a) Montre que 1’équationg(x) = 0admetune unique solution a dans R telle que —2,2 < a < —2,1.
b) En déduis le signe de g(x)suivant les valeurs de x.
PARTIE B : Etude dela fonction principale
x3-2
x2-1
On désigne par'(C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,1,J). (Unité graphique : 2cm)
1) a) Justifie que I’ensemble de définition de f est Df = R\ {—1; 1}
b) Ecris Dg sous forme de réunion d’intervalles.
2) a).Calcule les limites de f en —oo , -1, 1 et +oo.
b) Interpréte graphiquement le résultat des limites de f en -1 et 1.

3) a) Montre que Vx€ R\ {-1 ; 1}, f'(x) = 282

Soit f la fonction définie par : f(x) =

(x2-1)2
b) En déduis le sens de variation de f et dresse le tableau de variation de f.
4) Montre que f(a) = 35::?

5) a) Montre que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a (C) en —oo et +oco.

b) Etudie la position relative de (A) et (C).
6) Trace (C) et (A).
PARTIE C : Etude d’une bijection
Soit h la restriction de f a I’intervalle ]1 ; +oo].
1) Montre que h réalise une bijection de |1 ; 4+0o[ vers un intervalle K que I’on précisera.
2) a) Soit h™' la bijection réciproque de h et (Cy,") sa représentation graphique.

Dresse le tableau de variation de h™.
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b) Calcule h(2) et (h1)’(2).
3) Trace (Cy) dans le méme repére que (C).

Probléme 13
Soit f la fonction dont le tableau de variation est le suivant :

La fonction f a pour forme explicite : f(x) = ax® + bx? + c.
1) Détermine 1’ensemble de définition de f.
2) Calcule f’(x).
3) Détermine les réels a, b et ¢ en utilisant les données du tableau de f.
4) Montre que la restriction g de f a [0; +oo[ est une bijection de [0; 4+oo[ sur un intervalle J que I’on précisera.
5) Montre que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a. Montre que a esticompris entre 1. et 2.
Donne une valeur approchée de a 2 1072 pres.
6) Donne une équation de la tangente (T;y) a la courbe (Cf) de f au point d’abscisse Xy = 1, puis:trace (Ty) et (Cf).
7) Discute graphiquement suivants les valeurs du paramétre réel m le nombre de solution de I’équation

(E): T _y2 g,
Probléeme 14
PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur Rpar: g(x) = x V1 +x2~1
1) Calcule les limites de g en —oo et +o0,
2) Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation:
3) a) Montre que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a telle que 0,7< a <0,8.

b) En déduis le signe de g(x) suivant les valeurs.de x.
PARTIE B : Etude de la fonction principale

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = §x3 —V1+x2

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, I, J). (Unité graphique : 2cm)
1) a) Calcule les limites de f en—oo et +0o0.
f) fx)

b) Calcule lim —— et lim
xX—>—=00 X xX—>4+00 X

2) a) Montre que Vx € R, f'(x) = xfiz)f

b) En déduis le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.

. Interprété graphiquement les résultats obtenus.

a*-3
3) Montre que f(a) = Y
4) Trace (C).

Probleme 15
AJ/ Soit g la fonction définie sur [— 1; +00[ par

(x+1DVx+1-1

)= fD)
= x = (5D
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b) En déduis le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.

4) Calcule lim @ Interpréte graphiquement le résultat obtenu.
X—>+00 X

5) Trace (C).

C//

1) a) Montre que f réalise une bijection de I’intervalle [— 1; +00[ sur un intervalle J que 1’on précisera.
b) Justifie que f admet une bijection réciproque notée f 1 et dresse le tableau de variation de f .

2) f 1 est-elle dérivable en -1 ?

3) Trace la courbe représentative (C') de £~ dans le méme repére.

Probléme 16

A// Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = 2x —vVx? + 1

1) Etudie les variations de la fonction g.

2) Montre que g(x) = 0 admet une solution unique @ que I'on déterminera.
3) En déduis le signe de g sur R.

B// Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2vVx? + 1—x

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

On note (D) et (D') les droites d'équations respectives : y = =3x et y = x.
1) Etudie les limites de f en +o0 et —oo,

2)a)Montre que Vx € R, f'(x) = %.
b) En déduis le tableau de variation de f.
3) Détermine la limite en —oo de f(x) — (—3x). Quelle conséquence graphique peut — on déduire de ce résultat ?
4) Montre la droite (D') est asymptote a la courbe (C) en +co.
5) Etudie la position de (C) par rapport aux deux droites (D) et (D").

6) Trace la courbe (C), les droites (D) et (D").

Probléme 17
PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire
4x

Soit la fonction g définie sur R par: g(x) =2+ N

4x2+1°
1) Calcule les limites de g en —oo et +oo,

2)a)Montreque Vx € R, g'(x) = i

b) En déduis le sens de variation de g et dresse son tableau de variation.
3) Déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
PARTIE B : Etude de la fonction principale

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 2x + V4x? + 1.
On désigne par (C) sacourbe représentative dans un repere orthonormé (O, I, J) (Unité graphique : 2cm)
1) a) Calcule les limites de f en —oo et +oo.
b) Interpréte graphiquement le résultat de la limite de f en —oo.
2) a) Montre que Vx € R, f'(x) = g(x).
b) En déduis le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.
3) a) Montre que (C) admet une asymptote oblique (D) d’équation y = 4x au voisinage de +oo.
b)Etudie la position relative de (C) par rapport a (D).
4)/Trace (C) et (D).
PARTIE C : Etude d’une bijection
1) Justifie que f réalise une bijection de R vers un ensemble K que 1’on précisera.
2) a) Montre que I’équation f(x) = 1 admet une unique solution a dans R.
b) Calcule f(0) et en déduis la valeur de a.
3) Donne les caractéristiques (ensemble de définition et sens de variation) de la bijection réciproque f~1 de f.
5) a) Justifie que f 1 est dérivable en 1.
b) Détermine le nombre dérivé de f 1 en 1.

2_
6) Montre que V x € ]0; +oo[, f~1(x) = x4x1

7) Représente dans le méme repére (C 1), courbe représentative de f 1.
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Probléme 18
fO)=0—-x)V1—x2six<1
f(x) = x? —2x +%,six > 1
courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, ]).
1) a) Etudie les variations de la fonction numérique g définie sur 1 ; +oo[ par g(x) = 2x3 — 2x? — 1.
b) Démontre que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution @ dans ]1 ; +oo[ et vérifie que 1,28 < a < 1,3.
¢) Détermine le signe de g sur |1 ; +oo[.
2) a) Justifie que I’ensemble de définition D de f est [—1; +ool.
b) Etudie la continuité de f en 1.
3) a) Etudie la dérivabilité de f en 1 et en -1, puis donne une interprétation géométrique des résultats obtenus.

b) Détermine I’ensemble de dérivabilité de f.
vx € |1 +eol, /() = L3

2x2-x—

V1-x2

Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie par : et on désigne par (C) sa

4) a) Démontre que : 1

vx € =11 f'(x) =
b) Etudie le signe de f’sur |—1; 1].
5) Justifie que : f(a) = —— a et — 0,15 < f(a) < —0,10.

6) Dresse le tableau de variation de f sur [—1; 4+oo].
7) Etudie les branches infinies puis donne I’allure de (C).

Probléme 19

Soit la fonction f défini par : f(x) = x ++/|x% — 9] et (Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére
orthonormé (0;7; 7 ) d’unité graphique 2 cm.
1) a) Détermine 1’ensemble de définition de f.
b) Ecris f(x) sans le symbole de la valeur absolue.
2) a) Etudie la continuité et la dérivabilité de f en —3 et en'3.
b) Interpréte graphiquement les résultats obtenus.
3) a) Précise 1’ensemble de dérivabilité de f.
b) Calcule f’(x) et étudie son signe.
4) Etudie les variations de f.
5) Démontre que (C f) admet une asymptote oblique dont on précisera une équation.
6) Construis (Cf).
7) soit h la restriction de f a ]—oo; —3].
Montre que h définie une bijection de ]—oo; —3]'sur.un intervalle J que I’on déterminera.

Probléme 20

Soit la fonction numérique f définie par f(x). = /|x? — 2x — 3.

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O; 7; J).

1) Détermine I'ensemble de définition de f.

2) Ecris f(x).sans valeur absolue.

3) Etudie la dérivabilité de f en x, = —1 eten x, = 3 puis interpréte graphiquement vos résultats.

4) Montre que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique (A) au voisinage de -oo et une asymptote oblique (D) au
voisinage de +oc.

5) Détermine les coordonnées des points d'intersection de (C) avec (A) et (D).

6) Etudie le sens de variation de f puis dresse son tableau de variation.

7) Trace dans un repere orthonormé la courbe (C) de f.

Probléme 21
Soit la fonction définiepar: f : R— R

x - |x| +Vx? —2x
1) Montre que :

a)Vx € |—o0; 0[,Vx? —2x — 1+ x < 0.
b) Vx € ]2; +oo[,Vx2 —2x—1+x = 0.
c)Vx € ]—o0;0[,x — 1 —Vx%2 —2x < 0.
b) Vx € 12; +oo[,x — 1 —Vx2 — 2x = 0.

COURS PRIAMS (COURS PRIVE ACADEMIQUE MOUHAMAD SARRE 70647469 / 65360170) 43/128



2) a) Ecris f(x) sans le symbole valeur absolue.
b) Etudie la dérivabilité de f en 0 et en 2, puis interpréte géométriquement les résultats obtenus.
3) Dresse le tableau de variation de f.

4) Montre que les droites (A):y = 2x — 1 et (D):y = —2x + 1 sont des asymptotes a la courbe (Cf) de f.
5) Trace la courbe (Cr) dans le plan muni d’un repére orthonormé (0; T; ).

6) a) Montre que Vx € [3;4],ona: 1+\/%Sf’(x) <1++3.
15

b) En déduis que Vx € [3;4],ona :%x+%+\/§sf(x) S%x—7+\/§.
7) a) Soit I = [2; +oo[. Trouve f(I).
b) Soitg : I - f(I)
x = f(x)
Montre que g est une bijection.
¢) Calcule (g~1)'(3).
d) Construis dans le méme repére que (Cf) la courbe (T) de g~%(ou g1 est la bijection réciproque de g).
8) Soit h la fonction défi nie par h(x) = x + Vx? — 4x + 3 et (Cp,) sa courbe représentative.
a) Calcule g(x — 1).
b) Exprime h a ’aide de g.

Probléme 22

Soit la fonction f définie sur [—1; 7] par f(x) = 3x

.
Soit (C f) sa courbe représentative dans le repére or(t:ﬁf)ricormé ;T ).

1) Détermine I'ensemble de définition Dy.

2) Etudie la parité et la périodicité de f puis en déduis un intervalle d'étude Dg.

3) Montre que Vx € Dy, f'(x) = —3(1_2C22iz)5inx

4) Etudie le signe de (1 — 2 cos x) sur D puis en déduis les variations de f sur Dk.

5) Détermine les coordonnées des points d'intersections'de.la courbe (C f) avec l'axe des abscisses.
6) En déduis le tracé de (Cy) sur [—m; 7] par symétrie.

Probleme 23
Soit la fonction f définie par : f(x) =

1+sinx

et (C).sa courbe représentative.
1-cosx

1) Détermine Dy. Justifie que I’ensemble d‘étude de f peut étre réduit & I’intervalle [—m; 7r].
N/ cos(x+%)—1

(1—cosx)?

b) Dresse le tableau de variations de f sur [=m;7].

¢) Vérifie que sur cet intervalle, (C) présente une seule branche infinie, dont on précisera la nature.
3) a) Trace (C) et précise les coordonnées des points ou la tangente est paralléle a (OI).

b) Détermine une‘équation des tangentes aux points d’abscisses -1 et 1.

2) a) Démontre que : Vx € Dg,ona f'(x) =

Probléme 24

ax?+bx+c

Soit f la fonction numérique définie par f(x) = ———

oua, b, c et d sont des réels et (Cf) sa courbe représentative dans

le plan'muni d'un repére orthonormé (0,?,])

1)/Trouve les réels a;b;c et d sachant que la droite d'équation x = 3 est asymptote et (Cf) passe par les points
A(2,3),B(4,7) et admet au point d'abscisse 2 une tangente horizontale.

2) Dans la suite du probléme on prendraa =1; b=—-1; c = -5 etd = -3

a) Etudie la fonction f.

b) Etudie la position de (Cf) par rapport a son asymptote oblique.

¢) Montrer que la restriction g de f a l'intervalle [4 ; 4+oo[ réalise une bijection de [4; +oo[ sur un intervalle J que
l'on précisera.

d) Calcule g(5), g(6) et (g71)’ (1?5)

3) Montre que (Cf) admet un centre de symétrie que 1'on déterminera.

4) Montre que 1'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions « et f5.

5) a) Montre que Vx € [4;5],ona: |f'(x)] < %.
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b) En déduis que |f(x) — 175| < %Ix — 5.
6) Trace (Cf) dans le repére (0,i, /) ainsi que (Cg™) la courbe de g~ 2.

Probléme 25
Partie A : Soit f la fonction numérique définie sur Df =]1; +oo[ par: f(x) = L _x

x—-1

1) Montre que la dérivée de f garde un signe constant sur Df.

2) Etudie les variations de f (limite et sens de variation).

3) En déduis que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle ]1 ; 2[.
Partie B : On se propose de résoudre 1'équation f (x) =0 dans ]1; 2[

1) Montre que I'¢quation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que I'équation 1 + % =Xx.

— soit « la solution de I'équation f(x) =0

2) On appelle g la fonction définie sur 0 ; +oo[ par:g(x) =1+ N

(Onadoncg(a) =caectl <a < 2)
a) Montre que si x est élément de ]1; 2[ alors g(x) est aussi élément de ]1; 2[.
b) Justifie la dérivabilité de g sur [0; +oo[. Calcule la dérivée de g puis montre que pour tout.x € [1;2] ona: |g'(x)| < %

¢) En déduis que pour tout x € [1; 2], ona|g(x) —a| < %Ix —al.

Probleme 26

PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = x> + 3x — 2.

1) Etudie les variations de g sur R.

2) Montre que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution‘a@ € [0; 1].
3) En déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

4) En utilisant le sens de variation de g, montre que Vx.€ [0; 1], |g(x)| < 2.
PARTIE B : Etude de la fonction principale f

x3+1
x2+1
1) Détermine le domaine de définition de f. puis calcule la limite aux bornes de Dy.

2) a) Montre que Vx € R, f'(x) = ﬁ.g(x)

Soit f la fonction définie par : f(x) = . On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, J).

b) En déduis le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.
3) a) Démontre que la droite (D).d’équation y = x “est-asymptote oblique a (C).
b) Etudie les positions relatives de (C)‘parrapport a (D).

4) Montre que f (@) = 22~
5) Trace (C) et (D).
PARTIE C:

1) Résous dans-RI’équation f(x) = x.
2) Montre que Vx € [0;1], ona:x' < f(x) < 1.
N/ x

V2, Nz ox _4
3)MontrequerE[?,1],ona.8S(x2+1)2£9.

4) En utilisant la 4°) de lapartie A, en déduis que Vx € [g ; 1], ona: |f'(x)] < g.

5) en utilisant I’inégalité des accroissements finis a f sur [«/2_5 ; 1], montre que |[f(x) — 1| < g [x —1].
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