Optional

Logarithme népérien

Exercice 1:

In 72=1In(23x 32)=3In242in3;
En% =—In8=—In(23)=-3In2;

1 1 8

gin 256 = 5In(28)=Cin(2)=In2.

In 250 = In(2x 53) = In2+4-3In5

In200 = In(5%x 23) = 2In5+3In2

In1,25 = In(125x 102) = In(53x 5-2x 272) =3In5 —2In5—2In2 = In5 —2In2
In10~% = —4in(5x 2) = —4in5—4in2.

Exercice 2 :
Simplifier les expressions suivantes :

a=

Exercice 3 :

Soit n un entier naturel non nul et a un nombre réel strictement positif.
5=

Exercice 4 :

Etudier les limites suivantes :
limin{l+z2y= )

o L AREUAE= e

b limin(1+5)=0.

S r—toot a2

c. lim 351’1{3—21:—1:2} =—00.

T——
; 2x43
d. 51:1_1]’1711_15*11{ 1 )=+0co0.
. dzt3d,
d. , lma(iy)=in2

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

e ;@DEH{COS@ =0.

. rinr
f mlyioom+l__+ogl

Exercice 5 :
HHnz+l
f@' =T -
Df =

=40

lim flz)=0 $1_1}n['3+f{a:} = —0

Exercice 6 :
Résoudre dans [ . chacune des équations suivantes :

n2z4+1)=in(2x-3)
In(2zx4+1)—in(2z-3)=0
2z+1

dr+1 —1
—dr—3
2e4+l=-21r-3
r=-1.
e.
[x]
Posons X =

(lnz)?—2nz-3=X2-2X-3=0,

X2-2X-3=(X-1)-4=(X-12-22=(X-1-2)(X-1+2)=0
(X-3)(X+)=0.

X =



S={e1,e3}|

Exercice 7 :
sty=12
Inr—Iny=In3"
r+y=2
Iﬂ% =[n3"’
{a:—l—y =2
r__ .
?_
{a:-l—y =2
T =
Jyty==21
Tr=

Exercice 8 :
Déterminer la fonction dérivée de la fonction f sur I'ensemble I} .

f@)=in(vz) D=10; 400 |
1

@ =35;
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f@=In(E5) D=]-c0; -1

(z— 1] [z‘+1]

f{)—T

r—1

|

bes lz—1)P
f Ii:t?:l— r41

r— 1

z—1
flo)= (z— lj{a:-l—lj

f”,:m N

Exercice 9 :
Si a est un zéro de P(z) alors on doit avoir :

as + {2?—5)5&3 +7(1—2)a —2461 =0
soit

a3—5a2 +7a—2 + +(2a? —Ta +6) =0
soit le systéme d’équations

{13 —5a2 +7a-2 =10

202 —Ta +6 =0

On constate facilement que 2 vérifie simultanément les deux équations c’est la valeur cherchée.

On écrit donc, b et c étant des complexes

(2—2)(22 +bz +c)

= 23 4+hz? 4oz —222 —2bz—3¢
= 23 +22(b-2)+z(c—2b) —2¢

Et par identification

2i—h = b-2et b= 2:-3
—(2-61) = —2c et ¢ =1-3

On est conduit a résoudre I'équation du second degré a coefficients complexes :



z2 +(2:-3)z +1-3: = 0
A :{Eﬁ—S}E —4{1—3?} = —4 -12: 49 -4 412: =1
D’ou les deux racines

L 3=2id4l

— 5 et z;;:%

2l = 2—p et 2V =1—

donc
Plz) = (z=2)(z -2 ) (z —(1-2))
Exercice 10 :

Résoudre les inéquations suivantes :

1. Inx>2
Inz>Inel
r>ed

2. 2Inx-1<h
2inxr<bt
Inr<3

Inr<ine3
:t?f:EE
3. in(2zx—1)—in(2z+1) < in(z+2)

n(3ED) < Infz+2)

ar—1
Brtl =12

2r-1<(x4+2)(2x+1)

2r—1< Sx2+4r+4r+2
2r—1-2zd—r—4r—2<0
—3r—3-2x2<0

2x243x43 <0

Exercice 11 :

Résoudre les équations suivantes :
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L In(4x2-1) = In(zs+2)
dri2_1=x42
452—£-3=0
Calculons le discriminant :

A=14+4x4dx 3=

A>>0,ily a deux racines réelles distinctes .

Exercice 12 :

Résoudre les équations suivantes :
lLint=3&x=

Exercice 13 :

Simplifier :
a=In{e’)=bine=5

b=In(e?veE)= En{ege%} = Eﬂ{eg} = %Ene

c= En("_ff} =in(ve)—ind = %Ene—ﬁnﬁg = E—EEHE
d= En{%}g — —3inel=—6lne=—-6
&

]
2

ol

g = %EHE‘E? = EE_TEHE‘ =9ine=29

Exercice 14 :
Exprimer en fonctiondeIn 2 etIn 3:

a =In18=in(2x 32) = In2+2in3.
b=Ing = Ins =—In23=—3In2
c= En{%} = nV3-In2= %JHB—EHE.
d =in(2e3) = In243ine = 3+in2.

e =4In(V6)—6in(12)=4x %Eﬂ{ﬁ}—ﬁin{lﬁ} = 2in(3x 2)—6in(22x 3)
=2n34+2n2—-12In2—6in3 = -10in2—4in3.



Exercice 15 :
1.In(3-5x) = 0 équivauta 3—5+ = 0 = 1.Donc5x =2 etx = 2/5.
2. On peut transformer I'équation de la maniere suivante :

2in(z—4) = In(z)-2in(2) = In(z)-in4)

En utilisant la propriété In(a)-In(b) = In(a/b), on obtient :

n{ (—4)%) = in( )
Cela équivaut a {32—4}2 = % ,soit £2d—15x4+16 =0 .

On résout cette équation du second degré en x et on vérifie que les solutions obtenues sont bien positives
et différentes de 4.

3. in(z+4)+Hin(z+1) = n(6) équivauta In{ (z+4)(z+1) ) = In(6), donc (x+4)(x+1) = 6.
On résout cette équation du second degré en x et on vérifie que la solution obtenue est bien positive.

4. In( |z+4 ) +in( |z+1|) = in(6) signifie que |(z+4){z+1)| = 6 , c'est-a-dire que (x+4)(x+1)
= 6 ou (x+4)(x+1) = -6. On résout ces deux équations et on vérifie que les solutions obtenues sont bien
positives.

5. On peut réécrire I'équation sous la forme [ndr—inr = 2—inirx .
En posanty = In x, cela équivautd y3—y = 2—y2,soit y3—y24y—2 = 0.

On peut factoriser cette expression en (y—2) {y3+1y—|—1} = 0 ,doncy =2ouy = (-1+iv3)/2. On
vérifie que ces trois valeurs de y correspondent a des solutions de |'équation initiale.

2o—3 L . dr—23
6. In( 5;_1 ) <0 équivaut a 5;_1

< 1 (car In est une fonction strictement croissante).

On résout cette inéquation et on trouve 1/3 < x < -1/5.

[cSe ] LN ]

7. On peut réécrire I'équation sous la forme [n x — ﬁ <
On pose y = In x et on note f(y) =y - (1/y).

L'équation devient f(y) < 3/2.
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On étudie la fonction f(y) : elle est dérivable sur ]0,+ [, sa dérivée est ff{y:l =1+ # > 0, donc f est
strictement croissante sur ]0,+o[.

De plus, f(1) = 0. On en déduit que I'équation f(y} < % est équivalentea y <« f_l(%} .

on calcule  F (1) en résolvant I'¢quation y =z — Tl enx:

y=z— (/o) 2 -y -1=0

La solution positive est . — Y+ vyetd \"ng , donc f_l(y:l _ ¥ + x.-'gy:*-i-'i

On calcule f_l{%} et on trouve f—l(%) — m .

Finalement, les solutions de I'inéquation sont les x tels que  jy 4 « fn(B—-gJE) , C'est-a-dire

. In(v/3+ v5) N
2 ot

0<z < 3,57

IE
5 —0 In i o
f - 0 +
In3 —+o
f e >
InZ, 5
0 1 et +oo
Inz || - 0 T T
—lnz+4 [ + + 0 -
f | - [ + 0 =
| 0 | =
f | N I e iy
| —o0 | —oa 0

Exercice 16 :

On peut comparer ces deux nombres en regardant la fonction f{@l = r 1z , pour x > 0.

L
Ona f”,@} — LW , donc f est croissante sur ]0,e[ et décroissante sur ]e,+«[.
I

En particulier, f( e~(1/e) ) = 1,44 est le maximum de f sur ]0,+[.

Onadonc:


/homez.116/mathovor/www/wp-content/uploads/2021/06/tableau-variations-1.png
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1 T
2 g

1 1
me = eelnm = (glnm)® = e = (n®)" = (weTYT > (M) = ¢

La derniére égalité est justifiée par le fait que f(e) > f(%5Cpi) pour 0 < x < e”(1/e) et que f(x) < f(e) pour

X > e (1/e).

Finalement, on a :

LIy
TE > et
Le nombre % est donc plus grand que e%
Exercice 17 :

g est dérivable sur son ensemble de définition en tant que somme de

fonctions dérivables sur cet intervalle .
P 1
g'(r)=4z—3
g'(z) >0
1
Sdr—5>0

a_
‘:?le,ﬂ: 1:_:‘[:]

o (Ear-i-l;;iﬁa:—lj >0

& z(2z+1)(22-1) >0

X -0,5 0] 0,5
x| - -
es +-

-+

EK_.] —-— —-— L

+
+ [+ |+ |+
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Conclusion : sur [¢] , f est croissant sur [%;—i—m[ .

10 i

Exercice 18 :
1.Calculer la dérivée de la fonction g et étudier son signe. En déduire les variations de la fonction g .
g'(z)= —2:1?—;1—17
g/(e)= =25~
Le signede g’ estceluide —242_7 .
~252-1=—2(z2+4%)
—222_1<0 sur[¢].

donc g est strictement décroissante sur [%] .

2. Calculer g(1). En déduire le signe de g(x) pour x appartenant a l'intervalle ]0;+ @ [.
g()=1-12-in1

g(1)=0


/homez.116/mathovor/www/ckfinder/userfiles/images/courbe-logarithme.png

g est strictement décroissante sur [x] et g(1)=0 .

Conclusion : g est positive ou nulle sur 10;1] et négative sur  [1;400] .

Exercice 19 :

1) simolifi _ ine

) simplifier i’ne?—fn(%j
Ine

2netIne

Ine

2lne

I

2) Déterminer le plus petit entier n tel que 1,05 ? 1,5
La fonction In est strictement croissante sur [%] ..
In(1,05™)> In(1,5)

nin(1,05) > in(1,5) (In 1,05 <0)

In(1,5)
In(1,05)

n=

3) Chaque année, la population d'une ville diminue de 3%. Au bout de combien d'année, la population de
cette ville aura-t-elle diminué de plus de 30%

Exercice 20 :

Partie A:

1. Limites de la fonctiongen 0 et oo :

Pour la limite en 0, on peut utiliser le développement de Taylor de In(x) au premier ordre, qui est
In(z) = z — 1+ ox) prés de x=0.

Ainsi, en utilisant ce développement dans la définition de g, on obtient:
glr) =z —zinlr) =z —z(z -1+ o(z)) = z — i 4 O{:Egjl

T

Comme 2 estune infinitésimale de plus haut ordre que x, on a lim — 57 = U, cequi
. rarrow 0 o(x2)
implique que allﬂw 0 glz) =0

Pour la limite en —co , on peut utiliser le lemme de L'Hopital.
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En effet, on a:

erl a9 = 7@ = i

En appliquant le lemme de L'Hopital, on obtient:

im 2= lim — =
T arrow oo m T arrow-oo m

Donc, la limitedegen oo estO.

2. Calcul de la dérivée de g(x) et justification de la dérivabilité de g sur l'intervalle [x]:
On peut calculer la dérivée de g(x) en utilisant la formule de dérivation de la différence. On a:

'@ = (@) - (=)
= 1 - (zin(D))

=1- (=)' In(@) - =(in(z))’
= 1-In(z).
Ainsi, g'(x) = -In(x).

Pour montrer que g est dérivable sur l'intervalle [x], il suffit de montrer que la limite du taux

d'accroissement de g(x) quand x tend vers a pour tout a>0 existe et est finie. On a:
ratily o (0@ — 9(@)])/ (z—a)

= i, . [ 0) — (@in(o)-aln@)]/ (=—a)

= Lodim . [1-in(z)/iIn(@)] = 1-in(@)/in(e) = 0.

Donc, la fonction g est dérivable sur l'intervalle [x].

3. Tableau de variations de la fonction g:

Pour dresser le tableau de variations de g(x), on peut utiliser sa dérivée g'(x). On a:
- 9'(x) est définie et strictement négative sur ][x].

- 9'(x) est décroissante sur [x].

- Le signe de g'(x) change en x=1, donc g(x) atteint son minimum en x=1.

On obtient alors le tableau de variations suivant pour g(x):

x|0|1]+%5Cinfty
|- |

9'(x)[-10/-10

g(x)|0|-1/e+1|0

Partie B:

1. Conjecture de sens de variation et de limite de la suite (., )

a. Pour conjecturer le sens de variation de la suite (%, ), on peut calculer les premiers termes de la suite
et observer s'ils augmentent ou diminuent. On a:



u; = efll = 2718

Uy = e? /22 s 3.678
ug = €3/3% 2 1.909
uy = et /4% 3 0581
ug = €5 /55 2 0.164
ug = e8/65 ~2 0.040

On peut remarquer que la suite diminue et atteint des valeurs de plus en plus petites.

b. Pour conjecturer la limite de la suite {un) , on peut observer que les termes de la suite décroissent
vers 0 a mesure que n augmente.

On peut également utiliser la regle de Stolz-Cesaro pour montrer que la limite de Un est 0. En effet, on a:
lim Unt1  Un
n— }+o-c::- (n+1)PHl—pn
entl/(n4 1)t _en/nn

- |
ﬂ—?l,bn-lkoo (n+1)*tl—pn
. I gfhtlpn _pntlan
= n—>t00 (n 1) i )—(n7) (n41)"
. lim nten e
T n—>4oo nPn+1) (141/n)" 11
_ e 1m 1
e—lpn _Steo (141/n)"
_ e 1 _
- = 0.

Donc, la limite de {4y, ) est 0.

2. Calcul de la suite {vy,) et détermination de son sens de variation:
a. On peut calculer Vn en utilisant la formule de in{uy,).

On a:

Uy = n(uy) = ninle) — ninln) = n(l-innj) .

b. Pour déterminer le sens de variation de la suite {y, ), on peut étudier le signe de sa dérivée
vl = 1—£n{n}—ﬂ{—l/ﬂ3} = 14+1/n—Inn) .

On observe que la dérivée est positive pour n=1 et décroissante sur |1;+oo[ , donc la suite (v, ) est
décroissante sur |1;4-00] .

3. Montrer que la suite (s ) est bornée:
On peut montrer que la suite {1y, ) est bornée en utilisant I'inégalité de Bernoulli (1—|-;p:|ﬂ > l4nz
pour tout x>-1 et tout entier naturel n. On a

vp=H= 1+ <+ =
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Ainsi, la suite () est majorée par e et donc bornée.

4. Montrer que la suite l:uﬂ} est convergente et déterminer sa limite:
On peut utiliser le théoréme de Bolzano-Weierstrass pour montrer que la suite (., ) admet une limite.
En effet, comme on a montré que la suite () est bornée, elle admet une sous-suite convergente.

On peut également utiliser la propriété des suites adjacentes pour déterminer la limite de {uﬂ} .

Pour cela, on construit deux suites (@) et (by) tellesque G, < uy, < by, et

M arrotw oo

On peut prendre par exemple:
- @y = 0 pourtoutn, et b, = & pourtoutn (on a montré que u_n < e pour tout n).

-Ona

lim b, fa
n agrrow oo ﬂ/ n

= lim  e2/(n+1)" Tl x en)

narrow +oo

=  lim  e/(141/a)*1H1

narrow oo
= e/e?

= 1/e.
Donc, la suite {1y, ) converge vers la limite commune des deux suites adjacentes {ay,) et (b}, qui

est 0.

n 1 2 3 4 5 6 7 ] 9
iy | 2,718 | 1,847 | 0744 | 0213 | 0,047 | QOBGBS5 | 000178 | 0000178 | 0,000002

x 0 1 +oo
g || + 0
1
] ‘ e
0 —C0
Exercice 21 :

1. Démonstration de  f{z) = zin2 — 2inz
On a f(x) = In(27x) - In(x~2) = xIn2 - 2Inx par les propriétés des logarithmes.

2. Calcul de f(2) et f(4):
Ona f(2) = 2in2 — 2ind = 2in2 — In(16) = 2in2 — 4in2 = —2in2.


/homez.116/mathovor/www/wp-content/uploads/2021/06/tableau-valeurs.png
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De méme, ona f(4) = 4in2 — 2inl6 = 4in2 —4in2 = 0.

3. Calcul de la dérivée f ' de f:
On peut calculer la dérivée de f(x) en utilisant la formule de dérivation de la différence et les propriétés
des logarithmes. On a:

@) = (zin2 - Eﬁﬂ:ﬂf = z/ln2 — l:ﬁfﬂd?:lf = In2 — %

4. Signe de f(x):

Pour déterminer le signe de f(x), on peut étudier le signe de sa dérivée f '(x):
- f '(x) est définie et strictement négative sur [x].

- f '(x) est décroissante sur [x].

On en déduit que la fonction f est décroissante sur [=].

En particulier, pour tout x>2, ona f{z) < f{2) = —2in2.

5. Ensemble des entiers n pour lesquels o™ > na
On peut réécrire cette inégalité sous la forme d'une exponentielle: 1,2 < o™

On remarque que les deux membres de I'inégalité sont des fonctions croissantes de n pour n > 0, donc
I'inégalité est vraie pour un nombre fini d'entiers.

On peut ensuite vérifier pour chacun des entiers n si l'inégalité est vraie.

Par exemple, pour n=1, on a gl = 12, donc I'inégalité est vraie pour n=1.

De méme, pour n=2, on a 22 =4 = 22, donc I'inégalité est vraie pour n=2.

Pourn=3,ona 23=8 = 32 =9, donc I'inégalité est vraie pour n=1, 2 et 3.

On peut poursuivre le raisonnement pour les valeurs suivantes de n, jusqu'a trouver le plus grand entier
satisfaisant I'inégalité:

-Pourn=4,ona 24=16 = 42 — 16, donc I'inégalité est vraie pour n=1, 2, 3 et 4.

-Pourn=5,ona 2°=39 = 52 =25 , donc I'inégalité est vraie pour n=1, 2, 3, 4 et 5.
-Pourn=6,ona 20—=g4 > 624 =136, donc I'inégalité est vraie pour n=1, 2, 3, 4,5 et 6.

-Pourn=7,0ona 27 =138 > ’.?'2 — 49, donc l'inégalité est vraie pourn=1, 2, 3, 4,5, 6 et 7.

On peut ensuite remarquer que pour tout entiern =8, ona 2" ~ n<, donc 'inégalité n'est plus vraie.
Ainsi, I'ensemble des entiers n pour lesquels on a o™ > ne est{1,2,3,4,5,6,7}.
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Signe de f*

Variations ds f
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