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PREMIERE PARTIE :

ENONCE DES EXERCICES

—

Donner la forme algébrique des complexes suivants :

1) Z=6+i—(2+4i) ;2 Z=A+2)(-4+3i) ; 3) Z=01+4D)*2-3i)

3+5f ; 5) Z=4+2i(1,+i) ; 6) Z=1+Z_i+i, ; 7) Z=(5—21:) (1—21:)
1-2i 2-3i 3+i 3-i 3-2i 2+3i

—_— T

Soit zy le nombre complexe défini par: z,

4 Z=

_ 5+3i3
T 1-2i3

1) Ecrire zy sous la forme a + ib ou a et b sont des constantes réels.
2) Calculer zy2, z,3 et 2,15,
3) Montrer que z,3"2 = —237+1(1 + j/3)

4) Calculer z,2°.

— =

1515 2400
Soit U un nombre complexe définie par: U = (-3 — iv3) etV =(v2+iV6)

1) Ecrire le nombre complexe a = —3 — i\/3 et b = V2 — iv/2 sous forme la trigonométrique.

2) Montrer que U est imaginaire pur et V est un réel.

SE........

On considére le nombre complexe P =3 + 1 +i(v/3 —1).
1) Calculer P?

2) Déterminer la forme algébrique de P%. Déduire le module et 'argument de P.

3) Montrerque [V3 +1+i(V3 — 1)]2004 = —23006

B ...

On considére dans C trois complexes définispar: z; =1 +1i, z; = -1 +iV3 et Z = z,3 x z,.
1) Déterminer la forme algébrique de Z.
2) Déterminer le module et un argument de z; et z,.

3) Déterminer la forme trigonométrique et exponentielle de Z.

4) Justifier alors que : cos (17—") = %

1711') -1-/3
12

et SIH(E = Nk
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P . 17 . 17
5) Vérifier que la relation cos? T sin? - =1

6) En déduire tan117—2".

— g

i — Ticin®) -7, = — 3T L icin ot
Soit z, = 2(cos6 + lSln6) 32y = —2 (cos . Tisin 4)
1) Ecrire z, et z, sous la forme algébrique.

2) OnposeZ = z—l Déterminer :

2
a) Les parties réelle et imaginaire de Z.
b) Laforme trigonométrique de Z.

5 . 5m
c) Lesvaleurs de cos (E) et sin (E)

—

Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 2z22-3z-5=0; b) 2Z2+3=0 ; ¢) z2—(2V3)z+4=0 ; d) z22+82z+16=0
e) zz—(1+2i)z+%+i=0 ; f) z224+4i=0; g) 22— 3+4i)z—1+5i=0

EXERCICE N°8

1) Déterminer les racines carrées des complexes suivants:a =16 —30i ; b = —-33 + 56i

2) Trouver les racines cubiques du nombre complexe a = —4+/3 + 4i

— g

Résoudre dans C I'équation * suivante : 4Z> + 8|Z|> -3 =0

...,

Trouver dans I’ensemble C des nombres complexes les nombres Z,Z, et Z; tels que :
Z1 + ZZ =-3+ i

iZ,=1-2i
ZzXZ3=—1—2i
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DEUXIEMIE PARTIE :

CORRIGE DES EXERCICES

Donnons la forme algébrique des complexes suivants :

1) Z=6+i—2+4i)=(6-2)+i(1—4)=4-3i

2) Z=(1+2i)(-4+3i)=-4+3i—8i—-6=(—4-6)+i(3—8)=—-10-5i
3) Z=(1+4D)*2-3)=1+4)1+4)2-3i))=(1+4i+4i—16)(2-3i)
=(—-15+16i)(2—-3i) = -30+45i+32i+48 =18 + 77i

8 7= 3+5i _ (3+50)(1+2i) _ 3+6i+5i-10 _ —7+11i _ 7 n iE
1-2i (1-20)(1+2i)  1+2i-2i+4 5 5 5
5) Z= 4+2(1+D) _ 6+2i _ (6+20)(2+30) _ 12+18i+4i-6 _ 6+22i _ 6 n iE
2-3i 2-3i  (2-3i)(2+3i) 4+6i—6i+9 13 13 13
6) Z-= ﬂ i _ (1+2i)(3.—i)+5.(3+i) _ 3—i+6i4.-2+.15+5i _ 204100 _ 24
3+i 3-i (3+i)(3-10) 9-3i+3i+1 10
7) Z= (S—Zi) (l—Zi) _ (5-20(1-20) _ 5-2i-2i-4 _ 1-4i _ (1-4D(12+5)
3-2i) \2+3i (3-20)(243i)  6+9i—4i+6  12+5i  (12+5i)(12-5i)
12+5i—-48i+20 _ 32-43i _ 32 43 .
T 144-60i+60i+25 169 169 169
1)  Soit zg = 5+3iV3 _ (5+3iv3)(1+2iV3) _ 5+10iv3+3iy3-18 _ -13+13iv3
1-2iv3  (1-2iv3)(1+2iV3)  1+2iV3-2iV3+12 13

D’ou

Zo = —1+iV3, aveca = -1, b = /3.

2) Calculde z,2et z,3 puis z1°.

cose=—71§<0 . on
Soit |ZO| :\/(—1)2 +(\/§)2 =2 et argzy = h =0 = (n-_g) :?+2kﬂ'
sin 8 :§>0

(cos (57) + tsin (7))

(cos (11' + g) + isin (n’ + g))

(-3-1%)
2 2
Do z3 =2(-1-iV3) = 27,.
o z3=2zx2;=2(-1-iV3)(-1+iV3) =2(1-iV3+iV3+3) = z,°=8
o zy15= (203)5 = (8)5 = 2,15 = 32768.
3)  Soit 232 =2zy3" x 22 = (203)" x z& = (8)"(-2 — 2iv3) = —2(23)" (1 + iv3)
= -(2)(2)*"(1 +iV3)
Donc |zy3™+2 = —23"+1(1 4+ iV/3) |.

Alorsona:

e N

4
4

Il
N

4)

Ona: (z¢20 = —219(1 + iV3) = 21%(-1 - iV3) = 219%,.

‘ SOLUTION EXERCICE N°3H
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1) Forme trigonométrique

2 cosB=—%=—\/Z—§<0
a=-3-iV3, |a| =\/(—3)2+(\/§) =23 ;arga = e : =
sinf =——=--<0
23 2

0= (n+§) +2k1‘[=7?n+2k1l'. D'ou | a= 2\/§(C0$%ﬂ+isin7—”).

6
2 2 cose=%=%>0
b=+2+iVe, |b|=\/(\/7) +(V6) =2V2 ;arghb = A =
sin@ ::EV§ =:7;'< 0

6 = (%) + 2km. D'ot | b =2vZ(cosT+isinZ).

2) Montrons que U est imaginaire pur et V est un réel.
1515 1515 1515
U=(-3+1V3)  =a"5=[2v3; 7| =[(2v3)"; 1767,57]

= (2v3)""°[cos(1767,5m) + isin(1767,5m)] = (2v3) " [0 + i(—1)].

Dou |U = —i(2v3)" " €iR

2400

V=(VZ+iV6) — p2400 _ [2\/7; 2]2400 = [(2\/7)2400; 8001t]

= (2v2)***°[cos(800m) + i sin(800m)] = (2v2)"*" [-1 + i(0)] = — ((2\/5)4)600

D'ou [V = — ((2\/2)4)600 =—(64)%% e R

SOLUTION EXERCICE N°4
1) P=v3+1+i(y3-1)=P2=[V3+1+i(V3-1)]’

=[V3+1+i(V3-1)][V3+1+i(vV3-1)]=(V3+1) +2i(v3-1)- (V3-1)°
=3+2V3+1+4i-3+2V3-1

= P2 =4vV3 +4i=4(V3+1i)

3) On cherche d’abord le module et un argument de P2 tels que :

2 cosBz4 :§>O
|P?| = /(4\/5) +(4)2=1/64=8 et argP’= 82
8

sin@ = :E>O

=

— 2_T PPN 2 _ T.,:cin®
= 0 = argP —6+2k1't.Dou I —8(c056+lsm6)

Déduisons le module et un argument de W.
On sait que |P2| =8< |P?’=8<||P|=2V2| et argP?= %+2k1‘r

/s 3
= 2arg(P) = o +2kn = |argP = 1z + km

Livre de I'éleve Collection “ Comprendre les nombres complexes en 24 H vol.1 “



4) Démonstration

[V3+1+i(V3- )" =|(v3+1+i(v3- ))3]668

=[(V3+1+i(v3-1))?(v3+1+ i(\/_— 1))]668
=[4(v3+1i) (\/_ +1+i(V3 - 1))]
= (82 +21) ]

= [8(2 + 2i)]¢68
= [64(2 +2i)(2 + 2i)]334

[(5120)]33* = [(2 )9]33 = (20)9X33% = (21)3006 = 300623006 o 3006 — (( 2))1503 1

Donc:

[V3+1+i(v3-1)]"" =

23006

SOLUTION EXERCICE N°5

1) Forme algébrique de Z.

Z=2:x2,=>Z=1+D3(-1+ivV3) =1 +2i- 1D+ D(-1+iV3)
= (=2 +2i)(-1+iV3)

=2-2iV3—-2i-2V3

D’ou |Z =2[(1-V3)+i(-1-+3)]

2) Déterminons le module et argument de z, et z,

zi =1+ =z = (\/(1)2 + (1)2)3 =

cos 0 = % >0
|z,] = 2v/2 |et argz, = 3 X A =
sin @ = 7 >0
2
argz, =+ 2km et z, = —1+iV/3 = |z,| = \/(—1)2 + (\/§) =|lzy| = 2| et
cos O = _71 <0
argz, = 73 = argz, = (n——) +2k1t——+2k1t
sin@ = > >0
3) Déterminons la forme trigonométrique de Z
Ona: |Z|=|z4|x|z2]l =2V2x2 =42 et argZ = (argz, + argz,) + 2kn =
argZ = ("%"+ )+2k1‘t—17—”+2k

Donc| Z = 4\/—(cos—+l i 17”)

12
4) En comparant les formes trigonométriques et algébriques de Z trouvées dans 1) et 3) ona
442 (cos— + isi 17") =2[(1-V3) +i(-1-+v3)]
1 13
2\/_cosl7”—1 V3 cos%=%
Alors par identificationon a : 7z 17n \/_ Donc 17 -3
2v2sin—=-1— in— = ———
) 2V2
5)

En considérant les valeurs trouvées précédemment dans 4) on a procéde comme suite

Livre de I'éleve Collection “ Comprendre les nombres complexes en 24 H vol.1 “



cos?— + n2 177 (1—\/§>2 N (_1_ﬁ>z

12 22 242
_ (1-v3)(1-v3) + (-1-v3)(-1-v3)
8 8
_ (1-2v3+3)+(1+2v3+3) _ 8 _ 1
= . =5=
1/m 2 1711' _
Donc| cos? ™ “+s ETH 1

17n
17n _ Sing 13 2v2 _ (-1—V3)(1+v3) _ -1-2v3-3 _ -4-2V3 _
6) Ona: tan 12 c05117_2" T o2vz T 1-v3 T (1-V3)(1+v3) 1)?-(v3)? =" = 2+v3

SOLUTION EXERCICE N°6
1) Ecrivons z; et z, sous la forme algébrique.

Ona:z; = 2(cos§+isin§) = 2(‘/2—§+i%) =vV3+i
Ona:z, =-2 (cos%”+ isin%”) =-2 (—\/Z—E+ l\/z—i) =V2-iv2
2) a) Les parties réelle et imaginaire de Z.
(V3+i) ((‘/_+l'))(‘/_+i‘/_) Ve+ive++iv2+i2VZ _ V62 | V62

Ona: Z__ (\/— n/—) T VZ-i2)(VZ+iNZ) | z+zi-zit2 : Tl
Donc |R.(Z) = et Im(Z) = ‘/_:/_.
b) Laforme trlgonometrlque de Z.
lza| _ (V3)2+(1)2 _ VA _

Ona: |Z]|= =1 et argZ = (argz, — argz,) + 2kn =

|z \/7\/— V4

argZ=(§+Z)+2k1t=£ 2km. D'ou |Z = 1(cos—+ lsmiz)

c) En comparant les formes trigonométriques et algébriques de Z trouvées dansa)etb) ona:
51r) _ V6—V2 + i\/3+\/7

1. (cos— + isin

12 4 4
5t _ V6-V2

Alors par identification on a : 12 4
5t V6+2

12 4

SOLUTION EXERCICE N°7F
a) 2z2-3z-5=0=>A=(-3)2-4(2)(-5)=9+40=49>0

3-vV49 _ 3+V49 _ 5 SC:{—I,E}

D'ou z = =—1 ou z= ==. Donc ;
2x2 2x2 2 2

b) zZ2+3=0o2z?=13i’ ©z=1iV3 ou z=—iV3. Donc| S¢ = {iV3;-iV3}
2

o) z22-(2V3)z+4=0=A=(-2V3) -4(1)(4)=12-16=-4<0

D’oUz—Zﬁ”IA} V3 - louz=2ﬁ+;“|_4|:6:2i:\/§—i.Donc Sc={V3-i;V3-i}

d) z2+8z+16_o=>A= (8)2—-4(1)(16) =64—-64=0

D'ou z = z, =‘78= —4.| Sc = {—4}

e) 22— 2 +Dz+5+i=0=0=(-2—-0? -4 (5+i)=3+4i-2-4i=1>0
2+4i—V1 _ 1, , 2+i+V1
> —2( 1+i) ouz= .
f) 224+4i=0=z=1+2iez=+J1+i)2=z=1+iouz=—-1—1i.

D'ou z =

——(1+l) Donc | S¢ = {%(—1+i);%(1+i)}
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Donc|Sc={1+1i;—-1—i}
g) 22— 3+4)z—1+5i=0=A= 3—-4i)?-41)(-1+5i) =—-7+24i+4 —20i
= A= -3 + 4. Cherchons d’abord les racines carrées de A
Posons Z =x+iy et A= -3 +4i, |A|=./(-3)2+(4)2=+25=5
x> +y*=lul=5 (1)
x*—y*=Re(A) = -3 (2)
2xy=Im(A) =4 (3)
En faisant la somme des équations (1) + (2),on obtient 2x>2 =2 < x=10ou x= -1
En faisant la différence des équations (1) — (2), on obtient 2y’ =8 y=2 ou y = -2
D’aprés I'équation (3),ona: 2xy=4<xy=2>0

Donc x et y sont de méme signe, d’ou les racines carrées de A= —3 + 4i sont:
VA=1+2i ou VA= -1-2i

Mors z =220 — 4 4 ou 7= T2 5 431 Donc| S = {1+1;2 +3i}
EXERCICE N°8,
Déterminons les racines carrées des complexes suivants:a =16 —-30i ; b = —-33 + 56i

Posons Z =x+iy et a=16—30i, |a| = /(16)2 + (—=30)% = V1156 = 34
x*+y*=lal=34 (1)
x* —y?> = Re(a) =16 (2)
2xy = Im(a) = -30 (3)
En faisant la somme des équations (1) + (2), on obtient 2x> =50 < x=50u x = -5
En faisant la différence des équations (1) — (2), on obtient 2y>? =18 < y=3 ou y= -3
D’aprés I'équation (3),ona: 2xy=-30=xy=-15<0
Donc x et y sont de méme signe, d’ou les racines carréesde a = 16 — 30i sont :
Vva=5-3i ouva=-5+3i

Posons Z =x+iy et b=—33+56i, |b| =/(—33)% + (56)2 = /4225 = 65
x*+y*=b=65 (1)
x* —y%? = Re(b) = -33 (2)
2xy = Im(b) =56 (3)
En faisant la somme des équations (1) + (2),on obtient 2x? =2 < x=4o0u x = —4
En faisant la différence des équations (1) — (2), on obtient 2y? =98 < y=7 ou y=—7
D’aprés I'équation (3),ona: 2xy =56 < xy=28>0
Donc x et y sont de méme signe, d’ou les racines carréesde b = —33 4 561 sont:
Vb=4+7i ouvb=-4-7i

Trouvons les racines cubiques du nombre complexe u = —4+/3 + 4i

2 cosf = %4 = _73 <0

Soit u = —4vV3 +4i ,la| = \/(—4\/5) +(4)2=8 et arga= i
sinf=—==->0

8 2

=0 = (n—£)+2kn=5—"+2kn
6 6
p®=8

Ona: Z>=[p; al®*. P B =u=[p3;3a]=8;Z+2kn|=
na [p; al osons u= [p3;3a] [ 3 11'] 3a=5?"+2kn'
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p=18 p=(@%)" p=2 '
= o = Smizkn = Sme12kn o | g = SEH12kT D'ou Z; = pe'* avec ke {0;1;2}
-6 @="1s

18
5 17m .2911}

Donc les racines cubiques de u = —4+/3 + 4i sont: {Zelﬁ; 2e'1s; 2e' 18

SOLUTION EXERCICE N°9

Soit ’équation * suivante : 4Z%2 + 8|Z|2 -3 =0
Posons Z% = (x + iy)(x + iy) = x* — y? + 2ixy et |Z|* = x? +y?
On alors :
4(x? —y? +2ixy) +8(x* +y*) =3 o 4x? —4y*> + 8ixy + 8x* + 8y’ =3 &

. 12x% + 4y* + 8xy = 3 12x2 + 4y% + 8xy = 3 (1)
2 2 { {
12x°“ 4+ 4y* —i(8xy) =3 & 3 0 = 2)

’ Y . = x 0
D’aprés (2),ona: xy_o‘:’{yzo

e Pour x=0dans (1),ona: 4y* =3 = y? :% c’est-é-dire:yzg ou y:—g

1

1 L. 1
e Pour y=0 dans (1),0ona: 12x* = 3 & x? =2 c'est-a-dlre:x:E ou x=—-

. . , . 1 ,
D’ou les solutions de cette équation * dans C sont: {_E S el S

SOLUTION EXERCICE N°10
Trouvons dans I’ensemble C des nombres complexes les nombres Z,,Z, et Z;5.

Soit le systéme d’équation suivant: 3 iZ, = 1 — 2i (2)
Zz XZ3 =-1-2i (3)

D’aprés (2),0na: iZ, =1-2ieil,=i(-2-)=oZ,=-2-i=
Z,=-2—i=-2+i (4).Enremplacant (4)dans (1) et (3), on obtient
{Z1—2+i:—3+i { le—3+2 {Z1:—1<:>{Z2:—1

(=2 +D)Zs=-1-2i Uil +20)Z; = -1 +20) T lizs = &2 Zs=1i
Z1 = —1
D’ou {ZZ =—24+1i dans C
Z3 :i
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