EXERCICES DE MATHEMATIGUES
Nombres CompleXe‘s — Arithmétique

T.S.E : 'Exer:e;if'c'esj‘ et Solq_ft‘ions"'
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syercice 1: Semaiiien pacyet B ey
o .
. 4°- Déterminer une condition que doit vérifier z pour que 7 = z+1‘ o

Z—1

et m o

" 90 Soit dans C: 7'= =——.0n pose z = x+1y avec z¢ 1 et (xy)eR%

Determmer.lensemble (E) des points M du plan d'affixe z tels que :
a) Z soit réel  ; b) Z soit imaginaire pur.

- Dans le plan rapporte au repére orthonormal (0,4,V) on considére les points -

A B CD dafﬁxes respectives z, = 1+2i ; zg=1+V3+1; Zc —1+\/—"f:::5 &

1) Placer les pOlzntS A,B,C,D et préciser la nature du quadn]atere CD\ D

D=8 _
2) Vérifier que 2~ = iv3.Que peut-on dire des droites (AB) et (B%\

-z

i

Py 1

"m.w

} N

| 3)Donner I’équation du cercle de diamétre [BD].
11 - Dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (0. ap)=d'y

';;: ! ;aphnque 1cm, on considére les points A et B d' afflxesmespez‘i T
,::

— 3;.Soit la fonction f du plan dans lui-méme qulmofit%‘om :

Se=E) (D)

L“T“z+1

L3

l’v{_ dxfferent de A,.associe le point M’ d’affixe z' tel que: ;?’—

)(‘ 1°- Soit C le point d’affixe z¢ =2 =,

1 Montrer quil existe un seul point D tel,
l}“ 2°_ Déterminer la.nature.du triangle ABC%

1 3% A Taide de I'égalité (1), montrer g H\p
[' oM’ =5“$ et (7, om)_—+(“r§}’i‘(\odulo 2m).

+ 4°-En déduire et construire 1e NSg ‘resmge points suivants :
r ~ a) L’ensemble (E) des pomts M els~ ue

) de centre O et rayop¥l
I’ b) L’ensemble (F) des pginis M ‘tsgl’s que Vaffixe de M’ soit réelle.

1mage M’ soit situé sur le cercle (I)

!
|

Exercice 2:

[, A - Soit le polynorﬁ 3 ~c%%l§§e P tel que:
(1+§*/'§‘z + (2 +V2)2? ~(1+V2)z+1.

- P@= %\
l" 1°- Mon %’f l uatlon P(z) =0 est equwalente 3 Véquation
@#@}f-O (E) avec Z—Z+—'

. .esoudre"‘»l quatlon (E) et en déduire la resolutnon de P(z) =0.
oxt'le polynome “complexe P(z) = 2 40373 42 7 = 3z+1

i zo est solution de lequatlo

1

n P(z) =0 alors Zp €t
Zo

sont aussi solutions de P(z) =

20. Calcufer P(1 4 i) puis resoudrq dans € P(z) = R

[ 1°- Montrer que S
[ -7 +9z — 722 +18.

C - Soit le polynome f(z) = 2°
1°- Montrer® que f(z) = f(2)- .
90 Calculer f(1 1)

3°- Montrer que I’équation f(z) = 0 admet deu

« racines imagihaires pures



@ e e '
que l'on determmera

-4°- Achever la résolution de f(z) = O-Z
D - On considére I'équation d’inconnu€ 2,

& 0. !'
10— 10i)z — 8i = ‘
4 4 523 + (11-30)2% + ( |
1o(b;:4)ont:er;uezlequgtlon (£) admet une solution imaginaire pure 2, que 1, m
]
» (;:(t;rtrrr::e;rje Péquation (E) admet une solution réelle que I'on determ,ner ']‘1
3°- Achever la résolution dans C de (E). "“33

4°-On désigne par z, la solution non imaginaire pure qui a une partie ’ma"ln“

eme tion d
positive, par z, la solution réelle et par z3 la 4™ solution de (E) \\d %\’J
Montrer que z,, z,, z, et z; sont dans cet ordre les termes consecutxg'% Lun

suite géométrique dont on précisera Ia.ra¥s_on '1

é% . |
Exercice 3: _ o E ’745 l]
A -Soit z un complexe de module I. '

65,.» ;
1°- Montrer que lequatlon z3 =7 est equnvalente a (%;%
2°- Résoudre alors dans C I'équation z° =Z

B -0On considére Je complexe z = (\/—+‘/_) +i

)

1°- Calculer z2. Déterminer le module et un argu ent de z Puis en déduire |e ‘
module et un argument de z. ;;"é“\;@, A ) ]
2°- Déterminer les entiers n tels que z‘?’\;q: Qn Ymaginaire pur. '
K 2z +1
C-Soit z un complexe de module 1 et Wargulnent 6: On pose: Z = 7 + 1+ =)
1°- Pour quelles valeurs de z%ﬁ stxl?ade ni? '
2+
2% Z étant le conjugué de,;z o r ue =z+14+-2=F2
; % z+zZ+ 1"
En déduire, en fonctlor;%;ie 0, la pa le réelle X et la partie imaginaire Y de A '
3°- Déterminer © pc{ur qué Zhsoitbréel. |
Exercice 4; o\ l
I -Soit les cq plexds¥ , Wt (V3 et Z=1—1|, \
1) Ecrire éll 3 orme trigonométrique, '
Z; .
2) Soiy z3z= 25 0 73 Sous forme algébrique puis soys forme trigonométrique.
3@ sdultesies valeurs exactes de cos~ et sin’Z, I
12 )
I1-\Spita Saignombre complexe non nyl, On considere le polynsme. p (z) tel que .
2(z) = 23 - 6qz2 +12a%z —"743, .

a) Résoldre dans C I'équation P,(z) = .

b) Résoudre dans ¢ I"équation p n(2) =

c) Soit T, le triangle dont les
I'équation P,(z) = 0. Montrer
est équilatéral vaecC.

=0 (0n pourrq poser z = q7).
sommets ont pour aff;

IXes les solutlons de
est equnlateral p

uis en déduire que T,

+ (3z+5)2,
¢ 3 coefficients complexes.

Scanné avec CamScanner



R
A SR

"I HOnEes =
tﬁ fg,rt&t?w“w"?g%

2°- Résoudre dans C l'équation z? + 3(1+i)z + 5i = 0.
3°_En déduire les solutions dans C de I'équation P(z) = 0.
4°- En utilisant la forme factorisée de P(z) montrer que P(z) est le produit de

\ coefficients réels.

4 =
iI deux polyndmes du second degré a
e Exercice S:
i‘g ‘ I- 1) Calculer le module et un argument de zZ, = (1+ 1\/—) neN. .
A " Pour quelles valeurs de n, z, est-il un nombre réel? ' £
ii 2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,1,)), on désigne par An % t@?
! le point d'affixe Zj. Déterminer les réels a et b tels que &, 2 ;
OA. + bOA, + 045 + 04, = 0. 4 \ @
2

.~ " T
if II- On considére les complexes j = —E+ (l/z—— et u=14+j. %;;
[‘ 1-Etablir les deux égalités suivantes: i+j+j2=0; Bl Bt
j 2. Démontrer par récurrence que pour tout entier natureL ng n@%g% o 2,
[ 2n en fonction de 7 dea ‘%ﬁf

3- Pour tout entier n exprimer u )2
Y
la forme B+ vec x et y deux

4- Calculez u?* et u3!; on les donnera sous

nombres réels.
[ III - Soit I'équation (E): 22 + (i-22* + 31 i’) + 2i—2=
| 'l 3 1°-D m ‘f}b 4
N émontrer que I’équation (E) admet uge %Qlu%%l { elle z;
. 20 Déterminer les deux autres solutlons’"tL%ng);?da 153 C.
.j{ ‘ 30_ Déterminer le complexe z tel que {I 3‘% 4 ‘]1':2;— 7] = |23 —zl, avec 71, %2 , 23
' les solutions de (E). . ‘%ﬁé \
. o A‘?»rﬁ--w‘f‘:s' o i
u . - -‘S;':&VL'(_ 4]
'; Exercice 6: ‘i‘g '{;% -
. I - Dans le plan complexe uge »un epgre orthonormal (0, u,v),
B on considére les pointsi ‘t M’ dzafﬁxes respectlves z et Z.
+1y ou x, X, ¥,y sont des nombres réels.

t 7 =%
OM et OM’ sont orthogonaux = Re(zz) =0.

6s & Im(z'z) = 0.
ble des points M tels que

On pose 7= x+IMAL

1°- Montrer que l"?s vecteurs'é
2°- Montrer gueé les‘%fpomtsao M et M’ sont aligné
: “‘ int d’ ffxe ,2 — 1. Quel est I'ensem

ON soient orthogonaux7
p est le point d’affix
ue les pomts 0,N et P sol

7% e —1;—-1. On recherche
Fes M d'affxe z tels q ient alignés.

( 72 — 1) = —72
e au dcbut de l'exercic

e, conclure

e I

a) Mogtrer que (z_z = 1)

b) En/utilisant I'équivalence démontré
sur I'ensemble recherché.

i d'un repere orthonormé

II - Soit dans le plan complexe mun
point A raffixe 1—1 et le point C Jaffixe 2+ 3i. On con
(5-i)z-13-130

définie dans C par f(z) = T
emble de définition

direct (0,4,7), le
sidere la fonction f

1°- Déterminer ’ens

o —_— -4
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. z-2—3i.
2°- a) Montrer que VzeD, on a f(z) = z-1+i’

b) En déduire que si M est le poin

t du plan complexe d’affixe Z:
VzeD — {2 +3i} on a:

argf(z) = (m, I‘TC) + 2k, keZ.
3°-

b) Détermincr, buis représenter I'ensemble (T) des points M d’affi
que |f(z)] = 1. :
4°- On appelle B et | K
Quelle-est |3 nyt . PN %j "
III - Op considére I'application f du plan P—{0} dans P—{0} clqm, au poin %%:;;\ 5 i
d'affixe 7, associe le point M d'affixe z’ défin; par z’= 2 op

D les points d'intersection de (E) et (D).
ure du quadrilatére ABCD ?

= %pe”e :é”;t;{'xy ! ‘
: ; % I
les points d’affixes reéspectives 1 et j. : " ;% : b | \
1) Démontrer que, pour z 0, arg (z') =.arg(z) [2n]. En dédiirds
les points M et M’

A '\ i@ue, MeP — {0}
= f(M) appartiennent  une map®
2) Déterminer I

nie’de i-dr&ﬁ‘ggd’origine 0. m
énsemble de; points M tels que f(M) %ﬁ%%? _. . , ']
3)M est yn Point distinct gg 0,UetV; on a\mnﬁt que M’ fi} ussi distinct de 0, l
U etV. Etabli, que: -z%ll = - (=3 = %i% e .
4) Soit M e boint d’affixe diffé e‘“@é_f;"Démontrer que M est syr |5 I
droite (uv) Privée de ¢ et de vy %z;—,l €st un rée] non
Déterminer hmage Par f de |3 4 i

nul.

vée de U et de v. .
Exercice 7:
ZX€rcice 7

I-Le plan complexe egt mini
1°- Soit I'équatiop (E) : 53
a) Déterminer deu@}éels a

Fii = 0.
b Fls que (E) s’écriye (z—2)(z2 4 az+b) = .
b) Résoudre (Ej \L%\ Qﬁ
2°-0n note (70) ‘]\fﬁ%(: "lec;;)des points M
I'éga]itéé;?zz—él L3 {g
a) Mon%ré;r%ze: @

b) S%ep%ﬁ%C les points ¢’
£ % ér-lﬁer'{?z\:_r.e A, B et

du plan complexe d'affixe Z Vérifiant
zZ%. Onpose . 5 = X+iy;

Ppartient 3 (77) xt—y2 -y

affixes respectjyes 25 -3-iy5 et ~344yE
C appartiennent 3 (30). '

angle — I

artient 3 () =

0 Bl
() et (@)

dans e repére,

~4
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II -Dans ]t? plan rapporté a un repére orthonormal di
graphique 2cm, on considere l'appli
' 2-iz

s

z # 1, associe le nombre complexe f(z) = .
. : 1-
A est le point d’affixe 1 et B celui d'affixe —;i.
1) Onpose z = x+1iy avec x ety des réels.
a. Ecrire f(z) sous forme algébrique. En déduire I'en
d’affixe z tels que f(z) soit réel.

b. Vérifier que A et B appa'rtienn-ent a (E) et constru
f et exprimer, pour z' ;’zﬁ,;‘ en%

2) On pose z' = f(z).
a. Vérifier que i n’a pas d’antécédent par
fonction de z'. L'application f est-elle bijective ?

b. M est le point d'affixe z (z# 1) et M’ celui d'affixe z' (z

oM = X< o s pol
= oip* O C et D sont les points d’affixes res

c. Montrer que, lorsque le point M décrit le cercle d

rayon 1 privé du point A, son image M' appar
'on définira géométriquement. )
d. Montrer que si M est un point de l'axe rée
M’ appartient a la droite (CD). 4

e
ac

RN
et un argumeéntdeychaclilly

Exercice 8:
I - Déterminer le-module
sous forme trigonométrique:

i i
22=2e2(—cosx+isinx) ; Egéﬁ;}@—m
zs =1+ cos x + cos 2x)f3§(sin~x :

2, = sin @ + 2isin? %, 010 ;2]

izm
n}._—'
22+ 20>+ zo* = 0.

puis en déduire que «@

II - Soit le nombre%gﬁw exe
1- Démontrer queéy I Zo%

2- Ca]culir +f axp
4_)§ 2+z—1=0.

de I'équat
3 e%‘ ““%é f respect

S

ivement en fonction de co

tient
3

¥,5.0npose @a=2Z T Zo'

rect (0;1;U) d’unité
cation f qui a tout nombre complexe

ire (E).

14

pec@_iv%;m A

a

.3 .
z =52 sinx + i CoSX) ;
' ‘-}s_’{zx;rli_ﬂinz.x T, . T
= . gz, =1—coszt+ising

: 2
_ arian®? gop (Fy k), ke.
2

in.rZX) i 26 ~ "1ttan?0

semble (E) des points M

R

7o)
Montrer que

edcentre X0, 6 de
> 2]

1, différeritggo et de A alors

es complexes puis les écrire -

zg=1-+cosX— isinx , xe]0;m[.

et B = ZQZ + 203.

et f sont solutions de

2 an
s— et cos puis

Sgdione de a et celul de B
(E) eten déduire les valeurs exactes de coszsE et cosisr—t.
nsidere dans le plan complexe les points A, B,M et M’ d’affixes
) —iz-2+4i
respectives: 29— 4i, —i, 2z €t 7 avec 7= — 511
fonction de celles (x,y) de M.

donnécs (x,y’) de M’ en

1°/ Exprimer les coor
résenter ensemble des

2°/ Déterminer €t rep
a) z’ soit réel;
b) z' soit imagin

3°/0n pose Z = z+1

aire pur.
et 2= z+i

points M tels que:



écrit un cercle de

pu]s c’llCUl
ints M’

Vérifier que 72’ = —3+H
4°/ a) Déterminer l'ensemble des pol
centre B et de rayon 1 >0 o mém
t sur
b) Déterminer r pour que M et M soien

e cercle. (BAC2014)

Exercice 9:

‘ s suivantes:

B = cos*x.sin’x
D = cos®(2%)-

le

I - 1°/ Linéariser les expression
A = sin*x.cos’x
C = sin®x + cos®x
2°/ Exprimer en fonction de sinx et €OSX
E=sin7x ; F= sin 2x.cOS 5X. e

3°/ - Soit z un nombre complexe tel que : 1+Z'+‘Zté
Démontrer que z est une racine: 12°7 de l'uni 3
IT -1°-z et z' étant des nombres complexes montrer que: % | |
(z+2)(z-72)z+iz)(z—iz) = ~z2'* 5}1 %{u& )

a5

zeC
2°- Soit (E) I'équation (z—a)* = (z— b)* dmconnue
%7 4 i(d b)

|

S expressmns suivantes:

sont deux complexes donnés distinCts.

a) Résoudre I'équation (E). A
a+b+ 0] +b+ib ’i:"ia)

es m%ipespectwes de a, b Zy, 2 et

a+b
2

b) On désigne par A, B,M;,M; et M
73 dans le plan complexe. 4

On pose: z, = ;o 2=

Représenter ces points dans le Tas ouy a = 2' et b=-1+t

¢) Démontrer que A, M,,B, sg »s sommets d’un carré.
3°-On se propose de dé on dans le cas général A, M,, B, M3 sont les
sommets d'un carrésdt c ntre'y ?
a) Montrer que les segments [4B] et [M,M,] ont pour milieu M;.
b) Montrer que l-uadrlla e AM,BM; a deux cotés consécutifs de méme

A
longueur eh@edlolﬂaires

c) Déduire des u‘%ony a) et b) la nature du quadrilatére AM,BMs.

5

Exercice T0:"

A - Dan% %l ne euclidien rapporté au repére orthonormal direct (0,4, v)

R é‘i:.,.:‘
nitel grapbique 1cm, on considére les nombres complexes zy = 6 + 6i
; : \/_+1 . V3-1
dlrp_ e“ponctuelle Ay, a = +1 T et oz, = zoa™, YneN dont I'image
pongtielle est Ay '
1-a) Exprimer z, et a® sous forme algébrique.

. . in
b) Ecrire z, sous forme exponentielle et montrer que a’®=-¢%.

N =

2-Exprimer z3 et z, en fonction de a®.En déduire leurs formes exponentielles.
3-Placer les points images ponctuelles Ay, A, Az, A,

Scanné avec CamScanner
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B - Pour tout entier naturel n on pose |2, = r,;.

n+1
1- Montrer que, pour tout-n de N, on 3 =12 (‘/—7) .
2-En déduire 1a nature de la suite

exacte de son premier terme r,
3-Déterminer |a valeur exacte de

lim 7, et donner une interprétation
n-+oco
geometrique du résultat obtenu.

4-Déterminer le plus- petit ‘entier nature) p tel que OAp <1073, 'f%
. , 5 E"”%‘G .
Exercice 11: (BAC 2000) o\ %3
: , s . . » S0 (’--:, ﬁ
L-1- (5)nen est une suite geometrique de premier terme 7, réel et de raicon, %

Exprimer I'expression dy terme général
2- (6

7, en fonction de n. ¢ )
S A 2w
Wnen €St une suite arithmétique de premier terme Boe |0,5 Bt de raison =
Exprimer 1'expression dy terme
3-On pose z, = 1, ¢i0n
29212, = 8.
4-Dans le plan complexe est rapporté i un repére ort
’ (P 4 - -é ’
d’unité graphique 3cm on appelle M, le poiqt d

a)Placer les points Mg, M, M, et M, #Ry,
b)Calculer [[M,M,,;|| en fonction ; .
5-On pose [, = Zi-ol MMy ]| Calcﬁr@n en foriction de n puis déterminer la

limite de I, quand n tend/}m'r o3y
IT - Leplan complexe est rapporté @ und
] S

e

général 6, en fonctiongdé n. Wy ,

. : : 58 ptes

» neN. Déterminer les complexesgz(%hz et 7ysachant que
Sy ¢

honormal direct (0,1, )

affixe 2;°= r,eifn, neN.

Gh€PELe orthonormal direct (0,7, v) d'unité
graphique 2cm. On consider Z;%&s A, BetCdaffixes respectives 1,2i et z

PR d

. 2 , 7. @I (z—Zi) 9
1-Que représente geo'metr;‘ngi gmentgl=—| et arg(—):

1-2i
2-Onsuppose qu Qint Cg;[ﬁxe 2 est défini par: BC= \EXBA; (B_A‘B_(f) =gq,
et cosa \ @ -ié}én;O] . Calculer sina.

223 En déduire z et vérifier que le triangle ABC est
5

isocége.
Exercice .

I -9)Determiner les racines sixiemes de l'unité sous forme algébrique.

2) Calculer (1 —i)8. . N

3) "Deduire des questions précédentes les solutions, sous forme algébrique,
de I'équation d'inconnue z: 8z° +i = 0.(BAC2005) 5

IT - 1) Résoudre dans € I'équation z? — (2%* cosa)z + 2%¢ = 0.
' i tielle.

Ondonnera les solutions sous forme exponen . .

2) On désigne par A et B les points images des solutions de cette équation
dans le plan muni d’un repére orthonorma.l. o
Déterminer @ pour que le triangle OAB soit équilatéral.

.=
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7zt + 1. ..
o déduire que f peut sécrire

III - Soit f une fonction polynéme définie par f(z) =

, N . )
Déterminer les racines quatri¢mes de —1 Puls © de degré 2 & coefficients réels \
comme un produit de deux fonctions polynomes “

Exercice 13: F

R = . pour neN on pose,

I-0n se place dans le corps € des nombres complexes ; PO | ‘l.
VzeC , h,(z2) = (1-2)z". - . "

1°- Résoud 'é i = h,(z) pour nen . o {I
re I'équation h,(z) = ho(z) P @) =1 i, \ ”

2°- On se propose de résoudre le systéme suivant: {IZI =[1-1z

o i finité de solutions. %\ kji:':} -
a) Montrer que I'équation |[z| = |1 —z| a une infinite SR A

b)Soit. z, l'une de ces solutions; calculer en fQ_nc , Nk ge Z\r\t(fé_ 7o)
'argument 6 de z,, I'argument de. 1— 2o, le module e'_: Vargug Ry | p o
©)En déduire que le systéme (1) n'admet de solution (qu&i

Quel est I'ensemble solution du systéme ? (BA-.CZOH)‘%%

IT - Dans le plan complexe est rapporté a un repére orth
considére I'équation (E) : z? —2V3z+4 =0
1°- Résoudre dans C I'équation (E).

2°-On consideére la suite (M,) des points
définie pour n > 1. -
a) Vérifier que z; est solution-de

b) Ecrire z, et z3; sous forme alé%%%‘?q e, | '
c) Placer les points M,, M}Jﬁmgg.z‘etﬂijm ?ans le plan et tracer les segments

[MiM,], [M,M,] et [M§M4%% "
3°- Montrer que, pour f&t%tf‘e nx1, z, =2" (g + (_1—2)1)

4°- Calculer les lopgueuis Mfifet M,Ms. Pour la suite de l'exercice on

pouggtout entier n>1, MM, = 2"V3.
3378
A z@ﬂz 3+t MpMpyy ;

our tout entier n>1, I, = 2v/3(2" — 1).

_»;
‘ﬁus petit entier tel que I, = 1000.(Compo.2015 S.T.I)

admet que,
5°-0n note [,

" ee—

A

Exercice ‘
1_§ t Asle v d’affixe Zi et  I'application du plan dans lui-méme qui, a tout :
9intL affixe z, distinct de A, associe le point M’ d’affixe 7' telle que: 1
| & , _ 2iz-5 '
n 5 T oz-2i

1°- Démontrer que f admet deux points invariants.

2°- Demontrer que f est bijective et déterminer son a

3°-Démontrer que la droite de repére (0,%;),
invariante par f.

4°- a) Démontrer que: |z’ —2i| X [z-2i| =9,
b) En déduire I'image par f du cercle (C) de cent
¢) Déterminer R pour que (C) soit globalement ;

pplication réciproque.
privée de A, est globalement

re A et de rayon R.
nvariant par f.
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IT - Soient A et B les points d’affixes respectives 1 et —1 et f l'application
du plan dans lui-méme qui a tout point M d'affixe z non nulle associe
le point M’ d’affixe z' telle que: zz'=1.

1°-a) Déterminer et construire I'image par f du point C d’affixe 1+ i.
b) Démontrer que pour tout point M et son image M’, la droite (AB) est
bissectrice de I'angle MOM’ et que OM x OM’ = OAZ.
z+2 'z -z1\2

) () = (55

b) Soit I'le milieu de [MM’]. Démontrer que IA x IB = IM2.

2°-a) Vérifier que: Vvze C', (

Exercice 15:

I- Le plan 2P est rapporté a un repére orthonormal direct (0,1, V). X
Soit f lapplication qui a tout point M de P daffixe z ¢527‘
le point M’ d'affixe Z = f(z) = 222! ' ' %

z+2i -

1°-On pose z = x+ iy, x et y étant deux réels. ; 3 ;

a) Déterminer les parties réelle et imaginaire de Z en{fongtiop,de x et y. -
b) Déterminer I'ensemble (E) des points M d'affixe z tels que Z%:%oit réel.

c) Déterminer I'ensemble (F) des points M d’affixe z tels qug Z soit imaginaire.

2°-On appelle A et B deux points d’affixes rgspectives 2 —i et —2i.-
A uedesipoints M’ d’affixes Z,

“lorsque le point M d’affixe z pa »;C%t}yg\]e cerele de centre B et rayon 5,
II - Le plan P est rapporté a % %ge(%A'@onormal direct (0,4, V) d’unité

a) Retrouver les ensembles (E) et (F) pa '%"h;e thode géométrique.
b) Calculer |[f(z) — 1] x |z + 2il, et en dfduize ‘Gue’
i
sont tous sur un méme cegelexdont oniprécisera le rayon et le centre.
graphique 2cm. On donn leaapdi-nts “A, B et C d’affixes respectives
R |
2 |

, c
a= 7 + i
Partie A : ,
1°- Placer les p&ints\ASB eG4
2°- Démontrer qi‘:e"“e iangle ABC est équilatéral.
3°- Ecrir ” m%%complexes a,b et ¢ sous forme exponentielle.
Partie B:ff Gy g |

Soit & I'dpplic n@p qui, A tout point M de P d'affixe z, associe le point M’
¥aL R que z'= f(z) = % iz2. On note A’, B’ et C’ les points associés

verient par f aux points A, B et C.
éterminer la forme exponentielle des affixes des points A’, B’ et C. |
émontrer l'alignement des points O, A et B’ ainsi que celui des : |
points O,B et A" . ‘
¢) Placer les points A", B’ et C. ’ ;
2°- Déterminer les points invariants par f, c'est-a-dire les points d’affixes z :
telsque z’'= z. On donnera leurs affixes sous forme algébrique.
3°-Démontrer que si M appartient a la droite (AB) alors M’ appartient a la

o . I 2 3 _
parabole d’équation y = — 2 X + ;.(Compo.2014 2015 R.D.)
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Exercice 16: '

I - Résoudre dans ¢ I'équation (z + s

. . , ; 'inconn
1L - Soit ae ]*gg[ ; on considére I'équation :

(E): 1+i2’(1—itana) = (1 -’ A7 on?
1. Soit z une solution de (E).
a. Montrer que |1+ iz] = |1—izl- -
~ b. En déduire que z est réel.
2. Exprimer %“E?““ en fonction de e'®.
: =i1tana
. Soit z un nombre réel. Pour tout f 6]"125’125[’ on posé .

, . ' isant
a. Ecrire I'équation portant sur B traduisan
b. Déterminer les solutions de-(E)- -
III - C* est I'ensemble des nombres complexes NN 18

On définit de C* dans C* V'application f par; f(z) —-'a

s gt s injages

1. Déterminer les parties réelles et imaginaires des Aln’g 2
B=1+e5, '

2. a. Déterminer les éléments de C" tels que ¢

(&)

uls.

C. Déterminer le module et un argumentigg Mgy § fonction de celles d
’ ! 7 0 S
d. Déterminer les parties réelle ea ma% a%e ‘(Z) en .

3. En étudiant fof, montrer que fe‘br]e-tiVe. , I
4. Montrer que f(z) — 1= 4 :
YA
En déduire que si |z —]| l
5. On définit Q(z) = =22, xontr fe Q(z)Q(f(z)). est un réel a déterminer.
2 4 , . ,
6. Dans le plan cor%plexe, A _%,M 7) et M'(f(z)). Donner une construction de M/, l
si M est surlle crée g%gentre A et de rayon 1.
Exercice ' l
I - 1. Egri € algébrique le nombre complexe Y2002(—i)k. l
A ' n rss forme exponentielle le nombre complexe z tel que: '
: SRR _ _=n
o R il =12 + 2| et arg[zx(1-v3)]= =ik 2k1r,. keZ. l
3. Déterminer et représenter I'ensemble des points M du plan d'affixe z tels que:
@:?arg(zz —4) = arg(z+2) [n]; l
b. arg(z—3+1i) = —%[271].
4, Soient x,y etz trois nombres complexes de module 1 tels que: l
x+y+z=1 et xyz=1
1,2 ,1_
a.Montrer que: - + 5 + == 1. l
b. En déduire x,y etz.

~10 ~
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Exercice 19: ; :
I- Soient z; et z, deux ‘-’ombres romplexes. On se propose de démontrer I'inégalité

II- On considére I'application f du plan qui, a tout point M d'affixe z distincte de 2i,
z+i .

associe le point d'affixe: z' = .
z =2

1. Pour z+# 2i, on pose z=2i+re, r>0 et 0cR.
Ecrire z' —1 A l'aide de ret 6.

2. Le plan est muni d’un repére orthonormal (0,1, %), A est le point d’affixe 2i.
a. Déterminer I'ensemble E, des points M d'affixe z pour lesquels |z’ — 1| = 3.
b. Déterminer I'ensemble E, des points M d'affixe z tels que arg(z’ —1) fa(ZH)

c. Représenter les ensembles E1 et E,.

Exercice 18:
I- Soient les points A(—1+ i) ; B(—1-1i); C(2i) ; D(2 — 20).
1. Etudier la nature des triangles ACD et BCD. 4
2. Démontrer que les points A, B, C et D sont cocycliques & v !
o R
3. Déduis en le centre, le rayon et une équation de ce cerc e.
4. Fais la figure complete. <4

II- On se propose de calculer la valeur exacte de cos (2?71) ' ?

izm A
On considére le nombre complexe a=-e’s. &

1. Calculer a®.
2.Démontrer que : 1+a+a®+a’ + gh30%
3. Montrer que : a® = (@)% et a* —éa.g:g
4.En déduire que : (a + a)® + (a .+ a};, 1=0.

j1

5. Résoudre dans R I'équatiofl ; 4x2*—w2«xx-
6.Calculer a+a et en ,dedt?’rre"l %eur exacte de cos (2?")

triangulaire |z; |
z; = 1z¢'“2. Démontrer que |Re(z,2,)| < nyr.

{ |zl = |z — 6]

est rapporté a un repére orthonormal direct (0,4, 7).
1. Doriner le module et un argument des trois complexes suivants :
a=vV3+i ;- b=-2+42i ; c=3+3i.
2. Parmi les complexes a,b et c,lesquels sont solutions du systéeme (§)?
(Justifier la réponse).

3.M étant le point d’affixe z,A celui d’affixe 6, traduire géométriquement les

deux contraintes de ().
4. Résoudre le systéme (S).

~11~
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elatlon entre @, et a, pour qu'on ait |z, +Zz| |z1] + |2,].

arg(z?) = %-*— 2km, keZ:



Exercice 20:
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (0,4, V)-

On appelle f I'application qui, a tout point M d’affixe z (z # 1) associe le point M’
d’affixe z' telle que f(z) =z = ‘Ziz‘z

+1
Soient A, B et C les points d’affixes respectives a = —1, b= 2i, c=—L

1. Soit C' I'image du point C par f.Donner Vaffixe ¢’ du point C' sous forme algébrique,

puis sous forme trigonométrique.
2. Calculer l'affixe d du point D ayant pour image par f le point D’ daffi

3. Pour tout nombre complexe z# —1,0n pose: p= |z +1] et p'=lz’ il‘\ 3

xe d =

a. Démontrér que pp’' = V5. '
b. Sile point M appartient au cercle (I') de centre A et de rayong= montrerﬁg‘éalors
M’ appartient a un cercle (I'"), dont on précisera le centre etii& rdyon.

) L)
2t Y

4.0n considére le nombre complexe w :;—H z# —1. %

a. Interpréter géométriquement le module et l‘argumen_-zi 1 ombr@ggomplexe o.

b. Montrer que z'= —iw.
c. Déterminer géométriquement l'ensemble (F) des points
2' soit un réel non nul. Donner une équationgde (F).

d. Vérifier que le point D appartient aux ensembles (F) et (F).
5. Représenter les ensembles rH,(F) et I“Q% kpre agxt 2cm pour unité graphique.
Soit l'équatfon (B): z°=1.

1. Résoudre dans C I’équation (£).

2. Demontrer que la somm?aes olu\%on§ de (E) est nulle et en déduire que:

H'affixe z telle que

Exercice 21:

41T
cos— +cos— =3

3. Démontrer que COSr est soI"hon de I'équation 4X*+2X—1=0.

En déduire la va
. Soit I'é 10} B —1)5—-(z+1)5 zeC.

o est solution de (E"), alors

“les solutions de (E') sont imagmalres pures.

EZTI' .
I- Soit un nombre complexe z=¢7 .On pose a=z+ 2242z et b=2z3+2z5+25

1. Démontrer que a et b sont deux complexes conjugués et que la partie imaginaire

de a est positive.
2. Calculer a+b et ab. En déduire a et b.

IL- 1. Résoudre dans €: z®+ (1 2iv2)z% — 2ivZ = 0.
2. Placer les pomts images des solutions dans le plan complexe muni d’'un repére

orthonormé (0,e,,€2)-

~12 ~
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III- Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal dircct (0,4, %) d’unité
graphique 2cm.
1-Résoudre dans C I'équation z2 — 2v3z+4 =0.
On pose a=+v3+i et b=+3— i Ecrire aet bsous forme exponentielle et placer
les points A et B daffixes respectives a et b dans le repére.
2-Soit r la rotation de centre O et d’angle % Calculer affixe a’ du point A’ image de

A par la rotation 7.
3-Soit h Ihomothene de centre O et de rapport —=. Calculer laffxe b’ du pgmtg%

image de B par h.Placer B' sur la figure. %"\c SN
4-Soit C le centre du cercle circonscrit au trlangle OA'B’ et R le rayon dggeg ercler

On désigne par c laffixe du point C.
a) Justifier les égalités suivantes :

cc=R2 ; (c-20)(c+20)=R*; (c+—2——5i
_ . o 43
b) En déduire que ¢ —C=2{ puls que c+i=—7-

- point C et le rayon R.
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Exercicel:

I -1) Déterminons une condition sur z pour que Z = —-z: soit réel.
Zestréel & Z=7 & 22 - 2l oz + DE+D=-DZ-D e
zZ -1 Z+1

Ztiz+iz-1=22—iz—iz—1 & z+i=—(2+2) & 2z+2D=0
< z+Z=0 < =z est imaginaire pur.

| Z est un réel © z est imaginaire pur. |
2+2

2) Z il\;i s zo= x4y (xy)EIR{2

Déterminons I'ensemble (E) des pomts M tels que:
a) Z soit réel :

23T _ 2 (2+z)(1—Z) J(~2\+z> Z

& 2-2247-22 =2-2Z+z-7 & 3E-2=0 S &Y ‘?@-’Z"i
& z est réel. Donc I'ensemble (E) des points M d’ afﬁxe zﬁ‘f‘els que Z soit
réel est I'axe réel privé du point de coordonnées: E}a, 9).1

b) Z soit imaginaire pur:

Zestréel . 2=7 &

=0<:

Z est imaginaire pur si et seulement si Z+ A 0 < *—i- &
C+21-20+2+ 21— 2)=0 & Zggaz+z—zz% 2Z2+z—22=0
& 4—22Z— (z+7Z) = 0.Posons Z—J{”-Fm % 7Z = x* +y et z+Z=2x.
'4 22Z2— (z+72) =0 & 4 2(x "y\if)E zqﬁ“}@ x2 +y +x—-2=0
@(x+5)A—-+y —2—0@(3 ) +y"‘—-‘—‘.Lensemble (E) des
points M d’affixe .z tels g,u %ginaire pur est.le cercle de centre
I(—-%;O) et de rayo ‘

n T—% 2
II - 1) Pla(,‘ons les points Ai%@_i) , +V3+1i), C(1++v3—1i), D(1 - 2.

2) Vérifions qu% @

2p-7p _gA—2i-1 N.gal —ﬁ—3i:ﬁ+3i_ B
zA—zB %&2 1-V3 —V3+i  V3-i _ ,\_L
34t i)

> |

(\/--E@z vg‘ +lr+3lr3:ﬂ;t§:i\/§-. _ BE i /ﬁ
2 D— 2B b4 0 (ﬁ' (
S -8 o e (D)=1 -

= g = les droites (AB) et (BD) sont

rpendiculaires.

s
N

3) Equation du cercle de diameétre (BD].

Un point M(x;y) appartient au cercle de dlametre [BD] & BM.DM=0 o
(x-1-3)ax-D+-DO+2D =0+

—(2+V3)x + Y +y-1+V3=0 & &c —2+2\/§)2+(y+l)2=3.

~14~
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III - 1) Déterminons D tel que f(D) = C. '
' ’ . (z-3i
Za=-1,23=3i , zc=2—i, M(z) , M'(Z) et z =t(zz+1‘) (1)
fD)=C & zc—z( 3') = 2—1—1(2”_3') o 2-D@p+1)=izp+3
1;
2

£

2-207p = 1+i & zp= 2L

2) Determmons la nature du triangle ABC
ZB=ZA _ 3i+1 _ 1+43i =(1+3|)(3+l):l. 281?" = AB = AC ét (R,Kﬁ)

(unique valeur de zp ).

~

Zp =

Zc—z4 2-i+1 3-i 9+1°
Le triangle ABC est rectangle et isocele en A.

3) Montrons que OM'= A—M et (1 OM) —+ (_' ﬁﬁ) (modulo 2m)¢

r__ . —=3i z—3i _ 31‘ (
PG e =G e 171= mx,“%z \

OM'=1x2 o om=5B"

AM AM .
arg (z') = arg(i) + arg (Z_ai) [2n] & arg (z) :égétﬁ\ év&“"z") [27]

© (LOM') = Z + (MA,MEB) (modulo 2). %Ry

£2Y
4) En déduisons les ensembles de points (E) et (F). )
a)M' situé sur le cercle (I') de centre O gt de rayon Bp=> OM'=1 &
B—— 1 & AM = BM = l'ensemble E) —la médiatrice du segment [AB].
b)z est réel & arg(z) = 0[11] MB)—O[H] <
(_—‘ MB) =—= [modulo ] = fer{gmbl estle cercle de dlametre [AB].
g = Lik l‘;%;
f &[S
4 B
I\ T
-
1
\ C

A- P(z)—z -1+ V2) 2+ (2+V2) 22-(1+V2) z + 1.
1) Montrons que P(z) = 0 @Zz—(1+\/—)Z+\/—=O avec Z=z+%.
On remarque z = 0 n'est pas une racine de P(z); donc P(z)=0 &

2—(1+\/§)z+(2+\/®—(1+\/7)§+;12-=0 o
22+ziz—(1+ﬁ)(z+§)+2-\/§=0.

~ 15~
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(z+§)2_z_(1+ﬁ)(z+§)+z+ﬂ= “!

z

1
Z=Z+— : L

N =

(Z+)z“(1+\/7)(z+%+«ﬁ: . En posant |
On a bien Z2%- (1+\/—)Z+\[‘.—0(E) - :,y

n aura Pz
(On pourrait remplacer Z par sa valeur dans (E)et o

_q—2v2+2={
2) Résolvons (E). A—(1+\/') —-4\/‘—-3——2\/— 1
14VZe1=VZ
5 Z:/ 1
) 2 2 %:L_\’

Z1= 1+\/_ 1+\/___ \/—

2
P(2)=0 & Z+—=1 ou z+——\/‘@ ZZ"‘Z+1"OOU &
72 —NJ_Z4-1——O

22 —z+1=
A=1-4=
7, =
Zy =
P(z)=0 =

0 < P(zo)—-O <

zo% — 3203 +—Zo 3zm+%)
0) = i¥est solufion de P(z) =0.

3ZO+ Zo "‘320"‘1——0 (=4

1 _
P(Zo) =0 & P(—) 0 e = est solution de P(z) = 0. f. ‘F

"+ i) puis résolvons dans C P(z) =0. o L R
S Dix2i=-4 ; (1+z)3—21(1+1)——2+21 d'oil -
(1+0*- 3(1+z)3+ (1+l)2—-3(1+1)+1

P(1+l)"'0 = les solutions de P(2) =0 sont: zg=141i ; Zg=1—1i; . ‘

1 1 1-1 1 1 1+i — :
= —= = = S—{1+L;1—i;2?‘/—\}j_‘},

= —— e

2

Zo 141 2 Zo | 1-i 2

c-fz)=2°—2 44973 — 722 +18.
1°- Montrons que f(2) = {(2). . ;l
) = 5—2° + 922 — 722 +18 = T —7* + 923 — 722 + 18 = {(2). '

2 .
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2°- Calculons f(1 +1i).
fi
(1+1) = (1+l)5—(1+1)4+9(1+1)3—7(1+1)2+18

fA+0) =—4(1+1i)
o+ 4.:49(—2 - — .
f(1+i)=0. (=2 + 2i) — 7(2i) + 18 = —4i + 18i — 18 — 14i + 18

3°- Montron
g u: que I'équation f(z) = 0 admet deux racines imaginaires pures.
e racine imaginaire de f(z) =0, avec be R’ Ona f(bi)=0 &

(bi)3 — (bi)* +9(bi)? -
7(bi)>+18=0 5 _
—b* +7b2+18+i(b>—9b3) =0 © b 9lb3+7b2+18=0 PN
"‘b4+7b2+1'8-—0 3(p2 éﬁ
—b*+7b*+18=0 (2) K £ k

1 3712 — '
(f)(z)b_(la d9) 0 = b=0:b=3 ou b=-3; seuls 3 et =3 V¢
. =0 admet donc deux racines imaginaires pures

4°- Achevons la résolution de f(z) = 0.

Ona f(A+i)=0 & fA+1)=0 & I+ =0 @ f(1j )= % f(z)
est divisible ou factorisable par (z—1 -(z-1 ﬁ)gz 31);‘ £31).

f2)=@-1-D(E-1+ D(z—-3)(z+ 3L)(az+ b). Dete r%s, a et b.
f(z) =(z2—2z+ 2)(z2 + 9)(az +b) = (z* - ZZ + 1122 1 2+ 18)(az + b)

z —182+18

25 — 2% +92° —72% + 18
25 + 274 —1123 + 182% — 182

[ ; 1—i;3i;-3i et —1.

,,_t une solution imaginaire pure Zo-
+ 5(ib)® + (11— 3i)(ib)* + (10—101)(lb) =8l = 0.

-')bz +10ib+10b—8i=0 < :
(1) : p* —11b%2+10b=0 <

p =0 ne vérifie pas 2) = p3—11b+10=0;

unedl acme évidente de cette équation est p=1etl vérifie I'équation (2);

lagf;me imaginaire pure est donc
2°- Montrons -que ’équation (E) admet une solutlon réelle :
at +5a° + (11— 3i)a? + (10
4 4 5334 11a®+10a — i(3a% +10a +
{a + 5a3 + 11a% + 102 =0(1). .(2): 342 102 + 8 =0; a, =2 et 31:__2
322 +10a + 8 = 0 (2

(2); la solution réelle de (E) est donc

soit a cette solution.

——101)3—81—0 =3
g§)=0

Seul —2 vérifie ’équation

~17 ~




3° Achevons larésolution dans C de (E).
L’équation (E) est équivalente 3 (z—i)(z + 2)(az +bz+c)=0 <
(2% + (2 = Dz — 2i] (az? + bz + ¢) = 0; déterminons az®+ bz +c.
z% +52% + (11 — 3i)z% + (10 — 10i)z — 8i 22+ (2—Dz—2i

—z* + (=2 + )23 + 2iz? 22+ (3 +i)z+4

0 + 3+1)z3 + (11 — i)z + (10 — 10i)z ' s N
B+ - (7-D22+ (-2 + 6i)z az? +bz+c=2"+ @3+ l)z

0 + 422+ (8—4i)z—8i
—47% — (8 — 4i)z + 8i

0

Soit 6 =X+ 1y une racine carrée de A;ona

‘-y?=-8 x2—y2=-8

2xy:6 o xy =3 R= {
x? +y? =64 + 36 x% +y2 =10 e _
les racines carrées de A sont donc 61—]%31 et 6= —1-—3i

—3—-i+1+43i - 23— 5
zl=\2 ==14+i ; z,= = , —§—2—21

L'ensemble solution de 1'équation (F:
4°-29=1i ; Z;==1+1i 5 Zp, =2

Montrons que 29,21, Z3 €t Z3 AS0Hk s cot ordre les termes consecutlfs d’'une
suite géométrique. ¢

z -14+1 z —-2-2i

== =1+i ;. 2= -=1+1i.0n a:

Z9 i Z3 -2
Zq _ 22 _

o zzs=zi'|Z\2=1 = zZ2=1 = 275

SWASY : =1 z6=1,
RRESOluti b de I

équation z° = .
%’ 2k .k
E\;%solutions sont les racines 6° de 'unité : Zpy=¢e" 6 =el3 = CZo=1.
4 o .21 .
21=_el;.= +£ } 2y = e = — 2+£_:Z3=ei"=—1;
o s 1 iv3
Iy, = €6 = g3 = — E — ~2— ;
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’ = (V6 + V2) +i (v6 — V2).

9 o 2 '
SN =~ =42y s alile-+-R o=
- (2@(23@_+\/§-+m\/(f+‘/§+‘/5“@+2(6—Z)i
e i = 4 + 8i = 8V3 + 8i - .
2=8(i+V3) = 2% =8|V3 +i| = 8><2+_8l16ﬁ|22—8\/§+811

a 2_-9-
rgz-= 0: cosB:B_‘/:z\/_— ab lnfes B
16 2 ..m —-1—6:-2- =

22| = 16 et argz?= = I
6

g i
fy iy 2 i(Z+k
z 43(12 n) =| |z| =4 et argz = ; [HT %%

z"eiR
= argz" = 3 I n] & nargz:—[nr]-
2y el
2 =Ttk & n=6+12k,kej
Es T = 2z+1 &
7= z+1+-2%L ; z=cosO + isind. ¥

22+z+1 :
. 1°- Déterminons les valeurs de z pour @q_ Jles yZ est défini.
7 est défini si et seulement si 4 @Rz 51 20

Posons
—1-iv3

Z, = 2 ;

2°- « Montrons qué Z

d’ou 21, .
R, +1 :
Saseelle X etla partie imaginaire Y de Z en fonction
z% + g+z+z+i+1+2+Z 2Z+1+2(z+2)+3 _z2+2(z+i)+4
z+2)+1 (z+2)+1 (z+2)+1 '
2 — cos2@—sin?6 + i2sin@cos®; dou
N 058 +4cosb+4 cos20 +4cosf+4 sin20
- — l____.———
2cos@+1

S o
& 20 —sin® 6 + 2isin6co _
; 2cose+1

3 2cos6+1
sin20

2cosB+1

20 +4cosf +4
cos et Y =
2cosb+1

{ ol

: 3°- Déterminons g pour qué 7 soit réel. .3 .

" IR R o o 122kt
1 _ :

— Exercice 4:
oI 2, =1+iV3 et z, =11
_ ~19~

I\
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1) Ecriture de Z; et z, sous.forme trigonométrique.

z;=1+iV3 = 2(-1-+i£) = (cosﬂ+isin-§)
Zzzl—i=\/_(7—l\,-) \/—[COS(—-—)-FISIH("—)]

2) Ecriture de z3 sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.
Z3 = 1403 _ (1+iV3)a+i) _1-¥3 " i1+~/§
. 2

1-i 2 : 1)
n .
2e3
23=‘_m=\/—e( ) = \/—eu—\/—(cos—--Hsm ) (2)
V2e s
3) En déduisons les valeurs exactes de COSE et sm-l—z.
- -V3
2 co .2 V3 UL e
M=0Q) 12 2 o OS2 w2,
\/—sm— - 1+\/§ . Tm 1443
sm1 T 22

- P(2) = 23 — 6az2 + 1242 z—7a3.
a) Résolution dans C lequatlon Pl(z) =0.

P;(z) est factorisable par z—1; on a Pl(z) =z - D@52+ 7).
Résolvons z2 — Sz+ 7=0:A=-3 = les ragmes carrées de A sont —iv3 et
V3 = 21_ —-iV3 - ; l\/_ S+u/_4\

a+0 donc Z3-672 412 ;'{-0 o Pl(Z) =0 = =1 L= Ziﬁ;
Z, = s+2“/— Les solutn%e P—_ 0 sont donc z;=a; z,=a (s_iﬁ et
' . - i3\ | 5+iV3
{‘:’J a( 2 ) ! a( 2 )}
2 _zhﬁ) les sommets du triangle T,.
3+iV3 9 43
-—-1|=l |= ; : ‘\/— =lZC—ZA| (=

=+/3 = T, est équilatéral.
5+iV3 . -iv3
a— )A, C(a 5 ) les sommets du triangle T,.

A= Ia(s+2iJ§) _ a| _ |a(3.+i\/§)l _ |a|\/§ ;

Ac_l ("‘ 3) |_| (3—“ )l lalV3 ; BC = |-iaV3| = \al\/§

AB=AC=BC= |a|\/_ = T, est équilatéral pour tout complexe a non nul.

III - P(z) = (22 +32)% + (3z+5)%
1°- Factorisons P(z) en produit de deux polyndmes du second degré.

~ 20~




md

P(z) = (22 +32)% — i?(3z+5)? = (2* + 3z)? — (3iz + 5i)?
P(2) = (2% + 3z — 3iz — 5i) (22 + 3z + 3iz + 5i)
P(z) = [z2 + (3 — 3i)z — 5i] [2? + (3 + 3])z + 5i].
2°- Résolvons dans C l'équation z? + 3(1+i)z + 5i=0.
_ B . . . :
A=(3(1+ l)) — 4(5i) = 18i — 20i = —2i; les racines carrées de —2i sont

§,=1—i et & =—1+i.Les solutions de I'¢cquation sont donc

- -3-3i+1-i__ -2-4i C3—3i—1+41 —4-
zZ, = = =— =-—1-2i et z= 3 312 Ll 4221:_2

3°- En déduisons les solutions dans C de I'équation P(z) = 0.

i.

N

P(z) est de la forme (z2 + bz +c)(z? + bz+¢) = les solutions d l'égu\atiqg5 ;
z+EC =§%’\d’o‘ le

22 + bz 4 c = 0 sont les conjugués des solutions de z2+b
solutions de P(z) =0 sont [ —1—2i ; —2—( ; =1+ 20 . _@@%
4°- Montrons p ' i 5 E& 1d.degrg
que P(z) est le produit de deux polynomes du% opd eég a

coefficients réels. %‘»;\)

P(z) = (z+1+2i)(z+2+i)(z+1—2i)(z’+=2.—§“
=(z+1+2i)(z+1—21)(z+2+i)(z+2—i)g@- .
= [+ 1?2 — 2DA [(z + D2 —i*] = (* + 22+ 5) (Z&+ 4z + 5)
[P(2) = (z* + 2z +5) (22 + 42+5).] Q

wa

Exercice 5:

=1 ot sinf =

M@

=5

. \ ERS
Posons z=1+iv3 = lz|=2 ¢ Avec cosB = 3
< nw

|z, | = 2" et argzn =—3—;n€I\\I

ng ’ . nm
+12”sm—§-.

si gin(z) =0 € A sin% =0 © sin%’fz 0

::; 0. z,=1+i/3 ; zz=(1+i@2=—2+2i\/§ ;
231+ iV3)= -8 z4=—8(1+iw/§)=—-8—i8\/§'.

57
&4 V8, y@‘g—z +2iV3) —8 -8 — 83 =0 &
—@Zga.% —16 =0 = {a — 2b =16

Tghn Dot a0y + bOA, + OA; + 04, =0 ©

a + 2b=218

% _ g = 12
a—24 o L Bl g i a= 12 et b= -2
2b =8 == =
I - '=—§+"—23 et u=1+j.
1- Etablissons les égalités 1+ + j2=0 et =1
” 2 5

3 2 1 iv3 1 _l_i ___1_ _l__\/é l_l__3_—-3:
1+]+}—1—E+-2—+(—'2-+2)—2+2+4 2 2 0
(1, WAy _ 1,38, 9 38 o
J _( 2+2) - s T8 t e 8 !

~21~

=




2- Démontrons par récurrence quc, vneN,

Soit P(n) cyintl = __jn+2. .
- vérifions P(0): u®*? = j*2 e u= _jr e 14j _—j? & 14j +J
= P(O) est Vraic; ‘ |

p(n+1) est vraie c'est-a-dire montrons

- supposons P(n) vraie et montrons que
2n+3 — "‘j"+3-

.o i
que si w21 =—j"*2 alors u o
2n+3 — ; 23N (=) = —J i
u 2n+1 .,2 x R . & 2\2 — — nt
) ._zu =214 )E= 2 (—j2)? = ) (])( N=-1""
N + . * :

d ou u n+l — —]7_'-"'2 — u2n+3 i ]Tl+3 )
conclusion : pour tout entier naturel n,on a

3- Exprimer u?" en fonction de n et de j.

L2n+1 _ ..2n . _m+2 42 o
u =Uu Lan= _]n+2 = uZn — ] - — J .2_ _—;]n+2 2 =
1+j -Jj

4- Calculons u?* et u3l.
24 2 .1 . .
w2t = y2x12 = 1'12 = j*3 = (G»* = m* =1 Z

. 31 :
w3l = 2XI5+1 = _j15+2 = —jz(j3)5 = —j? =1%j i
I --(E): 23 + (i—-2)z2 + 3(1—-Dz + 2i—2=0.

& iy 2
1°- Démontrons que I’équation (E) admet une solution
Soit z; =a.On a: a® + (i—2) a? +3(1-9,a +

réelle
2i——2=0 =4

a3 — 2a?

a? — 3a +2
ing Blle de,(E) est donc

2 ¥es solutions de (E) .
)z + 2i—2 est factorisable par z

z3+(i-—2)zz+3(1——i)7,+.2i—2 &
=2 Bzt C) Az3+A22+Cz—Azz—Bz—C :
2+ C) = 4+ (B-A) 22+ (C—B)z—C
A)z® + (C-B)—-C= 24 (-t + 3(1—i)z +2i—2
~B=Ai:21+A (A=Y devi
e : e {B=-1+1 . 'équation devient
c=B+3-3i C=2—2
c=2-2 _
(2;1)[z2—(1—i)z+2—211=0;z=1ou 2+(-Dz+2-2i=0
A:(i—i)2—4(2——2i)=—1—2i+1—8+8i =—8 +6i;
Les racines carrées de A sont 8, =1+3i et 61=—1—3i,d'0\‘1

j ) .
| —i-1-3i : 1-i+1+3i .
{ zzz.l———-—;"'=—'21 Z3=—"—’_2 =141

-1 =

)

~22 ~
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3° Déterminons le complexe z tel que: |z, —z| = |z; — z| = |z3 — 2.
Posons z=x+iy = z—z=1-x-iy ; z,—z =—x—i(2+y);
z3—2z=1—x+i(1—y).Résolvons le systétme suivant:
{lzl—zl=|zz—zl o [ A=x+y?=x"+(2+y)
2y — 2] = |z3 — 2| {(1 x)2+y?=1-x)?%+(1-y)?
{(1—x)2 +y?P=x+(2+y)? (1)

=(1-y)? (2)
y’=(1-3)? © 1-2y=0 & y=

; résolvons I'équation (2):

= I'équation (1) donne: é
. o . A
(1—36)2+Z=x"'+24—s @—2x+§=275 = x=—§ = |z=

N =

D

Exercice 6:

I-M(z) et M'(z') avec z =x+iy et z'=x"+iy'"
1°- Montrons que les vecteurs OM et OM’ sont orthogonaux
OM(z) et OM'(z"); OMLOM & ieilR

2 x'+iy' (X +iy)x—iy) , h:
2 xz+iy . xmayr x2+ ; (" +iyN(x=iy) =
(x2+yH)eR ; don —alR o Re(zz)—O

2°- Montrons que les pomts O M et M’ sontal & Jm(z7) =0

: U 72 ; (x+iy)?*-1
OM et ON arthogonaux#x N ¢ z- T xtiy

A
L

)(
x2+y

-y2—1)] iR & x(x?-y*- 1)+ 2xy2=0 &
2-y2-1)=0;

2 _1-0 o x=0 ou x*+y*=1 =
?};ints M est la réunion del’axe imaginaire et du cercle de

de rayon 1.

eiR &

x2-y2+2xyi-1 _. 3
_u_ ciR §

x+iy
[ x(x?-y? - 1)+ 2xy %%

a) Mpptrons que (Ziz— 1) ( 22— 1) = —22

(2-1) =) - (a3 -2 (-5 G-

==Z ll ——-l -7z l—— 1| (car ZZ = |Z]?).
b) Ensemble des M d’affixe z tels que les points 0,N et P soient alignés.
-1 (——1)(22—1) R

0z z -
0,N et P sont alignés < ﬁER = zi eR & —————(Z D)

~23 ~
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(Z-1)E-D

o (RS m|(% - 1) (?2’—'?)] =0 & 7m(—22
& Im(-z%) =0, (car l-i— - 1|2 61R>.

Im(-z2) =0 < Im(—x2+y*+2ixy) =
L’ensemble des points M est laréunion des axes du repére
0 du repére. :

0 & 2xy=0 & *= 0 ouy=0.
privée de I'origine

_ (s-i)z-13-130
-AQ(1—-1i) et C(2 + 30); f(z) = —/l)z T
1°- Ensemble de définition D de f:
f est définie si et seulement si (5 — i)z- 4 + 60 F 0 & 27

(4-6D)(5+i) _ 2044i-30i+6 _. - . p=C—{1—1i}.
G-+ 25+1 =1-i ; b=tC { J
z-2-3i

2°- a) Montrons que VzeD, on a f(z) = il

Z F

i)z-13—13i z ———13 13l —(2- 31)
—-i)z- i = — z—
f(z) — S .

pu—e

—Dz-4+6i '.z_i_"_‘ T z-(1-i)

z-1+1 IM— Z

arg f(z) = arg (Z 2- 3)— arg(zM_ ) (%ﬂ—é’)-ﬂkn keZ.
°- a) Déterminons, 'ensemble (E) desmpm @gjﬂan tels que f(z) soit

imaginaire pur. 5 \
. . .
f(z) est imaginaire pur si gl seu}gme tsi argf(z) =3 [n] =

pomts M tels que |f(z)|=

b) Déterminons 'ensgl
\ C=MA = I'ensemble des points M est

ZIM— ZC
ZIM~ZA

ol
S o

//(E )

111 - M(z) et M'(z) f:M(z) — M'(z) telque z'= %, avec M#0 et M'#0.
1) Démontrons que pour Z # 0, arg (z') = arg(z) [2m].
’ 1 —
argz = arg (%) = —argZ = argz (2m).

~24 ~
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En déduirons que, YMeP — {0}: arg 7 = arg (zy — Zo) = arg(zy — 20) ©
(Z’?'W;) = (& ,0M) 2kn d’ou les points O, M, M’ sont alignés sur une demi
droite d’origine O.

2) Déterminons I’'ensemble des points M tels que f(M)= M:

) 1
Z’= - on pose z= 5 o =1 [z?°=1¢ x2+y?=1.
L’ensemble cherché est un cercle de centre O etde rayon 1.

3) Etablissons que : ZZ:T = %(iz_; 11) = —i(z_ 1) :

_1-%2 _ z-1 _1(2-1)_ i(i—l)
1-iz . iz-1  i\z+i) i2\Z+i

= i(—z_ﬁ) = _'i@ G

En déduisons une relation entre arg (ZZ—Z—T) et arg(—)

1
=Y

z'-1
z' =i

NI N
|
.

N
[y

arg C—:ll) = arg(—i) + arg (ZZ: 11) = - TE[" arg (—‘Z%%) :.-

4)M(z) avec z#i et z#1.

réel non nul. %
UM M - * -1 -
Me(UV) <> UM colinéaire 8 VM @f’%’“ SHeR 222 eR" CQFD.

Déterminons I'image.par f de la d}rgi,k\ U e@"wée des points U et V.
A % \.‘ » U

f(y

L'image de la droite (¥
privée des points U

28 = 0. >
'::v a et b tels que (E) s’écrive (z—2)(z® +az+b) =0.
t b= 14 aprés division euclidienne (ou autre méthode).

4|
|

3 (z—2)(@2 +62+14) = 0.
Ni—0; 4 =9-14=-5 = z,=—3-
[s={2, -3-15, —3+iV5 ).

i\/g,.zl:—'———3+i\/-5—

: _ 22 .4 = -
2°- (#) I'ensemble des points M(z) tel que z° —42— 4-7%;z=x+1iy.
a) Montrons que: M appartient 3(H) © x-y*=4
x+iy) y) —4 = 4- (=) &
M(x + iy) e(#) < (x+iy) —4=4-(x oy y ol
xz—yz+2ixy—4=4—xz+'2ixy+y2 o 2x2—-2y?=8 & x" -y =4
b) A, B et C les points d’affixes respectives 2 ; —3—iV5 et -3+ iV5.
Vérifions que A, B et C appartiennent g (F5):

~ 25 ~
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AG) = 22=4 = AcF0);
B(——~/3§) = (—3)2—(—\/§)z=9—5=4 = Be(H);
C(\-/g) = (—3)2—(\/3)2=9—5=4 = Ce(H)

3°- r la rotation de centre O et d’angle — %-

a) Déterminons les affixes des points A’,B’et C', ima
par la rotation r.

ges respectwes de A, B 2t

o, 5
=i —in

A=r(a) o ZA,—e4 \Zp S Zy, =2e ¢ =2cos—-—215m——

=i

B=r(B) & zg=€4.25 & 12p=

Zg, =(cos——tsm )(— —u/_) (
=21 -p(-3-i5)= -_3[7—£+

-3v2 — V10 .
ZBr = 2 + 1 2

—in

= r(C) &S zg, =€ 4 .7¢

'\/i =x+y (1) ; (1) + (2) donne:
y'-\/z =—-x+ y (2)

x=£(x'—y’)

B appartlent a () exy =-2
Me(7) < les coordonnées x ety de M vérifient x* —y?

)2__(x +y)2—4 1= -(x y + X +y)(x’ y -x - }’) 4’

r . 2
_'}{) x2—y?=4 & i{"— =1 = (H)est I'hyperbole equxlatere

d’excentricité e = V2 , de sommets S(?) et S(7) et dasymptotes A:y =x
et A':y=—X. .
(") est 'hyperbole d’équation y =
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IT - f(Z)_ lzz ; A, B(=2i) ; z¥x+iy et, z #

1) a. Ecnvons f(z) sous forme algébrique.
f(Z) — 2—i(x+1iy) — (2+y)—ix= [2+y)-
1-(x+1iy) 1-x-1iy g
—_@+Na-N+xy y(2 +y) - x(5%)
(1-x)*+y? (1-x)? +§§“’3

- En déduisons l'ensemble <"e p@m
f(z) est réel si ' f(@

EEEERRERREDRN
=]

tsiM d’affixe z tels que f(z) soit réel.

%) —1+.(y+1)2—1=0 o

= A appartient a (E);

= B appartient a (E).

| Venﬁons que i n'a pas d’antécédent par f et exprimons z €n fonction de z"

Resolvons I'équation f(z) =i:

| iz . o g -
‘ T %—Ez o 2 —iz=i—-iz & 2FI d’ou i n’a pas d’antécédent par f.
! = .

& Exprimons, pour z'# i, z en fonction de z"
| : o, 2-iz — z___—-2
-, =28 & z-zz=2-iz © 22 —-i)=72—-2 & 2= C

1-2 Z i
o Pour tout z'=# i,l’équation f(z) = z' admet une solution unique z # 1; d’ou f

est bijective.
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b.M(2), M'(z') ; C(2) et D(i). Montrons que OM = %o -

- Iz —2[ CcMr M_'C
Iz| ,&, o |zl = = © OM = m=r . "
C. Montrons que si M décnt le cercle de centre O et de rayon 1, son image

appartient a une droite fixe.

M’'C

M décrit le cercle de centre O et derayon1 < OM =1 < o= e

M’C=M'D < appartient a la médiatrice du segment [CD] avec M # A.
d. Montrons que si M est un point de I'axe réel, différent de O et de A alors
M' appartient 3 la droite (CD). ~
Me(0,é,) < argz=kr o arg (z '_f) kn < arg (—ZM'-_ zc) =

ZMr —Zp

kM D,M' C) =kn < M’ appartient a la droite (CD).

Exercxce 8:

I - Déterminons le module et un argument de chacun des‘f&
leur forme trigonométrique : : gﬁa
Z; = —2(sinx + icosx) = —2sinx — 2icos x

|Z1| = /(=2sinx)2 + (=2 cos x)? = \[4(sin?x §cos?x) = 2%

R\,

—_—— 3 Tt
argz; =0 = {c?se = =Sl o argz s
sinf = —cosx
i
2 =2e2(—cosx+isinx) =
. —cos2x+isin2x |
3T 2cos3x—2isil%'x
—[cos(n+x) + isin(m + x)].
2 2
[ Zf-) +(Zsin—"—c sl)
2sin 10 10957
.. T . T
Im— ; |z4] = 2sin—
25 10 °’ I 4| S n10
Zsinzl—';
— P (4
o el i 4 cosa = sin —
argz, = a =- n And .7 lon < ]-;19
o sing . 2singscos sina = cos—
sina = — sing = —22 10 10
2sin; Zsin =
T T 27T o T
== — === z=2$m(—)x[cos( ) 11( )]
argz, 3 10 s ! 4 10 +isin 5

~28 ~
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g U 5
A % a -
P —— — Ay § o it I o 13 ' frmorrr ® s 4

zs = (1 + cosx + cos 2x) + L(smx + sin2x) =
= (2cos?x + cosx) + i(sinx + 2 sin x cos x) = cos x(1 + cos 2x) + i sin x(1 + cos 2x)

ur

zs = (14 cos2x)(cosx +isinx) |; |zg| =1+ cos2x et argzs=x

1+tan2g

(1+itan )2 2
5= l\an),()eR—{-’zﬁ+kn}, Zg = (H—“f"—o)— = cos?’x (1+itan0)? =

cosZx

= [cosx +icosxtanx]? = (cosx + isinx)? = cos2x + isin2x; [z, =1 et arg z, = 2X.

Zg = COS2x + isin2x

i : . 510 .0 0 Y
2= sin@ + lemzz = 2sin3 cos; +21$1n2; S

. 18 o ... 6
A =2 (__) ( — _)
2 sin(3) X (cosZ +isin;

) .. .. x x . X fos %X,
zg =1+ cosx —isinx :2(:052’2—(— 2isin 2 c,osz—‘Zl.cos-z- tos
x 3 T x X
=2cos;[cos( )+zsm( ;] E(:']0;;[ 2, Cos E>0% 2cos o et

2 %
arg zg = — ;—c ; |28 = 2cos (’;E) o [cos (_E) +1smn (—2)]

_1-ePT  1-1

iy A
1—:5 1—-eS
l]
' on obtient

R
256+ 27 = 0; dott zo3+ zp* + 28 + 2 = —2,° &

a+f=-1 et axf=-1

D ; lisons que « et f sont solutions de l' équation (E) z2+z—-1=0.
ot B sont deux nombres dont la somme S=—1 et le produit P= -1

vérifient I'équation z? —Sz+P =0; soit 22 +z—-1=0.(E)
. 2
3- Exprimons « et § respectivement en fonction de cosl et cos—.

i2m ism

a=zy+z,*=e3 +e5 -cos—+Lsm—+cos—+L<m—

. 2 21
e cos—+ zsm—+ cos (277 ——) + i sin (Zn ——) = 2Ccos—
5 5 5 5 5
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{4 lem 6n
B =z,? +z3=es +es —cos—+ Lsm—+ cos—+ Lsm5

=cos-5— + lsm-s— + cos(Zn—?) + lsm(Zn——S—)= 2c os?

Signe de a et signe de B.
O<?<§ = cosz?">0¢:ba>0 l
;<?”<1r-:> cosq?"<0® p<0. : . \"
4-Résolution de I'équation (E): | ' )
22+Z—A1=0:A=5 =>21=—1;\/§; zzz—l_z_"‘\/g d’ k
ﬂ;_%. = | cos= Y51 i | cosE =
5 4 5

IH'ZA=2—4i o=l In=2z 5 I =2 ;

2 =x +y —l(X+ly) 2+4i [(y 2)+i(4 — x)][x—:(y+,¢
x+iy+i - x2 + (y + 1)2 (
-3x+4y+4 P

— T3x+4y+4 . —x2—y24axt+y+2 g
= —=7" 4 e == 7 7 et
Xty +iy l x2 + (y +1)? = i x2 4 (¥ +1)2
y' = X2 -y 4+4x+y+2 | ' S A
x2 4+ (y+1)2 E
des Ojl’lts M tels que:

2°/ Déterminons et représentons l'ensembleRd
)z’ soit réel; z’ est réel < Imy ‘*‘Q,

-9 =0’

X’ -y P+ 4x +y +2=0
7 s
3 ;) et de rayon r = >

ginaire pur & x'=0 <

—iz-21 4i
E— +1) —iz-2 + 4i+iz—1= -3 +4i

EZ'I—\/9+1 = 5,

I'ensemble (E) des points M’ lorsque M décrit un cercle de

d et de rayon r > 0.
@_. e |+)(z+0)|=5 & |lz+i|x|Z+i|=5 ©
B+ i+ DIXx +i'+D[=5 = 2+ F+1)2 xx2+ (3 +1)2=5
X2+ (+ 12 X 2+ ('+1) =25 X2+ (' +1)2] =25 o
X2+ @' +1)? = G)Z = (E) est le cercle de centre B et de rayon r' =
b) Déterminons r pour que M et M’ soient sur le méme cercle.

Les deux cercles de méme centre B sont dans ce cas confondus; d’ofi:

§=r o r2=5 & | r=4+5

S0

'=r &




| Eeswy [ V] | | G

Exercice 9:

I-1°/ Linéarisons | i i
S les expressions suivantes:

A = sin*x.cos3x = ?14 (cos 7x — cos 5x — 3 cos 3x + 3 €0s X)-
x — 21sin 3x +

B = costx - sin7x = 21; (8cos 4x + 32 cos 2x — sin 7x + 7 sin5
+ 35sinx + 24).
€ = sin? x + cos®x = _(ZSme-105m3x+205mx+cos6x+ 6 cos 4x +

+ 15 cos 2x + 10).
D = cos(2x) = —-(colex + 5cos 6x +10c052x)

2°/ Exprimons en fonction de sinx ‘et cosx.:
E=sin7x = 7smxc036x - 35sin3x cos*x + 21cos xsms’c—sm
o 7N 5
F ="sin2x.cos5x = Zsmxcos x — 20sin3x cos*x 4 10co 3 SIS X:
o

39/ - Demontrons que .z tel que 1+42%+28 = 0 est une racineo12¢me gde 1.
8 = )
1 shmiebo i g fizt gtz = somme des termes cansecuﬁi‘f{%i ine suite
£5 T

géométrique de 1er terme 1 et de raxson 24, D'oll

1+2'+28 =0 & .——11(_22) =0e=1= (z4)3—04:>1.

& z est une racme 128me’ de l'unité.
IT - 1°- Montrons que: (z + z')(z — 2)(z + xz’)

(z+z)(z—z)(z+1z)(z——1z’) = (22—’ 7;11)

°-a) Resolvons I'équation (E): (Z*%i%? '

N4
(\ﬁ) = 1. Les. racines quziltr;gé

‘&aggueur. . | A \
A B o \’\\le‘

AB=la—b|=|2+1-i =10

AB = M,M; = V10. |

v L3722 = =
a-b-  2+1-i  3-i

1+2i+i_ 130,370,
S

(BA;M;M;) = arg(i) = > et AB =M;M;

alors A,B,M,,M; sont les sommets d'un carré.
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a) Montrons que [AB] et [M;M;] ont pour mlheu M;.
4 2A+ZB _a+b

7 = —— = 71 =1y, = [AB] a pour milieu M;.
ZM, + ZM, — Z2t23 =l[a+b+‘i(b—a)_*‘_a+b+((a—b) '_ a+b, ‘
2 2 2 2 2 = T & M2M;] a

pour milieu M;.

b) Montrons que le quadrilatére AMzBMg a deux cOtés consécutifs de méme
longueur et perpendiculaires. -

ViBM, = |z _'—bl _a_i_b_“%(_b;_“l_b‘ = \/—Ela—bl.-
= |z —b\—w——@ bl = ——la—blOnadoncB 2
L 2

a:— b+t(a b) 14 !__
Hah 3t o @) = 5

- . "f."::z%
) [AB] et [M2M3] ont pour mlheu M,, alors AM;BM3 sé@garalliognamme
de plus MyBM3:- a deux cotés consécutifs [BM,] et BM d8 rpémegongueur;
donc le parallélogramme AM BM3 est un carré.

Exercice 10:

A-zo=_Q+6i ;a =

'\/_ \/5”1 . .Z-ﬁ = Zglil's neN' ; ‘;ZO) et An(zn).

1- a) Exprimons 2z, et a “sous forme algebn% o
V3T V3-1 g
= e =[5 (520

3\/'§+3'+3i\/'3'+31+3hf§—3

a.,z: (J‘+1)

4
43 + 4i

16" 3 4 :‘;_"‘“‘;

1

b) Ecrivons 2; SOUS O

tielles de zz et Z7-

;- T
- g . 5 i(E+E) = 361-2' .
BEs 1 =) ,3 = 3¢ \6 3/ = '
= 3 = 5
73-= 6( es ) €

2 J L 3 B%
. ) i 343 3 i(T+2) _ 3 ,
(1 ) E;"é"le% e?:—e‘(z)—4e6 ,
72, = 6{-€° es = O3 ) 4 ‘ A‘-A'etA%
7 - ponctuelles Ay, A1) B35

points images

~32~
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B -neN, on pose |z

l=n
I l 1- Montrons que, p?)ur tgut n de N,
L ona:n = 12(\/—)71+1
| f l2nl = lanzg) = japn s 1y,
T
R R
T = [tt4 _ i |
16 2 . ,
| aln = (\/?i)"; lzol = Vez 5 ¢z R
=6V2 = 127 e ©
. : 2 3
T = J2y| = 1202 (‘ZF) =12 (‘/_ G CQFD
2-En dg

duisons la nature de (7 ) , ; 55} ‘
n ; : 3 T
Th = 6V2 (\E) = () est une suite géométrique %Q

2
terme To =6V2. - -

3- Determmons la hmxte de la Suite (
L 7(2) -

Intelpretatlo tQuand n — 4

4- Déter minons Je

SE confond avec l'origine O.

\ ‘t_e] que 0A, <1073, ;
/%, ,' el - &Z _ 1
Ofn = lz] = 1, sufﬁt;ri NI(R) S0 e ST o
103 < 22

P %inZ‘ > In6v2 x 103 o

2
stilte geomemque de 1elr terme 7, et de raison

2 n
3 h= To-(g) '
s uPhe Suite anthméthue de “1er- terme Bo€ [O [ et de raisop ?33
2nn : .

et zpz,2, = 8, Déterminons Zy,

2, et Zy.
*42;1.2 =8 & nryelbo X1 e'%1 x Ty 8‘92 =8

(==} TO Tlrzel(eo+61+92)

8 o
. 2
{9 r;r17‘29=-82/C ;ke‘Z @_ ToX - ToXTo() =8 { TO;S
o + 1+..2" m B+ 85+ 300+ = okg =5 Gk=-1)
| 60[0; 7] 0<—(k—1)<— = k=

1 = 90=0;d‘00:

' — 8 iZTrI 3
. Z3 = <p¢ i
' : Z .

~33~
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4- a)M, (z,,); pl_a;ons. les points Mo, M,, MAZ et Mj,

b) Calculons ||M;M, || en fonction de 1. ‘

Mn(z,) = M, (, cos On i1y singd, )

Mn+1(Zns1) = Mn41(Th41 €08 041, T4 Sin On+1)

. M
3 2 !
Tn+1 CoS 0n+1 — —’rn Ccos 9 | + .2_13 i

3 A3

7

: _ 2 , o oom
Tn+15IM0pyy = S7;sin (Qn + —3—)

IMuMis || = Ern cos (Bn + %’3) — 73 COS 8,1]2 + rn sm 2&:’“’\ ’gsm 6 ]
_J% 2 12— %r,;z [cos 6, cos (Géj ) + smgg};m (6 + )] i
i ‘ —

133 o 20 2 192 Y19 !
5 n +3r s h” =5
5 I = n <
+ +.\|MnMn+1“
n+1
(ro+ m+t Tn) ﬁ To X (3)2
lim I, =319 3
n—-+o 3
I - ABethaff".e 5
) = et ae]—m;0]:calculons sina.

Bt o S =
| = |sine =75
z-20 _ 1-3i z-2| _ [2 - z-20\ _ ., .
; g == 0 & 1‘-2;"'"\]'5 - arg(l_n)—a,dou
i 2 003\ __ 1, 3i,_ 1-3i
e f‘(‘f“?)— i aatly
Déduisons z et vérifions que, le trlangle ABC _ B |
est isoccle. )
::zt = 1;3l & 7= —'———"(1—-305(1—21) "I" 21_'—1+L ) ZC=—-1+1 A
CA=lzp—zc| =14+ 1=il=5 -; 0|4
BA=|zy —2gl = |1 - 2i| =5

~34 ~
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Ll EEma=

_ |2 2
BC= \E X BA = \Ex V5 =42 ; BA=CA alors le triangle ABC est isocéle en A.

Exercice 12:

I - 1) Déterminons les racines sixitmes de l'unité sous forme algébrique.

c 2kl
e sont les complexes w, =¢ ¢ =¢€3
{n 2n
0 % w, o33—2+12 ; Wy, =e€3
an ‘ '
_ Un 1 .V3 w1
wy=e3 =—-—ji— ; = ==—i
4 5 12 H (1)5—83—2 L

2) Calculons (1 —i)®.

(1-0)° =1+ 6(=i) + 15(=0)% + 20(=0)* + 15(—1')4 + 6(=0)° +
1=8i. \
3) Déduisons des questions précédentes les solutlons de ]equa

=1-6i—15+20i4 15—6i—

826 +i=0 o 8izb+it=0 & (1—-1i)°z 6—1—0€w ]

NS

—DE

avec ke{0;1;2;3;4;5}).

1 .V3
—'2"+l.-?

=8i

£

(1-1i)z est donc une.racine sixieme de l'unité;On Falors :
A-iz=1 & zo_—__l_=£i_‘ i;
1-i 2 U
=iz = & e ' _ 1+iV3 (1+zﬂ(1+:) 153 + i(1+43)
A-Dz=5+iT & =31, %&4 e
1—i)z = — = V3 _ -1+iV3 +l\/—)(1+1) —1-v3 + i(-1+V3)
1-i)z SIS 9 n T i € .
o -1 - . "._
(1—1)2 =-1 ©© Z3 = zl %
—z=—1_iB 11— (-1'nﬂ(1+:) —1+r-1(1+,/')
1-iz = [ S Zy ZEE\")&;
(1_1)Z=_—i§ = ‘/—) |7 {ZO'ZIIZZJZBIZS}J

II - 1) Résolvons dans C I'équ
A" = (27 cos a)? — 22% 5 28 cos
A" = 2%%sin*a X i%les raci
— —2% sinGx
5, =-2 LSlnq%’I;; olufion

=2 Lsma—Z"‘
= 2% co 2% sina = 2%~

kg
ou a=—-.
6

III - Déterminons les racines quatriemes de —1.

—1 = ¢i™; les racines quatriémes de —1 sont les complexes z, =€

1311'

de 023 zog=e+ =7 tt5 Z, =€+ =
l77t \[— ‘\[—
—p a2 =— — 11—
73 =€ = i

Déduisons qu
polyndmes de degré 2 a coefficients réels.

~ 35~

V2o, V2

2

2 (2“+1 cosa)z + 2%* =0.

G 22a = 220(cos2q — 1) = —2%%sin’a
s carrées de A’ sont: &, = 2% sina et
dans (II de I'équation z% —

(2%*1cosa)z + 24 =10

(ﬁ“ ‘“) Determmons @ pour que le triangle OAB soit equ1lateral

— 22 < OA= OB = 2% 0AB est équilatéral <& arg|—)= =Z ou
3

(1! an)
k variant
tSn \/17 ﬁ
b Zz—-C‘ =—’—2—"‘l'§‘,

e f(z) =z*+ 1 peut s’écrire comme un produit de deux fonctions




nf(@=0; d’ot

i 2o 2y Zz et z; sont les solutions de léquatlo

f f) = 2 +1 = - 20)a=m) = 2~ %)
= vz .2 NF) vz ___‘ +1——
—(Z———l )( +——1—2—)( LAERY )(z

=[-D)- (- u<z+f)—l—n<z+—)+w1
B (e[l (] = (T D

.f'(Z)?(Zz—ﬁz +1)(zz+ﬁz+1)

Exercice 13:-
1- vzeC, h, (z) = (1—2)z"
1°- Résolvons l'équation h,(z) = ho(z) pour neN*.
ho@ =1-2z; hy(2) = ho(z) & (A —1z)z" =
izkm
sont les racines nitmes de lunité cest-a-dire z=¢ 7 g
ho(2) =1 ‘ -4
o { MO=1 .
el =11 -2
a) Montrens que I'équation lz| =
Soit z= x + iy, (x,y)eR? ;
x= l. Les solutions de cette équatio

|1—1z| aune mﬁmte de‘olutlon
2] = |1—zl4:> x +y2%1 x)2+y =
& lexes Z=7 + iy . yelR

b) zo une des solutions de |z| =
arg (1 — ‘gg)i= arg (— - Ly)
|Zo™ (1 — zo)| = p™ X p = PFEG

c) En déduisons que ley syste e

‘%}2‘ nadmet de solution que si n=1[6).
20 étant une solutlo e la d

e équation du systéme, elle est egalement
5 nsi hp(zg) =1 & zs"(1—2p) =1 &
i(n-—1)e=e12kn' = p=1 o ;+y2 =1 & y:_z_

N » so 8T .
¥ = z,"(1-z)=1 & !5 = g2kt o

("‘1)"—2k1r o n—1=6k & n=6k+1,keN &

':4:: 1—20 = ZO = Zg (1 Zo) =1 4: Zo Zo =1 ZoZo(Zo )— 1
1 o 7" l=1 e 1 6k =1 = l'ensemble solutlon du systéme
¥3\°

~“ ; zo ‘
£ fsemble des comp]exes z tels que z=zy%% = ( 3

II - (5)32—2ﬁ2+4=0.

1°. Résolvons dans C I'équation (E).

N 2 . =
=(V3) ' —4=-1= = z=V3-i et z,=V3+1i
2°.La suite (M,) des points d'affixes z, = 2"et _lsnn &fini
est défin
a) Vérifier que z; est solution de (E). e pour nz L

== T .
,=2e% = 2(?— 15) =3 -1 est solution de (E).

= g2k kel

~ 36~



b) Ecri

) cnvons(z; et zz3 sous forme algébrique.

)n
7 =2%" " = 40¢ = 4 (3 tn
c) Plagons | e 4( +i )~2V +20 3-—8(_’1‘5_-—41/ — 4
es points M;, M,, M
3 et M, dans le pl

(MiMa], [MoMs) et [M3M, ] ) plan et tragons les segments

Z4 —1626 =8\/_+8l

"
-
:
-
N
|

7.
}{Ax_ N\ o

[ ‘Q;)p
gl
LI

B
NA™

| et

7 = ,@% &

T-\ﬁ
—
—
—
. ———
I
3
=

(T T LEBRRT
1 (=1 (-1)'n
3°- Montrons que, pour tofer =40 zn:zn(g.*_(__lzﬂ) . gz =2meb e =

= 2% (cos [(— )n", §) = 2 (cos + (=1)"isin ) P (’[— co ) CQFD

A4 3—41—2\/_—-21|—|2\/— 6l|"4}/—.‘

o3 5 L= M;My + MMz + -+ MaMsy -
entier n=1, I, =2V3(2"-1).

o+ MpMny —2V3 + 223 + 2243 + -+ zn\/“
+ et 2")—2\/_><———'-—2\/—(2“ 1). CQFD
r tel que I, =1000. -
ln(muo 1 1)
1000 23/
e 22 o +1 &nz -

| L “c + 2% + 23
| b) Determmons le plus petit entie
I, > 1000 < 2V3(@2"—1) =2 1000
n> 8215 = n=9.[l, 21000 = n=9

Exercice 14:
I-AQ0), M@ ,M@), f(M)=M et z—zz‘zzf.
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: i jants. |
1°- Démontrons que f admet deux points invarian ‘ o
lement si {(M) = ‘

Un point M(z) est invariant par f si et seu
2z-5 _ . o Zz_4iz+5=0:ﬁ Zy

fM)=M & z'=z & ey ; et Si

S — .
f admet donc deux points invariants B et D d’affixes respectl\ée e
2°- Démontrons que f est bijective et déterminons sa bijection réciproque.

=—i;21=5i.

Exprimons z en fonction de z'. 2i7' 5,
¢ _ 2iz-5 : . 5 & Z’Z"ZiZ — ZiZ’— § & 2= 2 B
z' = & z2'z—2i7 = 2iz- e ‘

VA — z' ’s;l
3°- Démontrons que la droite de repére (0,e), privée de A, %Tlegm
X

Les points B et D mvarlants par fappartlennent ‘a ggéé\zv db; 12 (@ e;) = (BD).
On a f(B) =B et f(D) =D, alors f(BD) = BD = la‘Qgr’ )
globalement invariante- par f. :

4°-a) Démontrons que: |z’ —2i| X |z— 2i] =09. % D4
2iz-5 ' :21:2_5_2[2-—4‘.:9.

invariante par f. : @

'Z' = le X IZ— 2[] = = — 21] X IZ —-'El
b) En déduisons I'image par f du cenclé “_'-tre A et de rayon R.
Le cercle (C) de centre A et defray : 'éﬁni par I’ensemble des points M

du plan vérifiant AM = R.
|z' — 2i] X |z—2i]| =9 =

II - A(1), B(-1), M(z) tel que zz' =1, z#&O

1° a) Détey: mons PN

1 C
ssecu«ce de I'angle MOM’. B A
ontrons que: =i 0 1

arg(OM, OM’) = 2 arg(OM, 0A).

- ' r I
arg(OM, OM’) = arg (Z;) = arg (Zziz) = i
= arg () = —2argz = —2(%,0M
2 (Wf, ﬂ) =2 ((Tﬂﬁ'), les points A,

I
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N oL

0, B étant alignés alors la droite (AB) est la bissectrice de I'angle MOM".
- Démontrons que OM x OM’ = 0AZ
OM X OM’ = |z| x |Z'] = |zz'| =1 et |z5| = OA =1, alors OM x OM’ = QAZ?.

2°-a) Vérifions que: Vvze C*, (“z = 1) (“zz Hi 1) - (z;z)z.

z+ 7 Z 4z _ z + z2\2 , _ 224222 + 22 - 427
1) = (557) 1= () o =T
b) I le milieu de [MM . Démontrons que IA x IB = IM%

z+z',_ z

ZI:Z:Z' , lezM;le‘:.’Z_

mxm=le—z,lx[zB—z,[=[1—(’”)]x] 1-(2)| =
z +7 z+27 z + 7' z+ 7 2'—12

=[S e = - ) (1)l = |G

Exercice 15: :

i I-M daffixe z #— 2.1', M' d’affixe Z = f(z) =

z—=2+1
z4+2i°

1°-0n pose z = x+1iy, x et y étant deux réels. 2 Y
a) Déterminons les parties réelle et imaginaire de Z en fonction de x et y.

— X-2+i+1) _ x-2+iy+)x - i(y+2)] _ x®-2x+yiiBy+2 | . —x+2y+4

x+iy+2) X2+ (y+2)? 5 T x4 (y+2) X+ +2)?
[ Z=X+Y avec X= [x—2+i(y+1)][xg~‘¥i‘(y .y = —2x+2y+4.
SN x2 + (y +2)?

Laffite z tels que Z soit réel.

—x ¥y + 4 _ —
m =0 & x + 2y + 4 0 et

:;72 L’ensemble (E) est la droite d’équation

x2+(y
b) Déterminons I'ensemble (E) des ¢ m
Z est réel si et seulement si ‘ '

x2+(y+2)2¢0¢: ,' %
—x + 2y + 4 =0 privée du pointide coordonnées (0; —2) (point d'affixe — 2i).

- 5
c) Déterminons ]'ensemi%f) déj%g@mts M d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur.
Z est imaginairegpur Si €gseu entsi X=0 & x2—2x+y?+3y +2=0

— MMTI .y estréel & argZ=km keZ & arg(z zg )=kﬂ =
Py

z+ 20 ZM — 28
(%MA) = kn = les points A,B et M sont alignés; I'ensemble (E) est la droite
'(AB) privée du point B.
Z est imaginaire pur & argZ= - +k1r keZz < (—’ MA) == +th =
I'ensemble (F) est le cercle de dlametre (AB) privé du point B.
b) Calculons |[f(z) — 1| X |z + 2i].

f(z) = 1| X |z + 2i] = ]z:;"— 1] X |z + 2i| = l;z%;il X |z + 2i| = |-2 — i] = V5.
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» r un méme
4 En déduisons que les points M’ sont tOl:;j”
parcours le cercle de centre B ct rayon
Soit I le point d’affixe 1. Vg |z
i1 =+5 & IZM
i) — 1] x |2+ 2] = V& & [2—1]x1z+2l
& IM'x BM = +/5; M parcours Ic cercle
alors IM'= 1.Les points M’ sont sur le cerc

I - A, B et C les points d’affixes respectives @ = 3

|
ks

-—-Z|l X IZM - ZBI

de centre B et

le de centré 1(1;0) et de rayon 1.

&

cercle lorsqué le point M

V3. p=a et ng'éﬁ',
_+l2 ) A

Partie A : ' v
1°- Plagons les points A, B et C. l—/ ) ' :\
2°- Démontrons que le triangle ABC - ' =2

est équilatéral.

et

3.3 l.\/:?
zZc-zpY _ = =

2 2 2 12

3

3_¥3 -
—arg (1 ,f)=arg(-2;@>=

g () g (1412 =5

alors le triangle ABC est
équilatéral.

3°- Ecrivons a, b et ¢ sous_forme 4 '

exponentielle '

-—-—+z \/—(

Jia.

"é f(z) = 172 A’ B’ et C' les points images respectives
3

points *": et C. ,
: s forme exponentielle des affixes des points A, B et C.

2 ism

v V3
—1i(3+i—3 =-Z4ci=ec
3 \2 2 2

izcz—-zx9— 3i =3ez.

b) Démontrons l'alignement des points O, A et B’ ainsi que celui des points

0,B et A’.

in
Za-Zo _ ZA _ ‘5:: — 3 ¢€R*, alors 0, A et B’ sont alignés.
zgr — 2o Zgi e6

ism

.. 1 * ] 3 A

Zar=%0 _ E - £°0_ = L eim = v eR*,alors 0,B et A’ sont alignés.
Zg —Zo Zp Ve & 3

~ 40~
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) ‘ l l'x l 1 "
J i i

c) Plagons les points A’, B’ et C. (voir figure)
2°- Déterminons les points invariants par f.
‘=z & §i22=z & z(iz—3)=0 & z=

z = =0 ou z= —3i; les points
point O et le point I d'affixe —3i.

invariants par f sont:le
alors M’ appartient a la

3°- Démontrons que si M appartlent a la droite (AB)
parabole d'équation y = — Ex + ;.

Soit z =x+iy et z'=x'+iy'ﬁM€(AB) &z

= % + iy.L'égalité 7' =4

s'éerit: x'+iy"' = % G +1y) e x'+iy =-y+ l ———— %\
X' ==y x'=-y xX'==y g%%ﬁh
,_3 2 e 1, 3 () & L3 alors le po
Y oIy V=373 Y= i3 & ,_
z Me(AB), @l

appartient 2 la parabole d'équation y = —

Exercice 16:
I - Résolvons dans C l'équation (z+ 1)°—(z— 1)5 =0.
(z+1)5 = 25 + 5z% + 1023 + 1022 + 5z + 1;
(z—1)5 = 25 — 52% + 10z — 10z® + 5z — 1.
L'équation devient 10z* +20z%+2 =0 ‘@752

10z2 + 1 = 0. Posons z*> =Z;on a
5 t — = 2_—5+2\[5_ ou
gh= =

5224+10Z+1=0; A=

—s-25 _° :
22="" zz=—(

(Z+1)5—' 5—2\/51

—iz|.

% ivalente a I'équation (1+iz)3 - L
qui a 1-iz 1—itana’

__ (cosa+ isina)*
- : -—cosa—sma+21smacosa—
cosZ?a + sin‘a

1+i23 e et ) 2 .2
— = |cos 2a + i sin2a| = cos 2a+sm 2a=1

= — |1+lZ| |1 — iz]. CQFD.

: ‘1+1z|

% . |1 -iz]

b%En déduisons que z est réel.
Posons z = x +iy; |1+iz| =|1—1iz|
1-y)2+x2=1+y)*+x* & y=0= 2=

& |1%y+ix| =1+y-ix|] &
x et xeR; z est donc réel.

: " 1+itana . ;
2. Exprimons en fonction de e'*
—itana
1+itana
= cos2a +isin2a = (e'%)°.
1-itana

= o ey
3. z=tanp, fe¢ 2,2[.
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a. Ecrivons I'équation portant sur p traduisant (E).
(1+itanB)3(1—itana) = (1-itanB)*(1 +itan @)

i 3 1+itana
S - 3 I'équation (2 vitanfY" _ 2T o
Résolution : cette ¢équation est équivalente qua 1-itanp 1-itana

a

(eiZﬂ)3 — ciZa P 3/} =a+ 2kt & ﬂ =;+2—k3£ . k6{0,1,2].
b. Déterminons les solutions de (E).

. a a,2n
Les solutions de (E) sont les réels zo=tang, z21 = tan (; + 3) )

I - f de C* dans C' définie par: f(z)——.

1. Déterminons les parties réelles et imaginaires des images de a =
: in

B=1+e3. .
f(ct)———l—i"—z3 et f(B)=—p= S Clnl )

1+ 2

1+e3 -+
Re(a) = Re(B) = . .’Im(a) = ——‘/zz et Im(B) = ~3 _
2. a. Déterminons les éléments de €' tels que f(z) = é
fz) =z © §=z o 22=1=17,=-1 et zz=‘1.
b. Déterminons les ¢léments de C' tels que § J.) = Z

f(z) =2 & z=1 e |z| =1;les élén en de C sont les complexes z de
module 1. bR

.'_-Jvﬁ;k r

2 en fonction de ceux de z.

lf(Z)l = 1—2" = TZ_[ ) arg[f(Z) = arg(»%%"‘ _argz ‘ - ‘
d. Déterminons les parties Lelle etz%a(g}unaggralre de f(z) en fonction de celles de z.
Rel@) = T ¢ Gl qgf%;ﬂ"w

el “@4}

3. Etudions fof. fo %’? —Rf,[ 2 ﬁ(ﬂ =1z; fo f—f alors f est bijective.

c. Déterminons ,le module et un arg‘ug\e‘ tded(z3

En dedls que 1%2 —1| =1, alors |f(z)| = \f(z) %1 A

| =4 )\——n— 21.5i lz—11 = 1, alors |f(z) — 1| = lz-.—_ \f(D)\:

: _ Z"';' % %'%_ 2z-1 % 2-z _ 2z-1 % z-2 1
; T -2 i_z' = 2@ " 2a-20  2G-2) 20@z-1) 4
6. A(T

centre A et de rayon 1.

si M est sur le cercle centre A et de rayon1, alors AM=1 & [z—1|=1 =
If(z) — 1| = |f(z)] & AM'=O0M' = le point M’ est sur la mediatrice de (OA).

Exercice 17:

I - 1. Ecrivons sous forme algébrique le nombre complexe ¥.2%%2(—i)¥

~42~
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9, M(z) et M'(f(z)). Donnons une constructlon de M, si M est sur le cercle de




20020 Nk _ . s A - 2002
§k=1 ( l? it ol G ) L S GV I, (=1)2°°2 = somme des termes consécutifs
une suite géométrique de premier terme —i et de raison —i; alors

20020 Nk _ . 1 — (—i)2002 —2i
002¢_ik = p= = T2 _ a4 . 2002, . i
R GRS oA TR (i) = —1—
2. Déterminons sous forme exponentielle Je nombre complexe z tel que:

Iz] x |-1 +i.l =12i+2| et arg[zx (1-v3)] = >+ 2kn, kel
On a: |z|= ’::f,: [-2i] =2 ; arg (1-v3) = arg[Z G—z‘/—g)] =-Z alor
arg[zx(l—-\/@]= ';r +2kn o argz+arg(1—@=§ + 2kt =

Ism

- .
argz=;+;—r+2kn = argz=%+2k7r = z=c¢o,

3.Déterminons 'ensemble des points M du plan d’affixe z tels que:
A arg(z” — 4) = arg(z + 2) [n). -

I. e(” —4) =arg(z + 2] < arg(z?-4) - arg(z + 2) 5‘;% \

arg (21 :) =kn < arg(z - 2) = k. Soient A(Z)éE;%CZ) :

= arg(ZM =Zo)E by = (ﬂ;m) = ki = le%s

droite (0A) privée du point A.
b. arg(z—-3 + i) = —g[Zn]. %

Soient B(3 - i), M(z) et M'(z). arg(z¢=3 HY= -2 2n] = (am') =~ >+ 2kn
les points M et M’ sont symétritfé‘_- )ar r al'axe réel, alors
emble 'p S\é

(4,BM) = g + 2km. L'ens
B ' pente q = g

- Soient x,y et z trois nmlz‘re

ints M¥est la demi- droite d’origine B et de

RN

-.A

v

| A /
' a
B

Y

o
5]

£ 7% e 1l,on a i=§.Ainsi,x+y+z=1=>
e + 2+ 2=1.CQFD
y oz _

z ont les racines de I'équation (a —x)(a-y)a—2) =0, d'incon’nue a.

5 +y + 2)a? +‘(xy+yz+xz)a—xyz=0. De i + i + §= l,ona"
5€; > + ¥z +xz) = 1. L’équation devient alors a® —a® +a—~1=0
(@a=1)(a?+1)=0:les solutions sont 1, i, —i. ‘
~—5 2% 20, M(2) |
1.2+ 2i, on pose z=2i+7re®, r >0 et BeR.

Ecrivons z'—1 3 l'aide de ret .

: Z+i 3i 3i 3 i(E—a)
z —1= —-1= = —= = —g\2 :
z-2i z-2i retb r

2. A est le point d’affixe 2i.
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O

g'=1|= 3

xe z pour lesquels l

i6
i0 7__2,_——-e'8 S Iy —Zpa =€

2. Déterminons 'ensemble E; des points M d’affi

3 =2ite
|z-1=3& =3 e r=1=1

- —'),,” ! feR . L'ensemble E; est le cercle de centre A et de rayon 1.
{( . | f tels que arg(z’ — 1) = —n (ZJT).
b. Déterminons I'ensemble E, des points M d’affixe z tels q ]
= L = e 0= —(Zn) lexpreSSIOn ez
¥ s —_ = -——0=- + 2k f—3 .
arg(z'—-1) = : (2n) & . .
_2i = reild ", = ble E desag» ojnts M
devient z —2i = re’(4 Zk") (== [(ﬁ' 4M) "‘n+2k7r I’ensem 2 4

e

est la demi-droite d’origine A de pente a = .

c. Représentons les ensembles E; et E;.

n
>N

.

bec sty

Exercme 18:

I-A(-1+1i) ; B(-1 —1) i
1. Etudions la nature de§*r
Zc_2a _ 2i+1-i
zD—zA_2-2i+1-1§ -3i

Zc.7ZB _ 2i+1§%§.s

LS -
k>
I

LN
e T, v f* = (_4 BC) == = le triangle BCD est rectangle en B.

2. Démorygés quéyle pomts A,B,C et D sont cocychques '
£ . .

uisons en le centre, le rayon et une équation de ce cercle.

Le centre de ce cercle est le milieu I du segment [DC]; z; = Z22*t2%c _ 2-2i+ 2i _ 1-
2 2 ’
_ DC _ |Zc —zpl _ [2i-2+2i] .
son rayon est r = s = ) = ) =|-1+ 2i| = 1'/"5;

une équation de ce cercle est: (x —x)*+ (¥ —y)? =12 & (x— 1)2+y2=5
4. Faisons la figure compléte. '
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2

0 ‘ :
II- a=e75. %\
. ) izm\ > . \%}
1. Calculons a®: a° = (eT) =) glell o, ' %)

2. Démontrons que 1+a+4+a?+a®+a*=0."
1+a+a®+a®+a* est la somme des termes conséc;ufi{s d'u

negsuite géometrique
Neiad

5

e s
de premier terme 1 et de rai: -d'of : 2% g3 N4 —ﬁ e 11—
p . raison a;d'ol, 1+a+a a&,#% e -
3. Montrons que a® = (@)% et a*=a. ' |
—=i2n —iam i

a=es = (a)’=¢es ; a*=¢s

’

at=¢s = ei(zn_zs_n) = eiszn'

4.En déduisons que (a+ @)%+ (a+§
1+a+a?+a+a*=0

[s= 22, 25

A=20 = x; = 7ot A

)

s,?s.’:f. L'équation (a+a)*+ (a+a)—1 =0 est équivalente

6. Calculons a +

g 2 (2% 2y
s ] -!—2cos5 1=0 ¢ 4cos (5)_+2cos(s) 1=0.
= x, on retrouve J'équation 4x% +2x—1=0.

2 © —1445
>0, ona cos(?")= |

Exercicéi19:
. I- Démntrons de I'inégalité triangulaire |z; + z3| < |z;| + |zz|.
1. z; =nre'®™ et z, =r,e'®. Démontrons que |Re(z,2,)| < 1175.

. 7,7, =nyrel@=%) = Re(z,7,) = ryr, cos(a, — a,). On sait que |cos(a, — ay)| < 1
= nrnp fcos(ay —ar)l <, & nncos(a — @)l S, & |Re(z,2,)] < n1yry.
2. En déduisons que |z, + z,| < |z;]| + |z3].
Calculons |z, + z,|2
|21+ 22|* = |rpcosay + 1y cosa, + i(ry sina, + 15 sinay)|

i
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' R
- . )_“y »-(-, s
§ e Gy
)

n,%‘r“%,ma.b,h
i ’%«‘e‘?%a'# =

i
iy 4‘//

{

: 2
+7;sinay)

1zy +Zzl = (r1 cos a1 +1yc08az)? + (r Sin@y
= 1,2 4+ 1% + 2ryry(cosag cosaz + sina; sm a;) )
= 1,2 41,2 + 2y cos(a; — a;) = nt+ R+ 2Re(z172)
= (r; +1)? — 21,13 + 2Re(2122)
= (r, + )% + 2(Re(z,2,) —1i12) ©
|2y + 2,|2 = (r, +13)% = 2(Re(z,7,) — 1i72) ; Etudions le
|Re(2,2,)] < 11y & -1y < Re(z7) € m2 & ~2n
& —anr < 2Re(znz) —nin) <0 @ lat+zl Sy +1p)? S0 w%
B+l S (42 o |4zl < (al +laD? & la Tl <14 %?
3. Trouvons une relation entre a, et a, pour qu'on ait |z + 2| = |24
21+ 27] = lasl +|zg] & 1y + 7 = (lzal #1227 & '
n°+n? +2nnc0s(a —a,) =42 +2nn S cos(ay
@y —a, =2kn & |a; = a,[2n). ’

|z| = |z — 6]
S):
(5) {arg(zz) ='g+ 2km, keZ -

signe de cette différence :
"< Re(z,7,) — T4z <0

—t ¥

1. Donnons le module et un argument des complexes a:
c=3+3i.

_ 3 S
a=vV3+i = 2(73 —) = 2(cosz+isf < Y Ial =2 et arga) ==
b — _2 + 2. = _ N i . %
a i=2(-1+1) Zﬁ(@
bl =2v2 et arg(h) ==. ,
c=3+3i —3\/_( +17_- 3¥2, _,r@” +isin£) = '|c|=3\/7 et arg(c)zg-.
| | 2.Seul le complexe ¢ véri e %t:?e (S); en effet: c—6=—3+3i
| lc = 6] = |C|"'3\/_ tg(c 2arg(c)—2><—=—+2k7t
‘ ’ 3.M(2), A(6). tradulgfins géo tnquement les deux contramtes de (S)

‘%ﬁ oM = AM
A\ - (u,51\71) =24 2k
2 4

Exercxce 20
—-iz-2

M dafﬁxe z (z # 1), M’ d’affixe z’ telle que f(z)—z =—

A,B et C les points d’affixes respectives @ = -1, b=2i, c=—i.
1. C' image du point C par f.Donnons l'affixe ¢’ du point C' sous forme algébrique,

I

puis sous forme trigonométrique.
, —ic-2 (-)*-2_ -3 _-3_ 3., r_ -3 3.

c = = — =——=——7l :
c+1 1-i 1-i 2 2’ 2 2

~ 46~

Scanné avec CamScanner



2
Sy R
N .rvif?»éﬁf TLEAI

-3 in (s
c'=—-= e =—?—e'4_n- C'—i‘(cos5"+is. 5T .
’ - — | b e e
Z\9° ‘"4) ¢

2. Calculons l'affixe d du point D ayant pour image par f le point D' d'affixe d’' ==
2

l="id-2 1 _ —-id-2 i S
d = - o d1+2)=-5 & d=—>=-1+2i; [d=-1+2i|

G4 Z dEi 142
3. Pour tout nombre complexe z# —1, p=|z +1| et p'=[z" + il.

a. Démontrons que pp'= V5.

pp'=1(z + D' + Dl = |z + 1) ('f;fu)] Cleiz - 24iz+i] = -2+

l b. Montrons que si M appartient au cercle (I') de centre A et de rayon v’

appartient a un cercle (I').
Ona:pp'=+v5 & |z +1] x|z/+i|=V5 & AM X CM' = /5.

Si M appartient au cercle (I') de centre A et de rayon 2, Agg 7= gff—z-,
) Y

alors M' appartient au cercle (I'") de centre C et de r‘ay(% -554‘??;

S z-2i 1 o
4-w—z+1,2¢—1. ' ﬁ".“
rgument x@xo% bre complexe .

a. Interprétons géométriquement le module et I'a

«:y,t

T lz+1l  lzm-zal  AM :
b. Montrons que z'=—iw: —iw= —i xé‘g%j =z
z 7t 1
c. Déterminons géométriquement l‘es%tﬁ\?% %ﬁ’ ¥points M d'affixe z telle que

aginaire pur & arg(w) = -275+ km, keL.

z' soit un réel non nul

b - L
52 le cercle de diamétre [AB].
(F) est E_:E—_-:l_z’ﬁ et ‘'son rayon est

artient aux ensembles (I") et (F).

2 2 .2
d. Vérifions que ;
d|d—a] = |—1+2i+1] = [2i] = 2 donc De(I).

AR

De(T) 2

' _(xp\f_sx \ Op

. ,, Ato-s ensembles (), (F) et. (.

—1)2=§; (—1+§)2+(2—1)2=(121)2+1=%+1=;5~
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Exercice 21:°
Soit I'équation (E): z5 = 1.
1. Résolvons dans C I'équation (E

z est une racine cinquiéme d
i2km

; Zk g ET, k6{0,13213l4} . €8

.solutions de (E) sont les complexes
i - 4n ien | fem
_’22=es,z3=e5,z4=es_

es solutions de (E) est nulle.

B Tk
3 SR 4 o 4 k
2k=0€ 5 =X=o (e 5 ) = Yk=0(z1)" =

20+ZI+ZZ+Z3+Z4L—

&

; 1-(z)% _ 1-e® _ 1-1 4 _
= —, Tr = i =0 © Lk=oZx = 0.
] & 1-¢€5 1-es :
, 4w 1
En dé +cos?=—5.
iam 1134 ism

+es +es +es =0

' i2m lam . 47 g 21
1+es +es5 + e‘(z’“?) + e‘(z"‘?) =0
i2m 284 —i4n —i?m

—~ 14+es +es +es5 +e= =0
< 1+ 2cosz?n+ 2cos4?":0 = 1+2(cosz?n +cos4?n =0
b &

2T 4T
&~ Ccos— COS— = —-.
2 5 L 5 2

3. Démontrons qu-e cosz?" est solution de I'équation 4X2 4+ 2X —1 = 0.
2\ 2 21T _ 1+cos4?n 2r 2n 41
4(cos?) i 2cos—5- -1= 4(—2—) + 2cos? + Z(COS? + cos—) =
- 4 2n o _ 2n . 1
2+ 2cos - t4cos . + 2 cos = —2+4(cos - tcos 5) = 2+4(—§>=0,
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alors cosisi-ri est solution de I'équation 4X? +2X —1 = 0.

En déduisons la valeur de cos%.
-14+v5 . e

Résolvons I'équation 4X2+2X—1=0: A=20 = X;=—, 4

2 ) Py 2 -1 +\/§
cos— est solution et cos— >0, alors cosT- = —

4 (E'): z—-1)5 = (z+ 1)5, zeC

; A " zo -1 _
a) Démontrons que si z, est solution de (E’), alors L:H’ =1

Zg solution de (E') & (zp—1)°=(z,+1)° &
29 —1)° -1]5
(2:4-1) =l = lzZ:+1ll =il = Izo+1l_ L
En déduisons que les solutions de (E’) sont imaginaires pur
Zp—1 =1\ 7zg — 1\ - -1
el=1 = GRED -1 = ERER) -1 g
(2o =@~ 1) = (2o + D(Z + 1) = 207 — (20 +Z )“21' \= 20203
S Azp+7Zp) =0 & z5+47;=2Re(zy) =0 & fRe(’Z )3’" g
imaginaire pur < les solutions de (E’) sont lmagmalres ures
b) Résolvons (E’):
(E') est équivalente aI'équation :
z° —52% + 1023 ~ 1022 + 5z — 1 = z5+ "ﬂ 10y} 41022 + 52 +1 <
10z* + 2022 +2=0 ¢ 5(ib)* + 1O§§‘+ h=\0¥ 5b*—10b2+1=0
22

A'=20 = p2= 525

#b sont deux complexes conjugués.

iem i10m i12m
7 et b=e7 +e7 +e7
' —izm —lam —igm : B
2 2n-2
leXco; uguedea a=e7. +e7 te7 = ( )+e(" )+e("7)=

7 =b; a=b, alors a et b sont conjugués.
-Démontrons que Jm(a) > 0.
2 . . 4w . 8m _ . 2m . 4w . T

Im(a) = sin—= + sin— + sin— = sin— + sin- sin~

T . 4T

—€]0; [, alors sin—>0 (1);

w 2w T T 2 3 . :
> et — appartiennent a I'intervalle }O;;[ , 7” > g et la fonction sinus est croissante

T .2 : .2 .

sur ]O;;[,alors sm—7-" = sm; = smTIr - smg >0 (2).

(1) + (2) donne sin? + sin477r - sin;—r >0 & Im(a) > 0.
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2.Calculons a+ b et ab.

lzn( 1121!) 21 2

e7(1—¢ 7 2n 7 —1

—z6 e7 — € = £l = =

atb=z4z2 4234zt 45426 = 00 Lt = 2 = 8
1-z 1-e7 1—¢e 7 1-e?7

_ fax  fam few\ ¢ —lzw  lam o —lemw
ab=aa = e7+e7+e1)(e7 +e 7 +c7)
—i2m —l6m [#2:3 —(am (6m tam

=14¢7 +e¢7 +e7r+1+e7 +e7 +e7 +1
=-3+2(cos—7-'+ cos—7—-+cos—7—) d’autre par on a: adtb=a+a

a+b=-1 o = R g L
Re(a) 5 = cos?+cos7+cos7 2

ab=3+2(-3)=2 [a+b=-1],[ab=2]
-En déduisons a et b. _
{a“’:”l & a?4a+2=0:4=-7=7i%; a1=’”i‘é‘

ab =72 : ‘
Puisque Jm(a) > 0, alors | a = “1_;‘.‘/_7_ et | b= —_1—2iﬁ .

iy ST

II- 1. Résolvons dans C: z6 + (1 —2iv2)z3 - 2iv2 = 0. %\%
Posons Z = z3; l’équatlon devient: Z2 + (1 = 2iV2)Z— 2‘@;

L. Déterminons les racines carrées & de A

A= (1-2iV2)" - 4(—2N§) = =7 + 4iyZaD

Soit 6 =x+ iy, on a:

X2—y2=—7" 2 -1
2xy w2 e {y = —2v2
x24y?=+/32+49
B — 14207 et &, = . _—1+2iﬁ2+1+21ﬁ:2iﬁ
—1+2iV2-1— 2“/5 53— 2iJ2 ou z3 = —1.Les solutions sont donc.

Z,=
2ivZ2 ou les racines cubiques de —1.

,': 2z = JVBe i(G+57) = \/—e( 3) avec ke{0,1,2}
;= 2&— (——+—1) ; _z2=\/§e7 = —iV2.
i(5+%5 )aveck6{012j Zo—em_%'{'l%—;zl:ein:_l;

— ii;- .L'ensemble solution de I'équation est:

V6 , NI . 1, V3 _ .. 1 V3
=z ~INZ ; 2ttty 1i 3 lz}'

2. Plagons les points images des solutions dans le plan complexe muni d'un repere

orthonormé (0, e;,€z). (Voir page suivante).

III- 1-Résolvons dans C I'équation z2—2/3z+4=0.
A=12—16 = 4i2 = &, =2i et &, =—2i = les solutions sont

2J‘+21 _V3+i et 7= B-y3i;|s={V3+i;V3-i}

z, = 2

~50 ~

Scanné avec CamScanner




1 .

e i It i ir 154 , -
2‘7‘(0,;): Z,, =2zpe3s & a = qes = 2¢s xe3 =2ez =2i; 20

3-h (0—73) Zg, = —zB o b= —— X 2e_:r_= —38—;" = BeIST” =3 (-—

b’=__._\/.._+

4- C est le centre du cercle circonscrit au triangle OA'B".

a) Justifions les égalités: N
: o =R e [cr =R R

On a: OC=CA' =CB' =R; 0C? =R* &
o Ri—-c?=R & @i-9J&

CA?=R? & |a'—c|?=R* & :
(2i — ¢)(—=2i— €) =R? R? [Tc—zl)(c+21) Rzl (2) A\

CB'?=R? & |b'—c|*=R* &
(—3—C+— )(—3‘—3-+—1 ):RZ =

b) En déduisons que ¢ —C= 2i puis que
L’égalité (2) est equlvalente a cc+ 2L§‘

o c-e=F=1, L W)
zﬁé _m(a@)

Developpons (3) Ona cC+-

(3)

R2 =N R2+21(C—E)+4:R2

= (_3_{)2 =R &

2

mt C et le rayon R.
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Exercice 1:

1. Ecrire les nombres : 13;
a) 64206 en base 2 puis en base 16 ; b) 19.473 alated
c) 413 en base 12 ; d) N=2AF® en base 2.

2. Effectuer: 432% 4+ 2035 ; 3125 x 212°

3. Ecrire dans le systéme décimal mﬁz

4.2) Un nombre N s'écrit xyz en base 7 et zyx en bas N

e 9.Quel est ce nombre ?

N' = ab7’ = a7b’.

- b) Dét tel que: : <
) Déterminer I'entier N' du systéme décimal tel g e a,(a=4) le gombiz

5. Démontrer que dans tout systtme de numération de bas
- 1331 est le cube d’un entier .
6. a) Vérifier que x*+16x3 + 1122 + 6x +1= (x“r3x+1)2
b) Montrer que dans tout systéme de numération de base b s
10><11><12><13+1—(131)2 &
7.Dans quel systtme de numération a-t-on 122 x 103 = 13ﬁ17 b,

B.Quelle est la base du systéme de numération dans le qire]
s'écrit 30407 ? o

Exercice 2:

1. (Compo. Rive gauche 2015-2016)

X est un entier naturel supérieur ou égalf 245, lentyles entiers naturels N et N' qui

e systtme de base x + 1.

b) Ecrire N+ N’ dans le systémesde ‘c} ‘
En déduire que N+ N’ es .

de N+N'par x+1. . .
c) En déduire qu'il & ik, entiers naturels aetb tels que ab®x m"; q.
2. Déterminer le ngmbi de dv1 eurs positifs de 240.
3. Déterminer les d SYTS « et de 297.
4. Vérifier si, es nom\%“‘ su vants sont premlers 649;1001; 1999 ; 17487 ; 257323.

n+

rirels a4determiner.
b %’oufr %u‘b-es valeurs de n A(n) est-il un entier naturel] ?

Y.

Exercice’3:
1. Tous les entiers considérés sont écrits dans le systéme décimal.
a) Quel est le chiffre des unités de I'entier 171980 7
b) Soit a, le chiffre des unités de I'entier 17", (neN).
Quelles valeurs peut prendre a,?
c) Pour quelles valeurs de n a-t-on a, =3?
2. a) Montrer que, pour tout entier naturel n.> 1, n(n* — 1) est un multiple de 5;
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b) En déduire que les nombres n? et nP**, p > 1, ont le méme chiffre des unités.

3. Déterminer les chiffres x ety tels que I'entier N=3x92y du systéme décimal soit
divisible par 3 et 5.

4. Détermincr les chiffres x ety (x < 8) pour que I'entier naturel qui s’écrit x64y
en base dix soit divisible par 9 et 5.

5.Un nombre s’écrit IxIyxy dans le systéme décimal. Détcrmmer x ety pour qu’il

‘h soit divisible par 63.

l ~ Exercice 4: ‘
h I- Soit I'entier naturel N = 53x48,
’ 1) Déterminer x de telle sorte que N soit:
.~ a) divisible par 7 ; b) divisible par 6.
2) En déduire qu'il existe x tel que N soit & la fois divisible das
3) On prend x=2; déterminer I'écriture décimale de N. %
h 4) Quel est le nombre de diviseur de N dans N?

pour que le produit soit un carré parfalt

II- On se propose de déterminer I'ensemble (S) des entiers relatlfs n vérifiant le systéme:

n=9[17] " \%‘\&ﬁ
{ n=3[5 G%%
1) On désigne par (u;v) un couple d'eﬁre{s r@%\%;}tels que 17u + 517 =1.
]ustlfer I'existence d’un tel coupé U
2) On pose ng =3 X 17u+9 X= fugDemontr‘er que n, appartient a (S).
3) Soit n un entier relatif ap varﬁt:.—na ’f; ). Démontrer que n—ny = 0 [85].
i

4) En déduire qu'un entig at % appartient a (S) si et seulement si n peut

s’écrire sous la form%n 43 -{ﬁ ou keZ.

5) Application:

Hawa sait quie ]le ; ntroé’O et 400 jetons.Si elle fait des tas de 17 jetons, il

lui en reste 9. 5@el dzﬁ des tas de 5 jetons il lui en reste 3.
Combigrfza-t-ellexdegjetons ?

e PGCD(a;b) -

b) A et B soient premiers entre eux.
4.a) Factoriser les polynémes A et B tels que:
A(x) = 10x3 + 60x? + 110x + 60
B(x) = 6x? + 18x + 12.
b) Lorsque x est un entier naturel, déterminer le PGCD et le PPCM des entiers

naturels A(x) et B(x).
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Exercice 5:
1.9) Détermi le reste dans la division

1.a) Déterminer sclon les valeurs de Pentier naturel 7
euclidienne par 7 de 4™. _
on+2 _ 533771 = 0[7].
b) En déduire que pour tout entier naturel n=1¢ 957" 2 7]
est divisible par 49.

2. a) Démontrer par récurrence que, VneN, 5°" — 3" n

b) En déduire I();ue si l'cntiercil n'est pas multiple de 3, alors 521 + 15™ 4 3@
divisible par 49. ‘ =

3. a) Trouver les diviseurs dans N de lentler 240. K ¢ -
b) Calculer I'entier naturel n tel que n®— 240 est un carré parfalt (B 2) &z

4.0n désigne respectivement par a et b (entiers naturels non mﬂséla longuq%"et ;
largeur, mesurées en métres d’un rectangle. é \
Sachant que a=72 et que le ppcrﬁ de a et b est 216, quelleg; tson}les%‘,aleurs
possibles de b ? (Bac2012) %\t 2

5.a) Trouver le reste de la division euclidienne de 111 %: /. g%’ig;l()" par 7 suivant

les valeurs de I'entier naturel n.
b) Soit I'entier naturel N =999 888 777 666 555 444 333 %3,22 111

- Montrer que N peut s’écrire en fonction dexl11.

0N gl nne par 5 de lentler N= 4B32a512

a) Montrer qu'il existe dd ', ombré Fentiers relatlfs a et B tels que:

-%)‘wl reste de la division euclidienne de A par 111.
po%e n impair. Montrer que A est divisible par 7, par 11, par 13.
c) Oq uppose n pair.
_%?montrer que A—6 est divisible par 11, par 7, par 13 et par 111.
-Quel est le reste de la division euclidienne de A par 111 x 1001?
4.a) Déterminer les restes de la division euclidienne par 5 de 27 et 3n.
b) En dtéduire 'entier n tel que: ,(1188)“ +(2257)" = 0 [5].
> ';zteggl:‘g; ’j:lgnpl:: :a-]l—e;.rs de Tenticr naturel n le reste de la division euclidienné
6. Déterminer neZ tels que la fraction

agﬁf? éte

s0it un entier relatif,
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Exercice 7:

1. Démontrer que pour tout entier naturel n.
a) n*(n+1)2 est divisible par 4 ; b) n*(n? —1) est divisible par 12.
©) (5Sn+3)?—(2n— 3)? est divisible par 21 ; d)32"*3 4 27*3 ost divisible par 7.

2. Déterminer I'ensemble des entiers relatifs x tels que:

a) x24+x-2 soit divisible par 7 ; b) x? + x — 2 soit divisible par 3
c) x4+ x—2 soit divisible par 42 ; d) (x—3) divise (2x + 1).

3. Trouver I'ensemble des entiers naturels 7 tels que: '
a) 3n+ 24 soit divisible parn—4 ; b) (n®-3n+6) soit divisible pam5
¢) n+1 divise n?—n+3 . d) n” —n est un multiple de 7. &

4. Démontrer que pour tous entiers relatifs x et y. xy(x? —y?) est divisi

5. Démontrer par récurrence que VneN: A

a) n(2n+1)(7n + 1) est divisible par 6 ; b)4"+15n=1 es{— ﬁmis'bleg‘%ar 9;
€) 10°™+2 4 106n+1 4 { gt divisible par 111 ; d) 32"*1 + 22 es%;ggivisible par 7;
) 2X6 X ..X (4n—12) = M+ 1Dn+2)x..x2n, n# 0‘_1‘5*‘%‘-» ;

s b

1. a) Démontrer que, VnN, 32m+1 4 2 x 43n+1 oct, divisible par.

b) Déterminer I'ensemble des rationnels a tels que 3271 4 g x 437*1 5oit divisible
par 11, VvneN. ‘ 3 ‘?e '

2. Etudier les restes successifs de la diyisio id
_ démontrer que: VneN, 22n(227+1 — %1 I
3. La division euclidienne de 90043 surizenti
- . et pour reste r.Quelles sont@; S
_ 4. a) Etudier, suivant les valefirs\de fntr}
euclidienne de 7 pag 10 g

b) Dans le systéme erminer suivant les valeurs de l'entier naturel n
. ALY
le chiffre desgu

Exercice 8: : ' ‘:a

ignﬁe.par 9 de 2" puis

-

visible par 9. _
naturel n a pour quotient 14

uc
st

5 W: X i ; b) Dans Z/7Z: x? +17x—4=0; o
E? 2x+4y=2 |
: : a)D Z/6Z)? A s
2. Réspudre: a) Dans (Z/6Z) {x—3y=3
— —2y4+2=0
A b) Dans (Z/5Z)3 : = +~Z g &
. A x+2y—2z=1

x =-1[34] 2
x=1[15] ¢ B ¥ =-15].

4.0n note x les éléments de Z/SZ et ¥ les éléments de Z/4Z. Déterminer les entiers

13- Résoudre dans Z: a) {
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relatifs x tels que: { — 4%+ 3= 0

5.a) Démontrer que, pour tous entiers relatifs x et y et tous entiers
x=y[n] < kx=kylkn];
b) En utilisant la relation de congruence modulo 12 déterminer
x tels que: x =1[3] et x=2[4]).

les entiers relatifs

Exercice 10:
1. a désigne la classe d’ equlvalence modulo 15 de l'entier a.
a) Déterminer les couples (a,b) tels que ah=0, a#0 et b # 0.

b) Résoudre dans Z/15Z I'équation x2—6x+5=0.
3x+3y= 3

x+y=5§
2. a) Déterminer le reste de Ia dvvxsmn euclldlenne de 61 PEL

c) Résoudre dans (Z/lSZ)2 le systéme suivant : {

En déduire la résolution de l'equatlon 7x+ 5y = 3.

b) Déduire de a) la résolution du systéme {

3a =1[5]
=9[11]

C){ avh =120 aAb=8

m 8= 2 m 4d = 124
3 \3 couples (x,y) de (N) tels que: { 3<d<t0 ’
£ rave (x,y) m=xVy et PGCD(x,y) = d= XNy
- W) , PPCM(x,y) = 168
g B ot 2. :
' r'a"S 4 ‘a){ xy=1008 ° 6} {10<d<30
BB xy=-1 {3x—5y=6
v 2 . . 4y =
4. Réseddre dans Z° :a) {2x+y3 _q b) y=x2[5] c) xy — 4y = 42.
5.a) Résoudre dans N I'équation : 33¥ _5x3%*-3*+5=0[11).
b) Déterminer I'ensemble des couples (a;b) d’entiers naturels non nuls tels que:
PGCD(a; b) + PPCM(a;b) = b +9.
c) Déterminer (a; b)eN? tels que: PPCM(a; b) — 16 PGCD(a; b) = 1977.
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2x—2=0 naturels n et k,
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Exerc\iceiz:

1. a) Montrer que I'équation (E):7x—1 At
) 7x =11y = i
?)) gszzgdre s D1y oo, 7yx =1lilaycfmet des solutions dans Z2.
) o) bon nr toutes les solutions de (E) dans Z2.
Montref szlir a un entier naturel non nul.
o 1)2(-] e le reste de la division euclidienne de [a? + (a — 1)?]? par 4a® est
3. a i ' -
b)) s(iflsss:nptclg[s)(en.t;ers naturels dont le carré est un diviseur de 19987
e les'::); ? et ,p =.PPCM(a,b), a et b des entiers naturels.
P iidininloanion ples d en.tlers naturels (a,b) tels que p?— 362 519
) Réwd mble fes entiers naturels diviseurs de 5929. -
ésoudre dans N I'équation: x? — 91x + 588 = 0. (1)
c) Determmons les couples (a,b) d’entiers naturels dontle céd%
solutions de I'équation (1). | =N
5.Soit neN et n > 1. ’ f’z "
a) Déter'miner le PGCD des entiers n(n+1) et (n— 1)(;-1‘%2 &
b) En déduire une propriété des nombres a et b fels qu%: '4
2a=n(n+1) et 2b=(n—-1)(n+2). & I

X p
A A Py
%

Exercice 13:
1. Montrer que, VneN, 'entier 2n?+2n ‘ =y
2. Déterminer l'entier neZ pour que %%3 N+ 7) soient étrangers.

3. Quatre nombres entiers strictement. tifs a,b,c,d forment dans cet ordre, une

4. Pour tout entier naturelf
~a=n3-n?—-12n
a) Montrer que g e
b) On pose a = %%

2 est multiple de 5.

g t B sont multiples de5 & n—
c) o&tr Hep {5 + 1 -et n sont étrangers. o
dééé%‘fgi SiEsuivant les valeurs de n et en foncti
%lemﬁ rglfgs résultats. obtenus dans les cas partitu
5. Soit ‘b @in entier strictement positif supérieur al
On Fappelle que b*>—1= b+ 1B -D.
a) Quel est le PGCD de bZet (b—1)7
b) Quel est I’ensemble des solutions dans
AN : Résoudre dans 72 I'équation 9x +2y =1.

on de n, le PGCD(d;b).
liers n=11 et n= 12.

72 de l'équation b?x + (b — Ty= 172

- R .
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Exercice 14:

1. Soient les nombres A = 2n+3, B=5n— 2, neN. "
a) Déterminer deux entiers naturels u et v premiers entre eux tels que Au—Bv t
soit indépendant de n.
b) En <'iéduire que, si A et B ne sont pas étrangers, alors leur PGCD est 19.
c) Etudier I'ensemble des entiers n tels PGCD (A;B) =19.
2. Déterminer tous les entiers naturels a etb dont le PGCD & et le PPCM p vérifient
I'égalité p— 26 = 20. .
3. a) Déterminer I'ensemble des couples - d’entiers relatifs (e, ) dans chacurpdes:
suivants: 17a—198 =2 ; 17a-198 = —2;

j n m—— ] =
i N .

_—

cAs .

)

n=0[17] _ -
n=-2[19]"

¢) En déduire I'ensemble des entiers n tels que n*+2n=0 ;.. .
4.2) Trouver par la méthode de I'Algorithme d’Euclide le PGGD ‘dgs

24101 et 18780 : 4’”& Byl

b) Trouver les couples (x,y) d’entiers naturels vérifiaﬁ%-ﬂl 3

sachant que le couple (9,7) est une solution. ‘

) .-

-
—

b) Déterminer I'ensemble des entiers n tels que {

—y

€.
-

P

Exercice 15: (Bac 2015, 2014, 2011)

I - aetf sont deux entiers naturels et N=
de N? est le triple de diviseurs de N. g

=10 [23
II - On se propose de résoudre g; : {x [ ]_
1) Déterminer un couplegfentiersy
2) En déduire un coupley@uiav,) sok
complétement cel; équatle%;
- 3) Démontrer qugax S5t solatién de (S) si et seulement s, il existe (u;v) couples

A —
w
o
=3
=
(=4
o
=' .
.
)
3]
3
Q .
=+,
S
=

Il
=

ion de I'équation 23u — 7v = —6 puis résoudre

o ‘.
al p

ES EEEE SN

—
N
w

=

|
]

<

Il

|
(o))

<&
En déduirg ]'enserpble solution de (S).
5 % petite solution xo € N divisible par 16.(2014)

. p—

uni d'un repére orthonormal (0; %, ) on donne le point A(12;18).
point de l'axe (0;1) et C un point de (0,7) tels que '

e

(x;y) est solution de I'équation (E): 2x+3y = 78.

1) D&Montrer que le couple »
les de points (B,C) ayant pour

2) On se propose de trouver tous les coup

coordonnées des nombres entiers relatifs. \

a) Montrer que l'on est ramené a l'équation (E),avec x et y appartenant a
Fensemble des entiers relatifs.

b) A partir dela définition de B etde

¢) Démontrer qu'un couple (x,y) es

C trouver une solution particuliere (xo; Yo) de (E).
t solution de (E) si et seulement si
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4.a) Déterminer les couples (x,y) d’éléments_de

@) =(12+ 3k,18 — 2k) ol k est un entier relatif. -
d) Combien y a-t-il de couples de points (B,C) ayant pour coordonnées
des nombres entiers relatifs, tels que: =6 < x <21 et —5<y<147? (2011)

Exercice 16:

1.a) Résoudre dans Z? I'équation Sx + 7y = 123;
b) Combien de voitures de 7 places et combien de voitures de 5 places faut-il pour

transporter en méme temps 123 passagers ? :
2.0n considére les nombres A = 7k + 2 et B=3k+ 5 oil k est un entier ”at'ﬁq
a) Montrer que PGCD(A, B) divise 29.
b) Déterminer I'entier naturel k tel que PGCD(A,B) = 29.
3.0n considére dans Z2 I'équation (E): 11x +8y = 79. ' T

a) Montrer que si (x,y) est solution de (E) alors y = 3[11].
b) Résoudre alors I'équation (E).

et le prix d’'une piéce du 3¢me Jot est 4OOF.
Déterminer le nombre de pieces de chaque lot. (Bac 2014)

4 .

N*)? vérifiant le systéme

+y= 40

5, { XAy =5"

b) Le directeur d’un lycée dispose de 1.5 oa\}jé‘}"s t»25 bics. Avec ses fournitures, il
veut faire des lots identiques pou%s O pen‘z}; les plus méritants de ses éléves.
Quel est le nombre maximum de Idts qu 11 peut former ?

¢) On suppose qu’il peut form g 1] a en tout 40 objets (blCS et cahiers).
Le nombre de cahlers eta * a nombre de bics, déterminer le nombre de

I - 1) Soit neN.

2) a) Déterminer tous les couples (d, b) d’éléments de Z/12Z tels que {

a) Determmer 5 yautsle valeurs de n,le reste de la division par 7 de V'entier 37.
A l‘pour que (506390)28 + 651x soit d1v1$1ble par 7.
rle plus grand d1v1seur commun de 21590 et 9525.

' - I'équation : (x, y)€Z?, 21590x + 9525y = 1270.
el est le chiffre des unités de I'entier naturel 7% dans le systéme décimal ?

Il - 1) Le systéme de numération est le systéme décimal.

a) Déterminer I'entier.naturel N =PGCD (17787 ;689 ;297).

b) Résoudre I'équation: (x,y)€Z X Z, 13x — 84y = 7.

axb=0.
a-b=5"’
b) Résoudre dans Z/12Z l'équation: x2 +3x—4=0;

c) Démontrer que, quelque soit I'entier naturel n,on a:3 x 52*1 4 23n+1 = g[17].
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Exercice 18: -
e de la divigiony, o

2. a) Trouver trois naturels a,b,c différents de 1, premie‘r;e?nt

3. a) Résoudre dans Z? l'équation 17q '

ses mesurent

la forme d'un trapéze dont les deux ba
les deux autres cotés mesurent 18m et 12m.
poteaux de support a égale distance

avec un poteau a chaque sommet.

IIT - Un lot 2 usage d’habitation a
respectivement 30m et 21m;
Pour cloturer, le propriétaire a besoin des
mesurée en nombre minimum de poteaux,
1) Quelle est la distance entre deux poteaux?
2) Déterminer le nombre de poteaux nécessaires i la cloture.

D,

1. a) Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel 7, le rest
euclidienne de 4" par 7.
b) Déterminer suivant les valeurs de Ientier naturel n,le reste de la ﬁisi 2

euclidienne par 7 de A= 8513" + 851%™ + 851" + 2.
c) On considére le nombre B qui s’écrit dans le systéme de nur%tion a\base s
1

quatre, B=2103211. e v
Déterminer dans le systéme décimal le reste de la diyision diznombre B par 7.
& z C 3\%&6@“ a deux ‘

n considére le nombre A= x13y8z ' %

Rl

et tels que a X b X c=495.
b) x,y,z étant des chiffres de la base dix, o

en base dix.
Déterminer tous les triplets (x,¥,2) po

b) Résoudre dans -Z/187Z 'équation ;
4. a) Soit l'entier naturel N = 25x313.Poud leurs de x,N est-il divisible 5

par 62 par 47 par 24? e : ‘

5.a) Déterminer I’ensemble dges ] 3 x de Z qui vérifient 3x = 23[7]. . ‘ ‘
b) En déduire I'ensemblef %,y) € Z? tels que: 3x — = 23. ‘
Exercice 19: ' ' |
ésggy de base a, on considére les nombres A ‘

>, & =e183032. .

g doit stre strictement supérieura 3. "
A X B, montrer que a3 —3a2—2a—-8=0. . ‘
2eqhie a divise 8. . S ‘i1

systeme décimal est 214, écrirc ce nombre

4434 1a base quatre.
4) Daps cette question on suppose que @ = 4.
a) Ecrire A, B et C dans le systéme décimal.
b) Montrer alors que C= A x B = ppcm(A,B). _
En déduire que I'’équation Ax +By = 1 admet au moins une solution
5) On considére dans Z* I'équation: 37x + 54y = 1. |
a) Vérifier que (19; —13) est une solution de cette équation.

dans Z2.

b) Résoudre cette équation dans Z2.
(Compo.2014 — 2015 R.G)
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IT - Deux commergantes, Awa et Fanta se rendent au marché pour acheter des
‘i mangues. Chaque mangue coute 5F l'unité. Awa dit & Fanta, je dispose d'un
montant égal & m; Francs et Fanta répond, moi aussi j'ai une somme égale a

i ’ m, Francs
i L'entier m, s’écrit m, = 1x00y2 dans le systtme de numération de base huit et
m, s'écrit m, = x1y003 dans le systtme de numération de base sept.
’i 1)Déterminer les chiffres x ety pour que chacune des deux commergantes punssent
avec la totalité de son argent, acheter un nombre maximum de mangues ‘

[ 2)Déterminer le montant que dispose chacune des commergantes.
li En déduire le nombre mangues que chacune d’elles peut acheter.
3) a) Décomposer m, et m, en produit de facteurs premiers.

f .
Ei b) En déduire le nombre de diviseurs de m, et m, puis le pged(m,, 2’;;;%
N 4) Résoudre dans Z I'équation : miu +m,y =5 ol uetv soné uxyentieks relatifs.
{ : (Bacz012) -
3 . . 5% ; g s

i ITI-1. On appelle nombre triangulaire tout nombre entier J atur-el quzpeut secrire

sous la forme “‘%

a) Démontrer que si n est la somme de deux nombresgpngu]alres,

alors 4n +1 est la somme de deux carr%c.

b) On pose n=3. 4n+1 estil la soyffitie do) etfxx carrés d’entiers ?
Etudier la réciproque de la pro 6 égslm—nac ?007) N
2.0n appelle diviseur strict d’'un erﬁler Lghaturelgn tout diviseur de n positif et

autre que le nombre lui-méme,, ‘

G
2

Déterminer les entiers na'r .Is . iv‘ig eurs stricts de 220. (CIAM)

a . =X
, avec a un entier naturel non%qul%

est égal i la sommfq
Vérifier que: 22& et®28

4. 0On appelle n 1’tout entier naturel égal a la somme de ses
. mr‘«

€st*a-dire amiable avec lui méme).

diviseurs s
a) Le Moy bre t-il parfait?
' § “entier p premier tel que le nombre 2%p soit parfait.

1. Déte;r'niner le PPCM des couples d’entiers naturels suivants:"
(4452,3604) ; (1455,335) ; (6974, 9287) ; (492,180).
- 2. Déterminer le PGCD des couples d’entiers naturels suivants:
(9287,1455) ; (4452, 3604) ; (7875, 975) ; (28420; 4116).
(n;2n+1), Bn+1;2n+1).
3. Démontrer le théoréme _de Gauss en utilisant le théoréme de Bézout.
4. Un document rédigé comporte 4350 lignes sur plusieurs pages. Une page compléte

! ~61~
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comporte 34 lignes et seule la derniére page est éventuellement incompléte.
Calculer le nombre de ligne figurant sur 1a derniére page. Donner alors le nombre

de lignes qu'il faut pour compléter la dernidre page et le nombre total de pages
utilisées par ce document.

5.0n veut recouvrir une surface rectangulaire de 4,75 m sur 3,61m avec des dalles

carrées dont le coté mesure un nombre entier de centimetres.
a) Quelle est la taille maximale de ces dalles?

b) Déterminer alors le nombre total de dalles qu’il faut pour recourir cette sgace.

6. Deux voitures partent en méme temps de la ligne de départ et font plusigurst
d’'un méme circuit. :

La voiture A fait le tour du circuit en 36 minutes et la voiture B en 3
a) Y-a-t-il des moments (autres que le départ!) ot les voitures sgoisen St

de départ? si oui, exprimer ce temps en heures. .
b) Préciser le nombre de tours effectués par chaque voituré&pendant ce [3ps de temps.

Exercice 21: ' ‘% ) '4 ;
I- Soit f l'application de Z/33Z dans Z/33Z définie par fEQ =<
1) Trouver l'inverse de 17.

2) Résoudre I'équation f(x) = 0. %S
3) Montrer que f est une bijection puis@nerﬁs a bijection réciproque.
II-1) a) Démontrer qu'il existe un coup&%‘\%@em relatifs tel que 45a — 1§b =1.

b) Résoudre alors dans Z réquatjoreGE),: 45%*— 16y = 2. : ' :

2) Deux camions A et B gare ='rement et périodiquement & Voffice du Niger
pour le chargement. - 4
Le camion A gare tousses
Le camion A gare un §
du Niger.

On note j, le {
a) Soient u et N

) rsiet B gare tous les 32.
%¢fe jours plus tard, B gare A son tour & l'office

_ d’entrées a l'office du Niger effectuées respectivement
eay, et j (jonon compris).

Yer queYeScouple (u,v) est une solution de (E).

35 V& ) ’

ingr, le ouple (u,v). ,
B . . 9z . . - %
. 1é iombre de jours qul s'écoulent entre jg et j; (o non compris).

Sbpelfe la propriété connue sous le nom de petit théoréme de Fermat:«Sip
est?% nombre premier et a un entier naturel premier avec p,alors aP™' = 1[p] ».
1)%5 Démontrer que 193 est un nombre premier.

b) Soit a un entier naturel inférieur 3 192. Montrer que a'? = 1[193].

2) On consideére I'équation (E): 83x —192y = 1,00 x et y sont des entiers relatifs. -

a) Vérifier que le couple (155,67) est solution de' (E).
b) Résoudre I'équation (E).

3) On note A I'ensemble des 193 entiers naturels inférieurs ou égaux a 192 et
on considére les deux fonctions f et g définies de la maniere suivante:

~62~
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a tout entier a de A, f associe le reste e 15 division euclidienne de a83 par 193;
a tout entier a de A, g associele reste de la division euclidienne de a% par 193.
a) Démontrer g(f(a)) a#3x155 93]

“ En déduire que pour tout aeA on a- g(f(@) = a.
b) Déterminer f og.

‘i Exercice 22;
: . 1) On considére I'équation (E): 11x — 7y =5, ol x et y sont des entlers relagﬁ
’ a) Justifier, en énongant un théoréme, qu'il existe un couple d’entiers rlatx u, v)
tels que 11u — 7v = 1. Trouver un tel couple.
b) En déduire une solution particuliére de I'équation (E).

c) Résoudre I'équation (). Lg‘»
d) Dans le plan rapporte a un repeére orthonormé (0, lf) on§ ‘%?idere

M(xy) du plan tels que 0<x <50 et 0<y<» ool
Déterminer le nombre de points de la droxte (D)‘ap arfgnant a (C) ct dont les
coordonnées sont des nombres entiers. %
2) On considére I'équation (F): 11x2 - 7y% = 5 ou xety
a) Démontrer que si le couple (x,y) est solu on de (F) alors x? = 2y?[5].
b) x et y étant des entiers relatifs reco%%’ mpléter les deux tableaux suivants.

[‘Modulo 5x 1010 Wpflulo 5, y ol1l121314
est congru a est congru a
Modulo 5, x2 Modulo 5, 2y?
est congru a est congru a.

des entiers relatifs.

c) Quelles sont les vale0551b s du reste de la division . de x? et de 2y?par5?
d) En déduire que kS

ié}e =\

3) Démontrer que si

Tue , VneN*, U, est pair. |
3) Mg‘;‘rer que, pour tout entier naturel n pair et non nul, U, est divisible par 4.
- On note (E) l'ensemble des nombres premlers qu1 divisent au moins un terme de
il de la suite (U,). '
5 4) Les entiers 2,3,5,7 appartiennent-ils 2 (E)7
5) Soit p un nombre premier strictement supérieur a 3.
a) Montrer que: 6 x 272 = 3[p] et 6x3P 2= 2[p].

_ b) En déduire que 6U,_, = 0[p).

c¢) Le nombre p appartient-il a (E) ?
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II- Le but de cet exercice est d’étudier quelques pmpriétés o, R e et i

défini par: F, = 22" + 1, o0 n est un entier naturel.

1) a) Calculer F,, Fy, F, et F;. Vérifier que ces nombres SO
b) Vérifier que F; est divisible par 641.

2) Démontrer que, VneN, Fpea=(F—-1)*+1

3) Démontrer que, VneN* — {1}, Yécriture décimale de Fyset
(On pourra utiliser les congruences.)

4) Soit keN*. =~

nt premiers.

ermine par 7.

2k_4
a) En — 22" : Fnik =2 = =
) posant a = 2", démontrer que F. a+1

b) en déduire que F, divise Fpyx - 2.
5) Déduire de la question précédente que deux nombres de FeE
premiers entre eux.(CIAM)
III-Dans une maison nouvellement construite, on veut carrelefile
1)Le sol de la salle a manger est un rectangle de’]onlg,usl u:}ﬁ.
3,75m. On veut carreler cette piece avec des c;arreaflx Ga) % 3cm de coté.
On commence la pose par un coin de la piéce. R
Calculer le nombre de carreaux non décou ¢s qui auropteté pOSés

el . de largeur

2

LS

On veut carreler cette piéce avec un no
aucune découpe. -

a) Donner la liste des diviseurs d%
b) Donner la liste des divisguzrs:

; pl nombre de Mersenne, tout entier naturel M, de la forme M, =2" -1,

2) On¥
oftsnl est un entier naturel premier.
a) Vérifier que M,, Mz, Ms et M; sont premiers.
b) Qu’en est-il de M;;. (CIAM)

II-1) On considére I'équation (E): 8x + 5y = 1 ot (x,y)eZ2.

a) Donner une solution particuliére de (ED).
b) Résoudre (E). |

2) Soit NeN tel qu'il existe un couple (a,b) d’entiers.naturels vérifiant : {x Z EZ:;
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a) Montrer que le couple (a,b) est solution de (E).
b) Quel est le reste de la division euclidienne de N par 407
3) a) Résoudre I'équation : 8x + 5y =100, (x,y)eZ2
b) Au VIIItme siécle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100
piéces de monnaie dans une auberge. Les hommes ont dépensé 8 piéces chacun
et les femmes 5 pidces chacune.
Combien pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans ce groupe?
III-1) Soit I'équation : 168x +20y =4, (x,y) €22 |
Cette équation a-t-elle des solutions ?
2) a) En utilisant I'Algorithme d’Euclide, déterminer deux entiers rela
que: 42m+ 5p = 1. y
b) En déduire deux entiers relatifs u et v tels que: 42u + 5@_
c¢) Démontrer que le couple (x,y) est solution de 42x + 5 %}
si 42(x +4) = 5(34 — y). 2 ’
d) Déterminer tous les couples (x,y) solutions de ]é,e;qauab%on 4:},’@»;}‘ 5y =2.
3) Déduire du 2) les couples d'entiers relatifs (%) sfpéughoﬁg‘fde I'équation
(42x + 5y — 3)(42x + 5y + 3) = —5. ' ‘ ‘

c) Montrer que, pour tout entier relatif x,
R

b) En déduire un entier relatif ko ffe‘l ua§ ‘k = 1[2003].

d) Déterminer I'ensemble

Qo 520
'-e reiatifs x tels que:123x = 456[2003].
e) Montrer qu'il existefs 5 * :

entier n tel que:

t&un entier m tel que: am = 1[2003].
b) Montreg que, pyuFdtout entier b, il existe un unique entier x tel que:
ax = b[2003]. _ o '
II- D¢ 'ont « goréeme de Gauss en utilisant le théoréme de Bézout.
t‘ de résoudre le systéme (S): {1;163[[1123]
1) Der%ontrer qu'il existe un couple (u,v) d’entiers relatifs tel que: 19+ 12v = 1.
(@x* ne demamde pas de donner un exemple d'un tel couple).

Vérifier que, pour un tel couple,le nombre N =13 x 12v 4+ 6 X 19u est une
solution de (S).

. = 9
2) a) Soit ny une solution de (S), vérifier que le systéme (S) équivaut a {n n[19]

n=ny[12] .

b) Démontrer que le systéme (S’) équivaut a n =ny[12 x 19].
3) a) Trouver un couple (u,v) solution de I'équation 19u + 12v = 1 et calculer N.
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solutions de (8)- (onpourTa utiliser 1q gy,
Jorsqu’on Je divise par 12, le reste est 6

st 13.
| est le reste T de cette division 7

tion
o 0

¢ ensemble des
| n est tel queé
r 19 le reste €

=12 X 19. QUC
o= DA +x X+ Ty =k
[11-1) Montrer qule, suite de l'exercice on considére un entier naturel g > 2,

Dans toute 1a ; - tif de ni 1= dk. ‘

2) a) Soit neN" et d un diviseur post S
Montrer que a®—1 estun diviseur de a” — 1. | i.
b) En déduire que 52004 _ 1 est divisible par 7, par 63 puis par 9. {
3) Soient m et 1 deux entiers naturels non nulsj et d leur PGCD. %

! —_
a)Ondéﬁnim’etn'par:m=dm etn‘—dz‘t. ’ S \R)
En appliquant le théoreme de Bézout a et , montreg% ] existe (%
entiers relatifs u et v tels que: mu-.-nv =d. 2 B E

b) On suppose u et v strictement positifs : ) o B
d — _ ¢ N :

Montrer que: (@™ —1) — (@™ —1)a“ =a s

"am

Montrer ensuite que a?—1 est le PGCD de a 2
¢) Calculer, en utilisant le résultat précéde, PGCD (263 —%1; 2%° — 1),

b) pétermine
4)Un entier naturé
Jorsqu’on le divise pa

On divise n par 228
vkeN® et VxeN, (

.-;:3. 3

<2
oy

Exercice 26: Na - }
I-1) a) Soit p un entier nature].MontrexA % A SEyois nombres p, p + 10,
Si ‘

p+20 et un seulement est div%‘ -
b) Les entiers naturels a,b,c sont, dans cet ordre, les trois premiers termes d'une

ant qu'ils sont premiers.
tiers relatifs (u,v,w) tels que:

&l qU€ les éléments de (E) sont de la forme:
=13k 23 '—12r; 3k+r; 3k'+71).
,ax{gcet exercice d'étudier le probléme suivant:
ont I'écriture décimale n'utilise que le seul chiffre 1 peuvent-ils étré

=

On rappelle dés lors que N, =107 41072 4 ... 4 10°

1) Léhombres N, =11 ; N, =111 ; N, =1 i
el 3 ;o Ng= 11-1_sont.-1ls premiers ?

2) Prouver que N, = é i
q 5 -Peut-on étre certain que 107 — 1 est divisible par 97

3) On se propose de dé :
on rapl;elfe - epfiim(zntrer que, si p n'est pas premier, alors N, n'est pas premier
) I tout nombre rée] x .
X" =1= (=) g2y +x+1) et tout entier naturel n #0:
a) On su g . .
) Pppose que p est pair et on pose p =2gq, ol q est un enti rurel
’ ntier na
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plus grand que 1. Montrer que N, est divisible par N; = 11.
b) On suppose que p est multiple de 3 et on pose p = 3g, ol q est un entier
naturel supérieur a 1. Montrer que N, est divisible par N3 = 111.
¢) On suppose p non premier et on pose p = kq, ou k etq sont des entiers naturels
plus grands que 1.En déduire que N, est divisible par Nj.
4) Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier.
Cette condition est - elle suffisante ?

ITI- Soit I'équation (1) d’inconnue rationnelle x : 78x3 + ux? + vx — 14 = 0

Ol u etv sont des entiers relatifs.
1) On suppose, dans cette question, que ;—;— est solution de (1).

a) Prouver que les entiers relatifs. u et v sont liés par la relattlg:;gI
b) Utiliser I'algorithme d° Euclide, en détaillant les diverses eta

calchl, pour
trouver un couple (x,y) d’entiers relatifs vérifiant ]equatlo a14x}+ 39y =1.
Vérifier que le couple (—25: 9) est solution de cettere@uatlon%;-

(..ﬂ»
©) En déduire un couple (uy, vy) solution particuliére dgdl Aquatgg, 14u + 39v = 1129.

Donner la solution générale de cette équation. % ,

d) Déterminer parmi les couples (u,v) prec”clents celui podr lequel le nombre u
est I'entier naturel le plus petit possible, @
2)a) Décomposer 78 et 14 en facteurs r%
des d1v1seurs de 78 et I'ensemble de

L‘@ déduire, dans N, I'ensemble
diviseu, Lde 14.

tels que: x? +y +z2=(2"-1)[2"] ().

ig} = 2. Montrer que 1,3 et 5 satisfont a la condition (1).
Suite ici n=3. ' g 8 :
m%eproduire et compléter le tableau ci-dessous donnant le reste r

% gk d;msmn euclidienne de m par 8 et le reste R de la division euchdlenne
sm° par 8.

rjo|1|2|3 45|67
R

b) Peut-on trouver trois entiers naturels x,y et z tels que x 2 +y?+22.=7[8)?
B- 0On suppose qu'il existe trois entiers naturels X,y et z tels que:
x2+y?+z2=(2" - 1)[2"].

1) Justifier le fait que les trois entiers sont tous impairs ou que deux d'entre eux
sont pairs.
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se alors X =12q; \

2. L'objet ¢

2) On suppose que x ety sont pairs.et que zest impair.on pe

Y=2r ; z=2s+1 o0l q,rs sont des enticrs naturels. ; ) Quels
a) Montrer que x2 + y? + z%2 = 1[4] . \ s
b) En déduire une contradiction. ‘ S
3) On suppose x,y,z sont impairs. | o
a) Prouver que, VkeN®, k2 + k est divisible par 2. : \ 20
b) En déduire que x? + y? + z2 = 3[8]. ‘ 7
c) Conclure. \ | .
Exercice 28: - O

I- Soit a résoudre dans Z? I'équation (E): 3x2 +3x+7= y \
1. Vérifier que (E) est équivalente 3: 3(x2 +x+2) =¥~ = ‘. N
2. Résoudre I'équation (E). é; | \ H- 3oy
(On-pourra distinguer 3 cas: y = 0[3] Y= 1[3] ety = ]‘(’%} ‘ e

B enticigharurel non nul. \'

. b

IT- 1.Soit p et g deux entiers relatifs premiers entre €U
Démontrer que p et g" sont premiers entre eux. \%
2.Soit P(x) = a,x™ + -+ ay;x + ay un polynome 2 coefficien
admettant une racine rationnelle ; (p et q {ont deux entiers premiers

entiers relatifs
entre eux).

III- On désigne par P I'ensemblegdesgent
On se propose de resoudre dans,
deux entiers naturels %r-s
1. Etudier le cas o p%
2. Etudier le cas o} ,&p = q > 2

i,

3.2) On suppo %% == p.
. Démontr\ &, y€est necessairement egal a 2.
dulre e%ﬁl p—q# 4, (E) n'a pas de solution.

b Ov Su‘OS@ ep—q=*% »
A Baue si (x; 2) est une solutxon de (E), alors les nombres g,x et p

gdulre que (E) n'a de solution que si =3 etp=7.

» pourra démontrer que vneN,l'undes 3 nombresn n+2, nt+4 est divisible

Quelle est la solution de (E) dans ce cas?

Exercice 29:

I- On se propose de résoudre dans N? I'éguation (E): 5% — 4% = yZ.
1. Vérifier que (1;1) est solution de (E).
Dans la suite du probléme, on suppose x # 1.
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2. L’objet de cette question est de démontrer que x est pair.
a) Quels sont les entiers naturels n tels que n? = 5[8] 7
b) Démontrer que si x est impair, alors 5% — 4% = 5[8).
c) Conclure.
3.0n pose: x = 2m (meN).
a) Démontrer que (E) est équivalente a: (5™ — y)(5™ +y) = 2*™.
b) En déduire qu'il existe deux entiers p et q tels: 5™ —y=2F et 5T+4y=29,

avec p+q = 4m.
p=1
c) Déduire de la question précédente que: q=4m-—1
5M — 1 4 4277’1—1
4.0n admet que m < 1. Déterminer les solutions de (E).

II- Soit a résoudre dans N2 I'équation (E): 15x2 — 7y% = 9.
1.a) Démontrer que dans le systemc décimal le dermer chx(@
1,4,5,6 ou9. % )
b) En déduire que 7y? + 9 n’est pas divisible par 5. '235 3

¢) Résoudre I'équation (E).

III- Soit (x,,) et (y,) deux suites définies par
=3 et Yo = 1 '

VTlEN, Xn+1 = E Xp + ;yn

VneN, yp41 = E Xn +2y

1. Démontrer par récurrence e :

Droite (D) d’équation: ;_‘j_
2.En déduire x,,, en fofic E{F

3 Démontrer que (x e son " Suites d’entiers relatifs

b) Démontrer qu ne sont pas divisibles par 5, alors ils sont premiers

2
entre eux. 2 2
5.a) Dém 12 paﬁ Rirrence que :VneN, x, = 2" + 1.
; ";z? ui divise x, si et seulement si 5 divise x;44.
0y déf un% valeurs de n pour lesquelles x, et y, sont divisibles par 5.

Say
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Exercicel:
1. Ecrivons les nombres:

a) 64206 en base 2 puis/eﬁ base 16:
. Z = FACE
64206 = 32103 x 2+0 ; 64206=4012x16+ 14 ; 64296 i _
32103 =16051x2+1 4012 =250 x 16 + 12 ——— )
, — 011001110
16051 =8025x2 +1 250 =15x%x 16+ 10 = 1111101 T

64206

8025 =4012x2 +1 15=0x16+15.

4012=2006x2 +0 b) 19473 en base 13:

2006 = 1003 x2 +0 1947313

1003 =501x2 +1 12'@13 .

501=250x2+1 2 [115[13 -~ €

250 = 125 X 2+0 11(8:]13 &
125=62x2+1 8 Oéﬁ%gﬁﬁg“’
62=31x2+0 c) 413 en base 12: A N
31=15x2+1 413=34x12+5
15=7x2+1 34=2x12410 - al
7=3x2+1 2
3=1x2+1 d) N =2AE

1=0x2+1 =£
N=2x28+2x(22+1) x2* + (2 +%¢

2.. Effectuons: 432° +

12 -
3% 4325 + 203° = 1140°

Bz 2AF*6 = 1010101111° I% A=
- 3 2125 .

11124 3125 x 2125 = T22144°

1124

—_
N
N
s
nH
N
wn

4. D&tefinons dans le systéme décimal
a)le no? bre N = xyz’ = Zyx°.
W22Ezyx’ © 49x+7y+z=81z+9y+x & y=24x—40z. (E)
x, y et z étant des entiers naturels inférieurs a 7, il s’agira de résoudre I'équation
(E) pour y€{0,1,2,3,4,5,6}. )
PGCD(24,40) = 8 et 8 ne divise que 0 parmi les valeurs de y,donc seule I'équation

24x — 40z = 0 admet des solutions:
24x—40z =0 < 3x =5z; PGCD(3,5) =1 et 3 divise 5z, alors d’apres le théoréme
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de Gauss 3 divise 7z z =3k et x =5k, keN.On trouve alors y =0, x=5 et

z= 3. Le nombre est [N =037 = 305" = 248 ]

b) le nombre N’ = 5579 — a7be.
779 — L7758
ab7” = a7b? & 81a+49h 47 =64a+56+b < 17a+8b=49; 17A8=1 et 1
divise 49 donc I'équation a des solutions.
17=8X241 & 1748(-2)=1 < 17(49) +8(~98) = 49 = une solution

particuliere de I'équation 17a + 8b = 49 est le couple (49,—98); alors on a
17a +8b = 49 (1) :
17(49) +8(~98) = 49 (2)° ; (1) = (2) donne 17(a —49) =8(—b—98); é fgegreme

de Gauss nous permet d'écrire: a — 49 = 8k et —b—98 =17k <% \{f‘t

et b=-17k~98;0na 0<a<8 et 0<b<8 & 0<8k+49 t

0<-17k'-98<8 = -Dopc-B o Moo ;‘,‘:}:» k-0
8

= a=-48+49=1 et b=102—98=4 — W 1479—1748—12il

Démontrons que dans tout systéme de numération de %% ?le nombre
1331 est le cube d'un entier x. g‘k

1331% = 1 x a3 + 3q2 +3a+1=(a+1)®=x3 avec =
< a) Vérifions que: x* +16x3 +11x2+ 6x+1= . (x? +3x+e1)'-
(x?+3x+1)% = x* 4+ 3x3 + x2 4 3x3 +9x2-‘15’; X2 +3x+1
=x*+6x3 + 11x?% + 6x ;
b) Montrons que dans tout systéme d ’B’u YERAt O
10 x 11 x 12 x13+ 1 = (131)% %3
ﬁxﬁxﬁxﬁ+l—ﬁb
= b (b‘f—

RLITTT

1

l

& ]‘1

>

- Déterminons le syst 5. de nulmération dans lequel on a: 122 x 103 = 131217

Soit b la base dé“’g}' 4 yst;‘,me'

1&% (b2 +2b+2)(b*+3)=b*+303+b*+2b+1 &

: v =50. b = 5 est une solution de cette équation; alors I'équation

est equ»;alenv e%afﬁ’ 5)(—=b%—b — 1) = 0. Le deuxiéme facteur —b2—b—1=0ne

"~ donne, paside &5lution dans N; Ia base du systéme est b =5,0n a:

[ 1225 x 103° = 13121°.| |
rgchonsfi‘?a base @ du systéme ‘dans le quel on a: 12551 =30407%

125Jg’°—30407“ o 3a'+4a?+7=12551 & 3a*+1a® 12544 =0.
-4 + 388 =
= 16 + 12 X 12544 = 150544 = (388)? = a®=———=064 et aeN' = a =8

On a: :|[ 125512 = 30407° |

\

= (% 3i)2 = (131 )?

ercice 2: . 1
FZ 5, N= 100x et N'= x001 dans le systéme de numeration de base x + 1.

) Ecrivons N et N’ dans le systéme de numération de base x.
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PE— + X
N= T00x**1=(x +1)3+x =x3+3x>+3x+1 1 =13311"

N'=mx”=x(x+1)3+1=x“+3x3+3x2+x+ ,
b) Ecrivons N + N’ dans le systéme de base x +1- 34 1]+ x[1+ (x +1)°) S
N4N= G+ 1) 4 x + x(x+ 1)+ 1= [ D7 T sy PR N = 10010
=[G+ 1+ T+ = G+ D+ G+ D=2
En déduisons que N+ N’ est multiple de x + 1.
Ona:N+N=[(x+1)3+1](x+1)= qx+1)
est un multiple de x + 1. otient ¢ de 1a divisiorg

; ] ug‘ ¥ C R Exe
Donnons alors, dans le systéme de base x, le qu Ly, el 1.1
|
|

-

) +1, alors N+ N’

-

avec q=(x i

de N+ N’ par x+ 1.
q=(x+1)3+1=x3+3x2+3x+2=1332%, T
c) En déduisons qu'il existe deux entiers naturels a etb tels %

abl 2
abfx aaai=q < (ax+ b)(ax?+ax+a) = x> + 3% +ﬂ::x
ax3 =+ (a2 + ab)xz + (aZ + ab)x 4 ab = x3 + 3x2 + 3x‘+‘2 ot

a=1 a=11 \or
par identification on a at+ab=3 & ;\:;g; AR
-- ) ab=2 %2
S

2. Déterminons le nombre de diviseurs. positifs de 240. o 8 .
& G+ ] 1} et-ye{0,1}.
240 = 2* x 3 x 5 = D(240).= {2% x 38 x 57} aﬁ?% ae(0,1; 2,3,4}; Pe(O, } ey i 2

Il ya donc 5.x.2 %2 .=20_diviseurs. positirssdészd0, »

3. Déterminons les"diviseurs de 72 et def29Ja vl _ .
72=23 %32 ; D(72) = (2% x 3P} aveckn §(0, 15253} et fe{0,1,2} = ilya donc

B,

4 X 3 =12 diviseurs positifs deaZZe,

et Be{0,1} = ilya doh
297;. D(297) = {1,809, 1T, 2% :
4. Vérifions si les r@ggsuis sont premiers : 0| 11]2 \ 3 \
649 : V649 = 25?\4:%&%"‘0mbres lers inférieurs a 3|l 11319 \ 27 \
2547 sont: 2 3‘5@"&5,7,11,13,17,19,23.
649 eSt dwisible, par 11 donc il n'est pas premier.
leOi: %()01%"‘%?1,64 ; 1001 est divisible par 7 donc il n’est pas premier-
M%%«i/i@g}— 44,7 les nombres premiers infericurs a 44,7 sont:2,3,5,7,11,13,
%%‘%%221529, 31,37,41,43 et aucun de ces nombres ne divise 1999, alors
g‘)‘) est premier. ' :
17487 : la somme des chiffres de ce nombre est 27 qui est divisible par 3, alors
17487 est divisible par 3 qui est premier donc 17487 n’est pas premier.
257323 :1a somme des chiffres de rang impair est égale 3 la somme des chiffres
de rang pair, alors 257323 est divisible par 11 qui est premier, alors
257323 n’est pas premier.

< s . n+16 \ .
5.0n considére la fraction A(n) =z + OU m est un entier naturel supérieur 3 2.

1181 2 11 \ \

a) Montrons que A(n) peut s'écrire sous la forme q ~}-L2 ,ou (a, b )eNz,
n—

~T72~



A = =1+ s [a=T; 5= 18]

b) Déterminons n pour que A(n) soit un entier naturel.
A(n)eN si seulement si (n—2) est un diviseur de 18.
D(18) = {1; 2; 3; 6; 9; 18} ; n>2 =
n-2

=1 =n=22rejeter | n—2=¢ sn=3g A(n) est un entier

n=2=2=n=0 i rejeter
n—2=3 =>n=25

n—2=9 =n=11 | naturelsi [15[5;8;11;20}7

n—2=18 =22n=20

1. Tous les entiers considérés sont écrits dans le systeme décimal.
a) Déterminons Je chiffre des u

i Exercice 3: 4 }

nités de 'entier 171980 :

17°=1[10] ; 17 = 7[10] ; 172 =9[10] ; 173 = 3[10] ; 17¢ =
17* = 1[10] = (17%)**° = 1[10] = le chiffre des unités de &

i b) a, le chiffre des unités de I'entier 177, (neN) : . i

. 17% = 1[10] , 17%+1 = 7[10] | 17%+2 = 9[10]", ATYR =

e

_ 10) avec keN.
Sin=4k = a,=1; Sin=4k+1 = ;.= 7%, g‘ﬁ‘éﬁk+2 > a,=9
- Si n=4k+3 = a,=3. Les valeurs possibles de a, sGht:1; 3; 7; 9.

’

: ¢) a, =3 pour _ s

- 2. a) Montrons que, pour tout entier naturel, >% n(n*—1) est divisible par 5.

. n(n® — 1) est divisible par 5 < G ), =20, 5 & n(n*-1)=0
Dans la division euclidienne par § § t:0,1,2,3, 4.

i Dans tous les cas on a n(n*— i 3 0l1il2]3]3a

S 1t -1 =0[5] o A

i divisible par 5. ‘
‘ b) En déduire que les ﬁbre

nt—1 410(00]0
nm*=1 (060|000 o

i L'anneau Z/5Z est in ég%ca est premier), alors n = 0[5_] ou n*—1=([5]
( Sip>1, alorék né& 0[5] 3 nP(n*—1)=0[5] & nPtt—pP= 0[5] &
nP*t4 = nP[5] % &etjﬁu‘ﬁ ont le méme reste dans la division euclidienne par 5,
= w2 .

donc le méme\ 1ffre d6s unités. :
3. Déterminén&sles chiffres xety tels que I'entier N = 3x92y10 soit divisible par 3 et 5.
LSRG A+ I+24+Y) =08 & (x+y+2)=0[3].
B 0[5] = ye{0;5).

ou { (=4 { ou x=7

x+7=0[3] x = 1[3] - 2[3]
@ {x =3k +2 {xe{l; 47y °" {xe{Z; 5; 8}

Les nombres 31920;34920;37920; 32925 ; 35925 et 38925 sont tous divisibles par

i Les chiffres (x;y) sont les couplésl (1;0) (4;0) (7;0) (2:5) (5; 5) et (8; Sﬂ.
i 3 et par 5. . '

4. Déterminons les chiffres xety (x < 8) pour que l'entier naturel, qui s'écrit x64y1°,
i soit divisible par 9 et 5. :

x64y19=0[9] < (x+6+4+y)=0[9] < x+y = 8[9]

|
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Ay =o[s] = y=0[5] = yel0:5) |

y=0 =5 y=0 y=5 8 3 ‘ Kt
- - o x < = X =
{xE 9 °" {x53[9] {x=9k+8 e {x=9k+3 2772
= v ZAL
5. Déterminons les entiers naturels x ety tels que N= Tx1yxy*? soit divisible par 63 ' IE
N est divisible par 63 < N est 3 la fois divisible par 7 et par 9. : Trou
N = 105 4 10%x + 10° + 102y + 10x +y.  x <10 & y <10 . N po
10=3[7] ; 102=2(7) ; 1W0°=67] ; 10* = 4[7]  10°=507): é Onzs;
N=0[7] < (5+4x+6+2y+3x+y)50[7] o @Gy+o =07 G _ ;' o
N=0[9] « A+x+1+y+x+y) =001 < (2x + 2y +2) =01, %g

= _ . —7k+1; keN : II- (5):-

{ 3y+4=0[7] Q{ y=1[7] @{y r Y e — 7[9 ‘a
2x + 2y +2=0[9] 2x + 2y =7[9] 2x+2y':‘7[9 =719 5. 1) Just
{ y = ou { » . (=4 { - - 2 i PGC
2x 515[9] 2x +16 = 7[9] 2x ;— 0[9] r' d’en
{.y_.ou {_)1——8.;{)1——}0‘]{)'/,——' = O gfeXd S 2) my :
2x=05 2x=0 x=7 =0 L % | N
yi= y=8 . ng<cy<9. et 0’ S‘Q‘?d, n¥a: M -
{x=9k+7 {x=9k"0—'x—9 ¢ i O"‘% . 20
{y - {y =8 ou {y =8 |es entiers ndturels X et$rtels que N= Tx1yxy’® soit |_ 0"
x=7"x=0 x=9 SR - ! o
divisible par 63 sont les couples S ' 3) Dén
On a bien N=171171; N'=1018 98 qui sont divisibles par 63. i, n=
. :i' ' Ng =
Exercice 4: j =
L- Soit l'entier naturel N= I 4)En
1) a) Déterminons X tel que, NE l n—
4 = 4[7] M =Pl e (u;
8= 1[7] = 8x_§hx[7],% \ 2 ‘vg' x+3+ 5) = 0[7] . "i (u .1
g2=1[7] = 3 = 37y x+12= 0[7) & x=2[7] ' ) | -
A\ e TR RL SRR ‘l 5) 4
b) Déterminons % JQuesN = o[é). i . Soit
4= 4f6)e, \‘% N = 0[6] : f .
= 216] % 8‘;%%2946] (4+2x+4) = 0[6] ‘I n:
8%5 gﬁ@x 82 = 0[6] 2y +8=0[6] & 20x=4[6] < X= 2[3] - 2 _17
3B 2 R x=3k+2 = x=2 ou x=5 q ggﬁ%iéyg
%a‘%&l

i E)

resfe

Feidaelig 5 % 8’ = 4[6]
‘Q.Rie%m%\l g'é: On pourrait poser 2x = 4[6]) & 2x= 4.
Lg%bleau de congruence donne x=2 ouw x=5

&f N=o0[6] = xe{2;5)
2) En déduisons qu'il existe x tel que N=0[7x% 6].
Pour x =2 .ona N=0[7] et N=0[6] = N50[7x6] pour x = 2.
3) On prend x = 2; déterminons I'écriture décimale de N.
=2 = N=5324°=5x8%x3x8"X2x8+4=2772;

[N =75324° = 2772 |
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4) Le nombre de diviseur de N dans N :
2772 = 22 x 32 ' | |
o) s X 7 % .11 = D(2772) = (2%3%;77; 119} avec a€{0,1,2} ; B¢ {0;1;2)
T €{0,1} ilya donc 3 x 3 x 2 x 2= 36 diviseurs positifs de N.
a 36 diviseurs dans N]
Trouvons |
N e plus petit nombre entier naturel k, non nul, par lequel il faut multiplier
OnP . que lt;: produit kN soit un carré parfait.
sa
it que 22x32x72x11°=(2x3%x7X 11)2 est un carré parfait et ;

22 2 2
X32Xx72x112=7x11xN=77N = |

- (S): {n =9][17]
= 3 [5) #
1) I])ustll"ons I'existence d'un couple (u;v) d’entiers relatifs tels_gue 1%F
GCD(17 5) = 1, alors d’aprés le théoréme de Bézout il existe ﬂn coup,
d’entiers relatifs tel que 17u+5v =1 ~ \* Bt
2) ny = 3 x 17u + 9 x 5v. Montrons que les entiers ng app?;rtl ent!
n, appartient a (§) & ny =9 [17] et ng = = 3 [5)¢ -On %"W
ne=3x17u+9x5v=3x17u+9(1—17u) = 17(‘3611»‘» 9[17 d’autre part,
ng=3x17u+9 X 5v = 3(1—5v)+9><5v—3+5(6v) [5]
ng =9 [17] et ng = 3 [5], alors ny appar 'f"j a(9).

3) Démontrons que n—"ng = = 0[85]. 2, Y
=9 [17] n=3[5] ’_ f01 divisible par 17 et 5,;
ny =9[17] . ne =3[5] & laalors "'#,b no est divisible par 17 X5 = 85.
n-— no _0[17] n—n0_=_0 ~ Y= n—ny = 0[85].
t seulement si n =43 + 85k i

3% 17u + 9 X 5v; déterminons un couple
L7+ 5v = 1.0n a :17(=2)+5(7 =1 =
T x17+9x5%x7=213 = n——213 [85] &

n—ny = 0[85] & ns
(u;v) d'entiers relatf

(u;v)=(=2,7) &

Soit n le, nomb‘
® _gok +43; 300<n<40

{n— +9 “
2%7%%‘;%&%7 o 302<k<42 = k=4= n = 85 x4 +43 =383,
de.17 jetons il lui reste 9, en faisant

” a 83 jetons:en faisant p = 22 tas
%“ J—Qﬁﬁ‘as de 5 jetons il lui reste 3 et en faisant k 4 tas de 85 jetons il lui
1%% e 43.

= 1952 x 23*L.

ision euclidienne par 7 de N
estes de la division

I1I-1. Déterminons le reste de la divi
x 241[7]; déterminons les r

19 = 5[7] et 23=2[7] = N = 5°2
euclidienne par 7 de 5" et 2n.
53 =¢[7]; 5*=2[7]; 55 = 3[7] ; 5¢ = 1[7];

50=1[7) ; 5=5[7]; 5 =4[7]
La période est 6. 552 =587 = es2=g[7]; 20=1(7]; 2=2[7); 2% = 4[7};
23x13+2 — 241 = 4[7],alors N = 2 xa)[7] &

23 = 1[7); la période est 3. 20 =
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= 1952 41 est 1.
< le reste de la division euclidienne par 7 de N =192% %23
2. a =4420 et b = 2772.

a) Déterminons d = PGCD(a, b)
: =4
@a=4420=2?x5x13x17 et b =2772=22x3*x7x11 :’_

7y A

b) Déterminer les restes des divisions par 5 des entiers naturels 1291
12°=1[S]; 12=2[5]; 122 = 4[5]; 123 =3[5] ; 12*=1[5] 98 gt i
129=12% et 124 = 1[5] => le reste de la division euclidienne de A

129 = 124420 = 124X1105 . 194x1105 = 1[5] = le reste €st T = 1.
12P = 122772 = 124%693 . 124x693 = 1[5] = le reste est 7 = 1.
3. A=2n+18 et B=n+ 3, neN. )
a) Déterminons n pour que A soit divisible par B.

A 2 8 . v
B ::; 2+—' A est divisible par B si et seulery

entier naturel < n + 3 est un diviseur de 12 ‘:"Eg(n

= ne{0;1; 3 9},les valeurs n + 3=1 et n Ta§$=%
b) Déterminons n pour que A et B soient premxers egsge, gu

On a A—2n+18—2(n+3)+12 = A= ZB 28

n+3 :
{1% §3 4,6,12}

entier naturel premier supérieur ¥
4 a) Factorisons les polynémes A e B
A(x) = 10x3 + 60x2 + 110x = 10(x%
B(x) = 6x? + 18x + 12 =.6(x B1) (x4 2)

PGCD(A(x) B) - DR et

Exercice 5:
1. a) Determmons

euclidiepne par f
49 = TA =2[7] ; 4 =1[7], la période est 3.

Sng_{k ==§¥ sin=3k+1,r=4 ; sin=3k+2 r=2.
b E&géﬂénsons“fque pour tout entier naturel n>1:95+2_533n-1 = ([7),
Y95 4%kt 53=4[7] = 957+ 2=4%m42[7] er 531z gin-afy)
: n=3k+1 ou n=3k+2 :

S =3k+1, 4m*2 = 49(3k+1)+2 et 4311 = 43Bk+1)-1 _ 436K +2
%Qé‘” =2[7] et 43"~1=2[7], alors 4%m+2_43n-1 = 0[7] <
9597 +2 _ 533n-1 = o[7].
Sin=3k+2, 49072 = 490K4D2 op 43n-1 _ 43(Bk+2)-1 _ 43(3k+1)42
4°M+2=2[7] et 4°""1=2[7], alors 49m+2_ g3n-1— 0[7] =
959n+2 - 533n—1 — 0[7]
Conclusion : pour tout entier naturel n>1: 959+2 _

?:"._

=

533n-1 = q[7].
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] 1 ]

_ = [ (625 + 225 + 8)]9?%
I

Li]

]

o

u

2. a) Démontrons par récurrence que, YneN, 537 — 33" est divisible par 49.

Soit P(n): 531 — 337 = g[49]
-Vérifions P(0): 5° — 39 = 0[49] < 0 = 0[49] vraie;
'SUI.JPOS'OnS P(n) vraie, c’est-a-dire 53" — 33" = 0[49] et montrons que P(n + 1) est
vraie c'est-ad-dire 537+3 — 33n+3 = ([49].
53743 _ 33043 _ 195 « 530 _ 27 5 331 = (98 + 27) x 53" — 27 x 33" =

=98 x 53" 4 27 x 53" — 27 x 33" = 2 x 49 x 53" 4 27( 53" — 33n)

2Xx49 x 5371 — 0[49] et 27( g3n _ 33n) = 0[49] alors 53m+3 _ 33n43 = .4 ]

Donc si 537 — 33n = 0[49], alors 53n+3 33n+3 = 0[49]
Conclusion : pour tout entier naturel n>1:95%+2_533n-1= ;?‘ f
b) En déduisons que, si I'entier n n’est pas multiple de 3, alors A = ]

est divisible par 49.
Si n n’est pas un multiple de 3; alors n=3k+1 ou n "é@ :
B

"Sin=3k+1, A =526k 4 153k 4 32(3k+D) % !
3 = (5%%)% x 25 + (3 x 5)% x 15 4882 x 9%
Ona 5% -39 =0[49] & 5% =3%[49] = &“‘\)%"@wgf (3%)? x 25[49]

et (3x5)% x 15 = (33%)2 x 15[49] ; alors

= [(33"’)2 X 25+ (392 x 15 + (33")2 9%;9] & ABEH)(25+ 15+ 9)[49]
vurrait avoir A = (53%)?(49)[49])

- (53’<)2 x 625& G} 25 +(3%)2 x 81 =

= (3%%)2(37 +29 + 32)[49] <
)[49] & A=0[49].

=527 4 157 + 32" est

divisible par 49.

3. a) Trouvons les diviseuks, ans Nel entier 240.
240=2*x3x 5<=~ D(240)’Y‘% {za x 38 x 5v} avec ae{0,1, 2,3,4}; Be(0,1} et ye{O, 1}

Il ya donc 5 %
Les diviseurs dang: é“240 sont:1;2;3;4;5;6; 8 01123 4
10512405165 20504530, 40;48;60;80;120;240. [« [ 1 |2 [ 4 |8 | 16
b) Ca}c%ns’ﬁ%nt dggnaturel n tel que n? — 240 est un 113
ac%e arfartizs : '
% 5 | 115

Fpothhs T2l 240 =p? © n?-p?=240 &
‘é(n +p) =240 = n—p et n+p sont deux diviseurs de 240 de méme parité.

On"?a resoudre alors les systemes suivants:
{%11- p=2 {n—p-—4 ) {n p=6 {n—p=8 ) {n—p=1o .{n—-p=12
+p=120"ln+p=60" (n+p=40" n+p=30’" (n+p=24
On trouve ne {61;32;23;19;17;16}.
4. a est la longueur et b la largeur du rectangle; a =72 et ppcm(a,b) = 216
Déterminons les valeurs possibles de b.Soit pgcd(a,b) = m et pged(a, b) =

Ona: mx&=ab & 216x86§=72b < 36=0b ; 6divise a et a>b =
les diviseurs de 72 .étant 1; 2; 3;4;6;8;9;12;18; 24; 36; 72, les valeurs

~T77 ~
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27:36; 54.
possibles de b sont 3;6; 9:12;18; 24;
lidienne de 111 par 7 et de 10" par 7 SUivan,

5.a) Trouvons le reste de la division euc

les valeurs de I'entier naturel 7.
11=15x746 = 111=6[7] = 7=6

10°=1[7) ; 10=3[7] ; 10* = 2[7) ;10° =107
Sin=3k, r=1 ; sxn—3k+1,7‘—2 ’ Sln~3k+z At

b) N =999°'888 777 666 555 444 333 222 111. e
fonction de 111. . .
0% + 68 11¢

- Montrons que N peut s’écrire en
9
N—111+2x111x1o3+3x111x106+4x111x10 +5x111x1

24 Y
+7x111x1015+8x111x1021+9><111X1O S, \
012 + 6 x 10%° +7x10"®+38 1.,

—111(1+2X103+3X106+4X109+5X1 i
N =111 x N’, avec N’ polynome a puissances croissantes de
ne de N par 7.

_Déterminons le reste de la division euclidien

10% = 1[7] = N’=(1+2+3+4+5+6+7+8+9)A73*C 107 fizap) -
N=6x45[7] & N=6x3[7] & = le ?"’Ste 1e ]avg{ms'on euclidienne
par 7 de N est 4. '

Exercice 6: -
1.a) Etudions, suivant les valeurs de lentler nafuel n,le-re ed

euclidienne par 5 de 12". ( S W
12 =1fs] ; 12=205] ; 12* =4BlNG g [ g 12* = 115] = la période est 4
Sin=4k r=1; Si n=4k+1, r T——4 Sl TL—4k+3 r=3,
. il e

b) En déduisons le reste de la diy
N=4x125+11x 124 +3%
Ns(4x2+11x1+zf§%34

= le restip e la divisio

L

e -la division

1z+5)[5] & N=@+1+4+3)5] &
euclidienne par 5 de N est 1.

2. Dans Z : x3+2x2§x-el o= 0 [111]). (1)
a) Montrons qu'il e

x 24+oax+B)—1L

'x ‘*4-2x —x—2-11; —1 est une racine de x3+2x* —x-2
= (x+1D)E2+x-2) =
= (x+1)E*+x—-2)-11 avec a=1 et B—,

les solutions de (1) sont.solutions de I'une des deux équations:

] ou x2+x-2=0[11]. :

% x=13=0[11] & x+D(E*+x—-2)—-11=0{11] &

@ ¥ )(x +x—2)=0[11]; 11 est un nombre premier donc 'anneau Z/11Z est
mtegrealors (x+1)(x +x-2)=0 © x+1=0 ou x*+x-2=0 &
x+1=0[11] ou x*+x-2=0][11].

c) Déterminons les solutions de (1).
x+1=0[11] & x=10[11] & x=11k+10;
x2+x-2=0[11] & (x-Dx+2)=0[11] & x=1[11] ou x=9[11] @
x=11k+1 ou x=11k+9;

L'ensemble solution de (1) est [S={11k+1; 11k +9; 11k + 10 }’@

s‘(w(deux ombres entiers relatifs a et B telsque:
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3. A=10°" ‘ . :
2 Déterm:jn: 1126:: 2% 107 + 1,ne; 10° = 1=9x 111 et 103 +1=7x11x13.
103 — =9 % 11 ste de ladewsion euclidienne de A par 111.
= (103)%" 4 7 x i =0[111] < 10% =1[111];
A 6(111] ; le r (10)2" +2x (109" +1 = A=(1+2+2+D[11] <
b) n impair ; mont este de la division euclidienne de A par 111 est 6.
Ona 103 +1 — rons que A est divisible par 7, par 11, par 13.
7x11x13 & 103 +1=0[7x11x13] & 10° =-1[7x11 x 13].

Posons n3~ 2p+1, peN = A= (103)¢*3 +2X (103)*7+2 4 2 % (103)2P+f
= =[(-1)*+2(-1)2+2(-1D*'+1][7x11x 13] &
=(-1+2-2+1)[7x11x13] & A—0[7><11><13]=>/\e'd§" 2

c) n pair. Posons n = 2p, peN. |
g 2

par 11 et par 13.

-Démontrons que A —6 est divisible par 11, par 7 et par
A~ 6=(103)7 + 2 x (103)* + 2 x (10%)?P — & ’%,
A-6=(1+2+2-5)[7x11x13] & A- 6—0[;%" 1 x

= A-— 6 = 0[111]; alors A est d1v151ble par % pEQZHB

= 6[111]
ét par 111.

T3

f
OnaA—6=0[7x11x13x111] & As£[7x11X1

i 7x11x 13 = 1001 = A= 6[1001 x 111] &, le reste de la division euclidienne -
de A par 111x 1001 est 6. 5

. 4. a) Détermino.ns les restes -de la divi ; A
2°=1[5) ; 2=2[5) ; 2° =415] ; )
sin=4k, r=1; si n=4149

i 3051[5];353[5];32
si n = 4k, r=1;:n= 8

i b) En déduisons lentler

35] & = 1[5] = la période est 4: °
'xn—4k+2 r—4 snn—4k+3 Ti= 3.

1 ques -188)" + (2257)" =0 [5]
1188 =237 X5 +§ = 3[5] 2257 =451 x5+2 = 2257 = 2(5]
- (1188)" + (22$v .’\“ )[5] (1188)" + (2257)" =0[5] & 3"+ 2" = 0[5].
<5, "—15]=>3"+2n 2[5]
: [5] et 21 = 2[5] = 3" +2" =0[5]
S 2, 4[5] et 2" =4[5] = 3"+ 2" = 3[5]
%, 1 B8, hn = 2[5) et 27 = 3[5] = 3" +2" = 0[5]; alors
: »1257)'*—0[5] o [n=4k+1ou n=4k+3 keZ.|
s de l'entier naturel n le reste de la division

- 5%

4?% 807

5 te mxx%g‘s selon les valeur.
euchdienne de n2+5n+9 parn+2.

’ n® t5§1+9=(n+2)(n+3)+3 ceci est une

n > 1. Le reste de la division euclidienne de n

division euclidienne sin+2>3 &
245049 par n+2 est 3,avec n un

entier naturel supérieur a 1.

) . ; P . ‘ . 3n+8
6. Déterminons les valeurs de Ientier relatif n pour lesquelles la fraction ——~ est un

entier relatif.
3::48 =3 —n———:4 est un entier relatif si et seulement sin + 4 est un diviseur de 4.
n+4=1 ¢ n=-3;n+4=2 esn=-2; n+4=4 & n=20
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‘3n+8

n+a €St un entier relatif si ne {—3;-2;0)}.

Exercice 7:

1. Démontrons que pour tout entier naturel n:
a) n?(n+1)? est divisible par 4.
*Si n est pair :n =2k, keN — n2(n + 1)2 = (2k)?(2k + 1)* = 4k*(2k + 1)
est divisible par 4. : i
*Sin est impair :n =2k +1, keN = n?(n+1)% = (2k + D@k +1+ v* %;.
= (2k + 1)%(2k + 2)? = 22(k + 1)2(2k + 1)% = 4(k + 1)2(2k + 1)? est divisiblezPar
D’ou VnEN , n?(n+ 1)2 = 0[4).
b) n?(n? — 1) est divisible par 12.
Faisons le tableau de congruences.

. n o[il2]3]als]e&]7
n?, 0lij4]o]alifo]i
n—1 11/0[3]8]3]0]11]6
nm?=1 |ololololololo]o0

On constate que, VneN, n?(n?-1)=0 o n?(n*—-1) EOW = atnt —1) est
divisible'par_ 12, VneN. On pourrait montrer gue n?(n® —

©) (5n+3)% — (2n — 3)? est divisible par Y
Ona:(5n+3)2— (2n—3)? = (5n+ 3 — #n
=3xM+2)x7n=21n(n+2) zga \
D’ou VneN , (5n + 3)2 — (2n — 3)2 eSt
d) 32743 4 243 et divisible pasee, ©

32n43 4 on+3 — 32n ¢ 33 _Aom - 2n 27 + 2" X8
32n+43 4 on+3 = on(27 483 B = onig 5[7] = 0[7] & 32"+ + 2™+ est divisible par7.
2. Déterminons I'ensemfle des entiers relatifs x tels que: \ ' ~

a) x>’ +x-—2 soE»&di‘{f%ible ag7; "
) g%wx&%é a%g ‘:"

x2+x—2 est isiplgepar 7 < 24+x—-2=0[7] & .

(x — 1)( 2) 7 est premier, donc 'anneau Z/7Z est intégre; alors on a

x—1% ou ¥ 12=0[7] © x=1[7] ou x=-2[7] & x=5[7). _

x 27 V¥ — 7k 45 keZ. [S={7k+1; Tk +5), kel | | .
b)ek? & bit divisible par 3; 2 ‘
%ﬁx divisible par 3 & x*+x-2% 0[3]; 3 est premier donc ;

S = 03] & (- DE+D 03] o x=108 & x=3k+Lke
AS=(3k+13}, keZ.| |
c) x2+x—2 soit divisible par 42.

x?+x—-2=0[7]
x?+x-2=0[3]

x=1[7] ou x =5[7] {x=7p+1 {x=7p+5 , -
{ x =1[3] ® Mlx=3g+1 @ x=3q+1 PO

(1) donne 7p+1=3q+1 & 7p=3q¢ = p=3k et q=7k = x.=.21k+t1,

(2) donne 7p+5= 3g+1 & 7p—3q=—4; une solution particuliére est (-1,-1)

2+x—2=0[42) = x*+x-2=0[21] = {
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o 73(_(11.)'_3(_1)2_4 = 7(p+1)=3(g+1);7A3=1 et 3 divise 7(p+ 1)
ivise p+1 = p+1=3k & p=3k—-1 = x=7@Bk-1)+5 &

x=21k=2;[S= {21k +1; 21k — 2, keZ.|

d) (x — 3) divise (2x + 1).

2x +1 =2 +
— ; (x —3) divise (2x +1) & (x — 3) est un diviseur de 7; 7 étant
x—3=7,x— 3=—1 oux—3=—

un nombre premler ona x—3=1
x=4,x=10,x=20 ' &
| =2o0u x=—4;[S={-4;2;4;10 -
3T ] f
a;o;vin; I'ensemble des entiers naturels n tels que: ‘J &
) . : <
ont 4 3501t divisible par n—4; K
Ln P e . 3n + 24 est divisible par n—4 & n- 4 est un djviseur de 12
es diviseurs de 12 étant 1,2,3,4,6,12 avec neN,on a: 7. Q~— 1 == 1?% 5
n—4=1 = n=5 ; n—4=2 = n=6 ; n—45 3%
n‘t— 16

n—-4=4 = n=8 ; n—-4= 6 = n=10 ; n— 12
S={5; 6;7;8;10;16) ‘ 533%
b) (n? — 3n + 6) soit divisible par 5;
2 —3n+6=0[5 © n*-3n+6=0 & n+2n+,}_70<=°(n+1) =0 &
. . . 4&
nti=0 & n=-1 & n=4 & 1=Y 44, [5= {5k + 4}, kel ]
c) n+1 divise n?—-n+3; .
n—n+3 =9 )
2+—— sn+1 divig

nef0; 4

d) n’ —n est un multlple de 7. @

e n(n —~1i)=0.D'ap
de congruences, ‘G EN

o nnf-1)=0 % n est un multiple de 7.
%:\.\ us jentiers relatifs x et ¥, xy(x*—y 2) est divisible par 2.

4. Démontrons que PO r\
Ers e impair alors xy est pair

e Si I'un deszégeux e *turels x ou y est pair et l'autr
& xy=0‘52] o Yote? -y =002}

« Si les déux eg'e i% et y sont pairs,

. entiers Soit impairs alors Xy n'e
2 = (2k+1)* - Qk'+1)=

alors xy = =0[2] © xy(x® —y?) =0[2].
st pas divisible par 2.0n a:

§1£ y-2k’+1 — x*—y
- éf—?ﬁc-+1)—(4k 44k’ +1) = 4K? + 4k — 4k —4k’—4(k2+k K —k')
_k?—k)=002], alors xy(x* =Y 2y = 0[2].
Conclusnon v(x,Y)€EL , xy(x*—y 2) = 0[2).
que VneN:

par récurrence
ayn(Zn+ 1)(Fwn <+ 1) est divisible par 6
p(n):n(Zn + N(7n+1) = 0[6]

- Vérifions P(0): o(1(1) = 0[6], P(0) vraie.
. Montrons qué si P(n) est vraie, cest-a-dire n(2n+ 1)(7n+1) = 0[6] , alors

5. Démontrons
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)50[6].

P(n+ 1) est vraie c’est-a-dire (n+1)(2n+ 3)(7n+8
(n+1)(2n + 3 — 14n3 + 5102 + 61n + ,
( )(7n + 8) = 14n3 + 2 e 76 {

= 14n3 + 9n? + n+ 427
_ on? +n + 6(7n? +10n+4) '
P(n) vraie < 14n3 5 9n11nn-i 0[6] et 6(77‘12 +10n+4) = 0[6], alors "
(n +1)(2n + 3)(7n + 8) est divisible par 6 < P(n+1) vraie,
Conclusion : vneN nn+1)(7n+1) = 0[6]
b) 4™ + 151 — 1 est divisible par 9.

Ona: 4" 4+15n—ji=0 < 4"=-15n+1 &

P(n):4"=3n+i; . ‘
- Vérifions P(0):4°=3x0+1 < i=1 p(0) est vraie. %
- Supposons P(n) vraie ¢» 4" =3n+1 et montrons qtlfﬁ =

S MM =3n+1)+1.
4"“—4><4"—4x(3n+1)_12n+4_3n+3+1-3(71 »&f‘”‘:’ P(n+1) vraj,
a

alors si P(n) est vraie, P(n + 1) est vraie. ' b _
Conclusion: VneN, 4" +15n—1=0 <& 47 %1571 -1=009 I

Remargu Deux autres méthodes permetten de démontrer cette propriété :les regge,
: lea de congruences modulo 9

4"=3n+i

-Vérifions P(0):102 + 10+ 1= 0[1 1}%:‘ 11'
- SUppOSOI’lS 109n+2 % 106n+1 , §

109n+11 + 106n+7 +1= 0[1} ]

109n+11 + 106n+7 +1= 09

: (n + 1) est vraie.
; +2-_%r9106"+1 +1=0[111].

$222 = 7 = 0[7). P(0) est vraie
'ale et montrons que P(n + 1) vraie

- w +2 = 0[7] vraie.
Yg2n+3 | 2743 = 32n+1 4 32 4 9 INF2 3 ) — (7 + 2) 32n+1 r 2n+3 X 2

- 2n+1 +2 X 32n+1 +2 X 2n+2 =7% 32n+1 3 2(32n+1 4 2n+2)
%‘ 241 = = 0[7] et 32"t 422 =0[7] alors 7 x 321 4 2(32nH) 4 2nH2) = 0[7]

B~ou si P(n) vraie alors P(n + 1) est vraie. : .
Conclusion : YneN, 32™*1 4 2mt2 = ([7].

e)2X6X . XMUn—-2)=n+1)n+2)x..X2n:PM) n=0
- Vérifions P(1): 2 = 2 vraie P(0) est vraie.
- Supposons la propriété vraie au rang n c’est-a-dire
2x6x10x--x(4n—=2)=(M+1)(n+2) X ..x 2n et montrons quelle est vraie
au rang n+1 c'est-a-dire, '
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2. Etudions les restes
2°=1[9] ;2= \*

2X6x 10'x---x(4n—2)(4n+'2) = (n+2)(n+3)x.,.><2(7'1+1).
2x6x10x---x(4n—2)(4n+2)=(n+1)(n+2)><---><2n(4n+2)=

=(m+DM+2)X..x2n(2n+1) x 2
=(m+DM+2)x..x2n2n+1) x2(n+1) =@ +2)(n+3)x..x2n+1).
D’ou P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie.
Conclusion: VneN*,2 x 6 x 10 x - x (4n —2) = (n+ D(n + 2) X .. X 2n
"Exercice 8 .
1. a) Démontrons que, VnN, 32%*1 4 2 x 43"+1 est divisible par 11 %
Par récurrence : P(n): 32"*! 4 2 x 437+1 = 0[11] . g\ %}f !t
- Vérifions P(0): 3+2x4=0[11] & 11= 0[11] vraie. ' % : e
, A

- Supposons P(n) vraie et montrons P(n + 1) vraie.
3241 4 2 x 43141 = 0[11] vraie = _
32MH3 4 2 x 43744 = 32141 x 9 4 2 x 437H1 x 43 = 9 x 3M L+
= 9 x 32n+1 4 9 5 43n+1 (55 % 9) — 9(32n+1 4 2 X 4311y, ¢+ '1;::

9(32M*1 4 2 x 437+1) = 0[11] et 2 x 55 x 43"*1 = lors Yoo
3271 + 2 x 43741 = 0[11]. D’ol si P(n) est vraie alors®P R ddfest vraie.

Conclusion : VneN, 32"+ + 2 x 43741 = 0[11]. % L
b) Déterminons' I'ensemble des rationnels a t Byque 32TF a x 43"+ soit divisible
- .

par 11, VneN ﬂ »
3°=1[11] ; 3=3[11]; 3*= [1 s\ fm 34 —4[11] 35 = 1[11] ;
La période est 5. 1\ Y
4% =1[11] ; 4=4[11] ; 42 =5 4= 9[11] ; 4*=3[11]; 4> =1[11] ;
1 —= 43n X 44[11] 32n+1 — 43n+1 X 43[11]

3271 — 4371[11] 32n+1 — 4?]‘1‘&3@?
6211%1 = _qX 437%1[11]

?1 — 43 43n+1[11] )
= —64[11] = a=2[11]; [a = 11k + 2,keZ |.

ccessifs de la division euclidienne par 9 de 2™.

2n+1 3n+1
3 +ax4

—a = 43[1]
ol ‘Q{:’—%’ﬁ] ; 23=8[9] ; 2*=7[9] ; 25=5[9] ; 2651[9].

fg] . 26k+2 = 4[9] ; 26k+3 = g[9] ; 26K+ = 7[9] ; 26k+5 = 5[9];

f’ 22n(22n+1 _ 1) = (26k+1) (2 % (26k+1)2 = 1) _ 1
51&3%{2 x 22 — 1) — 1[9] = 4(7) — 1[9] = 27[9] = 0[9].
éw} 6k + 2, 22n(22n+1 _ 1) 1= (26k+2)2(2 X (26k+2)2 _ 1) -1 '
=42(2x 4% -1)—1[9] = (16 x 31) — 1[9] = ((7 x 4) — 1)[9] = 28 — 1[9] = 0[9].
oSi n=6k+3, 220221 _1) -1 = (26k+3)2(2 x (26%*3)2-1) -1 .
=82(2x82—1)—1[9]=7(2x7—1) —1[9] =7 x 4 — 1[9] = 27[9] = 0[9].
«Si n=6k+4, 227(22"1 - 1) — 1= (254*)2(2 x (26K*)2 - 1) -1
=72(2x72-1)—-1[9]=4(2x4—1) —1[9] = 28 — 1[9] = 27[9] = 0[9].
eSi n=6k+5, 227(227*1 — 1) = 1 = (26k+5)2(2 x (26k+5)2 ~ 1) —1
=52(2x52-1)-1[91=7(2%x7-1)-1[9] =7 x 4 — 1[9] = 0[9].
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Alors, vneN , le reste dé la division euclidienne de 22n(22
3 9Od0°iC1VneN, 227(227+1 _ 1) — 1 est divisible par 9-
. = 14n + r. Déterminons les valeurs possibles de et T
Ona:0<r<n et n>14,d'od:
900 =14 %64 + 4 = n= G ap i
=14%X63+18 = n=63et r=18
=14Xx62+32 = n=62ect r=32
=14%x614+42 = n=61et r=42 £
les valeurs possibles du couple (n;r) sont: (64;4), (63;18), (62;?72),.-1' 4
____4. a) Etudions, suivant les valeurs de I'entier naturel n,le reste de la div, T
cuclidienne de 7™ par. 10._ : 2

7°=1[10] ; 7=7[10] ; 72 =9[10] ; 7>=3[10] ; - cgﬂ?\ A
Sin=4k, r=1;sin=4k+1, r=7;sin=4k+2, 7= ;%1\: ‘
'b) Déterminons-le chiffre des unités de l'entier Am) =1+ ??j_ .‘5“-: : s
-Si n = 4k, A(n) = 1[10] = le chiffre des unitéS"d‘assav'}&’c;)g’l-)1;?5-t 1%% ' “
Sin=4k+1, A(n) = (1+7)[10] = 8[10] = le chiffge e*s‘%?;‘{_n es‘d’e A(n) est 8. A
Sin=4k+2 An) = (1 +7-+9)['10] = 7[10] = le chiffrézgdes umte? fle A(n) est 7. 1‘
Sin=4k+3, A(n) = (1+7+9 +3)[10] =0[10] =l q jffre des unités de A(n) est0 . ;
5. Démontrons que pour tout entier naturel = ' {‘
a) n?(n* — 1) est divisible par 60; . v %
n?(n*—1) = 0[60] & n?(n*-—1)
n?2(m*—1) =n2@m%—-1)(n?+1) et

n?2(n? —1) = 0[12] (Ex.

n+1 _.1)—1 par 9 eSt.O;

S

=
-t
e

0
c
o
<
=2
m
z
o

, = (0[12] ; montrons que n?(n* N 1) = 0[5).

D’aprés le tableau de congrileng

b)

il |

a)D%’r’fs 7/6L: x2—2x—3=0; '
P_x—3=0 @ 2+4x+3=0 & (x+1)(x+3)=0; 6nétant pas premier,

g 3.1
|
- ;
||
les diviseurs de 0 dans Z/6Z sont 2 et 3.0n a: 2x 3 =0 '
[~ |

x+i=0 ou x+3=0(1) (1) donne x =5 ou x=73 o
x+i=2 ou x+3=3() (2) et (3) ne donnent rien (x+f)—(x+3)*4'
x+i=3 ou x+3=2(3) S=il3:5)
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Remarque : on pdurrait utiliser le tableau de congruences modulo 6.
b) Dans Z/7Z : x2 +17x—4=0.
P +T7x—d=0 & x2+3x—4=0 (x—1i)(x +4) =0;; 7 est premier =
x—1=0 ou x+4=0 e x=1 ou x=3;] s={1; 3}
On pourrait également utiliser le tableau de congruences modulo 7.
c)Dans Z/8Z : x? — 4x + 11 = 0.
X —dx 41120 e 24 dx+3=0 (x+1)(x+3)=0; 8 n'est pasgrcmler
= les diviseurs de 0 dans Z/8Z sont 2,4,6; ona 2 x4=0 et 4?6
On va résoudre les équations suivantes : €.
x+1=0oux+3=01);x+i=20ux+3=4(2); x+1=4 6—’%“"3—‘2‘(3)
x+i=4doux+3=64);x+i=6oux+3=4 (5: ;
(1) donne x =7 ou x=5 ; (2) donne x=1 ; (4) donne
donnent rien =3 E-—- {1:3;5 ;7]]
2x +4y =2
x—3y=3"

i

2. Résolvons: a) Dans (Z/6Z)2 : {

{2x+4y= 2 ) s
x—3y=3 2) ° résolvons par substltutlon‘(ZI) donne

2By +3)+4y=2 © dy=72
D’apres le tableau de congruences on ;
4y—2 =3 y=2 ou y-—'f; » -
- Pour y =2, x—3x2+3—3ﬁ_p9u J}l& 5y x=3x5+3=0: S={(3;2),(0:5)}-

&

b) Dans (Z/5Z)3 : {x—.?‘y“L:""_ X %m"
| X+ 2yd 2%k

(1) +(2) donne 2x— % =%
(1) — (2) donne —#y + 3z =81 e y——32——1' = }!.:..Z.Z.:i:.fl

[s={(34.0), (1,3,1), (632). (2.03). 02D)] [ To T3 [312

eloach dessls vérifie le systéme y|4]|1]3 ,

x| 31420

—H3y +3; (1) devient

012'3'45
042042“:

Jo
N

= 34p 1=15¢+1 < 34p—15q0 =2,

(L, - 34A15=1 et 1 divise 2 = I'équation admet des solutions.
Dete :minions une solution particuliére (pg; qo) par l'algorithme d’Euclide.
ﬁ5x2+4 = 4=34-2x15

15=4><3+3 = 3=15-3%x4=15-3(34-2x%x15)=7%x15-3x34
4=3%x1+1=1=4—-1x3=34-2x15-(7x15-3x34)=4%x34-9x15
4x34-9x15=1 < 8x34—-18x15=2 = (py; qo) = (8;18).

o en %, = 34 —p) ~15@ =) =0 = 3400~ po) = 15(¢ - )

34 divise 15(qg — q,) et 34 et 15 sont premiers entre eux alors, d’apres le théoréme
de Gauss 34 divise g —qo & q—qo=34k <& q=34k+q, & q=34k+18 =
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X =15q+1=15(34k +18) + 1 = 510k + 271 ;
Remarque : on pourrait chercher p et le remplacer par sa valeur dans x =34p—1
pour trouver x.0n trouvera le méme résultat.

b) sz~1[5] = x2=4[5] < x2—4=0[5] < (x—Z)(Jf-f-Z)EO[S]k s
5 est premier = (x—2)(x+2)=0 = x=2 ou x=3 = x=5k*%
ou x=5k+3 ; [S={Sk+2;5k+3), keZ |.
. 4 xe(Z/5Z) et xe(Z/4Z).Déterminons les entiers relatifs x telsque:
{x2:43(_4~3_=0 - {(xé- Dx-3)=0 (O
2x—2=0 2x =2 2)

(1):5 est premier = x=1 ou x=3 ' B
(2): le tableau de congruences modulo 4 donne: x = 1 ou x=3.

On va résoudre les systémes suivants : : ;‘z Be:
@ {*=1 (b){ng'; @ {*Z3 ou O leed %:{ ,
x=5k+1 x=5k+1 x =5k 45% 8 (d)3E
H ; ¢ ol ?’»0\}@:* %
(@ {x:4k’+1 (@) {x=4k’+3 0 {x=4k fl g e

(a) et (d) donnent: 5k =4k’ ; 5A4=1 = dapreés I& thépreme gy
tel que k=49 = x=5(4q)+1 ou x=5(4) +3 < xg20q.+1.0 i
(b) donne: 5k +1=4k'"4+3 & Sk—4k'=2 -:,L ;2) est une solution p

Sk — 4k’ = _-g? B
= {—5(2) +4(2)=-2 Sk =23 (. D,
5(k—2)—4(k'—2)=0 | '
(c) donne: 5k +3 = 4k’ + 1 & Sk 4}
+{ Sk—4k'=-2 ‘
(5(2)-4(2)=2 E o -
5(k+2)—4(k'+2)=§355§ < sl4g—2)+3=20g—10+3=20q—7. | |
x=20q-7; [S={20q+1; 20q +3 ; 20 —7; 20q + 11}, quJ | L 8
5.a) Démontrons que, pour tous entiers relatifs x et y et tous entiers naturels n et &, ‘
kfé—:}ky[kn] . )
x =y[n] & Eipez“9 ehquer x =np+y & kx=(kn)p+ky & kx= kylkn]
avec k¢ EneN” . CGFD- . ' - -
b) En uti"‘isarf?ééa rélation de congruence modulo 12 déterminons les entiers relatifs
Y mEE1[3] (x =1[3] {4x = 4[12]_
o, (G4 {x = 2 [4] 3x = 6[12]

ol e =2 [4]
i@:\’;r : '3:':%(4 -6)[12] & x=-2[12] & x = 10[12] < |x = 12k + 10, keZ ‘

Exercicé 10: -
1. a et be(Z/15Z). . e .
a) Déterminons les couples (a,b) tels que. aI'J = 0, a# 0 et b#0;.
Les diviseurs de 0 dans Z/15Z sont:3;5;6;.9;12.0n a
IxE=0 . Ex6=0 : 5x9=0 ; 5x12=0, alors on obtient:
(.5)e{(3:5).(5:3).(5: 6).(6: 5).(5: 9).(9:5).(12:5) (5:12)}

b) Résolvons dans Z/15Z I'équation x?—6x+5=0.

i
non nuls x = yjp,
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X°—-6bx+5=0 = (x—i)(x—S)z(') g{ (x—l)(x—s).=0 .
ot ' o : (x—1)—(x—5)=4
e .le c?ume (9;5) vérifie: axb=0 et a—b=4; dott on a:
x—'1=9 ou x—5=0 < x=1 ou x=5. & x=15k+1 ou x=15k +5
X—=1=9 ou x-5=5 & x=10 ou x=10 = x=15k+10;
L2 _
Conclusion : x? —6x+5 =0 =s[S={15k+1; 15k +5; 15k + 10} keZ|
©) Résolvons dans (Z/15Z)? le systéme suivant : {3x +t3y=3; .
p 2x+y=5" @
ar substitution:y = § — 2x = 3x+3(5—2x) =3 = 3x—bx=3 g =3

u,u

= 3x-3=0e -3(x+i)=0 e 12(x+1)=0 = x+1=5 @%4 %
y=5-2(4)=5-8=-3=T2 = x=15k+4 et y=15kek 2]
[S={(15k +4; 15k + 12)) ke | A% Q
2. a) Déterminons le reste de la division euclldlenne de 61
6° = 1[11] ; 6 =6[11] ; 62 =3[11] ; 6% = 7[11] ; 6=
6° = 5(11] 5 67 =8[11] ; 6°= - 4[11] ; 69 =2(11] ;

7x+5y=3 < 7x=3[5] 3
35k — 28+ 5y =3 & 5y =}
[S= {5k +4; =7k — 5}, keZ|

x = 1[5]
Ed { = -2[7]"
1o Sp+l1=79q—-2 < 5p—7¢=-3 & 7q—5p=3

q—-3[5] = q=5k+4 = x——7(5k+4) 2 =35k +28—2
o |S = {35k + 26}, keL.
e carré de tout nombre impair est congru: al modulo 8.
d1v1510n euclidienne d’un entier impair par 8 est 1, 3,50u7;
Pl si n=1[8] — n2=1[8] ; si n=3[8] = n?=9[8] =1[8]

neigs“fsj = n =25[8]—1[] . s n=7[8] = n?=49[8] =1[8].
Canclusion : Si n=2k+1= n? = 1[8] ,keZ. CQFD ‘

b) Resolvons dans Z?: 8x+1=y%
Ona y2=1[8] = y=2k+1,keL =>8x+1-(2k+1)2 o 8x=(2k+1)*-1

& 8x=02k+1-1)Q2k+1+1) & 8x =2k(2k+2) & 2x = k(k+1)
k et k + 1 est divisible par 2.

k(k + 1) )
= . on remarquera que I'un des nombres

§= {("“‘2* D .ok +1 )],kez.
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5. a) Résolvons dans Z?: 5x — 11y = 4.
5A11=1 et 1 divise 4, il ya donc solutions. Détermi
en utilisant I'algorithme d’Euclide.
B =9 %41 = 1=41—3%5 = &=5 -8)—11(—4) = (—8;—4) est une
solution particuliére de I'équation 5x — 11y = a0l 2%

nons une solution particuligre

Sx—-11y=4 - 5x—11y =4 b
. ar addition membre a membre des
{5(‘8)“11( —4) =4 {5(8)—11(4) =—4P o

deux équations on obtient: 5(x +8) = 11(y +4); SA 11 =1"et 5 divise + 4),

alors d'aprés le théoreme de Gauss, 5 divise y +4. 11 existe donc un e elatlf k
tel que y+4 =5k & y=5k—4 & y= 5k + 1. Remplagons y par S4, val E]S
la premiere équation: 5x— 11(5k+1) =4 ¢ 5% = 11(5k) + 15 %

[S=((11k +3; 5k + D) keZ.|

ghe % : 3a = 1[5] : % a. : 1
b) En déduisons la résolution du systeme {7a = 9[[11] J n;-‘ Ty ow ‘
3a =1[5] 3a = 6[5] a = 2[5] gg +2=
- = = = p 11q +6.
{7“ =9[11] {7a =211 © {a =6[11] ai'gi
< 5p—11q = 4 = d'aprés a), p=11k+3 = a= A1) )+2—55k+17

@ =55k +17; |S= {55k + 17} kel.|
© 6. Trouvons les couples (a,b) d'entiers naturels
vérifient 3m — 2d = 30. &
Il existe deux entiers relatifs a’ et b’ t
3m —2d =30 < 3da'b’—2d =30
des diviseurs de 30. u
Seul le couple (3;10) convient:
3(3a’b’

fon nuls don%’re PGCD d et le PPCM m

d |1 12 |3 |5
3a’b’—2|30|15]10 |6

b=12. |(a;b)e{(3;12),(12;3)).

(" d’entiers naturels tels que:

S8z 120’ et b=12b'. On obtient: {12(61, +13) =0
aAb' =1
a—12. a' =3 a=36 ' ; .
AU E {h 48 ' {b’—z =>{b=24 e
;12 48), (48 12),(36;24), (24; 36)} bra 12

6(a+b')—105 o (f@rid =105 [7TiT7[3

‘ { &a'b’' =126 a'b'=12 b'|12|6 |4
. ‘le . a'+b'=.13 et 13 ne divise pas 105;
b'=12
. {Z,fg”; 2 et 6 ne sont premiers entre eux;
{SZ3 @b =7 et 7divise 105 = §=2F=15 = a=45et b=60

(a; b) € {(45;60),(60;45)}
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N [a?+b2 =801 . 2 _ '
c) { = {(a +b)* —2ab = 801 . ; Posons a=48a" et b=28b" avec

avb=120 avb=120
’ r__ . ’ N2 — 2 1t ’
a’'Ab" = 1. On obtient : {[6(a +b)], , Z20"ab +801 5 ot a'b’ sont des diviseurs
da’'b’ =120
de 120.

) 1 2 3 4 | 5 6 | 8 |10
a'b’ | 120 | 60 | 40 | 30 | 24 | 20 | 15 | 12

2.52a’b' +801 = 240 + 801 = 1041. qui n'est pas un carré parfait;
*Sid=2et a'b' =60, alors 262a'b’ +801 = 1281 n'est-pas un carré pa falt
*Si =3 et a'b’ =40, alors 26%a'b’ + 801 = 1521 = 392 & [3(a’ +HRIPEP

a+b'=13; e systéeme devient {a +b = 13, on résoud léquatl&n.. .
e By

*Si §=1cet a'b’ =120, alors .

A a'b’' =40 _ .
*-13a"+40=0 ; A=169-160=9 = a'="=5¢ a’l\m&’—;:’af&d'oﬁ
: a'=5 a=15 & o
{b’—a = {b—24 ; | (a;b) €{(15;24),(24;15))}. :

. Pour les couples (4 30) (5;24),(6;20), (8 15), (10 L

% S
d) {a*—b? =5440 (a—b)(a+b) = 5440 ] .
) [ aAb=8 { oAb =8 ; Posons 8a' et b =8b" avec

a" Ab' =1, alorson a:{64(a.—b)(a+b)&_5440 @%%a b)(a+b)—85‘

aAb'%. aAb' =1

a' —b' et a'+b" sont des divise q% 3E =5x17; 3
a—-b'=1 2a’ =86 L%a "‘_ 6 =Gt ' 3

[a’+b’=85 = {pewrs ® ;S\ : =336 a—z 815 157
P _ ) r_ PrTIE r__3 — a +b

{‘f l3—5 =>{2a—2. "‘i}?llcb{a 88

a'+ b =17 = b =48

[ (a;b) € {(344;336),(88; 48)}]
€ dg: &S dans N de 124.
s/ D(124) = (1, 2,4,31,62,124}.]

m—4d = 124

@) de (N*)? tels que: { 3<d<sy P AvECM=XVY

% ' . dx'y' —4d = 124
2 — / 1 l= . bt : {
g X dy' avec x' Ay’ =1.0n obtient 3<d <50
1(x' '
x| 1]5 xX|1]2
Chig 'ml y—4—-31 o xy' =35 [135]7 v ol4
A ?” ZY, x'y'—4=4 < x'y' =8; x ety sont premiers entre eux, donc le
ci)uﬁle (2;4) ne convient pas.D’ou: -
ot x=4 x=20 . o {x=31_
Sid=4, alors{y_Ho ou {y—ZB’Sl = 31, alors y =248

[ Gc;y) e {(45140), (20,5 28), (31 ;248), (140 4), (28 20), (248 ;31)). |

3. Résolvons dans N2 :
a) {PPCM(x,y) N 168. Posons x =dx' et y=dy' avec x’ Ay’ =1.0n a:

xy = 1008
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. x' et y' sont des diviseur
S de g

y = dy’ avec x'/\y'=1

=6

{ dx'y' =168 {dx'y’ =168 o {x’g' R

o~ 1008 & liegd =1008 7 _ 1 drob
Seul le couple (x5¥) =0 28) vérifie X

(x;y) el(6: - y
b) {1711(;+<3(‘11:<23—/(~)6 .m=xVy ¢t d ;x/\y Soit X =
A {d(x'y’ +3)=276 5 d et (¥t 3) sont diviseurs ¢,
Ona{ Xt a0 T 10<d<30 iR
10<d <30 = def{12;23)

276 et 276 = 22x3x23; ‘

= Si d =12, alors xlyl +3= 23 & x'y’ :'2(‘);
2 et 10 ne sont pas premiers entre eux d'ou
12),(60;48)}

(x;y) € ((12;240), (48; 60),(240;

«Si d=23, alors x'y' +3=12 < x'y' = ,
X'=9et y=1= (x;y)f{(23;207),(207;23)}- L’ense

est donc [S= ((12;240),(48;60) "(240;12), (60 ;48) (2
¢) x* —y3 = 631. On a: x3—y3=(x—y)(x2+x>f+ 7 B
At —-»E+xy +y?) =631 o

(x — y) et (x2 +xy +y?) sont des

_ . % — = ) =631"
) {xz + xy -3, sPegad 2, +y?=1
x—y=1 ‘ 5
(l)donne:'{Cx—-y)24-3xy¢= 631
x=y+1 =
{y2+y—210=0 p A= 1y . T
Batarel = x = 15.
{ 1
6312’

iy
S

PN cYi
=tpup

f s={1;-1}

{ 2 3x—5y=6
3(—12) —5(-6) =-6

ST N
—o: 'y =1 RNy
mbig solution:du systéme

3;207),(207;23)] |

onFest équivalente

—1+29 o
= 14, la deuxieme

x —y =63
o ¥ ; puisque xy > 0 ce systéme ne

1@}—1}1) ne vérifie pas la deuxiéme équation du systéeme, alors

.6 est une solution particuliére de cette équation;alors ona:
: g

= 3(x—12)=5(y—6); 3A5=1, alors le théoreme

" de Gauss permet d'écrire: x =5k+12 & x=5k+2 et y=3k keZ
La deuxiéme équation donne: y = (5k + 2)?[S] & y = 4[5]}/@ y,-— Sk; +

Déterminons k et k' en résolvant le &
systeme i .
{ y =3k Yy suivant:
y

— ’ < 3k-5k'=4; N Y
=5k'+4 : 4; (8:4) est une solution particuliéere d’ou

3(k — 8) = 5(k' — 4); d’aprés le théoréme de Gauss k = S5p+8 < k= 5p + 3
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et K'=3p+4, alors x =5
L’ensemble solution du syst
C) xXy—4y =42,
Xy —4y =42 o y(x —4)
42=2x%x3x%x7

S:[(46;1)'(25;2)'(18?3)-(1027m xz4 412 221 134 Z

>-3) Résolvons dans N I'¢quation : 33% — 5 x 32x _ 355510 11]. -
33 -5 x 3% _3x 45 3%%(3* — 5) — (3* — 5) = (3* — 5)(3%* — 1); alors,
33 -5 x32 _3x 5= 0[11] & (B*-5)(3%*—1) =0[11] & 3* -
3*¥—q1= 0[11] car 11 est premier < 3*=5[11] ou 3* = 1[11]
Déterminons les restes de la division euclidienne par 11 de 3"
3°=111] ; 3=3[11] ; 32 = Ol11] ; 3* =5[11] ; 3* = 4[11]£B5 &
3% =1[11] ; 3%*3 = 5[11). D'oti:x = 5k ou x = Sk + 3e |S= {Sk;5k + 3), keZ |

b)Déterminons I'ensemble des couples (a;b) d’entiers n fur%s nep,ndls tels que:

PGCD(a;b) + PPCM(a;b) = b + 9. _ fa%{ » % :
Soit a = 5a’et b = §b' avec PGCD(a;b) = &, PPCM(a; ) S5abet a’ A b’ = 1; d'od
PGCD(a;b) + PPCM(a;b) =b+9 < 6+ 8g'b' = 6b'+9 & 6[1+ b'(a’ = 1)] = 9
6 et 1+b'(a’—1) sont des diviseurs de 9. & e '

*Sid=1et1+ b'(a’'—1) =9,alors b ] “
bl i, \k S

(5p+3)+2=25p+17 et y=3 (5p+3) = 15p + 9.

eéme est: Ez {(25p + 17 ;15p + 9)}, peZ. I

=42; y et (x —4) sont des diviseurs de 42.

Se 11

o) 1 |3
1+b'(a’=1) |9 |3

P

{b': 1 v [1]2
{a =9 @—1]8|4

* Si logs b'(a’~=1)=0 = a'=1 et b'eN' = a=9
et b =9p’ - ' '

e Sié 3 3, alors b'(a’'-1)=2;.

{Z, f 3 ey 2A 2+ 1. L'ensemble des couples (a,b) est:
; , [S=1{(3:4),(5:2),(9:1),(9;3),(9; 9b)}, b'eN",
¢) Déternfinofy tels que: PPCM(a; b) — 16 PGCD(q; b) = 1977.

ig‘? v ,b’ 55'16 sont des diviseurs de 1977:

28 =4 : a =1 - 8 1 3
i . —>
{a:§= 199+ 1993" est premier {b'= 1993 [ab'—16| 1977 | 659
| (a;b) € {(1;1993),(1993; 1)}.|
5§ =1977 . a'=1 h) — .
{a’b' — 17 17 est premier = {b’ = 17 = (a;b) = (1977;33609)
ou (a;b) =(33609;1977); _
5= 3 . a1 [3 [5 J9 [15 25
{a'b' — g75 @ Seuls les couples b' [ 675 | 225|135 | 75 |45 | 27

(1;675) et (25;27) vérifient a’ Ab' = 1,
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[
b =675 = (@;b) =(3;2025) ou (a;b) = (2025:3);

a =25 i e
{b' =27 — (a;b) = (75;81) ou (a;b) = (81;75). L'ensemble des paires d’entiers

naturels est |i= {(1;1993),(1977; 33609), (3;2025), (75 81)]'|

Exercice 12:

Ona7A11=1 = daprés le théoreme de Bézout, il existe au moins de tiers

relatifs u et v tels que 7u—11v = 1, donc I'équation admet des solutxo%s 2y

VA8
b) Résolvons dans Z/11Z I'équation: 7x = 11y. %355‘}
7x=11y & 7x=0 = 7x=0[11] = x =11k et y=k[ S={(11k; k)kEZ

1. a) Montrons que I'équation (E): 7x — 11y =1 admet des solutions dans 72.
% ep

c) Donnons toutes les solutions de (E) dans Z2 : é’i' ™ hS
7x =1[11] < 7xx8=8[11] < x=8[11] = x—llk +‘§ ey g
11y =-1[7]: o 11y =6[7] o 11y =55[7] < y =57 ;

[S=1Q1k +8;7k +5),kez) |
2. aeN*; montrons que le reste de la division euchdlenn
est (2a—1)2.

[6® + (@~ 1?2 = (Za —2a+1)%= [2a(a + 1)? = 4a”® =1
. =4a*(a—1)? + 4a® - (a—1)?+Qa- 1)2—4a q+r
avec g = (a— 1)? et r=(2a- 1)2 L -g“ %IVISIOH euclidienne par 4a? de
[a* + (a—1)?]? ‘est donc (2a— 1) .
3.a)Déterminons les entiers naturelbs%d t le rré est un diviseur de 1998.

Les diviseurs de 1998 sont: 5’!}* 376
Les carrés parfaits ici sont ¥ %

“‘jors'les entiers naturels a tels que a?/1998

sont 1 et 3. @ gf' : :
b) Déterminons les cguplé: ;a?entler?naturels (a; b) tels que p? —36% = 1998 avec
PPC__M__(a; b=u, ,, CD(a; % 5.
W=\0b4 g’(’?’{a "Ab'=1;0n a §%(a'b’)?-35%2=1998 <

«Sid= (ﬁ&‘)’)2 = +3=2001; 2001 n’est pas 5 1 5
. ait ) , (a'p)2—3]1998] 222
- Si 85 PREGDDE= 225 = @b =15
0= Tet ba=15 = a=3 et b=45 ou a—45 et b=3; a’ 1‘3[

'~£‘1%'—5—>a—9 ot b=15 ou a=15 et hb=9; b’ {15] 5 |
% [ (a;b) € {(3;45), (45; 3), (9: 15), (15; 9)}- |
4.a) T%ﬁvons I'ensemble des entiers naturels diviseurs de 5929.
5929 = 72 x 11%2. = D(5929) = {74,117} avec ae{0,1,2} et Be{0,1,2} =
[n(5929) = {1,7,11,49,77,121,539,847,5929}. |
b) Résolvons dans N I'équation: x* —91x + 588 = 0.
A=91% — 4 x 588 = 8281 — 2352 = 5929 = 77%; x=91_777=7 ot & =t — g4
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) Determmons les couples_(a, b) d’entiers naturels dont le PGCD et le PPCM sont
solutions de I'équation (D).

{ PGCD(a,b) = 7
PPCM(a,b) =84 + D =84X7 = 49a'h' =84 x7 avec ' Ab' =1 & a'b’' =12.
a'et b’ sont des diviseurs de 12;

2A6#1 = (@b e{(1;12), (12; 1)(3:4),(4:3) = L

_ (a; b) e {7 84), (84; 7)‘ (21; 28), (28; ZI)T] b [ 12| 6 4 |

5. neN ét n>1.

a) Déterminons le PGCD des entiers n(n+1) et (n—1)(n+ 2).

Posons A= n(n+1) et B=(n-1)(n+2) =n(n+1)—2.0n sait Jug&
PGCD(A; B) =

PGCD(A - B;B) = PGCD[n(n + 1);n(n + 1) — 2] 7 GCD[‘Z;}n &)
VneN et n> 1, n(n+ 1) est divisible par 2 = n(n+1) — 2@% I\ngple

de 2 =

PGCD[2;n(n+ 1) — 2] = 2 ;[ PGCDIN(m + 1) ; (n— D(n + 2)] = 2.

b) En déduisons une propriété des nombres a et b tel%fgéﬁ‘ ‘%gm;
2a=n(7'1+1) et 2b= (n—l)(n+2), : ;; ’2}\‘3‘;,\;, T

On a PGCD[n(n+1); (n— 1)(n + 2)] =2 < PGCD(2a; 2135;)::: *& 2PGCD(a;b) =2
& PGCD(a;b) =1 < a et b sont deux e tiers naturels premiers entre eux.

Exercice 13:

. 1. Montrons que, VneN, I'entier 2n2 + 2

2n®+2n=(2n+ 1)n+n = PGCD@HL.:

Zn+1=nx2+1 = PGCD(2n+ 1%
PGCD(2n? + 2n ; 2n + 1) = 1 /Al0reene

2. Déterminons l'entier naturel )

2n+3=Mn+7)x2-

PGCD(n—4; 11); ce PGED ey

& n—4.#11k % n# 1%

ey e

3. Trouvons les nor%b{eg ‘(’%llib, g%d“‘strictement positifs , non nuls, et en progression.
géométrique, saché%%&gﬁ@fvériﬁent en outre la relation 10a? =d — b. ' "
' La raiso z@ge la B%;gi'ession est premier avec a & aAq = 1.
| b=qq B c2 qz-g 2d = aq®.10a’> =d — b & 10a® = aq® — aq & 10a? = a(q® — q)
' 10a% q(@# —%i?g&/\q =1 et q divise 10a = gq divise 10 d’aprés Gauss. ‘
gﬁé’% i?_’gseus%e 10 sont:1;2;5;10. «Sig=1 = 10a=0 = a=0 or a+0;
| SIS == 10a=2(3) =6 ; 6 ne divise pas 10;
’ . Si¥gi=5 = 10a =5(24) =120 = a=12 = b=60; ¢=300 et d =1500;

. Si%’*’c‘{‘}: 10 = 10a = 10(100 — 1) <= 10a = 10(99) = a=99; b=990; ¢ = 9900
l’ d = 99000. - L
|(ab,¢,d) = (12,60,300,1500) ou (a,b,c,d) = (99,990,9900,99000 ).
‘4. n=>5.a=n>-n’-12n et b =2n’-7n-4 ‘
a) Montrons que a et b sont des entiers naturels divisibles par n—4.
a=n*-n’*-12n=0’+3n)(n—4) ; b=2n-Tn—4=C2n+1)(n-4) =
alors a et b sont divisibles par n — 4. ‘
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— pGep(a; B)-
"b)On pose a=2n+1 et ﬂ—"+3 Oy o 5:jpr?t(e: d(e fis
- Etablissons une relation entre @ et f indépenca
a=2n+1=2(8-3)+1=2B- Sde‘ y
- Démontrons que & est un diviseur . 2 .
Ona:é= chco(a,p) = PGCD(B;—5) = 0 iisers l‘:ltplli de 5.
- Démontrons que: aetf multiples d
caetf multiples de 5 & 2n+1=
a-fp=2n+1-n-3=5k-5k'=5k-
n—2 est un multiple de 5; rec,proquement Sk + 2 d'ou
*n— 2 est un multiple de 5 =n-2=5k &n=
. Itiple de.5 et

a=2n+1=2(5k+2 +1 =10k +5 est un mu
} Gh+? e de 5. /"

e5 & n—2mu

= Sk’
sk et n+3=5 ,
K)=5q & n- 2=5¢ = f

- — - multipl
B=n+3=5k+2+3=5k+5 estun F;)est u s R 'kedeS
Conclusion : aetf sont multiples de 5 & (n— ) <P B
c) Montrons que 2n+1 et n sontétrangers. - rre
Ona:1x(2n+1)+ (- z)n_lmu(2n+1)+v Ve%
alors 2n+1 et'n sont étrangers < PGCD(n; 27 CD(a b)

d)-Déterminons suivant les valeurs de n et en fonctlon e
PGCD(a; b) = PGCD((n — 4)(n? + 3n); (n —

= (n - 4)PGCD(n(n + 3); 2n i ~
On sait que, si a et ¢ sont premiers e tr%?g ;lrs PGCD(a; bC) PGCD(a b)

net-2n+1 sont prémiers entre eus
PGCD(a;,b) =L

*Si n—2 n'est pas up
- Vérifions les résultats
*n=11 = n

PGCD(a b) =

n= ‘?“:) n 10 qui est multlple de 5: a=1440 et b =200 =

PGCH(a %z
5. b est ur%;ﬁent Ctement positif supérieur 3 1.
.-er PGCD de b%et (b—1).

B _:;% Db+1) & p=b-Db+1)+1= PGCD(bz b—1) =
*;I%LECD(b—l 1)=1;| PGCD(b?; b—1) = 1]
. b) %%ge“rmmons I'ensemble solution, dans 72, de ]equatlon b>x+(b-1Dy=1

»dl

Ona b*=(b-1Db+1)+1 =1=p2— (b=1)(b+1) = une solution partlcuh'erc

de I'équation est (x;¥0) = (1; =b—1), d’on
b’x+(b-1y=1
{b2x0+(b—1)(yo)—l = b (X xo)—(b_l)()’o )’)

(b—1) divise b*(x—x) et (b—1) Ab2.= 1, alors (b 1) divise (x — x,), d'aprés le

t};eoreme de Gauss = x—xo=(b— 1k < x= b-Dk+xy=(0b-1)k+1
b* divise (b—1)(yo—y) et (b—1) A b2 = 1, alors b2 divise (y, — y), dapreés le
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théoréme de Gauss = y, —y = b2k y = —bzk +yo=—b*k—(b+1)
[s={((b—Dk+1; —b 2k - (b+1))]]

A.N:Résolvons dans Z? I'équation 9x + 2y = 1.

b*=9 et b—1=2 = [S=((2k+1; —9k — 4)}, kcJ

Exercice 14:
1. A=2n+3, B=5n— 2, neN. :
a) Determmons deux entiers naturels u et v premiers entre eux tels que lfQBv
soit indépendant de n. 5
Ona 52n+3)—2(5n1—2) =19 < 5A—2B=19 et 5A2=1, alrs Y, v)ig (5.2).
b) En déduisons que si A et B ne sont pas étrangers .alors AAB = 19. :
Soit § =AAB, alors Au+Bv=46;si § # 1, c’est-a-dire_si A egne sbpt<pas

étrangers, 5A—2B=19 = § = 19.

c) En déduisons I'ensemble des entiers n tels que PGCD(A ﬁ)
M—25(2n+3)x2+n-8 = PGCD(A,B) = PGCDg.zn 3 au—s)
2n+3=(n-8)x2+19 = PGCD(A,B) = PGCD(nz— 9)%‘*“

PGCD(n —8,19) = 19 si n—8 est un multiple de 19° j = 19k, keZ <=

LPGCD(A B)=19 < n=19%+8, keZ% |
e PGCD 6 et le PPCM pu vérifient
*

<
b

(0] 432

2. Déterminons tous les entiers naturels a et bgd
I'égalité p— 28 = 20. \
Soit.a =6a’ et b= 6b' avecaAb
§(a'b'—2)=20 = 6 et (a'b' -

.{a’g’_:éz = {bez_zlz g {
= (a;b) €{(1;22),22;

6 =22
‘b'=1

.—O<=>5ab"25—204:)
d1v1seurs de 20:D(20) ={1,2,4,5, 10 ;20}.
- (a =11
°“-{br=2 5 1 -.2 4
ab'—2|20|10,| 5

T

»e,-%. {g: = (a;b)e{(4;28),(28; 4)}

-“‘{% o E#Q»fne donne pas de solution.

Le§ cﬁuples (a; b) tels que PPCM(a; b) — 2PGCD(a; b) =20 sont les couples
L(I;ZZ),(22;1),(2;11).(11;2),(2;24).(24;2);(6;8),(8;6).(4;28),(28:4)-

3.a) Déterminons  I'ensemble des couples d’entiers relatifs (a,) dans chacun des cas
suivants: 17a — 19 =2 ; 17a - 198 = -2
" *17a — 194 = 2 :une solution particuliére (ay; 8,) = (—1; —1);

{1177; i 11?3[/):’(,::22 =’_ 17(a —ag) =19(B = o) =0 <=
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17(a - ag) = 19(8 — Bo) < 17A19=1 = le théoréme de Gauss donne

a—ay, =19 a =19 + a, 19k —
= — — 1)), keZ
{/f’ Bo—l7k¢={ﬁ_17k+ﬁo‘i’{ﬂ_17k 1F {(19k — 1; 17k — 1)}, keZ.|

*17a~ 198 = —2 : une solution particuliére est (ap: Bo) = (1 1);
{ 17a — 198 = —2
17y — 198, = = 17(a—ap) —19(B - By) =0 &

17(a - ag) = 19(B Bo) & 17A19=1 = le théoréme de Gauss donne

a =19 + a, a=19% +1
{ﬁ: 17k + g, < {B‘— 17k +1° ; [S= 19k +1; 17K+ 1), keJ
b) Déterminons I'ensemble des entiers n tels que: { n = 0[17] ' K

a —2[19] &

n=0[17 n=17p -

{n =-2[19] © {n =19p-2 = 7p-p=-2=4d apre"S‘\a)~ %k "
= n'=17(19k +1) = 323k + 17 ; [S= {323k + 17; ke@ ¢

c) En deduxsons I'ensemble des entiers n tels que n +2 '

n?+2n= 0[19] n(n + ?%5 pL
{n_0[17 ou n+2 = 0[17]] - . 4 custBme
n= 0[19] ou n+ 2 = 0[19] , Ce qu1 onn Sys eme -3

y (n=0[17] n=0[17] ' =k 2= 0[17]”.
0 { n=o[9) + Y {n+2—[19] A Bney » () {n+2 = 0[19]’
(1) et (4) donnent 17p = 19q = PNk 6 =17k = n = 323k, keZ.
(2) donne { n=—_0£g<]3] = ok '

(3) donne { n_: 0[19] q < 17p—-19q=2 = p=19% -1

—2[17] _ 2
= n=1719% - 1) -& #E\_@ n%=¢323k — 19, keZ.
n? +2n = 0[323) &= 1S ={323k; 323k +17; 323k — 19}, keZ. |

vdﬁgl ‘algorithme d’Euclide le PGCD des nombres

On a:2201 = %1+5321 | Le PGCD de 24101 et 18780 est le dernier
D 1 x3+2817 reste non nul c'est-a-dire 313
%17 x 1+ 2504 | PGDC(24101,18780) = 313.|

b) Tro ons les couples (x,y) d’entiers naturels vérifiant 18780x — 24101y =313
sa%?ant que le couple (9,7) est une solution.

18780x — 24101y = 313 & 60x - 77y = 1. (x5, ¥5) = (9,7) est une solution =
{ 60x—-77y =1

60x, — 77y, = 1 = 60(x —x0) =77(y —¥0); 60A77 =1 et 77 divise 60(x — x),

d’aprés le théoréme de Gauss, 77 divise x —xy = x —xg =77k & x =77k + x,,
= y =60k +yo. [ (x,y) = (77k + 9,60k + 7), keZ]
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Exercice 15: :
I- aﬂetﬁ’ sont deux entiers naturels et N = 2@ x 37 tels que le nombre de diviseurs
de NZ? est le triple de diviseurs de N
1) Prouvons que (a — 1B —-1) =3.
N=29x38 ot N2 = (2,1 5 3p) = 22a % 32 alors le nombre de diviseurs de N
est égal & (a + 1)(B + 1) et celui de N2 est égal a (2a+ 1)(2f + 1).
Ona: Qa+1)(28+1)=3@+1E+1) <
4af+2a+28+2=3af +3a+38+3 & af—a—-f+1=3 &
Bla-1)~(a-1) =3 @-DE-1D=3 CQFD
~ 2) Déduisons en les valeurs de N.
(@-1D@B-1)=3 = (@a=1D et (-1) sont des diviseurs de

(7323w (57120 = (520 :%ﬁf ¥ o

. N=2*x32=144, [N=144 ou N—BZJ AU
— *l
- {x_ 10023 L g
x=4[7] N, R
’ . . i ) € %:
1) Déterminons un couple d’entiers (a;f) solution de 23a %7[3’ 1.

23=7X3+42 = 2=23-3x7;7=2x3%t+1 = 1=&7
& 7=23(-3)+7010) = |(a;p)=(-3;10) | ; B
2) En déduisons un couple (up; vo) solun de Kggujtion 23u—7v = —6 puis | "i:-
résolvons complétement cette equa iOhB ¥ y o
Ona 23(3)—=7(10)=-1 & 2:
23u—7v=—6 S,
{23u0 —7vy = —6
= d’aprés le théoréme dé
v=23k+60 & u=x
3) Démontrons quegx e T?so

%}on ide (S) si et seulement si, il existe (u;v) couples

d’ entlers vertﬁan% sys@”e {2311073_ ;3;6 '
x=10[23] NIIER3u+10 (= 10+23u ( x =10+ 23u
x=7v+4 23u+10=7v+ 4 23u—7v=-6

ns l'@emble solution de (5).
il %ﬁuune u=7k+4 = x=10+23(7k + 4) =161k + 14

[S= {161k + 14),keZ. |

@i"-&l’ la plus petite solution x5 € N divisible par 16.
14[16] ; 161 =1[16] ; 161k = k[16] ; 161k + 14 = (k + 14)[16] <

Qn’*
, ék+ 14)[16] ; x =0[16] & (k+14) =0[16] & k =—14[16] = k = 2[16]
& k=16p + 2, peN La plus petite valeur de p étant 0, ona k=2 = .

xo = 161 x 2 + 14 = 336.

IIT - Le plan est- muni d’un repére orthonormal (0;1,v), A(12 18), B un pomt de I'axe
(0; @) et C un point de (0,v) tels que (A_',AC) = ;, Xg=x et yc=Yy.
1) Démontrons que le couple (x;y) est solution de I'équation (E): 2x + 3y = 78.
AB(*712);AC(;22) (AB,AC) = -2 < AB.AC=0 & —12(x—12) —18(y —18) =0
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, 2x+ 3y = 78, 400 (1Y)
g8 <

12x +18Y =
_12x+144—18y+324=0

: a
est solution de (E). los de points (B, C)
2) Détermination de tous les coup
nombres entiers relatifs.
a) Montrons que l'on est ramen

L'abscisse de C et I'ordonnee R points B
revient A trouver l'abscisse et 1'0rdo A

_ 78,00 (x,Y)€L".
drésoudre I'équation 2x + 3y - )de (E) & par
b) Trouvons une solution particuliere (?0'}’0 ses du point B o
On a 2x 12+ 3 x 18 = 78 < les coordonn¢ 8)A ) &S 7
' . = (12,18). Loy
solution particuliére. de (E) est (¥o; Yo) -(1 de (E) si et segtement J‘%
c) Démontrons qu'un couple (x,¥) est S_OhmO_n € adf.
" (x,y) = (12 + 3k, 18 = 2k) ou k est un entier refat. .

2x+3y =78 4 2(x—x
2x0+3}’0=78

t pour coordonnées des
yan

x et y des entiers relatifs,
c

r les couples de points (B, ()
| et C respectivement, donc

. . o
& a I’équation (E),av
de B étant nuls, trouv

ir de la déﬁni%ion%@ et E;
A vériﬁeré_,t:‘%gﬁl. donc ude

Résolvons le systéme {

divise 2(x — xo), d’aprés le théoréme de Gauss 3,

2 divise 3(y, — y), d'aprés le théoréme de Gauss, 2 . .y

(x,y) = 3k + 12; =2k + 18), keZ.

_{_—65x£21~ {,—6s3k+12‘
-5<y<14 —-5<-2k+1

= k=2 ou k=3: Si k=2,

{—6‘5k$3

Yesa2 X3+ 18 = 12; (x,y) € {(18,14),(21,12)),

) de coordoﬁnées: ((108), (104)) ; ((201), (102)).

"t Sx + 7y = 123. L

{<Qivi 3%3 donc I'équation a dés_solutions.

23,d’ol une solution particuliére de l'équation est (5,14).
= 5x—5+7(y-14) =0 = S(x—-5)=7(14-y);
Lezt ‘; 22d¢ Gauss permet d’écrire o |

i-”” 5, LR, keZ; S={(7k +5; -5k + 14)}, keZ.
;?Dg“é i

mMons le nombre de voiture de 7 places et

pég_r transporter en méme temps 123 passagers.
Soit x le nombre de voiture de

de voitures de 5 places qu'il faut

5 places et y le nombre de.voit

ure de 7 places:
ation 5x + 7y =

123 avec (x,y) e N2 — ke{0,1,2}.
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a) Mont

La,g::;; que PGCD(A, B) divise ?

e _r?3e d’Euclide permet d’ écgn

3k+5—(kk-}8-5)><2+k 8 & ;e—ZB

PGCD(A,B) ~ch)r<>?g+,29 = B= (k—8)t<k3;829 d'od
b »oe P ou

il el que PGCD(A,B) = 29 »B), ise 29.
- = k-8 estun m - .
ultiple de 29 < k-
| » k—8=29p &

k = 29 + 8, peZ.

l 3.0n considé
l S Montr':relr;e dans Z? I'équation (E): 11x + 8y = 79,
que si (x, )
(x,¥) est y) est solution de (E) alors y = &
. o 8y= 25[011l11t10n de (E) & 11x+8y =79 ikl 3[1_1}1 W
I b) Résol ] & 8y=24[11] & y=3[11 y =19 “_
| olvons alors I'équation (E) =

=3[11] & y= + @:

x——8k+5 = |S={(- 8k+5 11k + 3)}, keJ ‘W’&
mg%

c) Dét
) erminons le nombre de piéces de chaque lot.

Soit x le n
ombre
de pleces du premier lot, le nombre, d& piéces du deux1eme lot

et z le s
nombre de. piéces du troisiéme lot. ¥

On a { x+y+z=41 P
4800x + 3600 +400z = 4500AN G =480
{Z=41"x'_—y z =41 — 5% : 5
; 44x + 32y = 316 { gy =3 ' =11k +3 (x,y,2)eN® pour k = 0
_ On a 1er Jot: 5 pieces g . ,
[j 4.a) Determmons les gupfes 2’3)’) geements de (N*)? vérifiant le systéme {x+y 40
. XAy =5"
l ‘ Soit x = 5x' , cx/\y—-l alorsona{xj\y—iz
y=1_
{x=1},»a ";@x— {x=35
7 2 ou ou :
y = -y = 35 y=5" _
x’ = h (G =15 % =25
{Zé 'fﬁﬂ—. 2 % — => = 25 ou {)’-—— 15’
?&‘%@}g ——-‘-‘;A«S}BS) (35 5) (15,25), (25, 15)}. .
) kgfngmbre maximum de lots identiques qu'il peut former est PGCD(lS 25) =5
de cahiers et de bics.

i 5 %W
c) Dﬁfm minons le nombre
SQ,Lex Je nombre de cahiers et y

On a x+y =40, avec x<yetle

Je nombre de bics;

nombre de lots est 5 = x=15 et ¥ = 26.

Exercice 17: ,
1-1) a) Déterminons le reste de la division par 7 de I'entier 3", neN.
3=3[7]; 32 = 2[7); 33 = 6[7]; 34 = 4[7]; 3° = 5[71]; 6 = 1[7]

Sln=6k+2 r=2;

2= Q7]
Sln—6k+5,r——5.

Sln=6k,r-—1
Sin=6k+3, r=6

Sin=6k+1, r=3
Sln=6k+4 r=4

~99 ~



r7 dc l'entier naturel (506390)128

En déduisons le reste de la division pa
)128 — 3128[7] =%

506390 = 72341 x 7 +3 = 506390 = 3[7] < (506390
(506390)128 = 321x6+2[7] = 2[7] == le reste de la division euclidienne par 7
de (506390)128 est 2.
b) Déterminons x pour gue {506390)*?% + %51x soit divisible par 7.
B51x = 6 x 10° + £ x 102+ 10 +x ; 10=3[7], 10> =2[7], 102 =6[7] =
. (506390)*%® + 651x =0[7] 2+6x6+5x2+3+0) =007 & 4
C@+1+4343+20=0[7] & (x+2)=0[7] & x= 5[7) & x =Tk HD, kel
et 0<x<9 = 0<7k+5<9 & —5<7k<4 & —071<k{-< 157’

k=0 = | « S N e
2) a) Déterminons le PGCD de 21590 et 9525. ' i‘?’l‘i‘&w
oo

e: Y %

95@) =5x127

. APTES decomposmon en produit de facteurs. premiers on troﬁ'V

= 635; LCD (21590 ;9525) = 635] .
b) Determmons I’ensemble des entiers relatifs x pour ‘

34x =2[15] = 17x =1[15] < 2x._1[15] = 2% & x=8

[x =15k + 8, keZ]
c) Résolvons dans Z X Z lequatlon 21590x &F 9525y 1:2?0

PGCD (21590 ;9525) = 635 et 635 /1270, .:ze‘ Féquation devient: 34x + 15y = 2

34x =2[15] = x =15k +8 (daprest ))&l otR34)

15y =2 —34(15k +8) < 15y —g— R BH(15k) & 15y = —270 — 34(15k)

15y = —34(15k) + 15 x 18 < y 5 24k — 167 [ 5 = ((15k + 8; —34k — 18), keZ}.|
d) le chiffre des unités de leun “*natllIEI 52980 dans le systéme décimal.

7° = 1[10]; 7= 7[10]; 72 £ 2’{;0]%;7 = 3[10]; 7* = 1[10]

71980 _ 74x495 _ (74)49 L TASRE (1)405[10] - & 71980 = 1[10] = le chlffre des

unités de l'entier

II - 1) Le systéme de n‘\%meratlo
a) Déterminorgyl'éptier atptel N=PGCD (17787 689 ;297)

';689—]3x53 ; 297—33x11 =>

719% ;

G "."f“: = 13 dwlsey 1 = y—13k+1 = x—84k+7 REZ

{axb=0

©2) a%}etermmons tous les couples (a,b) d'éléments de Z/127Z tels que:

a et b sont les diviseurs de 0 dans Z/lZZ Ona: 6x2=0; 4x3= 0
6x4=0 ; 8x3=0; 8x6=0 ; I9x4=0 ; 9X8=0 ; 10x6=0.
Seuls les couples (8,3) et (9,4) vérifient a— b =5, alors 'ensemble des
couples (a,b) de Z/12Z vérifiant le systeme est rS {(8,3),(9,4)]J

b) Résolvons dans Z/12Z I'équation : x? +3x—-4=0.
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2 . . . ’ - . . . .- .‘.
FHI-d=0 o (roi)x4d) =0 o {(X—l)(x+4)—0
C i ( +4) (x—l)-—S

=0 ou x+4=0 & x=1 ou x=8;
*x+4=8 et xX—1=3 = x=4
S={1,4,5,8).
cD
)Demontrons que, pour tout entier naturel n,on a: 3 x 52n+1 4 23n+1 = 0[17]
tmontrons par récurrence P(n): 3 x 52n+1 4 23041 = 0[17]; |
-:J/enfons P(0):3x5+2=17= 0[17], donc P(0) est vraie;
emontrons que si P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraic.
P(n) vraie < 3 x 52014 23041 = 17 kez
P(n + 1) 3 x 52n+3 + 23n+4 =3 x25% 52n+1 4+ 8 x 23n+1 —
= 3(17 + 8) X 52n+1 +8 X 23n+1 =17 X 3 X 52n+1 + 8(3 x 1% + 23}“—1)“h

i e x+4=9 et x—1=4 = x=5

=17 x.3 X 521 4 8 % 17k = 17(3 x 520+1 4 8k) = o[y est vraie.
Alors si P(n) est vraie, P(n + 1) est vraie. ,
Conglusion :v neN,, on a: 3 x 527+1 + 23n+1 £ o[{7] &
III -1) Déterminons la dlstance .entre deux poteaux. &5 s

,

et PGCD(30, 21 18, 12) =3 ;
2) Déterminons le nombre de poteaug~g

Soit n ce nombre; n ——(3O+2 3‘%1 \

1. a) Déterminons le reste degla’di (%%enne de 4" par’'7. | )
49 =1[7] ; 4..4[7] %%V%BQ 1[7); sin=3k, r=1;sin=3k+1, r=4
si n=3k+ 2, r=¢£2. _

b) Déterminer sujva %s val%s de l'entier naturel n, le reste de la division

Exercice 18:

de A =851%" 71" + 2 par 7. ‘
851 = 121 x 7 Nz 851 = 4[7] = 851" =4"[7] ; 8512n =477 5
g513n £ (7] =Y [H = A= (1+4"+4"+2)[7];
< n 23058 28 + 141+ 2)[7) =5[7];
fﬁ%:%‘n = T FA=0+2+4+2)[71=2[7];
gﬂ = 3k £2 A=(+4+2+2)[7)=2[7].
a division euclidienne de A par 7 est 2 ou 5; A= r[7] avec re{2,5).

f:ges el

©) Bz ‘21032114
Determmons dans le systeme décimal le reste de la division du nombre B par 7.

B=2x46+45+3x43+ x42+4+1—2><43><2+43+2+3x43+2x42+4+1
B=(2x1+1x2+3x1+2x2+4+1)[7]=16[ (7] = 2[7)

Le reste de la division euclidienne de B par 7 est 2.
2. a) Trouvons trois naturels a,b,¢ différents de 1, premiers entre eux deux a deux

et tels que axbxc=495
495 =5x9x11 et en plus 5A9=9A11=5A11=1, alors [(a,b,) = (5,9.11)]
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dix.
ltiple de 495.

se-dix, A= x13y8z en base
z) pour lesquels A est mu
A =0[5] z=0 ou z=
A=0[495] < AEO[9] = I(x+1+3+y+8+z)_0[9]
A =0[11] 1+y+z—x—3——8-—0[11] b
= +y+3=0[9] x+y+3=7p
Peesh {x:;y_+13:85]1] < {; z+1—o[11] x—y+1=11q
{ 3 3<21 J&

b) x,y,z sont des chiffres de la ba
Déterminons tous les triplets (x,,

18 < 3<X+J’+

0<x<9 et 0<y<9 = O<x+y<
. x + + =19 -
= g = 0. On résoud les systémes ¢4} [y i =g = (2) {y‘——x+ 1=-0:-
T
(1) donne 2y =5 = pas de solution \ *%l‘.;
(2) donne 2y =14 ;=.y=7 et x=8; ‘ ﬁ
- siz=5, {x+y+8—9k, . 8<x+y+8s<26 & 835@. ke(1,2}
y—x+6=11K""' P - ’
—9<x-y<9 > 3<x-y+6<15 & 3% . = ke(01)
x+y+8 T, _ +}’+8=18 .
On résoud les systemes su1vants.(3){ ; y—x+6=0"'

. x+y+8=9" +y+8
@ (X efl

(4) donne 2y=4 = y=2 et
[(x.y,2) €((8,7.0),(825)) | % .
3. a) Résolvons dans Z? quuatLonu,‘ ga:,qz—— 1= 2. -
Une solution particuliere de gtt"‘eqfizm n est le couple (qo,po) = (4,6);0n a:
{1%/373:E§o—=22 {1}7( %Q Ell(p po); 17411 =1, le théoréme de Gauss
permet d’écrire :‘%— T7Kgapo * q 11k +qy = rS ={(11k +4;17k + 6)U
b) Résolvons da Z‘%ZZ X uatlon x2-1=0. ,

22-1=0 <L —%C + 1) = 0; 187 n'est pas premier, on a donc:
y—T=61 ou MEHM =0 & x=1 ou x.==1=186; dautre part,on a

(x—%:g‘) U - D@+ =0[187] & (x—1(x+1) = 0[11x 17)

1"33& .+ 1) = (11 x 17)a; posons a =q xp avec (q,p)eZ?, on a donc

33X 11p x—1=17
g x%-?flg—ﬂq ou (z) {x+1—1lg; (1) donne 17¢ —11p =2 =
p%19k+6 = x=11(17k+6)+1=187k+67 < x =067

Jpdonne 17¢ —11p ==2 = (qq,pp) = (—4,-6) = p=17k—-6 =

x=11(17k —6) —1 =187k — 67 & x=—-67 & x.=120; l'ensemble solution

de I'équation x> —1 =10 dans Z/187Z est | S={1,67,120,186 )}
4. a) Soit. 'entier naturel N = 25x3%3, . :
« Déterminons les valeur de x pour lesquelles N est divisible par 6.
N: 2x 13 +5x13% + 13x +3; 13=1[6] = 13" = 1[6], neZ
N=0[6] ® 2+5+x+3)=0[6] © (x+4)=0[6] c;.xzz[ﬂ o x=6k+2
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Exercice 19:;

- % AN ENLEE %[[.!’flfrl“rrr~rrr- :

avec keZ et i '
0<x=<12 S 0<6k+2<12 = —2<6k<10 ke{0,1}.

k=0 = BTk}
(x=2] = N=7Z5030 | k=1=[x=8]= N =2583%,

. DetermmOns ]
€s valeurs de x pour lesquelles N est divisible par 4.

‘:x_4k+213 =1[4], neZ. N=0[4] = (2+5+x+3)=0[4] = x=2[4]
o ke{012} kavec keZ et 0<x<12 & 0<4k+2<12 & -2<4k <10
1,2} k=0 =>:>N—252313; k=1=[x=6] = N=256313

k=2 = [x=T0=a]= N= 354313

* Dét
erminons x pour que N soit divisible par 24.

N=or2e] o [NEOI o | 4§

S. a) Déterminons |’ = 0l4] %K
3x = 23(7] c:)ef;SCmble des éléments x de Z qui vérifient 3x = 23(#w N,
b) En déduison X=30[7) = x=.1007] & x=3[7] =[x= 7k +3, kezj
s I'ensemble des couples (x,y) € 72 tels que: 3% %
33()571:3;)—23 ©3X=7y+23 = 3x=2307] = x k Tz B
~7y=23 & 3(7k)+9-23=7y . @ﬁ}—g(yk _PAxT =

y=3k-2;[5= (7k+3 ; 3k — 2), keZ} e §

I- A=211, B=312 et C=133032 dans le s teme de numération de base a.
1) E’\Pllquons pourquoi a doit &tre stncteﬁ%&%ﬂeura 3. .
Dans le systdme de numération d chiffres nécessaires sont tous :
j rand chiffre étant 3 alors a > 3.
e aj —3a*—2a—8=0 .
"""ﬂﬂ +a+1;B=3a’+a+2et
: %XB =
Fa+1)(3a® + a + 2) = 6a* + 5a* + 8a® + 3a + 2
< a*(a®-3a*-2a-8)=0,a%0 =

inférieurs A a.Dans notre cas le
2) a) Sachant que C=AxB, m
Dans le systéme décim o
C=a® + 3a* + 343 a%'
a® + 3a* + 3a3 + 3d+

a3 —;8% —2a 4&% 0 < a®—-3a’-2a=8 © a(a®*—-3a-2)=8 & aqg=38

w:se 8

éj%m JONS, T4 en ba.,c 4. Aprés divisions successives par 4 ona 214= 3112"'
4)a agiﬁcrrvons A, B et C dans le systéme décimal :
?-4 = A=211*=2x16+5=37 ; B=312*=3Xx16+6="54 et
C=37%x54=1998. [A=37 ; B=54 ; C=1998]|

b) Montrons alors que C=A X B= ppcm(A,B).

On a: pgced(37,54) =1 et pgcd(37,54) X ppcm(37,54) =37 x54 &

1 X ppcm(37,54) = 37 x 54 <& ppcm(37,54) = 37 x 54 & ppem(A,B) = C.

En déduisons que I'équation Ax + By =1 admet au moins une solution dans Z!
On a pgcd(A,B) =1 et 1 divise 1, alors I'équation Ax + By =1 admet au moins

une solution dans Z2.
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5) Dans Z?: 37x + 54y = 1. :
a) Vérifions que (19;—13) est une solution de cette équation.
37 x 19 + 54(—13) = 703 — 702 = 1, donc (19; —13) est solution.
b) Résolvons cette équation dans Z2.
37x + 54y =1
—_— — =
{37(19) +54(-13) =1 = 37(x 19) + 54(y + 13) =0

37(x —19) = 54(—y— 13); pgcd(37,54) =1 = le théoreéme de Gauss permet

d’écrire x — 19 =54k et —y—13= 37k < x =54k + 19 et y= _@__13'

S ={(54k=+-19;—37k—13),keZ.} | : = . g |
: A R

. une mangue coute 5F. [

1)Déterminons les chiffres x ety pour que chacune des deux éomer(f%’é%apuissem,
avec la totalité de son-argent, acheter un nombre- maximung ge angus.
On pose { my=0[5) {85 v8a+y+2=0l0 @

7 lmp=0[5) T 75x+ 74+ 7Py +3=0[5L A N
8=3[5]; 8*=1[5] ; 85=3[5];7=2[5); 7°=3 ;

II-m; =1x00y2% ; m, = x1y003"

S : 1
3%, 7° = 2[5). !

. a
commercantes puissent achftel, urk

& < — .. % —0[5] .
Le systéme devi {(3+X-+3y+2)—0[5] { B .1
ysteme devient 5y 4 143y +3)=0[5 (2x+ 3y +4) =051 |
x+3y=0[5] . (x=1[5] x = f5] {x: [5]@{x=5k+1 | (
{2x+3y51[5] A {2)}51[5] = { ‘:; y = 3[5) y=5Sk'+3" .

- 0 Sx<6 N UBSStf1<6 ~1<5k<5
avec (k,k")eZ?.0n a {0 <y< ‘ +3-<—_6 4:). {—355k's3 = [
{ke{O,l] - {x:l ou { =6¢ £=6 ‘et y=3 pour que les deux _
k'=0 y=3 B B :

ey

2)Déterminons le montag_%é qu‘fggdﬁ%oshe chacune des commergantes. | (
my = 8% +6x8° +3X 82 = %i,z,és +24576 + 26 = 57370F
m,=6XxX7°+7'G3 %3 T3 5100842 + 2401 + 1032 = 104275F

Awa a 57370-

T
&

$Hanta ¢0 Z275E. . C AT il
"} Srbres mangues que chacune d’elles peut acheter.
2 ) n

BN le nombre de diviseurs de m, et m, puis le pged (my,ma)- -
%bre de diviseurs de m, est égal a 2% 2 x 2 =28 et celui de my est éga\ a
BT% 2 x2 =12 ; pged (my,m2) =5 ’ .
4) Ré%uglvons dans Z l'équation: myu +mpV =5 ol uetv sont deux entiers relgtlfS-

myu + myV = 5« 57370u+104275v = 5 < 11474u+ 20855v =1

. Trouvons une solution particuliere.

1 1 4 2 (1372 | 4
50855 | 11474 | 9381|2093 11009 | 75 | 34 | 7
9381 | 2093 |1009] 75 | 34 | 7 | 6 1

oo |-

i
i
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= 20855 -1 x 11474 ,
9 = 1009 = 11474 - 9381 % 1 = 2 x 11474 _ 20855;
— =-9%x11474 45 20855; '
+34 = 34 jgzz e 2= 20X 11474~ 11 x 20gss;
- - 75 X13:—269x114 !
= 74 + 148 :
- 34X2 =558 % 11474 - 307 x 20855,
T=6x141 o, ;o7 X4=-2501x 11474 4 1376 x 20055
3059) + 20855 1_62’; 200 X 11474 1603 x 20055,
donc ) TOVTI0E3) =1 = une solutio i 3
(33557,4-1683); résolvons I'équation on pariciliére-est @ -5
u + - ' N G,
11474(3059) 4 2200885555v =1 - %{‘5‘%;, N
- Pged(11474; 20855) L aes) =10 = HAT4u - 3059 =3 0855 i 683)
: =1, alors le théorem ¢ YOS
e de Gauss permgﬁ%é. ire.\s
G tyire,

v=—11474k — ?i D |

S = {(20855k +3059; 11474k — 1683), kez ), %’3 2

eux nombre&iangulaires, alors 4n +1
e

II1-1 5
a) Démontrons que si n est la somme de g
est la.somme- de deux carrés. -

a’+a ot q_b2+b .
> =

Mt+1l=4p+aq+1=2(a?+§

Soit D= deu

el

2 f: £

E+b %3%1"'1}b+§)+(a+%—b—%)2+2(a+§)(b+%)=-
.a—b)g [4n+1=(a+b+1)2+(a—b)ﬂ4 ‘
3+1=13=2%+3% = somme de deux carrés.

% B

' e’%‘ége de la propriété'a).
On yerifie faci]ei'nemt que si 4n+1=(a+b+1)?+ (a->b)?
: % 2 B b ' '
%m%& n %£%§§§+ -’%’z= somme de deux nombres triangulaires.
123%&%1)6 ;q}r‘%‘%%}?{lés entiers naturels diviseurs stricts de 220. '
Ziz\%ﬁ~ %? X 5% 11 = les diviseurs stricts de 220 sont:1,2,4,5,10,11,20,22,44,55,110
?%%s'que : a) 220 et 284 sont amiables.
de$ diviseurs strictes de 284 =22 x 71 sont:1,2,4,71,142;
1+2+4+71+142=220, et 1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110=

= 284 ; alors 220 et 284 sont amiables.

b) 17296 -et 18416 sont amiables. |
17296 = 2% x 23 x 47 = les diviseurs stricts de 17296 sont: 1,2, 4,8, 16, 23, 46,

47,92,94,184, 188, 368,376,752, 1081, 2162,4324,8648;
18416 = 2* x 1151 = les diviseurs stricts de 18416 sont:1,2, 4,8, 16, 1151,

3.

2302, 4604, 9208.
~105 ~



+94+ 184 + 188+ 368+ 376 4 75,

' | 92
1+2+4+8+16+23+46+47 + i

= 6 et
+ 2162 + 4324 + 8648 = 1841 B _
142+ 4 +8+16+1151+ 2302 + 4604 + 9208 = 17296 ; alors les NOMbyreg

18416 sont amiables.
e noribl eurs stricts sont 1,2,4,7,14;

4.a) Le nombre 28= 22 x 7 = ses divis

14 2 + 4+ 7 + 14 = 28, donc 28 est parfait.
que le nombre 2*p soit parfait.

c) n et p deux entiers naturels, avec p premier. .
%Ol{ pa 1t

2"p parfait & 2"p =142+ - +2"+p(1+2

Exercice 20: é g
1. Déterminons le PPCM- des 4 o£% %er‘tlers naturels suivants:

b) Déterminons un-entier p premier tel
Les diviseurs stricts de 2*p sont: : AENERE £
1270, 16;pr2p 4, 8p- 2°p. est parfait = - 7 o d |
24p—_—1+2+4+8+16+p+2p+4p+8p T T gﬁ ;

< 16p =31+15p & T

25
o
=

Trouvons I’ expression de p en fonction de n pour que
> .p,2

) zn lp'

Les diviseurs stricts de 2"p sont 1,2, 2,

n, _ 1-2"*1 1-2" ny —n+l _ 14 .-..—»7"’- «.,;,.'
2"p = = +—p ®2p ( G
Donnons la liste des- nombres parfaits de cette forme

n 1 [ 2]3]4a] 5% 6 |7 8 9
p 3 7 |15 ] 31 ’ § % ‘27_ 255 511 1023
. ij"' 16 | 2 _ 78128
1;15;63;255;511 et 1023 n as premiers, donc les nombres parfaits

pour n<1 sont 6;28; 96,:%

(6‘%54’ 9287) et (492 180).

0787 =37 x 251 =

: 1 x 3%/%g¢et.
PPCM ( %&?287@ *"‘7' 11 x 317 x 37 x 251 = 64767538:
h

80 =22x3%2x5 = PPCM (492, 180) = 36 x 5x 123 = 22140.

. 492&‘; 2%2: 3
8 Dg;emg‘ on;sﬂg ’GCD des- couples d'entiers naturels suivants:
= 55) (4452, 3604) ; (7875 975) (28420; 4116) (n;2n+1) et

.- &5t +1).
. 92875 = 37 x251 et 1455=3x5x97 = PGCD(9287,1455) = 1.

« PGCD(4452, 3604) = 22 x 53 = 212.
©7875=3?x53%x7 et 975=3x5x13 = PGCD(7875 975) =35 = 75.

© 28420 =22'x5x 72 x 29 et 4116—2?X3><73 =

PGCD (28420 ; 4116) = 22 x 72 = 4 x 49 = 196,
e2n+1=nx2+1 et n=1xn+0 = PGCD(n ; 2n+1)=1.
e3n+1=0Cn+1)x1+n; 2n+l=nx2+1 = PGCD(3n+1;2n+1)=1
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.-_ 3. Démontrons le théoréme de Gauss en utilisant le théoréme de Bézout.
™

Soit a, b, c trois entiers relatifs non nuls.

Démontrons que si a divise bc et a et b sont étrangers, alors a divise c.(Th de Gauss)
Sia et b sont étrangers, alors le théoréme de Bézout dit qu’il existe un couple (u,v)
d’entiers relatifs tel que au + by = 1; (1)

a divise bc = il existe un entier relatif k tel que bc = ka (2).

Multiplions (1) par c; il vient: auc + bvc =c¢ < auc+ kav =.c (d'apres (2)) <
a(uc +kv) = ¢, alors a divise c. . . =,

-4.Le. .document comporte 4350 lignes sur-plusieurs pages et une page comp‘?rtc@g‘ﬁgngs-
4350 = 34 x 127 + 32 5
Le nombre de lignes figurant sur la derniére page est 32.

Il faut 2 lignes pour compléter la derniére page.
Le nombre de page utilisées par ce document est 128.

5.a) La taille ‘maximale de ces dalles carrées est le PGCD de 61%

361=19% et 475=19x25 = PGCD (361,475) z49.
La taille maximale des dalles carrées est 19cm.,
b) Déterminons alors le nombre total de dalles.
Le nombre total de dalles est 19 x 25 = 47%}\
6. a) llya des moments (autres que le départ!) o,
de départ: ces moments correspondent agix v]tlles communs de 36 et 30.
Le PPCM de 26 et 30 étant 180,
b) 180 =36 x5 = la voiture A alta%effoctuéd s tours
180 =30x6 = la voxtx?e%géleffectue 6 tours.

&

g

Exercice 21: f’& %
I- f lappllcatlon de Z/ 33& lans %ﬁaz définie par f(x) = 17x+9

f(x) 2 -—04:» x+9x2=0 o x=-18=715, |s= {15}
3) Montrés %:: &5t une buectlon puis donnons sa bijection recxproque
s Tkt Do y=17x+9 & 2y=x+18 & x=2y+15; vycZ/33%,
;’]' _uahor%a(?g) =y admet une solution unique x dans Z/ 33Z, alors f est une
?“Bij:é#‘ggo"‘zde Z/ 33Z dans Z/33Z et sa bijection recnproque est définie par
Lfl(x)—2x+15 f ‘
I1-1) a) Démontrons qu’il existe un couple (a, b) d’entiers relatifs tel que 45a — 16b =1.
On a PGCD(45,16) =1, alors d'aprés le théoreme de Bézout il existe un couple
(a,b) d’entiers relatifs tel que 45a —16b = 1.
b) Résolvons alors dans Z I'équation (E): 45x — 16y = 2.
45=16x2+13 = 13=45-2x16
16=13%x1+3 = 3=16—-13=3X16—-45
13=3x4+1 = 1=13-4x3=5%x45-14x16

e
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n —

¢ = 2 = une solution paft'icul. |
18y

§5x 45— 14 X 16 = \
de l'équa;ison eszt (x0: Yo sty 16(y — yo) i 45A 16=1 = |e théoréme
2= = X — A0 n
{ 45x y = 4 — 45k soit x = 16k+x0 dg
et

45x, — 16y = 2 _ 16k ety — Yo
Gauss permet d'écrire X — X0 — 2 45k + 28), ke }
y = 45k + yo, keL.[S= ((16k +)IOSnt ane solution de (E).
A l u:v e . . - 2% :
2) a)Démontrons que le coupic (’s Sar le camion A entre j; et jo est 90y e,
Le nombre de jours effectues P st 320 + 4; uj
- : : i. et Jo ’ .
iy — Jo = = 32v + .
J1 = Jo = 90U olution de (E): : )

%

que le couple (u, v) est une)S = \
b)Déterminons le couple (#,V)- , hainé entrée. (Bulanse
' = . 45k + 28), keN ; la procha " Y ées am
(u,v) = (16k +10; 45k + ) v=28 = i gjo mI00\ouRd iong

correspond & k=0 = u=10 et V=

III- 1) a) Démontrons que 193 est un nom
V193 = 13,89 et 193 n'est divisible:
3 13,89, alors 193 est premier.
b) aeN et a < 192. Montrons que a*** =1} 93]. N
al9? = q193-1; g <193 et 193 est prem eébi: a et 193 'Sorizet_rangers' o
d'aprés le petit théoréme de Fermal, g 93%;;%(193] & a'® =1[193),

2) (E): 83x—192y = 1. 48 N\ B %
7)<as \ solution de (E).

bre premier. ! ,
' un des nombzes; premiers info.
par aucun dgs RQIIQECS P S inferjgy,

e &
=SSR,

b) Résolvons I'équation ( X i ,
83x — 192y = 1 @ % o »
&83(6x — 155) = 192(y —67); 83 A192=1,d
{83(155) - 192(6_ b * ) =67 , aprds
e, Galigs 0n a &

Ehet y =Usk +67; [S= ((192k + 155,83k + 67), keZ).|

x =192k 4,156

3) A est I'enserple\des %’entiers naturels inférieurs ou égaux a 192
f:ae. S2dte%de la division euclidienne de a® par 193.
g: e de la division euclidienne de a!S5 par 193.

B R

%car a®® = (193] et g(a) = a5 car alS® 5-.0155'[193]

aélDéi"nb‘ns "f(a)) = a®3*155[193].

i%l%a}j S g'(a83) — (a83)155 = a83><155 — g(f(a)) = aB3X155[193]- CQFD
, fﬁ%“éﬁdmsons que pour tout aeA on a: g(f(a)) = a.
taf

 5B3x155 _ QIQZXG”-I — V(a19'2)e.7 Xa = g(f(a)) =1 a[19‘3]- _—_; g(f(a))za'
b) Déterminons f o g: |

fog = f(g(a)) = f(a?®) = g83x155 f(g(@)) = a.

Exercice 22:

I-1)(E): 11x - 7y = 5, (x,y)ez?,
a) Justifions, en énoncant up théore
tels que 11u—7p =1
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'“llcmullu-',..;-
i Vo 5 n"-\\-enrom-q, “'"
R Rt

| 0

PGCD(11,7) =1 — 11 et
dit qu'il existe un cou

7 sont premiers entre eux, alors le théoréme de Bézout

b) E
) 12 >(:ezdm;ons une solution particuliére de léquatlon (E)
T/X3=1 & 11x10-7%x15=5 =
= Xo, = (10,15
¢) Résolvons I'équation (E). (x0,70) = ( )
{ 11x =7y = 5 |
llxo = 7)’0 =5 = 11(x—x0) =7(y —y,) = le théoréme de Gausspermet

l 4

d =
) (0): 11x -7y 5 =, (C) Tensemble des points M (x, y) du pl n
0<x<50 et 0<y<50 A z&\

"‘ars

Déterminons le nombre de points de la droite (D) appartegaqt a (G) et dont les
coordonnées sont des nombres entiers. 2%

0<x<50. = 0<7k+10<50 & —-10<7k<40 {‘5'16%'2345]
0<y<50 < 0<11k+15<50 < —15<11 Tk

k=-1 = x=3 et y=+4

k=1 = x=17 et y=26 ; -
k =3 = x= 31 et 'y 48. 1l existe, 5 points deld droite (D) appartenant

2) (F) 11x%* —7y%2 =5 L W
a) Démontrons que si le couple (x ﬁ lutioh de (F), alors x? = 2y2[5).”
(x,y) solution de (F) = 11x% -
11x2=7y?+5 et 7y2 '-:algﬁx- 5 & 11x? :5[7] et 7y2=6[11]" &
11x% = 33[7] et 7y? —E’;@ﬂ@@&ﬂ =3[7] et y2=4[11] & x*=7k+3 et

Y2 =11k +4 ; x* —4 Y.+ 8 —2(11k + 4) = 7k — 22k — 5= =15k — 5 = 0[5]
& x? =2y?[5] él; ):
b) Recoplons et %?éppl 0

7 ' Modulo 5, y.- '
Eika* z2|13]|4 est congru a 011 12]3 |4
Modulo 5, 2y? 151
414 _ L est congru a 012|332

' les?'?éeux tableaux.

T %te ‘@ssnbles de 2y? par 5 sont 0,2 ou 3.
"‘&d‘édmsons que si (x,y) est solution de (F) alors x ety sont des multiples de 5.

%, )est solution de (F) & x*= 2y?%[5] <& x2 et 2y? ont le méme reste dans
&da division euclldlenne par 5 et,daprés les tableaux, ce reste est forcement 0.
On en déduit que x* = 0[5] et 2y? =0[5] & x=0[5] et y =0[5] & xety

sont des multiples de 5.
3)Démontrons que si x et y sont des multiples de 5, alors (x,y) n'est pas solution

de (F).
x et y multiples de 5 = x = S5a et y =58, a et f des entiers relatifs ; alors (F)

devient: 11(5a)% —7(58)? =5 & 55a%— 358" =1; PGCD(55;35) =5 et 5 ne
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s n'est pas solution de- F).
divise pas 1, alors I'équation n’a pas de solution = (xy) (7
Exercice 23:
=X€rcice 23

. Up=2"+3"+6"—1
I- La suite (U,) est définie, pour tout entier naturel neN®, par Un
1) Calculons Jes six premiers termes de la suite (Uy).
Uo=1+1+1-1=->

P Uy=2+3+6-1=10 ; Uz=4+3+.36—1=48
Us =8+427+216-1 =250 ; U, =16+81+1296—-1= 139 ;
Us =32+ 243 + 7776 — 1 = 8050 ' b
2) Montrons qu d ir. LTI ) i
)On a: 2na oefzy?§T£Z?2;S: g = 0[2] ; —1=1[2) = Un =002, = Un est pair
3) Montrons que, pour tout entier naturel n pair et non nul, U"'eit
N PpAr < n=2% keN — Up=22*+3%+6% -1 & Upmd" +
Un=0+1+0+3)[4] = ¢ = Of4] & Uy, est divisiblefd
(E) I'ensemble des nombres 1ers- qui divisent au moins 'Y
4) D’apres 1a question’ 1), 2 divise Uy , 3 divise U,, Sﬁg‘&’l
les entiers 2.3.,5,7 appartiennent (E). B
5) p est un nombre pr .

premier strictement supérieur 2 ? %
a) Montrons que: 6X2P"2= 3[p] et 6x3P2= 2[p]
*2 et p étant de

ux nombres premiers alo;
théoréme de Fermat

isible Paier.
R " =1

Bsuite (U,,).
Zdivise Us ;- alors

,ils sont étrangers; d'aprés le petit
2v-1 = 1[p] @x "-’T;;f 3[p] &= 6x27 x 2771 =3[p]
< 6x2P2 = 3], . % =
*3 et p étant deux nombres
théoréme de Fermat 3Py
S 6x3P =20
b) En déduisons que 6

préfnie,fs‘i@lor?%i?’s sont étrangers; d'apres le petit
i ¢ :

6U,_p = 6 x 20-2 46 &

6K 6772 —6=6X2P246x3P 2 4 6P-1 _ ¢ .
=6X27E + 6% 2P 3Pl —
6Up__2=(3 2

PP = 60, =0fp]
iivise 6U,

-2 et PGCD(6,p) =1 (carp est premier et > 3),
&héoréme de G

auss, p divise U,_, d’ol p appartient a (E).
I1- Propridfés h rapre de Fermat F, défini par: F, = 22" 41,00 n eN.
1) _a)éCaf%éép " 5 Fi, F, et Fy puis vérifions que ces nombres sont premiers. -
%55: s F=224+1=5; F,=2+1=17 . F3 =28 +1=257
%\‘% a;?%‘ﬁ et 257 sont des nombres premiers.

criions que Fy est divisible par 641. -
s =232 + 1 = 4294967297 = 6700417 x 641 = F,

s est divisible par 641,
montrons que, VneN, F,y, = (F, —1)2 4+ 1.
FR=2"4+1 o 22"=f _1

N
~—
o
(g}

' .2
PP =22 r 1= (22 g (Fa=1)? +1.
3) Démontrons que, VneN* — {1}, I'écriture décimale
Démontrons par récurrence que, VneN* — {1}, F

» Vérifions que la propriété est vraie pour n = 2.
F; =17 = 7[10] vraie ; '

de F, se termine par 7.
=7[10]:
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* Supposons la propr'iét'é vraie au rang n =2 et montrons qu'elle est vraie au rang .
n+1, c’est-a-dire F,;, = 7[10].
F,=7[10] & F,—1=6[10] & (E,—-1)?=6[10] & (F-1)*+1=7[10] <
Fp41 = 7[10], donc si F, = 7[10], alors Fpy; = 7[10];

» Conclusion : VneN* — {1}, I'écriture décimale de F, se termine par 7.

V) kEN' et a=2?", démontrons que <%= 2

n n . . k
Fark =27 $1 =222 10 = (22")° +1=0a*

FE=2"+1=a+1 = Fasi=2 _ a1

Fn a+1’
b) en déduisons que E, divise Fn - 2.
2k
Fn+k—2—a ) ><F =3 Fn+k—2—qun, avec q =

un multiple de F,--¢ F, divise’ Fpir - 2.
5) Déduisons -de la question précédente que deux’nom
premiers entre eux.

III-1) Salle a manger: L= 454cm ; l—
' ecoupes qui auront été posés.
x 11412 = le nombre de carreaux

Ona 454 =33X13 + 25 3.{‘5‘:

non découpés posés est

2) Cuisine : L= 455cm ;
a) Liste des diviseur§ 455 385
455=5x91 = :91; 455}

385 =5x 7,X 1
b) Liste des %%;% uns 455 et 385 :o(455)n3>(385) {1;5).
c) Le plus gra /:‘?‘}:é. € la dalle a utiliser est alors ¢ = 5cm.
3) Dalges ctang Aas L= 24cm ; 1=15cm
a) Liste dg q_l;aples de 24 inférieurs a 400.
' 48 72;96; 1'70 144 168; 192 216; 240; 264; 288; 312; 336; 360; 384

;‘%%) 0;1%;30 45 ;60:75;90;105;120 13.) ;150 ;165 180 ;195;210;225;240 ;
955 ;270 ;285 ;300;315;330;345;360;375;390.
%) Liste des multiples communs & 24 et 15, inférieurs. 2 400.
M(24) n M(15) = {0;120; 240; 360}
c) la longueur du coté de la plus petite piéce carrée pouvant étre carrelée est1,2m.

Exercice 24:
I-1) aetn deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

Démontrons que si a™ — 1 est premier, alors a =2 et n est premier.
Ona:a*—1=(a-1)A+a+ a?+--+a"1); si a®—1 est premier alors 1 est
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n diviseur de q"—1 = g—_1=1 = a=2, €t a — 1 est un diviseur de gqn _

2) l;:, e:t zsslﬂe;n ent si n est premier. (voir exercice 25.111- 2) a))
. » @vec n premier.
a) Vérifions que M,, M;, Mg et M, sont premiers.
M,=22-1=3; My=23-1=7 ;M5=25__1=31 . M, =27 —1=127.
On a bien 3;7; 31; 127 qui sont des nombres premiers.

b) My; =211 _1=2047=23%x89 = My, n’est pas -premier. .
II—l) (E): 8x + Sy =1 on (x' y) . Zz‘ . 5

)

a) Donnons une solution particuliére de (E). & ‘ 1 w
Ona: 8x2+5x(—3)=1 = une solution particuliére de (E)‘eéé’;:z s ERy
e

b) Résolvons (E). .
8x+5y=1 . R i .
l6x2 450 oy = 8&=2)=5Cy=3); S " s le fpéordme de

- . ~Gauss permet d’écrire x — 2 =5k et —y—3 =8k 3
2){N=8a+1
) IN=5p 4o » NeN et (a,b)eN?. A W
a) Montrons que le couple (a,b) est solution de (E).
OnaN=N & 8a+1=5b+2 & 8@ 5h=1
b) Déterminons le reste de la division ey

h ne de N par 40.
N=8a+1=8(5k+2)+1=40k+ 7 = Na=YO0k + 17 = le reste de la
division euclidienne de N par 4 gs i Wad

3) a) Résolvons I’'équation : 8x + 5y —‘-:%GG \(x,y‘)ﬁ? Z2.

On a 8(5) + 5(12) = 100 +~=gune: olution particuliere de I'équation est (5;12) =
: S={(5k +
b) Soit x le nombre difomiuges<y ygle nombre de femmes. |
On a 8x + 5y = 10( %'x cf' 5 et y=—8k+12;alors {Gc; y)e{(S;lZ),(lS;m

X
II1-1) 168x + 20y = 454, ¥) € z%"

&

Ona PGCD( ‘: — 28t 4 divise 4 donc 'équation a des solutions. [
2) a) Déten inons. ¥ ' Btiers relalifs m et p tels que: 42m + Sp=1 .
4g§§8+-% 2=42-8x5 o |
56 2502 Hiw= 1=5-2x2=5-2(42-8X 5) = —2%x42+17x5 = A

(: p) = (=2;17) | . m
& tb)iEn H?Egisons Jeux entiers relatifs u et v tels que: 42u+5v =2. g
o 50 +517) =1 & 42(-9)+5(64) =2 = [ v) = (—4;3%)] ‘
Y émontrons que le couple (x,y) est solution de 42x + 5y =2 si et seulement Si I‘
82 (x + 4) = 5(34 — ). -

{42:_2;‘):553(’3;)1 , & 2+ +50-39=0 & 2E+H= 5(34 ) {l

d) Déterminons tous les couples (x,y) solutions de I’équation 42x + 5}1 =2. |\
42 A5=1 en plus 42/5(34—7y) et 5/42(x +4), alors 42/(34-y) et
5/(x+4) = x+4=5k et 34— y=42k & x=5k—4 et y = —42k+3%
Rx ;y) = {(5k — 4; —42k + 34), keZ}. ' I
|
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3) Déduisons du 2) les couples d’entiers relatifs (x,y) solutions de |Lquat|on
(42x + 5y — 3)(42x + 5y + 3) = —5.
(42X +5y = 3)(42x + 5y +3) = -5 > (42x+5y)2 -9 =—5 < (42x+5y)* =4
12x+5y =2 ou 42x+5y=-2
12x +5y =2 = (x;y) = {(5k — 4 ; —42k + 34), keT);
12x +5y = -2 = (x;y) = (5K’ + 4; —42K' — 34), k'€T).

[S={(5k —4; -2k +34) (5K + 4;—42k —34), ket K CJ

{“i
Exercice 25:

I- 2003 est un nombre premier. % %’J"“}
— ,v%\

1) a)Déterminons deux entiers relatifs u et v tels que 123u — 2003v

2003=123x16+35 = 35=2003 —123 X 16;

123 =35x3+18 = 18=123—-35x3 =49 x 123 — 3%%03 Q
35=18x1+17 = 17=35-18=—65x123+4§2003; } . -
‘ (u,v)—(114 7))

18=17x1+1 = 1=18-17 =123 x 114 — 20 1
b)En déduisons un entier relatif k, tel que: 123k0 7“?&”
123 x114-2003x 7 =1 ¢ 123 x 114 =2003 x 7 + 1g= 123 X 114 = 1[2003]
- )
¢) Montrons que, pour tout entier relatif x, ]%;Bx = 456[2003] & X = 4561‘70[2003]
123x = 456[2003] < 123kox = 4 6@[%@93] ﬁ (2003 x 7 + 1)x = 456k,[2003]
& x = 456k,[2003].. % &)
d) Déterminons I'ensemble des entle’@\ élfs X tels que: 123x = 456[2003].
123x = 456[2003] < x %@JZ 03] < x =1909[2003] <
x = 1909 + 2003k = [S= {2003k +1909, keu ;

0,95 <k < 0,08
2) Soit a un enn§j (:3& ue: @r a <2002.
a) Déterminons _ 1)03)
a<?2 »estpas un multiple de 2003 = PGCD (a,2003) = 1.

En dgdu ons qu'il existe un entier m tel que: am = 1[2003].
D~apres ]e‘{'?t‘heéreme de Gauss, si PGCD (a,2003) =1, alors il existe un couple
(m@sg d,sen 1ers relatifs tels que am+2003p=1 & am= -2003p+1 &
',&m 1[2003] ,
['§j M 'ntmns que, pour tout entier b, il existe un unique entier x tel que:

O < x <2002 ; ax = b[2003]. ‘ .

am = 1[2003] < amb = b[2003] < ax = b[2003], avec x =mb.
II- Démontrons le théoréeme de Gauss en utilisant le théoréme de Bézout.

Voir solution exercice 20.

1)(s)s {7:1—:16?[112]] Démontrons qu'il existe un couple (u,v) d’enliers relatifs tels que

19u+12v=1.0na 19A12 =1 et 1 divise 1, alors d’aprés le théoréme de Bézout,
il existe un couple (u,v) d’entiers relatifs tels que 19u + 12v = 1.
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e solution de (5).
(19u) =13+ 19(—7u) = 13[19]
—12v) =6+ 12(7v) =6[12] =

Vérifions que N =13 x 12v + 6 x 19u est Ul
{N =13 x 1204 6 x 19u = 13(1 — 19u) + 6
N =13 x 12v + 6 x 19u = 13(12v) + 6(1

S—— ) -

N est solution de (S). n =n,[19] :
2)a) n, une solution de (S), vérifions que le systeme (S) équivaut 2 {n = no[12] . I
n = 13[19 = 6[12] —np = 0[12], |
{n0513[[19]] n—ng = 0[19)] {n 2] - " . |
'fn513[19] : n—n050[19] {n—-no[19] |
z n =6[12] {n —ny = 0[12] “ {n=nol12]. ""‘ B I
b) Démontrons que le systéme (S') équivaut a n = nol12 19] '\E L
{n_no = 0[19] & e foi divisible par 19 et Pz 12,a%f§% Mo e
n—ny = 0[12] o estd o i s 5 o
divisible, par 12 x19 & n— ng = 0[12 X 19] e e ' '
3) a) Trouvons..un couple (u,v) solution de I'équation -. e caulons N l

19=12+47.= 7=19-12
12=7+5 = 5 =12-7=2x12-19

7=5+42 = 2=7-5=19-12- 2><12+19—2 |
19 — 4% B0 6 x 12 = 19(=5) + 12(3)

<19 = 1248 — 570 = 678.

Vel
O

B

w

X

—

N
L3

3 v)=(_5 8) = N=13x 12 x 8 725, ”“
b) Déterminons I'ensemble des solu% n%ds ‘
N étant une solution de (S), oi &.n's N[TQJ" 19] = n=678[228) <

n=222[228] < n=228k +i%z“§‘ A[S= (228k + 222, keZ) |
X195 stefde cette dmsnon est r=222.

III-I) Montrons que, VkeNﬁ ng -t DA +x+x2++x k) =xk-1.
1+4x+x2 + o4 x*7 e' la so 0:_ des termes consécutifs d’'une suite geometnque
lSOI‘lx alors 1+x+x + - +x" 11 - i
1—-x x=1

&’1)—‘( -1

2)a) neN'.et d
, s que — 1 est un diviseur de a” —1

= 1—(ad)'<—1 (@@ - 1)(1+a? + a2 + -+ (a%)*" 1) =
—1) avec g=1+a +a2d+ -+ (a%)*71, alors a? -1 est un

; (212)167 -1 = (212 _ 1)(1 58 212 224 s 212><166) _ (212 _ l)q
%ﬁlz -1= 4095 et 4095 = 585 x 7 = 455 x 9 = 65 x 63, alors 2'? -1 est divisible
par 7, par 63 et par 9, par conséquent 2°°* —1, qui est un multiple de 2%,

est divisible par 7, par 63 et par 9.

3) m et n deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD.
a) m = dm’ et n = dn’. Montrons qu'il existe des entiers relatifs u et v tels que:

mu —nv =d.
m =dm' et n=dn’ = PGCD(m’,n’) =1 = d'aprés le théoréeme de Bézout, il

l!_

‘ .
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Exercice 26; .  , A 2 .
I-1)a) p un entier naturel. Montrons que I'un des trois @r‘%)j% + 10,

T e EmRAAA ALl AR R RNy

b) On suppose u et v strictement positifs :
Montrons que: (gmu — 1) — (@™ - 1)a® = g4 —1
(@™ —1) — (@™ = 1)qd = gmu _ 1—a®W*d 4 gl =gmu _ gw+d 4 gd 1 =
:amu_ aTHU+ ad_l:__ad__l

Montrons ensuite que @9 — 1 egt le PGCD de a™ —1 et de a™ — 1.

(amu—l):(anv_.l)dd +ad__1 ) :‘\>

PGCD(a"'lu —1;a%—-1)= PGCD(a™ —1; a? — 1); nv est un multipl& dé“?dgd‘aprés

La question 2)a), qmw — 1 = gdkv _ 1= (a?)*” -1 est un multip}
. PGCD(a™ ~1; a% — 1) = 4@ 1, alors PGCD(a™* —1; a™W —1) =
c) Calculons, PGCD (263 — 1 ; 260 _ 1). BN :

PGCD (2% ~1;2%0 —1) = 26360 _1 =931 =7, [pGCD (203 —1;2%—1) =7

€

P +20 et un seulement est divisible par 3. , :
1fcas: p est un multiple de 3 = p =3k, keN ; pw= 3k+10 =1[3];
P+ 20 =3k +20 = 2[3]. Seul p est divisidle par 3 dans ce cas.
28mecas:p n'est pas un multiple de ——-g%p@ﬁl& +r,keN et 1<r<2-
*7=1 p=3k+1=1[3]; p+ OBKGE1TE=2[3]; p.+ 20 = 3k + 21 =0[3].
Si r=1, alors seul p+20 %t“m\\} iblepar 3. -
cr=2 p=3k+2=2[3 10, =3k + 12 = 0[3]; p +20 = 3k + 22 = 1[3].
Si =2, alors seul " ’

divisible par 3. ;
b) Déterminons le%troi?na brea, b,c sachant qu'ils sont premiers.
a,b,c sont, dansiget ordrejles trois premiers termes d’une suite arithmétique de
S\‘ gtroiS nombres sont a, a + 10, a + 20.
« Si a_est pre S%Aultiple de 3,alorsa=3 = a+10=13 et a+20 = 23
-etgt%{ 23 sont¥premiers. .
o Si n?s%l a§§ multiple de 3, I'un des nombres a + 10, a + 20 est un multiple
éﬁx i‘i 3{2@ E’“’Onséquent il n’est pas prémier. '
¢ BConclusion : les trois nombres sont a =3, b =13, ¢ = 23.
21?5( »'z’%}:%int”s"eémble des triplets d'entiers relatifs (u,v,w) tels que:3u + 13v + 23w = 0.
a) %ﬁltrons que, pour un tel triplet, v = w[3]. ,
%%ﬂ 13v+23w=0 < 13v+23w=-3u, ; 13A23 =1 et 1 divise —3u:
23=13+10 = 10=23-13
13=10+3 = 3=13-10=2x13-23
10=3x3+1= 1=10-3x3=23-13-6x13+3x23=13(-7) +234) &
13(7x3u) +23(—4Xx3u) =-3u = v=21u et w=-12u.0na v = 0[3] et
w = 0[3], alors v = w][3].
b) v=3k+r et w=3k'+r; 0<r=<2.

raison 10, algp
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Montrons que les éléments de (E) sont de la forme:
(—13k — 23k' —12r ; 3k +1; 3k'+T1).
3u = —13v — 23w = —13(3k + 1) — 23(3k" + r) & 3u=-13X% 3k — 23 x 3k’ — 367
 u = —13k — 23k’ — 12r, alors les éléments de (E) sont de la forme:
(w,v,w) = (— 13k — 23k' —12r, 3k + 1, 3k’ +71).

II- Pour tout entier naturel p = 2, on pose N, =1- ..1 ou 1 apparait p fois.
On rappelle -que N, = 1077% + 107~ 2 4 ...+ 10°

1) N, =11 est premier; N3 =111 =3 x37 = N3 n'estpas premler o %
Ny, =1111 = i1 x 101 = N, n’est pas premier.

2) Prouvons que N, 1—02——3

N =1+10+-: +1O”‘2+10p 1 = Nyestla somme des g

1—10P oP— I
N, = —1—_11—0 = 1—9—1 Il est certain que 107 —1 est d vl

5 b

3)a)p = 2q, ou q est un entier naturel plus grand qu
Montrons que N, est dlvxsxble par N, =11

2 2
N, = 0; 1=(109) ;ona 102 = 1[11]

< N, =0[11]. : %
b) p = 3q, ol q est un entier naturq}m

Montrons que N, est divisible par%N; = ﬁflw

N, =25 = (w) = }9@@% f’ (1037 — 1= 0[111] & N, =001l
c) p=kgq, ou ketq so_nt des g}lé‘f% n?fgurels plus grands que 1.

En déduisons que est¥div sible! par Ni.

10k4—1 (10")
RN

Ny, = ‘ 1[N] & (10")‘1 —1=0[N ] & Np = O[N]

a"mon n&ggssalre pour que Ny ‘soit premier.

50) e{%%} il est nécessaire que p soit premier. Cette condmon
<car 3 est premier mais N3 n'est pas premier. '

mtion 78x% +ux? +vx — 14 =0 (1), (u, V)eZ?. -

4 . : 14 .
ans cette question, que o est solution de (1).

.

»ng)‘ 4:6’”111/,0 que u etv sontliés par la relation 14u + 39v = 1129.

5 3 14\ 2 14 _
grst solutlon de (1) = 78 (39) + u(-3;) + v(;;) -14=0 &

8 (14)2 +u(14x39) + p(39)2-(39)°=0 < u(14 x 39) + v(39)* =39%x 1129
& 14u+ 39v = 1129. '

b) Utilisons I'algorithme d’Euclide, pour trouver un couple (x,y) d’entiers relatifs
vérifiant I’équation 14x + 39y = 1.

39 =14x2+11 = 11=39-2x14
14 =11+3 = 3=14-11=3x14-39
11=3x3+2 = 2=11—3x3=—11x14+4x39
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3=2+1 = 1=3-2=14x14 X -5 X 39

14(14) +39(=5) =1 = [(x,y) = (14,-5).

Vérifions que le couple (—25;9) est solution de cette équation.

14(—25) +39(9) = —350 + 351 = 1, alors (—25;9) est solution de I'équation.
-¢)’En déduisons un couple (ug, v,) solution particuliere de I'équation 141 + 39v = 1129

14(-25)+39(9) =1 < 14(—25x 1129) + 39(9 x 1129) = 1129 =

14(—-28225) +39(10161) = 1129 < (ug, vo) = (—28225, 10161)

Donnons la solution générale de cette équation.

St

l4u + 39v = 1129
{a(-2029%) 4 39(10161) = 1129 = 14(u+ 728225 =39("v 103617 S ;
2235, X Hptres
P8 il existe

" 14 A39 =1, 14 divise 39(—v + 10161) et 39 divise 14(u + 282
le théoréme de Gauss, 14 dlvlse (—v + 10161) et 39 divise (u + 2

donc keZ tel que < u + 28225 =39k et —v+10161=
u=39k=28225 et v==T4k+10161. F— (G% - 28225 T4k + 10161))]

;}_ B

est I'entier naturel le plus petlt p0551b1e
Posons: u >0 & 39k —28225 >0 < 39k'> 282 :
= u=11 et v=20297 = [(wv)= (11 20297)_] ,
2) a) Décomposons 78 et 14 en facteurs. premigys et en dédaisons, dans N, I'ensemble

des diviseurs positifs de 78 et 14. 9" %g

78=2x3x13 et 14=2Xx7. Z;\gi‘%}——k&wm} et g
{',y ’ —

D(78) = {1 2535 6 13 26; 39; 78}
b) Soit :—2 une solution ratlfga slte eE l'éq ation (1)

Montrons que, si P et
. P divise 14 et Q ‘%«i £3. y
top s P\3 P
B une SO]LIthl% 48qt \tiong ) & 78(5-) +u(Q) +v(Q)—14 0 &
78P3 + u(PZ, QZ) - 14Q3 =0 e ulP?’xQ)+v(PxQ})= 14Q3 — 78P3
."e, 2 -
sp o uP)+v(Q = 14Q _78; ,
A . -
L yr's? P/\Q2 =1 et P2AQ=1 = 1—?— et 78" sont des entiers
relagfs s%ﬁe gseu]ement si P est un diviseur de 14 et Q un diviseur de 78.
‘ le nombre de rationnels, non entiers, pouvant étre solutions de (1).

dulsons

QI 36 ratlonnels non entiers, pouvant

fet e }vlutlons de (1). L \ | |
: Q1] 26 139 |78 |
g’rml ces rationnels, lensemble S de — -

L

ceux qui. sont positifs est: A
S{HllﬂlzﬁzﬂiiliﬁﬁﬁU

Exercice 27:
Etant donné un entier naturel n=2,0n se propose d’étudier l'existence de trois

entiers naturels x,y et z telsque: x2+yr+2z2=(2" - D[2"] (D).
A-1) On suppose ici n = 2. Montrons que 1,3 et 5. satisfont a la condition (1)
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x¥ 4 yTa p2 = ‘ 1 ‘
230 8o st P @D =20-1=3; ona bien 35234
a
)Zzltlam(;ljl:l{ss‘zsgiz?zrsmet complétons le tableau ci- -dessous donnant le reste r
e % paz 6 e'de m par 8 et le reste R de la division euclidienne
b) Il n’existe pas d’entiers naturels x, [r|0]1]2|3]4

y et z tels que x2+y?+zzz'7[8]_ | RjOJ1]4]1]0

é»—t\]

On suppose
qu'il existe trois entiers nat
urels x et z
it iy y tels que:
1) Justifions le fait
que les tr01s entier
N " S sont tou§ impairs ou que del‘?}é
Considérons Quatre cas. 45 . :
1¢ cas’ les trois nombres” sont impaits = x=1[2], y 1%

X +‘y +22 3[2] @).x +y +2251[2] ¢___>', 2:? 3
x,y et z vérifient dans ce:cas la condition (1), 5%% %%
0[@ 3;2 =0[2].0n a

2¢cas: les trois nombres sont pairs = x=0[2], y
3xe +y?+2z2 0[4] = x,y et z ne vérifient pas la cog}y}tlon (1)
cas: deux2 des nombres sont impaires =y = =1[2), y=1[2] et z= 0[2] On a
x?+y2+22=0[2] = xyetz nev‘r‘ifent as, (1). -
4e cas: deux des nombres sont pa%‘ §] y =0[2], et z=1[2].0na
<

6 |
K
% ';3 \? .

"\
._,fentre ek

P AN
X +y +z 1[2] <::> x +y (2 —“3%3;‘) = x, ¥ et z vérifient (1).
) 2“9, alors Ies trois entiers x,y et z sont tous

................... 5.{ _
impairs ou que deux d' entge eu ' s_‘ *.glrs.

2)On suppose que x'et Lyyso% Air ."%t que z est impair.On pose alors .x = 2q;

y=2r ; z=25+ 1 0 j-q,r, on des entiers naturels.
» s1[4].

A
s?+s)+1

cot radiction
o x +y2+22 =12 2] et 22 —1# 1, alors (1) n'est pas
n avec la proposition faite 4 la question 1).

§ VAT iﬁe dhow%?éontradlctlo
; ,“""" ﬁx, |z sont impairs.
bt que, VkeN’, k% +k est divisible pa
“tout entier naturel 1mpalr k #
‘ = 3(8].
b] Fp déduisons que x? +y 472 ‘ B N -

%, zsontlmpalrs =:>x__2q+1;y—2r+1 et z=2s+1, douona:
2y+ +ZZ = 4(q +q)+4(r2+7‘)+4(5 +s)+3 —4(2a)+4(2ﬂ)+4(2}’)+3

y N

= +3 =3(8].
o ah et ga+B+V)

¢ Conclusion: o
i X, VA sont tI‘OlS entlers naturels 1mpa1rs, a
A 24 y2+2% est 3

suclidienne par g de X

r 2.

s le reste de la division
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ercice 28: :
Jans Z?, (E): 3x*+43x+7 =y5. ,
L. Vérifions que (E) est équivalente & : 3(x2 +x+2)=y>—1. 5
3x24+3x+7=y3 & 3x*+3x+6=y’-1 & 3@x*+x+2)=y -
2. Résolvons 1'équation (E). :
3(x?4+x+)=y3-1= (y—l)(y2+y+1)
lercas: y = 0[3] & y®-1=2[3] = y? -1 n'est pas divisible par 3 = S=¢;
28cas: g = 13] & y-— 1“0[31 et (2 +y+1) “0[ ] = y-1=3k et
y2+y+1=3k = x?+x+2=23kk' et x?+x+ 2 n'est pas ({vas?fblg par, 3
car (x2+x+2)=1[3] ou (x2+x+2) =23} alors S=0. &
3ecas: y=2[3] &= y-1=1[3] et (y? +y+1)_1[3] =.S=0. 3
1.p et q sont deux entiers relatifs premxers entre eux, nun ent @rnat
-Démontrons que p et g™ sont premiers entre eux.
On sait que: si deux entiers relatifs p el q sont tels qug
d'ol p et g™ sont premiers entre eux. '

2, P(x) = an; e R alx +ay un polynome a coéffcie

-Démontrons que p dmse ap et que q dlvxsﬁan

s est une racine rationnelle du polynogne,‘,f(x ,

vm

= ap" +anp" g 4+ aypgl i #a&’nq%— ¥

- _ ~;‘_ Mzd; \55': . i —-a p?‘—a qn
On-1P" NG bk apgtTh = —a ™ dyg e a, 1P bt an gt = e
1 “*R R qn-1 ’ & ’
S Ao p" T+ +a1q""§ e ; ; le second membre de cette égalité
$0, st

J iseur de q et 'ay un diviseur de p car on a
-~ 1 p divise a, et que g divise an,.
‘“a'ctorison le polﬁaome 3% + Xt + 7x + 4.
3x+7ﬂr7“ Q%&'&% FIX+T7 =323 =)+ 7P +x+1) =
a’.g DE*+x+1)+7(x% +x + 1) = (x +x+ 1)(3x + 4);
A x +x+ 1)(3x+4)
4. Resolv%ns ‘( ans &ﬁ'

équation: x° 4+ 127x* — 12x3 + x2 + 7x — 1 = 0.
- éta ,un solutlon rationnelle de I'équation, d’apres la questlon 2., p divise —1 et

P=_1 ou s_ 1; —1et1ne vernﬂent pas lequatnon = S=0¢.

.\g ?mx"
LISe ""ble des entiers naturels premiers.

O%sg propose de résoudre dans P? I'équation (E): x2 —y?
deux enticrs naturels premiers.

L. Etudions Je cas ou p =gq = 2.
Ona:x*-y?2=4 o x=Y)x+y)=4 = (x-
de 4. Les 'Iiviseurs de 4 sont 1;2;4; on résoud

=DPq, ou p et q sont

¥) et (x +y) sont des diviseurs
alors les systémes Suivants;

¥ = =YY= .
(1 ){x+) 4 (2 {x+y 1@ ){x+y o Ces trois systémes ne donnent pas de
solutions dans [P2,
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) Etudions le cas ou p=2.et q 2.

3 w2 = 00 = :

ona:x2—-y2=29 & x-y)x+y)=2¢ & (x-y)=2 et (x+y)=q ou
_ _ b _ . +2 = =

x-y)=q et (x+y)=2 & x="- et y=12 ou x=12 et y=24

2 est le seul nombre premier pair; alors ¢ étant premier, q + 2,q-2 et 2-¢

ne sont pas divisibles par 2, d'ou I'équation n'a pas de solution dans P2
3.a).0n suppose que:2<q=p. ,
« Démontrons que y est nécessairement égal a 2. A

xX,¥, D et q sont des nombres premlers avec 2<q<=0p, alors p et g séynt impairs.
Xx+y=p w s

—yz—pq = {'x—y—q avec x >y =2, car g < p. On saity lasoemri%ou
la différence d'un nombre impair et ‘d’'un nombre pair est un nom{)ne Jmpair ;
alors Y. est nécessalrement égal a.2. - "“\‘ & “’w

« En déduisons que si p—q# 4, (E) n'a pas de solution.
y.%2=> {x’*‘%;z = p- q=4S5 p— q¢4z§§¢
I'équation n'a pas de solution. _ : » i{g 3.5

b) On suppose que p —q = 4, .
. Démontrons que si (x;2) est une solutio de (E), alQ&rs»les nombres g, x et p
forment une suite arithmétique de ra_lson :

(x;2) est solution de (E) = { g"zzl_ﬁq, X =q+2; q g+2 etqt4 sont

les termes consécutifs dune ui t%‘%;rlth‘ ethue de raison 2 < @q,x, et p forment

une suite arithmeétique dé rals‘bn il

« En déduisons que (E} ng olu‘tlon que si g =3 €t P = 7 |
Les trois nombres E) 3 pfogression arithmétique de raison 2 premier sont

3 5et7 = &~ 3<;;‘ : ¥ 7, par conséquent I'équation n'a de solution que

qg=3 et B= vszCette f}xtlon est (5;2).

- - ,' ('xr.b .'."‘ _ 2
]-On se pro o’s der ",re dans N? I'équation (E): 5% —4¥ =y~

I Vérifions: queg(l ]:;) est solution de (E).
By "w u (1;1) est une solution.

ésuxt“eﬁdu probleme, on suppose ¥ # 1. 0

2-’% fr-‘ ;%on% }l'ges entiers. naturels 7 tels que 718~ 5(8]
xSRIy

h Q‘b”ilg;so"ns’ le tableau de congruence modulo
1L gex1ste pas dentxer naturel n tel
que n? = 5(8]. |

b) Démontrons que si x est‘impalr,

alors 5% —4* = 5[8]. A _
si x est impair, x =2p+1 = cx — 4% = 5(5%)7 — 4(42)P = (5-0)[8] = 5(8].

¢) Conclusion : si x est impair et X # 1,1'équation n‘a pas de solution.
3.0n pose: X = 2m (meN). R - .
a) Démontrons que (E) est équivalente o (5 —y)(E™ +y) = 2%

On a"‘“,,
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i ~’>10it“”('xn) et {

t

\

| récurrence:

| | Démontrc:
droite (/)

¢ Egr)n 5x _,ﬂpc = }’2 o - (Sm)z _ (4111)2 - }’2 = (Sm)z —~ y?. = (4771)2 —
) =)™+ y) = 24m o
| b)En déduisons qu'il existe deux entiers p et qtels: 5M—y= 2P et STty=24,
avec p + g = 4m.
2 (5™ = y)(5M+y) =29m o (5M—y)(5m+y) =2PFI=2P X 29 = SM-y=2°
et S™+y =29 avec p+q=4m.
. p=1
. ¢)Déduisons de la question précédente que: { q='"4m- 1 : ?}:m
| ) m — 2m-1 \
| ST 4T oy oy gZm g2 (g P2 5<:> 5_}"‘+ 442’” = 5o 5 ﬁ?ﬁ 4}%
} & —42M = 5oy IPFL L 4P o 42M 4 4P = 5T x2p+1 = 5™ = 28 2n” )
1 & 5™ = 2Pl 4P (] 4 42m-P) = 2P"1(1 + 437P); 5 n'étant pas ‘-_wltlple de
2, on a nccessairement p—=1=0 = p=1; alors sm = YA el g = 4m— 1.
~On admet que m < 1. Déterminons les solutions de (E). §-4
meN et m<1 = me{0,1}. Ona: x=2m ety =
, S5im=0,x -0ety=0; sim=1x=2 et y=5i%i :
soit dans N? l'équation (E): 15x2 -—7y' =9,
1.a) Démontrons que dans le systeme decnmah%\e dernier chiffre d'un carré est 1,4,5,
6 ou 9. P
Dressons ie tableau de congruence %191%29 103
Pour tou' entier naturel n, [, 2‘!’6%& 3451678
non nul, '« reste de la le_lSlO 52 ‘%;O 9161|5169 |4
euclidienne par 10, donc le@ ug, g 4
dernier chiffre de est 1,4 5%, 0. ™
b)En dedwsons que j%z
«Si y?= (7}’é .—
¢ Si y? = ;[10 i-(7y + = 7710] = le dernier chiffre de 7y2+9 est 7
i yz = ’[f\e]\.- szy +L§f 4[10] = le dernier chiffre de 7y% +9 est 4;
.Si y? = 6[1@};.\,,&' '57%@9) = 1[10] = le dernier chiffre de 7y2+9 est 1;
. Si gf;ﬁ_ 9[10\ (&2 +9) = 2[10] = le dernier chiffre de 7y* +9 est 2.
4 D3n§1 toxmﬁles cas 1e chiffre ‘des unités est différent de 0 et de 5, alors 7y +9
P divis tble par 5.
5ot e quation (F).
;5 (5], vxeN et 7y? +9 n'est pas divisible par 5,VyeN;alors lequatlon
| I-iﬁ! ¢ ,ﬁ&a pa's de solution dans N?; S=@.

y,) deux suites définies par leurs premiers termes et les relations de

5 par récurrence que les points M, de coordonnées (x,, y,) sont sur 1
) d’équation: 2x =Y — 5=0.
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Xp= 3 gt Jy=1
v i 6
neN, Xn+1= ¢ Xn +§}’n+1

, VneN, yp41 = 'z‘ X =k Eyn +2
- Vérifions pour M, 9 B0 —

I propr(letz v 3—1—-5=6—6=0;la propriété est vraie pour n =0
qu’elle est vraie au el 8 g TgEiesta e &~ i 8, B O |
2x.n+i _y rang n+ 1, c'est-a-dire que 2Xp41 — Yns1— 5 =0 o
= Yn+1 5—2( Xy + = y+1) ( 9. ! .

" X + yn+2)—5=2xn—yn ~f5.= 0,alors

la iété
propriété est vraie au rang n+1.
+ Conclusion : les points M,, de d s
coordonnées (x, , ¥n) sont sur la dFO\té\(D) d’ eqﬂ”‘tlon

2x-y-5=0.
2.En
déduisons Xn+1: en fOﬂCtlon de Xp. =
= Yn yn 5= 0 <=>
=2y, —
Ya=2Xp =5 = Xn+1 =T xn+ \gil,?x 'S)E;rlgﬁézwcn—l
€ tlfg%%;

[R5

‘n+1 .— B = 1; y X ¢k
n+1 = (}’n +5) +¢ )’n + 2 = 2Vngt ,\;{%n) et (y,) sont deux

s

suites i'eiti;:'rs relatifs deﬁmes par les Ielatlons ‘de récurrgnce:
(m=S (e Y
X — 2x = 1 !5%::..
n+1 n . Yn+1 = zyn T8 i
Y
. a) Démontrons que Xp est d1v1sxble p&{wg sﬁ;eh
«Si x, = 0[5], alors (2x,—5) § ‘@.[5}\ é‘a‘y%t—”_ 0[5);
« Si y, = 0[5], alors (Zx,, —5) '10[5'] o 2x, = 0[5] & X = 0[5].
Alors xy, est divisible pay” %2%& B st divisible par 5.
b) Démontrons que si xn et y,e}h «'°Qnt“pas divisibles par 5, alors ils sont étrangers.

Yo = 2Xn — 5 = chg(xdyn GCD(x,,,5) i Si Xn n'est pas un multiple de 5,

alors PGCD(xn, 8) =% ‘@& W, paPD(x,yn) =1 & Xn €6 sont étrangers.
2n+1 + 1

5. a) Démontrons pa{‘zﬁ,recurre
G 3

ar \fi% 7i1=3 |

%16 vraie au rang m cest-a-dire xXn = on+1.4 1 et mONLrons

3-dire que Xp+1 = =2n*t241.
1=2n*2+1, alors la propriété

gﬁ;

3. Démont
rons que (x,) et (yn) sont des su1tes d’ entljjsség !

Ldement si y, est divisible par 5

r;c(e que: YneN, Xn =

au rang n+1 c'est-

quele st vrai
+141)—1=2""2+2-

;1%:— 2(2"

'__ Zn +1 + 1. 4

s et seulement si 5 divise Xn+a:
9% = 16x, — 15 = Fnt
divisible par 5.

““”iﬁtrons que - 5 divise Xn
est divisible

1 =24 (2"“+1)+1

( ‘, — 2n+5+

o J‘H'

“har 5 i et seulement si x, est divisible par 5 car 15 est

c) En déduisons les valeurs de n pour lesquelles Xn €t Yn sont divisibles par 5.
x, =0[5] < gn =0[5] < on+1lz4[5] < o= 251
Déterminons les restes successifs de la division euclidienne par 5 de 2"
20 = 1[5] ; =2[5) ; 2 = 4[5] ; 2° =3[5]; 2*= 1[5] = la période est 4

2“;2[5] =
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« L’ effort bien fournj est infiniment mgjn
en présence du devoir »
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