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SERIE D’EXERCICES NOMBRES COMPLEXES'

{ =z Exercice 1 }

1. Mettre sous forme algébrique les nombres com-
plexes suivants :
a.z; = (1—49)(5+1)

1

C. Z3

B 450

S 3+42i 342

2. Ecrire en fonction de Z les conjugués des
nombres complexes suivants :

d. zZ4

a.z =1+iz b. zo = i(z + 3)
1—-=2 d 1432
C. 23 = T
T 1tz ERREP

3. Déterminer un argument de z dans chacun des
cas suivants :

a.z=—1+i b. z = V6 +iV6
1 V3

cr = i—ig d. z = (2+2i)(1—i)

z:ﬂ f.z=(-1-14)*
141

{ 1 Exercice 2 ]
Le plan est muni d’une repére orthonormé direct.

1. Déterminer puis construire l’ensemble des

points M du plan d’affixe z vérifiant :
a.|z—3|=|z+1| b. |iz+3| =|z+4+1|
c. |E+§z’|:3 d. |z —Z+i|=2
e.[Z2—2+4il=|z+5— 21

2. Pour tout nombre complexe z # —1 + 2i, on

7 z—24+44

ose £ = —————

pos +1-2i

Déterminer I’ensemble des points M du plan tels
que

a. |Z|=1

b. |Z]| =2

c. Z soit un réel.
d. Z soit un imaginaire pur.
z+1

3. Pour tout complexe z # i, on pose U =

Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z
tels que :

a. UeR:

b. U e R}

c. UeiR
{:@ Exercice 3]

V6 +iv2 . z1
—— 2z =1—1et 23 =—.
2 Z2

1. On pose z; =

a. Déterminer un argument de z7 ; 25 et z3.

5m
b. En déduire les valeurs exactes de cos — et

. bm
sin —
12
2. On consideére les nombres complexes :a =1—1;
5
. a
bzl—z\/getZ:bj.
a. Déterminer un écriture trigonométrique de

Z.

b. Déterminer une écriture cartésienne de % .
En déduire les valeurs de cos 1 et de sin 13

c. Calculer Z12 et 72012

d. Pour quelles valeurs de I’entier naturel n :
Z™ est un réel.
Z™ est un imaginaire pur.

[ = Exercice 4 J

1. Résoudre dans C les équations suivantes :
a.z=i—2z; b.2z+z=i—2z; cz*=][z;
d. 222 —62+5=0 e.224+2+1=0;

f. 22— (142i)2+i—1=0; g. 22—32—i=0;
h. 22— (3+4i)2—1+5i = 0; i.422—-2241=0

2. Résoudre dans C chacune des équations sui-
vantes sachant qu’elle admette une solution
réelle :

a. 22— (1+i)22-2(1+1i)z2+8=0
b. iz3 + (3 — 5i)z? + (16 — 2i)z + 30i = 0

3. Résoudre chacune des équations suivantes sa-
chant qu’elle admette une solution imaginaire
pure :

a. 23— (3+4i)22 —6(3—2i)2 +72i =0
b. 22+ (5i—1)22 — (4i+7)2+3-3i=0
{ 1= Exercice 5 }
Soit I'équation (E) : 23 —2(142i)22+7iz+3(1—-3i) =0
1. Montrer que I’équation (F) admet une solution
imaginaire pure que ’'on déterminera.

2. Résoudre Iéquation (E)

3. Dans le plan muni d’'un repeére orthonormé
(O;W; ¥), on counsidere les points A; B;C et D
d’affixes respectifs zy = 3i; zp =1 —i;
zo=14+21et zp =1
a. Placer ces points.

b. Quelle est la nature du triangle ACD?

c. Soit G = bar{(A,1);(B,2);(C,—2)}.
Démontrer que les points A, D et G sont ali-
gnés.



{ =z Exercice 6 }

1. Résoudre I’équation :

2(1 — cos2a)z? — 2sin(2a)z +1 = 0; ol « est
T

22 [

2. Déterminer le module et un argument des solu-
tions z1 et zo.

3. Soit Mi(z1) et Ms(z2) dans un repeére ortho-
normé (O; ;7). Déterminer « pour que le tri-
angle OM; M» soit rectangle en O

une valeur de lintervalle | —

[ iz Exercice 7 J
Soit (E) : 23 + (3 +2i)22 — (9 + i)z + 14 — 18i = 0.

1. Montrer que (F) admet une solution imaginaire
pure & préciser puis achever la résolution de
Péquation (E).

2. Dans le plan complexe, on considere les points
A(Zy = —2i);B(z1 =2+1) et C(20 =5 —1).

a. Déterminer le module et un argument de
ZA — 2B
2C — ZB
b. En déduire la nature du triangle ABC.
z— 2

, % avec M(z) et K(1 — 5i).

3. On pose Z =

a. Interpréter géométriquement |Z| et arg(Z)

b. Déterminer géométriquement et représenter
dans chaque cas I'ensemble des points M (z)

tels que :
i |Z]=1
. ™
ii. arg(Z) = —5[277]

{ 1 Exercice 8 } Pour tout nombre complexe z,
on définit le polyndéme
P(z) =22 +2(vV2-1)22 +4(1 —v/2)z -8
1. Vérifier que le polynéme admet une racine réelle.
2. Résoudre dans C, P(z) = 0.
On appelle z; et z5 les solutions de I’équation
autres que 2, avec z; ayant la partie imaginaire
positive.

a. Vérifier que z1 + 25 = —24/2.

b. Déterminer le module et un argument de z;
et 2o

. Placer dans le plan muni d’un repere or-
thonormé direct (0,7,7) (unité 2em), les
points A d’affixe 2, B et C d’affixes respec-
tifs z1 et z2 et I milieu de [AB].

b. Démontrer que le triangle OAB est isocéle.
En déduire une mesure de l’angle (7,5—} )
(1pt)

c. Calculer l'affixe z; de I puis le module de z;

d. Déduire des résultats précédents les valeurs

exactes de cas(gg) et sm(%)

[ 1= Exercice 9 J Dans l’ensemble des nombres
complexes, on considere I’équation :
(B):2*—(2—1i)2® = 3i2+ (4—i)z+1+3i=0

1. Montrer que (E) admet une solution réelle z; et
une solution imaginaire pure zo

2. Déterminer les autres solutions de (E).

3. On désigne par A(z1); B(z2);C(z3) e
avec 21, 22, 23 et z4 les solutions de (E)

22 — 24 % 21 —

t D(24)

z3 ,
est réel.
21 — 24 22 — 23

b. Que peut-on en déduire des points A, B,C
et D7
{ i Exercice 10 ]Soient les points A(23), M(z) et
2iz — 5
z2—21
1. On pose z = x + iy.

a. Montrer que Z =

M'(Z) tels que 2/ =
222 +2y% +y — 10
a. Montrer que I'm(z) = r ;r+y( er2)2
i Yy —

b. Déterminer alors 'ensemble des points M (z)
tels que 2’ soit un réel

2. Déterminer I'ensemble des points M (z) tels que
|2Z + 4i.
3. a. Montrer que (2’ — 2i)(z — 2i) = -9
b. Montrer que AM' x AM = 9.
c. Montrer que (; M) + (@ m) =7+ 2kmw
d. En déduire ensemble A des points M (z)
tels que arg(z’ — 2i) = % + 2k

[ iz Exercice 11 J
1. Résoudre dans C, 23 =1
2. a. Développer (v2 —iv/2)?
b. Soit 'équation (E) :;3 =4V/2(—1 —1).

En posant u = ———= ; déterminer sous
V2 —iV2

forme algébrique puis sous forme trigonomé-
trique les racines de I’équation (F).

5
3. En déduire les valeurs exactes de cos % et
Y
sin —
12
[ iz Exercice 12 J
1. Ecrire sous forme exponentielle :
il
14+e3
a. z = 771-
i
1—e3
b (1+4v/3)(sina + i cos )
2=
(1 —4)(cosz —isinz)
2. Linéariser les expressions suivantes :
cos?0sin®6; cos?@; sin®6; sin?@; cos®;
sin®@

2 2
[ > Exercice 13 JSoit z :cosT7T + 7sin 77T
Onpose S=z+4+22+2 et T =23+ 2% + 25,

1. Démontrer que S et T sont conjugués et que la
partie imaginaire de S est positive.

2. Calculer S+ T;8T;S et T.

[ 1= Exercice 14 } Soit la suite z, définie par :

zZ0 =1
Znt1 = (L4+14)z, +2i



1. Calculer z; et 29

2. On consideére la suite (U,,) définie par
U, =z, + 2.

a. Montrer que U,, = (2 +1i) (1 +1i)"
b. Exprimer z, en fonction de n.
3. Soit M, 11; M,; A et B les points d’affixes res-

1 1
pectives : zp41;2n;% et 5~ 51
AM, 4
Démontrer que = 2 et que
e B, V2 et q

— 7
(BMy; AM, 1) = Z[QW]

[ 1= Exercice 15 } On considere la suite (zy,) de
nombres complexes telle que zyg = 0, 21 = ¢ et pour
tout entier n > 2 :

(1)

1. a. On pose v, = z, — z,_1 pour tout entier
n>1.
Exprimer v,, en fonction de n.

(i —1).

c. Démontrer que la suite z, est périodique.

Zn — Bp—1 = i(zn—l - Zn—?)

—1

1
b. En déduire que z, =

2. On note M,, I'image dans le plan du complexe
Zn
a. Marquer les points Mg; My; My et M.
b. Que peut-on dire des points Migo; Mio1;
Moz et Moz

c. Interpréter en module et argument la re-
lation (1) pour déterminer la nature de
MnMn+1Mn+2Mn+3

[ 1 Exercice 16 }
On considere les nombres complexes z, définis pour

tout entier naturel n par 1 1.
Zn41 = (5 + 57»)2571 +1

On note M, le point d’affixe z,.

1. a. Déterminer I'affixe des points My; Ms; M3 et
M,

b. Placer les points M7y; Mo; M3 et My
2. On pose 0, = |zn+1 — 2n|
a. Vérifier que pour tout n > 1;

1 1.
3 + 51)(% — Zn_1)

b. En déduire la nature de la suite (d,,).

. Exprimer J,, en fonction de n.

Zn4+1 — Zn :(

[¢]

d. On note L, la longueur de la ligne polygo-
nale MygMj ... M,, déterminer L, en fonc-
tion de n et la limite (L,,)
3. Pour tout entier naturel n, on pose
arg(zn, — 1 — 1) = ay[27]
, . Zne1—1—1 1 1.
. Vérifi nbl o -t 4o
a. veriier que o1 2—1—21
b. Montrer que la suite («;,) est une suite arith-

" . 7T
métique de raison 1

c. Pour quelles valeurs les points
B(1+1); My et M, sont-ils alignés ?
{ 1 Exercice 17 J
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
direct (O,,¥) d’unité graphique 2e¢m. On considére
I'équation (E) : 22 — 232 +4 = 0.
1. Résoudre I'équation (E)

2. On considére la suite (M,,) des points d’affixes

T

Zn = 2”61(71)71(6) pour tout n > 1

a. Vérifier que 27 est solution de (E).

b. Ecrire z5 et z3 sous forme algébrique.

c. Placer les points M7; Ms; M3 et My et tracer
les segments [M; Ms]; [MaMs] et [MsMy]

. Montrer que pour tout n > 1, on a
_on (VB D"
Zn =2 ( 5 +1 5 )
b. Calculer les longueurs M1 My et Mo M;3
4. Par suite, on admet que pour tout entier naturel
n>=1ona MM, = 2"./3.
On note ln = M1M2 + M2M3 + ...+ MnMn—i-l
a. Montrer que pour tout n > 1, on a
I, =2"V/3(2" — 1).
b. Déterminer le plus petit entier naturel n tel
que l,, = 1000
[ 1 Exercice 18 J
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, ,7).
Pour tout entier naturel n, on note A, le point d’affixe
20 = 1
zp défini par (
Zn+1 =

3 V3 On définit la
4 4
suite (r,) par r, = |zy|
1. Donne la forme exponentielle de du complexe
3 V3
3, i3
4 4
a. Montrer que la suite (r,,) est géométrique de
aiso 3
raison ——
2
b. En déduire r,, en fonction de n.
c. Que dire de la longueur OA,, lorsque n tend
vers +00 7
3. Démontrer que le triangle OA, A, 1 est rec-

tangle en A, 41.
o
wm
4. On admet que z, =rp,e 6.
Déterminer les valeurs de n pour lesquelles A,,

est un point de I’axe des ordonnées.

SIMILITUDE PLANE DIRECTE

[ > Exercice 19 ] Dans chacun des cas suivants, dé-
terminer la nature et les éléments caractéristiques de
I’application du plan dans lui-méme, qui & tout point
M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ telle que :

1. 2/ = (V3 +i)z
2. 2 =(3—-i)z+1+i(vV/3-1)
3. 2/ =-22+1

4. 2/ = —iz+1-2i




{ 1 Exercice 20 }
Soit f l'application du plan dans lui-méme qui a tout
point M (z;y) associe le point M'(z';3’) tel que
¥=x+y+2
y=-x+y-1

1. Déterminer ’écriture complexe de f.

2. En déduire la nature et les éléments caractéris-
tiques de f.

{ 1 Exercice 21 J
Soit S la transformation du plan dans lui-méme qui a
tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’
telle que
2 =(i—V3)z+3+V3+i(2V/3+1)
1. Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques de S.

2. Déterminer I'expression analytique de S.

3. Déterminer I'image par S de la droite passant
par le point A(1 — 2v/3;0) et dont un vecteur
directeur est (1/3;1)

{ 1z Exercice 22 J
Soit S la similitude directe d’écriture complexe
Z=014+i)z+2
1. Déterminer les éléments caractéristiques de S.
2. Soit € le centre de S. Quelle est la nature du
triangle MQM’ o M’ est I'image de M par S.
3. Déterminer et construire I’ensemble des points
M tels que OM = OM’
4. Déterminer et constrmre I’ensemble des points
M tels que OM. OM’ =0

{ i Exercice 23 }
On consideére les points A ; Ay et Az d’affixes respec-

5+1v3
tivesz1:1;22:1+\/§+i\/§et @,zﬂ.

4
1. a. Donner une écriture complexe des nombres

Z9 — 21 et zZ3 — Z1.

b. Donner une écriture algébrique et une écri-
23 — 21

ture trigonométrique de .
2 — X1

™
c. En déduire les valeurs exactes de COS(E) et

0
1)
2. Soit S la similitude directe transformant A en

Ajz et laissant A; invariant.

sin(

a. Préciser les éléments caractéristiques de S.

b. On désigne par M’ le point d’affixe 2’ et
image par S de M d’affixe z. Exprimer 2z’
en fonction de z.

c. En déduire 'image par S du point B d’affixe
7r

1-4y2¢ '3
{ 1 Exercice 24 J
1. On considere ’équation
(E): 22+ (—6—4i)22 + (12+12i)2 —9—45i = 0
a. Déterminer une solution imaginaire pure zg
de I’équation (E).

b. Achever la résolution de I’équation (FE)

2. Le plan P est rapporté au repeére orthonormé
(0,4, ).
On considere les points A; B et C' d’affixes res-
pectives 3¢;3 + 37 et 3 — 21.

a. Placer les points A; B et C' dans le repere.

b. Calculer —2
— g
triangle ABC

3. Soit f la similitude directe qui laisse invariant
B et qui transforme A en C.

-z
B En déduire la nature du

a. Donner une écriture complexe de f.

b. Donner les éléments caractéristiques de ’ap-
plication f.

[ == Exercice 25 |
Soit f D'application de C dans C qui & tout nombre
complexe z associe le complexe 2z’ défini par
2 = (141iv3)z +V3(1 — ).
1. Montrer que le nombre complexe w = 1 + i est
invariant par f.
2. Montrer que z — w = (1 +iV3)(z — w).

3. Soit M; M’ et Q les points d’affixes respectives
z;2" et w.

a. Calculer le module et un argument de
z—w

Z—w

b. Montrer que M’ est I'image de M par la
composée d’une rotation dont on précisera
le centre et I’angle, et d'une homothétie dont
on précisera le centre et le rapport.

c. Faire une figure représentant les points Q; M
et M’'.

d. Montrer géométriquement que le triangle
QM M’ est un triangle rectangle.

4. FEcrire sous forme trigonométrique le nombre
n

z N .
complexe < ; ) , oll n est un entier natu-

7 —w
rel.
[ == Exercice 26 |
Considérons les points A; B;C et D du plan tels que

A(—% + i?);B(—l i) C(—1 — i) et D(—% - i?)

1. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?

2. Soit r la rotation de centre le point 2 d’affixe 1
qui transforme A en D.
Déterminer I’écriture complexe de r.

3. Quelle est la nature du triangle QAD ?

4. Déterminer 'affixe du centre du cercle circons-
crit au triangle QAD.

5. On pose u, = (z4)",n € N* ol z4 est Paffixe
du point A.
Déterminer la valeur minimale de n pour la-

quelle u,, est un réel.

6. Donner la forme algébrique de usg1g



