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1 LES NOMBRES COMPLEXES

Exercices 1

1) Qu’appelle t-on conjugué d’un nombre complexe ?
2) Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, Uéquation (12) : 2% |
a) On donnera les résultats sous forme algébrique
b) Justifier que les solutions sont deux a deux conjuguées
3pMontrer que Z; = —1 — i\/g.est solution de (E') : Z3 =8
‘4) Soit zp, 21, 24 les solutions de (E'), 21 et 25 sont deux complexes conjugués.

a) Utiliser les solutions de (E) pour déduire les solutions de I'équation (E').
’

zZ .
b) Montrer que — est solution de (E).
22

Exercices 2

On considere le polynome P défini par :
P(z) = 2° — (1 +5i)2% + (1 - 5)z + 8i
1) On pose : 2 = 2i. Caleuler P(z).
) Résoudre dans C I’équation P(z)=0
3) On désigne par 21, zg et 2z ces racines.
)
)

NS

Eerire z,, zpetzy sous forme trigonométrique. .
Montrer que 21, 2 et 23 pris dans cet ordre, sont en progression géometrique

a
b

Exercices 3

1) On considere dans C le polynome suivant :
P(z) = 2% — 1222 + 482 — 128. Calculer P(8). Que peut-on en déduire ?




28 —122% + 482 — 128 = (2 — 8)(az? + bz + ¢)
3) Résoudre dans C I'équation P(z) =0

4) Dans lc plan rapporté & un repere orthonormé direct. (0; «; @, on considere
les points A, B, C d’affixes respectives : z4 = 2—2iV3: 2y = 2423, 20 = 8
a) Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe S transformant B
en A et laissant C invariant.

b) En déduire les éléments caractéristiques de S (Centre, rapport et angle).

2) Déterminer trois réels a, b et c tels que :
) L

Exercices 4

Dans I’ensemble C des nombres complexes, on considere les nombres suiv-

ants :

Zl =1+ ZZQ = \/§+’L, ct Zg = (Zl):sZQ

1) Ecrire le nombre complexe Z3 sous la forme algébrique

2) Ecrire les nombres complexes Z;, Z,, Z3 sous la forme trigonométrique.

3) En comparant les écritures algébriques et trigonométriques, donner les

117

1 solles d L
valcurs rcelies ae cos —— ¢t s _
12 12

Exercices 5

Donner la nature et les éléments caractéristiques des transformations suiv-
antes :
)2 =Z+1+i;b) 2 =-3Z+4i:¢) 2 =2Z+1+42i;d) 2 = —2i7 + 3i;
T s

Q)2 = —iZ+1; )2 =(1+i)Z+1;8) 2 =¢32,0) 2 =242 1)
Z'=(1—1)Z

Exercices 6

Donner ’écriture complexe des transformations suivantes :

a)R(A: g), Za =10;0)Tg (1 4 7); )h(2;3); Q1 — 31); d)S(; :

Exercices 7

Soit A(2-i) ; B(1-3i). Donner I'éeriture complexe de T, tel que Ty(A) = B




Exercices 8

Zp=06+3i;Zp=2+4i B _
a) Donner Péeriture complexe de la rotation de centre 0 el d’angle 3
: m
b) Déterminer 'affixe du point B’ image de B par R(0; 2)

¢) Déterminer 'affixe du point A’ image de A par R.

Exercices 9

Daus le plan complexe rapporté & un repere orthonormé (0; @; o). Donner
I’écriturc complexe de la similiture planc dircete dans chacun des cas suivants.
a)'S(A)=A;S(B)=C;Zys=1,Zp=—2+14;2¢c =1
b) S(O)= A;S(B)=B;Zp=1+14;Zp=1—1
c) S(O)=A,S(A)=B,Zy=1+1,Z4p = —1

Exercices 10

o

—g—

Le plan complexe est rapporté a un repére (0;@; 7). A(i); B(e 0 ).
27 Lo
1) Soit R(0; %) le point C est image du point B par R
w
e
a) Déterminer une écriture complexe de R, puis montrer que Z¢c = e 6
b) Ecrire les nombres complexes Zp et Z¢ sous forme algébrique, puis placer
A, BetC.
2) Soit D le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients 2, -1; 2.
3 1.
Montrer que Zp = —\g—_ + b
3) Soit h(A; 2) et h(D) = E. Donner l'écriture complexe de h, puis moutre
que Zj; = V3

Exercices 11

v I) Déterminer la nature et caractéristique de la transformation f définie
par :
a) Z' = —32 + 2i
b) Z'=(z—i—)Z + =
) 2= (5 -2 +

II) 1) Dans le plan complexe on définit le polynome P par :




P(z) = 22+ (1 +1)2% + (2 — 2i)z + 8¢

a) Montrer que P admet une racine imaginaire pure

b) Factoriser P(z), puis résoudre dans C 'équation I’(x) V)

c) Soit A,B, C les ponts du plan complexes ayant, pour aflixe respective Zy4
racine imaginaire pure, Zg la racine dont la partie réclle est. 1, Z¢ la troisiéme
racine de P(z)=0. Soit S la similiture plane directe de centre A et qui transfore
Cen B.

Déterminer angle et le rapport de S.

2) Soit f application de C dans C définic par

f(z2)=Q—-1i)z+13

a) Caractériser la transformation T du plan complexe qui au point M daffixe
z associe le point M’ d’affixe f(z). On note w le point invariant par T.

b) Résoudre dans C I'équation f(z) = 2% placer dans le plan les points images
des solutions transformer par T. Montrer que le la figure formée par ces points
est un triangue rectangle isocéle.

Exercices 12

1) a) Résoudre dans C l’équation : z2 — 4z + 8 = 0. Ecrire les solutions
sous forme alegébrique ct sous forme trigonométrique.
b) Placer les images A et B des*solutions, A étant I'image de la solution dont
la partie imaginaire est négative. Quelle est la nature du triangle OAB?
2) Soit f l'application du plan dans lui-meme qui a tout point M d’affixe z
s

associe le point M’ d’affixe 2’ telle que : 2’ = e 3 z.

a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de Papplication [
b) Déterminer sous forme trigonométrique, puis sous forme algébrique Paffixe

: 5.9 .5 m .
du A’, image de A par f. En déduire les valeurs de cos — et sin —

| 12 12
Exercices 13
1) Résoudre dans C les équations :

t=1
z

2=1
=ty
2) Soit n un entier naturel non, a un nombre complexe et 'équation (E) :

z—i
( ) = a. on désigne par P,Q ct M les poiuts d’affixes respectives i, -i et

z41
Zie




| Fa el

' a) Démontrer que si z cst solution de (E) alos : -
MQ

que si (E) admet au moins une solution réelle, alors : [a| * 1.

| ¢) En déduire que si (E) admet un moins une solution réelle, alors toutes ses

solutions sont réelle.

¢/|a]. b) Démontre

Exercices 14

Soit 'équation (E) :
A4+2:842:2-2:+1=0(z€C).
1) Démontrer que si z est solution de (E), alors % est solution de (E).
2) a) Déterminer les nombres réels a et b tels que :

1 I 1
(BE) & 2%[(z — ;)2 +a(z——+ b =0
b) Résoudre dans C l’éqtlatfon Z2 + aZ + b =0, puis I'’équation (E)

3) Démontrer que les images des quatre solutions de (E) appartiennent a un
meme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Exercices 15

Soit ’équation (E) : 25 = 1! _
1) Résoudre dans C ’équation (E) et représenter les images des solutions.
2) Démontrer que la somme des solutions de (E) est nulle et en déduire que :
s 4 1
COS—S_ +cos? ==3

<

est solution de I'équation :

3) Démoﬁtrer que cos 2{?
4X?2+2X -1=0. 5
En déduire la valeur de cos —.
| 4) Soit I’équation E' : (2 — 135.« = (z+1)%(zeC. .
20—

a) Démontrer que si zo ost solution de I, alors : [——+—T| =1,
>
2

En déduire que les solutions de E’ sont imaginaires pures.
b) Résoudre I’

Exercices 16

V3 +i 41
Soient les complexes Z; = ——\L——j——L et Zy = ——Z——
' —\/?_) +1 1—iV3

1) Déterminer le module et un argument de chacun de ces complexes.

5




2) Déterminer sous la forme exponentielle les complexes Zy ol Zy sachant
que :
| *

T T s
Zi X Zy = 2cos — — 4isin —cos — et Zy X Zy = —-—
1 X 2y cos ¢ isin CoS 129 2 4 E

| Exercices 17

Dans le plan complexe orienté rapporté a un repere orthonormé (0,4, 0)
directe. On Papplication f qui au point M(x,y) associc le M'(z, y) définic par:

Z w1

Y =y—2
1) Trouver I'expression de 'affixe 2’ de M’ en fonction de I'affixe z de M.
2).En déduire la nature de f.

Exercices 18

1) Déterminer le module et argument principal du nombre complexe

_V3+1 | V3-1
Y AR Y

2) En déduire la valeur de

(V2 —VB-iV2+3\-1
)

4

Exercices 19

On considere dans C l'équation (E) d’inconnue Z suivant :
(E) : 23 —2(5 + 3i)2% + (17 + 40i)z + 10(4 — 57) = 0
1) Démontrer que (E) admet unce racine imaginaire pour que I'on déterminera
et que 'on désignera par zo.
2) Achever la résolution dans, C de lequatxon (E), sachant que ses autres
racines scront désignées par z, et z; telles que Im(zy) > Im(z).
' 3) Placer dans un repeére orthonormé (0,4, 7) les points A, B et C d’affixes
respectives zg, 21 et 2z, puis en déduire I'étude de la nature du triangle ABC.




