[ Exercices sur les Nombres Complexes ]

Forme algébrique

Ecris sous forme algébrique les nombres complexes donnés puis en déduis la partie réelle et imaginaire de
chacun d’eux :
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,d)Z—(1+ l,)(3 2i)
. On donne les nombres complexes suivants: Z, =1 —2i et Z, =3+ i.
Ecris sous forme algébrique : Z, + Z, ; Zy — Z, ; Z1 X Z, ; Z? ; — ;=
Forme trigonométrique - Forme exponentielle

. Détermine les formes trigonométriques et exponentielles des nombres complexes suivants ;
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a) Z=—i : b)Z=+V3+i;¢C) Z=— ;d)Z:—1+i\/§;e)Z:—1—i

—+/3-1 . —5T
fz=(-v3-i)’ ;g)z= f;i L) Z=QA+D)(=2-20) ;@) Z=(-1+D)e"e
)Z = —cosa +isina ; k) Z== —cosa —isina l) Z== cosa — isina
. Compléte le tableau suivant :
Forme algébrique —5(1 - iV3)

- On pose :
= Forme trigonométrique 2[cos( z )+lsm( Zn)]

Forme exponentielle _ Sim

5VZ(1+i) ;B =—5(1+i~/3)

. _ B A
1) Détermine le module et unargumentde:A; B;A; e AxB et;

2) Soit Z un nombre complexe tel que : AZ = B
a) Ecris Z sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

. 13
b) En déduis les valeurs exactes de cos(—n) et sm(lgn)
12 12
c) Calcule (2)*?

-Onpose Z=+2- —iV2++3

1) Calcule Z?% puis Détermine son module et son argument.
2) En déduis de ce qui précede le module et un argument Z.
. Les parties | et Il sont indépendant :

I- Onpose: | Z|=2V2 et arg[(1+iV3)Z]=—

Détermine la forme trigonométrique et exponentielle de Z.

V6—iv2
2

- Onpose:Z=

1) Ecris —; sous forme algébrique puis sous forme trigonometrique.
z

S s . T
2) En déduis les valeurs exactes de COSE et SII’IE



Détermination de I’ensemble des points

. Détermine les ensembles suivants :

1) L’ensemble (Q2) des points M d’affixes Z telsque : | Z — i | = 2
2) L’ensemble ( T") des points M d’affixes Z telsque : | Z — i | = 2

3) L’ensemble ( 1) des points M d’affixes Ztelsque: | Z +1—2i|=|Z—1—i]|
4) L’ensemble ( ¢ ) des points M d’affixes Z tels que :arg(Z - 1+ 2i) = % + kr
5) L’ensemble ( @ ) des points M d’affixes Z tels que : arg(2Z- 2+ i) = —% + km

. Le plan est muni d’un repére orthonormal (0; 7; J)

z+1

Soitz = x + iy unnombre complexe distinct de 1 et soit Z = P—r

Détermine puis construire I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie les conditions indiquées :

1) |Z|=1 ; 2) Z est un réel. ; 3) Zestun imaginaire

Linéarisation.

.. . . X .
- Linéarise les expressions : A = sin®x ; B = cos®3; € = sin’x « cos®x

Résolution d’équations et systémes.
- Résous dans C les équations suivantes :
a)Z2—-2Z+2=0; b)Z?-2Z+1=0; ¢)Z*+2sinaZ +1=0
)22 —2cosaZ +1=0 f)4Z%- 4(1 + i)Z — (45 + 26i) =0
- 1) Développe le produit de facteurs suivant : (x — 1)(x3 + x? + x + 1)

2) Résous I’équation Z* = 1
3) En déduis des questions 1) et 2) la résolution des équations suivantes :

N3 2 .
. 3Z+1 3Z+1i 3Z+1i
3 2 —_ —_— =
3+ 22+ Z+1=0 Pms(z_l) + (z—1)+(z—1)+1'0

-On donne le nombre complexe Ztelque:Z = 2 + 3i

1)  Veérifie Z*=-119-120i
2)  Détermine les racines quatriemes de I'unité.
3) En déduis les solutions dans C de I'équation : Z*= —119 — 120i

- Résous dans C? les systémes :

1){Zl><Zz=6 _ ){(2+3i)Z—SZ’=—1
Zi+Z,=5 " N1 -DZ+22 =201+

Résous dans C3 le systéme suivant :



x+y—2z=0
1+Ddx—2y=2z-2i

{x —y+iz=0
- Dans le plan muni d'un repére orthonormé(o ; 7; ), on considére le polynéme p(Z) telque :
p(2)=73—-(B+5)Z?+ (-4 +9)Z+6—4i

1) Démontre que I'équation p(Z) = 0 admet une solution réelle que I'on notera Z,, dont on Déterminera la valeur.

2) Factorise P(Z) puis Résous dans C I'équation P(Z) =0

- Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( O, T, ]) , on considére le polynéme p(Z)
telque : p(2)= 23 — 4iZ> — (6 +)Z + 3i — 1
1) Montre que I'équation p(Z)= 0 admet une solution imaginaire pure.

2) Factorise p(Z)puis Résous dans C I'équation p(Z)=0.

- Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( O, T, ]) , on considére le polyndme p(Z) telque :
p(2)=7%+ 2(1 — 2c0s20)Z? + 4(1 — 2c0s260)Z + 8

1) Calcule p(—2).

2) Factorise p(Z) puis Résous dans C 1’équation p(Z) = 0.

3) Ondésigne par Z, ; Z, et Z5 les solutions de 1’équation p(Z) = 0.
Calcule le module et un argument de Z, ; Z, et Zs.

4) Ondésigne par A ; B et C les points d’affixes respectives Z, ; Z, et Zs.

Pour quelles valeurs de 6, le triangle ABC, est —il équilatérale ?

- Soit f la fonction a variable complexe Z telle que : f(Z) = Z* —3Z3 + gzz —-3Z+1

. . . — 1 .
1) Prouver que si Zp est une solution de I’équation f(Z) = 0 alors les complexes : Z, et 2 €n sont aussi.
0

2) Détermine f (1 + i) eten exploitant ce qui précéde, Trouve toutes les solutions de I’équation

fz)=0.

- Soit le polyndme P(Z) définie par : P(Z) = Z* - (1 +v2)Z3 + (2 +v2)z2 - (1 +V2)Z + 1
1) Vérifie que : P(Z) = 22 [(z + %)2 ~(z+3)(1+v2D) + «/i] avec Z # 0
2) En utilisant la question précédente, Résous I'équation P(Z) = 0.

- On considére dans C le complexe u tel que : u = —1 — 2i+/2

1- Calcule les racines carrées de u.

2- Résous dans C I'équation : 222 + 2i Z + iv2=0.
(On notera Z, et Z, les solutions de cette équation).

3- Montre que : |Zi + Zi| =2
1 2



Figures géométriques dans le plan.

-DSoient A, B, C trois points d'affixes respectives: —1-i ; 2 + 3i ; —10- 13i.
émontre que ces trois points sont alignés. (on fera une figure).

- Soient 4, B, C trois points d'affixes respectives: 3 + i ; 2i ; 2 - 2i.
a- Démontre que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A.

a- Détermine l'affixe de D telque : ABCD soit un parallélogramme. (on fera une figure).

- Soient 4, B, C, D quatre points d'affixes respectives: —1 + i; —1-1i; 2i; 2 - 2i.
a- Etudie la nature des triangles ABC et BCD.

b- Démontre que les points A4, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on Déterminera le centre et le
rayon. (on fera une figure).

On considere un repére orthonormé directe (O ; U;v )du plan complexe. Soit les points A;B;C
d’affixes respectives :

2[Cos(i—g) + iSin(i—g)]

Cos(g) - iSin(g)

a- Ecrislescomplexe Z,; Zg et Z. sous forme exponentielle.
b- Détermine I’affixe Z;, du point D tel que le triangle OBD soit équilatéral direct, c'est-a-dire la mesure de

—— s T
I’angle ( OB ; 0D ) = 3

ZA:_1+l ; ZB:

et Z,=2-—2i

=

Le plan est rapporté au repére orthonormé directe (O ; u;v ).
considére :
e Lepoint A d’affixe Z,=5—iV3.

e Le point B d’affixe Zj est tel que OAB soit un triangle équilatéral direct c'est-a-dire la mesure de
I’angle (ﬁ) 0B )= g

e Lepoint Q d’affixe Z, est tel que le point @ soit milieu du segment [OB].

o Le point K d’affixe Zj est tel que ABQK soit un parallélogramme.

1) Détermine les affixes Zp ; Z, et Zy respectivement des points B ; Qet K.

Zg —Zp

2) Démontre que est un imaginaire pur. En déduis la nature du triangle OKA.

3) Soit C la point d’affixe Z, tel que Z, = 2%
Zg —Zp 0 .
a- Calcule P Que peut-on en déduis pour les points B ; C et K ?
K— 4cC

- On considere I'ensemble des complexes Z,, telsque: vn € C ona:

ZO =1
1+
{Zn+1= 2 Zn

1) Onnote M,, le point d'affixe Z, dans le plan rapporté au repére (0,0, V).

a- Calcule Z; ; Z,; Zset Z,.



b- Placer les points M; , M, ,M; , M, et Ms.

. Znt1— Z . J .
2) Calcule le quotient : % puis en déduis la nature du triangle OM,,,, M,
n+1

Transformations géométriques du plan.
- Soit (S) l'application de P dans P qui a tout point M d'affixe Z associe Z' d'affixe M’ tel que

Z'=(1 + i)Z +1- i. Détermine la nature et les éléments caractéristiques de (S).

- Soit la similitude directe plane S de centre A (1 ; 1) ; de rapport V2 et d'angle g par la

similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformer le point M’ d'affixe Z'.
Exprime Z' en fonction de Z.
-SoientA,B,C et D les points d’affixes Za=—1-1i;Zg=i;Zc=1 + 3i;Zp=5 + i.
Soit S la similitude directe transformant A en C et B en D.
1) Détermine le rapport k et I’angle 6 de S

2) Détermine 1’écriture complexe f associée a S.
3) Détermine I’affixe de Q le centre de S

-Détermine la traduction complexe de la transformation (I") dans chacun des cas suivants :
1) (I') est la translation qui transforme A d'affixe —1 + i en B d'affixe —2 + 3i

1
2) (I') est I'nomothétie de rapport > qui transforme A d'affixe —1 + i en B d’affixe —2 + 3i.

. 3 . . .
3) (I') est la rotation d'angle Tn qui transforme A d'affixe —1 + i en B d'affixe —2 + i.

Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i
1) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f si:a =2 puissi a=—1i.

2) Soient A(1) ; B(2 + i) ; A'(2i) ; B’(1 +i).Vérifieque AB = A'B’
3) Démontre qu’il existe une unique rotation r telle que r(4) = A’etr(B) = B’
- On considére dans C I’équation (E) : Z° — (4 + iv3)Z% + (3 + 4iV/3)Z —3iV3 =0

1) Montre que (E) admet deux solutions réelles que ’on notera a et 8 puis une solution imaginaire pure que
I’on notera w.

2) Soit f, I’application de C dans C telle que pour tout nombre complexe Z, on a:
f(Z) =aZ +b.

a-Détermine les réels a et b pour que f(w) = w et f(a) =p.

b-Calcule le module et un argument de a.

c-Donne la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.

Le plan P est rapporté au repére orthonormé (0 ; i ; 7). A est le point d’affixe 2i et P* le plan privé de A.
Soit T la transformation qui au point M d’affixe Z # 2i associe le point M’ d’affixe Z' tel que :



2iZ-5
Z-2i
1) Montre que pour tout point M de P*, le point M’ est distinct de A.
2) Démontre que Test une bijection de P* sur lui-méme. Détermine sa réciproque T2

3) a- Montre qu’un point M de P* est invariant par T si et seulement si son affixe vérifie la relation : Z% —
4iZ +5=0.
b- Trouve le réel atel que : Z2 — 4iZ + 5 = (Z — 2i)* + a.
c- Montre alors que T admet deux points invariants B et C.
4) On appelle (D) la droite passant par O et dirigée par ¥ et (D*) la droite (D) privé de A.
Montre que (D*) est globalement invariante par T.
5) a- Montre que pour tout Z # 2i, |Z' — 2i| X |Z — 2i| = 9.
b- Soit (I")le cercle de centre A et de rayon 3. Montre que (I") est globalement invariante par T.

’

Le plan P est rapporté au repere orthonormé (0 ; u ; ¥#). On donne quatre points A4 ; B ; C et D d’affixes
respectives: Z, = —-2+46i ; Zg=1—-3i ; Zo=5+5ietZ,=2+4i

1) Soit S la similitude plane directe qui tout point M d’affixe Z, fait correspondre le M’ d’affixe Z' tel
que:Z' =3iZ+ 13 - 9i.
a- Donne les éléments caractéristiques de S.
b-  Quelle est I’image des points C et D par la similitude S ?
c- Montre que les vecteurs CD et S(C)S(D) sont orthogonaux.
2) Soit R la similitude plane directe qui transforme B et C et D en A.
a- Trouve la relation liant I’affixe Z d’un point M et I’affixe Z' de son image R(M).
b- Donne les éléments caractéristiques de cette similitude (on appellera J le point invariant). Montre
que les vecteurs BD et CA sont orthogonaux.
c- Que représente le point D pour le triangle ABC ?
3) Montre que J est un point de la droite (AB). Donne une mesure en radian de 1’angle des

vecteurs (BC ; BA).

-Soit a un nombre complexe.

1) Résous dans C I’équation : (1 +i)Z? = 2i(a + 1)Z + (i — 1)(a®> + 1) = 0.
2) Soient Z; et Z, les solutions de cette équation.
Trouve entre Z, et Z,, une relation indépendante de a.
3) Caractérise la transformation f du plan complexe qui, & tout point M, d’affixe Z; associe le point M,
d’affixe Z,.
4) OnposeZ, =x+iy et Z, =x"+1iy'.
a- Exprime x’et y' en fonction de x et y.
b-  Quelle est I'image par f de la droite (D) d’équationx + 2y —1=07?

Problemes.
-Soitf lapplication de C—{— i} dans C définie par:f(Z)= Zl—fl . Dans le plan complexe rapporté au
repere ortho normal direct (o, w’, ), on note M le point d’affixe Z.
1) Détermine les coordonnées du point B dont I’affixe Z et telle que f(Zg) =1 + 2i
2) Soit Z un élément de E. on note r le module de Z + i et a une mesure de son argument.
Exprime la forme trigonométrique de f(Z) —i en fonction de r et a.

3) Soit A le point d’affixe — i

a) Détermine ’ensemble (I') des points M vérifiant |f(z) — i| = V2



b) Montre que B appartient a (I').

- Partie A : Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct( 0 ; % ; V).
1) Résousdans C, I’équation Z2 — (2 + 6i)Z - 16 + 12i = 0
2) SoitP(Z2)=2Z3— (4+6i)Z%— (12— 24i)Z + 32 — 24i
a- Montre que 1’équation P( Z ) = 0 admet une solution réelle notée zo que 1’on Déterminera.
b- Factorise P(Z) puis Résous dans C I'équation P(Z) =0
Partie B:
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (o, i, )
On donne les points A ; B et C d’affixes respectives : Z, =2 ; Zg =4+ 2i; Ze = -2+ 4i

Zc—Z A .
€24 ot en déduis la nature du triangle ABC
Zp—Z4

b-Montre que le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]

1) a- Calcule le rapport :

c-Détermine (A ) I’ensemble des points du plan d’affixe Z vérifiant I’équation suivante :
|Z —4 =2i| =1Z + 2 —4i|
2) Soit S la similitude du plan telle que S(A) = AetS(B) = C.
a- Déterminons le rapport k et ’angle @ de la similitude S.
b- Détermine I’expression de la bijection complexe associée a la similitude S.

c- En déduis le centre de la similitude S.



