LES PROBLEMES CLASSIQUES
RESOLUS




Classigue 1 :
Equation différentielle avec second membre y' + ay = g(x)

On considere I'équation différentielle (E): %y’ +y=e%X

1) On pose u(x) = axe ¥ ol a est un réel.
2) Déterminer le nombre réelapour que la fonction u: x — u(x) définie sur R soit

solution de (E)
3)Résoudre I'équation différentielle (E,) : %y’ +y=0

4) Démontrer qu’une fonction y définie et dérivable sur R, est solution de (E) si et

seulement si la fonction y — u est solution de (Ej).
5)En déduire toutes les solutions de (E) puis la solution particuliere f de(E),
dont la courbe représentative (C) dans un repére orthonormé (0 ;,]) passe par

le point A(0; —1)




Résalution

(1) Déteuninons le nambrea
u est solution de (E) si~u'(x) +u(x) = e™2*
1

Eu'(x) +ulx) =e = Eae_zx = e ™%X

Par identificationa = 2 = u(x) = 2xe™**
(2) Réselution de (E,) : %y' +y=0

1
Ey’_|_y:0:>y’:—2y:>y=ke_2x;kE]R

(3) Démonstration
Supposens que y est selution de (E) et mentrons que y — U est scluticn de (E )

Si y est solution de (E), alors on a %y’(x) + y(x) = e™?%;
or %u’(x) +u(x) = e ?* d’ou %y’(x) + y(x) = %u’(x) + u(x)
= %(y —u)'(x) + (¥ —u)(x) = 0 etdonc y — u est solution de (E)




Réciproquement, supposens que y — U est sclution de (E ) et mentrens que y est
solution de (E)

Si y — u est solution de(E,), alors on a % (y—uw)(x)+(y—u)(x) =0d’ou

~y' () =~ () + y () —u(x) = 0 =2y’ (@) + y(x) = ' (x) + u(x)
Or %u’(x) +u(x) = e %% d’oﬁ%y’(x) + y(x) = e~?* et donc y est solution de (E)
En conclwsion 'y est salution de (E) si et seulement si y — U est sclution de (E )
(4) Déduction de tautes les selutions de (E)
Soit y une solution de (E), on a d’aprés (3) et (2), y(x) — u(x) = ke %* ;d’ou
y(x) = ke ™ +u(x) @ y(x) = ke ?* +2xe ?*; ke R
Sclution particuliene | de (E)

f(x) = ke™®* +2xe > etf(0)=-1ok=-1< f(x) = 2x — 1)e™**

Cammentaires

e Ces guatre questions sont toutes liees

e Tout candidat séricux doit étre en mesure de reproduire a I’identique le raisonnement
du classique 1

e Attention !!!  Laréciproque dans la question (3) n’est pas facultative




Classique 2 : Etude d’une suite vécuvente u, 1 = f(u,)

ex
exX +x

Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par f(x) =
(1) Etudier les variations de la fonction f
(2) Soit g la définie sur [0; 1] par g(x) = f(x) —x

Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution a et que a € E ; 1[
(3) Onpose I = E ;1]

(@)  Montrer que pour tout élémentx de I, f(x) € I etque |f'(x)| S%

(b)  Montrer que pour tout élément x de I, |f(x) — a| < %Ix — af

o =2

Unt1 = f(Uy)

(4) Soit (u,,) la suite définie pour toutn € N par{

(a) Montrer que pour tout entier naturel n,u,, € I
(b) Montrer que pour tout entier naturel n,

1
[Un41 —a] < Elun —al etque |u, —al| <

(c) Montrer que la suite (u,,) converge vers a
(d) Déterminer le plus petit entierng pour lequel I’on a pour tout n = ny, |u,, — a| < 1073

1
2n+1

Ondonne: Ve ~1,65:e ~272 :In2=0,69 et In10 = 2,30 116




Résalution

(1) Variations de f

p _ (x=1e* _ _
f'(x) = (ex+x)2,‘v’xe [0, 1],x 1 <0et

e* , +~ (x—1e*
T > (0 d’ou ((ex +)x)2 <
Vx € [0; 1], f'(x) < 0 alors f est décroissante
(2) Montrons que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution «
g@)=fx)-1;vx€e|0;1],f/ () <0=f'(x)—1<0=g'(x) <0

La fonction g est continue car dérivable et est strictement décroissante sur[0; 1].
Alors réalise une bijection de [0 ; 1]sur g([0; 1]) = [g(1) ; 9(0)] = |- — ; 1].

e+1
Oroe [—:11 ; 1] d’ou I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a € [0; 1]

Montrons que a € E ; 1[
Ve 1 2Ve-1

9 E) = Verr 2 2(Ve+1)

e

g1)=—-1

e+1

1

:g(%)xg(1)<oa|0r3ae]%;1[




(3) Onposel = E ;1]
(@)  Montrons que pour tout éléement xde I, f(x) € I
x €] & 1 <x<lef()<sflx) < f(%) car f est décroissante sur I

orf (3) = f_—076etf(1)_—_0,73d’ou

%g 0,73 < f(x) < 0,76 < 1 etdonc f(x) € I

(b)  Montrer que pour tout élément x de I, |f'(x)] <

xEI@%SxS1(:>\/ESexSeetOS—(x—1)S%@OS—(x—l)ex_

1 1
Esxs1et\/Esexse<=>\/5+53ex+x§e+1

@(\/E+%)2 <(e* + x)? < (e + 1)

1 1 1
et 1 S(ex+x)2 S(\/a )2 et0 < —(x —1)e”*

(x—1)e”* < e e

(X422 7 p(vesd)” T 2(ve)’
Onaalors 0 < —f'(x) g%(:, _% <F)<0o 0] <|f ()] < ‘_%‘
etdonc |f'(x)| <

S0 -




(c)  Montrer que pour tout élément xde I, |f(x) — a| < %Ix — af

a€eletvVvxel, |f'(x)] < %alors d’aprés ’inégalité de la moyenne, on a :

7' ®dt] << lx —al dou |[f'©OE <5 |x — al © |f(x) - f@)] < |x —al

Or d’aprés 2), f(a) =ad’ouVx €el|f(x) —al| < %Ix — «af
1

u
0™ 5

Unt+1 = f(un)

(@)  Montrons que pour tout entier naturel n,u,, € I
Pourn = 0,0naug, =%EI= E ;1]
Supposons que pour tout entier naturel n, u,, € I et montrons que u,,,.; € I
Siu, €1,alors f(u,) =u,4q €I card’aprés 3a):Vx €l f(x) €l
Conclusion : Par récurrence, pour tout entier naturel n,u,, € I

(b) Démonstrations
v Montrons que pour tout entier naturel n, |u,,.; — a| < %Iun — «af
CommeVn € N,u, €1 ;posons x = u, dans (3c) : On a

(4)  Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par {

1 . 1
|f (u,) — «af Sglun—al. Or f(u,) =u,.;douvVneN,|u,;; — af Sglun—al
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Autre facon de faire
CommevVneNu,€l;acletVxel|f'(x)| < %alors d’aprés 1’inégalité de la

moyenne, on a :|f;‘”f’(t)dt| < % lu, —al dou [[f' O] < %Iun — qf

S |f(u,) — f(a)] < %Iun — af. Or d’aprés (2), f (a) = a et par définition
- 1

flu,) =uyydout VneN,|u,;; —al < Elun — «af

. 1
v"Montrons que pour tout entier naturel n, |u,, — a| <

Raisonnement par récurrence
1 1
Pourn =0, |uy — a| = ‘E—a‘ ;o <

o1 <3
: — —
12

Supposons que pour tout entier naturel n, |u,, — a| < et montrons que

2n+1

1

1 1
alors |un+1 (,Zl < > |un o al = 2 X n+2

2n+1 2n+1 et donc |un —a| <

1
2n+1

Conclusion : par récurrence, Vn € N, |u,, — a| <
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Autre facon de faire
OnsaitquevVn €N, |u,.; — af

IA

.. IN
N[N RN =

IA

|un T C(l < Elun—l — (Xl

Le produit membre a membre donne apres simplification :

1 n
un —al < (5) Iuo —al

1 1 1
ESaS1=>—1S—aS—5=>—ES —a<0

1
=>|0|s‘5—a‘s‘—§‘=>luo—alﬁ

N\ 1
(E) xgetdonCVnEN,Iun—aI S(

1

2

)Tl+1
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(c)  Montrons que la suite (u,) converge vers a

AL | _
lim |u, —a| < lim (—) = 0 car |E| <ldou lim |u,—al=0

n —+4oo n—+4oo n —+4oo

La suite (u,, — a) converge vers 0 et donc la suite (u,) converge vers a
lim u, =«

n —+oo
(d) Déterminons le plus petit entier n, pour lequel ’on a pour tout n = n,,
lu, —a| <1073
n+1

n+1
Onalu, —a| < G) donc aura |u,, — a| < 1073 si G) <1073

31In10
In 2

1

n+1
2) <103=-n+1)In2<-3In10=n>

— n = 9etdoncny, = 9.

Commentaires : Faire le méme raisonnement pour les questions :

v’ Déterminer le plus petit entier n, pour lequel u,, est une valeur approchée de
a a 1073 prés

v' Déterminer le plus petit entier n, pour lequel 1’on a pour tout n = n,
lu, —a| <1073




Puolbileme de Synthese 2

On considere la fonction f définie sur |0 ; +oo[par f(x) = x + In (Z;CT)

On désigne par (C) la courbe représentative def dans un repere orthonormal (0 ; 7,7)
du plan d’unité graphique 4 cm.
PARTIE A

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2. Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation
3.a. Montrer la droite (A) la droite d’équation y = x — In 2 est une asymptote a la
courbe (C) de f
b. Etudier la position relative de (C) et (A)
4. Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique
et justifier que a € [1; %]
5. Tracer(C) et (A)
6. Soit t un réel compris entre 0 et 1
a. Calculer A (t)en unité d’aire du domaine limité par la courbe (C), la droite (A) et

: , : 2_4
les droites d’équations x = t et x = —— -

(On pourra s’aider d’une intégration par parties)




b. Déterminer lim A(t)

t—ot
7. Montrer que a est solution de I’équation (2x + 1)e™ = x

PARTIE B
On nomme g la fonction définie sur I = [1 ; %] par g(x) = 2x + 1)e™™*
1. Etudier les variations de g
En déduire que pour tout x éléementde I, g(x) € 1
2. Monter pour tout x élémentde I, |g' (x)| < % etque |g(x) — a] < glx — af
Uy =1
Uns1 = g(uy)

3. Soit (u,,) la suite définie pour tout entier naturel n par : {

a. Montrer que pour tout entier naturel n,u,, € I
. 3
b. Montrer que pour tout entier naturel n, |u,,,; — a| < < lu,, — al

- 1/3 n
¢. Montrer que pour tout entier naturel n, lu, — a| < - (E)

En déduire que (u,,) est convergente et donner sa limite
d. Determiner le plus petit entier naturel n, pour que u,, soit une valeur

approchée de @ a 1072 prés.
Ondonne: In2=0,70:In3=1,09; In5=1,60:1n7 = 1,94 :




