ACTIVITE1:Partie A :

1) On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1+ x2? —2x2Inx

a- Dresse le tableau de variation de g.

b- Démontre que 1'équation g(x) = 0 admet une solution unique a telle que : 1,89 <a < 1,90.
c- Déduis de ce qui précede le signe de g(x).

2) On considére la fonction numérique f définie sur | 0; + oo par f(X) = 1':—)()(2 et soit (C) sa

courbe représentative dans le repére orthonormé (o ;i J) (unité graphique 2 cm)
a) Dresse le tableau de variation de f.
b) Vérifie que f(a) = % En déduis un encadrement de f(a) d'amplitude 2¢1071
c) Trace (C) dans le repére.

Partie B :
On considére la fonction numérique définie sur |0; + oo par: F(X) = 1X f(t)dt

1) a) Prouve que F est dérivable sur | 0; + oo et Précise F'(x).

b) En déduis le sens de variation de F.

Int Int

2) a) Vérifieque t=1;ona: FETSE < f(t) < e

b) Pour tout x>0 ettZ0; on pose I(X) = ;Itn—ztdt et J(X) = f(llz—:)zdt

- A l'aide d'une intégration par parties, Calcule I(X)

- Al'aide d'une intégration par partie et de l'égalite : T 11+t) = % + %H , Calcule J(x).

c) Déduis de ce qui précéde que X >1;ona:
X Inx Inx 1

In2 + In(x+ 1)— g F(X) sl—x—— S
d) On admet que lim F(x) = 6. Sans Calcule 0 Vérifie queln 2 <0< 1

X -+ oo
ACTIVITE1: Partie A :
1) On considére la fonction numeérique g définie par g(x) = 1+ x? —2x%Inx
a- Dressons le tableau de‘variation de g.

Dg =10, +oof

lim g(x) = lim 1 + x*> =2x°Inx. =1 + (0)> — 2(0) =1

X -0 X -0

lim g(x) = lim 1 + x> =2x?Inx = 1 + (+)? — 2(4+00) =+ 00 — 00 ="F| "
X -+ oo X =+ oo

Levons l'indétermination
lim g(x) = lim 1+ %2 = 2x2nx =lim x2 (X—12+ 1— 2|nx) = (+0)2(0 + 1 — 00) =— o
X —»+ oo X -+ oo X -+ oo
g(x) = 1+ x%2 =2x°Inx =5 g'(x) = —4xInx

X ]0; +oo[; —4x <O0. Alors le signe de g'(x) dépend du signe de Inx
Posons Inx >0 =>x>¢e% => > 1. Ainsi pourlesx>1,0ona: Inx>0
D’oul le tableau de variation de g est le suivant :

X 0 1
+o00
—4X — 1 i —
Inx — 1 ! +
g'(x) + -

v2
g(x) / \
0
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b- Démontre que 1'équation g(x) = 0 admet une solution unique a telle que :

189 < a < 1,90.

- D’apreés le tableau de variation de g, X ]1; + oof fest définie, continue et strictement
décroissante de l'intervalle |1; + oo vers |—oco; 2].

Alors 1'équation g(x) = 0 admet une solution unique telle que g(a) =

_ De plus {3((11’983)) - %00202 => g(1,89) x g(1,90) < 0

Alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires ona : 1,89 <a < 1,90.
Conclusion : 'équation g(x) = 0 admet une solution unique o telle que 1,89 <a < 1,90.
c- Déduis de ce qui précéde le signe de g(x).
Alors d’apres le tableau de variation de g, on a :

x ]0;af gx)>0et x Ja; +oof g(x) <O

2) On consideére la fonction numérique f définie sur ] 0 ; + oo par f(X) = 1TXX2 et soit (C) sa

courbe représentative dans le repére orthonormé (0; i;j) (unité graphique 2 cm)

a- Dressons le tableau de variation de f.
Inx

lim f(x) = I|m oz T ®
X -0 X - O
= lim5=0
(1+ x2)—2x(Inx) 14+ %2 —2%2Inx es
f(x > f'(x = =
) = ) = 1+ x2)° x(1+ x2)2 x(1+ x2)2

X ] 0: + 00[; X(1+ x?)? > 0. Alors le signe de f(x) dépend du signe de g(x)
Or d’apres Partie A 1) c),on a :

x 10;af gx)>0-=> x 10;af ff(x)>0et

X Joa; +oo[ g() <0=> x Ja; +oof f(X)<0
D’oul le tableau de variation de f est le suivant :

X 0 a
+o00 0
(x) + | —
f(o)
() / \
0

b- Vérifions que f(a) = 2%2. En déduis un encadrement de f(a) d'amplitude 2¢107*

2
D’aprés Partie A 1) b) ona:g(a)= O & 1+0a?2 -2d2lna=0 => Ina = 1222
D’autre part f(x) = > f(a) = T+ 2
Remplacons Ina = 1; >
1+0
2 1+a? 1 ) = _
f(o) = 7 =>1(0) = 1+ a® 202( 1+ o?) = 202 Dot (0) =

c- Tragons (C) dans le repére.
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Partie B :
On considére la fonction numérique définie sur |0; + oo par : F(X) = lx f(t)dt
1) a) Prouvons que F est dérivable sur | 0; + oo et précisons F'(x).
f est une fonction continue sur | 0; + oo[ . Alors F est done dérivable sur |0; + oof

Sa fonction dérivée est F'(x) = f(x) avec f(x) = 1|:XX2

b) En déduis le sens de variation de F.

X 0 1
+o0 0
ey — * D’apres le tableau :
F(%) \ / X ]0; 1[; F est strictement décroissante
0 X ]1; + oof; F est strictement croissante
2) a Vérifionsque t=1;ona: < f(t) <

@Q+t)2 —
Int
3
Onsaitque t=1ona:t2<1+t2<t’+2t+1
. 1 1 1 1 1

En pren : = < 5 @—5=s—=< 5

prenant les inverses, on a Fiorol e 2 = oo 2
En multipliant cette derniere par Int, on a :

Int Int Int Int Int 5 . .
S TeS ¢ TRy < f(t) < = (ce quil fallait Démontre )
b) Pour tout x >0 ett#0; on pose I(X) = ;Itn—ztdt et JX) = f(llz—:)zdt
- Alaide d'une intégration par parties, Calcule I(X)
XInt X1
I(x) = 1t—2dt =, t—zlntdt
Posons u(t) = Int => u'(t) 2%
V) =5 => V() =—7
Int X X1 ' Int]X 11% Int  17%
=160 = =] + gt == + [, =-F 1,
- —q —L_Inx
= 0= 1 1 1
c) A l'aide d'une intégration par partie et de 1'égalité : a0 - 1 e calculons J(X).

Puis en déduisons de ce qui précéde que X >1;ona:
In2 + In( X )— ™ < F(x) Sl_':_x_ 1

X+ 1 X+ 1 X
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Int _ o x 1

\]() 1(1+t)2 t = 1mx|ntdt
Posons u(t) = Int => u'(t) =1
- -1
V()—(l 7 => V(D) =—
— [ It x_1 — [ Int x(r _ 1
=> I(x) = [ 1+t]1 1t(1+t)dt [ 1+t] + 1(t 1+t)dt
=> J(x) = —'”—t _+ [Int=In(1+ )] [—'n—tlnt—ln(l+t)]

=> J(X)=1In2+ In (X+ 1) - 1|1Xx

En déduisons que X >1;ona:In2+ In(
Int

(1+t)2 =
X Int

dt = [f(tdt < [Zdt @ J(x)s FO) <I(x) ©

X Inx Inx
1)_ x+1< F(X)<1___

Xf('[)d'[ < |_2 Intégrons cette inégalité sur

1
X
D’apres 2) a), on a : [1
X Int
1 (1+t)?

In2+|n(X )— Inx_ F)<1—x_ 1
X+ 1 X+ 1 X
d) On admet que lim F(x) = 6. Sans Calcule 0 vérifions que In2 <08 <1

X—>+00

On saitque:ln2+ln(xz1)— Inx_ F(x)<1—|n—x—1

x+ 1 X
En appliquant le théoréme des gendarmes a 11nega11te :

X Inx Inx 1
+ — < < -z .
In2 In(x+ 1) 1 FX) <=1- ~ ,ona:
. X Inx . Inx. 1
lim In2+|n( )— < lim F(x) < liml——=-= &
X+ 1 X+ 1 X X
X »+ oo X -+ oo X -+ 00

In2<08<1 (Cequ’l fallait Démontre )

ACTIVITE2:
L'objectif de ce probléme estl'étude compléte de la fonction numeérique f définie pour tout
nombre réel x difféerent de.—1 par :

{f(x) =Xx— x2In|1+$ | six #0
f(x) =0

Les parties A et B sont indépendantes.

On notera (Cf)la représentation graphique de f dans le plan muni d'un repére orthogonal
(0515 1J).

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.

2x +1 1
—_ + =
x(x+1) 2|n|1 X |

1) Détermine Dg et Détermine les limites de g en +o et en —oo.
2) Etudie les variations de ¢ ; on ne demande pas de Calcule ses limites en —1 et en O.

Soit g la fonction numérique définie par : g(x) =

3) Calcule ¢ (— = ) puis Démontre que l'on a :

x J-eo; —1[ |-3:0[1900<0 et x |-1; =3 10:+w[ig) >0
Partie B : Etude de la limite de f a l'infini.
1) Soient les fonctions h et k définies sur l'intervalle [0 ; + oo[ par :

hitoin@+0—(t-5) et kit-@+p-(t-5+5)

Aprés une bréve étude sur [0 ; + o[ des fonctions h et k; Démontre que :
2 2 3
t=0; ona: t—%s In(1+1t) < t—%+%
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2) En déduis que lim Hngﬂ) :%

t -0
3) En utilisant les résultats précédents, Démontre que lim f(x) 22

X -— 00
Donne une interprétation graphique des résultats de la question précédente.
Partie C : Etude de la fonction f.
1) Détermine Df et Détermine la limite de fen —1
2) Etudie la continuité de fen O
3) Démontre que f est dérivable en 0 et que f'(0) =1
4) Calcule la dérivée de f et Démontre que f'(x) = x x g(x)
5) Dresse le tableau de variations de f
6) Détermine une équation de la tangente (T)a (Cf)au point d'abscisse 0
Détermine les asymptotes a (Cf).
7) Montre que 1'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et  avec —08 < < —0,7.
8) Trace (T) ; les asymptotes et la courbe (Cf).
ACTIVITE2:
L'objectif de ce probléme est 1'étude compléte de la fonction numeérique f définie pour tout
nombre réel x difféerent de —1 par :
{f(x) =x—xn|1+3 | six #0
f(x) =0
Les parties A et B sont indépendantes.
On notera (Cf)la représentation graphique de f dans le plan muni d'un repére orthogonal
(0;1i;1J).
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.

2x +1
X(x +1)

Soit g la fonction numérique définie par : g(x) = —2In |1 +§ |
1) Déterminons l'ensemble de définition Dg

Dg:{x/x ;x(x+1)¢0et1+%¢0}=>Dg= —{0; —1}
=>Dg= ]-co; —1[ ]=1;0[ ]07 +oof

Déterminons les limites de g en +o et en —oo.

. T 2x+10 T i X 1 i 2 1] _
lim g(x) = lim or D) 2In|1+x | = lim % 2In|1+X |—I|m ~ 2In|1+X | =0
X -+ oo X =+ 00 X -+ oo X -+ oo
. T 2x+1. 1| i 2X 1 i 2 1] _
limg(x) = Ilmx(x+1) 2In|1+x | =lim % 2In|1+X |—I|m - 2In|1+x | =0
X -—o00 X - — o0 X -—o00 X -— 00
2) Etudions les variations de g ; on ne demande pas de Calcule ses limites en —1 et en 0.
— 2x +1 — l — ' — -1 _ . . .
gx) =D 2In|1+x | > 0'(x) 2o 12 et X {0;—1}; ona:g'x) <0
D’ou le tableau de variation de g est le suivant :
X —o0 -1 1 0
2
+o00
9') - i~
0 !
00| T~ T, O
0
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3) Calculons g (—% )

9(-3)=0
D’apres le tableau de variation de g; on a :
X ]moo; —1 ]—% ;0[ ,gx) <0 et X ]—1; —%[ 10;+oo[;9(x) >0
Partie B : Etude de la limite de f a l'infini.
1) Soient les fonctions h et k définies sur l'intervalle [0 ; + oo[ par :

h:t o |n(1+t)—(t—§) et k:t- In(1+t)—(t—§+§)

Apreés une bréve étude sur [0 ; + o[ des fonctions h et k; démontrons que :

t2 t2 t3
t=0; ona:t—zs In(1+1t) < t_5+§

2
- Etude bréve de h(t) =In(1+1t) — (t —% ) sur l'intervalle [0 ; + oof

2
h'(t) = 1t—+t => t ;[0; +oo][ h'(t)=0. Alors h est croissante sur .

2
De plus h(0) =0. Donc t=0; on a: h(t) =0 et par suite t —%S In(1+1t)
2 3
- Etude bréeve de k(t) =In(1+1t) — (t —%+% ) sur l'intervalle [0 ; + oof

3
K'(t) = —1t—+t => t ;[0; +oo] K'(t) <0. Alors Kk est croissante sur ..

t3

2
De plus k(0) =0. Donc t=0; on a: k(t) <0 et par suite In(L+1t) < t—%+3

2 2 3
Conclusion t=0; ona:t—%s In(1+1t) < t—%+t—

3
2) En déduisons que lim t_lnt(—zlﬂ) :%

t -0

2 2
D’apres ce qui précede, on a : t —%S In(A+1t) < t—%+

t3

3

Multiplions tous les membres de 'inégalité par —1. Ainsi on a :
2 e 2

—t+5—§S - |n(1+t) = —t+5

Ajoutons t a tous les membres de l'inégalité. Ainsi on a :
2 t2
E_ESt_In(l-Ft)SE

Divisons tous les membres de I'inégalité part’. Ainsion a :

1_1 < t—=In(1+t) < 1
2 3 t2 2
lim2-i=2 et lim>=2
2 3 2 27 2
t-0 t-0
s . . t—In(l+t) _ 1
Alors d’aprés le théoréme des gendarmes, on a : lim —e 5

t-0
3) En utilisant les résultats précédents, démontrons que lim f(x) 22
X o — 00
f(x) = x — x%In |1 +% | Posons X 2% => f(%) 2%— tizln(l +1).
Quand t tend vers O, alors X tend vers +oo
Alors lim f(x) = lim =52 =2 De méme lim f(x) = lim =2 =2
X -+ o0 t-0 X —»— o0 t-0

Interprétation graphique des résultats de la question précédente.

Puisque lim f(x) = lim f(x) =% . Alors la droite d’équation y :%
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Alors la droite d’équation y = % est asymptote horizontale a la courbe (Cf)

Partie C : Etude de la fonctionf.  f(x) =x — x2In |1 +2 |
1) Déterminons Df
Df = {x/x ;x¢0et1+§¢0}=>Df: —{0; —1}

=>Df= ]-oo; —1[ ]-1;0[ ]0; +oof
Calculons la limite de fen —1

x Df; f()=x— |1+ | etona:limh|1+]|=—c

X -—1
Donc limf(x) =+ oo
X -—1

2) Etudions la continuité de fen O

f est continue en O si et seulement si limf(x) = f(0) =0

X -0
lim f(<) = lim x — x2|n|1+§ | = limx — x2In E|
X - O X - O X - O
= limx— X2In|x + 1| + x2In|x|. Or limxInx =0
X -0 X -0
Donc limf(x) = 0. De plus f(0) = 0 donc f est continue en 0

X -0
3) Démontrons que f est dérivable en 0 et que f'(0) =1

f est dérivable en O si et seulement si lim w =f(0)=1

X 50
_ x—x2n|1+2
fim 100710 _ i 00 e x|n|1+1|
x—0 X X X
X -0 X -0 X -0 X -0

= lim1— xIn|x+ 1| + xIn|x|. Or lim xIn|x| =0
X -0 X -0

Donc lim 10-1O) 1
x—0

X -0

Conclusion : f est dérivable en 0 et son nombre dérivé est f(0) =1
4) Calculons la dérivée de f et démontrons que f'(X) = x % g(x)

2x+1_
x+1

x Df: f(x) =x— x2|n|1+§ | => fi(x) =

. _ 2x +1

= f(X) o X[ X(x+ 1)
5) Dressons le tableau de variations de f

D’ aprés Partie A ; 3), et Partie C ; 4) on a :

2XIn |1+% |

x Jmeo; —1[ |-2;0] 10;+e[;f()>0et x |-1; —3[;F(0) <0

X —o -1 _1 0

() + - +

909 °°/ m& =3

BEYDI DIARRA 75352408
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6) Déterminons une équation de la tangente (T)a (Cf)au point d'abscisse 0
L’équation de la tangente (T)a (Cf)au point d'abscisse 0 est y = X
Déterminons les asymptotes a (Cf).

lim f(x) =+ co. Alors la droite d’équation x =— 1 est asymptote verticale a la courbe (Cf).
X -— 1

lim f(x) = lim f(x) 2% . Alors la droite d’équation y = % est asymptote verticale a la
X -+ 00 X -— o0 Courbe (Cf).

7) Montrons que 1'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et 3 avec —08 < B < —0,7.
- X ]—1 D= %] 'f est continue et strictement décroissante de ]—1 N %] vers [—% ; + 00[
Alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique f telle que f(f) =0

f(-0,8) =0,087 __ _ _
- De plus {f(_0,7) __50g => [(-08) xf(~=07) <0
Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 3. ]—0,8 ; = 0,7
De méme :

X ]—% ; + 00[ ;T est continue et strictement croissante de ]—% b+ 00[ vers ]—% ; %[
Alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique 0 telle. que f(3) =0
Or f(0)=0doncd=0
X ]oo; —1[;f(x) > 0.
Conclusion : I'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et p avec —0,8 < < —0,7.
8) Tracons (T); les asymptotes et.la courbe (Cf)

A
L y

3,,

ACTIVITE3:Partie A :

Le but de ce probléme est d'étudier dans la partie A la fonction numeérique f définie sur
10 ; + oo par f(x) =x + % + T—; , de Détermine ensuite dans la partie B la position de sa

courbe représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite

BEYDI DIARRA 75352408
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récurrente dans la partie ('), cette derniére partie étant dans une large mesure
indépendante des deux autres.
1) Soit g la fonction numérique définie sur ]0 ; + oo par g(x) = x3—-x-2Inx + 1
(x—1)(3x% +3x +2)

X
b) Etudie les variations de la fonction g puis Détermine le signe de g(x).

2) a- Détermine les limites de f en O et en + oo,

a) Montre que la fonction g est dérivable et que x Dgg(x) =

b- Montre que pour toutx 0 ; +oo[,f'(x) = gi_>3<) puis donne le tableau de variations de
la fonction f.
Partie B :
I' Désigne la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal
(0; i; j) unité graphique 2 cm.
Soit h la fonction définie sur |0 ; + oo par h(x) = x + Inx.
1) Etudie le sens de variation de h puis Montre que 1'équation h(x) = 0 admet une solution
unique a sur l'intervalle[ 04 ; 0,7 ]
2) Montre que lona: e %=
3) a- Vérifie que la droite A d'équation y = X est asymptote oblique a I' en + .
b- Utilise les résultats de la question 1) pour Détermine les positions relatives de I' et A.

4) Construire I' et A dans le repére ortho normal (0; i; J)
2 Int

—dt

1 2
b- En déduis l'aire, en cm? de la portion de plan limitée par la courbe I', la droite A et
les droites paralléles a l'axe des ordonnées d'équation X = letx = 2.
Partie C : Etude d'une suite
Dans cette partie :
e I désigne l'intervalle [0,4 ; 0,7 ]
e a estle réel mis en évidence au B. 1.
e ¢ estla fonction définie surR par ¢ (x) =e*

5) a- Calcule au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale I =

. . . . Ug = 0,4
1) uest la suite récurrente définie par n ) { _
Un+1 = (P(Un)
Montre qu'on a pour tout X | :
aox) |
b) [¢'(0l <07
c) |(x) —al =07|x — a
2) a) Montre'que n ; ona: |Upe1; —al <0,7|u, — af puis en déduis par récurrence que
n ; ona:lu;—al <0,300,7)"

b) Conclus alors quant a la convergence de la suite u.

3) Détermine un entier p tel que pour n = p on ait: |u, — o] < 1073 puis donné a 1'aide de la
calculatrice une valeur approchée de u, a 10 3pres.

En déduis une valeur approchée par défaut et par exceés de a a 10 3pres

ACTIVITE3:Partie A :

Le but de ce probléme est d'étudier dans la partie A la fonction numérique f définie sur

]0 ; + oo par f(x) = x + 1y I , de Détermine ensuite dans la partie B la position de sa
X x2

courbe représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite
récurrente dans la partie ('), cette derniére partie étant dans une large mesure
indépendante des deux autres.

1) a) Dérivée de la fonction g
La fonction g, définie sur ] 0 ; + oo[ par g(x) = x3—x-2 Inx + lest dérivable sur ] 0 ; + oo[
(comme somme algébrique de telles fonctions) et sa dérivée est :

91
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_ 2 _3x¢-x-2_ (x=D(3x*-x-2)
g'(x) = 3x? —1— = "

b) Variations de get 31gne de g(x).

On peut résumer ’étude du sens de variation de g et du signe de g(x) dans le tableau
suivant :

X 0 1

+o00 0
x—1 - +
3x%+ 3x+2 + +
9'x) — +

+o00
g(X) +oo \ /

1

D’aprés le tableau de variation, g(x) >0

2) a) Limite defen O eten + o

) =x +=+ 'X”—ZX

Inx

lim f(x) = I|m X+~ Ly Zo®
X -0 X - O
lim f(x) = lim x + = Ly ':—ZX— +o00
X -+ oo X _,+ [ole]
b- Montrons que pour tout x [0 ; + oo f'(X) ==3 puis donnons le tableau de

variations de la fonction f.

La fonction f, définie sur |0 § + oo[ par f(X) = x + = + IXLZ est dérivable sur |0 ; + o[ et sa

dérivée est : f'(x) = 1— xiZ + X23|nx = Xs_x;l s > f'(x) = 9

x 10; +oo[; x3>0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)
Or d’apres Partie A 1) b),on a:

X 10; + oof; g0 >0 => x 10; + oo f()>0
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X 0
+o0
') | +
f(x) ‘oo /
—oo
Partie B :

Soit h la fonction définie sur |0 ; + oo par h(x) = x + Inx.
1) Etudions le sens de variation de h puis montrons que 1'équation h(x) = 0 admet une
solution unique o sur l'intervalle[ 04 ; 0,7 ]

La fonction h définie sur] 0 ; + oo[ est également dérivable] 0 ; + o[ et sa fonction dérivée

X+1

esth'()= 1+ =2 => x ]0; + oo[;h'(x) >0
D’ou le tableau de variation de h est le suivant :

x |0 a |
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=+ oo

h'(x)

- o ._.+_

hoo o~

- D’apres le tableau de variation de h, x ]0; + oo h est définie, continue et strictement
croissante de l'intervalle | 0; + oo[ vers |—oo;+ oof .
Alors 1'équation h(x) = 0 admet une solution unique telle que h(a) =0.

h(04) =—052  _
. De plus{h(oj): osn = hOH)xh©7 <0

Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiairesona : a. [04; 07]

Conclusion : I'équation h(x) = 0 admet une solution unique &« [04 ; 0,7

2) Montrons que l'ona: e™® =

D’aprés Partie B 1)ona:h(a) =0~ a + Ina=0=> Ina=—a=>e7% =

3) a- Vérifions que la droite A d'équation y = X est asymptote oblique a I' en + .
La droite A d'équation y = X est asymptote oblique a (") en + o si et seulement si

limf(x)—y=0

X -+ oo

. . 1 | .1 [
limf(x) —y =0 =lim (x+ -+ % )—lelm; + % =0
X -+ oo X -+ oo X 5+ oo

D’ou La droite A d'équation y = x est asymptote oblique a () en + oo
b- Utilisons les résultats de la Partie B question 1) pour Détermine les positions
relatives de (IN) et A.

Pour étudier la position relative () et (A) nous devons étudier le signe de f(X)-Vy.
_1 Inx __ h(x)

OI‘f(X)—y =X + Z 2
Donc le signe de f(x) -y dépend du signe de h(x).
Or d’apres le tableau de variation obtenu dans la Partie B 1) on a :

X 10;a] h(x) <0=> X ]0; af fX)-y <0 et par conséquent x ]0; af; la courbe (I')
est en dessous de la droite (A)

De méme X Ja; +of h(x)>0=> x ]a; +oo] f(x)-y >0 et par conséquent X
Ja; +oo[ ; lacourbe (I est au dessus de la droite (A)

4) Construction dé la courbe (I et de la droite A dans le repére ortho normal (0; i; j)

11/1
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5) a- Calculons au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale I = 2

_ 2Int,, _ 21
I= 1t—2dt— 1t—2|ntdt
Posons : u(t) = Int => u'(t) :%
v = 2= v =—1
Int]? Int]? Int 112 . 1+Int 12
R Y 1t2 [_ ]1+[__] ___T]l_[ t ]1

“ it

b- En déduisons l'aire, en cm? de la portion de plan limitée par la courbe () , la droite A et

les droites paralléles a 1'axe des ordonnées d'équation X = letx = 2.

L’aire A de la portion de plan indiquée est, en cm?, puisque (I') est au dessus de (A) et

puisque (A) est au dessus de ’'axe des abscisses pour 1 < x < 2

= (2cm)? 12 (f(x) —y)dt = 4em? 12 (% '”X) dt = 4 cm? f%dt + 4.cm?

= 4cm? f%dt + 4lcm? = 4 cm?[Int]? + 41 cm? = 4 cm?In2 + 41 cm?
— 2 2 (1=In2 \ _ 2 1-1In2 \ _ 2 (2In2+1—1In2
= 4cm<In2 + 4cm (T ) 4cm (In2 +— ) = 4cm (— )

2
= 4cm? (MZT” ) = 2cm?(In2 +1) = (2In2 + 2)cm? = 3,39cm?

Partie C : Etude d'une suite
Dans cette partie :
e [ désigne l'intervalle [0,4 ; 0,7]
e 0 est le réel mis en évidence au B. 1.
e  @(x) est la fonction définie sur R par @(x) = e

2 Inx

Dt

—X
Ug = 0,4

1) u est la suite récurrente définie par n ; { _
Un+1 = @(Un)

a) Montrons qu'on a pour tout X lona: @) |
Pour tout X de l'intervalle | = [0,4 ; 0,7]; @(X) appartient a l'intervalle .

On peut résumer ’étude des variations de @ sur | dans le tableau suivant :

X 04
0,7

0,670

(X I N
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[ 0,497 |

®(0,4) =0670<0,7 et @(0,7)=0497>04
Donc pour tout X de l'intervalle | = [0,4; 0,7 ]; @(X) appartient a l'intervalle I.
b) Montrons qu'on a pour tout x lona: |@'(X)| <0,7
On saitque : 04 =x<0,7
Appliquons @'(x) a l'inégalité : 04 <x<0,7
=> ¢'(04) =o'¥) =9'(0,7)
=> —0,670 < @'(x) =— 0,497
Appliquons la valeur absolue a l'inégalité : —0,670 < @'(x) <— 0,497
=> |—0,4970| < |@'(X)| =|—0,67| ©0,4970 < |@'(X)| < 0,67
=>|@'(x)| = 0,67. Or 0,67 =0,7. Dou |@'(X)|<0,7
c) Montrons qu'on a pour tout X lona: |@X) —a|l <0,7|x—q|
Puisque |@'(X)| < 0,7 alors d’apres le théoréme de 'inégalité des accroissements finis
appliquée a la fonction @ pour x appartenant a I, on a : |@0)=@(a)| < 0,7|x— qf
Or d’aprés Partie B 2) ona @(0) =e %= . Alors |[@X) —@(0)| =0,7|x=_a| &
l@(x) —a| =0,7|x — a] (Ce qu’il fallait Démontre)
2) a) Montrons que n ; ona:|up—al <0,7uy— a
On sait que : |@(X) —a| < 0,7|x — af| . Posons X = u,
=> |@(uy) —a| < 0,7|up — al. Or @(Up ) = Upsq
=>|Up+1 — O] <0,7|u, — a| (Ce qu'il fallait Démontre)
En déduisons par récurrence que n ; ona: |uy—al<0,3(0,7)"
On saitquea [04; 07] 04 <a<07 et uUy=04
Il vient que 04—-04 <a—uy<07—-04

& 0=<u—a =03

& 0=<|u—al 03

<0 <|ug—al =0,3(0,7)°

Alors la relation est vraie a l'ordre n =0
Supposons la relation est vraie a ’'ordre n c’est-a-dire n ; ona:|u,—al <03(0,7)"
puis montrons qu’elle est vraie a l'ordre n +1 c’est-a-dire n , ona:
|un+1 - al = 013(017)n+1
D’aprés Partie C 2) a), on a: |uy,, —0a| =0,7|u, — qf
Par suite |u,4; —a| = 0,7|u, — o =0,7[0,3(0,7)" ]
D’ou |Up4; — a].<0,3(0,7)*t
Conclusion: n ; on a: |u,—al =<0,3(0,7)" (Ce qu’il fallait Démontre).
b) Etudions la convergence de la suite U puis.

Calculons limup,

n -+ oo
La suite de terme général 0,3(0,7)" est convergente n et converge donc vers 0.
Alorslim |lu,—a] =0 < limu,—a=0 & limu, =a
n -+oo n -+oo n -+ oo

D’ou la suite u, est convergente et converge vers «
3) Déterminons un entier p tel que pour n = p on ait: |u, — o] < 10~3puis donnons a l'aide
de la calculatrice une valeur approchée de u, a 10~ 3pres.
On sait que |u, —a] =0,3(0,7)" et d’autre part |u, —a| <1073,

1073

-3
Par identification on a : 0,3(0,7)"< 1072 & (0,7)" < 5 © gnino7 < 10 -

0,3
103

- In
& nin0,7 < In(%) —>nz= % (CarIn0,7<0)

=> n=1599. On peut donc prendre p = 16

13/1
BEYDI DIARRA 75352408



Ainsi a l’aide de la calculatrice, on obtient a 10~ 3prés la valeur de u;g = 0,567
En déduisons une valeur approchée par défaut et par excés de a a 10 3prés
- 0,567 est la valeur approchée a 10 3pres par défaut de a.

- 0,568 est la valeur approchée 4 10 3prés par exceés de 0.

ACTIVITE4:Partie A : On considére la fonction g définie sur l'intervalle | = [—% ; + 00[ par :

2X
1+x

Soit f la fonction définie par : f(x) = —=In(1 +x)

1) a) Détermine l'ensemble de définition de f et les limites aux bornes de cet ensemble.

b) Détermine la fonction dérivée de fet établir son tableau de variations.

2) Démontre que X |1 ; +oo[; I'équation f(x) =0 admet une solution unique a.
Vérifie qu'une valeur décimale approchée de a a 10 3pres est 3,9.

3) Précise, suivant les valeurs de X, le signe de f(x)

N1+t .
7 sit>0

1) Démontre que g est continue en 0. Etudie la dérivabilité de g en O.

2) Calcule g'(t) et Exprime g'(t) en fonction de f(t)

3) a) Détermine la limite en +o de g.
b) Dresse le tableau des variations de g.

4) Le plan est rapporté au repére orthogonal(o o j). Construire la courbe (IN)
représentative de g.

Partie B : soit g la fonction définie par : g(0) =0 et g(t) =

Partie C : Cette partie a pour objectif de Détermine l'aire A, en unités d'aires, de la portion
de plan limitée par 1'axe des abscisses, la courbe (I") et la droite d'équation x = 1.
1) a) Démontre que la fonction g; définie sur [0; + oo[ par : g;(x) = v/XIn(1 + x) est
dérivable en O.

b) Soit @ la fonction définie sur [0; +oo[ par : @(x) = 2y/XIn(1 +Xx) — glzTﬁtdt

Démontre que @ est dérivable en tout point de [0; + oo et que @'(X) = g(X)
2) En déduis que A = g®dt =22~ ; 2t

3) Soit h la fonction définie sur [0; + oof par : h(x) = Xz—ﬁdt et k la fonction définie sur

01+t
|0 2| par k(®) = tan26
a) Calcule (hok)(0)
b) Prouve que 0 I; on a : (hok)'(8) = 4tan?0
c) En écrivant tan’0 = (tan’0 + 1) — 1; Détermine une primitive de (hok)' puis donne
I'expression de (hok)
d) Calcule h(1)
4) déduis des résultats précédents la valeur exacte de A.
ACTIVITE4:Partie A :

Soit fla fonction définie par : f(x) = 2

T —In(1 +Xx)

1) a) Déterminons l'ensemble de définition de f

Df = {x/x ;1 +x#0etl +x >0} =>Df=]-1; +oof
Calculons la limite de faux bornes de cet ensemble.

lim f(x) = lim 2 —In(1 +x) = lim 2x— (1 +x)In(1 +x)
1+x 1+x

Effectuons un changement de variable en posant X=1+x=>x=X—-1

14/1
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Six=—1 alors X=0

lim f(x) = lim 206D = XX _ e X2 XX 200) —2+— © _ —2+ - o
X X 0 0
X —>_1 X - O X - O

=> |lim f(x) = — o

X -— 1
. . 2x . 2X
lim f(x) = lim Tox —In(1 +x) = lim ~ —In(x) = 2 — (+00) =—
X -+ oo X -+ oo X o+ oo
b) Déterminons la fonction dérivée de f puis établissons son tableau de variations.

= _ e i) = 200 M@0 1 20+ -M@0) 1
f0) = 7= —In(L +x) => () = 7 T e —
=> f'(x) — 1;)(

(1+x)?2

x Df(1+x)?> >0. Alors le signe f'(x) dépend du signe de 1 — x
Posons 1—x=0=>x=1.
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X | -1 1

f'(x) +

2) Démontrons que
f(x) 1 _N X . [1; +oo[; l'équation f(x) = 0 admet
/ ' une solution uniquea. Vérifions qu'une

—o valeur décimale approchée de a a 10 3pres

est 3,9.

- D’apreés le tableau de variation de f, <x [1; + oo[ f est définie, continue et strictement
décroissante de lintervalle [1 ; + oo[vers |—co ;1 —=In2].

Alors 1'équation f(x) = 0 admet une solution unique . telle que f(a) =0.

i(39) =0003  _
- Deplus {2 7 ((0e =2(B9x1(4) <0

Alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit I'encadrement suivant
39<a<4
3) Précisons, suivant les valeurs de X, le signe de f(x)
D’apres le tableau de variation de f:
X ]=o0;0[ Ja; +ef; f(x)<0 et x ]0;a[;fx)>0

Partie B : soit g la fonction définie par : g(0) =0 et g(t) = % sit>0
1) Démontrons que g est continue en O.
g est continue en 0 si te seulement si lim g(t) =g(0) =0

t -0
lim g(t) = lim 'n(lﬁt) = lim 'n(lt”) x+t=(1)x(0)=0
t -0 t -0 t -0
Puisque lim g(t) =g(0) =0, alors g est continue en O.

t-0

Etudions la dérivabilité de g en O.
g est dérivable en O si te seulement si lim % =g'(0) =1

t -0

In(1+1)
lim 89D = jjm 2O = jim = jim 22D = i MY T
t—0 t t tVt t Vit

t -0 t -0 t -0 t -0 t -0

=1x (+0) =+ 00 Z|
Alors g n’est pas dérivable en O.
15/1
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2) Calculons ¢'(t) et Exprime g'(t) en fonction de f(t)

1 1
In@+0 o Vi exinG D
— = g =r—=

Pour toutt>0; ona:g(t) =

(i)’
Vi In(@+1) i L+ . at
= 1 — 1+t 24/t — _ n — _
oM t A+ 26/t 26/t (1+t In(1 + t))
s () =
=>g'() =5 M
3) a) Déterminons la limite en +oo de g.
1 1
. - In@+ty . |n[t(1+t—)] s Int+|n(1+t—)
limg(t) = lim —F = lim — % - lim —F
o Int |n(1+lt—) o Int In(1+1t—) _ _

b) Dressons le tableau des variations de g.

g'(t) = 2t1_ﬁ xf(t). t Dy, 2ty/t > 0. Alors le signe de g'(t) dépend du signe de f(t).

Or D’apres Partie B : 3) on a :

X J=oo;0[ Ja; +oof; f() >0=> x ]J-oo;0[ Jo; Hoo[;g(t)<0
et x ]0;a[;ft)<0 => x JO;a[;g)>0
D’oul le tableau de variation de g est le suivant :

X 0
a O oo
g'(x) + | —
00 / %‘ 4) Le plan est rapporté au repére
9 0 orthogonal (o o j). Construisons la courbe (IN)
0 représentative de g.
y
3,,
2,,
1,,
-1 0] 1 £ 3 4 5
_1,,

Partie C : Cette partie a pour objectif de Détermine l'aire A, en unités d'aires, de la portion
de plan limitée par 1'axe des abscisses, la courbe (T") et la droite d'équation x = 1.

1) a) Démontrons que la fonction g; définie sur [0; + oof par : g;(X) = v/XIn(1 +X) est
dérivable en O.

g, est dérivable en O si te seulement si lim % = 0,'(0) =1
X -0
lim 91(x)— 91(0) = lim 91(x)— 0 = lim 91(x) = lim VXIn(1+x) = lim xIn(1+x)
x—0 x—0 X X Xy/X

X -0 X -0 X -0 X -0 X -0
— i DAY s _ _
= lim x - limg(x) =g(0) =0
X -0 X -0
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D’ou la fonction g; est dérivable en O et son nombre dérivé est g;'(0) =0
b) Soit @ la fonction définie sur [0; + oo[ par : @(x) = 2y/XIn(1 +Xx) — glzTﬁtdt
Démontrons que @ est dérivable en tout point de [0; + oof

900 = 2vRIN(L+x) — g TXdt =2¢;(0 — ¢ Tyl

In(1+x) | X _
W_}_ 1+x et 91(0) =0

X ]0; +oo[; g, est dérivable et sa dérivée est g'1(X) =

De plus la fonction & définie sur [0; + oo par 6(t) = fTﬁt est continue sur [0; + oof

X

Donc la fonction h définie sur [0; + o[ parh(x) = fTﬁtdt est définie et dérivable sur [0; +

o[ et
h'(x) = 127\/1 On en déduit donc que @ est dérivable en tout point de [0; + oof.
Montrons que @'(x) = g(x)
@00 = 2yRIn(L+x) = g ETdt => ¢(0 = 2 HEE+ 2] - I
' | +
= @0 =" =900
g 1 _ 12t
2) En déduisons que A = g(t)dt =2In2 - | mdt
A= Jgdt=[e®l = (22~ ¢ 2Lt )unité daire
0 0 0 1+t
3) Soit hla fonction définie sur [0; + oof par :h(X) = c;(fT\/ftdt

et k la fonction définie sur [O : g[ par k(8) = tan’0

a) Calculons (hok)(0)

(hok)(0) = h[k(0)] =h[0] =0

b) Prouvons que 8 |; on a :(hok)'(8) = 4tan?8
(hok)'(8) = k'(8) x h'[k(8)].

Or 0 | ;h(®) =2tno@an?0+1) et. x [05 +oof; h'(x) =2&

1+x

2
R e) = 4tanB x |tanf|

1+tan26

Donc 6 | (hok)'(6) = 2tan(tan0 -+ 1)(

= 4tan’8 Car® [0 ; g[ (ce qu’il fallait Démontre)
Dou 06 |I; ona :(hok)'(0) = 4tan%@
c) En écrivant tan’0 = (tan’0 + 1) — 1; déterminons une primitive de (hok)' puis donnons
l'expression de (hok)
(hok)'(8) = 4tan%0 =4[(tan?0 + 1) — 1| = 4(tan?0 + 1) — 4 = 4(tan)'(8) — 4
Soit H une primitive de hok. Alors H(B) = 4(tan)(8) — 46.
Or hok est une primitive de (hok)'. D’ou (hok)(8) = 4(tan)(6) —46 +c. (c ). De plus
(hok)(0) =0
Donc (hok)(8) = 4(tan)(6) — 46
d) Calculons h(1)
h(1) =h [k G)] = (hok) (E) = 4tan G) —M=4-T avec k(%) =1
4) déduisons des résultats précédents la valeur exacte de A.

A=2in2— ;2%dt =2In2— h(1) = (2In2 - 4+ T)unité d'aire

ACTIVITES: Pour tout n € IN, on définit sur |0 ;40| la fonction f,

par : f, ()=~ =

A- Etude du cas particulier de n =0 :

+nlnx
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1- Justifier, pour tout réel u, l'inégalité :e” >u+ 1. En déduire que Vxe IR, e * +x—12>0

puis que Vxe IR, I+(x—1)e* >0. 2- Déterminer les limites de fo en O et en +00.
X —
3- Montrer que Vx €/0,;+x/, la dérivée de fo est donnée par f;'(x) = LZDH. En déduire
X

le sens de variation de fo.

4- Représenter la courbe (Co) de fo dans le plan muni du repére orthonormé (O; z, ;’) d’unité

2cm.

B- Etude de la famille de fonctions f, pour n>1:

On appelle (Cn), la courbe de la fonction f, dans le repére précédent.

1- Déterminer le sens de variation de f, sur |O ;+0].

2- Déterminer les limites de f, en O et en +o0. En déduire que (Cn) posséde une asymptote
que 'on

précisera. 3- Etudier les positions relatives des courbes (C.), (Cn+1).

4- Montrer que toutes les courbes (Cn) passent par un méme point B dont on précisera les
coordonnées.

5- Pour tout n € IN*, montrer qu’il existe un unique réel a, €]0;1[ tel que fu(an) =0.

6- Montrer que, pour tout ne IN* fu+1(an) =In(an). En déduire que a, <a,,, puis que la suite
(an) est
convergente.

4 _lée—l.

7- a) En utilisant la partie A), montrer que pour tout x<]0;l[,

l-e

b) En déduire que pour tout ne IN*,in(a, ) > b, 4 etque a,2e " .
n
c) En déduire la limite de la suite (ag).
8- Construire les courbes (Ci) et (Cg) dans le repére ci-dessus.
9- Pour tout neIN, on pose I, = J.ffn ()dx .

a) Donner une interprétation graphique de cette intégrale.

b) Etudier le sens de variation de la suite (I,).

c) Démontrer que l’aire comprise entre les courbes (Cn+1) et (Cn) et les droites d’équation x
=l et

x=3 estconstante.

ACTIVITES:Soit - ING.Df = ]0; + oo]; fa(x) = == + ninx

A°) Etude de n=0

Pour n=0 on fo(X) = eXT_l

1°)A-t-on u IR; e'=u+1?
Onae'=zu+l <=>¢e"-u—-1=0
Posons h(u)=e"—u—1 alors h’(u)=e" -1

Enposanth’'(u) =0onae'—1=0<=>¢e"=¢e” <=>u =0 D’u le tableau
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h'(u) -

h(u)

Signe
de
h(u)

Donc u IR

h'(u)>0<=>¢e"—u—1=0dole"Eu+l

_A-t-on X IRe*+x—1=07?

Posons U =—Xx alors e —u—1= 0 ce qui est vrai d’aprés précédent donce *+x—1=0est

bien vraie.

_Deméme A-t-on X IR1+(Xx—1)e*=0"7?

Posons @(X) =1+ (x — 1)e* alors ¢ (x) = xe*

En posant @ (x) =0onaxeX =0 <=> e* =0 absurde oux =0

+ 00

®(X) -

®(X)

Signe +
de

0169
D’ou x IRIHAEX=D)e*=0
2°) Limites de fo en O et en +oo:
1 =S I EX_—l:
Iy o) = Yy =1
Xli[Ln fo(X) = Xlir+n eXT_l = Xlir+n e;x—i =+ oo (possibilité d’asymptote oblique)
3°) A-t-on X ]0; + oo[, f'p(x) = w
On a fo(x)= eXT_l alors f'o(x) = ex(x)_gex_l) - Xex_jzﬂ => Fo(—exaz;zm

e Sens de variation de f

BEYDI DIARRA 75352408
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eX(x—1)+1
2

On a f'o(x) = comme X ]0; + oo alors f'o(X) > 0 d’ou f est strictement croissante.

4°) Représentation de la courbe :

Tableau de variation

X 0
+oo
f'O(x) +
f(x) +00
1  ?
f(x) X1 X X
X - - er— - e
im —==Ilim2-=Ilim——=Ilims=>-=+ o
0 0 0
0 1 2 3 4 5 6 7

B°) Etude de la famille de fonction fn pourn=1
Soit (Cn) sa courbe

1°) Sens de variation de fn sur ]0; + oo|
fn(x) = eXT_1+ ninx
2°) Les limites

. . eX—1 .
Ilng fa(X) = |II’B] —* ninx =1 — oo =— o0 => y = 0 est asymptote verticale
X - X

. .o oeX-1

lim fu(x)= lim —+ nInx =+ 0o + c0 =+ o0
X - +oo Xo+oo X
Dérivée

. eS(x—1+1 n eX(x—1)+1+nx

=t -=——
fn(x) X2 X X2

X fn(x) >0 => fnest strictement croissante.
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3°) Position relative de (Cn) et de (Cn+1) :

eX

— + (n+1)Inx

Onafn+1(x) =

X—1
fn+1(x) = eT + ninx + Inx Avec x ]0; + oo[
.. eX—1 e*—1
Ainsi fn+1(x) —fn(x) = —t ninx + Inx — — ninx = Inx

Posons Inx=0=>x=1

X 0 1 +o0

Inx - 0 +

Pour X |1;+ oo[;fn+ 1(x) > fn(x)

alors (Cn + 1)est au dessus de (Cn)
Pourx ]0;1[; fn+1(X) < fn(x)

alors (Cn + 1)est en dessous de (Cn)
Pour x = 1; (Cn + 1) et (Cn)se coupent.
4°) Preuve que toutes courbes (Cn) passent par un méme point B :
Onafn(x) =y <:>eXT_1+Inx:y <:>eXT_1+Inx—y: 0

e*—1

<=> —y =—nlnx
Pour x=1=>e—-1—-y=—Inl=>e—-1-y=0=>
y = e — 1 d’ou les courbes (Cn) passent par le point B(e E 1)

5°) n IN ;preuvequil ‘unréela, 10;1[telque

fo(a,) =0
On a
X 0 (o 1 +o00
fr(X)
fa(X) (0) (e-1) +oo

L’analyse de ce tableau permet de dire que f,, est définie, dérivable et strictement croissante
sur |0; + oo[, donc elle réalise une bijection de ]0; + oo[ vers |—oo;+ oo alors unreéel qp
10; 1] tel que f,,(a,,) = 0.

6°) -Preuve que n IN; f,1(a,) =In(ay,)

an—
4 nin(ay)
On

On a f,(a,) =

21/1
BEYDI DIARRA 75352408



frea(p) = S+ (n+ Din(ay) = =
0 d’ou
feen(0n)EM(a,)]

-De méme a-t-on n IN ; oy < 0p41 ?

On a f,;1(a,) =In(a,) ora, ]0;1[ doncIn(a,) <0=>a f,;,1(a,) <O0orf,(a,) =0=>

f,+1(a,) = 0donc
for1(ay) < foe1(0n+1) Et f 41 estcroissante d’ot
far1(0n) < fri1(Ohe1) <=>0a, < 0y4 D'ou RESI

- (ay) est — elle convergente ?

—— +nin(ap) + In(y) = fo(ay) + In(y) or d’aprés 5°) fy(ap) =

On a 0, < 0,41 => (0,) est croissante et a, ]0;1[ donc (a,) €st minorée et majorée d’ou

(an) est convergente.

79 a) De A) a-t-on x ]0;1[*t<e—1?

De A) on a:
X 0 1
fo(X) T
f000 (e1) + o

NP

Ainsi d’apreés le tableau x. |0;1[;

fo(x) < fo(1) => T

b) De méme n IN a-t-on In(a,) = ??

etn

-1 n—1
+nin(a,,) =0 =>nin(a,) =— il
On On

Onaf,(a,) =0 =>

eX—1 eX—1
Or " <e—1& — " =1-—eenposantx = ap,
dn—1 ==
ona—ea >1-e® nin(a,) = 1—e® [Ino,)=—
n

1—e
Et de méme a-t-ona,=¢en ?

1- 1e =¢
On a In(a,) ZTE & elln) > e <> jo,=en

Déduisons la limite de qp, :

On a

1-e
lim a, = lim en =¢e%=1 d’ou |liM o,
— 00

n--+oo Nn-—+oo
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8°) Représentation de (C1) et (Co) :
Onaf,() = “=+nin(x) alors f,(x) = ==+ In(x)

() = T2+ 2In(x)

-3+

3
9°) n IN;l,= 2f,(x)dx
a) Interprétation graphique de l'intégrale :

3
I, = 2f,(X) dx est l'aire de la partie délimitée par les droites d’équation x =1let x = g de
f.x) —yavecy=0
b) Etude du sens de variation (l,) :

e*—1

3 3
I, = 2fh0odx= 72 "

+ nin(x)dx

3 3 X X
3 5 eX=1 -1
Iht1 = 2 fra()dx= 2 eT+ nlneT— (xX) + In (X)dx
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3
? X

In+1 - In

+ nin(x) + In (x) — nin(x)dx
. 1
= Zlnxdx
V=lnx =>V =2 ; U=1 => U =x
3 3
Alors Iy — Iy = [XInX]E + 15 X%dx = gln§+§> 0 donc I, Yl

C°) Démontrons que l'aire comprise entre (Cn+1) et (Cn) et les droites X =1etx = g est une
constante :

(Cn) : f,(X) ; (Cn+1) : fre (X)

3 3
A=( 2 14100 —F,00 dx) X UA Or 2 fru (00 — £, dx =§|n§+§ = 1,108 done

A =1,108 x (2cm)?= 4,432cm? d’ou l'aire est une constant.

ACTIVITEG6:

1
A/ On consideére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par f(x) =— [Inx -

In(1-x)] et (C ) sa courbe représentative dans le plan muni dun repére orthonormé (O ;

- >
U, v) (unité graphique 5 cm)

1°/ a) Déterminer ’ensemble de deéfinition de f puis calculer les limites de f(x) aux bornes
de cet ensemble. En déduire les équations des droites asymptotes a la courbe (C)

b) Etudier les variations de f et dresser son. tableau de variation
2°/ a) Montrer que le point A (% ; 0) est un centre de symétrie de (C )

b) Déterminer une équation de la tangente (D ) a (C ) au point A.
c) On pose @(x) = f(x) — 2x +1. Etudier les variations de ¢ puis déduire les positions

relatives de (C) et (D)

3°/ Tracer (C) et (D) dans le repére orthonormé (O ; 7, 7)

B/ 1°/ On considére la fonction h définie sur |0 ; 1[ par h(x) = f(x) -x
a) En utilisant les variations de la fonction h, démontrer que I’équation
f(x) = x admet une solution unique qu’on notera a dans | 0 ; 1[.

b) Montrer que 0,8 <a < 0,9.

2°/ On appelle s la réflexion d’axe A : y =x et (C’)l'image de (C) par s

a) Démontrer qu’un point M(x ,y) €(C’) si et seulement si xe] 0 ; 1] et
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2x =1n (ILJ En déduire que (C’) est la représentation graphique de la fonction g
-y

définie par
02X

e2X 4]

gx) =

- >
b) Tracer A et (C’)dans lerepére (O; u, v) delapartie A/
c) Montrer que le nombre a est I'unique solution de I’équation g(x) = x

C/ 1°/ On appelle I l'intervalle] 0,8 ; 0,9]
a) Calculer g’(x) et g”(x).

b) Montrer que pour tout réel x de I, g(x) est aussi élément de I et que 0 £ g’(x) < 0,3

c) En déduire que pour tout x élémentdelona |g(x)-a| €0,3 | x-a |«

2°/ On considére la suite (Un) d’éléments de I définie par Up = 0,8 et pour tout entier
naturel n Un+1 = g(Un)

a) Montrer que pour tout entier naturel n, |Un+1 -a] < 0,3x | Un-a |: Puis | Un-a |.<
0,1x(0,3) ™

b) Déterminer un entier p tel U soit une valeur approchée de a a 10* prés Donner une

valeur approchée de U, a 10 prés .
ACTIVITEG6:A°) on considére la fonction f(X)=% [Inx = In (1 = x)] et (C) sa courbe dans un
repere (o ;U ;V)
1) a) Df= ?, limites aux bornes de Df
on a f(x)=3{Inx-In(1-x)]
1i§go ‘:' &ng’o‘lDf:] 0511

i — lim \_ _
Llfrg)f(x)—ilpgz[lnx In(L—x)]

f est définie ssi {

Mmoo Ol=—co d’AT
—!(lm)z[ 00-Q]=-00 d’our
lim f(X) =-co0
Xx-0 1
*|1 — h - - —_
!(lm f(x) = !(lmz [INX=1In(1—x)]
=lim=[0 + oo]=+c0 d’ou1
X-12
Iin} f(x) = +oo
X
*j’en déduis les équations des droites asymptotes a (C)
Comme !(irrgf(x) =-00 donc X=0 est « AV » a (C)
)I(in}f(x)=+oo donc X=1 est « AV » a (C)
b) Etude des variations de f puis tableau de variation
on a flx)=; [INx—IN(L =X, =5[]

=1 (1—x)+x

2 x(1—x) )
_ 1-x+x

_2x(1—x)
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_ 1 )
_2x(1—x) d’ou

f'(x) = » (i_x) xeDf f'(x) est strictement croissante

D’ou le tableau :

x |0 1
+
F(x)
F(x) +00

—

2) a) Montrons que le point A(%; 0) est centre de symétrie de (C

A(%; 0) est centre d symétrie ssi f(2a—x) +f(x) = 2b
f(2a —x)=f(2(3) —x)=f(1 = x) ; 2b=0
£(1 = X)+(x)=3 [In(1-x)-In(1-(1-x)]+; [Inx-In(1-x)]
=[ln(1-x)-lnx+Inx-In(1-x)]
=§ (0)=0 d’ou AG; O) est bien centre de symétrie de (C)
b) une équation de la tangente (D) a(C) au point A

on a f'(xX) (X — X)+f(Xo); A(%; 0) ; f’(X)zzx(i—X)

(@) <i-2 B3 ma Jro

2
f’(%) (X — %)+O=2(x — %)=2X—1 d’ou (D) :Y=2x-1 est une équation de la tangente
c)Jon pose @(X)=f(x)-2x+1 ;wariations de @(X) puis position relative de (D) et de (C)

o) =f(x —(2x+ 1)
1

=2x(1—x) B

Q™ =%(:)X) x_ Df2x(1 —x) > 0 alors @ (x) dépend en signe et en racine de 4x* —
4x+1
A = (—4)% — 4(4) = 0alors X, = Xp =— (_—4) =2=1 qou le tableau :
N 2w) T8 2 :
1
X 1
0 > 1

@'(x) - # +
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Position

de (D) et 0} ©
© (©)]

de (C)

Dy =(CQ)

3) Représentation grapl’?,ﬁes de (D) et (C) dans lexepere (O ; J ; ])

10 4

B) 1) soit h(x)=f(x) —x / h est définie sur|0 ; +oo[
a) Variation de h(x) ; soit h'(x)=f(x) -x < h(x) ={(x) - 1 = 2x(11—x) —1=1-2x+2x? / 2x(1-x)

X Dh 2x (1-x)> 0. alers h’ depend en signe et en Racine de 1-2X+2x2 A=-4<0
Ainsi le de h’ est positive ainsi
e Preuve que f(x) =x admet une solution unique noté asur |0 ; 1|

h(x) étant définie ; dérivable et strictement croissante sur|O ;1| alors elle réalise une

bijection sur un intervalle I =]-c0;+ co[ donc admet un unique zéro 10; 1]

soit x le zéro alors h(x)=0 ~f(x) x=0 « f(x) =x
b) Preuve que 0,8 =a <09
On a : h(0,8)=-0,1 et h(0,9)=0,2 ; or ]-0,1 ; 0,2 ]—o0; +oo[ alors| 0,8a=0,9 |

2) soit S la réflexion d’axe A : y=x et (C’) I'image de ( C) par S

a) A-t‘on M(x;y) (C)ssi x ]0;1[

Soit un point M’(x*; y) (C) et S(M) =M’ < {I milieu [M’'M] (4) I et M'M a4

X+X' +y' X+X' +y'
On a . xi=—- ety =% or X=y o —= % o X+X=y +y o X-y=y- X’I

MM (4) Soit U G) le vecteur directeur de (A) alors M'M . U=0 < x-x’+y-y’=0
X—y=y —-x1
X+y=y +x2
Xx=y'
X =y

> Xty =y+x’ d’ou le systéme { 1+2 membre a

membre donne 2x=2y’ <x=y’. Or S(M)=M’ par (4) < { ; ainsi y=f(x) =%[In X —
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0TI,

In(1—x)] < x’= %[In y'—In(1—-y")] qui existe ssi {1 “y>0 A y'<1 y=x

€10;1[ d’ot on a bien :M]C) (o) ESE R |

e A-t-on 2x=In (ﬁ) ??

On a : x'’= %[In y—In(1-y)] < 2x=In( Y

a-y)
@D de courbe (C’) ??
Or 2x=In (ayTy) ) fonction représentatif de (C) <« e = (1_zy) oeX—yeX=y o
e =y(e¥*+1) —  y=g(x) = d’ou (C’) est bien la courbe de g
b) tracer de (C’) et (A) (voir figure dans 1) 3))
c) A-t- on al'unique solution de I’équation g(x) = x
d’aprés I'analyse des courbes (C) , (C) et (A): y=x ; on a : (A)et (C) se coupent. or S(C) =C’
alors (C), (C) et (A) se coupent au méme point et h(a)=0 <« a est I'unique solution de
f(x)=x  (C) < a est I'unique solution de g(x) =x  (C)

) or les variables sont muet, d’ou 2x= In ((1_Zy) )

e Déduisons que g(x)=

C)onal=]038;09
a) calcul de g’'(x) et de g”(x)

a2x

ona gx) = 57

2e2x(e2x+1)_2eZX(eZX)
(e2x+l)2

_ 2e2X(e2X+1_e2X)

A

_ 292X , - , _ 292X
- (82X+1)2 d ou g (X) - (e2x+1)2

g =

ron _ A4e2X(e2+1)"—2[2e2(e2+1)(262)]
*g (X) - (e2x+1)4

_4e2x[(e2x+1)2_2e2x(e2x+1)]
(e2x+1)4
_4e¥ (e +1)[eP*+1-2e2X]
(e2x+1)4
2X (1 —a2X 2X (1 —a2X

=4e(92§<1+16;3 ) d’otr|g"(x) = 4e(ezg<l+1e)3)
b) montrons que pour toutx 1 g(x) |etqueO0<g(x)<0.3
de B) 2) ¢) g(x) = xadmet a.comme unique solutionet 0.8 <a < 0.9
Doncon a 0.8=x<09 « 08=g(xX) <09
Dou g(x) |
*0=g'(x) <03
Variation de g”(x), le signe de g”(x) depend de 1-e*
1-e>*=0 o—e*=—1« 2x=1Inl1 = x =0 alors g’(x) est strictement croissante g”(x) > 0
0.8=x=<09

g(0.8) =0.24>0; g (0.9) =022 <0.3donc
0.24< g(x) =0.22 d’'ou1 |0 < g'(x) < 0.3|

c)A-t-on pour tout x 1]g(x) —a|] <0.3|x —q|
Appliquons le théoréme de l'inégalité des accroissements finis
19(X2) — 9(x1)| =< Kklxz — Xq]
Onag(x)=x; g =a;x;=a; X, =x; k=0.3 ainsi
19() — 9(@)| < 03Ix — al d’ot1 g6 — af < 03] —al]
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Ug = 0.8
Up+1 = g(un)
a) montrons que pour tout entier n on a :
lUp+1 — 0| =03 |u, —al| puis |u,—a] <01 (0.3)"
Appliquons le théoréme de l'inégalité des accroissements finis :|g(X;) — g(X1)| < K|x» — X1
k=03;X,=uU,; X =0
l9(un) —g(a)| =0.3|u, —al d’'ou
|Up+1 — o = 0.3|u, —af
e |u,—al=<0.1(03)"
|un —al = O-\?’lun—l —af

2) soit (un) | par :{

lu, —a] < 0.3|u; —a
lu; —a] < 0.3|ug —af

lup —af = (0.3)"|up — a
En encadrant aon a :
0.8=0=<09¢—-09=<—0=<-08
08—09=<uy—0a=<08-08
0< |ug—a| =|-01]
0< |up —a| = 0.1 dou ||u, —a] <0.1(0.3)"
b) Déterminons un entier naturel P tel que Uy soit une valeur approchée de o al0~* prés

On a |u, —a| =0.1(0.3)"¢ u, est une valeur approchée de aa 0.1(0.3)" prés

0.1(03)" =< 1074
1074

03)"<=— = (03)" <1073

In (0.3)" < In (10)~2
nin(0.3) =— 3In(10)

—31n (10) ) . N
= n0s n=>573Dou P=6

Ug est une valeur approchée de aa 10™# pres
*une valeur approchée deug

g(xX) = X5 Unsa = 9(Up)

Us = g(Us)

*u; = g(up) =038
u, =g(uy) =08
uz =g(up) =08

us =g(u3) =08
Us =g(uy) =08

ug = g(us) = 0.8 d’ou

1-x
ACTIVITE7 : A.// Soit la fonction numérique f définiepar : f(x) = In (l_j et (C) sa courbe
+X

représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; ;,j ). Unité 2cm. 1°/
Déterminer 'ensemble de définition de f.
2°/ Démontrer que (C) admet deux asymptotes dont on précisera les équations.

3°/ Calculer f ’(x) puis dresser le tableau de variation de f.
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4°/ a°/ Démontrer que (C) admet un point d’inflexion I dont on déterminera les
coordonnées. Donner I’équation de la tangente (T) a (C) au point I (1pt)

b°/ Etudier la position de (C) par rapport a (T)

5°/ Tracer (C) et (T) dans le méme repére (O ; ;,j) du plan.

0
6°/ a°/ A l'aide d’une intégration par parties calculer l'intégrale I =j . f(x)dx

2
b°/ Calculer en cm? l'aire de la partie du plan limitée par (C), (T) et la droite d’équation
1
% =——
2
T
B.// Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]JO ; E | par

h(x) = E f(cosx) ou f est la fonction définie en A.//

T
1°/ Vérifier que h est la primitive qui s’annule en — de la fonction g définie par g(x) = —

sinx
7
2
2°/ Calculer lintégrale K = j —dx. ; 3% Soit (Iy)n e IN la suite définie par : I
7 SInx
3
i
2 cos” x
= dx
7 sInx
3
z
. . 2 n .
a°/ Calculer Ig ety ; b°/ Calculer l'intégrale cos” xsin xdx
T

3

c’/ En déduire I'expression de I — I+9 en fonction de n puis calculer Ip, I3, I4 et I5.

ACTIVITE7 A.// Soit f(x) = ln(g) et (C) sa courbe représentative , u.a=2cm

1) Dg= ??
1+x#0
f est définie ssi { 1—x -
1+x

D 1+x#0 =>x# -1
@avec N=1-x et D=1+x

onaﬁ>0=>{1—x>02>x<l

14X 1+x>0=>x>1

X -0 -1 1
+00

N + | + | _
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D - + +

NND - [ ]

D’ou [Df=]1—1;1]|

2) Preuve que (C) admet deux asymptotes dont on précisera les équations

. . 1- 1+1 2
*lim (0 = lim In2)= In(5) = In(5) = +o

Alors x = -1 est asymptote vertical a (c)
im fx= 1im I = nd)= -
* !(Im f(X)— )l(lm ll’l(m) = 11’1(2) 0

Alors x = 1 est asymptote vertical a (C)

3) flx) =7
_ 1-x, _ _ -1 1 _—A+0-Ax)_| 2 _ ¢
On a f(x) = ln(m) => f(x) = e f(x) = TSy Pk f(x)
x Df , on a f(x)<0 donc la fonction f est décroissante d’ou le tableau :

X -1

1
(%) -
flx) |+ \

-00

4) a) Preuve que (C) admet un point d’inflexion I dont on déterminera les coordonnées :

0(1-x2)—2x(-2) _  4x
(1-x2)2 1-%3)2

Posons {’(x)=0 Alors ﬁ=0 =>4x=0=>%x=0

On a f(x)=1n(%) => f(0) = In1 =0 => y = 0 alors (C) admet un point d’inflexion I(O ;0)
*(T)= ??? a (C) au point I :

On a (4) : y=f(0)(x-0)+{(0)=-2x; est ’équation de la tangente a (C) au point I
b) Position :

On a fi(x)= — => f'(x)=

Posons h(x) = f(x)-y =In=)+2x

Etude de h :
-2 ) —2+2(1=x3) _ —2+42-2x2  —2x? _

On a h'(x)= PRy = o+ = ~2260 - h(x)
x € Dr on a h’(x)<0 d’ou le tableau :
X -1 0
1
h’(X) - | +
h(X) i —
Signe h(X) + -
Position de (C) ©) / (M /
par rapport a M ©)
(T)

S) Tracer de (C) et (T) :
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-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16

=10

-12

6)Par partie on a :
-0 = O (A . = Inf=) = U= 2 =1=>V-=
I= ! fe)d(x) = ! In (1+X) d(x) ; posons U= 1In(—)=U e etV=1=>V=x

1+x
1-x 0 —2X
Donc I=[|n (m) ]81 - _1/2mdx
2
I= [xln(g)](ll,2 — [In(L— x?)1%,,, Tapez une équation ici.

I=[o- (- éln(i—f))l ~{in1-In(1=3)

3
e 3
I—Zln(%)+ In(3)

1=§1n3+1n3—1n4 =l = §|n3-|n4

b) L’aire de la partie du plan délimité par (c) ; (T) ; x=—
_ 1

L’aire est (D) : {X 2

©: (M)

AD) = A (f00 —y)dx = 1feodx— “ydx &
2 2 2

A(D) = 2In3-In4 + 2[x2]2% =2In3-In4+2[0— 7] ©

A(D) = 2In3-In4 —3 = %4(3In3 - 1) -In4 = [; (3In3 - 2In4)] x4cm? &

6
A(D) = 2(3In3 -2In4) cm? = In3° -In42 d’ou |A(D) = In (5;)em?

1—COS(X))
1+c0S(x)

B.// on a h(x) = %f(cos(x))%ln(

BEYDI DIARRA 75352408
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1)Preuve que h(x) est la primitive de g qui s'annule en 7 = tel que g(x)=———

SIN(X)
On gy = b hy =
h'(x) = l (1+cosx))sin 1<X>szi2n( SO (1—cos (x))
O R e LTS

12sin(x)y _sin(x_ 1 _.,
2\sin2(x) ) = sin2(x) sm (x) h'(x)
Ainsi h (g)=§1 n (=31 (1)
D'ou h (E) =

2) Calculons K= r?

sin (X)d

1S n |_1
. _ > 1 1 ®y]2
On sait que g(X)dx = h(x) donc K= %?g(x)dx [?In (1+zzz (i) )] 2 = (In (D).In ( )l
1
o-u()
2
Lo 2haas _1
K=- 21n(3) 21n3 >K=2 In3
3)Soit (I,) avec n € tel que (In) :
[ = écos”x
T3 sin
a) Calculons Io ;I
S dx => I rz ) dx = |K = Lin3 =1
O_3sin(x) _3sm() 0= g 2 — 0
1= 22 dx= [In(smx)] =In1 - I <=> {1, = -In(¥)
b) Calculons 1_12 (cos”xsmx)dx
3
- P U, n _ cos™ @ — (Lyn+1 1
Posons qn = %?(cos xsinx)dx = — %?— (sinxcos"x)dx = -~ ]n = -[0--2 2] &l = (E) x —
c) *En déduisons Iexpression de In = In+2 en fonctlon de n
5 Cos"+2 cosx  cos™Px, ,
On a lp4o= ;? o 2dx alors In — In+2 = 7 (Sln T )dx=>
cos"x—(cos"xcos?x) cos™x(1—cos?x) cos"xsin?x)
In= T?( sinx Jdx= 3 ( sinx Jax= 1 ( sinx Jax
= 7 (cos"xsinx)dx d’ot1 |l — lp+p = O, = (3)n+1 x L
3 2 n+1
*Calculons Io; I35 14et 5
*Pour n=0 on a : lg = l=Gp=> I = lp_g,=>l,= 3In3-(;)? => |I, = 3 (In3 — 1)
Nel 1 1+1 1
Pour n=1 on a l; — I3=q;=>I3=1; — q1=>I3=—1n(7)— ( 5) X
V3, [ 1\% 1 V3, 1 V3 1
= —11’1(7)— ( E) XE = —11’1(?)— 3 donc |3 = |n7 —g
1 1 1
*pourn=2onal, —l,=Ql;, =1, —Q5 I4=§ (In( 3)-1) _[(5)3 §]=>
_1 FE]
4 =2((n(3) — 2)
_ _ V3
*Pourn=3onal; —lg=Q3<lg =13 —3 & Is=- (In( 7)—
1 A 1 V3, 9 V3 9
5= G 7=—n(D+ ) slls == (Un()+ )
33/1
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ACTIVITES : A-// Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie sur |0 ; + o[ par
flx) = e*Ilnx

1°/ Déterminer la fonction dérivée de f et vérifier que f’(x) a méme signe que g(x) = — Inx +

1

X

2°/ a). Etudier les variations de g et montrer que I’équation g(x) = O admet une solution
unique a comprise entre 5 et 2. b). Quel est le signe de g(x) sur chacun des

intervalles : |0 ; al et ]Ja ; +o].

24

e
3°/ Verifier que f(a) = et déduire de l'inégalité E < a < 2 un encadrement de f(a

4°/ Achever l'’é¢tude de la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repeére
- >
orthonormé (O ; 1, j)

B-// 1°/ Montrer que l’équation g(x) = O est équivalente a I’équation h(x) = x ou h est
1

la fonction définie sur |0 ; +oo[ par h(x) = .€~*
2 1
el

O |
IA
.
£
IA
|
I
o
\S]

3
2°/ a.) Calculer h’(x) et vérifier que VXE[E ; 2Jon a i —
L o ) 3
En déduire qu’il existe un réel k €[0 ; 1] tel que VXE[E ; 2], |h’(x)| <k

b.) Prouver que pour tout couple de réels (X, y) choisis dans [5 ; 2lon a |h(x)-h(y)| <k |x-vy]|
3°/ Soit (Uy)la suite définie par Up = 2 et Vne , Up+1 = h(Uy).
3
a.) Montrer que Vne , Une[z ; 2]

b.) En appliquant a (U ; a) l'inégalité établie dans 2°/ b.), prouver que Vne

5 |Un+1 —Cll < klUn_Cll

c.) En déduire par un raisonnement par récurrence l'inégalité :

Vne , |Un-a| < k"|Up - a| et montrer que la suite (U,) est convergente. Quelle est sa
limite ?

4°/ Montrer en utilisant les variations de h que Un+1 — a et Un— a sont de signe contraires.
En déduire que a est compris entre U, et Un+1 . Donner un encadrement de a d’amplitude
102,
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C-// On se propose de déterminer toutes les fonctions définies et deux fois dérivables
x—-1 _
sur]O ; + o[ solutions de I’équation différentielle : (E) : y” + 3y’ + 2y = ——¢e ¥

x2

1°/ a.) Vérifier que la fonction f définie dans la partie A-// est une solution de (E)
b.) Résoudre l’équation différentielle (E’) : y*> + 3y’ + 2y = 0

2°/a.) Soit g une fonction deux fois dérivable sur]O ; +o[. Montrer que g est une solution
de (E) si et seulement si g—f est une solution de (E?).

b.) En déduire toutes les solutions de (E).
ACTIVITES :A//Soit f(x)=e™*Inx , Df=]0; + oo]
@Détermination de f(x)

On a f(x) =e™*Inx qui est sous la forme UxV alors :

] — 1 _ _ 1
f(x) =—e XInx+;e X=e X(—Inx+;)

. 1
f(x) =e™ (— Inx+;)
x€]0; + o], e™* > Oalors f ’(x) dépend en signe et en racine de (— Inx + %) or g(x) = (— Inx + %)

ainsi f’(x) a méme signe que g(x).
®a) Etude des variations de g.

On agx) = (— Inx+§)

eDg=]0; + oo]
. o 1\ _
o Ilgng(x)—llgn( Inx+X) =+ oo
. T _ l -
* limgeo = lim(~nx+3) =<
. g’(x)=—§—xi2 = _);2_1 =— (X:—Zl) on a x2>0 donc g’<0, d’ou le tableau
X 0 a
+oo
g'x) A R
gx) || oo :

—00

Montrons que ’équation g(x)=0 admet une solution unique o€ E 2[
D’aprés 'analyse du tableau on a g(x) définie dérivable et strictement décroissante sur]0; +
oo donc elle réalise une bijection de]0; + oo[ sur|—oo; + oo[ de cet fait g(x)=0 admet une
unique solution a /g (a) =0
g £) =0,26 et g (2)=—0,19;9(2) x g (3) < 0donc (3) < a < 2
b) Signe de g(x)
D’aprées I’étude du tableau :
» Six ]0;a], g(x) =0
> ioSixe€]a;+ oo , g(x)<O0
OA-t-on f(x) =— ?
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Onag(a)=0 —In0(+%=0 Inazé orf(a) =e %Ina avec Inazédoncf(a) =

Pour a =

Le—ad'ou
“ —a
e
f(a) -
Déduction :
3 1 1 _2
" gsu<2 5<<30 3
. §<o(<2 —2<—o(<—§ e2<e<e2(Q
3
Dx®) 2 20y 3
2 a 3 -2 2672
< f(a) <
OAchévement de I’étude de f 2 3
> f(x)=e™*Inx , Df=]0; + oo]
> limf(x) =lime™ =— o ;lime™ =0
0 0 L +o00
oy — ox 1
» f(x)=e ( Inx+x)
b:¢ 0 a
+o00
f(x) + | 4
f(x) f(a)
3 \
0
2;f(2) =0,09
1
B) @A ton g(x)=0 h(x) =xavech(x) =exetDh =]0;+ oo ?
1 1
On a: h(x) =x ex=x ==Inx

g(®)=0 —Inx+==0

=Inx ;®=@dou

>
X | =

gx) =0 hX) =x |

®Ma) h'(x) =?

BEYDI DIARRA 75352408
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1 ' 1 1. 1
On a h(x) = ex h (x) == a8 dou h'(x) =—ex
X

x

3 4 2 . 1 1
% Preuve que XE[E;Z],—ge 3<h() S

0 3< <2 <x2<4 1<1<4
na-—<x< —=x< —<===
2 . 4 47 x279
1 1
S<ax=2 i1<i<? g<e=es
2 2 x" 3
QL)
11 11 42 1 _1 _4 4 2 1 1 11
—ee<=ex<-e3 < - ——em<<—=ex<—=-e2 d’
4e _xzeX_Qe 4~ x27 9 9e — xzex_ 4e d’'ott
4 _2 . 11
——e 3<h(X) S—Zez
< K=7?/|n(0| < kavec ke[0; 1]
. . 4 2 - 11
Du résultat précédent ona:—_e 3<h(XX) <—=e2

4 2 - 11 11 - 4 2 . - 4 2
|—5e 3=h(x)=s—ze2| Je2=<|h'(x)| =;es de ce résultation peut deduire que |h'(x)| = ;e3
d’ou 5
b) Preuve que pour tout couple de ré k=§ e | el'(x;y)€ E, 2] ona: |h(x) —
h(Y)| =klx—yl.

En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction h aux bornes de [X;y]

e [ h6) = h(h= Kx—y[ = |
= X) — < X—

a)A-t-on n U, E 2] ?
Soit la fonction (P,): Uy+1 = h(U,)avec gs Up,<2

On a : pour n=0 gs Ug=2o0rUy=2 gs 2 <2 vraie donc Pg est vraie.

Supposons que P, soit vraie et démontrons que P,;;est vraie orUp+1 = h(U,) et
h(x) est décroissante donc h(2)<=h(U, <h G)

1,6 =h(U,) < 19 gs 16 <hU,) =19=<2

gs Upsep =2dod n  ; dou

3
w52

b) En appliquant le théoréme de l'inégalité des accroissements
finis a @ b)

aux bornes de [U,;a] a-t-on: |[U41 —a| = k|U,—a] ?

On sait que : |h(x) =h(y)| < Kk|x —y| ainsi pour x = U, ety = a
. _ _ h(Un) = Un+1 [P

On a: In(Uy) ~ (@] = ki, —alor ' %~ "+ dou

|Un+1 - CXI = klun - CXl

% Par récurrence a ton |U,—a| <k"|Uy— q]
On a: pour n=0 [U | < k|Ug —q

n=1 _|Us= a| < k|U;—T|
(43 3 3 3

—2 4‘):/6@ kl@/
1 [0,

—a| = k|U,_; —&"En faisant les produits membre 4 membre
| [Up—a] <k"[Ug —al |
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% Preuve que (U,) est convergente
On a :|U, —a| =Kk"|Ug — 0 Iim k"|Ug—al| = Iim (%)n |2 —a

Dot limk"|Up —a| =0

Donc est +oo

D A-tonU,,—a=—(U,—a)?

Soita [U,—;;UpJona:U,i<a<U, hU,) <h()=<h(U,_1)

Un+1 —as O
U,—a=0

convergente.

U1 <a=sVl, Upg—a=s0=sU,—qa { donc

Un+1 €tU,, Sont opposés en signe.
Donnons un encadrement de o d' amplitude10~2
On a: |U, —a] = k"|Uy — qf

1
U —al = 5(0,86)'1

C) (E):y +3y +2y= XX_—Zle‘X

@a) A ton dans A // une solution de (E) ?

De A// f(x) =eXInx donc on a f selution de (E) ssi : f'+3f +2f =
XL ox orf(x) =e*In : X + le

2 - f) =— Inxe™ " x

1 1 2

- f(x) = e‘X(i— Inx) etf'(x) =e™* Inx—%e‘X —ce—eX o f(x) = e (Inx—;—xiz) donc
" “ 2 1 1
F+3f +f= e‘X(Inx————Z) +3e‘x(—— Inx) + 2e7*InXx

X X X

- 2_ 1.3 x(1_ 1\ _x1__
=e X(Inx————2+——3lnx+2Inx)=e X(———z)z—ze X
X X X X X X

x—1

Ory’+3y'+2y="TeXetf +3f + 2f =“2e™ donc

f'+3f + 2f =y + 3y + 2y D’'oul f est solution de (E).

b) Résolution de (E) :y +3y +2y =0

Onay +3y +2y=0- EC=r’+3r+2=0
a=1,b=3etc=2,A=b’—4ac=9-8=1

_—b-vA -3-1_ 5 ot _—b+vA -3+1
| T 722 2 thTTa TT 2 T
dou — —2X =X
X) =Ae " +Be ";AetB . .
®a) A ton | ye) | g solution de (E) ssi ( g-f )est

solution de (E) ?
On a : f et g solution de (E’) ssi
g +3g +2g=0etf +3f +2f =0 donc
{g" +3g +29=0
f'+3f+2f=0
D-@g +3g +2g—f +3f+2f=0
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(" =f)+3(g—f)+2(g—fH=00r (E) :y +3y + 2y =0 donc (g-f) est solution de (E’)
d’ou g est solution de (E).
b) Déduisons toutes les solutions de (E)
On a (g-f) solution de (E) donc les solutions de (E) sont du type :

| g(x) = Ae"® + Be* + e *Inx |

ACTIVITE9 :
1°/ On considére g, la fonction numeérique de courbe représentative (I') définie sur IR par

g = :
ex—l

a)Calculer la limite de g en +w et en —

b) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.

c)Tracer la courbe (I') dans un repére orthonormal du plan, en prenant soin de tracer la

tangente a l’origine.

2°/ Soit h la fonction numeérique définie sur R par h(x) =

x-1
xe .

a)Etudier la dérivabilité de h en O et enl.

b) Donner une méthode permettant d’obtenir la courbe (I”’) représentative de h sur] — ; 1]
a l'aide de (I).

c)Etudier les variations de h et dresser son tableau de variation

d) Tracer (I") ainsi que les demi — tangentes a (I) aux points d’abscisses O et 1 dans le
méme repére que ()

3°/ Soit la suite (Uy) avec n un entier naturel non nul défini pour tout n par

1
Un = lj(l—x)nexdx.
n!o

(On rappelle que n!=nn-1)(n-2)(n-=3) .......... x3x2x1 avec 0! = 1)
a) Calculer U;.
b) En utilisant 'intégration par parties, exprimer U, en fonction de U,-; pour

n
n 21. En déduire que Up—e = Y,

1
— our n =1.
- (k!)p

0
ACTIVITE9 :

1) VxeR, h(x) = |xer‘r_ﬂl

a) Etude de la dérivabilité de hen ¢ et 1
Ecrivons h(x) sans le symbole de la valeur absolue prenons x —1 =0 ==x=1

X —Ca 1 +oo
x—1 - 0 +
|x — 1] 1—x x—1
h|x| lxe =] lxe* 1]

Pour x€ ] — oo 1 [A(x) = |xe’ |

xel ™ =0x=0etVx € Re' ™™ = 0 d’ou le tableau

X —0o0 ( 1
X - 0 +
h(x) —xeX~1 | xel™
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Pour x€ [1, +oo [h(x) = [xe* 2|

X 1 + o
X +
h(x) xex1
Ainsi en les combinant dans un méme tableau on a
X —00 0 1 +oo
X - 0 + 0+
h|x| —xe % xel™ xe* 1

Pour x €] —o0,0],h{x) = — xe'™

Pour x € [0,1],h(x) = xe'™

Pour x € [1,+o0 [[h(x) = xe*?

Dérivabilité en @

h'(o) — h(o — xel™x
IimM:Iim =lim—elX =— el = —¢

Xx—0

r =0 ¥ =0 x =0
_h(@—h() . —xe™
[im——————=—=1lim =lim e-= ¢

Xx—0
xr =07t ¥ =0t |
R (2)— hlxa) o R — hixe)
D’ou h n’est pas variable en o carlim% # lim %
H— 07 )

Dérivabilité en 1
 h' () = h(xo)
lim————=
x—1
x—=1 =1
Soit f(x) = e* alors f(1) = 1
f(x) = e Lalorsf'(1) =— 1
Jx)zl—(x—O)z 1—-x+1=2-X

h'(x) — h(x1) _ xel™ -1

lim
! x—1 XxX—1

. ox(2x—a7l N o e S e o
Selon lim ———=lim =lim
— A x—1
x—= 1 x =1 x =1
X —1)2 h'(1) — h(1
Iim(x_l) = lim—(x—1)n=0 => Iim%:
x—=1 x =1 x—=1
Foras EN x—1_
- lim % = lim x:_l ! soit k(x) = e* talors k(x) = 1
x =1t x =17 E(x)= e*talorsk'(1) = 1

2—
alors lim x—ll limx + 1 =2 d'ou h n'est pas derivable

x— 17 x =17 non plus en 1carlim # lim
x—=1" x-—=1°%
b) Une méthode permettant d’obtenir (I') de hsur]—eo,1] a l’aide de (T)

x—z —g(.'l.'}

Pour XE] — oo, ﬂ] h (_'X,'} = — xei_-x = EL —

40/1
BEYDI DIARRA 75352408



alors (T') est le symétrique de (I)par rapport a (ox)
Pour xe] — oo, ']_] h (x} = — xel-.}t’ = Ef_x = —g(x:} ﬂ.IGT‘S (I‘r} = (F}

c) Etude des variations de i et dressons son tableau de variation
AX)=?
- Pour x€] —0,0] h(x) = —xel™* == h'(x) = —el™* +xel e (x - 1)

X — oo 0
h'(x) < 0alors h

N () - \

IS

- Pour x€[0,1]h(x) = —xe'™ alorsh'(x) = —e!™ —xel?®= * (1 —n)

X 0 1
h'(x) = 0 alors h/
h'(X) +

h(x) /' - Pour

xe[1, +oo[h(x) = el alorsh' (x) = e?™ 4 xe* 1= " 114 x)

X 1 +0o
h'(x) = 0 alors h/
N |+
h(x) / Tableaude variation de h
| X | —oo 0 1 +co
N Il
h(x)

2) Soit la suite (Un) avec n un entier naturel non nul défini pout tout 7 par :
_ i X X
Un—ﬂ? fn[l—x} e*d
a) Calcul de Uy
1 pr . r
Up= 7 fU{I —x)e* dx = fn[l —x)e* dx

Posons U=1—x == U' = —1
V'=e* =>V=e"alors Ul= [UV]y— [, V' Vxdx => U, [UV], —
P P
IU le dx
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== U; = [e* —xe™+ e”];
== U, = [2¢* —xe*];
=2e—e—2

=>U; = [(1 —x)ep +
0

=>U; = [e* —xe* I+ [

===¢g—2dou

1=

-2

eXdx

b) En utilisant l'intégration par partie exprimons U,_; en fonction de U, — 1 pourn = 1

Uo

1 I .
OnaU; — fn[—x)"e"‘ dx posons U— (x — 1)" ==U'= —n(1
Up = ([(1 = )&y — [, —n (1 — )" e*dx
= i[[[l—x}e ——f —n(1—x)""1!e¥dx
U[[{l—x}e +;fn—n[1— )" e¥dx
= ﬂ— [—1) —I—— f (x — 1)1 edx
___1 n—-1 _x
= ﬂ[ﬂ g f[x 1) e*dx
___1 mn—1 .x
_‘J‘t' m—1}! f[x ) dx
- = _ -1
—m+U1 1d'ou =—+
Déduction de U, — e = ,, UE(?T)
1 —_
Up=s 7t Un =2 Ui = o0+ Uo
o e
U3: ? Uz
-1
YT gt
U, = ;—I + U,, — 1 en additionnant membre amembre on a:
=111 1 1
R TR T TR b i B
== Uo = %J;exdx= ["]y Uo=e—1
n 1
Up = Z(__)+e_1
k=0
<=>U,—e= O' “(__
k=
<=>U,—e= z(— |)douUn—e— z(——
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