Dénombrement probabilité

A) Dénombrement

1)

2)

3)

Ensemble fini : Un ensemble est dit fini lorsqu'on peut connaitre le nombre
delements de cet ensemble.

On appelle cardinal d'un ensemble le nombre d'éléments de cet ensemble.

Exemple : Soit Eun ensemble & n éléments alors ©ordik | = u

Card @ =10

Soit * une partiede & I'ensemble des éléments de E qui n'appartient pas
a -\ estappelé le complementaire de -* dansE noté

A
Cp=A={xeFkE : xg A}

E

Si (8= 2 alors A et B sont disjoints.

Une famille de sous — ensembles de E deux a deux disjoints dont la réunion
donne E est une partition de E.
Propriété :Etant donné deux sous-ensemble Aet B de 'ensemble E, on a:

*card(AUB)=card(A) + card (B) —card( A M B) _
FAOA @ e AUA - B (desta-dire M A forment une partition de
*ANB=AUB; AuB=AnNDB ; card(P(E el |

Produit cartésien : Soit AetE deux ensembles. On appelle produit cartésien
de AetB l'ensemble des couples (o b
eestnoté-* < & ;onlit« Acroix B ».

tels que « © A ot h o B Cet ensembl

Propriété : pour tous ensemblefini AetB, ona:

l"'.l.'1il:_ll. « Bl CardA x CardB i
Exemple : Un damier comporte 10 lignes et 10 colonnes.

LE nnmbre dE case est Caml (E x| {‘ardlk = (ardl [ LidS

P — uplet d'un ensemble : Soit E un ensemble a n élements et p un entier na
turel non nul. On appelle p — uplet de E tout élément de £

Exemples :

- 1e2) s (8eR) o (200) sont des couples de 1Y
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(i (L ey ety 2 (1212 1) - gont des triplets de 'ensemble
.:|| |'I.

s B PP estundix — uplet de l'ensemble (P F
correspond, par exemple, a un resultat de lanceés conseécutifs d'une piece de
mannaie (pile ou face).

Proprietes :
-Le nombre de p — uplets d'un ensemble & n éléments est

- Le nombre d'application d'un ensemble a p éléments vers un ensemblea n
elementsest * .

Exemple 1: Soit =~ 11234551

Le nombre de triplets de Eest 7= 127 _ Autrement, dit il existe 125 nombres
de trois chiffres distincts ou non écrits avec les elements de E.

4) Arrangements : ScitE un ensemble a n elements et p un nombre entier natu

rel non nul tel que » = * . On appelle arrangement de p éléments de E toutp
— uplet d'éléments de E deux & deux distincts. |l estnoté '+ .

-'I|'|I' [0y B x B \.- i 1 121l x 1l x0x 8
Notation factorielle : Pour tout entier naturel n, #' — nin— Tl = 20w 2
Par convention ! = |
ExEmEIE: 1! [ : hi oxdxdx2x1 120 )
Propriéte : Soit n et p deux nombres naturels nonnuls tels que " = @ . On a
Al =

P!
5) Permutations : Soit E un ensemble a n élements. On appelle permutations d
e E tout arrangement des n élements de E. On deduit de la propnéte precéde
nte que le nombre de permutation de E est »'
Exemple 1 : On se propose de déeterminer le nombre de fagons de disposer 5 drapeaux
de 5 pays différents sur 5 mats prévus a cet effet.
Il'y a autant de fagons de placer les drapeaux que de permutations de 5 drapeaux ; do
nc ' c'estda-dire 120 facons.
Exemnple 2 : On appelle anagramme d'un mot, tout mot forme avec les lettres qui le co
mposent ( par exemple, LACE, ECAL sont des anagrammes de CALE)
Déterminer le nombre d'anagramme du mot AFRIQUE.
Tout arrangement des 7 lettres distinctes formant le mot AFRIQUE est un arrangement

de ce mot. Il en existe donc 7 M
6) Combinaisons :

N I
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SoitE un ensemble a n éléments et p un entier naturel tel que " = » . On appelle combi

naison de p élements de E, tout sous ensemble de E ayant p eléements.

Propriéte : le nombre de combinaisons de p éléments d'un ensemble a n éléments, not
& i Ay !

e's Jesttelque I Pln- P!

Exemple 1: On désire selectionner & joueurs parmi les 15 membres d'un club pour con

stituer une equipe de volley — ball. Déterminer le nombre de sélections différentes que

l'on peut former.

7=
=" 5005
G s O

Exemple 2 : Une assemblée de 12 personnes se comporte de 5 hommes et 7 femmes.
Les membres de cette assemblée se proposent de designer un comité de 6 personnes.
De combien de fagcon peut-on constituer un comité comprenant

17} seulement deux hommes ?

2%) au moins une fernme ?

B) Probabilité

1) Probabilité d'un événement :

1) Définition : Soit @ 'univers associé a une experience aléatoire. Une probabi
lité sur 'univers © est une application Pde %! vers V1. qui & toute par

tie A de! associele nombreréel ') appelé probabilité de I'évenement
Aet qui verifie les conditions suivantes :
- la probabilité d'un évenement est la somme des probabilites des évenements élé
mentaires qui le constituent ;
- La probabilité de I'evénement certain est 1
- La probabilité de 'evéenement impossibleest 0

Propriété : Soit ¢! 'univers (ou I'événement certain), A et B deux événements élémenta

resde . Ona: Pt~ P{@)=10 P(A)+P(B)=1
PIAUB)=P(A)+P(B) -P{ANDB) :

Si AetB sontdisjoints alors 140 B = PiA+PH)

PiA 1 -P(A s Aest | & vé pement contraire de A

2) Equiprobabilité :
- Lorsque les évéenements élémentaires d'une expénence ont la méme probabilité,
on dit qu'il y a équiprobabilité.
- Les situations d'equiprobabilite sont généralement suggéerés par des expression
s comme: « dé parfait », « dé non pipé », « piece parfaite », « boules indiscemable
s au toucher », « cartes bien battues », « tirage au hasard » ...

Propriété : Soit P une probabilité definie surun univers ©1 . Dans 'hypothése d'éq
[arad A
|' -'|.|

uiprobabilité, pour tout événement Aona : Cardt!]
Remargue : Les eventualites de A sont appelées cas fawnrables et cellede () cas

PiA o bee de ecas Tavorablies
1A

possibles. On écnt souvent nombre de cas possibles

] I
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Exemple : Eln jette un dé ordinaire non piqué. Soit £ I'ensemble des résultats possible
stelque: £2 =11,2, 3,4, 5 6} L1 estappeleunivers ou population.
a) QUEIIE est la probabilité d'obtenir un chiffre pair ?
b} Quelle est la probabilité d'obtenir exactement le chiffre 37
c) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre inféreura 1 7?
d) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre inférieur ouégal a6 ?
1} Probabilité conditionnelle, événements indépendants :
1) Définitions :
al Soit AetB deux événements de probabilités non nullestels que A 71 B
La probabilité de réalisation de A quand B est réalise s'appelle probabilité con

ditionnelle de A par rapport a B ou probabilite de A sachant B.
" II' l|| Ijl
P(A/B)=Puy( A)
' P(B)
by Deux événements A et B sont indépendants si la réalisation de l'un ne modif

e pas celle de 'autre. On a:

{f’;:l A)=P(A) Pi AnBi=P( A P({B
r'_||' r= r'l. r=l S F 4 1

2) Variable aléatoire : On appelle variable aléatoire X surununivers ©@ toute
applicationde ©@ vers Il _Lensemble des valeurs prises par X , note

A= s sl et s'appelle funivers image de © par X
A=) désigne I'évenement « X prend la valeur i ».
Lol désigne I'événement « X prend une valeur strictement inférieure & o

B,

3) Loide probabilité d'une variable aléatoire X
On appelle loi de probabilité d'une variable aléatoire x la fonction :
Pox s PIX =20 qui atoute valeur image si associe la probabilite /i~ ' ==
N.B : Une loi de probabilité se présente sous forme d'un tableau de valeurs
P(X =x | F,

—
Aveg Pi#Ps+Ps++P,=1
4) Fonction de répartition d'une variable aléatoire X
On appelle fonction de répartition de la vanable aleatoire ¥, la fonction F définie sur R

."..i X

par
Fx s P(X<x

N.B:Si*= X <x.. glog FIX) =P 4Pyt op

En particulier: F(X) =0 pour & <%« FIX =1 poyr ¥ =%,

La fonction F est une fonction en escalier, croissante de Oa 1
11}  Valeurs caractéristiques d'une variable aléatoire :
1) Espérance mathématique X : On appelle esperance mathéematique de X, le

nombre X =E(x)tel que: X = E(X)= T‘F’x-F’x +Px.+....+PBx,

2) Variance : On appelle variance de x le nombre réel positif noté '/ et défin

] I
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ipar:

V(X)= ZR(X, - E(X))* = R(X - E()"+ P,(% - E()" + ...+ P,(x, - E(3)’

'—1
Ou VIX) = E[(X-EX))] oy VIX)=EQL) - (Ex)
OuV() = (Bx + P +.....+ P x)-(E(x)
3) Ecart - type: On ppelle ecarttype laracinecameée dela vanance. Onla note »
tel que 71 Y
Exemple 1:uneurne contient 5 boules blanches et 3 boules noires indiscernables au t
oucher. On tire simultanement de l'ume 3 boules et I'on considere la vanable aleatoire

X definie par « nombre de boules noires parmi les boules tirées »
a) Quelles sont les valeurs prise par X ?

by Déterminer la loi de probabilitéde X.

c) Calculer 'espérance mathématique, la varance, I'écart — type de X.

4) Epreuve de Bernoulli :
On appelle épreuve de Eemoulli toute épreuve ne conduisant qu'a deux éventual
ités. Lune de ces deux éventualités est appelée succes avec pour probabilitép e
t l'autre echec avec pour probabilteg=1 - p.

5) Loi binomiale :
Soit une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. Soit P la
probabilité du succes etg = 1 — p celle del'echec. Soit x |a variable aléatoire dés

ignantle nombre de succes La probabilité d'avoir exactement k succes est :
P(X =k =Cpqg*

Exemple 2 : Soit le tableau ci — dessous donnant la loi de probabilite de fabrication de
voiture d'une sociéte

| X 0 1 2
‘ P{;.:: xi] 2 4 1
7 7 7

a) Calculer 'espérance mathématique

by Calculer la variance puis en déduire I'écart - type

c) Donnerla fonction derépartition de la variable aléatoire X de cette loi de
probabilite puis faite sa représentation graphique.

6) Epreuve de Bernoulli: on appelle épreuve de Bemoulli toute épreuve ne con
duisant qu'a deux éventualités. Lune de ces deux éventualites est appelée s
ucces avec pour probabilite p et l'autre échec avec pour probabilite
i | p

7) Loi binomiale : soit une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indép
endantes.

Soit P la probabilitédu succés et 1 = ' P celle de I'échec.
Soit x la vanable aléatoire désignant le nombre de succes.

La probabilité d'avoir exactement k succésest: I (X = k)= pla™
Exercices d'application :
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Exercice 1:

Soitle tableau ci — dessous donnant la loi de probabilité de fabrication de voiture d'un
e sociéte

X 0 1 2
F'{;.: = :':i} 2 4 1
F Fi Fi

d) Calculel'espérance mathématique
e) Calculela varance puis en déduire I'écart — type
) Donne la fonction de répartition de la variable aléatoire X de cette loi de
probabilite puis faite sa représentation graphique.
E
Exercice 2 : on suppose que la probabilité de faire un gargonest ' . Une famillea 5e
nfants.

Calcule la probabilité pour qu'il y ait exactement 3 gargons.

Solution 1 :
a) Espérance mathématique est :

E))=0x 24124210 4+2-E'-u35?_—.-5{x:|-u35?
7 7 7 7 7 7
b) La variance etl'écart - type
& Variance:

VX)=0?x 2417« 2327« ) _ges7 = 2
(x) ?+ ?+ = 0

o+ ‘;—assf — V() = 1142 0,857 = 0,407

® Lécart —type: & (x) = y0407=0637
¢) La fonction de répartition est :

Plx<0)=0|P(x<7) = P(x=0)+ P(x=1) = §+§=?

2
=0 = 7 P(x <2) = P(x=2)+ Px=T)+ P(x=0)= 34 5+ 2=
0six<0
2 .
5 sixe[01]
D'o® F(x) =+
Esa’xe[’l;ﬂ
7
:I Si2< X

La présentation graphique est définie par la figure suivante :
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Solution 2 :

Avoir une naissance simple conduit a 2 éventualités : soit on a un gargon, soit ona un

efille. C'est doncuneepreuve de Bemoulli. On pourrait considéerer l'épreuve « avoir un
]

garcon » comme le succés de probabilité p = 1 et I'épreuve « avoir une fille » comme I’
[ 3

echecde probabiltég=1-p=1- "1 =%  Cingnaissances successives constituent un

e succession de 5 épreuves de Bernoulli. Pour Calculer la probabilite d'avoir exacteme
3

nt 3 gargons, on utilise alors la loi binomiale de parameétre 5 et ' tel que
- 1.3 33 | | i I5

( (=)  —

px=3)= LAY =10 O 16 102 =sp(x=3)= 712 =0,088
=>p(x=3)=0,088

Alors la probabilité d'avoir exacterment 3 garcons estp(x = 3) = 0,088.



