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• 𝑔 ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑖 ൝
𝑥 ≠ 0

𝑥 − 1 ≠ 0
→ ቊ

𝑥 ≠ 0
𝑥 ≠ 1

→ 𝑫𝒈 = ℝ − 𝟎; 𝟏

• Écrivons g sans la valeur absolue

• 𝒈 𝒙 = ൞
𝐥𝐧

𝒙

𝒙−𝟏
−

𝟏

𝒙
 𝒔𝒊 𝒙 ∈ −∞; 𝟎 ∪ 𝟏; +∞

𝐥𝐧
𝒙

𝟏−𝒙
−

𝟏

𝒙
 𝒔𝒊 𝒙 ∈ 𝟎; 𝟏 3

−∞                  0                         1                    +∞       

𝑥 - + +

𝑥 − 1 - - +

𝑥

𝑥 − 1
+ - +



• 𝐷𝑔 = ℝ − 0; 1

• lim
𝑥→−∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→−∞

ln
𝑥

𝑥−1
−

1

𝑥

•

lim
𝑥→−∞

𝑥

𝑥−1
= 1

lim
𝑥→1

 𝑙𝑛𝑥 = 0

𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é lim
𝑥→−∞

ln
𝑥

𝑥−1
= 0

lim
𝑥→−∞

−
1

𝑥
= 0

• Par somme : 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒈 𝒙 = 𝟎
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• lim
𝑥→0−

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0−

ln
𝑥

𝑥−1
−

1

𝑥

• →

lim
𝑥→0−

𝑥

𝑥−1
= 0+ 

lim
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑥 = −∞

Par composé : lim
𝑥→0−

ln
𝑥

𝑥−1
= −∞ 

lim
𝑥→0−

−
1

𝑥
= +∞ 

• Par somme on a FI. Levons l’indétermination :
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• On pose : 𝑋 =
𝑥

𝑥−1
→ 𝑋𝑥 − 𝑋 = 𝑥 → 𝑋𝑥 − 𝑥 = 𝑋 → 𝑥 𝑋 − 1 = 𝑋 → 𝑥 =

𝑋

𝑋−1
: Si 𝑥 → 0−; 𝑋 → 0+

• lim
𝑥→0−

ln
𝑥

𝑥−1
−

1

𝑥
= lim

𝑋→0+
ln 𝑋 −

𝑋−1

𝑋
= lim

𝑋→0+

𝑋𝑙𝑛𝑋−𝑋+1

𝑋

• ቐ
lim

𝑋→0+
𝑋𝑙𝑛𝑋 − 𝑋 + 1 = 1

lim
𝑋→0+

𝑋 = 0+ → lim
𝑋→0+

𝑋𝑙𝑛𝑋−𝑋+1

𝑋
= +∞

• 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒈 𝒙 = +∞
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• lim
𝑥→0+

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0+

ln
𝑥

1−𝑥
−

1

𝑥

•

lim
𝑥→0+

𝑥

1−𝑥
= 0+

lim
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑥 = −∞

𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é lim
𝑥→0+

ln
𝑥

1−𝑥
= −∞

lim
𝑥→0+

−
1

𝑥
= −∞

• Par somme 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒈 𝒙 = −∞
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• lim
𝑥→1−

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→1−

ln
𝑥

1−𝑥
−

1

𝑥

•

lim
𝑥→1−

𝑥 = 1

lim
𝑥→1−

1 − 𝑥 = 0+

𝑝𝑎𝑟 𝑞𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 lim
𝑥→1−

𝑥

1−𝑥
= +∞

lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥 = +∞

𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é lim
𝑥→1−

ln
𝑥

1−𝑥
= +∞

lim
𝑥→1−

−
1

𝑥
= −1

• → 𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝒈 𝒙 = +∞
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• lim
𝑥→1+

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→1+

ln
𝑥

𝑥−1
−

1

𝑥

•

lim
𝑥→1+

𝑥 = 1

lim
𝑥→1+

𝑥 − 1 = 0+

𝑝𝑎𝑟 𝑞𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 lim
𝑥→1+

𝑥

𝑥−1
= +∞

lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥 = +∞

𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é lim
𝑥→1+

ln
𝑥

𝑥−1
= +∞

lim
𝑥→1+

−
1

𝑥
= −1

→ 𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏+

𝒈 𝒙 = +∞
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• lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→+∞

ln
𝑥

𝑥−1
−

1

𝑥

•

lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥−1
= 1

lim
𝑥→1

 𝑙𝑛𝑥 = 0

𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é lim
𝑥→+∞

ln
𝑥

𝑥−1
= 0

lim
𝑥→+∞

−
1

𝑥
= 0

→ 𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈 𝒙 = 𝟎

10



• g est dérivable sur ℝ − 0; 1 :

• Pour tout 𝑥 ∈ −∞; 0 ∪ 1; +∞

• 𝑔′ 𝑥 =
𝑥

𝑥−1

′

𝑥

𝑥−1

+
1

𝑥2 =
𝑥−1−𝑥

𝑥−1 2 ×
𝑥−1

𝑥
+

1

𝑥2 =
−1

𝑥(𝑥−1)
+

1

𝑥2 =
1

𝑥

−1

𝑥−1
+

1

𝑥
=

1

𝑥

−𝑥+𝑥−1

𝑥 𝑥−1

• → 𝒈′(𝒙) =
−𝟏

𝒙𝟐(𝒙−𝟏)

• Signe de la dérivée :

• Comme −1 < 0 𝑒𝑡 𝑥2 > 0, le signe dépend de 𝑥 − 1

- Sur −∞ ; 0  ; 𝑥 − 1 < 0 → 𝒈′ 𝒙 > 𝟎 𝒆𝒕 𝒈 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆

- Sur 1 ; +∞  ; 𝑥 − 1 > 0 → 𝒈′ 𝒙 < 𝟎 𝒆𝒕 𝒈 𝒅é𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆
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• Pour tout  𝑥 ∈ 0; 1 :

• 𝑔′ 𝑥 =
𝑥

1−𝑥

′

𝑥

1−𝑥

+
1

𝑥2 =
1−𝑥+𝑥

1−𝑥 2 ×
1−𝑥

𝑥
+

1

𝑥2

• → 𝑔′(𝑥) =
1

𝑥 1−𝑥
+

1

𝑥2

• On voit que sur 0; 1  𝒈′ 𝒙 > 𝟎 𝒆𝒕 𝒈 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆
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• Montrons que l’équation g(x)=0 admet une unique solution 

• g est continu et strictement croissante sur −∞; 0  donc g est une 
bijection de −∞; 0  vers 0; +∞  or 0 ∉ 0; +∞  donc l’équation 
g(x)=0 n’admet pas de solutions sur −∞; 0

• g est continu et strictement croissante sur 0; 1  donc g est une 
bijection de 0; 1  vers ℝ or 0 ∈ ℝ donc l’équation g(x)=0 admet une 
solution sur 0; 1

• g est continu et strictement décroissante sur 1; +∞  donc g est une 
bijection de 1; +∞  vers 0; +∞  or 0 ∉ 0; +∞  donc l’équation g(x)=0 
n’admet pas de solutions sur 1; +∞

• Conclusion: l’équation g(x)=0 admet une unique solution 𝛼 sur ℝ
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• Vérifions que 𝛼 ∈ 0,7; 0,8

• ቊ
𝑔 0,7 = −0,58

𝑔 0,8 = 0,14
→ 𝑔(0,7) × 𝑔(0,8) < 0

• Donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires 𝛼 ∈ 0,7; 0,8
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• soit 𝑓1 𝑥 =
𝑒𝑥−1−𝑥

𝑒𝑥 → 𝑓1 ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑖 𝑥 ≥ 1 → 𝐷𝑓1
= 1; +∞

• Soit 𝑓2 𝑥 = 𝑥 − 1 𝑙𝑛
𝑥

𝑥−1
→ 𝑓2 ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑖 ቐ

𝑥 < 1
𝑥 ≠ 0

𝑥 − 1 ≠ 0
→ ቐ

𝑥 < 1
𝑥 ≠ 0
𝑥 ≠ 1

• → 𝐷𝑓2
= −∞; 0 ∪ 0; 1

• 𝑫𝒇 = 𝑫𝒇𝟏
∪ 𝑫𝒇𝟐

= ℝ∗
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• Pour tout 𝑥 ∈ −∞; 0  𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1 ln
𝑥

𝑥−1

• D’après la partie A on sait que pour tout ∈ −∞; 0 ;
𝑥

𝑥−1
=

𝑥

𝑥−1

• or 1 +
1

𝑥−1
=

𝑥−1+1

𝑥−1
=

𝑥

𝑥−1

• Alors pour tout 𝒙 ∈ −∞; 𝟎  𝒇 𝒙 = 𝒙 − 𝟏 𝐥𝐧 𝟏 +
𝟏

𝒙−𝟏
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• lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥 − 1 ln 1 +
1

𝑥−1

•

lim
𝑥→−∞

𝑥 − 1 = −∞

lim
𝑥→−∞

1 +
1

𝑥−1
= 1

lim
𝑥→1

 𝑙𝑛𝑥 = 0

𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é lim
𝑥→−∞

ln 1 +
1

𝑥−1
= 0

→ 𝑝𝑎𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑜𝑛 𝑎 𝐹𝐼

• Levons l’indétermination : 18



•On pose 𝑡 =
1

𝑥−1
→ 𝑥 − 1 =

1

𝑡
→ 𝑥 =

1

𝑡
+ 1 → ቊ

𝑠𝑖 𝑥 → −∞
𝑡 → 0

• lim
𝑥→−∞

𝑥 − 1 ln 1 +
1

𝑥−1
= lim

𝑡→0

1

𝑡
ln 1 + 𝑡 = lim

𝑡→0

ln 1+𝑡

𝑡
= 1

• 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇 𝒙 = 𝟏
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• Pour tout 𝑥 ∈ 0; 1  𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1 ln
𝑥

𝑥−1

• D’après la partie A on sait que tout 𝑥 ∈ 0; 1 ,
𝑥

𝑥−1
=

𝑥

1−𝑥

• → 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1 ln
𝑥

1−𝑥
= 𝑥 − 1 𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 − 1 ln(1 − 𝑥)

• 𝒇 𝒙 = 𝒙 − 𝟏 𝒍𝒏𝒙 + 𝟏 − 𝒙 𝐥𝐧 𝟏 − 𝒙
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• lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1−

𝑥 − 1 𝑙𝑛𝑥 + 1 − 𝑥 ln 1 − 𝑥

• ቐ
lim

𝑥→1−
𝑥 − 1 𝑙𝑛𝑥 = 0

lim
𝑥→1−

1 − 𝑥 ln 1 − 𝑥 → (𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑋 = 1 − 𝑥) → lim
𝑋→0

𝑋𝑙𝑛𝑋 = 0

• Par somme 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝒇 𝒙 = 𝟎
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• lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1+

𝑒𝑥−1−𝑥

𝑒𝑥 =
𝑒0−1

𝑒
= 0 = 𝑓(1)

• 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝒇 𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏+

𝒇 𝒙 = 𝒇(𝟏)

•Conclusion : f est continue en 1. 
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• lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 −𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

𝑥−1 𝑙𝑛𝑥+ 1−𝑥 ln 1−𝑥

𝑥−1
= lim

𝑥→1−
 𝑙𝑛𝑥 − ln 1 − 𝑥

•

lim
𝑥→1−

𝑙𝑛𝑥 = 0

lim
𝑥→1−

1 − 𝑥 = 0+

lim
𝑥→0+

− 𝑙𝑛𝑥 = +∞

𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é lim
𝑥→1−

− ln 1 − 𝑥 = +∞

→ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝒇 𝒙 −𝒇(𝟏)

𝒙−𝟏
= +∞

• f n’est pas dérivable à gauche de 1.
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• lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 −𝑓 1

𝑥−1
= lim

𝑥→1+

𝑒𝑥−1−𝑥

𝑒𝑥

𝑥−1
=

1

𝑒𝑥

𝑒𝑥−1−𝑥

𝑥−1

• lim
𝑥→1+

1

𝑒𝑥 =
1

𝑒
 :Pour 

𝑒𝑥−1−𝑥

𝑥−1
 𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑋 = 𝑥 − 1 → 𝑥 = 𝑋 + 1 ; 𝑠𝑖 𝑥 → 1+; 𝑋 → 0+

• lim
𝑥→1+

𝑒𝑥−1−𝑥

𝑥−1
= lim

𝑋→0+

𝑒𝑋−𝑋−1

𝑋
= lim

𝑋→0+

𝑒𝑋−1−𝑋

𝑋

• = lim
𝑋→0+

𝑒𝑋−1

𝑋
−

𝑋

𝑋
= 1 − 1 = 0

• f est dérivable en 1+
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•Conclusion: f n’est pas dérivable en 1.

• Interprétation graphique : Cf admet au point d’abscisse 1 

un point anguleux formé par :

- Une demi tangente verticale dirigée vers le bas en 1-

- Une demi tangente horizontale d’équation y=0 en 1+
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• f est dérivable sur ℝ∗ − 1

• Sur −∞; 𝟎 : 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1 ln
𝑥

𝑥−1

𝑓′ 𝑥 = ln
𝑥

𝑥 − 1
+

𝑥
𝑥 − 1

′

𝑥
𝑥 − 1

𝑥 − 1 = ln
𝑥

𝑥 − 1
+

𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥 − 1 2
×

𝑥 − 1 2

𝑥
 

= ln
𝑥

𝑥 − 1
+

−1

𝑥 − 1 2
×

𝑥 − 1 2

𝑥
= ln

𝑥

𝑥 − 1
−

1

𝑥
= 𝑔 𝑥

• 𝒇′ 𝒙 = 𝒈(𝒙)
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- Sur 𝟎; 𝟏 : 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1 𝑙𝑛𝑥 + 1 − 𝑥 ln 1 − 𝑥

•𝑓′ 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 +
𝑥−1

𝑥
− ln 1 − 𝑥 +

−1

1−𝑥
1 − 𝑥

•= 𝑙𝑛𝑥 − ln 1 − 𝑥 +
𝑥−1

𝑥
− 1 = ln

𝑥

1−𝑥
+

𝑥−1−𝑥

𝑥

•= ln
𝑥

1−𝑥
−

1

𝑥
= 𝑔(𝑥)

•𝒇′ 𝒙 = 𝒈(𝒙) 27



Sur 𝟏; +∞ : 𝑓 𝑥 =
𝑒𝑥−1−𝑥

𝑒𝑥

• On pose : ቊ𝑈 = 𝑒𝑥−1 − 𝑥 → 𝑈′ = 𝑒𝑥−1 − 1
𝑉 = 𝑒𝑥 → 𝑉′ = 𝑒𝑥

• 𝑓′ 𝑥 =
𝑒𝑥 𝑒𝑥−1−1 −𝑒𝑥 𝑒𝑥−1−𝑥

𝑒2𝑥 =
𝑒𝑥𝑒𝑥−1−𝑒𝑥−𝑒𝑥𝑒𝑥−1+𝑥𝑒𝑥

𝑒2𝑥

• =
𝑥𝑒𝑥−𝑒𝑥

𝑒2𝑥 =
𝑒𝑥 𝑥−1

𝑒2𝑥

• 𝒇′ 𝒙 =
𝒆𝒙(𝒙−𝟏)

𝒆𝟐𝒙 28



- Sur −∞; 0 ; 𝑓′ 𝑥 = 𝑔(𝑥)

•Or sur −∞; 0 ; 𝑔 𝑥 > 0; 𝒇′ 𝒙 > 𝟎 𝒆𝒕 𝒇 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆

- Sur 0; 1 ; 𝑓′ 𝑥 = 𝑔(𝑥)

•Or :

- Sur 0 ; 𝛼  ; 𝑔 𝑥 ≤ 0 ; 𝒇′ 𝒙 ≤ 𝟎 𝒆𝒕 𝒇 𝒅é𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆

- 𝑠𝑢𝑟 𝛼 ; 1  ; 𝑔 𝑥 ≥ 0; 𝒇′ 𝒙  ≥ 𝟎 𝒆𝒕 𝒇 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆
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Sur 1; +∞ ; 𝑓′ 𝑥 =
𝑒𝑥 𝑥−1

𝑒2𝑥

•On sait que pour tout 𝑥 ∈ 1; +∞

•→ ቐ
𝑒𝑥 > 0

𝑥 − 1 > 0
𝑒2𝑥 > 0

→ 𝒇′ 𝒙 > 𝟎 𝒆𝒕 𝒇 𝒄𝒓𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆
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• Calculons les limites en 0- et 0+ :

• lim
𝑥→0−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0−

𝑥 − 1 ln
𝑥

𝑥−1

•

lim
𝑥→0−

𝑥 − 1 = −1

lim
𝑥→0−

𝑥

𝑥−1
= 0+

lim
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑥 = −∞

𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é lim
𝑥→0−

ln
𝑥

𝑥−1
= −∞

→ 𝑝𝑎𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 lim
𝑥→0−

𝑥 − 1 ln
𝑥

𝑥−1
= +∞ → 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎−
𝒇 𝒙 = +∞

• lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑥 − 1 𝑙𝑛𝑥 + 1 − 𝑥 ln 1 − 𝑥

• ቐ
lim

𝑥→0+
𝑥 − 1 𝑙𝑛𝑥 = +∞

lim
𝑥→0+

1 − 𝑥 ln 1 − 𝑥 = 0
→ 𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 lim

𝑥→0+
𝑥 − 1 𝑙𝑛𝑥 + 1 − 𝑥 ln 1 − 𝑥 = +∞

• 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇 𝒙 = +∞
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TABLEAU DE VARIATION DE f

𝒙 −∞           0                  𝜶                  1           +∞

𝑓′(𝑥) + - + +

𝑓(𝑥) +∞

1

+∞                                                  1

                  𝑓(𝛼)
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•h est continue et strictement croissante 
sur −∞: 0  donc h est une bijection de 
−∞: 0  vers ℎ −∞: 0 = 1; +∞

•J= 𝟏; +∞
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•ℎ 𝑥 = 𝑥 − 1 ln
𝑥

𝑥−1

•ℎ −1 = −2 ln
−1

−2
= −2 −𝑙𝑛2 = 2𝑙𝑛2

•𝒉 −𝟏 = 𝟐𝒍𝒏𝟐
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•h′ x = ln
𝑥

𝑥−1
−

1

𝑥

•ℎ′ −1 = −𝑙𝑛2 + 1 ≠ 0

•Donc h-1 est dérivable en 2ln2 et :

• 𝒉−𝟏 ′
𝟐𝒍𝒏𝟐 =

𝟏

𝒉′ −𝟏
=

𝟏

𝟏−𝒍𝒏𝟐
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