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Programme de mathématiques (UA;)
Terminales Sciences Exacte : TSE (6 heures par semaine) coefficient : 5

Chapitre | : NOMBRES COMPLEXES

Le corps des nombres complexes.

Bijection de R? sur C : (a, b) —> a+bi (forme algébrique). Représentation géométrique d’un nombre complexe; affixe d’un point,
d’un vecteur. Nombres complexes conjugués. Module; inégalité triangulaire. Module d’un produit, d’un quotient. Nombres
complexes de module 1. Argument d’un nombre complexe non nul. Notation: Arg . Propriétés. Forme trigonométrique, Forme
exponentielle d’un complexe: e'® x e'®'= @),

—Complément de trigonométrie. Formule de Moivre. Exemple de linéarisation de polyndmes trigonométriques. Conversion de
produit en somme et de somme en produit. Réduction de acosx + bsinx.

—Racines n*™ d’un nombre complexe ; interprétation géométrique. Résolution dans C des équations du second degré. Exemple

de factorisation de polyndmes dans C .Application a la résolution dans C d’équations de degré supérieur a 2
Chapitre Il : ARITHMETIQUE

—Anneau Z des entiers relatifs; multiple d’un entier relatif, notation nZ.

—Sous — groupe de Z.

—Division euclidienne dans N et Z. Numération décimale et binaire.

—Congruence modulo n. Anneau Z/nZ.

—Nombres premiers; si n est premier alors Z/nZ est un corps (admis)

—Décomposition d’un entier naturel en produit de facteurs premiers; existence et unicité.

—Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple. Application & des problémes pratiques.

Chapitre 111 : FONCTIONS NUMERIQUES

* Propriétés des fonctions numériques d’une variable réelle

—Fonction continue sur un intervalle. Opérations sur les fonctions continues. Composé d’une fonction de limite 1 et d’une fonction
continue en |.

—Si une fonction f est croissante sur] a ; b [(a>b) et si elle est majorée alors elle admet une limite a gauche en b (admis).

—Fonction tendant vers +co (resp vers —oo). comportement d’une fonction somme d’une fonction bornée et d’une fonction
tendant vers + oo (resp —oo). Comportement d’une fonction produit d’une fonction admettant un minorant strictement positif et
d’une fonction divergente vers + oo ( resp. vers —oo).

— Propriétés globales des fonctions continues sur un intervalle (fermé ou non). Théoréme des valeurs intermédiaires (admis).
—L’image d’un segment par une fonction continue est un segment (admis).

Une application continue et strictement monotone sur un intervalle admet une application réciproque continue et strictement

monotone sur I’intervalle image (la continuité de la réciproque est admise)

Exemple x— VX ol neN est la réciproque de x— Xn

— Complément sur la dérivation: nombre dérivé et fonction dérivée d’une fonction composée (admis).

—Théoreme des accroissements finis (admis). Inégalité des accroissements finis.

d?f
— Existence de la dérivée de la réciprogue (admis). Formule et notation des dérivées premiere et seconde: — et e
X X

* APPLICATIONS



Programme de mathématiques (UA;)
Terminales Sciences Exacte : TSE (6 heures par semaine) coefficient : 5

— Complément sur 1’étude des variations d’une fonction numérique : représentation graphique, applications a la résolution

d’équations et d’inéquations : signe de la dérivée et sens de variations ; extrema ; recherche des directions asymptotiques, des
asymptotes; position de la courbe par rapport aux asymptotes pour les grandes valeurs de x.

+ POSITON D’UNE COURBE PAR RAPPORT A UNE AUTRE :

Position d’une courbe représentant les variations d’une fonction par rapport a sa tangente : point d’inflexion (on se bornera au cas
f2°(x0) =0 et £7°(x9) #0.)

* ETUDE LOCALE D’UNE FONCTION :

Exemple de développement limité en O (on se bornera a en donner la définition) :

Développement limité a I’ordre 3, en 0 des fonctions :

—X F>cosx, —X F>sinx,

- X e - X > In(1+x),
X > J1+X.
Chapitre 1V : Primitives d’une fonction - Intégrale

— Primitives usuelles (Définir a partir de la dérivée d’une fonction)

— Ensemble des primitives d’une fonction
— Complément sur les primitives de fonctions de types :
(of)xf>; £ xf™: meQ-{-1}

—Primitive d’une fonction prenant une valeur donnée en un point fixé

— Intégration d’une fonction continue. Il est reccommandé d’adopter la définition suivante: soit f une fonction continue sur un
intervalle I de R vers R ; on admet que f posséde des primitives sur I et que deux quelconques d’entre elles différent d’une
constante. 1l en résulte que, pour tout (a, b) de IR 2, le réel F(b) — F(a) est indépendant du choix de la primitive F ; on le note

b X
Ia f (t)dt et on ’appelle " intégrale ", de aa b, de la fonction continue f. En d’autres termes : X > I a f (t)dt est donc

I’unique primitive de f sur I qui prend la valeur 0 en a. On traitera les questions suivantes :
— Relation de Chasles ; —Linéarité par rapport aux fonctions;

b
—Positivité : sia<bet f > Oalors_“a f(t)dt>0;

—L’inégalité de la moyenne, valeur de la moyenne;
—Changement de variable affine; —Intégration par parties;

b
—Exemple d’étude d’une fonction de la forme : X > Ia f (t) dt oufna pas de primitive explicitée;

—Application de I’intégrale au calcul d’aire d’une partie du plan définie par : a< x<bet0< y< f(x) ou f est une fonction
continue positive sur [a ; b] ; généralisation a une fonction continue de signe quelconque ;
— Calcul approché d’une intégrale par la méthode des rectangles.

Chapitre V : FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
— Définition ; — Propriétés ;— limites usuelles (admises) ; — représentation graphique.

— Définition de la fonction logarithme de base a (avec a un réel strictement positif et différent de 1). Cas particulier du logarithme
décimal : Définition et utilisation en calcul numérique

Chapitre VI : FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE- FONCTIONS PUISSANCES
— Définition ; — Propriétés ; — limites usuelles (admises) ; — représentation graphique
— croissance comparée des fonctions x> Inx, X > x* (a€R) et x > €

Vos critiques et suggestions sont les bienvenues pour une future amélioration de ce document.



Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Pré-évaluation :
1) Résoudre dans R les équations suivantes :

Ei: —x*+2x+3=0 ; E,: x*+4x+5=0 ; E;:4x*—4x+1=0 ;0 By x?+2x+3=0
2) Quelles sont les équations qui n’admettent pas de solution dans R ? Justifie ta réponse.
Bilan :

Situation probleme :

On considére les équations qui n’admettent pas de solution de I’activité précédente.
On admet qu’il existe un nombre imaginaire i tel que i* = —1

a) Ecris le discriminant A de ces équations en fonction de i.

b) Détermine les solutions de ces deux équations en fonction de i

c) Quelle est la forme générale de ces solutions ?

d) Les nombres ayant cette formes sont appelés nombres complexes. Qu’appelle-t-on nombre complexe ?
Bilan :
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Chapitre | : Nombres complexes

Syntheése partielle :
1) Définition : Nombre complexe

L’ensemble des nombres complexe est noté C.
2) Notation et vocabulaire :
Soit z un nombre complexe tel que:z=.................

- L’écriture ..........cceeeee est appelée forme algébrique de z.
- Le nombre réel ...... est appelé partie réelle de z et noté Re(z)
- Le nombre réel ...... est appelé partie imaginaire de z et noté Im(z)

-SiRe(z) #0 ; Im(z) =0.0Onditquezestun................

-SiRe(z) =0 ; Im(z) #0.0nditquelenombre zest ..............c..ceenn...

Remarque :

Tout nombre réel est un nombre complexe (R < C)

3) Propriété :

Soit z et z' deux nombres complexes, on a :

e z =7 sietseulementsi Re(z) = Re(z’) et Im(z) =Im(z")
e z=0 sietseulementsiRe(z) =0 et Im(z) =0

Activité 1 : Bijection de C vers @

Trouver tous les couple (a ; b) des solutions des équations vues en situation probléme.

Bilan :

Synthése partielle :
1) Définition :
Le plan & est muni du repére orthonormé direct (0 ; e ; e,)

2022 - 2023

L’application qui, & tout nombre complexe a + bi, associe le point M(a ; b) est une bijection de C dans & et réciproguement.

Issa Mallé / 76 14 60 91

Page 2



Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Activité 2 : Interprétation géométrique

On se place dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O ; e; ; e,). Au point M de coordonnées(a ; b), on peut
associer le nombre complexe z = a + bi.

a) Placer dans le plan complexe, les points M; associés aux nombres complexes suivants :

zi=—2+4+3i ; z,=5-1i ; z3 =4+ 5i ; z,=3—4i ; zs = —4

b) Tracer les vecteurs OM; ; M;M, ; MM, notésrespectivementii ; ¥ et w Puis calculer leurs coordonnées.
c) quelle est la nature du quadrilatéere M; M, M, M obtenue ? Justifie ta réponse

Bilan :

Synthése partielle :

a) Théoréme

On admet que pour tout complexe z = a + bi (a, b) € R?, on associe un unique point M du plan de coordonnée
(a; b) dans un repére orthonormé direct (0 ; e; ; e,) du plan.

e Le point M est appelé image du nombre complexe z et notée M(z )

e Le nombre complexe z est appelé affixe du point M noté z,,.

e Au vecteur i de coordonnées (a ; b), on peut associer le nombre complexe

Zz = a + bi. affixe du vecteur i .
Ainsi, on a la représentation graphique du point M comme suite :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

/ » Axe des imaginaires purs

b-_-----)-'l:l\l(;:) /_huedesréels
:
i
a

=
-~y

b) Propriétés :

e Si M apour affixe z = a + biet M' a pour affixe z' = a’ + b'i avec a, a’, b, b’ réels, alors : Le vecteur MM’ a pour
affixez—z' =(a’' —a) +i(b' —b).

e Si i apour affixe z et u’ a pour affixe z’, alors i + u’ a pour affixe z + z'.

e Sikestun réel, alors ki a pour affixe kz

Activité 3 : Opérations dans C

Activité 3-1 : Somme, produit de deux complexes

Soientz, =a+bi, zz,=a—bi (a; b)ER? et zz=a'+b'i, (a'; b") € R*deux nombres complexes.

1) Ecris sous forme algébrique z; + z, ;et zyXzZy ;73 X Z3

2) Calcule :

l'Z : i3 ; i4 ; i4k ; i4k+1 ; i4—k+2 ; l'4-k+3 ; i2022
3) Ecrire (2 — 3i)" sous forme algébrique

Bilan :

Synthése partielle :

L’addition, et la multiplication dans C sont définies de la fagon suivante :
Soit a, a', b, b’ des nombres réels.

e (a+bi)+(@+bi)=((a+a)+i(b+b")
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

e (a+bi)(a +b'i)=(aa’ —bb")+i(ab’ +a'b)
o (a+bi)(a—bi) =a*+b?

Activité 3-2 : Soustraction et division dans C

Soientz, =a+bi, z,=a—bi (a; b)ER?* et zz=a +b'i, (a'; b")€R?*deux nombres complexes.
1) Mets sous forme algébrique : z; —z, ; 2z, —2z3 ; 2z, —2Z3

2) Mets sous forme algébrique : i P

Z1

Bilan :

Synthese partielle :
Soit z et z' deux nombres complexes
e Ladifférence de z et z' est le nombre complexe z — z’' = z + (—z').

. . 1
e Siz # 0, le quotient de z par z' est le nombre complexe : i =zX-
Soit a, a’, b, b’ des nombres réels.

. . . 1 a-bi
e L’inverse de a + bi s’obtient par la formule — = ——
a+bi  a?+b?
1 (a'+b'i)(a-bi)

. ca'+b'i _ ' ’s
 Lequotient: ——— = (a’ + b'i) — ~ap?
e Deux nombres complexe Z = a + bi et Z' = a’ + b'i sont égaux si et seulement si Z = Z' équivaut a :
a+bi=d +bieea=ae b=0>b

Evaluation formative :
Ecrivez les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

)Z=@2-30(-2+0) ; bZ=0-D@+2) ; ¢ z=2000
1 . _ 4+3Q . _1-vV3i

d) Z= 4-3i ’ € Z= 4-3i ’ fz= 1+iV2

Bilan :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Activité 4 : Nombres complexes conjugués

1)Soitz=a+bi ; z=—a+bi et z'=a—bi (a,b) € R?trois nombres complexes

a) Calculer z.7'; z. 2" et 7. 2”

b) Lequel des produits est un nombre réel positif ?

2) Soit z un nombre complexe dont la forme algébrique est z = a + bi.

On appelle conjugué de z, le nombre noté z tel que : z = a — bi.

On donne les nombres complexes suivants: z=-2+4+3i ; z' =-3i—24 ; z =-5 et 2z =-2i

a) Détermine z dans chaque cas ou z désigne le conjugué de z

b) Calculer z+7' ; Z—72 ; Zxz ; =.
z

c)CalculerZ+2" ; Zx2Z' ;

d) Quelles égalités obtiens tu ?

Bilan :

NN]|
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Syntheése partielle :
Soit Z = a + bi ’expression algébrique d’un nombre complexe. On appelle conjugué de Z, le nombre complexe noté Z tel que

Z =a—bi.
NB : les images des deux nombres complexes Z et Z sont symétriques par rapport a I’axe des réels.

Sy

Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexes :
o 7=7 Zestunréel N (5)=5avecZ¢0etae]R
z zZ
e 7 =-7 < 7 estunimaginaire pur o "= (E)n
o Z+272 =747 e Z+7Z=2Re(Z)
o IXZ =7Zx%x7Z o Z-7=2ixIm(2)
. (é)zé avec 7' = 0 e 7ZXZ=a’+b?* estunréel positif

Evaluation formative :

Soit A un nombre complexe tel que : A = % (avec Z # 1).

1) Ecrire A sous forme algébrique

2) Déterminer I'ensemble des points M du plan complexe tel que :
a) A soit un réel ;

b) A soit un imaginaire pur.

Bilan :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Activité 5 : Module et argument d’un nombre complexe
Activité 5-1 : Module d’un nombre complexe
Soientz=2+2i et z' =3—-4i

Placer les points M et M' d’affixe respectives z et z'.
Calculer la distance ||OM]|| et ||0M’||

Bilan :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Synthése partielle :

a) Définition :

Dans le plan rapporté a un repére (0 ; 7 ; 7); plagons le point M de Z dont ’affixe est
Z=a+bi= M%)

» Axe des imaginaires purs

—
@

[C)) PE—

=
~ Y

Ici : [[OM]| = d(0 ; M) =+a®+ b?

Soit Z = a + bi un nombre complexe. On appelle module de Z, le nombre réel positif ou nul noté :
|Z] tel que |Z] = v a® + b>.

b) Interprétation géométrique :

e Si z est I’affixe du point M, on a: |z| = OM

e Sjz est I’affixe d’un vecteur #, ona: M,on a: |z| = ||l

e Siz, et zz sont les affixes respectives de deux points A et B,ona: |zz —z4| = AB

c) Propriétés :

Soient Z et Z' deux nombres complexes :

e |Z| est toujours positif e |Z|=0Z=0

o ZxZ|=|Z|x|Z'| e 1Z+Z'<1Z|+1Z|
2= 2 =iz

o |=|== -|=—(avecZ =0 et a € R)
Zr |Z1| Z |Z|_

o |z =1z o 1z|=|Z|

Evaluation formative :
1) Calculer le module de chacun des nombres complexes :
Zl=§i ;0 Z; =3 ;o Zz3 = —4i i oz =1+iV3 ; zg=vV3+iV2 ; zs=cosa+isina
7 1 1
z;=0B+20)° ; zg=(-1+D(3+D(-5+1) ; =TT MTTIYT
2) Détermine les complexe z tel que |z| = |§| =|z—-1]|
Bilan :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Activité 5-3 : Argument d’un nombre complexe - propriétés

a) Placer le point M et M’ d’affixe respective z = 2+ 2i et z' = 1 —+/3 dans un repére orthonormé direct (0 ; i ; ¥).
Unité 3cm

b) Calculer la distance OM et OM' (c’est-a-dire |z| et |Z'|)

¢) Soit 8 la mesure de I’angle (@ ; OM ) et 6’ celle de (ﬁ' ; OM' ) Calculer cos 8 et sinf puiscos8’ et sinf’

d) En déduire la mesure en degré de & et 6’ puis en radian.
Bilan :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Synthése partielle :

Le nombre 6 = --- est appelé argument de z.

1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module |Z| = +/a® + b? (avec |Z| # 0). On appelle argument de Z le nombre réel noté 6 ou arg Z

tel que:
a

( a
|cosO = —— -
2+ b2 cos @ IZ]
b S p avec 6 = argZ modulo 2n
lsinf = —— sinf = —
l s A
Remarque :

6 n’est pas unique, il est défini a 2km pres (k € Z) c¢’est-a-dire modulo 27.
2) Propriétés :
Soient z et z' deux nombres complexes non nuls, on a :

x arg(zz') = arg(z) + arg(z’) modulo 2m * arg G) = —arg(z) modulo 27

* arg(z™) =narg(z) modulo 2n * arg(z) = —arg(z) modulo 2m

* arg (5) = arg(z) — arg(z’) modulo 2m * arg(—z) = arg(z) + ® modulo 2n
NB :

Arg(z) =0sia>0
Arg(z) =mwsia <0
Arg(2) =Zs5ib>0
= Siz=ibalors z
Arg(z) = -3 sib<O0

Siz= aalors{

Evaluation formative 1 :
1) Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants

1 3
Z,=—-1-iV3 ; Zy=—5+im 5 Zy=1+i Z,=1-i3
2) Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants
3
Zy=1+iV3 ; Z,=2-2i ; Zy=-1+iV3 ; z4=§_1 D Ze=(Z,)2 %X Zs Zs=(§_3)
2 1

Bilan :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Activité 6 : Forme trigonométrique, exponentielle et polaire d’un nombre complexe non nul
Soit z = a + bi et 8 la mesure de I’angle (@ ; OM ) telle que :

a
cosf = —
|z
. b
sinf = —
_ _ |z
Ecrire le complexe z en fonction de cos 6 et sin6.

Bilan :

Synthese partielle :
1) Forme trigonométrique :
Soit Z = a + bi un nombre complexe de module |Z] et d’argument 8. On appelle forme trigonométrique de Z toute écriture de la

forme Z = r(cos@ + isinB) avecr = |Z| = va? + b%et 6 € [-m ; m[tel que:

0 a
cosf = —
1Z] _
avec 0 = argZ
sinf = —
Tz
Propriété :
Soient Z et Z' deux complexes tels que Z = r(cos8 + isin@) et Z' = r'(cos 8’ + isinh")
* ZXZ' =rxrcos(d+0")+isin(0+06"] * % = %[COS(Q —0") +isin(6 — 6")]
* 7™ =r"[cos(nf) + isin(nd)] * 7z =7r(cos(—0) + isin(—0))
* 14+ cosf +isinf = 2cosg[cosg+isin§] * 1—cosf —isinf =2= sing[cos(z—g) + isin(z—g)]
2 2 2 2 2 2 2 2

2) Forme exponentielle :
Soit Z un nombre complexe de module r et d’argument 8. On appelle forme exponentielle d'un nombre complexeZ, toute écriture

de Z se ramenant sous la forme Z = re'® ol son conjuguées Z = re~¢
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexes de formes exponentielles respectives : Z = rel® et 7' =1r'el?’
x ZXZ =rxrrei@+d) * z£ = Lrei(6-6") x 7" =rhel®®) x zZ=re
[ I
) o 8 . .o (T8
* 1+e‘9=2cos;elz * 1—et® =2$1ngel(2 2)

N A
x el 4+ et =2 cos (_—)el( +)
2
3) Forme polaire :
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6.
On appelle forme polaire de z I’écriture z = [r ; 6].

0+6’
; 0’ . (6-6 i(E——)
x el — plf =2$1n(—2 )e 2 2

Evaluation formative 1 :

Soitz, =1 +i2 et z,=1+i

1) Détermine le module et un argument de z; et z,
7
e . . , . . V4
2) En déduire la forme trigonométrique et exponentielle de z,z, ; Z—l ; z5z,% et %
2 2

. s . o 7 . 7m
3) Ecris z, z, sous forme algébrique, puis en déduire les valeurs exactes de cos o, et sin—.
Bilan :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Activité 7 : Complément de trigonométrie :

Activité 7-1 : Bindbme de Newton ou de Pascal (rappel)

1) Donner la forme développée de :

2) (a+ b); (a+ b)?%; (a+ b)3;(a+ b)*

Peux-tu donner une technique permettant de calculer (a + b)™ avec n un entier naturel.
Bilan :

Synthése générale :
a) Bindme de Newton :
n!

(n—k)!

n

(a+b)" = Z Ckar*p* = Cla™b® + Ca™1h* + CZa™2b? + ---+ Cla’bh" ou Ck =
i=1

b) Triangle de Pascal :

Les coefficients C¥ du bindme de Newton sont donnés par le triangle de Pascal.

Voici le principe du triangle de Pascal :

c) Principe :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

1 >

1 1 »C)

1 2 1 c) ¢ 2

1 3 3 1 c) ¢ c¢: 3

1 4 6 4 1 c) ¢t cz c; ci

1 5 10 10 5 1 ce ¢t ¢z ¢ ¢t ¢k

1 6 15 20 15 6 1 CQ ¢} ¢ ¢ c& ¢ cC¢

Cas de la différence :
Pour la différence (a — b), on remplace b par —b. Ainsi le signe (—) disparait pour les puissances paires de (—b) et reste pour les
puissances impaires de (—b).

(a—Db)? =
(a—Db)? =
(a—-b)*=
(a —b)* =

Activité 7-1 : Formule de Moivre - formule d’Euler (Duplication et linéarisation)
1) Sachant que cos@ +isinf = e et cosf —isinf = e, démontre que :
a) (cos @ + isin6)" = cos(nh) + i sin(nh)
eify o160 ] eif_ o=if
b)costT et smezT
2) a) Développe (cosx + isin x)3 puis déduis en cos 3x et sin3x
b) ecris cos*x et sin3x en fonction de cosnx et sinnx ; n€N.

Bilan :
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Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Synthése partielle :

Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argument 8

1) Formule de Moivre :

On appelle formule de Moivre, toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z™ = cos(n@) + isin(nf) avec (n € N*).
Application :

(o Z%Z ( "+ 7
{Z=c059+isin9 @{COSQ— 2 . {Z”=Cosn9+isinn9 o QCOSTlH— >
Z B ' "t B
Z =cosf —isin@ | . Z-Z Z =cosf —isinf | gn _7"
ksm@ T |sinnf = ,
L 20

{Z=c059+isin9 {fozl

— = —_n

Z =cosf —isin@ mx7 =1

Remarque :

- La formule de Moivre permet a déterminer les formules de duplications (expression de cos(nx) et sin(nx) en
fonction de cos x et sinx a I’aide du binome de NEWTON) .

- Elle sert également a calculer la puissance n*™ d’un nombre complexe non nul.

2) Formule d’Euler :

On retient les formules suivantes :

058 = 0i04 -0 cosnf = eind y o—ind
-T2 ot - 2 {e‘"g + e~ = 2 cosnd
sing = el0 110 sinnd = einf_g—ind emg _ e_mg — 2isinnd
2 2i
Remarque:

- Les formules d’Euler permettent de linéariser cos™x et sin®x avec n € N*

- Pour linéariser cos™8 et sin™6 (n € N) ; on peut utiliser le procédé suivant, mettant en jeu les formules (d’Euler ou de
Moivre) et du bindme de Newton ou de Pascal).
Méthode pratique :

o Développer et réduire :

cos™0 = (zz)” et sin"0 = (2" (Moivre)
2n @pn '
0, ,—i0\™ i6_,—i0\"
Ouencore cos™0 = C< ) oy sinmg =) (Eyler)
2n pn

e Regrouper deux a deux les termes d'exposants opposés et exprimer chacun deux en fonction des termes de la forme
cosnf et sinnf.

Evaluation formative :
En utilisant les formules de Moivre ou d'Euler, linéariser les expressions suivantes :
X
A(x) = cos®x ; B(x) =sin*x ; C(x) = cos® (E) ;. D(x) = cos3x.sin’x

Bilan :

Issa Mallé / 76 14 60 91 Page 16



Chapitre I : Nombres complexes 2022 - 2023

Activité 7-3 : Conversion de produit en somme et de somme en produit

1) Exprimer cosa.cosb en fonction de cos(a + b) et cos(a — b) al’aide de la formule d’Euler.

2)Enposanta+ b =p et a —b = q. En déduire I’expression de cos p + cos q
Bilan :
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Syntheése partielle :
1) Formule de transformation du produit en somme :

cosa.cosh = % [cos(a + b) + cos(a — b)] de méme sina.cosbh = %[sin(a + b) + sin(a — b)]
2) Formules de transformation de somme en produit :

cosp + cosq = 2 cos (pzﬂ) .Cos (pz;q) ; cosp —cosq = 2sin (?) .sin (pz;q)
sinp —sing = 2sin (pz;q) .COS (pzﬂ) ; sinp + sing = 2sin (?) .COS (?) .

Activité 8 : Racines ™ d’un nombre complexe
Soit z = re'? ol r et § sont respectivement module et argument de z.

On se propose de déterminer les racines n“™ de z.

1) On désigne par u une racine nieme de z

a) Exprime u en fonction de z.

b) Exprime le module et argument de u en fonction du module et argument z.

c.) Déduis en la formule permettant de déterminer les racines n"*™ d’un nombre complexes non nul de module 7 et
d’argument 6.

2) détermine les racines cubiques de —8i.

.Bilan :
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Syntheése partielle :

Définition :

Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n > 2).
On appelle racine n**™* de Z tout nombre complexe z tel que : Z = z".
L’équation Z = z™ admet danc C, n solutions distinctes définies par :

n i(6+2kn)
z, = Nr.e'Un avec ke{0,1,2, 3, 4.... n—1}
Propriété :
Les images de ces n racines sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés inscrit dans un cercle de centre O et de
rayon \/r.

La somme des n racines n®™ d’un nombre complexe non nul est nulle.

Evaluation formative :

En utilisant la formule ci-dessous, déterminer :
a) Déterminer les racines carrées de v3 + i
b) Déterminer les racines quatriémes de 1.
c) Déterminer les racines sixieme de 1 + i
a) Les racines cubiques de Z = 4+/3 — 4i

c) Les racines cinquiemes de Z = i

Bilan :
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Activité 10 : Résolution dans C des équations du premier et du second degré
Activité 10-1 : Racine carrée d’un nombre complexe
1) Soit A un nombre complexe non nul et z une racine carré de A.
x*+y* =14
a)Onpose z=x+yi ; (x; y) € R?,Justifie que: { x> — y? = Re(A)
2xy = Im(A)
b) Détermine les racines carrées du nombre complexe A= —5 + 12i

c) On admet que si § est une racine du discriminant A d’une équation du second degré dans C alors les solutions sont

. -b-§ —b+8 . e ) .
données par z; = —. et Zp=——. Résous alors dans € I’équation : iz — iz —3 —i = 0.

2) a) Déterminer les racines carrées de 1 + i sous forme algébrique.

b) Résoudre dans C les équations 2z +3z—2=0 ; z2+z+3
Bilan :

i z24+2(1+D)z+2=0
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Syntheése partielle :

1) Equation du premier degré :
a) Définition : On appelle équation du premier degré dans C; toute équation de la formeaZ + b = 0.
Avec (a # Oeta€ C).

b) Résolution :

L'ensemble solution de I'équationaZ + b =0 est S = {_S}'

2) Racines carrées d'un nombre complexe :

a) Définition :

On appelle racines carrées de Z, tout nombre complexe z tel que Z = z2

b) Résolution :

SiZ =a+ bi et z=x+ iy.Ondit que z est une racine carrée de Z si et seulement si :

. 2 oo . x*—y2=a
{Z=z2 {(a+bl=(x+ly) - {x —y2+2ixy=a+ib

o {2xy=5b
1Z| = |7 [q2 2 — 42 2 2 2 = [q2 2
a?+b =x*+y x“+y a*+b ¥ 4 y? = (@ + b2
3) Equation du second degré :

a) Définition: On appelle équation du second degré dans C, toute équation de la forme :
az*+bz+c=0 (a#0eta€C; beC; ceC)

b) Résolution :

La résolution de telles équations nécessite d'abords le calcul du discriminant associé A tel que :

A= b?® — 4ac
. SiA>0,ona:Zl=_bZ_a\/Z et Zz=%1ﬂ.
o SiA=0,ona:Zl=Zz=§.

-b—ivA -b + VA
Zan/— et Z,= +l\/—.

2a
e Si A= a+ ib (sous forme algébrique),ona: Z; = _bzzal

Ou §; et 6, sont des racines carrées de A.
Siz; et z, sont les solutions de I'équation az?+bz+c=0, a#0,alors:

e SiA<O,ona:Zz, =
et ZZ=_b+62.

2a

b
az*+bz+c=a(z—2z)(z—2,) ; z1+z, =—- et lezz=§

Evaluation formative :

Résolvons dans C les équations suivantes :

a)P(z) =—iz?+ (2+2)z+(10+5i) ; b)PE)=(-14+2D22+(-5+D)z+9i+6
c)P(z) =2z°-2B+20)z+1+8i=0 ; «c) P(z)=42z>—4(1+i)z— (45 + 26i)
Bilan:
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Activité 12 : Application & la résolution dans C d’équations de degré supérieur a 2
1) Résoudre dans C I'équation Z3 + (4 — 5i)Z% + (8 — 20i)Z — 40i = 0, sachant qu’elle admet une racine imaginaire pure.

2) Résoudre dans C I'équation Z3 — (3 + 5i)Z% + (=4 + 9i)Z + 6 — 4i = 0, sachant qu'elle admet une solution réelle.
Bilan :
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Synthése partielle :
Equations se ramenant au second degré :

a) Définition :
Ceux sont des équations dont le degré est supérieur & 2
Exemple:aZ® +bZ*+cZ+d ; aZ*+bZ°+cZ*+dZ+e=0; ect

b) Résolution :

La résolution de telles équations nécessites obligatoirement la reconnaissance d'une racine évidente : réelle

(Z, = a) ou imaginaire (Z, = bi) ou encore Z, = a + bi (avec a # 0 et b # 0) afin de factorisée puis de résoudre 1’équation en
utilisant I'une des techniques de factorisation qui suivent : (Division Euclidienne ; tableau d’Horner ou par identification des
coefficients).

NB : Pour les équations bicarrées : az* + bz? + ¢ = 0, il suffit de ramener |'équation bicarrée au second degré en posant :
z22=7. = aZ’+bz+c=0 (avec a#+ 0)
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Activité 9 : interprétation géométrique
Activité 9-1 : Complexe et configurations géométriques du plan :
Dans le tableau ci-dessous sont caractérisées certaines configurations géométriques a l'aide des complexes :

Configuration Caractérisation géométrigue Caractérisation complexe
Zc — Z .
o C A BA = BC —=——=¢" ou
Triangle e v A~ Z
Zc — Z
ABQ arg( < B) =a Zc — IR _  _ia
isocele en B B Zp — Zp ——__ =¢
Zp — Zp
e
(O <a<m a#kn(keZ)
AB = AC = BC Ze — 2 .1
Triangle A LA _¢3 ou
ABC E 8 Zc — Zp s Zp —Za
équilatéral arg( > =3
Zg — Zp 3 Zc — Zp L
c ou . —¢e3
- R ,\ T Zg — Zp
! mesA=mesB=mesC=§
Triangle ¢ AB = AC Zc " %A _ i ou
ABC 2 Zg —Zp
rectangle et mes A = ar (ZC - ZA) “Toul
isocele en A a 8 & zg —2Zp) 2 2 Zc 7% _ i
?1; ZB - ZA
Triangle zle
A Zc — Z
ABC ~ Zgc —Zp s s ¢ A=ib0u—ib(b€]R*)
rectangle mes A = arg T, )7 5| Z—7Za
en A c B %A
&
. Zc — Zp
Points N al”g<z — >=0+kﬂ
A,B,C = A B A
. , Zc — Z
alignés . ou cT”ZA_ (aeR")
Zp — Zp
“ mes (AB,AC ) = 0[n]
Points B A
A,B,C,D 2
Cocyclique ! mes (CA,CB ) = 0[]
Zc —1p Zp — Zp .
. /- €ER
D Zc —Zp Zp —Zp
a
Application :
I) Soient 4, B, C trois points d’affixes respectifs : =1 —i ; 2+3i ; —10—13i.

Démontrer que ces trois points sont alignés.

I1) Soient A, B, C trois points d’affixes respectifs 3 +i ; 2i ; 2 — 2i.

a) Démontrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A. (on fera une figure).

b) Déterminer 1’affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point D).

I11) Soient A, B, C, D quatre points d’affixes respectifs : —1+i ; —1—i ; 2i ; 2—2i.

a) Etudier la nature des triangles ABC et BCD.

b) Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent & un méme cercle dont on déterminera le centre et le rayon.
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Bilan :
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Activité 9-2 : Complexe et lieux géométriques

1) Distance entre deux points A et B :

Soient A et B, deux points d'affixes respectives Z, et Zg.
d(A; B) = ||AB|| =1z — Z,l

2) Cercle de centre Aetde rayonr :

Soit M (*) daffixe Z,,. A d'affixe Z,.
dlA; MY=re|Zy—Z,=r
3) Médiatrice d’un segment :

Soit M (;) d'affixe Z,, ; A d’affixe Z, et B d’affixe Zp.
M appartient a la médiatrice du segment [AB]sid(4 ; M)=d(B ; M) = |Z,, — Z,| = |Z,y — Z3|.
4) Droite passant par un point A et faisant un angle a avec I’horizontale :

Soit M (;) d’affixe Z,; ; A est un point d’affixe Z, et (D) une droite du plan.
(D) passe par A et fait un angle o avec ’horizontale si arg(Z,, — Z,) = a + kn
Application :

1) Trouver ’ensemble (') des points (M) du plan d’affixe Z tel que : [Z — 3 + i| = 3.
2) Déterminer I’ensemble (I') des points M du plan tel que : |z — 1 + 2i| = 3.
3) Déterminer puis construire 1’ensemble des points M du plan tel que :

a)arg(Z—2+3i)=§+kn ; b) arg(22—2+i)=_%+kn.

4) A tout nombre complexe z distinct de —1 + 2i, on associe le nombre complexe Z tel que : Z = Zi:i
Détermine les ensembles de point M dont ’affixe z vérifie la condition indiquée :

a)lZ|=1 ; b)|Z|=2 ; c)Zestunnombreréel ; d) Z estnombreimaginaire

Bilan :

Issa Mallé / 76 14 60 91 Page 27



Chapitre | : Nombres complexes

Activité 9-3 : Complexe et transformations géométriques du plan
Les transformations et nombres complexes sont résumés dans un tableau comme suite :

2022 - 2023

Nous indiquons dans le tableau2 ci-dessous 1’écriture complexe de certaines transformations du plan. Dans ce tableau,

M(z)et M'(Z") désignent un point et son image, ainsi que leurs affixes, par chacun de ces transformations.

Transformation

Image M’ d’un point M

Définition géométrique

Ecriture complexe

3 it e
Translation de : M ,
. ) MM = U z'=z+ a
vecteur u(a) 1% M@
s ] 1”1 H 3 4 5
M(Z)
Symétrie de centre e .
W) aM’ = —QM Z—w= —(z-w)
.Q(W) (] 21 \
0 0 1 2 3 4
1 M'(Z)
: M(z)
118, ” ’
Symétrie par Joa { iM’ = OM . 4 =7
rapport a ’axe réel ' 1 ’ l ) (e 1,0M) = —(€;,0M)
, W)
Ml ] 2
Symétrie par (Z) M(z)
o OM’ = OM o
fepport  Laxe N (¢ 0M) = n— &, 0M) S
imaginaire o
2 -1 0 0 ﬂel 2
2
- M)
Homothétie de z' —w=Kk(z—w)
centre Q(w) et de ! E;(w e aOM’ = kOM
rapport k 0 €1
lo 1 H 3
2 M(z)
Rotation de centre "1 o { M’ = QM i )
S s Z’—-w=e%z—-w
Q(W) et d’angle o 0 - :’-1 N Mes(QM,QM') = [21'[]
1 M'(z')

Application :

1) Soit la translation de vecteur i d’affixe 3 + 2i

a. Déterminer I’écriture complexe de la translation t.
b.soit z=x+yi et z' = x' + y'i. Détermine de I'expression analytique de la translation t.

2) Soit h ’lhomothétie de centre () d’affixe 2 — 3i et de rapport 3.
a. Déterminer I’écriture complexe de h
b. Déterminer I'expression analytique de h.

3) Soit la rotation r de centre A d’affixe z, = 3i — 4 etd’angle 8 =—

Issa Mallé / 76 14 60 91
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a) Déterminer I'écriture complexe de rotation.
b) Déterminer I'expression analytique de r.
Bilan :
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Activité 9-4 : Application a I'étude des similitudes directes et indirectes

a) Similitude directe :

Soit M et M' deux points d’affixe respective z et z'. Soit Q un point du plan d’affixe z,.

Déterminons I'écriture complexe de la similitude directe .8 de centre () et de rapport k (k € R) et d’angle 6.

aM’ = kQM |z" — zq| = klz — zg| Sy
= ! Z 57 Z,—Z Q: i0
sM)=M = arg<ﬂ>=9:> arg( 9)29 = ke
Zom Z—Zg

= (z' —zq) =ke®®(z—2zq) = z' = ke'¥(z —zq) + zq

= z' = ke'® z+ (1 — ke'?)z, est I'écriture complexe de la similitude directe de centre Q de rapport k et d’angle 6.
- L’écriture complexe d’une similitude est de laforme z' = az+b ola et b sont des nombres complexes tel que (a #
1) avec a =ke'® = |a| =k et arga=260
b=(1—kei6)z = Zq = — = b

@ @7 1—ke® 1-a

b) Similitude indirecte :
Toute transformation du plan qui multiplie la distance par un réel k (k > 0) et qui conserve ’axe de symétrie (A)
passant par le centre 2 avec |a| # 1 d’écriture complexe Z' = aZ + b avec (a ; b) € C* X C
NB :
La similitude plane indirecte admet un axe de symétrie et cet axe est invariant passant par 2

Eléments caractéristiques : Ils sont au nombre de 3 qui sont :
Le rapport k : k=|a]

Le centre ou point invariant 2 d’affixe w = % ou on résout I’équation Z = aZ + b en posant Z = x + iy

L’axe (A): OM = k x OM

NB :

1) Soit f la transformation: z' = az+ b

e Sia = 1,alors f est une translation de vecteur 1 d’affixe b.

Sia = —1,alors f est la symétrie centrale de centre 2 d’affixe w = g

Sia e R*—{—1; 13},alors f est une homothétie de rapport k = |a| et de centre 2 d’affixe w = ﬁ.

Sia € C"— {1} et |a] = 1, alors f est une rotation d’angle 8 = arg(a) et de centre d’affixe 2 d’affixe w = —.

Sia € C" — {1} et |a| # 1, alors f est une similitude directe de rapport k = |al, d’angle 8 = arg(a) et de cen%r
daffixe 2 d"affixe @ = ——.

2) Soit f la transformation:z' = az+ b

e Sila| =1, alors f est une symétrie orthogonale d’axe 1’ensemble des solutions de z’ = z.

e Silal # 1, alors f est une similitude indirecte de rapport k = |al|, d’angle 8 = arg(a), d’axe (A): px + q et de

[ ]
|

.
® &

e b+ab
centre d'affixe 2 d’affixe w = .
Application :
1) Déterminons la nature et les éléments caractéristiques des transformations suivantes :
)z =(1+V3i)z+1+i ; b) z' =—-iz+1-2i

2) Soit (S) l'application de P dans P qui a tout point M d'affixe Z associe Z' d'affixe M' tel que
Z'=(1+4+1i)Z+1- i. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (S).
3) Déterminer la traduction complexe de la transformation (I') dans chacun des cas suivants :

a) () est la translation qui transforme A d'affixe 3 - 2i en B d'affixe — % — %i.
b) (') est I'nomothétie de rapport —g qui transforme A d'affixe 1 + iv/3 en B d’affixe —1 + i.

c) (I) est la rotation d'angle 37” qui transforme A d'affixe 1 + i en B d'affixe =2 + i.
Bilan :
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Pré-évaluation :

1) Détermine 1’ensemble des diviseurs positifs de 24 et 30 noté respectivement D,, et Ds,
2) Détermine 1’ensemble des diviseurs communs a 24 et 30 noté D,, N Ds,

3) En déduis le plus grand commun diviseur de 24 et 30 noté PGCD (24 ; 30).

Bilan :

Situation probleme :

Dans I’écriture a = bq + r représentant la division euclidienne de @ par b.a ; b ; q et r sontdes entiers naturels.
a) Calcule b et g sachant que a = 557 et r = 89.

b) Calcule b et r sachantque a = 1517 ; q = 75.

Bilan :
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Activité 1 : Ensembles N etZ

Activité 1-1 : L’ensemble N

Compléter les phrases suivantes

- L’ensemble des nombres entiers naturels €St NOtE ........ = {li e cie cos et et ce es cen et et eas e et et e es e et e e en et e en e s e ]
N\ 7 T ¥ ,

-N*=N-{..}

- N est muni de deuX OPErations, ..........eeuieriiretiiteeet ettt et ee et eeeeeeneaeananans

- Pour tout entier naturela et b, a+b et aX b soNtdes......c.vvveeiiiiiiii i, On dit que I’addition et la
multiplication sont des lois de composition interne dans .........

Syntheése partielle :

Soit a, b, c trois nombres entiers naturels.

1) Propriétés de I’addition :

a+0=0+a=a. Onditque 0 est I’élément neutre pour I’addition.
(@a+b) +c=a+ (b+ c). On dit que I’addition est associative.

a+ b =b + a. On dit que I’addition est commutative.
atc=b+c=a=h.

a+b=0=a=0etb=0

2) Propriétés de la multiplication :

e VaeN ; ax1=1xa=a. Onditque I est 1’élément neutre pour la multiplication.

e (axb)xc=ax(bxc). Onditque la multiplication est associative.

e aXxb=bxa.On dit que la multiplication est commutative.

e ax(b+c)=axb+ axc. On dit que la multiplication est distributive par rapport a I’addition.
e aXc=bXc=a=b

e aXxb=0=a=0oub=0

3) Ordre dansN :

Dans N on définit une relation notée < par V (a , b) € N?
a<b=ilexistecéeN; b=a+c

Propriétés :

v(a, b) eN?

e a<a (refléxive)

e a<betb<c=a<c (transitive)

e a<betb<a=a=b (Antisimétrique)

On dit que < dans N est une relation d’ordre.

Activité 1-2 : Raisonnement par récurrence

Soient les trois premiers entiers naturels non nul.

1) Calcule la somme de leurs cubes et le carré de leurs somme. Que constates-tu ?

2) Fais de méme pour les quatre premiers entiers naturels puis pour les cing premiers entiers naturels
Bilan :
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Synthése partielle :

Ces observations conduisent a conjecturer que pour tout entier naturel non nul, .......cccceeevureennene.

Etant dans I'impossibilité de démontrer qu’une proposition P, est vraie pour tout entier naturel n, nous allons utiliser un
raisonnement par récurrence dont le principe est le suivant :

e 1° Etape :( Initialisation)

On vérifie que la proposition P, est vraie pour le terme initial, c'est-a-dire : (P, est vraie).

2°™ Etape :( Transmission)

On suppose que la proposition P, est vraie pour tout entier naturel et ensuite on démontre qu’elle est vraie a I’ordre n + 1. C'est-a-
dire P, ., est vraie.

e 3™ Etape :(Conclusion)

On conclut qu’alors : ¥V n € N, P, est vraie.

Application :
Démontrer par récurrence
- n*(n+ 1)2 S n(n+ 1(n+2) =
NS = > ke+1) ——— Y k2t= -2+ 1
k=1 k=1 k=1
Bilan :
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Activitél-3 : L’ensemble Z
Compléter les phrases suivantes
- L’ensemble des nombres entiers relatif est noté ........ e T

- Pour tout entier relatifaet b, a+b et aX bsontdes......oovveveniiieiiiiiiiiiiiaen, On dit que I’addition et la
multiplication sont des lois de composition interne dans .........
Syntheése partielle :

1) Propriétés de I’addition dans Z :

Poura, b, c élémentde Z

e a+b €Z. Onditque (I’addition est une loi commutative interne dans Z)
e (a+Db)+c=a+ (b+c). On dit que (I’addition est associative)

e 3 a' telque a+a’=0.0nditque (aest!’opposé dea’)

e a+ 0 =0+ a.On dit que (0 est I’élément neutre)

a+b =b + a. On dit que (I’addition est commutative)

L’opposé d’un entier relatif a est unique et noté —a et on ’appelle symétrique de a pour I’addition.
Les 4 premiéres propriétés font de (Z ,+) un groupe.

Les 5 propriétés font de (Z ,+) un groupe commutatif ou groupe abélien.

2) Multiplication dans Z :

La multiplication dans Z possede les propriétés suivantes

Pour tout entier relatif a , b, ¢

axb e Z (Multiplication est une loi de composition interne)
(axb)xc=ax(bxc) lamultiplication est associative

e ax1l=1xa 1 estl’élémentneutre

e axb=>bxa lamultiplication est commutation

e aXx (b+c)=ab+ac lamultiplication est distributive par rapport a I’addition

Ces propriétés fontde (Z ,+ , x) unanneau commutatif unitaire.

3) Structure de corps :

Soit un ensemble E muni de deux lois de composition interne (T ,*).

Cet ensemble est un anneau ssi (E , T) est un groupe abélien.

« est distributive par rapport a T. C’est-a-dire a * (bTc) =a*b T ax*c

Remarque :

e Si x est commutative alors I’anneau est commutatif] si elle admet un élément neutre I’anneau est dit uniforme.

e Un ensemble E muni de deux lois de composition internes (E , T ,*) a une structure de corpsssi (E , T ,*) est un anneau.
e L’ensemble E privé de I’élément neutre T muni de la loi (E ,*) & une structure de groupe.
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e Quelquesoit a, b et c élément de Z
ax0=0 ac=bc=a=b

4) Diviseur de zéro :
deux nombres a et b sont dit diviseur de zérossiaXb =0 ol (a# 0 et b # 0)

5) Ordre dansZ:

Va, beEZ a—b=a+(-b)

On définit dans Z une relation notée < V(a, b) €Z?; a<b=b—-a€N
Cette relation est une relation d’ordre totale.

Propriétés :

Soit a et b deux entiers naturels.

1) VceEZ ; a<b=a+c<b+c

2) VceZ, ; a<b=ac<bc

3y VceZ. ; a<b=ac=bc

e Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément.

e Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.

e Soita,b€Z telque b+#0 3 unentierrelatif n € Z tel que nb > a
On dit que Z est archimédien.

Activité 1-4 : Division euclidienne dans Z

Effectuer la division Euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants puis en déduire le quotient, le reste et le diviseur dans la
division de par :

1) a=50764 et b =327 2) a=-53 et b=12

Bilan :

Synthése partielle :

a) Définition :

e Soient a et b deux entiers naturels (b #= 0 ).

On appelle division Euclidienne de ’entier naturel a par I’entier naturel b, toute opération visant a déterminer un couple unique
(q; r)ENxN,telque:a=bqg+r.Avec 0 <r <b.

e Soit (a, b) € (Z x Z*) il existe un unique couple (q , r) de Z X N tel que a=bq+r avec0 <r < |b|.

b) Notation :
e (: estappelé le quotient de la division Euclidienne de I’entier a par I’entier b.
e r:estappelé le reste de la division Euclidienne de I’entier a par ’entier b.

c) Propriétés :
o Sibdivise a, alorsleresterestnul (r=0). Ainsi:a = gb.
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e Si bdivise a, alors pour tout entier naturel n, b divise na.

Evaluation formative 1 :
Effectuer la division euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants :

1) a=>59 et b=18 2) a=59 et b=-18
3) a=-59 e¢t b=18 4) a=-59 et b=-18
Bilan :

Evaluation formative 2 :

1) Déterminer I’entier naturel n dont la division euclidienne par 16 a un reste égal au carré du quotient.
2) Soit q et r le quotient et le reste de la division euclidienne d’un entier naturel a par un entier naturel b.
Sachantque a + b + r = 3025 et g = 50 ; rétablir la division

Bilan :
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Activité 1-5 : Divisibilité dans Z

a) Déterminer tous les multiples de —3 et 6.

b) En déduire tous les multiples de —3 et 6 comprise entre — 18 et 30.
Bilan :

Synthése partielle :

a) Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs.

e Ondit que a est un multiple de b ou que b divise a, s’il existe un entier relatif k tel que : a = kb.
e Ondit que b est un diviseur de a, s’il existe un entier relatif g tel que : a = bq (ou q est le quotient de la division de a par b).
Remarque :

Tout entier relatif est multiple de 1 et — 1

1 ou — 1 estun diviseur de tout entier relatif.

0 est multiple de tout entier relatif, tout entier relatif non nul divise 0,

0 ne divise aucun entier relatif.

Sib # 0 a est multiple de b (ou b divise a) ssi le reste de la division euclidienne de a par b est 0.
b) Propriétés :

e Si b divise a alors b < |a|

o Siadivise b et b divise c, alors a divise c. (a/b et P/. alors a/c)

e Siadivise b et a divise c, alors a divise ab + fc. (3/b et #c alors 3/ o BC)
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¢) Ensemble des multiples d’un entier relatif :

Soit b un entier relatif, les multiples de b sont{........—3b ; —2b ; —1b; 0 ; 1b; 2b; 3b..}
C’est nombres sont de la forme k.b avec K € Z

Exemple :

3Z={c....=/9 ;=6 ; =3; 0; 3; 6; 9......}

-5Z={....—15;—-10;-5; 0 ; 5; 10; 15......}

Remarque :

V beZ (bZ ,+) estun groupe commutatif.

d) Ensemble des diviseurs d’un entier relatif :

Soit a un entier relatif, on note D, I’ensemble des diviseurs de a.
Exemple :

D¢={-6; -3;-2;-1;1;2;3; 6}
Dg={-8;-4;-2;-1;1;2; 4; 8}

Activité 2 : Systéme de numération :

Activité 2-1 : Base de numération :

1) Soit le nombre 246. Justifie que 246 = 2 x 102 + 4 x 10 + 6 x 10°

2) 2 x 102+ 4 x 10 + 6 x 10° est un développement polynomial de 240 en fonction de 10 (base 10)

a) Donne un développement polynomial de 240 en fonction de 5. (Ordonne suivant les puissances décroissantes de 5).
b) Ecris cote a cote les coefficients de gauche a droite. Que représente ce nouveau nombre pour 246 ?

Bilan :

Synthése partielle :

1) Définition :

Une numération est un mode de représentation symbolique des nombres a 1’aide de caractére appelé chiffre.
Etant donné un entier naturel b > 2. Pour tout entier naturel x, il existe une unique suite finie d’entiers naturels
(A, Apqy ooe e v, A3, 05,44, Q) telle que :

e Pourtouti=0an,0<a; <baveca, # 0.

e x=a,b"+a, b1+ +a,b? +a;b' + a,b°

L écriture x = a,b™ + a,_;b™ 1 + -+ a,b? + a,; b + a,b° est le développement du nombre x dans la base b.
2) Notation :

L’écriture x = a,b™ + a,_;b™ ' + -+ + a,b? + a;b* + a,b° se note de fagon standard par : x = @,,a,,_1 ... ... @, a;a,". On dit
qu’on a représenté x dans la base de numération b.

Exemple :

— 5
246 =1x53+4x52+4x5'+1x5%=1441
3) Méthode de détermination de cette suite d’entiers :

—5
Pour écrire dans le systéme de base 10 (décimal) le nombre 1441 . On procéde comme suite :

Issa Mallé / 76 14 60 91 Page 39



Chapitre Il :Arithmétique 2022 - 2023

T441 = 1x 53 +4x 52+ 4x 5! + 1 x 59

=1x1254+4%x254+4x5+1

=1254+100+20+1

= 246
Pour écrire le nombre 246 en base 5, on effectue les divisions entiéres successives de 246 par 5 jusqu’a ce que le quotient soit
inférieur a 5.

246 |5
1 14 5

— 5
4 19 5 Ainsi 246 = 1441
4 1 5
1 0

4) Propriété :

e Par convention, dans le systeme décimal ( appelé aussi a base 10 ), les nombres sont écrits a I’aide des dix chiffres décimaux ,
asavoir:0;1;2;3;4;5;6;7;8;09.
C'est-a-dire tout nombre sans barre, est écrit en base 10.

Exemple :

32401 =3 x10*+2x10% +4x 102 + 0 x 101 + 1 x 10° = 30000 + 2000 + 400 + 1 = 32401

Donc, les chiffres 1;0; 4 ; 2; 3 sont les coefficients respectifs des puissances croissantes de la base 10.

e Au Delas des 10 chiffres décimaux, on peut adopter les lettres : A; B; C; D ; E...etc. pour: 10; 11;12;13; 14 .....etC.

5) Changement de base :

a) Systéme binaire ou systeme en base 2 :

Dans le systeme binaire les symboles utilisés sont : 0 et 1
Evaluation formative :

Ecrire dans le systeme décimal le nombre 1011110012
Ecrire le nombre 83 en base 2.

Bilan :

b) Systéme hexadécimal ou systéme en base 16 :
Dans le systeme hexadécimal les symboles utiliséssont: 0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;A;B;C;D;E;F
Evaluation formative :

—5
Ecrire dans le systeme décimal le nombre 342
—10
2) Ecrire dans le systéme binaire le nombre 1027

3) Ecrire dans le systéme décimal le nombre F0A2316

4) Sachant que 14 = 13 + 1, écrire 148 dans le systeme de base 13.

5) Un nombre s’écrit BABA (Avec : A =10 et B=11) dans le systéme hexadécimal.
Ecrire ce nombre dans le systéme octal (a base 8).

Issa Mallé / 76 14 60 91 Page 40



Chapitre Il :Arithmétique 2022 - 2023

Bilan :

c) Opérations dans une base (binaire ):

_2 ——
Addition : Aprés avoir dressé la table d’addition, calculer 11011 + 1010
e Table d’addition :

= Table de multiplication

+ 0
0 0 1 X 0 1
1 1 10 0 0 0
1 0 1
Exemple : Calculons 11011 + 1010 Effectuons : TO11 x 101
11
+11011 1011
1010 101
= 100101 — T
Alorsona: 11011 + 1010 = 100101 . 0000 .
1011.
=110111

. Alorsona: 1011 + 101 = 110111
Activité 3 : Congruence modulon (n € N*) :

On considérons les nombres entiers relatifs ci-dessous, ou n est

a=-2n+1 et b=15n+1

1) Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de a par n ? de b par n?
2) Calculer a — b. Est — il un multiple de n ?

Bilan :
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Synthése partielle :

1) Définitions :

e On dit que I'entier relatif a est congru a I'entier relatif b, modulo n si la division de a par n, et celle de b par n, ont le méme
reste. Ceci est symbolisé par : a = b[n].

o On dit que I'entier relatif a est congru a I'entier relatif b, modulo n si la différence a — b est un multiple de n. Autrement dit
a=bnle=3k€Z;a—b=kn

Remarque :

a = b[n] © a = kn + b c'est-a-dire le reste de la division euclidienne de a par n est b.

a = 0[n] = a est multiple de n

a=b[n] = a—b estmultiple den

Si r est le reste de la division de a par n alors a = r[n]

Exemple :

5=2[3] ; 16=1[15] ; 9=2[7]1 ; -3=2[5] ; -1=5[6]

2) Propriétés :

Va, a=al[n] (congruence est reflexive)

Va, b ; a=b[n] =b=a[n] (lacongruence estsymétrique)

Va, b, ¢ ; a=b[n] etb=c[n]=a=c[n] (lacongruence esttransitive)
a=b|n
Vv n € N, Va, b, a/, b eEZ o = b[’[j] alors axa'=b xb'[n]

Si keN* ; a=b[n] = ak=bk=[n].

3) Congruences particuliéres (Caracteres de divisibilité) :

a) Divisibilité par 2

Un entier x est divisible par 2 si et seulement si son chiffre des unités simples est pair, c'est-a-dire si ’entier x est terminé par 0 ; 2
;4;60u8.

b) Divisibilité par 3 et par 9

Un entier x est divisible par 3 (respectivement par 9 ) si et seulement si la somme de ces chiffres est divisible par 3
(‘respectivement par 9 ).

c) Divisibilité par 5

Un entier x est divisible par 5 si et seulement si cet entier est terminé par 0 ou 5.

d) Divisibilitée par 11

Un entier N est divisible par 11 si et seulement si la différence de la somme des chiffres de rang pair et de la somme des chiffres
de rang impair est divisible par 11.

e) Divisibilité par 4 et par 25

Un entier x est divisible par 4 (respectivement par 25) si et seulement si le nombre formé par les deux derniers chiffres est
divisible par 4 (respectivement par 25).

4) Utilisation des congruences : Détermination de reste

- Déterminons le reste de la division euclidienne de 72°°2 par 9

7°=0[9] ; 7*=7[9] ;7?2 =4[9] ; 73 = 1[9]
Donc 3 est la période, ainsi 2002 = 3 X 667 + 1

72002 — 73><667+1 — (73)667 X 71

73 = 1[9]
7t = 7[9]
Donc 7 est le reste de la division euclidienne de 72°°2 par 9.

= 72002 — (73)667 X 71 = 1667 X 7[9] — 72002 — 7[9]

e Déterminer suivant les valeurs de n le reste de la division euclidienne de (275423)" par 3.

Bilan :
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d) Démonstration de propriétés :
Soit n € N ; démontrons que n(n* — 1) est multiple de 5.

n 0 1 2 3 4

n* 0 1 1 1 1
n*—1 4 0 0 0 0
n(n* — 1) 0 0 0 0 0

On a utilisé la congruence modulo : pourn =2 ; n* =16 = 1[5].

Evaluation formative 1 : (Voir cahier)

Soita =137 et b =73

Déterminer les restes de la division euclidiennesde a+b ; 3a—2b et a? + 3b? par 25

Evaluation formative 2 :

1) Déterminer le reste de la division par 5de 2° ; 2 ; 2% ; 23 et 2™

En déduire le reste de la division de 22° par 5.

2) Déterminer le reste de la division de 7™ par 9 puis en déduire le reste de la division Euclidienne de 72922 par 9.
3) Le nombre 2798793 est —il divisible par : 2; 3; 11 7?

Bilan :

Activité 4 : Congruence et Structure d’anneau (Ensemble Z/n Z)
Deux entiers x et y sont congru modulo n ssi x et y ont le méme reste dans la division euclidienne par n. En conséquence les
classe d’équivalences sont caractérisées par le reste de la division euclidienne par n.
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Les restes possible de la division euclidienne par n sont :

{O s 152535 4 n;l}.Z/nZ contient n élément.

Exemple :

Dans la congruence modulo 2,

laclasse 0: x = 0[2] = x = 2k avec kK€ Z.

O={— e =6; —4;-2; 2;4; 6uuun.}
Laclassedei: x=1[2] = x =1+ 2k

Pourk=1, x=3 pourk=2 , x=75 ainside suite

I={—... —-3;-1;1;3;5;7;9....}
Consigne :

Fait de méme sans la congruence modulo 3.

Bilan :

Syntheése partielle :

1) Classe d’équivalence modulo n

a- Définition :

Lorsqu'un nombre quelconque x de Z est divisé par un entier naturel n, les restes possibles
sont:0,1,2,..,.n—1.

On dit qu'un élément x de Z appartient a la classe p modulon si : x = p[n] avec n—1=0
D’une maniére générale, si x est un élément de Z, alors la classe de x modulo n est
I’ensemble de tous les éléments de Z qui ont le méme reste que x dans la division par n ; on
lenote cl(x) = xtelque: cl(x) =x={y € Z/x —y = 0[n]}

b- Ensemble quotient Z/nZ :

L'ensemble des classes p modulo n est noté par Z/nZ et s’appelle groupe quotient de Z/nZtel que :

Z/nZ={0;i;2;3; ...... n—l}.

2) Propriétés dans Z/nZ

a) Propriétés (Addition) :

e L'associativité, x + (y+2) = (x+y) + 2

e Lacommutativité, x +y =y + x

e L'élément neutre, 0 (car, x+0=x+0= x)

o L’élément =%, symétrique de x (car x + X=x—x= 0).

b- Propriétés (Multiplication) :

e L'associativité : x X (yxz2) = (X Xy) Xz

e Lacommutativitt: x Xy =y X x

e L'élément neutre : 1 (car, xxl=xx1= x)

e Ladistributivité par rapport a I'addition, soit: x X (y + 2) = (x X y) + (x X 2)
NB :

On dit qu'un anneau commutatif unitaire A est intégre si pour tout x ,y de A, ona:
xXy=0=x=0o0uy=0

Lorsque lI'anneau n'est pas intégre, il existe x et y, tous non nuls, dont le produit est zéro. On dit alors que x et y sont des
diviseurs de zéro.

Exemple : Table d’addition et multiplication dans Z/gz

Solution :
T 0 1 3 X 0 i 2
0 0 i 2 0 0 0 0
i i 2 0 i 0 i 2
2 2 0 1 5 0 5 i

Evaluation formative :
Résoudre dans I’ensemble quotient Z/7Z les équations ou systéme.
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a) 4x+5=0 ; x> =1
b) Résoudre dans (%/-)?
{3){ +2y=1
2x+5y =6
Bilan :
X 0 2 4 5 6
4x 0 i 2 6 3
4x+5 5 6 0 4 i

x+5=0=>x=4=S=1{4}

Activité 5 : Nombre entier naturel premier

Soit a déterminer I'ensemble des nombres premiers compris entre 1 et 80. Pour cela : utiliser I'algorithme d'Eratosthéne que
nous décrivons comme suit :

1) On construit une table des nombres allant de 1 a 80.

2) On élimine le nombre 1.

3) On garde le nombre 2 et on élimine de la table tous ses multiples

4) Le nombre suivant non éliminé est 3, que I'on garde. On élimine de la table tous les multiples de 3;

5) On procéde ainsi jusqu'au nombre 80.

Bilan :
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Synthése partielle :

Les nombres non éliminés de la table sont tous premiers.

1) Définition :

On dit gqu'un nombre entier naturel p est premier s'il a exactement deux diviseurs, 1 et p.

D’une maniére générale :

Pour montrer qu'un nombre entier naturel p est premier, il suffit de le diviser par les entiers naturels premiers successifs inférieur

a ./p et montrer que aucun de ces nombres ne divise p

Exemple :

Montrer que 239 est un nombre entier premier.

Bilan

Ona:a =239 = va =239 = 15,45

Ainsi les nombres entiers premiers inférieurs a 15,45 sont : {1, 3, 5, 7, 13} et on remarque que 239 n'est divisible par aucun de ces

nombres premiers c'est-a-dire : {1, 3, 5, 7, 13}.

Conclusion : 239 est un nombre premier.

2) Théoremes :

e Tout entier naturel n supérieur a 1, admet au moins un diviseur premier.

e L’ensemble des nombres premiers est infini.

e Tout entier naturel n supérieur a 1 admet au moins un diviseur premier dtel que : 1 < d? < n.

e Tout entier naturel supérieur a 1 se décompose de fagon unique comme un produit de facteurs premiers. La décomposition
prend la forme générale : P = P X P2 X P/® X ..X P;™
Ou a; est le nombre de termes de valeur P; contenus dans n.

- Le nombre de diviseurs positifs de P est: d(P) = (ag + D)(a; + D(a, + 1) ... (e, + 1).

- Les diviseurs de P se déterminent par deux méthodes

1" méthode : D(P) = (1; Py ; P ..R°)((1; P ; P?..P,")..(1; B, ; BZ..B™

2™ méthode : Schéma d’arbre

Evaluation formative :
1) a) Décomposer en produit de facteurs premiers le nombre 180.
b) Détermine le nombre de diviseur puis I’ensemble de diviseur de 180.
2) On pose N = 21200n. Déterminer la valeur de n pour que N soit un carré parfait.
Bilan :
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Activité 6 : PPCM et PGCD de deux nombres entiers relatifs :

Activité 6-1 : PPCM de deux entiers relatifs :

a) Déterminer 1’ensemble des multiples de 4 et de 6 noté respectivement 4Z et 6Z.
b) Déterminer 1’ensemble des multiples commun a 47Z et 6Z. Noté 4Z N 6Z.

c) Quel est le plus petit multiple commun positif non nul de 4 et 6 ?

Bilan :

Synthese partielle :

On dit que PPCM (4 ; 6) = ---

a) Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. On appelle plus petit commun multiple de a et b, le plus petit élement strictement

positif de (aZ N bZ) et on note PPCM(a ; b).

Notation :

Le plus petit commun multiple de a et b peut étre noté comme suit: PPCM(a ; b) =aV b =m.

b) Propriétés :

e Va, beZ" PPCM(a; b) =PPCM(lal ; |b]).

e Max(a; b) <PPCM(a; b)<a.b

e PPCM(a; b)=a=a€bZ

Exemple : PPCM(12 ; 4) =12 < 12 € 4Z.

e Soita et b deux entiers relatifs tel que : u soit le PPCM. Ona:aZNbZ =

e Sia; betkeZ , PPCM(ka; kb) = kPPCM(a ; b)

Exemple : PPCM (120 ; 168) = PPCM(24 x5 ; 24 x7) =24 X PPCM(5 ; 7) = 24 x 35 = 840

e [’ensemble des multiples communs de deux entiers naturels non nuls a et b est I’ensemble des multiples de leurs PPCM, c'est-
a-dire si PPCM (a ; b) =m =;alors: (aZ N bZ) = mZ.

Exemple : PPCM(4 ; 6) = 12 alors (4Z N 6Z) = 127

Activité 6-1 : PGCD de deux entiers relatifs

a) Déterminer 1’ensemble des diviseurs de 14 et 12 noté respectivement D,, et D,,.
b) Déterminer D, N D;,. Puis déterminer le plus grand commun diviseur de 14 et 12.
Bilan :
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Syntheése partielle :

On dit que PGCD(14 ; 12) =2

a) Définition :

Soit a et b deux entiers relatifs non nul, on appelle plus grand commun diviseur de a et b et on note PGCD(a ; b) le plus
grand élément de D, et Dy,

Notation :

Le Plus Grand Commun Diviseur de a et b peut avoir les notations suivantes :
PGCD(a ; b)y=aAb=d=A

b) Propriétés :

e V(a; b)eZ** ; PGCD(a; b) =PGCD(lal ; |bl)

e V(a; b)eN? ; 1<PGCD(a; b)<Min(a; b)

e V(a; b)eN?; PGCD(a; b)=a=>a€D,

e Soita et b€ Z**> o leur PGCD, ona:D(a; b) = D(o0)

Exemple : PGCD(24 ; 30)=6=D(24 ; 30)=D(6)={1; 2; 3; 6}
e Va, b, ke N*PGCD(ka; kb) = kPGCD(a; b)

Exemple : PGCD(205 ; 492) = PGCD(41 x5 ; 41 x 12) = 41PGCD(5 ; 12) =41 x1 =41
e Va, beN* et o leur PGCD un entier naturel, m est multiple de sigma o s’il existe deux entiers relatifs

u et v telque: m=au+bv

Exemple :

PGCD(205 ; 492) =41 et 82 € 417

Ju vtelqueeu=-2 ; v=1 et 82=205u+492v

e Sib>aalorsPGCD(a ; b) =PGCD(a ; b—a) = PGCD(b —a; a—(b- a))

Exemple : PGCD(143 ; 27) = PGCD(27 ; 116) = PGCD(27 ; 86) = PGCD(27 ; 62) = PGCD(27 : 35)
= PGCD(27 ; 8) =PGCD(8 ; 19) =1

¢) Algorithme d’Euclide :

Sia=bqg+r (r+0)alors:

PGCD(a ; b) =PGCD(b ; r)etpuisquer =a— bqgalorsona:

PGCD(a ; b) = PGCD(a ; (a— bq))

Exemple : PGCD(492 ; 205) = PGCD(205 ; 82) = PGCD(82 ; 41) = 41

Evaluation formative 1 :
Déterminer le PGCD de 2070 et 368 par l'algorithmed’Euclide.

Bilan :
2070 368 230 138 92 46
Quotient 5 1 1 1 2
Reste 230 138 92 46 0

PGCD(2070 ; 368) = 46
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Evaluation formative 2 :

Déterminer le PGCD et le PPCM des entiers a et b dans chacun des cas suivants :

a) a=1455et b=335 ; Db) a=24etbh=33 ;, ) a=48 et b =46
Bilan :

Activité 7 : Nombres premiers entre eux
Déterminer le PGCD (48 ; 43)
Bilan :

Synthese partielle :

Le PGCD (48 ; 43)=...... On dit alors que 48 et 43 sont premiers entre eux ou qu’ils sont étrangers.

a) Définitions :

e Soienta et b deux nombres entiers relatifs non nuls.

On dit que a et b sont premiers entre eux (ou sont étrangers) si PGCD (a ; b) =.......

e On dit également que a et b sont premiers entre eux (ou sont étrangers) s’ils n’admettent pas de diviseur commun (en dehors
de I’unité c'est-a-dire 1).

Exemple : 3 et 5 sont premiers entre eux alors PGCD (3 ; 5)=......
3 et 5 sont premiers entre eux.

11 et 3 sont premiers entre eux.

23 et 19 sont premiers entre eux.

b) Théorémes :
- Théoreme de Bézout :

Deux entiers relatifs a et b non nul sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers u et v tels que:
au+bv=1

Exemple :

49 x 54+ 115 x (—23) =1 Donc PGCD(49 ; 115) =1
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- Théoreme de Gauss :

Soit a, b, c trois entiers relatif non nul, si a divise bc,eta et b sont premiers entre eux alors a divise c.
Exemple :

Résoudre dans Z? 1’équation 2x — 5y =0

Solution :

x=0[5] = x =5k

2X_5y:0:>2x:5y:>{y50[2]=>y=2k

Ou encore :
2 et 5 sont premiers entre eux.
2 divise y alors y = 2k. S={5k; 2k}

5 divise x alors x = 5k

- Théoréme de Fermat :

Soit a un nombre entier non nul, et p un nombre premier. Si p ne divise pas a , alors il s’en suit la congruence suivante :
aP~' = 1[p].

c) Conséquence :

Soit a, b, c trois entiers relatif non nuls.

e Si a et b sont premiers entre eux, et a et c sont premiers entre eux alors a et bc sont premiers entre eux.
e Sia et b divise c etsia et b sont premiers entre eux alors ab divise c.
e Sia et b sont premiers entre eux alors PPCM(a ; b) =a X b.

d) Propriétés :

Si n e N* a, b, c trois entiers relatifs avec a # 0.

Sia est premier avec n etsi ab = ac[n] alors b = c[n].

e) Relation Entre PGCD et PPCM :

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Si d et m et désignent respectivement le
PGCD etle PPCM des entiersnaturelsa etb,ona:axb=mxd

Ainsi il existe deux entiers a’ et b’ premiers entre eux (PGCD(a’; b") = 1) tel que :
a=axdetb=b'xd=axb=d?*>xad.b

Puisque a’ et b’ sont premiers entre eux (PGCD (a’; b") = 1), alors on a le théoréme
Suivant: PPCM(a’; b') =a’' xb’

Exemple :

Déterminer le PPCM de 304939 et 151097 sachant que PGCD(304939 ; 151097) = 61
Solution :

axb 304939 x 151097

mxXd=aXb=m= = 755333903

61
D’ou PPMC(304939 ; 151097) = 755333903
Evaluation formative :
Déterminer les entiers naturels a et b dans chacun des cas suivants :

) {a+b=168 . b) {m+3A=276 . 0 {az—b2=405
PGCD(a ; b)=21 10 < A< 30 ' 3m=axb
Bilan :
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Activité 8 : Exemple d’utilisation de I’algorithme d’Euclide
Activité : 8-1 : Détermination des coefficients d’une égalité de Bézout
a) Démontrer, en utilisant 1’algorithme d’Euclide que 564 et 271 sont premiers entre eux.
b) En déduire deux entiers relatifs u et v tels que : 564u + 271v = 1.
Bilan :
- Ona:564 =271x2422 ;0 271=22x12+7 ; 22=7x3+1
donc PGCD(564; 271) = PGCD(271; 22) = PGCD(22; 7) =PGCD(7; 1) =1
Puisque PGCD(564; 271) = 1 alors 564 et 271 sont premiers entre eux.
- 564u+271v=1
Ona:
22=7%x34+1=1=22—-7%3
= 1=22-3(271-22 % 12)
= 1=22-3%x271+22x%x36
= 1=-3x%x271+37x22
= 1=-3x271+37(564— 271 x 2)
= 1=-3x%x2714+37%x564—74x%x271
= 1=37x%x564—-77 %271
= 1= 564(37) + 271(=77)
Donc 564u +271lv=1 avec u=37 et v=-=77

Activité : 8-2 : Résolution dans Z? des équations Diophantiennes Equations du type (ax + by = c)
1) On se propose de résoudre I’équation dansZ?. (E): 34x — 15y = 2

Issa Mallé / 76 14 60 91 Page 51



Chapitre Il :Arithmétique 2022 - 2023

a) Déterminer le PGCD de 34 et 15

b) Résoudre dans Z* I’équation (E'): 34x — 15y = 0

c) Déterminer une solution (x, ; y,) deE

d) Résoudre (E).

2) Retrouver les solutions de (E) en utilisant la congruence
Bilan :

Synthése partielle :

a) Définition :

On appelle équation Diophantienne, toute équation de Z? dont 1’ensemble solution se présente sous forme de couple (x; y).
Résolution d’un cas particulier : Equation du type ax + by = c oU: a; b ; ¢ sont tous des entiers (avec a et b non nul).
b) Théoréme

L’équation : ax + by = ¢, admet des solutions dans Z? si et seulement si ¢ est un multiple du PGCD(a; b ).

c) Résolution

Pour résoudre de telles équations, nous pouvons utilisez deux méthodes :
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e La méthode d’algorithme
e La méthode par Congruence
En général, soit a résoudre I'équation dans Z** (E): ax 4+ by = c.
On cherched = PGCD(a; b)
e Sidnedivise pascalors S = @.
e Sid divise c alors on simplifie I’équation (E) par d, on obtient :(E;):a;x + b;y = ¢, avec a;Ab; = 1.
On cherche une solution particuliere (Xq; yo) en utilisant I'algorithme d’Euclide et le théoréme de Bézout ou par un simple
remplacement.
a;x + by =c¢

a;Xg + by, =¢

a;(x—xg) +by(y—ye) =0
a;(x —x¢) = —b;(y —yo) ® a;(x — x¢)/—b;
D'apres le théoreme de Gauss, x — x,/—b; car a;Ab; =1
Ainsi 3k € Z,x — X, = —b;k © x = x, — bk
Remplagons x — x,, par sa valeur dans 1’égalité : a, (x — X,) = —b;(y — y,)
a;(x —x%g) = =b;(y —yo) © a;(—=b;k) = =b; (y — y,)
e ak=y-y,@y=y,+ak

|S ={(xqg—b;kiys, +ak),k€ Z}|

Evaluation formative 1 :
1) Montrer que I’équation : (x ; y) de Z? : 6y — 3x = m, admet des solutions si et seulement si m est un multiple de 3.
2) Résoudre dans Z?2, les équations suivantes :

a)6x —3y =5 ; b) 6x —3y =3
3) En déduit de ce qui précede, les solutions dans Z? de I’équation :

(6y —3x—4)(6y—3x+4) =1
Bilan :
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Evaluation formative 2 :

x = —1[34]
x = 1[15]
PGCD(x ; y) =12
x+y=60

3) Décomposition en produit de nombres premiers 4872 et 3600
4) Déterminer le PPCM etle PGCD de 700 et 78375 aprés avoir décomposé 700 et 78375
5) a) Quel est le nombre de diviseur positif de 14553 ?

b) Déterminer I’ensemble D des diviseurs de 14553
Bilan :

1) Résoudre dans Z le systeme S = {

2) Résoudre dans N? le systéme {
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Pré-évaluation :
a) compléte en rouge les limites de références ou usuelles ci-apres

) . wer oo e Si M est paire , o1
lim(C) = --- ; lim x™ = ; - pair ; lim x™ = .- ; lim —=---
x—a prarsnr S GO sin est impaire X400 xo+oo xT

1 (. sin est paire LT (T sin est paire 1

lim — = . ; ) ; lim — = . . ) ; lim —=--

Prarenrsy v RN GO sin est impaire Prv, eV GO sin est impaire x50+ x™
-1
) ) a X"+ an_ x4+ ax +ag

lim (a,x" + a,_x" P+ +a;x +a,) = ; lim — — =

x-F x>t b XM+ b, x + -+ bix + by

b) Compléte en rouge les définitions et propriétés suivantes
— Six, appartient au domaine de définition de f alors lim f(x) = --
X—Xg

— Six, n'appartient au domaine de définition de f alorson calcule si possible lim_f(x) et lim f(x) respectivement appelées
X—Xo X—=Xp

. etsideplus lim f(x) = lim f(x) =a ; a € R,alors on dit qUE f ... o cevcev ves et et e et e et e e
X—Xq x-xo+t

. sinax . tanax . 1—cosax 1
2) Sachant que lim =1 ; lim =1 et lim————-—==.Trouve:
x~0 ax x>0 ax x=0 (ax) 2
sin ax tan ax 1 —cosax
im ; lim ; lim——— avec (a ; b) € R*?
x>0 bx x-0 bx x-0 ax
3) compléte en rouge les tableaux suivants :
a) Somme de limite :
f et g sont deux fonctionet a , 1, I' trois réels tel que :
limf(x) =1 ; limgkx) =1
X—a X—a
f(x) 1 0 —00 +o0 0
g(X) 1y I 0 —0o +oo
f(x) + g(x)
b) Produit de limite :
f(x) 1 0 0 400 | 40 | —0 | [;1>0 1;1<0 1;1<0 1;1>0
g(x) I I’ +o0 0 +o0 | 400 +o00 +00 —o0 —o0

f(x) x g(x)
¢) Quotient de limite :

f(x) 1 0 1 0 —0 —00

g I I 0 0 +00 —oo

fx)

{69)
d) Limite d’une racine carrée :

lim f(x) 120 +o00
X—Xg

lim /f(x)
X—Xg

Bilan:
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Retenons:

Dans un calcul de limites, on a une forme indéterminée lorsqu’on ne peut pas conclure directement. Pour lever cette
indétermination, il faut transformer 1’écriture de la fonction :

— Soit en factorisant par le terme dominant (cas des fonctions polyndmes et rationnelles en +c0 et en — o)

— Soit en utilisant 1’expression conjuguée (cas des fonctions racines carrées)

— Soit en revenant a la définition du nombre dérivé (cas des fonctions sous la forme d’un taux d’accroissement)

Situation probléme:

N’Golo constate que la surface préparée par son pére pour le jet des cauris est un rectangle carrelé de longueur 2x + 1 et aire
x*—8oux >3

Il décide de connaitre la largeur de cette surface préparée, de méme que la longueur d’une de ces diagonales

1) Aide N’Golo dans ses recherches

2) Calcul ensuite les limites suivantes :

x*—8 x?—8 x> -8 1
i . i . i . i [2 — . i R
L e thfl% 1) 0 Wlnr) 0 AR ( ¥oBtx 1) . (Zx * x2>

Bilan :
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Activité 1 : compose d’une fonction composée
2x-1
x+1

Soit u la fonction définie par u(x) =
1) Calcule limite en +oo de u(x)

2) a) Ecris u comme composée de deux fonctions f et g ol f est une fonction de référence et g une fonction
rationnelle.

b) Calcule lim f(x) et limg(x) avec b= lim f(x)
x—+00 x-b X—+00

¢) Que remarques-tu ? Comment peut-on calculer la limite d’une fonction composée f o g en a?
Bilan :

Synthese partielle :

a) Définition :

Soit f une fonction définie sur un ensemble I et g une fonction définie sur un ensemble J tel que f(I) c J.
La fonction notée g o f, définie sur I par : g o f(x) = g[f(x)], est appelée fonction composée de f et g.
Théoréme : (admis)

Soit f et g deux fonctions. Soit a, b et c finis ou infinis.

Si chi_rgf(x) =b et }Ci_r}lllg(x) =c alors }Ci_r}}lg of(x)=c.

Activité 2 : Ordre de limites

1) Soit f et g définie sur]0 ; +oo[ par f(x) =1 —i et g(x) =2 —i
a) Compare les fonctions f et g sur]0 ; +oo[

b) Comparer la limite de f(x) et g(x) quand x tend vers +oo.

I1) Soient f : x — V2x2 4+ x ; gix— x;;inlx ; h:x+— 451:_":3"
1) a) Démontre que pour tout x =0 ; f(x) > x
b) Calcule lir+n X puis fais une conjecture de lir+n f(x).
X—+ 00 X—+00
X

. -1 x+1
2) a) Démontre que pour toutx > 0 ; —— < g(x) < vy

b) Calcule les limites en + oo des fonctions qui encadre g(x)puis fais une conjecture de lirP g(x).
X—+00

4sinx+3

3) a) Veérifie que pour tout x > 1, h(x) = — *3
b) Montre que |h(x) — 3| < ﬁ
) En utisant 2) a), déduis liE,n (h(x) — 3) puis li{rn h(x)
X—400 X—+00
Bilan :
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Synthése partielle :
a) Comparabilité avec I’ordre :
Théoréme :
Pour x suffisamment proche de o ; f(x) < g(x).
Si ll_r{(lx fx)=1 et ll_rg gx)=1' alors 1<V
b) Théoréme de comparaison :
Théoréme de gendarme :
Pour x suffisamment proche de a ona: f(x) < g(x) < h(x)
Si lim f(x) = lim h(x) =1 alors lim g(x) =1
X—a X—a X—a
c) Autres théorémes :
- Si pour tout x suffisamment proche de «
ux) <f(x) si XETW u(x) = +co alors lim f(x) = 4o

X—+00
u(x) <f(x) si lim f(x) =—oc0 alors lim u(x) = —o
X—+00 X—+00
Exemple :
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x + sinx
VXER ; —1<sinx=>x—1<x+sinx

lirf (x—1) =+c0 alors lirP (x + sinx) = +oo

X—+00 X—+00

- Si pour tout x suffisamment proche de a.

[f(x) =1 < u®) et lirP u(x) =0 alors lirP f(x) =1
X—+00 X—+ 00

Activité 4 : Application des limites a la recherche d’asymptotes et branche infinies
Activité 4-1 : Etude des branches infinies
soit les fonctions f et g définies par f(x) = 2
a) Déterminer Dy et D,

b) Déterminer les limites de f et g aux bornes de leur ensemble de définition.
c) Trouver lesréelsa, b, et ctelsque:g(x) =ax+b+ Z;T

d) Enposant y = ax + b. Calculer xEer[g(x) —y]=0

x*4+x—1
x*-1

x*—5x+15
2x+1

et g(x) =

i
—+o0

e) Montrer que lim (@) =a et que lir+n (gx) —ax) =B
X X—1 00

f) Interpréter graphiquement les limites obtenues dans chaque cas
Bilan :
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Synthése partielle :
Définition : Soit f une fonction numérique et (C) sa courbe représentative. On appelle branche infinie de la courbe (C) une
branche donc la direction est une droite et cette droite est appelée Asymptote.
a) Asymptote verticale :
Soit f une fonction numérique et (C) sa courbe dans un repére orthonormé et a un réel.
( La droite (D): x=a est )
dite asymptote verticale a (C)
b) Asymptote horizontale :
Soit f une fonction numérique de courbe représentative (C) dans un repére orthonormé et b un réel.
La droite (D): y=b est . _
(dite asymptote horizontale a (C )) = xLlrJr_rloof ) =b
c) Asymptote oblique :
Soit f une fonction numérique de courbe représentative (C) dans un repére orthonormé.

Ladroite (D): y=ax+Db est) . _
( dite asymptote oblique a (C) = xl—lgloo(f(x) »)=0

= lim f(x) =
xXx—a
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d) Branches parabolique :

x
— Si lim Q est infinie, alors C;admet une branche parabolique de direction (O ; J)au voisinage de + o

x—+00 X
x
- Si lirp 9 = 0, alors C;admet une branche parabolique de direction (O ; 1) au voisinage de + o
X—>+00
x
- Si lirln g = a,(a € R*)alors deux cas peuvent se présenter selon liT (f(x) —ax)
X—>+00 X—>+00

* Si lirln (f(x) —ax) = b (b € R) alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a C; en + o
X—>+00

* Si lirln (f(x) — ax) estinfinie, alors la droite d'équation y = ax est une direction asymptotique a C; en + o
X—>+00

Activité 4-2 : Asymptotes obliques. Position d’une courbe par rapport a ses asymptotes
2) Montre que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique d’équation y = ax + b dans les cas suivants :

—x2 24—
@) f() ==27 b) f(x) = Z
b) Dans chaque cas, étudier le signe de f(x) — y puis en déduire la position relative de la courbe C; par rapport a son asymptote.

Bilan :
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Synthése partielle :
Pour étudier la position de la courbe C; de f par rapport a son asymptote oblique (D) d’équation y = ax + b ; on étudie le signe

de f(x) — (ax + b) dans D.

e Sif(x) —(ax+b) <0; alors la courbe C; est en dessous de (D).

e Sif(x) —(ax+b) > 0; alors lacourbe C; est au-dessus de (D).

e Sif(x) —(ax+b) = 0; alors la courbe C; coupe (D) en un point x,.

Remarque :
les courbes (C) et (C") des fonctions f et g sont asymptotes si :

lim (G0 — g(9) = 0

Evaluation formative :
1) Trouver D¢, calculer les limites aux bornes et préciser les asymptotes.
f()_3x+4 b f00) = 2x+1 f()_x2+7x+3
) 1) =577 V=g 9=y
. 1
2) Soit f(x) = |x— 1]+ =
a) Trouver D¢
b) Ecrire f(x) sans le symbole | . |
c) Déterminer les asymptotes a la courbe (C)
Bilan :
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Activité 4 : Continuité

1) Soit la fonction f définie par :

x*—1
x—1
pourx €1 ; 4o ; f(x) =x*>+1

a) calculer )}Lr{l_ f) ; ler{1+ fx)

b) En déduire lirrll f(x)
xils

2) Soit{f(x) T x2 ; x,=2. Déterminer la limite de £ (x) en x,.

f2)=4
3) Soit la fonction f définie sur [1 ; +oco[ par: f(x) =vVx—1—-2
a) Etudier la continuité de f sur I’intervalle [1 ; +oo].
b) Justifier que Vx € [1 ; +oo[ , f(x) = -2
c) Démontrer que tout élément B de [—2 ; +oo[ a un antécédent a dans [1 ; +oo[; tel que f(a) = B. En déduire I’image par f de
I’intervalle [1 ; +oo].
Bilan :

pour x € -0 ; 1[; f(x) =
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Synthése partielle :
lirr21 f(x) =4 = f(2).0ndit que f(x) est continue en 2.
X

a) Continuité en un point :
Soit f une fonction définie sur un intervalle | et soit x, un réel appartenant a I.
On dit que f est continue en x, si et seulement si f est définie en x, et si la limite de f(x) quand x tend vers x, est égale a f (x,).
Une fonction f est continue en x, Si et seulement si :
f(xy) existe et xllr? fx)=f(lx) =1 fini).
X0

Remarque :
les fonctions non continues en x, sont les fonctions non définies en x, et les fonctions n’admettant pas de limite en x.
b) Continuité sur in intervalle :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I = [a ; b] ou I =]a ; b[. Ondit que f est continue sur I si et seulement si, f est
continue en tout point de /.
Théoréme 1 :
Toute fonction polyndme, rationnelle, irrationnelle, trigonométrique et valeur absolue est continue sur chaque valeur qui compose
son ensemble de définition.
Une fonction f définie sur un intervalle | ouvert est continue sur | lorsque f est continue en tout réel a appartenant a I.
Théoréme 2 :
e Sif et g sontdeux fonctions continues sur un intervalle I alors les fonctions

f+g; fXxg et yfouy € R sontcontinue sur [

e Etsienplus g ne s’annule pas sur [ (¢’est-a-dire Vx € I g(x) # 0) alors les fonctionsﬁ et isont continue sur [.

e Si f est une fonction continue en un point x, et g une fonction continue au point f(x,) alors la composée g o f est continue
au point x,.
c) Continuité a gauche — continuité a droite :
* Une fonction f est continue a gauche de x, si : xlixm_ ) = fxg).
—Xo

* Une fonction f est continue a droite de x, si = lim_f(x) = f (xo).
xX—Xxq

NB :

Une fonction est continue en un point x, de I si elle est continue & gauche et a droite de x,,.

d) Prolongement par continuite :

Soit f une fonction numérique non définie en x, ; mais admettant une limite ! en ce point. La fonction g définie par : g(x) =

{f(x) Si X # X
I si x=x,

NB : Si f n’est pas définie en x, mais admet une limite en ce point, alors on dit que f est prolongeable par continuité au point x.

Exemple :

Soit f(x) =22

, est appelée le prolongement de la fonction f par continuité au point x,,.

x-1
Déterminer le prolongement par continuité de f en 1
Solution :
x> -1
fe) =—— Dy=R~{1
CoxP-1 (x—D(x+1)
h{nx—l_h{n -1 —ll{n(x+1)—2

donc g(x) =x+ 1 estle prolongement de f en 1

Evaluation formative :
x) _ |lx—1]+2
1) Etudier la continuité de la f au point x, tel que : P ox =1
f) =3
2) Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de définition de la fonction f puis dire si elle est prolongeable par continuité
au point x,.

V@=%§ ; mym=ﬁx
Xo = 2 xXo =0

3) Soit la fonction f définie par :

Six<-2 ; fx)=-2x-5
Si—2<x<1 ; f(x)=x*+3x+1

Sil<x; f(x)=-x+6
Démontrer que f est continue sur R.
Bilan :
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Activité 5 : Bijection — bijection réciproque
Soit f: [2 ; +0] — [-3; +00]
x — x2—-4x+1
On veut montrer que V y € [—3 ; +oo[ I’équation f(x) = y admet une unique solution dans [2 ; +oo].
a) Montrer que f(x) = y équivauta (E):x* —4x+1—y =0
b) Calculer A le discriminant de (E).
c) Discuter suivant le signe de A le nombre de solution de E.
d) Conclure
e) En déduire la fonction réciproque f 1.
Bilan :

Synthése partielle :

a) Définitions :

e Soit f une fonction continue sur I’intervalle I telle que f(I) soit un intervalle J.

La fonction f est une bijection de I sur J lorsque tout élément de J a un et un seul

antécédent dans I.

Si une fonction f est une bijection de I’intervalle I sur ] alors elle admet une fonction bijective réciproque définie sur
lintervalle J et & valeur dans ’intervalle I notée : f~1

Siy=f(x) alors x=f"y) oux€l , y€]j
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b) Image d’un intervalle par une fonction continue :
L’image d’un intervalle I par une fonction continue et strictement monotone sur I est un intervalle. La fonction détermine alors
une bijection de I sur f(I).

Activité 6 : Dérivée (rappel et complément)

Pour se rendre a 1’école, N’Golo parcourt avec sa moto une voie rectiligne rapportée a une droite graduée. A t = 0, la moto se
trouve au point d’abscisse 2 et a t = 2s, la moto est repérée au point d’abscisse 8.

La position de sa moto exprimée en métre a I’instant t quelconque sur la voie est x(t).

1) Exprime x(t) en fonction de t.

2) Calcule la vitesse moyenne de la moto entre 0 et 2s.

x(t) —x(t
3) Calcule la limite de t +— M en ty =2

—to
4) Que peut-on conclure ?

Bilan :
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Synthése partielle :
1) Nombre dérivé en un point x, :
Soit une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,.

On dit que f est dérivable en x, si et seulement si la quantité Li(x“)

X—=Xx0

admet une limite finie quand x tend vers x,. Cette limite

f(x)—f(x0)

est appelée nombre dérivé en x,, et est noté f’(x,) C'est —a — dire: f'(a) = limy_,, —
—X0

NB :

f est dérivable en x, si elle admet un nombre dérivé f’(x,).

Toute fonction dérivable en un point x, est continue en x,. Mais la réciproque est fausse.
4) Interprétation graphique d’un nombre dérivé

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle et (C) sa courbe

représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0; I; J) f(x)

Soit M, (;g) un point fixé de (C). M (;) un point courant de (C);
construisons la droite (M,M). Lorsque x tend vers x,, la droite £(xo)
(M, M) vient occuper une position limite (M,T) appelée tangente

a la courbe (€) au point M, (ig)

e Lenombre dérivéen x,, f'(x,) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe f au point x,.
Equation de la tangenten x, est (T) : y = f'(x) (x — x5) + f(xg)

o Si le nombre dérivé a gauche et le nombre dérivé a droite existent et sont différents, alors la courbe admet deux demi —
tangentes en M,, de coefficients respectifs les nombres dérivés a gauche et a droite de x, et fait un angle en ce point.

e Silacourbe (C). de la fonction f admet en un point x,, une tangente paralléle a I’axe des abscisses alors f'(x) = 0

Activité 6 : Nombre dérivé a gauche — Nombre dérivée a droite

Soit [a foncti dfini x*—2x—2 si x<1
oit la fonction par morceaux définie par f(x) = xx;4 s x>1

1) Etudier la continuité de f & gauche et a droite de 1, puis déduire que f est continue en 1.

2- Déterminer le nombre dérivé de f a gauche et a droite de 1, puis déduire que f n’est pas dérivable en 1.

3- Montrer qu’au point d’abscisse 1, la courbe de la fonction f admet deux demi-tangentes dont on déterminera les équations.
4) Comment appelle-t-on le point de rencontre de ces deux demi- tangentes ?

Bilan :
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Syntheése partielle :
a) Nombre dérivé a gauche :
Soit f une fonction définie en x,.

- On dit que f est dérivable & gauche en x, si, f est définie sur un intervalle de la forme Ja ; x,] et

Lj:(xo)a une limite finie &
0

x—

gauche en x,. Cette limite est appelée nombre dérivé de f a gauche en x, et notée f’g (x0)-
Alors la courbe de la fonction f admet une tangente a gauche au point d’abscisse x, d’équation
(Tg) Yy = f'g (x0) (x — x0) + f(x0)

b) Nombre dérivée a droite :

Soit f une fonction définie en x,,.

- On dit que f est dérivable a droite en x, si, f est définie sur un intervalle de la forme [x, ; af et

Lj:(xo) a une limite finie a

X—=Xo
droite en x,. Cette limite est appelée nombre dérive de f a droite en x, et notée f'  (x,).
Alors la courbe de la fonction f admet une tangente a droite au point d’abscisse x, d’équation
(Ta) iy = f’d(xo)(x —xo) + f(x0)
c) Propriété :
Soit f une fonction définie en x,,.
- On dit que f est dérivable en x, si f est dérivable a gauche et a droite en x, etf’g(xo) =f',(x)

- On dit que la courbe de la fonction f admet un point anguleux en x, si f est dérivable a gauche et & droite en x, et
f’g(xo) * f’d(xo)

- On dit que la courbe de la fonction f admet en x, une demi-tangente paralléle a I’axe des ordonnées si %
a une limite infinie a gauche ou a droite en x,.

5) Dérivée des fonctions usuelle : (Rappel)

Nous admettons les formules consignées dans le tableau ci-dessous

Fonctions f Fonctions f’ Ensemble de définition
f(x) =a,aeR fl(x)=0 R
f(x) =ax ffx)=a R
flx) =x" f'(x) =nx™t R
f(x) = ax™ f'(x) = a.nx™?! R
Fo) =+ )= .
fO) =+x £ :% 10; +oo[
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6) Dérivées des fonctions circulaires :

f(x) =sinx f'(x) = cosx

f(x) =cosx f'(x) = —sinx

f) = tanx f'(x) = —=—==1+tan’x
cos? x

f(x) = cotan x

frx)=— ey —(1 + cotan?x)
f(x) =sin(ax + b) f'(x) =a.cos (ax + b)
f(x) = cos(ax + b) f'(x) = —asin(ax + b)

7) Opérations sur les fonctions dérivées :

Opérations Fonctions Fonctions dérivées
Somme U+Vv u+v
. kxU kxU
Produit
UxV U'XV+V' xU
k kV'
Inverse — -
V V2
. U , ,
Quotient — U xV-=-V'xU
%4 — vz
Puissance ur ryg'yrt
Ul
Racine carrée U —
M i
Composé UoV V' x U'oV
8) Fonctions circulaires :
Fonction cosu sinu tanu cotanu
Dérivée —u'si ! u' u'
wsmu o weost s—=u'(1+tan®u) ————=—u'(1 + cotan *u)
cos“u sin“u

Activité 7 : Fonction dérivée de la composée de deux fonction dérivables
Soient f et g deux fonctions numériques dérivables sur R par :

f(x) =3x*+5x—4 et g(x)=(-3x+5)?

a) Déterminer les fonctions dérivées f'(x); g'(x) et f'(x) x g'(f (x).

b) Déterminer g o f(x) puis en déduire (g o f)'(x).

c) Quelle(s) égalité(s) obtiens tu ?

Bilan :

2022 - 2023

Soient u et v deux fonctions définies et dérivables, k un réel non nul et r € Q — {0; 1}. Nous admettons également :
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Syntheése partielle :

Si f est une fonction dérivable en un point x, et g une fonction dérivable au point f(x,), alors la fonction composée g o f est
dérivableen x, etona:

(g 2 ) (x0) = f'(x0) X g'[f (x0)]

Activité 8 : Fonction dérivée de la réciproque d’une fonction dérivable strictement monotone sur un intervalle
Soit f la fonction définie de ]|—1 ; +oo[ vers ]—oo ; 1[ par f(x) = E

a) Démontrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque f !

b) Déterminer de deux fagons différentes la dérivée de la fonction réciproque £~

(Tu tiendras compte du fait que f o f~1 = x)

Bilan :
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Syntheése partielle :

1) Fonction réciproque
Une fonction f de E vers F est dite bijective si tout élément de 1’ensemble d’arrivé F admet un et un seul antécédent dans
I’ensemble de départ E.

- En Pratique :

Une application f est bijective si et seulement sion a :
Vy € F, dlx€E;ona:f(x)=y

- Graphiquement

Les courbes représentatives d’une fonction et celle de

sa fonction réciprogue sont symétriques par rapport a

la premiére bissectrice (A) d’équation y = x.

Théoreme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle |, alors f est une bijection de | sur f(I). et admet une
bijection réciproque f~1 de f(I) sur | ayant méme sens de variation que f

2) Dérivée :

Si f est une fonction bijective d’un intervalle I sur un intervalle J, et si f est dérivable sur I, alors sa bijection réciproque f~* est
dérivable sur J eton a:

—1v _ 1 1 _
R O RO RS

Remarque :

e Pour montrer que f 1 est dérivable sur un intervalle J, on détermine I’intervalle J, on détermine I’intervalle I tel que J = f(I)
puis on montre que f est dérivable sur I et de dérivée non nulle sur I.

Pour montrer que f~1 est dérivable en un pointy,, on détermine le réel x, tel que y, = f(x,), puis on montre que f est
dérivable en x, et que f'(x,) # 0.

Activité 9 : Fonction dérivée seconde d’une fonction

Soit f une fonction définie par : f(x) = x® —3x2 —3x — 5
a) Déterminer f' puis (f")’

b) Etudier le signe de f'' pour tout x € R

Bilan :
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Synthése partielle :

Définition :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si f' est dérivable sur I, alors sa dérivée f'' est appelée dérivée seconde.

Propriété :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle |

e Sivxel, f"(x) <0,alors la courbe de f est en dessous de la tangente en tout point de | ; on dit que f est concave

e Sivxel, f"(x)>0,alors la courbe de f est au-dessus de la tangente en tout point de | ; on dit que f est convexe

e Sivx €l f"(x) =0,etf change de signe en x,, alors la courbe de f admet en x, un point d’inflexion. En ce point, la
courbe de la fonction f change de concavité.

Exemple :
3
Soit la fonction f : x +— x? —x2+ g et (C) sa courbe représentative

31 (©)

M,

-3 4

f est deux fois dérivable sur R. On a:
flf)=x*—2x et f"(x)=2x-2

Signe de f"':
Posons f"(x) = 0 alorsx = 1
X —00 1 +o00

1) - 0+
— f'"est strictement négative sur ]—oo ; 1[; donc sur cet intervalle f est concave.

— f""est strictement positive sur ]1 ; 4oo[ ; donc sur cet intervalle f est convexe.
— f"" s’annule et change de signe en 1 ; donc, My(1 ; 1) est un point d’inflexion de (C).

Activité 10 : Dérivées successives (rappels)
Soit la fonction f définie par : f(x) = ﬁ
Caleuler f*; [f'1", [f"1" 5 [f"T

Bilan :
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Syntheése partielle :

Soit une fonction f dérivable sur D la fonction dérivée f' est appelée dérivée premiére (ou d’ordre 1) de la fonction f sur D.
Lorsque f' est elle-méme dérivable sur D, sa fonction dérivée, notée f'’ est appelé dérivée seconde (ou d’ordre 2) de la fonction f.
Par itération, pour tout naturel n > 2, on définit la fonction dérivée n-iéme (ou d’ordre n) notée f™ comme étant la fonction
dérivée de la fonction dérivée d’ordre (n — 1) soit : f* = (f*~1)’

Activité 11 : Signe de la dérivée et sens de variation :

Le graphique ci-contre représente une fonction f :

4

W

a) Détermine I’intervalle sur lequel f est dérivable.

b) Détermine graphiquement les intervalles ou f est strictement monotone (croissante ou décroissante).
c) Détermine graphiquement le signe de f'(x).

Bilan :
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Synthése partielle :

1) Dérivé et sens de variation :

a) Théoreme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

—Si f'(x) > 0surl on ditque f est croissante sur I.
—Si f'(x) < O0sur I alors f est constante sur I.
—Si f'(x) =0 sur | alors f estconstante sur I.

b) Maximum - Minimum - Extremum

- Minimum :

Soit f une fonction définie en un point x,. S’il existe un intervalle I centré en x, tel que Vx € ona:
f(x) = f(x,) alors f présente un minimum m en x,. Ce minimum est m = f(x,).

- Maximum :

f admet un maximum relatif au point x,, s’il existe un intervalle I centré en x, telque Vx €I ona:
f(x) < f(x,). Le maximum est M = f(x,).

- Extremum :

Le systeme (Maximum-Minimum) est appelé Extremum.
Théoreme :

Si une fonction f est dérivable sur un intervalle | et si f'(x)
s’annule en x, et change de signe en passant par x,, on dit alors
que f présente un extremum en x,. Cet extremum est égal a f (x).
Il est le minimum si £’ passe du signe négatif au signe positif. Il est .
le maximum si f' passe du signe positif au signe négatif. T

o P :J—-

e Areprésente le maximum relatif,

o B représente le minimum relatif,

Cas d’un minimum Cas d’un maximum
Valeur de x a c Valeur de x a c

Signe de f'(x) - Q + Signe de f'(x) + d) -

N (M)
Variation de f / Variation de f / \
(m)

NB : Si f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert] a ; b, tel que la dérivée s’annule en changeant de signe au point x,
alors la fonction f admet un extremum relatif en x,,.

¢) Point d’inflexion :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et x, € I.

Si f" s’annule en x,, en changeant de signe, alors f(x,) est un point d’inflexion

NB : Les variations d’une fonction peuvent étre résumées dans un tableau appelé tableau de variation de . Ainsi un tableau de
variation comporte les éléments suivants :

- Domaine de définition

- Valeurs pour lesquelles la dérivée s’annule

- Des fléches croissantes et décroissantes montrant les variations de f.

- Une courbe (C;) admet en un point A(x, ; y,) une tangente horizontale ou une tangente paralléle a I’axe des abscisses si et
seulementsi : f'(x,) = 0.

- Une courbe (C;) admet en un point A(x, ; y,) une tangente de coefficient directeur a si et seulement si f'(x,) = a

2) Dérivée et encadrement :

a) Inégalité des accroissements finis :

a et b sont deux réels et f la fonction définie de Ja; b[ - IR ; si

e f est continue sur I'intervalle fermé [a ; b]

e f est dérivable sur I’intervalle ouvert Ja; b,

e m et M sont deux réels tels que Vx € ]a; b[,m < f' (x) < M, alors (b —a) < f(b) — f(a) <(b —a)

b) Corollaire de I’inégalité des accroissements finis :

a et b sont deux réels et f la fonction définie de Ja; b[ — IR ; si

e f est continue sur I’intervalle fermé [a ; b]

o fest dérivable sur I’intervalle ouvert |a; b[
e M est un réel positif tel que Vx € Ja; b[, |f'(x)] < M, alors |[f(b) — f(a)| < M|b — a
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Application :

1) Soit f(x) =vV1+x

a) Montre que f est dérivable sur [0 ; %]

1 , 1 . L1
b) Montrer que = < f'x) < > pour tout réel x de [0 ; 2].

c) Montre que 1 +é§\/1+t <1 +§,p0urtoutréel t de [0 ; ﬂ

d) En déduis un encadrement de v1 + 1010,

2) Soit la fonction g définie sur ]0; +00[par gx)=1 +% et @ I’unique solution de g(x) = x sur ]0; +00[ ;
1<a<?2

a) Calculer la dérivée g' et montrer que Vv x € [0 ; +oo ; |g'(x)| S%

b) En déduire que ¥ x € [1 ; +oo[ g(x) —al < |x —al

3) Soit la fonction f définie par f(x) = —

a) Montrer que x € [4; 5], ona : |f' (x)] SZ

b) En déduire que x € [4; 5],0ona : |f(x) —1?5| < zlx —5l.

Bilan :

x*—x-5
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Activité 12 : Etude des fonctions
Activité 12-1 : Parité d’une fonction

On considere les fonctions ci — dessous données
2

() = — L op)=——s  ; h()=-22-5 ; q(x)=x"+3x
gW=m— PWETIgE - A
1) Trouve : g(—x) ; h(—x) ; p(-x) ; q(=x)

2) Quelle égalité obtiens-tu ?

Bilan :

Syntheése partielle :

Parmi ces quatre fonction :

g et g sontimpaire ; p est paire et h n’est ni paire ni impaire.

a) Définitions :

e Une fonction f de R vers R d’ensemble de définition D, est dite paire lorsque pour tout x élément de Dy, ona: —x € Dy et
f(=x) = f(x).

Exemple :

f(x) =—2x*—-5 est paire

e Une fonction f de R vers R d’ensemble de définition D, est dite impaire lorsque pour tout x élément de Dg, ona: —x € Dy
etf(—x) = —f(x).

Exemple :

f(x) =x3+3x est impaire

b) Interprétation graphique :

- Si une fonction est paire alors sa courbe est symétrique par rapport a I’axe (0y) ;

- Si une fonction est impaire alors sa courbe est symétrique par rapport I’origine O.

La fonction carrée (x — x?) est paire, la fonction cubique(x — x?) est impaire
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A\
Ak

x? est paire x3 estimpaire

Activité 12-2 : Périodicité d’une fonction
Soient trois fonctions f ; g et h définies respectivement :

a) f(x) =3cos(3t) ; gx) =sin(—x+5) ; h(x) =5tanx
Calculer f (t + 2?”) ;0 glx+2m) et h(x + m). Que constatez-vous ?
Bilan :

Synthése partielle :

On dit que la fonction f est périodique de période
Définition :

Soit T un nombre réel strictement positif.

Une fonction f est dite périodique de période T lorsque V x € Dy,ona:x+T €Dy , x—T €Dy et f(x+T) = f(x).
Exemple :

e Les fonctions x +— sinx et x +— cos x sont périodique de période 2.
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e La fonction x — tanx est périodique de période .

e Lafonction f de R vers R définie par : f(x) = sin(2x) est m — périodique. Car :
Df=]R etpourtoutx ER , x+m€R et x—mER;
fx+m)= sin(Z(x + n)) = sin(2x + 2m) = sin(2m) car la fonction sinus est 2-périodique.
Donc f(x + ) = f(x).

Remarque :

Si une fonction f est périodique, on peut I’étudier sur I’intervalle [0 , 7]

o Si f(x) = cos(ax + b) alors la période T = % ;

e Si f(x) = sin(ax + b) alors la période T = % ;
e Sif(x) = tan(ax + b) alors la période T = % :

Activité 12-3 : Elément de symétrie

Soient f et g deux fonctions définies respectivement par :

x*—x—-1

fx)=x*-2x+1 et g(x) =——7

1) Déterminer I’ensemble de définition de f et de g.

2) soita = 1. Calculer f(a —x) ; f(a+x) et f(2a — x) . Quelles égalités obtenez-vous?
3)soita=2 et b=3

Montrer que f(a —x) + f(a +x) = 2b et fQRa—x)+f(x)=2b

Bilan :
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Synthése partielle :

a) Axe de symétrie :

Soit f une fonction numérique et (C)
sa courbe représentative dans un repere
orthonormé(0,7,7).

Soit (D): x = a. (D) est dite axe de symétrie 7
de (C) si et seulement si pour tout x € Dy : '
f(a—x) = f(a+ x) ouencore f(2a — x) = f(x). /() i a+h a a-h A

X 2a-x

fla+h)= fla—h) |-

b) Centre de symétrie :

Soitf une fonction numérique et (C) sa courbe représentative dans
un repére orthonormé (0,7,7).

Soit I(a, b)

fla=h)

(Iestlecentrede> Vx € Df, V—x € Df |
symétrie pour la = { ’ _ | — Q -
_ =2b = B
[ ostSQurbe C fla=x+fla+x) o) L. S
symétrie de C a a-h

A 7 at h \
Evaluation formative : (Voir cahier)
1) Soit f(x) = x* —4x + 7
Montre que (D): x = 2 est un axe de symétrie de la courbe de f.

Soit f(x) = =22
Montre que I(—1 , 3) est le centre de symétrie de la courbe représentative de f
Bilan :

Théoreme des valeurs intermédiaires 3 : -

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé ©
[a ; b]etc unnombre situé entre f(a) et f(b) .

Inclusivement ; alors, il existe au moins une valeur x

dans I’intervalle [a ; b] tel que f(x) = c. =

Conséquence :
Si f est une fonction continue sur [a ; b] etsi fi(h) |
f(a) et f(b) sont de signes contraires, ¢’est-a-dire :
f(a) x f(b) < 0, alors I’équation f(x) = 0 admet

au moins une solution « dans [a ; b] tel que f(a) = 0.
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Théoréme de la bijection :

Si f est une fonction continue et strictement monotone

sur un intervalle I = [a ; b] alors f réalise une f(b)
bijection de I = [a ; b]sur [f(a); f(b)]sif est

croissante et sur [f(b); f(a)]si f est décroissante

De plus si f(a) et f(b) sont de signes contraires o
c’est-a-dire f(a) X f(b) < 0 alors I’équation f(x) =0
admet une solution unique « dans [a ; b] tel que f(a) =0 )

Propriétés : Image d’un intervalle par une fonction continue

e L’image f(I) d’un intervalle I par une fonction continue f sur I est un intervalle.
e Si f est continue et croissante sur [a; b]alors f([a; b]) =[f(a); F(b)].

e Si f est continue et décroissante sur [a; b]alors f([a; b]) = [f(B); f(a)]

Activité 12-4 : Résolution de I’équation f(x) = o. par la méthode de dichotomie ou balayage
1) Soit la fonction f définie par : f(x) = —x3 +3x — 4

1) Montrer que —4 est compris entre f(2) et f(3)

2) On pose g(x) = f(x) + 4.

a) Justifier que g(x) = 0 admet au moins une solution a dans [2 ; 3].

b) En déduire que f(x) = —4 admet au moins une solution « dans [2 ; 3]

I1) Soit la fonction f définie par : f(x) = x3 + x

1) Montrer que f est continue et strictement croissante sur [1 ; 2]

2) Dresser son tableau de variation puis tracer sa courbe représentative.

3) Montrer que I’équation f(x) = 5 admet une solution unique @ dans [1 ; 2].
4) avec une calculatrice, compléter le tableau suivant :

x 1,1 1,2 1,3 1,4 15 1,6 1,7 1,8 1,9 2
f(x)
En déduire la valeur approchée de a a 11—0 pres. (Méthode dite par balayage)
Bilan :
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Synthese partielle :

1) Approximation d’une solution a de I’équation f(x) = 0 :

a- Méthode de dichotomie :

f est une fonction dérivable et monotone sur I’intervalle [a ; b] tel que f(a) et f(b) sont de signes contraires. Il existe a
élément de [a ; b] tel que f(a) = 0. Il s’agit de trouver un encadrement de a d’amplitude réduit. On procéde comme suite :

Oncalcule: f(a) et f(azﬁ
e Sif(a) et f (QZLb) sont de signes contraires alors a € [a ; asz]

o Sif(b) et f (“ZLI’) sont de signes contraires alors a € [asz ; b]

On répete le méme processus dans le nouvelle intervalle trouvé auquel appartient a jusqu’a trouver un intervalle d’amplitude
demandé.

b) Méthode des balayages :

f est une fonction dérivable et monotone sur I’intervalle [a ; b] tel que f(a) et f(b) sont de signes contraires. Il existe a
élément de [a ; b] tel que f(a) = 0. Il s’agit de trouver un encadrement de @ d’amplitude réduit. On procéde comme suite :
Effectuer un balayage de I’intervalle [a ; b] avec un pas égale a 0,1 jusqu’a trouver les deux premiers nombres dont les images
sont de signes contraires.

x a X, X, X3 Xy Xs X X; | e b

fe) | f(a f(x) f(x2) f(x3) f(xa) f(xs) f(x6) fO) | f(b)

Si par exemple f(xs) X f(xg) < 0,alors a € [xs ; x¢]

Evaluation formative :

A) Soit f(x) =x3+3x—7

a) Calculer f'(x).

b) Etudier le sens de variation de f.
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c) Dresser le tableau de variation de f.
d) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique o telle que & € ]1; 2J.
e) Déterminer une valeur approchée de a a 1072 pres.

B) Soit f(x) = Vx + 2
a) Déterminer I’ensemble de définition de f
b) Montrer que f réalise une bijection de I’intervalle [—2 ; +oo[ sur un intervalle J que 1’on déterminera.

C) Soit f(x) = cos x une fonction définie sur [0 ; g]

a) Etudier les variations de f sur I’intervalle [0 ; g]

b) Trouver une valeur approchée a 10~ prés de la solution a de I’équation f(x) = x
Bilan :
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2) Intersection de la courbe avec les axes du repeére :

a) Intersection de la courbe avec I’axe des abscisses (0x)

Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cy) avec 1’axe des abscisses c’est-a-dire (C¢) N (x'ox) , on résous
I’équationf (x) = 0. Ainsi la courbe passe par les solutions de I’équation f(x) = 0 sur I’axe (0x).

b) Intersection de la courbe avec I’axe des ordonnées (0y).
Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cy) avec ’axe des ordonnées c’est-a-dire (C¢) N (y'oy) , on calcule

I’ordonnée y = £(0). Ainsi la courbe passe par y = f(0) sur I’axe (oy).

NB : Le point d’intersection de la courbe (Cf) , (C4) des fonctions numeriques f* et g ont pour abscisse les solution de
I’équation f(x) = g(x) pour x € D N D,.

Les solutions d’équation f(x) =m , m € R sont les abscisses des points d’intersections de (Cf) avec la droite d’équation y = m.
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Activitél3 : Exemples d’étude des fonctions
Activité 13-1 : Fonctions polynémes - Fonction rationnelles
Exemple 1 :

Soit a étudier la fonction f : x +— xf: + %3 —x2+1

1) Détermine le domaine de définition de f puis

2) calcule les limites aux bornes de son ensemble de définition (tu détermineras les branches infinies si possible)
3) Détermine f”, en déduis le sens de variation de f puis dresse son tableau de variation.

4) Représente graphiquement la fonction g dans un repere orthonormé (0 ; 7; J).

5) Discute suivant les valeurs de m, le nombre de solution de 1’équation f(x) = m.

Bilan :
Exemple 2 :
N At . 2x°—3x+3
Soit & étudier la fonction f : x — =—
X°=2x+2

1) Détermine le domaine de définition de f.
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2) calcule les limites aux bornes de son ensemble de définition (tu détermineras les éventuelles asymptotes)

3) Détermine f', en déduis le sens de variation de f puis dresse son tableau de variation.

4) Représente graphiquement la fonction g dans un repere orthonormé (0 ; ©; J).

5) Démontre que la courbe représentative de g admet un centre de symétrie, que 1’on déterminera.

6) Discute suivant les valeurs de m, le nombre de solution de ’équation (E) : 2 —m)x*+ 2m —3)x+3—-2m =0
Bilan :

Exemple 3 :

Soit a étudier la fonction f : x +— PR

1) Détermine le domaine de définition de f puis

2) calcule les limites aux bornes de son ensemble de définition (tu détermineras les éventuelles asymptotes)
3) Détermine f' et en déduis le sens de variation de f puis dresse son tableau de variation.

4) Montre que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique @ que 1’on déterminera.

5) Représente graphiquement la fonction g dans un repere orthonormé (0 ; 7 ; J).

x3
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Activité 13-2 : Fonction irrationnelles
Exemple 1 :
Soit la fonction f : x — x +Vx2 — 1 et (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1) Détermine I’ensemble de définition de f.
2) a) Montre que f(x) X f(—x) = —1, pour tout réel x € Dy.
b) En déduis que f(x) # 0, pour tout réel x € Dy.
c) Determine les limites aux bornes de Dy.
d) Montre que la droite A : y = 2x est asymptote & C).

3) Montre que f”'(x) :%, X €]—o0 ; —1[U]1 ; +ool.

4) Etudie la dérivabilité de f a droite en 1 et a gauche en —1.
5) Dresse le tableau de variation de f et trace (C).
Bilan :
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Exemple 2 :

Soit la fonction f : x +— %w/ |x* — 4x — 12| et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
1) Détermine I’ensemble de définition de f.

2) Ecris f(x) sans le symbole de la valeur absolue.

3) Détermine les limites aux bornes de D,. (tu déterminera les éventuelles asymptotes).

4) Etudie la continuité et la derivabilité de f sur Dy.

5) Détermine f' puis dresse le tableau de variation de f.

6) Trace la courbe (C).

Bilan :

Activité 13-3 : Fonction trigonométrique

a) Fonction sinus :

Sinus est une fonction f notée f(x) = sinx onlit “’f de x égale sinus de x”’
Propriétés :

— La fonction sinus est impaire ¢’est-a-dire f(—x) = —f(x): sin(—x) = —sinx
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donc sa courbe représentative est symétrique par rapport a 0.
— La fonction sinus est périodique de période T = 2w c’est-a-dire :
f(x +2m) = f(x) ou sin(x + 2m) = sinx

Donc sa courbe peut étre étudié sur [-m , ©] ou sur [—g ) g]

f(x) =sinx
f'(x)=cosx donc f'(x) =0=coxx=0=x=0
Tableau de variation :

s s . .
x _E 0 E 5|nusL|de
f'(0) + + _I
f(x) )/ 1 -n 2 . 7
I n
-1 /C 3
sin (—g) =-1 , sin (%) =1 ; sin(0) =0

b) Fonction cosinus :

Cosinus est une fonction f notée f(x) = cosx

Propriétés :

La fonction cosinus est paire, ¢’est-a-dire : f(—x) = —f(x) = cos(—x) = cosx
Donc sa courbe représentative est symétrique par rapport a I’axe (0y).

La fonction périodique de période T = 2.

flc+T)=f(x) = cos(x + 2m) = cosx

On peut I’étudier sur [-m , 7] ou [—g ; g]

f(x) =cosx = f'(x) = —sinx
Tableau de variation :
x T 0 T
- 2 2 sinusoide

] o 7
x -n 2
0 / \as

Evaluation formative 1:

. . 4sinx
soit la fonction f : x > ———

2+cosx

1. a. Déterminer 1’ensemble de définition de f

b. Etudier la parité de f et vérifier que 2 est une période de f
2. Etudier les variations de f sur [0 ; m].
3. Tracer, dans un repére orthonormé (0, I, J), la courbe de la restriction de f a [-2m ; 2m]
Bilan :

\
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Evaluation formative 2:

. . 2sin2
soit la fonction f : x — =
1+cosx

1. a. Déterminer ’ensemble de définition de f puis calcule les limites aux bornes de D;.
b. Etudier la parité de f et la périodicité de f

2. Etudier les variations de f sur [0 ; 7.

3. Tracer, dans un repére orthonormé (0, I, J), la courbe de la restrictionde f a[—m ; ]

Bilan :
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Synthése partielle :

Pour étudier une fonction f et représenter graphiquement sa courbe (Cf) dans le repére on adopte le plan suivant ;
- On donne le domaine de définition ou ensemble de définition noté Dy ;

- On calcule les limites aux bornes de Dy ;

- On étudie la parité et la périodicité de f ;

- On étudie la continuité de f ;

- On étudie le sens de variation de f qui consiste a calculer la dérivée et a étudier Son signe ;
- On dresse le tableau de variation qui est le résumé de toutes les études précédentes ;

- On peut chercher les points d’intersections éventuels avec les axes de coordonnées.
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Séquence 1 : Primitives

Pré-évaluation :

Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée f' de la fonction f définie par :

1) f(x) = %x3 —3x2-5x—-4 ; 2)f(x)=-2x3 —%x —2x+2023 ;3) f(x) = (%x - 1)

3 —4-3x

D@ = (=522 =3x+H* | Hf=""3 5 OfW=nn 0 Df@W=x-2+
8) f(x) = "_‘jjff 259 f(0) = (@2 —20)Bx+ 1)% ; 10) f(x) = (x — 2)? i’;x
1) fG) = (3 —3x—4 1 1Df() = Gr+DVP~1 ;139700 =z

Bilan :

Situation probleme :

Un physicien étudie le mouvement d’une particule. La vitesse initiale de la particule est de 3m/s et t secondes aprés
1

2(ver1)™

le debut de I’expérience, son accélération (en cm/s* est a(t) = 1 —
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1) Détermine la vitesse de la particule t secondes aprés le début de 1I’expérience.
2) Détermine la distance parcourue par la particule t secondes apres le début de 1’expérience.

Activité 1 : Primitives usuelles
Détermine les fonctions F qui ont pour dérivée les fonctions suivantes.
1 1

@) =-3 5 f=2x ; fid=—cosx  filx)=sinx ; fiD=-5 ; fi() =55

XZ

Bilan :

Synthese partielle :

Les fonctions F, ; F, ; F3; F, ; Fg ; Fgsontlesprimitivesrespectivesdef; ; fo ; f3; fao 5 fs et fis
1) Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Une fonction F définie sur I est une primitive de f sur I lorsque f est
la dérivée de F sur I.

Exemple :
fX)=3x*=F(x)=x3 car F'(x)=f
Théoreme 1 :
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur 1.
Théoreme 2 :
Si F est une primitive de f sur I, G une primitive de g sur I, a et B deux réels, alors aF + BG est une primitive de
af + g surl.
2) Primitive de fonction usuelles :
Fonction f définie par : Primitive F définie par : Intervalle
f(x)=0 F(x) =k R
fx)=a F(x)=ax+k R
n+1
fG) =x" nen FG) =2 +k R
n+1
1 1 .
fl)=— Fix) = ——+k R
! F(x) = ! +K R*(avec n # 1)
@) = xm = (n—1)xn1 "
. F(x) = 4k .
f)=—3 e R*(avec n # 1)
_ r _ xT+1
f)=x" , reR F(x)—r+1+K R
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Fonction f définie par : Primitive F définie par : Intervalle
f(x) =% F(x) =2Vx+K R*
fx) = % F(x) = 2avx + K R}
fx) =vx F(x)z%x\/E+K R,

f(x) =Vvax+»b F(x)=32—a(ax+b)\/ax+b+1( R
f(x) = cosx F(x) =sinx + k R
f(x) = cos(ax + b) F(x) = %sin(ax +b)+k R
f(x) =sinx F(x) = —cosx+k R
f(x) = sin(ax + b) F(x) = —2cos(ax +b)+k R

Vs
1 — —
f(x): 2 =1+ta7’l2x F(x):tanx+k R {i2+2kn} k
coSs™ X c7
f(x): . 2 =1+C0tg2x F(x):—cotgx+k ]R_{T[+2k7'[} kel
Sin~ x
Evaluation :

Déterminer les primitives des fonctions suivantes

1) f(x)=—x3+6x2+10x—%
3) flx) =3x*—4x3+5x2-9x+1
6) f(x)=sin(4x+§)

Bilan :

2) fx) = %xs —§x3 + 5x

4) f(x) =—-3x*+2x3>—-5x+75) f(x)=sin3x

7) f(x) = 4cos2x

8) f(x) = cos(—%x +2)
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Activité 2 : Ensemble des primitives d’une fonction
Soit la fonction f:R +— R
x — x34+2x—-6
Montre que les fonctions F et G définies respectivement par :
F(x) = %x‘* +x*—6x et Gx)= %x‘* + x2 — 6x — 15 sont des primitives de f sur R.
Bilan :

Synthese partielle :
La fonction f:R — R
x — x3+2x—6
admet une infinité de primitives sur R .
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur I ; ’ensemble des primitives de f sur I est
I’ensemble des fonctions de type F + ¢ ou ¢ € R.
Théoreme :
Si F est une primitive de f sur I, toute autre primitive de f est de la forme F + k.

Activité 3 : Primitive d’une fonction prenant une valeur donnée en un point fixé
Soit la fonction f:R +— R
x — x%-—10x

a) Montre que les fonctions de la forme F = §x3 —5x*+ ¢, ¢ € Rsont les primitives de f sur R..
b) Détermine ¢ pour que F(—1) = 2
Bilan :
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Synthese partielle :

La fonction x +— §x3 — 5x2% + ---. est la primitive de f qui prend la valeur 2 en -1 .
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, il existe une seule primitive F de f sur I qui prend la valeur

b en a de I, c’est-a-dire F(a)=b; beR.

Activité 4 : Complément sur les primitives de fonctions de types (g'of )xf’; f' ' x f™: meQ-{-1}
Fonctions composée :
, u?
f) =u'u F(x) =—+k
f( ) - un+1
X)=uu =
F(x) T +k
ul
f(x)=ﬁ F(x) =2Vu+k
u' -1
fe)=— FO) =G TF
f(x) =u' cosu F(x) =sinu+k
f(x) =u'sinu F(x) = —cosu + k
1 _ —n
fe)=— F) = (n — Dun+l
Evaluation :
Détermine, dans chaque cas, une primitive de f sur I’intervalle I.
1) f) = (x— D2 —x +4)3 2) fG) = Gx+1) 3) fO) = Gy
1
4) f(x)=5+x+(xj1)2 5) f(@:ﬁ 6) f(x) = ==

7) f(x) =3xVx*+1

10) f(x) = (x + 1)3sin(x + 1)*1)

Bilan :

8) f(x) =vx+5

11) f(x) = xcosx + sinx

9) f(x) = 2x.sin(x?)
12) f(x) =tanx +

X

cos?*x
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Séquence 2 : Intégration
Pré-évaluation :
Donner les primitives des fonctions suivantes

1) f(x) = cos3x + sin 2x 2) f(x) =3cosx —2sin2x+1 ; 3f(x)=sin(§—2x)

DD =fmm  VW=F=  Of@W=rs D@ =y

B0 =2 1 9f =2 L 10/@ =6+ ;1) f0) = 221 +xD)°
12) 2x(3x?> —1)3 ; 13) f(x) =sinx.cosx 13) f(x) = @

Bilan :

Situation probléme :
Le plan est muni d’un repére orthonormé. On considere la fonction f définie par : f(x) = x + 2

1) Trace la courbe représentative de f.

2) Soit P la partie du plan limitée par 1’axe des abscisses, la courbe de f et les droites d’équations x = —2 et x =0
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Calcule I’aire d de &

3) a) Calcule une primitive de F de f sur R qui prend la valeur 1 en 0.

b) Vérifier que = F(0) — F(—2).

c) Montre que si G est une autre primitive de f sur R, alors@= G(0) — G(—2).
Bilan :

Activité 1 : Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle [a; b]
Soit la fonction f définie par f(x) = x + 2.

1) f admet-elle une primitive sur l'intervalle [1; 4] ?

2) Si oui, déterminer trois primitives F; , F, et F; de f.

3) Calculer F;(4) — F,(1) ; F,(4) — F,(1) puis F;(4) — F5(1)

4) Que remarques-tu ?

Bilan :
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Synthese partielle :

1) Définition 1 :

Soit f une fonction définie, dérivable sur un intervalle | = [a, b] et F une primitive de f sur I.
On appelle intégrale de la fonction f entre a et b le nombre réel A tel que :

A= [} fex)dx = [F()IE = F(b) - F(a)

Exemple : Calculer

) [Gx?-Ddx ; b) [lsin(-2x+3)dx ; o [ —E_dx

(x2+1)?

Bilan :
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2) Vocabulaire et notation :
o Le réel f;’f(x)dx est appelé intégrale de f sur [a ; b] lorsque a < b, ou encore de a a b, ou encore entre a et b.
e Dans I’écriture f: f(x)dx, on peut remplacer la lettre x par n’importe quelle lettre et on peut écrire :
f:f(x)dx = f:f(u)du = f: f(t)dt. On dit x est une variable muette.
e Pour toute primitive F de f, on écrit fabf(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a)
L’expression [F(x)]2 se lit « F(x) pris entre a et b »
3) Propriétés :
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Si F et G sont deux primitives de f sur I alors pour tous a et b de I,
F(b) — f(a) = G(b) — G(a)
a) Propriétés algébriques :
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a, b et c des éléments de I et a une constante.

o [Mfdx=0;[ f(x)dx =~ [f(x)dx
. fa” fe)dx + f, f(x)dx = [ f(x)dx (Relation de Chasles)
P00+ g@)]dx = [ f(x) dx + [, g(x) dx (Compatibilité avec I’addition)
fab af(x)dx = a fabf(x) dx (Multiplication avec un scalaire)
|fabf(x) dxl < fablf(x)l dx (Intégrale et la valeur absolue)
20 ["f(x)dx>0etf<0= [ f(x)dx <0 (Compatibilité avec I'ordre)
f<galors [ f(x)dx < [} g(x)dx
e Soit f, g et h trois fonctions continues sur [a ; b].
sih<f<galors [ h(x)dx < [ f(x)dx < [ g(x) dx (Comparaison)
o Cette inégalitée est aussi appelée inégalité de la Moyenne
b) Propriété :( Inégalité et valeur de la moyenne)

o Inégalité de la moyenne :
Soit f continue sur l eta; b € 1 avec (a < b). Si m et M sont deux nombres réels tels que :

vx€la; bl, m< f(x) < Malorsm(b—a) < [, f(x)dx < M(b - a).
Ou encore

Soit f continue sur I, s’il existe m € R, tel que:
vx el |f(x)I<OalorsVabelona: |fabf(x) dx| <M - a).
e Valeur moyenne :
On appelle valeur moyenne de £, | réel M tel que: M = ﬁfabf(x) dx.
Etil existeunréel C € [a ; b]telque: f(c) = blfafabf(x) dx.
Evaluation formative 1 :
1) Calculer f_zzlx2 —1]dx (Relation de Chasles)

2) Caleuler [/ (xz_"l)z dx + [} (‘;j‘:)f dx  (Compatibilité avec I’addition)

3) Soit les intégrales I = f;z_rsinzx dx et J= fog
a) Calculer I +2] et 2] —1

b) En déduire les valeursde I et J.

4) a) Montrer que ﬁ >1—x,pourtoutréel x de]0 ; 1].  (Compatibilité avec I’ordre)

cos*x

- dx  (Compatibilité avec 1’addition)

b) Montrer que folﬁdx > i

5) a) Montrer que pour tout x > 0, —x < sinx < x. (Comparaison)
b) En déduire que pour toutx > 0, 1 — x?z < cosx.

6) Déterminer un encadrement de ffidx (Inégalité de la moyenne)

7) Calculer la valeur moyenne de f: x +—s cos x sur E ; g]
Bilan :
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4) Théorémes :

Théoréme 1 : linarité

Soit f et g deux fonctions continues sur [a ; b]

Pour tous réels a et B, fab(af(x) +Bg(x))dx) = a fabf(x)dx + B fabg(x)dx.
Théoréme 2 : (Intégrale et Périodicité)
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Soit f une fonction continue sur R et T-périodique et a unréel alorsona:

+T T
77 Feodx = [ f() dx
Théoréme 3 : (Intégrale et Parite)
Soit f une fonction continue sur un intervalle | centré en 0 et a un réel de .

e Sifestimpairealors [ f(x)dx =0
e Sifestpairealors [ f(x)dx =2 [ f(x)dx
NB ::f f(x) x g(x)dx # [, f(x)dx x [ g(x) dx

Activité 2 : Calcul d’aire
L’unité de longueur est le cm, 1’unité d’aire est le cm? et les repére sont ortho normaux

4

6 C

-

-1

a) Calculer I’aire du domaine colorié ;

b) Trouver une primitive F de la fonction f représentée, puis calculer F(b) — F(a).
c) Que constater-vous ?

Bilan :
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Synthése partielle :

Définition :

Le plan est muni d’un repére orthogonal.

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]etF

une primitive de f sur [a ; b].

L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de f, I’axe

des abscisses et les droites d’équations x = a et x = b est leréel F(b) — F(a).

Le réel F(b) — F(a) est appelé intégrale de f de a a b et est noté fff(x)dx

De fagon générale, nous admettrons que lorsque f est une fonction continue sur un intervalle [a ; b] alors I’aire du domaine
colorié ci-contre est égale a F(b) — F(a) ou F est une primitive de f sur [a ; b] (I’'unité d’aire étant I’aire du rectangle ).
Par définition de I’intégrale définie, la surface entre une fonction f(x) et I’axe des abscisses ou encore entre deux fonctions
fetg(f > g)etl’axe des abscisses est donnée respectivement comme suite, lorsque x va vers b (a < b)

S = [ f(x)dx (unité daire) ou S = [ (f(x) — g(x))dx (unité d’aire)

NB :

Dans cette intégration, les portions de surface au dessus de 1’axe des abscisses donnent une contribution positive, tandis que les
portions en dessous de I’axe des abscisses donnes une contribution négative.

Ainsi quelques méthodes de calcul des surfaces sont illustrées dans les cas de figure qui suivent :

1% cas : .
as<x<b
o ool Wil
Ainsi I’aire du domaine plan D, est A(D) = [ f(x)dx (unité 1
d’aire) a b
2™ cas :
as<x<bh
MG ed = { (I 5 i %
Ainsi ’aire du domaine plan D, est A(D) = — fa f () dx (unité 1
d’aire)
3™ cas :

as<x<bh oF
gx) sy =f(x) N }/ / }

Ainsi I’aire du domaine plan limité par les deux courbe M Wl\

(C;) et (C,) estA(D) = f;(f(x) — g(x))dx (unité d’aire) -
Car (C;) est au dessus de (C,) '

4™ cas
a<x<bhbetb<x<c
e eom( 510 I
fG) <y < () A ;
Ainsi I’aire du domaine plan limité par les deux courbes W
est: A(D) = [ (F(x) — g(0)dx + [ (g(0) — f(x))dx a ) c

Evaluations formative :

3) Calculer puis représenter I’aire A de I’ensemble des points M (x ; y) du plan compris entre les courbes (Cf) et (Cy) de
fonction respectives f(x) = 2x* —2x + 1 et g(x) = x3 — 3x + 3 et les droites d’équations x = —1 et x = 1

4) calculer puis représenter 1’aire de la portion du plan limité par la courbe (Cy) de la fonction f(x) = 1 — x? et les droites
d’équations x = —2 et x = 2

Bilan :

M(x ; y)ED(:){
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Activité 3 : Calcule au d’intégrales
Activité 3-1 : Calcule au moyen d’une primitive
Calculer les intégrales suivants :

3rc,4 _ 43 _ N - . 2 2 3 _

S, (5x* —x 2)d§ A Zdt 5 Ji— ;o JLBx2 + D)% +x - 2)dx
1 —2u ) 7 cost . TZ—I .3 ] 1 x3

Js i du ; f% . dt JEcosx.sin*xdx ; | —

Bilan :
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Activité 3-2 : Intégration par partie

Le but de cette activité est de calculer I = fol(Sx + 1)V2x + 3dx

Soit la fonction définie par f(x) = (5x + 1)v2x + 3 avec u(x) =5x + 1
1) Déterminer une fonction v telle que f(x) = u(x) x v'(x)

2) Prouver que: f(x) = (u(x) x v(x)) —u'(x) X v(x)

3) En déduire la valeur de I’intégrale [

Bilan :
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Syntheése :
Théoréme :
Siu et v sont deux fonctions différentiables sur un intervalle I = [a ; b], alors on appelle intégration par parties, toutes

opérations définie par : f;u(x). v'(x)dx = [u(x).v(x)]2 - ff u' (). v(x)dx

Evaluation formative :
En utilisant une intégration par partie, calculer les intégrales suivantes :
Vs

T

2 1 x 2
Azf x.cos2xdx B f ; sz x?cos(x + 1) dx
. ) VT2 x ( )
Bilan :

Issa Mallé / 76 14 60 91 Page 109



'
‘
.
1

Chapitre IV : Primitives - Intégration 2022 - 2023

Activité 3-3 : Intégration par substitution ou par changement de variable
Soit a calculer I = [° — dx par substitution.

1+2x
3u

a) Enposant u = 2x + 1. Montrer que I = f
1 Yu 2

b) En déduire la valeur de I.

Bilan :

Syntheése partielle :

Dans certaines intégrales, I'intégration est effectuée plus facilement lorsqu'on substitue a la place de la variable x une autre
variable qui est fonction de x.

Méthode pratique :

Pour calculer I'intégrale fabf(at + f)dt (a #0);on utilise la méthode suivante :

o faire le changement de variable en posant :
sit=a alors u=aa+p
sit=b alors u=ab+f

o utiliser Iégalité : [ f(at + B) dt = [orr? f(u) du.

u=at+ (,onobtient du = adt et {

Activité 4 : Calculs de valeurs approchées d'une intégrale
Méthode de rectangles : Description :

Soit f une fonction numérique monotone sur [a; b] et (Cf) sa courbe dans un repere orthonormé (0; 1 ).
Soit a calculer I’intégrale fb f(x) dx. Pour se faire, on divise I’intervalle [a; b] en n intervalles de méme amplitude égal a b;—a.
Chacun de ces n intervalles s’écrivent [x;; x;,,] avec x; = a + l(b YDoui € {0;1;2;...;n}

Y 4

A

L’aire du domaine formé par les rectangles violets est :

=_f( 0)+ f(x1)+ f(x2)+ +_f(xn 1)
e [f(xo) +f(x) + f(xz) + ot (1))
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$1= ? o f(x)
L’aire du domaine formé par les rectangles bleus est :

Sy =" fl) + =0 (o) + oot T f () + = ()
= 0 f () + f () + o+ fatny) + F(2)]
ZEYRLF) 0uS, =Sy + 2 [f(x,) — f(o)]

=

S2

L’aire du domaine délimité par la courbe (Cf) noté S = ff f(x) dx est comprise entre S; et S,.
= Si f est croissante alors I’encadrement de S s’écrit :S; < S < S,

= Si f est décroissante alors I’encadrement de S s’écrit :S, < S < S,

La valeur approchée de I’intégrale f; f(x) dx est égale 51452

2
Remarque :

Pour que cette valeur approchée se rapproche de la valeur exacte, il suffit d’augmenter le nombre de subdivisions de I’intervalle
[a; b]

Application :
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; T; ), on trace la courbe (C) de la fonction f

définie sur J0 ; +oo[ par f(x) = i On désigne par A Iaire (en u.a) de la partie limitée par

I’axe des abscisses, la courbe (C) et les droites d’équations x = 1 et x = 2

1) vérifier que A = flz i dx.

2) On se propose de donner les encadrements de A. : N R 7ZE N

On trace les rectangles r; et R; comme I’indique le schéma ci-contre. - -

Vérifier que% <ALZL
3) On partage I’intervalle [1 ; 2] en deux intervalles de longueur 0,5.
On trace les rectangles r;, r, et R, , R, comme I’indique le schéma ci-contre.

;g 7 5
Vérifierque—< A < -
12 6

4) On partage ’intervalle [1 ; 2] en 5 intervalles, de longueur %

On trace les rectangles r; et les rectangles R; , 1 <i < 5. Comme indique la

figure ci-contre. Donner un nouvel encadrement de A.

Bilan :
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Exemple :

Déterminer une valeur approchée de I’intégrale A = | 01 ﬁ dx en partageant I’intervalle [0 ; 1] en 5 intervalles de méme
amplitude.

Bilan :

Issa Mallé / 76 14 60 91 Page 113



Chapitre V :Fonction logarithme Népérien 2022 - 2023

Pré-évaluation :
Calculer les intégrales ci-dessous.

f12 x(2x + 3)dx ; flz (inz)z dx ;

Situation probléme : Introduction

Dans le plan muni d’un repere orthonormé, 34

on a construit la courbe de la fonction

f:10; +oof - R A
1

t — =
t

Pour tout réel a > 0, on désigne par S(a) Iair de la 1
partie du plan limitée par la courbe de f; I’axe des
abscisses et les droites
d’équations respectives x =1 et x = a
a) Que vaut A(1)
b) En prenant a = 2 et en partageant ’intervalle [1; 2] en trois intervalle de méme amplitudes, montrer que :
<Ay
60 60
Bilan :
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Retenons :

Pour trouver la valeur exacte de A(2) = ff%dt, il faudra trouver une primitive de la fonctiont — % Le savant

néerlandais du nom « Napier » ou « Neper » a trouvé une primitive a cette fonction noté Inx appelée « Fonction

logarithme népérien »

1) Définitions :

o Lafonction logarithme népérien appelée In ou log estla primitive de la fonction x +— % qui s’annule pour
1. Elle est définie sur ]0 ; +00[.

e La primitive d’une fonction f sur un intervalle I qui s’annule en a (a € I') est la fonction F définie par F(x) =

J; f®at.

e La primitive de la fonction f: x +— i définie sur ]0; +oo[ qui s’annule en 1 est appelée fonction logarithme
népérien notée In ou log .

e Pourtout x €]0; 4o , Inx= ff%dt et In1=0

e Inx estla mesure algébrique de I’aire du domaine plan limité par les droites d’équationt =1 ett = x ; I'axe

. 1
des abscisses et la courbe de — T

e Pourtoute J0; +oof , (Inx) =§.

2) Conséquence immédiate de la définition :

La fonction In : ]O ; +oo[ — R est continue et dérivable sur ]0 ; +00[.
x —Inx

3) Propriété caractéristique :

Soit a et b deux réels strictement positifs.

Onretientque : In(a X b) =Ina+1Inb

Activité 1 : Propriétés algébrique
On considere les fonctions :
u:]0; +of - R et v:]0; +oo[ — ]0; +oof ;v w: ]0; 4o — J0; +oof
x +— Inx et x = ax; a€R} x — x"; reqQ

1) On pose f(x) = (uo v)(x)
a) Justifier que f est une primitive de x +— i sur ]0 ; +oof
b) Calculer f(1) et déduis-enqueVx €R; , a € R, ; f(x) =Inx+Inx
c) Soit b un réel strictement positif. Calculer de deux maniéres différentes f(b) puis déduis-en que : In(ab) =Ina +Inb
2) a) Justifier que g(x) = u o w(x) est une primitive de x — %

b) Calcule g (1) puis déduis-en que vV x € R%,Inx" = rlnx.

c) Démontrer queV a € R}, b € R% ; In (%) =Ina—Inb.

d) En déduire 1n§;1nva
Bilan :
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Synthese partielle :

1) Relation fonctionnelle fondamentale :

a) Propriété :

Vv (a, b) €(R})? In(laxb)=InaxInb
b) Conséquence :

e Soita et b deux réels strictement positifs : In (%) =Ina—1Inb

Posons %=c = bc=a=In(bc)=Ina=Inb+Inc=lna=Inc=lna—-1Inb

donc In (%) =Ilna—Inb

VaeR;, ; ln(i)=—lna
e VaeR,; VneR ; Ina®=nlna
Ina=lnbeSa=» ; lna<lhbea<bh

1
e Va€eER: ; lnx/a=lna5=§lna

c) Propriétés
Domaine de définition : Soit u une fonction définit sur son domaine

o [n(u(x)) existe si et seulement si u(x) > 0

o In|u(x) |existesiet seulementsiu(x) = 0

2) Ordre et logarithme Népérien :

Si a et b sont deux réels strictement positifs alors la fonction in conserve 1’ordre. Ainsiona :
a<bolna<lnb X a=bslna=Inb

3) Utilisation dans la résolution d’équation et d’inéquation :
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Pour résoudre 1’équation In U = In V, on procéde comme suit :
e On cherche I’ensemble de validité E,, = {x € R,U(x) > 0 et V(x) > 0}

e On utilise la propriété Ina = Inb = a = b pour trouver les x qui appartiennent & E,, et vérifient 1’équation.
Pour résoudre 1’inéquation comportant In, on utilise 1’'une des propriétés suivantes :

U>0 U>0
anSan=>{V>O ou anZInV:>{V>O
u<sv u<sv

Evaluation formative :
1) Exprimer, a I’aide des réels In2 et In 3 chacun des réels ci-dessous.

1 27 27
In(v3) ; n(¥2) ; 108 ; In(V23) ;ln<\/:—7> ; n8+n36—2In(Z) ; n8+In36-2mn(Z)
2) Calculer les réels suivants :

A=Inv2vV2-1n8%+1n128;B =5In3 —1n243 +In {27 ; C = 3In153 — 2InV75 +1n 225
3) a) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que 2™ > 10°.

n
b) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que G) <107*
4) Déterminer I’ensemble de définition des fonctions suivantes

f(x)=2x+1+In(Bx—1) ; g(x) =In(x —6) —In(—x + 4)

h(x) =ln<ﬂ> : (x) =x? =3+ 1In|x — 2|
x+1 , ’ p | )

q(x) =-3x+1+1n (_3;:2) ; t(x) = %

5) Résoudre dans R, les équations suivantes :

InBx2+x+1)=InRx+1); n2x+1) +In(5x —4)=In2 ;(Inx)?—=7lnx+6=0

5) Résoudre dans R, les inéquations suivantes :

In(x+1) <In(3x—4) ; In(2x —3) >In(2x? = 5x + 3) ; —In®2x —5In?2x +In2x +5>0
Bilan :
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Activité 2 : Limites usuelles :

Pour étudier quelques limites liées a la fonction In x, on considére les tableaux suivants :

x 0,00001 0,0001 0,001 0,01 0,1
Inx
xlnx
In(x+1)
X
x 10 100 1000 10000
Inx
Inx
X
1) Si x tend vers 0 a valeur positive, vers combientend Ilnx? ; xlnx? et
2) Si x tend vers 4o, vers combien tend In x ? et me ?
3) Quelles sont alors les limites qui se dégagent ?
Bilan :
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Syntheése partielle :
La fonction In est définie sur ]0; +oo .
1) Limites aux bornes de ]0; +oo]
H e limy ,p+Inx = —o0 || e limy,,,lnx =+
2) Branches infinies et asymptotes
e La droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a (C;,,) ;
Inx

e La courbe (C;,,) admet une branche parabolique de direction (Ox) car lim,_, o, — = 0.

. . 1
Conséquences de lim,_, , ., % =0

Inx

* |lim xInx =0 ; * lim x"lnx =0 ; * Jim — =0

x—0t x—-07t x—>+00 xN
En effet :
Posons u = % alors x = i Ainsi, six - 0% alorsu —» +oo,

. . 1 1 . -1
Onaura : limy_ o+ xInx = lim,_ - In (5) = limy,, 0 % =0
. . 1\ 1 . -1 . 1 -l
llmX_,0+ x"Inx =11mu_,+00 (;) In (;) = llmx_,w,% = llmx_,+oom. :u =0x0=0
. 1 . 1 1
llmx_,w,% = llmx_,w,F X % =0x0=0
Remarque :
Si P un polynéme de degré quelconque alors lim,_, , o, % =
Conséquences de la dérivabilité :
~ Inx o In(x+1)
lim =1 ;lim—=1
x-1x —1 x—0 x
En effet :
y Inx i lnx—lnl_l ,1_1_1
xllr}x—l_xl—rg x—1 n 1
_ In(x+1) o,
lim——==—-"FI
x—0 X 0
Posonsu=x+1< x=u—1. Ainsi,six - 0 alorsu — 1.
CoIn(x+1) . Inu
lim———= = lim =1
x—0 x u—1u—1
Evaluation formative :
Calculer les limites suivantes :
1 1

1) lim In(x —Inx) ; 2) lim (lnx+—> ; 3) lim (2x2+2lnx—3) ; lim Inx——

xX—+00 x-0t X xX—+00 x—-07t X

Bilan :
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Activité 3 : Etude

1) Etudier les variations de f : x + In x (tu dresseras le tableau de variation)

2) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans |0 ; +o[. Que I'on déterminera.
3) Donner une équation de la tangente (T) au point d’abscisse xq = 1.

4) Déterminer les Point d’intersection de (Cy) et les axes de coordonnées :

5) Tracer Gy et (T) dans le plan rapporté a un repére orthonormé

6) Quelle est la position de la tangente par rapport a Cr ?

7) En déduire graphiquement le signe de f(x) sur ]0 ; +oo[

Données:In1 =0 etlne=2,718..

Bilan :
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Synthése partielle :
1) Tableau de variation :
X —00 1 e +00
(Inx)’' + | + | +

Inx / @

—00

Conséquences du tableau de variation :
e Vx€]0;1[,Inx <0

e Vx€]1l;+oo[,lnx >0

2) Bijection- Nombre e :

La fonction In est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[. Donc elle réalise une bijection de ]0; +oo[ sur R. L’équation
In x = 1 admet une unique solution notée e tel quelne = 1

Ce nombre irrationnel e est la base du logarithme Népérien. e = 2,711828 ...........

Remarque :

Six>0alorsx =xXx1=xXIne =Ine*. Alorsx = Ine”*.

3) Tracé de la courbe : | >

Conséquences du tracé :
De la représentation, la courbe (C,,,) est en dessous de (T). Cela entrai
Vx €]0;+oo[;Inx <x—1 = s

Activité 4 : Fonctions du type In U
Activité 4 : Fonction de type In°u
Soit f: ]0 ; +o[ — R
x — Inx

Soit u une fonction numérique a variable réelle x.
1) a) Justifier que si D est le domaine de définition de f o ualors D = {x/x € D,, ; u(x) > 0}

b) On donne u(x) = x* — 2x — 3. Déterminer le domaine de définition de f o u.

c) Calculer les limites de f o u aux bornes de D.
2) a) Justifier que f o u est dérivable en tout point de D. Le théoréme de dérivation des fonctions composées fournit la
démonstration des théorémes ci-dessous

b) Exprimer (f o w)'(x) pour x € D.
3) a) Etudier le signe de (f o u)’(x) pour x € D.

b) Dresser le tableau de variation de f o u sur D.
Bilan :
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Syntheése partielle :
1) Ensemble de définition :
Soit f une fonction numérique de variable reelle et D, son ensemble de définition.

e Sif(x) =In(U(x))alors D; = {x/x € R,U(x) > 0}.

e Sif(x) =In|U(x)|alors Dy = {x/x € R,U(x) # 0}.

2) Fonction dérivée :

La fonction In U est dérivable si U > 0 et sa dérivée est : (InU)’ = %’
Propriétés des dérivéees logarithmiques :

. N 7c5) . W _w_ v
P (Infw)'(x) = u(x) Ps: [ll’l (v)] Tu v
Py: [In(uxv)] == += Py [Inum] =nx=

3) Primitives des fonctions du type % :

Les fonctions du type % sont continues si U # 0 alors elles admettent des primitives. Ainsi, on a : f% =In|U| + kavec k un
réel.

Remarque :

Les primitives de la fonction In x s’écrivent sous la forme de xInx — x + k.

En effet :

fInxdx = [xInx] —fxxidxlenx—x

Evaluation formative :

1) Déterminer D dans les cas suivants :

fx)=In(Rx+3); f(x) =In(x? —=5x+4) ; f(x) =In|]2x + 3| ; f(x) =1In|—4x? + 5x — 1|
2) Calculer f' dans chaque cas :

fG)=mGx+2) ;  fO)=-mE+7x) ; f@)=h(Z2)
3) Calculer les primitives des fonctions suivantes :

2 6x+1 sin x cos x 4x
f(lx) - 3x+2 ’ g(x) = 3x2+x-2 ’ h(x) = cosZx ; k(x) = m
Bilan :
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Activité 5 : Fonction logarithme a a base a avec a € R* — {1}

. _Inx x € R}
Soit f(x) =, — avec {aeIR’; — (1)

1) Donner le sens de variations de f sur R’. Dans les cas suivants
ad<a<1

b)a>1

2) Donner la représentation graphique de f pour a = % et a=4
Bilan :
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Synthése partielle :
1) Définition :
Soita € R, — {1}.
Inx

On appelle logarithme de base a noté log,, la fonction définie par : log, x = r—

Remarque :
La fonction logarithme Népérien In est le logarithme de base a = e. On peut aussi la noter log,.
En effet :
In x Inx
Inx =—=—=log,x

1 " Ine
2) Propriétés :
Soit x et y deux réels strictement positifs et r un rationnel non nul. On admet que :

* log,(xy) =log, x +log, y * log,(x") =7 Xlog, x * log, G) =log,x —log,y
* log,a=1 x log,Vx = %logax * log, G) = —log, x
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Remarque :
La fonction log,, x a les mémes propriétés que la fonction ﬁ x In x. On pourra toujours substituer log,, x et ﬁ x In x pour plus

de commodité dans les calculs.
Représentation :

Cas particulier : (a = 10)
La fonction logarithme décimal noté log ou log; , est la fonction définie par : log,, (x) = ]1:—1’;
Exemple :log 103> = 3;log 1072 = —2;log10 = 1
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Situation probléme : Introduction
Justifie que la fonction x — In(x) admet une bijection réciproque définie de R — ]0 ; +oo[
2) Cette bijection réciproque est appelée fonction exponentielle népérienne et se note Exp(x) = e*.

a- Justifie que x — e* est définie continue et dérivable sur IR
b- Démontre que vV x € R, (e*)' = e™*.

c- Justifie que Vx € R, x +— e* est strictement positif

d- Précise les limites —co et en + oo de x +— e*

e- Précise le sens de variation de x +— e* sur R.

3) a- Donne la représentation graphique de x — e* a partir de celle de x — Inx

b — Calcule la valeur numérique de x — e*pour x = 1 puis déduis-en quelne = 1
Bilan :
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Synthése partielle :

a) Définition

La fonction logarithme népérien est continu et strictement croissante sur ]0; +oo[ et I’image de

Iintervalle ]0; +oo[ par la fonction In est égale a IR, donc la fonction In realise une bijection de ]0; +oo[ vers IR.
La fonction exponentielle note exp est la bijection réciproque de la fonction logarithme népérien. Par

conséquence, la fonction exp est définie sur IR vers IR et exp(x) > 0.

Notations : Vx € IR, on pose e* = exp(x).

b) Proposition : Vx € R, Ine* =x = e* =In"1(x) = e* = exp(x).On convient d’étendre cette

égalité a tout nombre réel x

Conséquence immédiates :

*x VXER VxER,, y=e*<In(y)=x *x Vx€E€R/Ine* =x

* VXER;, e =y + deln(1)=0 etIn(e)=1,ona: e®=1ete' =e
*  Dans un repére orthonormé, les courbes représentatives des fonctions Ini/o} [ et] exp sont symétriques par rapport a la
premiére bissectrice. (Tracer la courbe des deux fonctions dans le méme repere

Activité 2 : Propriété
2) Soient a et b deux nombres réels, x et y deux nombres réels strictement positifstelsquelnx =a et Iny = b
a- Exprimer de deux manieres différentes xy et §

a
b- En déduis que e**? = e%.e? ; e* P = Z_b et e b = eib
c) Justifie que Vx € Q,In(e®)” = ar puis en déduire que (e*)” = e%".
Bilan :

Synthése partielle :
a) Propriété caractéristique :
Soit a et b deux réels. On retient que : e® x eP = ea*P

a 1
* (ea)b = eaxb x e b= :Tb x e %= = % (ea)n = gh@ * elna =lne*=q
x e9=1letel=e * Ine=e"t=1 * e“=eleoa=b * e*=beosa=Ihb
2 . . P
* Pour tout entier naturel, g > 2, ed = /e * Pour tout entier naturel, g > 2 et tout entierp ed” = /eP@
b) Ordre :
x e*>ePoaz=b ; *x e*<eleoa<h
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Evaluation formative :
1) Simplifier les écritures suivantes :

3
A=YeZxer B=‘/e__34><‘§/e_2 C=@><1°e‘20
e e
2) Résoudre dans R les équations suivantes :
a) e* = b) Inx =3 C) e?**3 =4
d) e¥**t3 =p¢ e) (e*—1)(e*—-2)=0 f) e*+e¥—-3=0
g) e *—12e*—1=0 h) 2%+l _ 3px+1 _ gox >0 I) 2e¥+1 <0

eX-2 =

3) Résoudre dans R? les systémes suivants :

{26"—3ey:—7 _ ln(y%)—lnzzo
—e* 4+ 2eY =5 ’ o (1)3

e

e5

Bilan :

Activité 3 : Etude de la fonction exponentielle :
On désigne par (C) la courbe de la fonction exponentielle dans un repére orthonormé (0 ; 7; ).
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1) Déterminer xl_i)r_nwex et xl_i)rfwex.
2) On pose e* = X.
a) Montrer que “;—x = ﬁ

X
b) En déduire lim — puis interpreter le résultat graphiquement. que vaut lim xe*?
xX—-+0 X X——00

3) a) Justifier la dérivabilité de la fonction exponentielle sur R et déterminer sa fonction dérivée.
e*—1

¢) Calculer alors lim
x—0 X

d) Dresser le tableau de variation de la fonction exponentielle.

4) Etudier I’intersection de la courbe (C) avec les axes du repére (0 ; 7; ).

5) a) Déterminer I’équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
b) Soit la fonction h définie pour tout réel x par h(x) = e* — x — 1. Etudier les variations de h et
en déduire la position relative de (C) par rapport a (T).

6) Tracer (C) et (T).

Bilan :
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Syntheése partielle :

a) Théoreme :

e La fonction exponentielle est dérivable sur R et sa fonction dérivée est
la fonction x — e*.

e La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. /
o La fonction exponentielle est bijective de R sur R;. W
b) Limites usuelles : _ ]
; ; . 3 2 I 2
* Jim e*=0; lim e¥ =4
X——00 X—>+0o0
* lim xe* = 400 lim x"e* = 400 * lim xe*=0 ; lim x"e* =0
X—+00 X—+00 X—>—00 X—>—00
) ex ] ex ] ex ] ex
* lim — = 4o ; lim — =+ * lim —=20 ; lim —=0
x—+00 X x—+00 xN x—>—00 X x——oo xN
o e*—1
* lim =1
x—-0 X
Evaluation :
1) Calculer les limites suivantes :
. 3e*-=-2 I In(1 + e%)
im ; im ——
x—+o0 5e¥ 4+ 3 x—-c0 ¥
lim ( X . sin2x
im (x —e ; im
X—+o0 x—0 1 —_ €x
2) Calculer les limites ci-dessous.
x+1 e*
lim (x? —e?*) ; lim (e** —e*) ; lim x(e*®* —e¥) ; lim —— ; lim
xX—+ xX—+0 X——00 x——c0 X + 1 xX—+o x3 + 1

Bilan :
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Activité 4 : Fonction de type x — e*®

1°) Soit f(x) = e*™

a — Justifie que si u est définie, continue et dérivable sur I alors f 1’est aussi

b - Exprime f’(x) pour x € I

¢ — Compléte alors I’information suivante si u est une fonction dérivable sur | alors une primitive de u’(x)e*® est ... ...... ...
Bilan :

Synthése partielle :

a) Théoréme :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.

La fonction f : x +— e*™ est dérivable sur I et f'(x) = u'(x)e*®, x € I.
Dérivées remarquables :

o Sif(x)=e*= f'(x) =€~

e Si f(X) — e(ax+b) — f’(x) = qe(ax+b)

b) Corollaire :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Les primitives sur I de la fonction x — u’(x)e*®) sont les fonctions x — e*® +k , k € R
Primitives remarquables :
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b Sif(x)zex:F(x)zex_l_k
e §j f(x) = elax+b) — F(x) — ie(ax+b) +k
o Sij f(x) = o) — F(x)u’;(x)eu(x) +k

Evaluation formative:
1) Calculer les dérivées des fonctions ci-dessous :

e*+1
fO) =vxe™ 5 gx)=Q@x+De3* ; hkx) = =13 p(x) = x3e3*
2) Déterminer les primitives sur R des fonctions ci-dessous :
fx) =e3* ; gk = xe* 5 h(x)=(Qx+ 1)e"2+" ; p(x) = sinx e®°s*
3) Calculer les intégrales ci-dessous :
1 1 1 ex 1
I = x ; — —x+1 ; K = f ; L = f x?
foe dx ] foe dx NCGESHE 0xe
Bilan :

Activité 5 : Fonction de base a (a > 0)

1 1
1) Calculer les réels suivants :A = e3"2 ; B = e*n3) ;0 C= e~ () ; D =e2nV2
2) Vérifier que pour tout réel a, strictement positif et pour tout entier n, a™ = e™'" ¢,

X
3) Dresser le tableau de variation des fonctions suivantes : f : x —2* et g:x— (%)
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Synthése partielle :
Soit un réel a > 0. Pour tout réel b, on pose a”? = e?!n¢,
1) Définition :

. , " ecs . (expg:R— R , . .
Soit a un nombre réel positif et différent de 1. La fonction est appelée fonction exponentielle de
x — a* = exlna
base a.
Exemple :
1 X
2% — exlnz . (_) — e—xlnz
’ 2

b) Etude de la fonction exponentielle de base a :

f(x) =a* estlafonction la fonction exponentielle de base a, on a: f(x) = a* = e*n¢,
i) Domaine de définition :

Dy =R=]-o0 ; oo

i) Limites aux bornes de Dy :

* si 0<a<1alors lim a*= lim e*m%=0 et lim a*= lim e*% = 400

x—+00 x—+00 xX——00 xX——o00
* sia>0 alors lim a* = lim e*M% =40 et lim a* = lim e*M2 =0
x—+00 x—+00 xX——00 xX——00

iii) Sens de variation :

f est dérivablesur R et V x €R, f'(x) =Ilna x e*"¢

e Sia€e]0; 1], f'(x) < 0donc f est strictement décroissante ;
e Sia€]l; 4o, f'(x) > 0don f est strictement croissante.
iv) Tableau de variations :

Pour a €10 ; 1[ Pour a € |1 ; +oof,
x —on +oo X — o +co
f1(x) + f'(x) +
o .

\ f(x) oo
0 0 /

v) Branche infinies :
Pour a € ]0 ; 1[; C; admet la droite (D) d’équation y = 0 comme asymptote horizontal.

Activité 6 : Fonction puissance
Le plan est muni d’un repére orthonormé. Soit la fonction f définie sur R%. par f(x) = Vx?

3
a) Montrr que pour tout réel x > 0, f(x) = ez™*

b) Calculer f' puis dresser le tableau de variation de f.
Bilan :
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Synthése partielle :
a) Définition :

: L : . fo i 105 4o — R
Soit @ € R. On appelle fonction puissance «a, la fonction notee f,, définie par{ X > f, = x@ = @l
Consequence :

Vx €]0 ; +oo , x% = e*Inx

b) propriétés (x > 0) :

« x == s xeh =X * xOB = x@ x xF
x@ xB

c¢) Etude de la fonction puissance :

i) Domaine de définition :

Dy =10 ; +oof

i) Limites aux bornes de Dy :

* Sia=0alorsf, =1

* Sia <0, alors lir(])n+ fu(x) = +o0 et lirP fa)=0
x— x—>+00

* Sia>0, alors lim f,(x) =0 et lim f,(x) =+
x—-0t x—>+00

iii) Dérivée et sens de variation :

Soit x €10 ; +oo[, alors £, (x) = e*In*

la dérivée de f,, est donnée par f'_(x) = % e®Inx = % X x% = ax® 1,
e Sia<0,alors f', <0,alors f,(x) est décroissante ;

e Sia>0,alors f', > 0,alors f,(x) est croissante.
iv) Tableau de variation :

* Sia<0 * Sia>0
X 0 +o 0 +
fa(x) - X -
fa(x) +
+oo
fa (%) fa () / e
0
0

2) Croissance comparéedelnx , e*, a*, x*:
Limite de références :
Soit a > 0 un nombre réel,

~ Inx ] x

lim — = ; lim — =4
x—+o0 x& x—+o0 X%

lim x*Inx =0 ; lim x¥e™* =0
x—0t x—+00

Note : Ces limites traduisent le fait que la fonction e* croit plus vite que la fonction x* qui croit plus que la
fonction In x

Exemple :
Déterminer :
ex er+1 _ ex
lim ——— ; lim v1—x xe* ; im ——
x—+oIn(x? +1) x—-0 x—tox2 —x +1
Indication :
. e*  e* x? x%+1
Ona:vx €R, In(x2+1)  «? X x*4+1  In(x2+1)
lim & = + lim = b olim = e dome i il +
or: lim — =40 ; im = e im —————=+40 donc lim ————— =+
x—>+oo xZ xoto x? + 1 x->+o0 In(x? + 1) x—+ooIn(x? + 1)
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