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Coapltre il

Historiquement

Les nombres complexes prennent naissance au XVléme siecle

lorsqu’un italien Gerolamo Cardano (1501 ; 1576), ci-contre, au nom

. francisé de Jérome Cardan, introduit +/- 15 pour résoudre des
équations du troisieme degré.

- En 1572, un autre italien, Rafaele Bombelli (1526 ; 1573)

publie "Algebra, parte maggiore dell aritmetica, divisa in tre

libri* dans lequel il présente des nombres de la forme a + b\/_l et poursuit les travaux

de Cardan sur la recherche de solutions non réelles pour des équations du troisieme degré.
A cette époque, on sait manipuler les racines carrées d’entiers négatifs mais on ne les
considére pas comme des nombres. Lorsqu’une solution d’équation possede une telle racine,
elle est dite imaginaire.

La notation i apparait en 1777 siecle avec Leonhard Euler (1707 ; 1783) qui développe la
théorie des nombres complexes sans encore les considérer comme de « vrais » nombres. Il
les qualifie de nombres impossibles ou de nombres imaginaires.

Au XIXe siecle, Gauss puis Hamilton posent les structures de I’ensemble des nombres
complexes. Les nombres sans partie imaginaire sont un cas particulier de ces nouveaux
nombres. On les qualifie de « réel » car proche de la vie. Les complexes sont encore

considérés comme une création de 1’esprit.




Cours

Chapitre I :Les nombres complexes

l. Introduction

Considérons les équations suivantes :
D) x+2=0 (2) 4x+5=0 (3) x*-5=0 (4 x*+4=0

¢ Dans N (ensemble des naturels), I’équation (1) n’admet pas de solution. On résout ce probléme en créant les
nombres négatifs. Dans 7 (ensemble des entiers), cette équation a comme solution -2.
¢ Dans 7 ,1’équation (2) n’a pas de solution. On introduit les fractions. Dans Q (ensemble des rationnels), cette

, . . 5
équation a comme solution — Z .

¢ Dans Q, I’équation (3) n’a pas de solution. C’est pourquoi on introduit les nombres irrationnels. Dans R

(ensemble des réels), I’équation (3) admet deux solutions : \/g et - \/g .

¢ Dans R, I’équation (4) n’a pas de solution. C'est pourquoi on crée de nouveaux nombres : les nombres

complexes. lls forment I’ensemble C et permettent de déterminer les solutions de cette équation.

l. L'ensemble C

1. Définition

Uy Il existe un ensemble de nombres, noté C, appelé ensemble des nombres complexes qui
possede les propriétés suivantes :

- C contient R.

- Dans C, on définit une addition et une multiplication qui suivent les mémes régles de calcul que dans R.
- Il existe dans € un nombre i tel que i> =—1.

- Tout élément z de C s'écrit de maniere unique sous la forme z =a-+ib avec a et b réels.

) T
Exemples: 3+4/ ; 2-1 ; g sont des nombres complexes.

Vocabulaire :

- L'écriture a+ib d'un nombre complexe z est appelée la forme algébrique de z.

- Lenombre a s'appelle la partie réelle et le nombre b s'appelle la partie imaginaire.

Onnote Re(z)=a et Im(2) = 6.



Remarques :
-Si b=0 alors z est un nombre réel.

- Si a =0 alors z est un nombre imaginaire pur.

- ’ensemble des nombres imaginaires purs esti R : 1R = {iy ly e ]R}

Application :

Calculer et exprimer le résultat sous la forme algébrique.

z,=3-5—(3i-4) 2, =(3-20)(-1+5i)
Z, = 2| 13 =L
«=(2) =42
Réponse

7=8-51 (3 -4) 2, =(3-2i)(-1+51)

=-3+15i +2i —10i?

=3-5i -3i +4
_7_gi =-3+151 +2i +10
=7+17i
z,=(2i)"
1
:213i13 25 :E
.o\6 . 4+ 2j
=8192x(i?) xi =
() (4-2i)(4+2i)

=8192x (1)’ xi

4421 4+2i 1+ii
16—4i? 16+4 5 10

=8192i

2. Egalité de deux nombres complexes

z,=(2-3i)
1+7
ST
z,=(2-3i )
=4-12i +9i”
=4-12i -9
=-5-12i
, _1+i
°o2-i

Lri)(2+i) (1+i)(2+i)

2-i)(2+1i) 4+1

(
=1(2+i +2i —1)=1+§i
5 5 5

Propriéeté J

(vz eC?)z =0« Im(z)=0et Re(z)=0.

a) Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la méme partie
imaginaire c a d(V(z z2)e (Cz)z =z2'&Im(z)=Im(z")et Re(z)=Re(z") .

b) Un nombre complexe est nul, si et seulement si, sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles ¢ a d

Démonstration :

Conséquence immédiate de I'unicité de la forme algébrique.
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Exemple d’application :

Déterminons le nombre complexe z Vérifiant2z-5=4/+ z.
Onadonc:

2z—z=5+4j
z=5+4/

[1l.  Les operations sur les nombres complexes

1. Somme et produit

Propriété

eLa somme de z et de z’ est le complexe z +z'=(a+bi)+(a'+b'i)=(a+a')+(b+b")i

oSi k est un réel, alors le produit de k par z est le complexe kz=k(a + bi) = ka +kbi

 On considére deux complexes z et z” de formes algébriques respectives a+bi et a'+b'i .

el e produit de z et de z’ est le nombre complexe zz'=(a+bi).(a'+b'i) =(aa'-bb')+ (ab'+a'b)i

Exemples :
e -1+7i+3-2i=2+5i
o (-(1+7i)(3-2i)=-3+2i+24i-14i2=14-3+23i=11+23i
e (B+2i)+(5-4i)=3+2i+5-4i=8-2i
e (—2+i1)—(4—-4i1)=-2+i-4+4i=-6+5i

o (2-0).(3+4i)=6+8i-3i—4i* =6+8i~3i+4=10+5i

2. Opposé et inverse d’un nombre complexe

Propriété ]

e L’opposé du nombre complexe Z =a+ib et —z =—a—ib

e Tout nombre complexe non nul z =a+ib admet un inverse notél_ a-fle :
z a?+b2
Exemples :
o z-V3izialors - 3 ziet L__1 _ V3-2i _V3-2i _8-2i VB2
z J3+2i (J§+2i)(J§_2i) 3—4i?2 7 7 7
1 1-2i 1-2i  1-2i 1-2i 1 2.

1+2i (+20)(1-2i) 1-4i’ 1+4 5 5 5
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3. Quotient de deux nombres complexes

Propriété _ On considére deux complexes z et z” de formes algébriques respectives a+bi et a'+b'i

z a+bi 1 .
' ' —= = aa+bb)+i(a'b—ab'
Avec a'=0 et b'-0 ona - | a'2+b'2(( ) ( )

Exemples :
1+] (V3 2.) V3 2. VB, 2 3 2 (J3 2
=(+i) S-S =i i = S -2
J3+2i 7 77 1 7 7 |71 7
3-i  (B-i)(1+2i) 3+6i-i—2i° —3+6i_i+2—5+5i—1+i
1-2i @-2i)@+2i)  1-4i® 1+4 5

IV. Représentation géométrique d’un complexe

Dans tout le chapitre, on munit le plan d'un repére orthonormé direct (O; u; \7) :

1. Affixe d’un point /affixe d’un vecteur

ER— a et b sont deux nombres réels. axe des imaginaires
7 O I L +Mia+ ib)
- A tout nombre complexe z = a+bi faisons correspondre le point B
M de coordonnées (a, b).
A

) 92 | = | |

M s’appelle I’'image du nombre complexe z. v § Ixeldes rdels
—
a q p o

On dit que z est I’affixe du point M est notee aff(M) ouz,, *

Remargues

1. L’axe (Ox) est appelé axe réel (c’est I’ensemble des points images des nombres réels).
2. L’axe (Oy) est appelé axe des imaginaires (c’est I’ensemble des points images des nombres imaginaires purs).

3. Les points images de nombres complexes conjugués sont symétriques par rapport a 1’axe réel.
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Definition a et b sont deux nombres réels.

- A tout nombre complexe z = a+bi faisons correspondre le vecteuru de coordonnées (a, b).

On dit que z est I’affixe du vecteur u est notée aff(u ) ou Z:

Exemples
e Lepoint M(3; 2) a pour affixe le nombre complexe z =3+ 2i .

e De méme, le vecteur w a pour affixe z =3+ 2i .

TAxe des imaginaires
3 o L . L L L
L MEx)

V7
1 oo o _ Lo Lo R
L P I | | |
Tw@2)0
0 N ! I : Axe des reels
o @1 2 3 4 5 6

Propriété J
M(Z\ ) et N(Zy ) sont deux points du plan.

u (2) et v () sont deux vecteurs du plan.

a) Le vecteur MN~ a pour affixe Zy —Zy, .

b) Le vecteur u +v a pour affixe Z +2 ",

c) Le vecteur k u , k réel, a pour affixe Kz .

d) Le milieu | du segment [MN ] a pour affixe z, = I tZn

Démonstration :

a) On pose : M(x,,¥,,) et Mx,; ).

Le vecteur MN a pour coordonnées (XN = Xur Yy — Ym ) donc son affixe est égal a

(XN_XM)+i(yN_yM):XN +in _(XM +in):ZN_ZM'
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b) et ¢) : Démonstrations analogues en passant par les coordonnées des vecteurs.

Autres exemples :

4 |
F(-2+3i) 3 |E3D)
> E
2| ><J'5u(l+2i)
1]
T
0 MB(B) ;
-3 -2 -1 (o] a1 2 3 4
-1
> J *
D(-3-i) C(—i)
-2

2. Application a la géométrie

Propriété 1 ] soit A(z,) , B(zg)et C(z;)

Z. -1
Les points A,B et C sont alignes si et seulement si < A

Ly =1,

eR

Démonstration :

Les points A,B et C sont alignes si et seulement si s’il existe un reel k tel que AC =k AB

Et on a Iaffixe de AB est Zg —Z, et I’affixe de AC est Zc —Z 5 alors A,B et C sont alignes équivaut

l~ —1
Lo =L, :k(ZB _ZA)dOI’\C %

Ly =L,

eR

Exemples :

e Soient les points A,B et C d’affixe respectives Z, =6-i et 2, =1-1liet 2, =7+ i

. : s =1 1
Onazy, -2, =-5-10i et Zo =Z, =1+2I alors ﬁ=—geR donc les points A,B et C sont
B~ “A

alignes

Soient les points M (z ) et A1) et N (z 2) on détermine 1’ensemble des points M pour que les points M,

A et N sont alignes

- Si z=0 alors les points M et N sont confondus avec le point O

Chapitre 1 : les nombres complexes E



Donc les points A,M et N sont alignes

- Si z=1 alors les points A,M et N sont confondus
- Supposonsque z =1let z #0

z2-1

—— eRcadz +1leRCad Im(z +1) =0 sion

Les points A,M et N sont alignes si et seulement si

considére z =a+ib avec a et b sont des réels donc les points A,M et N sont alignes si et seulement si y=0

Donc I’ensemble des points M pour que les points A,M et N sont alignes est les points appartient a 1’axe réel

Démontrer que les points M (z ) tels que les points M (z) et B (i) et M '(iz) sont alignes est un cercle a

déterminer.

Propriété 2 )

SoientA(ZA),B(ZB),C(Zc)et D(Zo)telsque A=BetC =D

Z, —1Z
Les droites (AB ) et (CD )sont paralléle si et seulement si ———=

Ly =7,

ceR

Exemple :
Soient les points A,B et C d’affixe respectives £, = —2+0i et Lg = 4-3i et Lo = (2 -3 )X avec X un nombre

reel OnaZg =2, =6- ez, -7, =1+21 glors —C=§eR donc (OC)//(AB)

Lg =1,

On considere les points A (—1) , B (i ) et soit Z € C, et soient les points M et N d’affixes respectives z et z2

Déterminer I’ensemble des points M pour que (BM )/ /(AN )

Proprictes = it AZ,) B(z,).C(ze)et D(z,)

P i ; ; . Lc —Zp Ip —Z,
Les points A,B,C et D sont alignes ou cocycliques si et seulement si . - X . . eR
D “B cC~ “aA
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Cours

Exemple :
Soient les points A,B ,C et D d’affixe respectives a=2—-2i etb =—-1+7ietc =4+2ietd =—4-2i
Démontrons que les points A,B,C et D sont cocycliques

c-b d-a

Ona x =—1e R donc les points A,B,C et D sont cocycliques
d-b c-a
Propriété 3
oz, +
¢ Si G est le barycentre de { (A; 05),(8;,3) } alors Z5 = A 'BZB
o+ [

QL+ PLg + )L
a+p+y

¢ SiGest le barycentre de { (A; @), (B; 8),(C;y) }alors Zg =

¢ Engénéral Si G est le barycentre de { (Aiial),(AQ;OCZ),(Ag;%),---,(A];OKn)} alors

BT 2T INE e N

ZG
a+a,+..+a,

Exemple
Soient les points A,B et C d’affixe respectives a =3+3i etb =5-2i etc =7 +11i

Le centre de gravité du triangle ABC est le point G d’affixe z, = a+Tb+C =5+4i

Application :
Soient les points A,B et C d’affixe respectives a =3+ 7i etbh =4+5i et c =3+7i
Soit G est le barycentre de { (A2),(B),(C) } et H est le barycentre de { (AD),(B;2),(CD) }

Déterminer I’affixes des points G et H puis déterminer 1’ensemble des points M du plan telles que

e ———

HZMA+ MB + MCH - Hm’+ 2MB + M—(fH

V.  Conjugué d'un nombre complexe

Soit un nombre complexe z =a+ib .

On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre, noté Z , égala a—ib .




Exemples :

-7 =4+5i et 1=4-5

- On peut également noter : 7—3i =7+3i : i =—i ;5=5

o TAxe des imaginaires |
Remarque : 1 R e A T N
. . - . b 0 M(a+ib) L
Les points d'affixes z et = sont symétriques par rapport — *¢——=====—t
a1l I N N S SR S
a l'axe des réels. o3 i i r ! ! !
0 E E 12 | Axe desréels |
0 1 12 :s ‘4 's '6
1 I R .L———— I
I 1 I
> g ) g
- ":7_7_7;" - }{47(3 _ zb) 7777777777777

Propriete 1 ] Soit z et z * deux nombres complexes et n entier naturel non nul.

a)Z =1 b)z+z'=z+2" C)zxz'=zxz"

77—z 0 (Zl}zézio f)(}}%z'#o

Démonstrations :

Onpose Z=a+ ib et Z = a'+ ib' aveca, b, a' et b' réels.

a) Z=a+lb=a-ib=a+ib=2z

by z+ Z=a+ b+ a+ it

=a+a'+i(b+b"
=a+a'-ib-ib’
—a+ib+a'+ib’
_247
c) e) f) Démonstrations analogues
d) On procede par récurrence.
e L'initialisation pour n =1 est triviale.
e Heérédité :

- Hypothése de récurrence :
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Supposons qu'il existe un entier k >1 tel que la propriété soit vraie : 2= Z*.

. c sz . 1 - k+1
_ Démontrons que : La propriété est vraie au rang k+1: 2" = Z %,

I Fx = Fx 7= xz=2%"

e Conclusion :

La propriété est vraie pour n = 1 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le principe de récurrence, elle est vraie

pour tout entier naturel n, soit : Z'=z"

Exemples :

- _ _ _ 1Yy 1 2
C(2+31)(@4-1) =(2-3) (4 +i)=11-10i ; = s
2+3)@—1) =2-37) @ +1) [ﬁH) B8 @
.(1;'_):1;'_:1_% + (2+3i)2 = (2 - 3i)2= 5 -12i

2-1) 241 5 5

Propriéte 1 - a)zestréel <>z =7 b) z est imaginaire pur <> Z =-Z

C)z+Z =2Re(z)etz —Z =2i Im(z)

Démonstrations :

1=7
<a+ib=a-ibe2ib=0<b=0

7 =-7

Exemples

1) Ondémontre que VN € 7 1= (\/§+ i )2n+1 — (I —\/§)2n+1 est un réel
on (I _\/§)2n+1 _ (_1(\/5_ I ))2n+1 _ (_1)2n+1 (\/5_1)2n+1
comme (=)™ =-1 ators (i —/3)*" = —(\/5—1)2n+1

Donc Z = (\/§ +i )2n+1 + (\/5 —i )2n+1

Z_:(\/§+i)2n+1+(\/§_i)2n+l

Il
—_——
=
+
N —
N
=
x
+
—_
Py
|
N —
N
>
x
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Donc Z €R

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct , on détermine ’ensemble des points M (z)

tel que 2iz —z e R
Posons z '=2iz —z et soit (E) I’ensemble des points M (z ) tel que Z '€ R

Ona

Me(E)=z'eR

o7'=71'e2iz -7 =2z -7
o -2iz-7=2iz-2
©71-7==2i(@+2)

< 2i Im(z) =-4i Re(z)

Sionpose z =x +iy avec x ety sont des réels

Alors M € (E) <<y =-2x  donc I’ensemble (E) est une droite d’équation M € (E) <y =—-2x

.1 .43 : . .
1) Soit le nombre complexe | = _EH P} démontrer que Vn € Z (J g ) eiR

2) Reésoudre dans C I’équation Z = (1—1)z +3+2i

Propriété 1 ) . ' s
Soit Z =a+ib un nombre complexe alors zz =a* +b?.

Démonstration :

27 =(a+ib)(a—-ib)=a? —(ib)’ = a?—i?h? =a? +b?

Exercice

Déterminer le conjugué des nombres suivants et exprimer le résultat sous la forme algébrique.

7,=(2-i)(i-5) —

Solution
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2,=(2-1)(i -5)
=(2-i)(i =5)=(2+i)(-i -5)

=-2i -10+1-51 =-9-7i

Remargue

On considére dans C le polyndbme P(z)=a z" +a_,z" ' +...+a,z +a, avec a,,a, ,..., sont des réels et z
n a, az +a, 01 a,

un nombre complexe

onaP(z)=az"+a 2" +..+az+a,=az"+a 2" +..+az +a,

Comme (z ")=(z_)p et a_,, =4, alors P(z)=a, (z_)n +aH(z_)H +.. 437 +3,=P(2)

Alors on déduit que P (z) =P (z_)

Si & un nombre complexe tel que P (&) =0 alors P (c) = P(a) =00n déduit que si un nombre complexe &

est une racine a un polynéme P alors sont conjugué & est aussi racine de P

VI. Module d’un nombre complexe

1. Définition et interprétation geométrique

Soit z un nombre complexe quelconque de forme

algébrique z=a+ib .

|z|=+az+b2,

On appelle module de z le nombre reel noté | z | defini par :

B G (=)
2| = OM =\/a? + b2
o a

Interprétation géométrique : Dans le plan complexe, si M a pour affixe z alors OM = |Z| .

Propriétés géométriques ]

—

e Soit W un vecteur quelconque d’affixe z . Alors H Vv” = | z |

e Soient A et B deux points d’affixes respectives Z, et Zg. Alors: AB = |ZB - ZA|
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Démonstration :

e Soit M le point du plan complexe tel que : OM = W Alors z est 4 la fois I’affixe de M et celle de

TV.Donc: HM‘zOM =|z|.

E—

o Levecteur AB a pour affixe Ly —L,. Par conséquent : AB = | lg — ZA| .

Exemple :

e Soient A et B les points d’affixes 2—3i et

e 51 FEtudions la nature du triangle OAB : o

OA=|z,| =22+ (-3¢ =13 ' B
OB =|z5| = B2+ (17 = /26

AB = |75 — 2, = | G—i)— (2-30)| ' A
—|3+2i| =32+ 2 =413

e Onremarque ainsi que : OA=AB et OB2=0A2+AB?2 . Le triangle OAB est donc rectangle isocele rectangle

en A

2. Propriétés

Propriete 1~ pour tout nombre complexe z,

) |Z|2=ZXE
o | Z| esttoujours positif et |z|=0 < z=0.
o Jzl=|-2/-|]

e Sjz est un nombre réel, alors le module de z coincide avec la valeur absolue de z .

e Sizestunimaginaire pur, alors le module de z est égal & la valeur absolue de sa partie imaginaire.

e SiM est le point d’affixe z, alors OM =| Z| .
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Propriete 2  Pour tous nombres complexes zetz’, ona:

1. |zxz'|=|z|x|Z'| ; 2. Pourtout entier naturel n, | 2" !

=|z|

_lzl

1 .
=— : 4.Siz7'#20, alors z

3.Si z=0, alors =
2| z

z

5.|z+2|<|z|+| 7]

Démonstration :

1) Pour démontrer cette 1% propriété, utilisons que | z |2 =7Ix7:
|z><z'|2 :(z><z')><(272')=z><E><z'><Z‘=|z|2 ><|z'|2 =(|z|><|z'|)2_ |z><z'| et
| z | ><| z | ont donc le méme carré ; or ils sont tous deux positifs donc ils sont égaux .

2) Soit (u,) la suite de terme général U, = | z" | . Alors pour tout entier naturel n

u _ Zn+1 Zn

:|z><z"

=|z]|x

=|z|xu, . Donc la suite (u,) est géométrique de raison g =| z | et de 1

n+l

- n
terme U, =| 2°| =|1| =1. Donc pour tout entier naturel nu, =u,q" =|z|".

Zn

N - n
Onadoncalafois: u, =|z"|=|z]|".

1 1
3) Soit z un nombre complexe non nul . Alors ZXE =|Z|><— d’une part et ZXE‘=|1|=1 d’autre part . Donc
1 1
|Z|><—‘=1 etcomme|Z|¢0,onpeutconclureque:— =—.
z z| |z|
4) Si '#0, alors i‘: le =|z|x 1 =|z|xi=u.
z' 7' z |z’ |z

5) Soient M et M’ les points d’affixes respectives z et -z . Alors : | Z+ Z'| =| - (—Z')| =M'M | Z | =0M et
| Z'| = |— Z'| =O0M'. Or, d’aprés ’inégalité triangulaire, MM '< OM +OM" | ce qui s’écrit aussi :

|z+72'|<|z|+|7] .
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Exemples : A I’aide de ces propriétés, calculons les modules des nombres complexes suivants :

o |B+i)a-i)|=]3+i]|1-i|=32+12x 12+ (-12 = V10 x/2 = 25 .

o |@+iY|=|2+i]" =(v22r12) =25 . ‘1 ‘z S
( )‘ 2+ ( ) 5-i| |5—i|] 52+(-1)2 /26
. |3+ :|3+i|: J32+12 2«/1_0:@

1-i| [1-i]  JrzeE12 V2

1) Déterminer I’ensemble des points M du plan dont I’affixe z vérifie : | Z+5i | =6

Soit A le point d’affixe 25 = =9I . Alors , pour tout nombre complexe z, | Z+5i | =|z - z,|. Donc:

| Z+5i | =6 <:>| -1 A| =6 < AM =6 On en conclut que I’ensemble des points M répondant a la question est le

cercle de centre A et de rayon 6 .
2) Déterminer ’ensemble des points M du plan complexe dont I’affixe z

=3

Vérifie :

3z-1i
z+1-1

11 faut tout d’abord éliminer le point A d’affixe —1+1, car pour cette valeur de z le quotient précédent n’existe pas .

Ensuite, pour tout Z # —1+1 , on peut écrire :

ﬂ‘=3@M=3@|3z—i|=3|z+1—i|
z+1—i |z+1-i]
<3 z—l‘=3|z+1—i|<:> z—l‘=|z+1—i|

3 3

En appelant B le point d’affixe I§ , la derniére égalité équivaut a : BM = AM . On en conclut que ’ensemble des

points M cherché est la médiatrice A du segment [AB] privée éventuellement du point A qui a été exclu dés le

début. Mais comme A& A |, I’ensemble des solutions est toute la droite A .
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Cours

VII. Forme trigonométrique d un nombre complexe non nul

1. Argument d’un nombre complexe non nul

R

y P M

Soit z un nombre complexe non nul et M le point du plan bl-------- ;
Iz |

complexe d’affixe z . On appelle argument de z , tout réel 0 A i

1 > X
4OM 0 a
tel que : 0= (U.OM) [271'] .Onnote alorsarg (z) = 0 [27[]

Remargues

Un nombre complexe non nul z a une infinité d'arguments ; si  est I'un d'entre eux tout autre est de la forme

f + k2T avec ke Z.

On note arg (z) = 8 (modulo 2T) ou plus simplement arg (z) = 6.

- Le nombre complexe 0 n’a pas d’argument ..

Exemple :
1+i= 2(c03%+isin%) ,donc : arg(1+1) =% [27].

Cas particuliers :

arg(1) =0 [2”] arg(-) =z [271'], arg(i)zg [27], arg(—i)z—% [27]

Propriété :
P Soit z € C " quelconque. Alors :

. ZERj<:>arg(z):O[7r] et ZGiRicarg(z)zg [~ ]

o ag(-2)=7+arg(2) [27] & arg(z)=-arg(z) [27]

Démonstration :

e zeR> <= M € (Ox)et M = O< OM non et colineaire a u < (U;OM) =0[2x]

e z€iR," <= M €(Oy)et M = O < OM non et orthogonal a u Q(a;oﬁM)zg[ZR]

ol



2. Repérages cartésiens et polaire

Dans le plan complexe, un point M distinct de O peut étre repéré par ses

coordonnées cartésiennes (x ; y) ou par un couple (r ; 8) de coordonnées

polaires avec OM =, (u;OM) =0 ,onaalors

Xx=rcosé et y=rsiné.

3. Forme trigonométrique

Propriété . P . : "> .
P _ Soitz un nombre complexe non nul . Alors il existe un réel strictement positif r et un réel 6 tel

que: z=r(cos@+ising).

Démonstration :

Soit z € C" quelconque et a+ibsa forme algébrique.

Soit M le point d’affixe z . Comme z est différent de 0, M est distinct de O . Il admet donc un couple de
coordonnées polaires que 1’on nommera (r;@).Rappelons que I' = a2+ b2 et que 6 estun réel défini a un

multiple de 27z prés par les égalités cos @ = a g sin@ = b .
r r

Alors a=rcosfet b=rsind .Dou: z=a+ib=rcosé +irsin@ =r(coséd +isin)

Propriete i iont 7 et z” deux nombres complexes tels que

z=r(cos@ +isin@)et z'=r"(cosH'+isin@") avec r et »’ strictement positifs . Alors :

2= < r=ret =6 [27]

Démonstration :

e Sir=retéf=6 [27r] alors il est évident que r (cos@ +isin @) = r'(cos@'+isin @) et donc que Z =17’
e Inversement, supposons que Z =2Z'. Alors les points M et M’ d’affixes respectives z et z’ seront confondus .
Onauraalors > = OM’* . D’ou (rcos@)2+ (rsin8)2 = (r'cosé')2+ (r'sin 8')2 soit encore
r2(cos20 + sin 20) = r'2(cos2d'+sin 20'), ce qui implique que 2 =2, Mais r et r’ étant positifs, on en déduit

que r=r".
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Cours
Rappelons alors que Z=2' c’est-a-dire que I (cosO©+i sin®)=r'(cos6'+i sin6') . D’ou :

cos@ +isin@ =cos@'+isin @' . La forme algébrique d’un nombre complexe étant unique, on en déduit que

cos@ =cosé' etque SIN@ =sin@'. D’ou ’égalité de 0 et de @' aun multiple de 277 prés .

L’écriture de z sous la forme z = r (cos@ +isin @) ou r est un réel strictement positif et ¢ un

réel quelconque s’appelle forme trigonométrique de z .

r=+az+b?

cosezget sin<9=9
r r

SN
—

z=a+ib z=r(cos@+ising)
a=rcosd
b=rsing

Exemples :

Ecrivons sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

eSiz=3 alorsa=3etb=0 ponc =v3*+0?=3, cosezgzlet sinezgzo,cequidonne

0=0 [2771 . On en conclut que la forme trigonométrique de z est : z =3(cosO+isin0).
eSi Z=—4 alorsa=-1letb=0. Donc I =4/(-4)2+0? =4, cos@=_74=—1 et sin@:%:O,cequi
donne @ = = [2] . On en conclut que la forme trigonométrique de z est: z = 4(cosz +isinz).
eSiz=2i alorsa=0etb=2 Donc r=+02+22=2, cosezgzo et sinezgzl, ce qui donne

0= % [272] . On en conclut que la forme trigonométrique de z est : z = 2(cos%+ isin %) :

eSi z=-1+i,alorsa=-1etb=1.Donc I‘=\/(—1)2+12=\/§, cos&:%:% et

sinezi:;,cequidonne 0537”[27;] .

J2



Cours

On en conclut que la forme trigonométrique de zest: z = \/E(cos%r +isin 37”) :

Propriété (argument et opérations)

Soient z et z” deux nombres complexes non nuls et n un entier naturel quelconque. Alors :

arg(zxz') =arg(z) +arg(z') [27] ; arg(z")=nxarg(z) [27]
arg(%) ——arg(z) [27] ; arg(%) —arg(z) —arg(z') [27 ]

Démonstration :

e Soient z =r (cos@ +isin@)et z'=r'(cos@'+isinH") les formes trigonométriques de z et z”, avec
arg(z) =6 [27 ] erarg(z') = 0" [ 27 ]. Alors:

zx2'=r(cosO+isinB)xr'(cos6'+isinB’) =rr'(cosO+isinB)x(cosB'+isin6’)

=11 '[(cos0cos0'—sinBsin 6") +i (cosBsin 6'+cos6'sin6) | = rr '[cos(0+6") +i sin(6+6)]

On en déduit que : arg(zxz')=6+46 [272'] ,
e Admis

1 1
o Comme 7x = = 1, alors arg(z x;) =arg(l) =0 [27r] .Donc : arg(z) + arg(;j =0 [2%] .D’ou

z

arg@j = —arg(z) [2r].

Z' z

eComme £ = 7x i , alors arng = arg(z X Zij =arg(z) + arg(%) =arg(z) —arg(z') [277 ]

’ )
[ Consequence |~ gojt 7 un nombre complexe non nul et k un réel non nul . Alors -

2 i k
arg(k x z) = arg(2) [27] _>O
arg(z)+z [27] sik<0
Exemples :
xemples Z:ﬁ(i“ij:ﬁ[_zﬂ_ZJ
Soient Z=1+1 et z':\/é_i_ 22 2 2

T . . T
Calculons arg(z), arg(z'), arg(zz') et arg(éj : :\/E( cosy+! S'”Z)
w

Comme| z|=+12+12 = V2 alors Do eig(() = 4 [27]



Cours

De méme |Z'|:\/\/§2 +(-1)? =2. Alors :
——il —Z(COS(—Z)+iSin(—£J D’ou
2 2 6 6) "

arg(z) =~ [27].
Il en découle que

arg(zx z') = arg(z) +arg(z') = % [27 ] etque

4 Y4
argl — |=arg(z) —arg(z')=— | 27 |.
g(z.j 9(2) -arg(z) = - [27]
Les calculs précédents permettent alors de calculer le

. . V% 5z .
cosinus et le sinus de = et de =— . Pour cela, il

suffit de déterminer les formes algébriques et

trigonométriques de Z X Z' et de i ;
z
Comme |zx 2] =|7|x|z] = 2v2 et que

arg(zxz') = % [27 ], alors la forme

trigonométrique de Z x Z' est :

7x7'= 242 cosZE +isin = |
12 12

Mais sa forme algébrique est

Zx z':(1+i)(\/§—i):(\/§+1)+i(\/§— ) Par

identification, on obtient alors :(:OS£ = \/5 vl et
12 2.2
sin—— = 31
12 22
En suivant la méme démarche, ona:
z 2

5S¢ . . 57
— = ——| COS—— +1SIN— |d’une part et
z' 2 12 12

2 V3-i (V3-i)(3+i) 4 4

z  1+i @+i)(3+i) _\/§—1+i\/§+1

d’autre part . En identifiant, on conclut alors que

57 J3+1
et que SIN — = ——

12 = 2.2 12 242

N
2) Calculons (\/5 - I) en déterminant son module et

un de ses arguments :

‘(\/§_i)6‘=‘\/§—i‘6 —2° —p4et
arg((\/g—i)e)=6arg(\/§—i)=6x(—%)=7r [27]

Donc : (\/g—i )6 =64(cosz +isinz)=-64.

Propriété

Pour tous points A, B, C et D du plan complexe distincts deux a deux, on a :

o —
g, — 2

arg(z, —z,) = (ﬁ;ﬁ); [27] et arg(iJ = (AB;CD) [2r]

B A

Démonstration :




Cours

* Soit M le point du plan tel que OM = AB . Alors : Zg —Zp =Z o =Z_.

Donc arg(z, —2,) =arg(z,,) = (U;0M) = (u; AB) [ 27 ]

arg[ﬁ]:arg(zo _Zc)_arg(zs _ZA)

8 —Za
=(u;CD)~-(u;AB)
=(AB;CD) [ 2r]

D’apres la relation de Chasles sur les angles orientés.

Exemple :

Soient A, B et C les points du plan complexe d’affixes respectives z, =1+3i, z; =3+i et Lc = 4+2i

Démontrons que ABC est un triangle rectangle.

La figure semble indiquer que I’angle droit est au sommet B . C’est pourquoi nous allons calculer :

= e =g | (4+2i)-(3+1)
(BA,BC)_arg(—j—arg( (1+3i)—(3+i)]

A B

o ( 1+i ]_ar (1+i)(-2-2i)
—40 2 ) T @22 cze2n

z o

—4i 1.
:arg(mJ:arg(—El):—z [27] Le

triangle ABC est donc rectangle en B .

Propriété

Zc —1g

e A, Bet C (distincts) sont alignés ssi arg( fe 2 J =0 (7).

e A,BetC (distincts), (BC) et (AC) sont perpendiculaires ssi arg( Zc ~Za J =% (7).
Zc — g

e A, B,CetD (distincts), (AB) et (CD) sont parallele ssi arg(ﬂJ =0 (n).
Zp—1g

e A B,CetD (distincts), (AB) et (CD) sont perpendiculaires ssi arg(ﬂj =% (7).
Zp—1p




VIIl. Forme exponentielle d’un nombre complexe :
1. Exponentielle complexe

Soit f la fonction définie de R dans C par f (@) =cosé +ising. Alors :

f(0)x (0") = (cosd +isin)(cos@'+isin§") = cos@ cosH'-sin @sin @'+i(sin @ cos@'+sin §'cosd)

=cos(@+8')+isin(@+6')=f(0+6")

Cette fonction f posséde donc la propriété caractéristique des fonctions exponentielles. Pour cette raison, on

posera :

Définition

Soit 8 un réel quelconque. On appelle exponentielle de 16 le nombre complexe noté e'? défini

par e'’ =cosé +isin@ . Les nombres de la forme e' sont appelés exponentielles complexes.

Exemples :

eigzcos£+isin£:£+i£ e :cos(—z)+isin(—z):£—i£,
3 3 2 2 4 4 2 2

v
—i—

T
. . Ii - -
Cas particuliers: e® =1, e" =—-1, €2 =1 et € 2 =-i

)

[ Conséguence

Pour tout réel 4, |e“9| —1etargle”)=6 [27[]

Propriété . . ;
P _ Pourtous réels f et @' et pour tout entier naturel n, ona:
1. ela — e_ia : 2) ei(0+ﬂ) — _eiﬂ o 3) ei& Xeia' — ei(9+0')
i0
(eie)" _e & i
4. - g 5) elev -

Démonstration :

1. €% =cosf+isin@ =cosd—isind =cos(-0) +isin(-0) =e "

i(0+7)

2. € = c0S(d + ) +1sin(@ + ) = —cos@ —isin g
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Cours

n

:‘eie‘”

3. Posons Z = (") . Alors 1Z| :‘(eié)) =1"=1 car |e"’| =1. De plus,

arg(Z ) =arg((e'"’)")=narg(e'’)=n6 [ 2n]

Donc Z a pour forme algébrique : Z = cos(n$) + isin(n@) et par conséquent Z =e™’ .

4. Posons Z =%.Alors |z | :‘i
e

ei9

= | 19‘ =1etarg(z) = arg[e%j =—arg(e")=-6 [27]-

e

Donc Z a pour forme algébrique : Z = cos(—8) + isin(—6) et par suite Z =e ™.

Remarqgues :

= La propriété 3 permet de retrouver rapidement les formules d’addition des sinus et cosinus, ceci en identifiant
les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres :

0 i0 _

e xe' =e' @ < (cosO+i sinB) x (CosO'+i sin®") =cos(0+0") +i sin(0+06"

€0s0cos0'—sinBsin®'=cos(0+6")

=
€0s0sin0'+cosO'sinB'=sin(6+6")

= La propriété 4 , pour N = 2, permet par identification des parties réelles et imaginaires des deux membres, de
retrouver les formules duplication

cos® @ —sin? 6 = cos(20)

= (eY)2=¢e"" < (cos@+ising)’ =cos(20) +isin(20) < 1 . :
2sin @ cosd =sin(20)

La propriéte 4 est connue sous le nom de formule de Moivre ; elle peut aussi s’écrire :

(cos@ +isind)" =cos(nd) +isin(nd) .

Exemple :

5
1 .3
Calculons (E +1 7} en utilisant son écriture exponentielle :

1 \/5 \/5]5 ﬁ 57 1 .3

i 1 . i— ! Y4 .. b
0 ez 2 aors{z 2 ( ) (3) (3) 2



Propriété (Formules d’Euler) ] 0, g0 ”
Pour tout réel §, ona: C0SH = T et Sin@ =

Démonstration :

11 suffit d’écrire les formules Z+Z=2Re(z)et -2 =2iIm(z) pour z =e'’. En effet, pour z =e'?,

z=e", Re(z) = cos@ et Im(z) =sing.
Exemple :

Soit Z =1+¢'’ avec —% << % . Ecrivons Z sous forme trigonométrique :

.0 .0 .0 .0
i— —1— 1— 1— 9 - . 9
Z=e?(e 2+e?)=e?2x2c0s0 = 20039(0035 +1sin E) , ce qui est la forme trigonométrique de Z car, ¢

étant compris entre —% et % , 2C0S @ est strictement positif et est donc bien égal au module de Z .

Application cos25x sin3x
i 3x —i 3x
Linéariser le polyndme P = cos? 5xsin 3x . =%(e'1°" + 2+e"1°x)><%
i
Correction 1. : : _ _ _
_— :__(e|13x _e|7x +2€|3X _2e—|3x +e—|7x _e—|13X)
By ei5x+e—i5x 8
COSoX = 2 :i-(eil3x _e i _giTxX L aiTX | 5 _2e—i3X)
8i
i5X | i5x )2 _ _ 18 13 Li7x _ o-iTx i3 _ o-idx
00825)(:( e” +e ] =1(e'1°X +24€110%) :l(e _e e _e L8 _e )
2 4 4 2i 2i 2i
: . 1, . . .
i3 i3x _ gmi3x =Z(sm13x —sin7x +2sin3x)
sin3x=———
2i

2. Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul et z = r (cos@ + i sin &) sa forme trigonométrique, avec r > 0. Alors, avec les

notations introduites précédemment, on peut aussi écrire que Z = re”.
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Soit z un nombre complexe non nul . Notons I' = | z | et @ =arg(z) [27 ] . Alors I’écriture de z sous la forme

i0
z=r¢' s’appelle forme exponentielle de z .

: . . i . iz
2=2e, —3=3", 5i=5e?, 1+i=~2¢e".
Les propriétés énoncées ci-dessous sont faciles & mémoriser du fait de leur similarité avec les propriétés des

puissances. De plus, elles permettent de résumer conjointement les propriétés des modules et des arguments ; il
. . . i0 -
suffit d’avoir a Iesprit que lorsque la forme exponentielle de z est Z = re' (avec I > 0), cela signifie que

|z|=retque arg(z) =0 [2]

Propriété 1 J

. . i
Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls de formes exponentielles Z=T€" et

1 1400 . .
Z'=T1€" etsoit nun entier naturel non nul . Alors :

Z:re—iB : _Z:rei(0+ﬂ) szuz rr-ei(0+c9') : Zn :rneinn9 : izie_ig : £=Lei(‘9—‘9')
Z r ' r
Exemple :

En utilisant ces propriétés, déterminons la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

8 247

(-1+i)° = [ﬁei?} («/5)8 e ¢ =2 =16e"

— 2 _i% i< % _i3z
\2/§2|_=2\/§i 5D _ 560
1 ge's
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IX. Racines n*®™s d>un nombre complexe

1. Racines n*™s de I’unité
Onnote U= {Z eC/ |Z | =1} I’ensemble des complexes de module 1 (les affixes des points du cercle

trigonométrique).

Définition

soit NeN - {0;1} on appelle racine n-ieme de I'unité toute solution complexe de

I'équation z" =1 d'inconnue z. I’ensemble des racine n-ieme de I'unité est noté U, = {z eCl/z" :1}

a) Etude des cas particulier N €{2,3,4)
e C(Cas n=2
Les racines carrés de I’unité sont les solutions de 1’équation z° =1 dans C
Les solutions de ’équation 2> =1 dans C sont1et-1 et U, = {—1, 1}
e Casn=3
On considére 1’équation (E,):z* =1 si z est une solution de I’équation (E,) alors: |Z 3| =lcad |Z |3 =1donc
|Z | =1 car |Z| est un nombre réel positif .

Donc toutes les solutions de 1’équation (E,) s’écrit sous la forme e'’ et vérifient e'* =1 cad 39:0[27f]

Donc 6=k 2?” tel que k €eZ.

. 2r
ik—
Les racines cubiques de 1"unité sont des nombres complexes € * tel que k €Z .posons
.2
ik — izl izl
o, =e 3 =(m) tel quek eZ m,=1et o =e =—£+i£ etonnoted j—e's ——Zj V3
2 2 2 2
.2z
i . ry = 87 2m
@, =e 3 =—%—. ?donc 0)2 :J2+J et a)3 =g 3 :1 et , =g 3 =¢ 3 .e'zn =—%+i gzj =, et

—aip@n) _
@, =€ =1

.27
@, =, donc en général (vp e Z)4 w,, ., =e"*” xe ¢ =] telque Z={3|0 U3p+1U3p+2/p GZ} et par
LA

_alP@r) a3 i
w3p+2 =€ x€ _Jz

suite U; ={L J; j2}
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Remargue :
’ s Al A4 .1 01 = 1 J2
e L’inverse d’un élément de U, est un élément de U, : —=j:==j=]J2 x J
J ]

e Le produit de deux éléments de U, est un élément de U,

e Comme |J 2| =|J | :|1| =1 alors les points A, A et A, d’affixes respectives 1,j et

j2appartiennent au cercle trigonométrique et on a

= 2inf3 i

=arg(j +1)[27]
=arg(—j?)[2~x]

(A =arg[ £ o

e Racine 3-iéme de 'unité (z=1,n=3)

Etcomme —j2=¢ @ =%+i

3
2

_e'3 alorsarg(—j?) =2 [24]

e Casn=4

H by 7 - . . 7 - by 4
On considére I’équation (E,):z* =1 si z est une solution de I’équation (g,) alors: |Z 4| =lcad |Z | =1donc

|Z | =1 car |Z| est un nombre réel positif .
Donc toutes les solutions de 1’équation (E,) s’écrit sous la forme e'? et vérifient e'*’ =1 cad 39:0[2”]

Donc 8=k ZT” tel que k eZ.

. 2m
ik—
Les racines d’ordre 4 de I’unité sont des nombres complexes € * tel que k €Z .posons

2r LT
k<L iz
o =¢ *=(o) tlquekeZ m=letm=e?=i @ =i2=—letm=i’=—ieto=i*=1etao-=iet

ws =-16et @, =—i

En général : sir est le reste de la division euclidienne de k par 4 alors K =4p +r avec 0<r <3 alors

donc @y =1 " etparsuite U, ={Li;-i;1}

Chapitre 1 : les nombres complexes E



Remarqgue : x 1 i -
1 1 I -1 -1
e L’inverse d’un element de U, est un element de U,
i i -1 -1 1
e Le produit de deux element de U, est un element de U, 1 1 1
- - -i i
-1 | 1 i -1
e Lapoints A, A, A, et A, d’affixes respectives 1,i,-let —i sont des y
somets de carré circonscrit par le cercle trigonométrique
-1 (o] 1 x

Images des racines
quatriémes de l‘unité.

2z

Propriété : . . s ik 2%
t P Le nombre de racines n’iéme de I’unité est n est s’écrit sous la forme e" 7 tel que k eN

.27

cad Un:{e'k"/k eN et 0<k Sn—l}etcardUn=n

Démonstration :

e Soit n un entier naturel tel que N > 2 on considére dans C 1°équation (E,):z" =1( ses solutions sont des
racines n’ieme de I’unité). si z est une solution de 1’équation (E ) alors |Z | est aussi solution de 1’équation

(E,)alors |Z|:1

Donc toutes les solutions de I’équation (E,,) s’écrit sous la forme e et vérifient (')’ =1 cad e =1

alors 9=k 2—” avec k eZ
n

2n

ik
o Onpose o =¢ " =(a)" tel que k eZ

soit rest le reste de la division euclidienne de k par n alors K=np+r avec 0<r<n-1ona

n

=L donc % =(@) =

o, =(@)"" =(@)" (&) =((@)') (@) =(a) car (@)

Chapitre 1 : les nombres complexes E



ca veut dire que les racines n’ieme de I’unité sont des nombres complexes de la forme

L 2m

e " tel que 0<k <n-1

e soitk et k’ deux entiers naturels tels que 0<k <n —let 0<k'sn-let o, =0,.

W2 geRr
alorse’ " =e" " donc k 2—”:k '2—”[2;r]<:>k =k '[27] alors k=k’ car sinon et si k<k’alors ~ k™-k=np
n n

et 0 < k’-k< k’< n et ¢a contradictoire avec np <n. est par suite card U, =n

Propriété J

= Le produit de deux éléments de U, est un élément de U,

= L’inverse d’un ¢lément de U, est un élément de U,

.27

ik
. i — 1 —
Remargue : sionpose @ =€ " alors — =4 =, ,

@y

Proprieté 2
i 27

Soit N € Netn > 2 pour tout k de {0;1?2;---;71 —1}on pose o =€ " =(0’1)k

Pour tout nombre relatif m on pose S(M)=(a,)" +(@)" +(@,)" +..+ (@, )"
» Simestn’est pas divisible par nalors S(m)=0

=  Simestdivisible par nalors S(m)=n

Démonstration :

Onas(m)=1+(o)" +(@,)" +..+(@,4)" =1+(e,)" +(a)12)m +...+(a)1“‘1)m

=1+ +(a)1’" )2 +(a)1m )3 +...+(co1m )H

On sait que pour tout t #1 1+t +t2+...+t"*1:11_—tt
27 \" j2me
" =1<:>[e "j =lee " =1
Etona
c>2m—”=0[2ﬂ]c>(zlpez)/m=pn
n

= Simestdivisible par naloet S(m)=n

Chapitre 1 : les nombres complexes E



= Sim est n’est pas divisible par nalors o™ =1

Donc s (m)=1l(im) comme (" )" =(a")" =1 alors S (m)=0

2

Exemple :

L2
ik—
Les racine d’ordre 8 de I’unité sont @, =€ " telsque 0<k <7

T .37 .57

@
4

i 1 . i i— 1 . i .
—letw =€ ‘=—(1+i), 0= 2=i ,0,= * =—=(-1+i)et @ —e'"=—1; @ =€ * =——(1+1) :
, 4 \/E 9 3 \/z w, =€ 5 \/E

i37r I

w =6 2 =i ; @ =e * =e

T
i
4

0

ﬁ(l_i)

Remarque que @; =@, et W; =, et Wy =0

Propriété 1 J

ik <~
Soit N € Netn > 2 pour tout k de {0;]1' 2,..;n —1}on pose @, =€ " :(wl) “et M, le point d’affixe @),
Les points M ,, M, ,....et M, sont des sommet de polygone régulier circonscrit par le cercle

trigonométrique

2. Racine n’iéme d’un nombre complexe non nul

On veut déterminer les racines n™s de Z = I (C0S@+1 Sin@) = re'’ , C'est-a-dire des nombres
z'=R(cos@'+isin@") telsque (z)" =z équivauta r(cosé+isin@) =R"(cosnd'+isinna’)
r(cosé+isin@d)=R(cos@'+1ising’)
{R "=t R =4/

=
no'=0+2kn g2 dt2km
n

z'=Q/F(COSm+i Sinmj , 0<k<n-1
-7 7 n n
Propriéte 2

Soit z un nombre complexe d’argument @ : z =r(cosé +i sind)et soit N € Netn >2

0+k2r . . 0+k2x
=+ 1 SIn n

Chapitre 1 : les nombres complexes E

Les racines n’ieme de z sont des nombres complexes z, '=%/r ( cos j , 0<k<n-1




Cours

Conclusions
¢ Tout nombre complexe a n racines n'“™ complexes : pour les trouver, il suffit de remplacer dans I'expression

précédente k par 0,1,..,n - 1.
¢ Les points images de ces racines n®™ sont les n sommets d’un n-gone régulier inscrit dans le cercle de rayon

o/r et de centre O.

Exemple
Déterminer les racines cubiques de Z =1+1.

¢ Recherchons d'abord la forme trigonométrique de ce nombre. Il vient successivement :

z=1+i : a=1, b=1
r=v12+12 =2
Cos@:izﬁ
2 2 —0="
Sing—i—ﬁ .
J2o 2

7= ﬁ(coszﬂsinzj
4 4

+ Il est maintenant facile de déterminer les racines cubiques demandées :

ey 7 i k2x
=32 | cos*— +isind— =§/§(cos(£+k2—”j+isin(£+k2—ﬁn
3 3 12 3 12 3

ce qui donne :
o k=0 zlzﬁ/i(cosﬁﬂsinﬁj

12 12
o k=1 z'zzﬁ/i(cosg—”ﬂsing—”)

12 12

B2
‘ 177 . . 1« L4
_ _6 7 kil

o k=2 zg—ﬁ(cos L, tisin 12) w12

¢ On peut représenter les solutions sur un cercle de rayon /2

17nf12




Cours

Application

1. Déterminer les racines cubiques de nombre complexe 11

2. Déterminer les racines d’ordre n de -1 tel que N eNetn >2

3. Déterminer les racines d’ordre 6 de 1’unité et écrire le résultat sous forme trigonométrique et algébrique puis

- \3 - \3
Z+i z-i
résoudre dans C I’équation ( - ] +( - ] =0
z-i Z+i

X.  L’équation de second degré dans
1. Racine carree
Un nombre complexe admet toujours deux racines carrées opposées.
Note
Dans le cas ou z est un réel, les racines sont faciles a calculer. Dans les autres cas, il est aisé de voir que les racines

carrées seront de la forme x +iy avec xy =0.

Exemples
. . \2 Y
o Les racines carrées de - 3sont V31 et '\/§| car (\/§ I) =-3 et (—\@ I) =-3

¢ Recherchons les racines carrées de 3+4i

2

2 2 _ X2—y2=3 XZ—(EJ =3 Xz—i2=3
X°—-y =3 - 5 - X - X
2xy =4 y=— 2 _2

X y=— y=
X X

x'—3x*-4=0 (@A) . s

2 o 0 x'-3x"-4=0 A=9-4(1)(-4) = 25
"
2 _3*+5_ 4 o 5:;5=—1

2 2

Comme X, estunnombre réel, x> =—1 estarejeter.x?=4 d'ou x =2 ou x =-2

Pour X=2, on trouve y:%:l.

Pour X=-2, on trouve y:%:—l.

Les racines carrées sontdonc: 2+i , —2—i



Cours

X2—y2=3 X2+(-y?)=3
2_y2— 2—y2=
{X y2=3 = {X re o 1= XY2=-4 o IX%(-y?)=-4
2xy = 4 Xy =2 Xy >0 xy >0

, 2 2 .
On cherche donc deux nombres réels X~ €1 — Y dont a somme est 3 et dont le produit est — 4

. 2 2 .
On obtient X" =4 et —y° =-1 cequidonne x=2oux=-2 et y=louy=-1
or xy>0
Les racines carrées sontdonc: 2+i , —2—i

2. Equations du second degré dans C

On considére trois nombres complexes a, b et ¢ tels que a # 0. On veut résoudre 1’ "équation
az? + bz + ¢ = 0, c’est-"a-dire trouver les nombres x complexes qui vérifient cette équation. Discriminant

A= b? — 4ac. 1l existe forcément un nombre complexe & tel que A= §2.

Propriete Si 1’on écrit A= b? — 4ac alors I’équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions
complexes
, = =b=8 . _ =b+s
17 2a 27 2a

Remarque : Ce résultat généralise les formules bien connues lorsque a, b et ¢ sont réelles. Comme quoi, il suffit de
connaitre le résultat ci-dessus pour retrouver les trois cas habituellement proposés (A > 0, =0 et < 0). En effet :
e SiA> 0 alors ,alors A= +/A? et on peut reprendre § = +/A On retrouve donc que

_—b—+A
T 2a

—b + VA

A 2a

et22=

e SiA=0,alors A =02 et on peut prendre 6 = 0. On retrouve donc que

—b
n=gg =

2
e SiA< 0alors ,alors A= —(—A) = i2(-A) = (w/i(—A)) car —A> 0 et on peut reprendre § = iv—A On

retrouve donc que

—b —iv—A
=———— et
2a

_ —b+iV-A

A1 2a

Zy



Cours

Exemple 1:

Résoudre dans C les équations suivantes :
a) Z+5=0 b) Z+3z+4=0

a) Z2+5=0

o Z=-5

& Z =57

& z=R5 ou z:—/\/g

Les solutions sont donc — \/g et l\/g

b) Z+32z+4=0

On calcule de discriminant A du trinéme :
A=3F —4x1x4=-T7

A <0 donc I'¢quation admet deux solutions

complexes conjugues :

%:—3+i\ﬁ: 3 \ﬁ

——+—1 et
2 2 2
, _3-iNT_ 3 7.
2 2 2 2
Exemple 2

Résolution de 1’équation z* — i = 0

Discriminant A= 0% — 4(i) = 4i

Pour trouver 9, il s’agit d”"écrire i comme un carré.

Or puisque e® = cos@ + isinf ona
2

L m\Ea e
lL=e2 = (64) = (7‘{'17)
Comme A = 41, on peut donc prendre
o (V2 N2\ _ .
§=2(2+i2) =21 +1)
L’équation z* — i = Oadmet donc deux solutions
complexes z; = g (1+i)etz, = —‘/; 1+
Exemple 3 : Résolution de I’équation
224+ @Bi—-4)z+1-7i=0
Discriminant A = (3i —4)? =4 x 1 x (1 — 7i)

=7 — 241 — 4 + 28i =3 + 4i. Pour chercher 9, on

I’"écrit sous la forme 6 = a + iff avec a et B des
réels. Alors
d2=A&e=>(a+if)2=3+4i

e a?-B2+2api=3+4i

e a’-B%=3et20B=4

<==>a2—[32:3et[3:§

2_(2y2 = _2
e=a?-(C)=3etp=2

<::>a4—3a2—4:0etﬁ’=§

Or en posant X = 0,2 1’"équation précédente
devient X2 —3X —4 = 0, qui est une "équation du
second degré a coefficients réels. Aprés calculs du
discriminant et des racines, on obtient

X2-3X —4 = (X +1)(X —4).

Par conséquent o, * — 30> —4 = (a2 + 1)(a 2 — 4).

Comme o est réel, on en d’déduit que

§2=Ae> (a?+1)(@®—4)=0etf =2

a

<==>a2—4=Oet[)’=§

@(a=2etﬁ=;=1>

2
ou (a=—2et[)’= _—2=—1)
On peut donc prendre 6 =2 + 1.
L’équation z°+ (3i —4)z+1—7i =0

admet donc deux solutions complexes

_A-3it24i

Z; = > = i
4-3i—2—i ,

etz, =—————=1-2i



Solution

1. a. Iy solution de I’équation P(z) = 0, soit pP(iy)=0,
soit

-y —(1-iV2 )y ? +(74-i2 )iy -74iv2 =0
<:>(—y2+\/§y )+i (—y3+«/§y2+74y —74\/§)=0'

y2+2y =0

Ceci donne le systeme ;
{—y3 +~2y? + 74y -742 =0

la premiére ligne donne comme solutions y=0 qui ne

XI.  Transformations planes
1. Translation

On considére M (z), M’ (z’) et B (b).

convient pas dans la seconde ligne et y =+/2 qui

convient.

b.

P(z)=(z—i«/f)(zz+az+b)=(z—i\/§)(zz+z+74),
22 +7+74=0,

c.P(2)=0:

A=1-296 =-295=i2x5x59 d’ou les racines

2, = i«/§, 2, = —1+|2\/295 2= —1—|2 295 '

M’ est I'image de M par la translation de vecteur OB équivauta OB=MM'cad Z-2=b < 7'=2+b cette

écriture s’ appelle 1’écriture complexe de cette translation.

7'=7+D est I’écriture complexe de cette translation.

sz . |
1 Propriété (translation ) | On considere M (z), M () ¢t B (b).

L’égalité Z'=2+D équivaut a dire que M’ est I’image de M par la translation de vecteur OB .

Chapitre 1 : les nombres complexes E



2. Homothétie

On considére M (z), M’ (z’), Q (w) et k un réel non nul.

M’ est I’image de M par I’homothétie de centre Q) et de rapport k donc on a

OM'=kOM cad z'-@=k(z — @) cette écriture s’appelle I’écriture complexe de cette homothétie.

Propriete (Homotethie ) _ On considére M (z), M’ (2°), Q (o) et k un réel non nul.

L’égalité¢ z'-w = k(z - a)) équivaut a dire que M’ est I’image de M par I’homothétie de centre Q et de
rapport k.

z'—w=k(z — w) est Iécriture complexe de cette homothétie.

Exemple :

soit Q1+ 3i).

L homothétie de rapport 2 et de centre {2 transforme M (z) en M’ (2°) tels que :

7' (L+3i)=2(z —(1+3i))
ie. z'=143i +22 —2-6i

ie. z'=2z -1-3i
L’image de K (7 —1i) est le point d’affixe z2'=2(7 —i) —1-3i=14-2i—1-3i=13-5i.

3. Rotation

la rotation r d’angle 0 et de centre () d’affixe €

M’(z’) est I'image de M(z) par larotationrcad

7'-w _1
QM '=QM — S _
S N o—=1"sz1-0w=2"(1-0)
(oM, oM *)=0 (sz) Z - :
arg =0
7 -w

Chapitre 1 : les nombres complexes E



Propriété (Rotation) J
On considére M (z), M’ (z°), Q (a)) et 6 un réel.

L’égalité 7'—w=e'"’ (Z - a)) équivaut a dire que M’ est I’image de M dans la rotation de centre Q et d’angle &

7'-w=e" (Z = a)) est I’écriture complexe de cette rotation.

Conséqguences :

e ABC est un triangle équilatéral ssi :

A
» B apour image C dans la rotation de centre A et d’angle % , SSi
T
T3
i
ZC_ZAZES(ZB_ZA)' H
c B

o
3

e ABC est rectangle et isocele en A ssi B e

» B a pour image C dans la rotation de centre A et d’angle %, ssi

Chapitre 1 : les nombres complexes



Propriété J

Soit ¢ une transformation du plan d’écriture z '=az +b tels que a et b sont des nombres complexes avec a#0

1) Si a=lalors ¢ est une translation de vecteur u )

2) Siae R* —{1} alors ¢ est une homothétie de rapport a et de centre Q(lb—a)

3) Si|a|=1et a=1alors ¢ estune rotation de centre Q(].L) et d’angle 0 =arga
4) Si|a|=1 alors p=RoH =HoR tels que H est I’'homothétie de centre Q(le et de rapport |a|et R
—a

est la rotation de centre Q ( 1Lj et d’angle 0 =arga

Application
Soit F une transformation du plan définie par son écriture complexe.

Déterminer la nature de F et ses éléments caractéristiques

1) 1'=1-1+iz ; 2 z'=§z+1—i; 3)z'=(«/§—i)2+1+«/§i ; 4)Z'=[—%+i§]Z—2i

Chapitre 1 : les nombres complexes E



Exercice /

Correction

L =2+43+i(243-1)

Z —3iz —3+6i =0

< (X —iy )=3i (X +iy )—3+6i =0 SOIt 3.a. arg(z —2i )=%+2k7z<:>(ﬁ;DM )=%+2k72’ ;

<X +3y =3+i(-y -3x+6)=0
il s’agit de la demi-droite faisant un angle de 45° avec

x+3y -3=0 = X =3y +3 I’horizontale, passant par D et orientée vers la droite.
—3x -y +6=0 [8y -3=0 etzz%ﬂg- 0 i0
— N ! I, I, | I i P,
3 _9424 15 bz=2+2" ©1-2=2" o|z-2|=2 i
@y:—’X= = —
8 8 8

s’agit du cercle de rayon 2 et de centre D.
2. OAB est un triangle équilatéral de sens direct si A a L
L, Al=lelz —1|=|z_+2|=|z +2|=|z +2| carle
pour image B par la rotation de centre O, d’angle 3

module du conjugué est le méme que celui de 1’original.
T T

iz iz )
r:z—>z'=e *z=b=e *(4-2) 1 s’agit du cercle de diamétre 1J ou | a pour affixe 1 et J

=[1+i EJ( 4-2i) a pour affixe —2 privé des points | et J.

Chapitre 1 : les nombres complexes E
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Exercice 7 »

1. OM a pour coordonnées [X] oM’ (X' Jils | Le produit scalaire est donc nul si X =0 (axe des

ordonnees) ou x 2 —y 2 —1=0 (cercle trigonométrique).

sont orthogonaux si et seulement si xx'+yy'=0 . . . 1 v
4.a.Ona(22—1):(z —1):—2 (—1+_—2]=—z (—2—1)
z

Calculons
2'z=(X"+iy ) (x=iy )= (X'x+y'y ) +i( xy'=yx'). -
Donc xx+yy'=0 si et seulement si Re(z'z)=0. |m[(2%—1)(22—1)}=|m[[zi2—1J(—z_2 )(Ziz—l”

2. 0, M et M’ sont alignés si et seulement si [ =
=1Im

donc la condition du 2. se traduit par

-z

det(O—M,W)=O©xy'—yx‘=0@Im(z‘E)=O.

b. Comme -

2
! 1‘ est réel, la partie imaginaire est celle
z

Applications
—2 . .

3. Prenons z'=z* —1=x*—y* —1+2xy, alors de —z =—(x —iy )’ =—x2+y?+2ixy . L’ensemble

cherché est la réunion des axes des abscisses et des

XX'+W'=X(X2—VZ—1)+y(2Xy)=X(x2+y2—1) o
oraonnees.
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Exercice

Correction

1. Aveca=zetbh=20na:z*-22=(z-2)(z%+2z +4) ; iz
c. c'-a=e ?(c—a) . Qui est bien le conjugué de b’.

2

A=4-16=-12= 2i\/§ d’ou les solutions z, =2, '
( ) ° n=b+b =1(—1+i\/§+2+\/§+3i)

3.a. 2 2

zlz_z_—ji\/§=—1—i\/§,22=#=—l+i«/§ =%(1+\/§+i(\/§+3))

2.aa=2,b=-1+i/3 etc=-1-i3 ot 1++/3

(1+i«/§)=%(1+«/§+i 3+i3).C’est

b. b-a=e 2(b-a)
<:>b‘=2—i(—1+i\/§—2)=2+«/§+3i

pareil.

1+2\/§(1+i\/§)=1+2\/§c - 1+\/§

<ON = > ocC,

<:>c'=2+i(—1—i 3—2)=2+\/§—3i

les vecteurs sont colinéaires, les points sont alignés.
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b. M a pour affixe b%c =-1, qest le milieu de [CC’]

et a pour affixe le conjugué de n (puisque ¢ et ¢’ sont

les conjugués respectifs de b et b”), soit

q=1+\/§(1—i\/§).

2

On a alors

n+1=

1+2‘/§(1+iJ§)+1= 3+2‘/§+i V3+3

2

'1+\/§(1—i\/§)+i =\/§+3+i 3+\/§

. yojitvs
Ha+)=i— > 5

d’oun+1=i(q+1). Letriangle MNQ est un triangle

rectangle isocéle car le vecteur MQ a pour image le

vecteur MN par la rotation r.

Exercice

c. Comme Q est le symétrique de N par rapport & (Ox)
et que M et P sont sur (Ox), les triangles MNP et MQP

sont isométriques donc MNPQ est un carré.

/

N\

Chapitre 1 : les nombres complexes E



2. a. Notons au préalable que

2r
b=6j=6e 2 =6(—%+i§} et

=—4-4i\3-6-4+4i3=-14.

.27

b'—a=e|3(c—a)<:>b':8+e'3(8e 3-8

b —8+8 3-8 3-8+4—4i3-4—4i\3

—8-8i\3=16e °

Chapitre 1 : les nombres complexes E
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¢ in a a|ors

(Cﬁ,cf')zarg%zargb'—argb =—%—2§=—ﬂ'

donc OB et OB' sont colinéaires et O est sur (BB”).
c. Aet A’ sont sur (Ox) ; B, O et B’ sont alignés, il

suffit de montrer que C, O et C’ sont alignés :

Ve

c'=7+7i\/§=14(%+i 7J=14e'3 d’on

((f,(f‘)=arg%=argc'—argc =%—(—2—”j=7r,

ok.

3.a. OA +OB +OC =|a|+|b|+|c|=8+6+8=22.

AN
b' jsz[e 3 ] =g 3 =e|27r:11

|(a—z J+(b-z)j*+(c-2)j |
. =|a+bj2+cj —7-17j%-1] |

=|a+bj2+cj —+j+j))z |=22
d. Utilisons |z +7'+7 "|S|Z |+|z '|+|z "| avec

(a—12), (b—Z )j2 et (c-z)j :



|(a—z J+(b-z)j*+(c-z)j |
<la-z|+|b-z ||j2|+|c—z il
=la-z|+|b-z |+|c-z|=AM +BM +CM

—

Exercice 4 5

Comme|(a—z)+(b—z)j2+(c—z)j|=|a+bj2+cj|=22

, cette valeur est le minimum de MA+MB+MC et il est

obtenu lorsque z = 0, soit lorsque M est en O.

Correction

Z+2:2%4+8=(z +2)(az?+bz +c) ce quidonneen

a.z=1-i/3=2 3.

i271' .37

27=le 3 =-2-2i\3,2%=8 ¢ =-8.

Comme on tourne a chaque fois de 60°, tous les
exposants multiples de 3 raméneront sur I’axe réel (un
coup positif, un coup négatif) ; tous les multiples de

3 +1 (comme 1, 4, 7, ...) seront sur la droite issue de O
et passant par z, enfin tous les multiples de 3 + 2
seront sur la droite issue de O passant par z2.

1992 est un multiple de 6 (3x332), on a

7 1992 _ 219926_332i” — 21992 , et

;1994 _ 51994, - 2?” 0199 (_ 1. g) )

2

b. z®+8=0 a comme racine évidente —2 ; on factorise

Développant et identifiant les coefficients :
234+8=(2 +2)(z? -2z +4).

Les autres racines sont alors :

z,=1+i \/5,22 =1—i J§

Pour résoudre (iz —1)° +8 =0 on reprend I’équation

précédente avec le changement d’inconnue Z =17 -1,
ce qui donne les solutions en Z ; on revient en arriere

pour les solutions en z.

7 —iz 1oz =7 11z =2 iz —i don

|
les trois solutions :
Zo=—i(-2)—i=i,z,=—i@+i/3)—i =/3-2i et

Z,=—i(1—i3)—i =—/3-2i .

Chapitre 1 : les nombres complexes E



Exercice /' g

Partie A

A _ _.'%
. = =€ ° donc module 1 et
2,\3-2,=-2 2,\83-2,=-2 z i
=
Z,-1,N3=-2i —21J§+223=2\/§i

argument z
g 6 :

27,--2+2i3 2, =-1+iV3
< < —3+i\/§__

) Le triangle ABO est isocele en O puisque |z, |=|z |
3 et ((ﬁ,(ﬁ)zargz—Bz—f-

Z, 6
.57

2.2, =—3+i :2{_—\2/§+%i J:Ze 6 et 4. On doit avoir AC =OB , soit

. =_1+i@=2[_§+i Qz 13 (VB (VB 1) (i )

Chapitre 1 : les nombres complexes JF]




AB OC 1 Partie B
—x——=>|z5 -z,]|2¢c — 20|

2 2 4
=%|—1+i\/§+\/§—i ||(J§+1)(_1+i )| 1.z'=e 5z :rotation de centre O, d’angle —%.
1 . .
=Z(\/§—1)|1+| |(\/§+1)|—1+| | 2
=%x2x\/§x\/§=1, ZA.=ZB,ZB.=2i,

.37

zC.=(\/§+1)\/§(—%+i %J:(\/E+\/§)e'4'

L’aire du triangle ABC est : soit 16 cm?.

3. L’aire du triangle A’B’C” est évidemment la méme

que celle de ABC...

-

Chapitre 1 : les nombres complexes E



I/ Ecrire les nombres complexes suivants sous forme

algébrique :

. S
(Bet)asty s Fh
: %(3i—1)+(1+i)3 : %

11/ Ecrire les nombres complexes suivants sous forme

trigonométrique :

(\/§—i)4(1+i)2
~2i (1—i\/§)2

: 3(l+i\/§)2(—2—2i )

111/ Soient les nombres complexes z; = -1 + i et

. z
22=1+|\/§.Onpose:z=z—1
2

a- Ecrire Z sous forme algébrigue.
b- Ecrire Z sous forme trigonométrique.

c- En déduire les valeurs exacte de :
cos ST et sin ST puis calculer Z*2 .
12 12

IV/ Résoudre dans C les équations suivantes :
e(1-i)Z =243  e2iz+(1-2i)z =1-4i

072_47+8=0

S
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé

direct (o,u’,v’), on considere les points A(-2i) ; B(4-2i) ;

C(4+2i) et D(2).
. Ic —1lp o
© a- Ecrire ——— sous forme algébrique.
ZN—1IB

b- En déduire la nature du triangle ABC.
® A tout point M = A d’affixe z, on associe le point M’

z-4-2i
Z +2i

d’affixe z’ tel que z '=
a- Déterminer 1’ensemble des points M tel que
2’| = 1.
b- Déterminer I’ensemble des points M tel que z’

soit réel.

—4 —4j

c- Montrer que pour tout z # -2i,z” — 1 = -
Z+2i

d- Montrer que : DM”.AM = 44/2.

e- En déduire que si M appartient a un cercle
C(A,2) alors M’ appartient a un cercle { ‘ que
’on précisera.
© Déterminer les ensembles suivants :
E={M(2) eP/|z-4+2i|=3}

F={M() eP/|T+2i |=|z -4+2i |}

G={M(z) P/ ||=1}

Soit mun nombre complexe de module 2 et a et
b e Ctel que:
a=1+i+m et b=1-i+m.

1°) Déterminer M pour que a et b soient
conjugues.

2°) Déterminer M pour que a et b soient de méme

module.

3°) Déterminer m pour que @ + ib = 0.

Déterminer la forme algébrique des nombres

complexes suivants :

zZi=i2 - 22=(3—\/§i)2 ;

Chapitre 1 : les nombres complexes E



23_1+|

-1

Soit (O, u, V') un repére orthonormé du plan
complexe P .
Déterminer et construire E I’ensemble des points M

d’affixe z dans chaque cas :

a) z—_2—| _2 . p) 3|z.—12 _3
21 -z z+i+1

. z +1-i L

; €) ————— estimaginaire pure .
z+1-3i

Pour tout nombre complexe z, on pose

7' =(3+i)7+2-6i .

a - Déterminer 1’ensemble des points M ( z ) tel que
Z' est Réel .

b - Déterminer I’ensemble des points M (Z ) tel que

Z' apour module 1.

¢ - Trouver les nombres complexes z tel que

2'=i(2-3i) .

Le plan complexe P est muni d'un repére Orthonormé
directe (O ,u’ ,\7) :

Soient les nombres complexes : z; =(1-i )(1+2i )

Chapitre 1 : les nombres complexes E

et M4(z5).
1°)a- Ecrire Z, , Z, et Z; sous la forme cartésienne.

b- Placer les points M, , M, et M, sur le plan P.

Z,—17 s
—2_"1 sous la forme algébrique.
Z,-24

2°) a- Ecrire

b- En déduire que le triangle M ;M ,M , est
rectangle isocele en M, .
3°) Calculer l'affixe Z, du point M , pour que
M,M ,M ,M, soit un carre.
4°) Déterminer I'ensemble des points

z-1,

M P/
(Z)e Z +i

=1.

Le plan complexe P est muni d'un repére Orthonormé

directe (O u ,\7).

Soient les points A(1) , B (_12“ ) etC (—1%')
1°) Placer les points A , B et C sur le plan P et
montrer que O est le centre de
gravité du triangle ABC .

2°) a- Déterminer I'affixe du point
G, =Barycentre { (A,2),(B,3) }.

b- En déduire I'affixe du point
G, =Barycentre { (G,,5),(C,-4)}.
3°) a- Déterminer l'affixe du point D :S(BC)(A ).

b- Déterminer I'affixe du point E / ABCD soit un

parallélogramme



Soient L, et Z, deux nombres complexes non nuls.

1°)Enpose z, =x, +i y, et z,=x,+iy,.

Montrer que |zl+zz|:|zl—zz|<:>:—1 est
2

imaginaire pur.

2°)a- Montrer que

|2,+2,|=|2,-1,|©2,7,+2,7,=0.

Z

b- Montrer que est imaginaire pur

Soit le nombre complexe Z € C —{ —1} ;

7221222 M (z2)pM (2.

oz 41

On donne les points A(a:—l) , B(bZZi) et

1°) Soit f (C ):C' déterminer Z. affixe du pointC
sous la forme algebrique.

2°) Déterminer Zp affixe du point o qui a pour image

le point D'/zD.=%.

3°) Soitw =2 —2"
z+1
a- Montrerque z'=-iw .

b- Déterminer I'ensemble des points M (Z )/ w
est imaginaire pur.

c- En déduire I'ensemble des points M (Z )/Z "est

réel.

Chapitre 1 : les nombres complexes E

c- Déterminer I'ensemble des points
M(z)eP/|w|=1

En déduire I'ensemble des points

M (z)/]|z']|=1.

Déterminer la forme trigonométrique de chaque

nombre complexes: z, =-5i ; z,=4 ;

(1) °

5+11i4/3
(i)’

7, =—
T 7-4i B

Z,=

1. Déterminer la forme trigonométrique de

7 - 1+i\/§
22 + 22i

a1 s .y
2. En déduire cos12 et sm12.

Soit t e [0,~[ . Déterminer la forme trigonométrique
de chacun des nombres complexes suivants :
Z,=—1+i

Z,=1+i+(1-i )tgé avec ee}—%,%[ ;

Z,=1+Cost+iSint ; Z,=1+iCost +Sint ,

Z,=(Cost +i Sint )2 et 7, - 1+Cost +i Sint

—1+Cost +iSint
"

Soit Z = €'’ avecﬁe] 0, ﬂ[ , 0N pose

Z=|z(z—1)_
z+1

1°) Ecrire sous forme exponentielle chacun des



2°) Déterminer la partie réelle x de Z et la partie

imaginaire | del .

Linéariser cos?

x sin2x: cos?2xsin3x ;

cos* x sinx

A chaque nombre complexe .~ .- 2i on associe le

nombre 7' = 1_Z+1
Z+2i

1/a) On prend = — 1+ 2: calculer alors Z ’ et trouver
sa forme exponentielle

b) Déterminer les nombres complexes tel que Z° =1
2/ M, A et B sont les points d’affixes respectives Z, i et
2i

Montrer qu’on ait : [iZ+1] = MA et ‘Z + 21‘ =MB

En déduire 1’ensemble

E={M(Z) tel que [Z|=1}

. n
3/ On suppose que Z=tan0+2i ; 66}0,5[

Chercher en fonction de 6 le module et argument de Z

b

2
1/a) Mettre sous forme algébrique : ( \/3 —3i )

b) Résoudre dans C 1’équation :
2 =(3+i)z+2+2431=0

2/ Le plan complexe P est rapporté a un repére
orthonormé direct (O,E,;) :

On considére les points A et B d’affixes respectives
2i et \/3 -1,

a) Ecrire sous forme trigonométrique les nombres

b) complexes 2i et \/g—i .

c) Placer, dans le plan P les points A et B

d) Soit C le point du plan tel que AC =OB..
Déterminer 1’affixe du point C

e) Montrer que le point C appartient au cercle de
centre O et passant par A.

f) Montrer que le quadrilatére OACB est un

losange.

“smt les Gquations (E) - (22 - (5+2i)z +4+ 21) =

Oet(E’):(2z2-2(2-2i)z - 4 —8i)=00ou z un nombre

complexe.

1/a- Donner les racines carrées du complexe 5 + 12i.
b- Résoudre dans C, les équations (E) et (E’).

2/ Dans le plan complexe P muni d’un R.O.N ( O

G,G ) on considére les points
A(-2i); B(4-2i); C(4+2i)etD(1).

a

Placer les points A,B,C et D (unité 1 cm).

b- Préciser la nature du triangle ABC.

c- Soit E le point tel que : BE=BA +BC .

Déterminer I’affixe de E.
d- Quelle est la nature du quadrilatére BAEC.
3/ A tout point M d’affixe z distinct de A on fait

z—(4+2i)

associes le point M’ d’affixe z’ = -
Z+2i

a- Déterminer ’ensemble : E = {M(z)/ |z'| = l} .
b- Déterminer I’ensemble : F = {M(z) /z'€e iR} ,

4/a- Montrer que Vz # —2i ona:

(2~ 1)(z+2i)=-4-4i

Chapitre 1 : les nombres complexes E



b- Donner le module est un argument de -4 —4i.

c- En déduire que DM’.AM =4 \/E et que
- - —— 57
(u,DM")+(u, AM) = T[21:] .
5/ On suppose que M e C(A;zﬁ) . Déterminer et

construire I’ensemble ou varie le point M’.

Soit 0 un réel de 1'int ervalle[O,Zn[

1/a) Vérifier que (¢ —i)* = —1+¢*? —2ie"
b) Résoudre dans ’ensemble C des nombres
complexes 1’équation : 2* =2iz+2ie® —e* =0
2/ On désigne par M1 et M les points d’affixes
respectives e et 2i—e' dans le plan rapporté a un
repére
orthonormé direct (o,a,;r)

a) Déterminer et construire I’ensemble &, décrit
par le point M lorsque O varie dans [0,2r[
b) Calculer I’affixe du milieu I du segment
[MM, ]
c) Déduire et construire I’ensemble ¢, décrit par le
point M. lorsque 6 varie dans [0,27[
3/a) Montrer que (M,M,)* =8(1—sin )

b) Déduire la valeur de 6 pour laquelle M1M; est

maximale.

S0iP(z) =2 — (4 +31)2° +(5+8i)z+4 —Ti

1/a) Calculer P(i)

b) Déterminer les nombres complexes a, b et c tel
gue pour tout nombre complexes z :
P(z)=(z-i).(az2+bz+c)
c) Résoudre alors 1’équation P(z ) =0

2/ Le plan complexe P est rapporté a un repere
orthonormé (O,u ,v ).

On considére les points A(i) ;B(2—i)etC(2+3i)
a) Placerles points A;BetC
b) En déduire que ABC est un triangle isocéle

rectangle en A

1/a) Ecrire sous forme algébrique : (9 + 2i)2
b) Résoudre dans
C 1'équation (E): 2> +(9—2i)z—18i =0
2/ Résoudre dans
C 1'équation (E'): Z* +(9—2i)2> —18i =0
3/ le plan est rapporté a un repére orthonormé direct
(0,5,5)
a) Placer les points A et B d’affixes respectives
1+1 et 31
b) Soit C le point d’affixe 1+ ai ot o€ R

Déterminer o pour que le triangle ABC soit
rectangle en C
c) Pour o = 3 déterminer I’affixe du point D pour

que ABCD soit un parallélogramme

Dans le plan complexe muni du repére orthonormé

Chapitre 1 : les nombres complexes E



Exercices et problémes

(O Ju ;) ,direct on considere le point

M daffixe » =x+ iy .On suppose que dans tout
I’exercice que z # 21 .0n note Ale point d’affixe 1 et

B le point d’affixe 21 .

1°) Résoudre les équations :

a 2L b/

= =-1
z—21

2—2i

On appellera Cet D les points images des solutions

respectivement de a/ et b/

—1 i
2°) On pose Z = z Y =X+i1Y , X et Y étant des
zZ— &1

réels.

Déterminer X et Y en fonctionde x et y

3°) Déterminer et représenter 1’ensemble (E) des
points M tels que Z soit réel

Montrer que D appartient a (E) .

4°) Montrer que 1I’ensemble (F) des points M tels

que Z soit imaginaire pur ou nul

est un cercle privé d’un point, dont on déterminera le

centre et le rayon.

Vérifier que C appartient a (F) et représenter
I’ensemble (F) :
5°) Déterminer et représenter 1I’ensemble (G) des

points M tels que [Z] =1

NN

On considére le nombre complexe : a=-43-4i .

Déterminer le module et un argument de a .

2°) Résoudre dans C I’équation : 2= —4\3-4i
(on donnera les solutions sous forme trigonométrique)
3°) Soit: u=(-1-i )+3(1-i).

a- Calculer u? .

b- En déduire le module et un argument de U .c- Dans

le plan complexe rapporté a un repére orthonormé

(0,0, V)
c- on consideére les points A, B et C d’affixes

respectives u ; V3(1-i )et (-1-1 )

Montrer que OBAC est un rectangle.

On donne les nombres complexes suivants :

u=£—i£ et v = l+i£
2 2 2 2

1/ a- Ecrire u et v sous forme trigonométrique.
b- Montrer que : V les entiers naturels m (pair) et n

(impair), ona: u*m+ 3" =0,
2/ On pose : w = v
u

a- Ecrire sous formes algébrique le nombre
complexe w.

b- En déduire les valeurs de

1 L[ Ix
cos| — | et sin| —
5 ) el 7]

3/ Dans le plan complexe rapporté a un repere

orthonormé direct (0, I, J) on considere les points

A, B et C d’affixes respectifs : u, v et (1 —i)u+ iv.

hmicad



Exercices et problémes

Ze =25 _,

a- Montrer que :
Zg —Zp

b- Déduire que le triangle ABC est isocéle

rectangle.

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé

i

direct (0, I, J) on considere les points
A, B, C et D d’affixes respectifs : -2i , 4 —2i,4 +
2ietl.
1/ Préciser la nature du triangle ABC.
2/ On désigne par f 1’application qui a tout point
M(z) distinct de A associe le point M’(z’)

z-4-2i
Z +2i

tel que: z’ =

a- Déterminer les images de B et C par f.

b- Déterminer 1’ensemble des points M(z) tels
que: |z’|=1.

C- - Déterminer I’ensemble des points M(z) tels
que : z’ est réel.

3/ a- Démontrer que pour tout z # -2i, 0n a:

(z2-1)(z + 2i) =-4 - 4i

b- En déduire que si M varie sur &(A,4) alors M’

varie sur un cercle &’ que 1’on précisera.

%
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
direct (o,ﬁ,\7 )
1/ a- Vérifier que : 8 — 6i = (3 —i)?

b- Résoudre dans C, 1’équation (E):

22+ (1+i)z-2(1-i)=0
2/ Soit 6 un réel de [0,x]. On consideére 1’équation

(Eo): 22+ (1 +e%z-2(1-e"=0
a- Vérifier que (-2) est une solution de (Eo) .
b- Déterminer I’autre solution de (Ey) .

3/ Soit A et Mg les pointe d’affixes respectives : -2 et

1-¢e%;0 e [0,r)].

a- Calculer AMjy en fonction de 6.
b- Déterminer la valeur de 6 de [0,n] pour laquelle

AMp soit maximale.

2T
1/ Résoudre dans C I’équation (E) : 22—~ 2iz-1=0
2/ Soit 0 un réel. On donne 1’équation (Eo):
72 - 2i(sin@)z-1=0

a- Résoudre dans C 1’équation (Eg) on notera z; et z,
les solutions de (Eo) .

b- Mettre z1 , z, et z1/z; sous forme exponentielle .
3/ On donne I’équation (E’¢) : z* — 2i(sin0)z2 — 1 =0.
Déduire en utilisant 2/ les solutions de (E’p) .

4/ Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé direct (o, ﬁ,\?) et soit 0 € 10, w/2[.
On donne les points A( cosO + isind ) ,

B(-cos6 + isind ) et C( 2ising ).

a- Vérifier que : za = zc — zg et en déduire que OACB

4 est un parallélogramme.

b- Déduire 2/b- que OAB est un triangle isocéle en O.
c- Déterminer les valeurs de 6 pour que OACB soit
un carré.
5/ a- Montrer que 1’aire du losange OACB est égale
2| sin20 | cm?.

b- Déterminer la valeur de 6 pour que I’aire soit
maximale.

—



Exercices et problémes

Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé direct (o, u,v ) .

1/ Résoudre dans C ’équation : 22— (3+i)z+4=0
2/ Soit I’equation (E): z3 — (3+2i)z2 + 3(1 +i)z—4i=0.
a- Montrer que 1’équation (E) admet une solution
imaginaire pure que 1’on déterminera.
b- Achever la résolution de I’équation (E).
3/ Soient les points A , B et C d’affixes respectives : i,
1-iet2+2i.
a- Quelle set la nature du triangle ABC.
b- Déterminer I’affixe du point D tel que ABDC soit
u carré.

4/ On considére la fonction g :

P—->P
MM '(z)telquez = (1 +i)z+1

T

i =
a- Montrerque : z” —i = J2e 4(z -i)

b- En déduire que : AM’ = \/EAM et que

u Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé direct (o, ﬁ, v ) .

I/ Soit I’équation (E): z®+z*-(1+i)z+2(1—-i)=0.
1/ a- Montrer que 1’équation (E) admet une solution
réelle que I’on déterminera.
b- Vérifier que —i est solution de (E).
c- Résoudre alors 1’équation (E).

11/1/ a- Ecrire (10 + 11i)? sous forme algébrique.

b- Résoudre dans C 1’équation :
22— (6-11i)z— 16— 88i =0
2/ a- Calculer (2 +i)3.
b- Résoudre dans C 1’équation :
25— (6-11i)2*-16-88i=0
111/ On considére les points A , B et C d’affixes
respectives : 2e , e® +1ete®—-1,0 € J0, .
1/ Ecrire zg et zc sous forme exponentielle.
2/ a- Montrer que le quadrilatére OBAC est un
rectangle.
b- Déterminer le réel 6 tel que OBAC soit un
carré.
3/ Déterminer I’ensemble des points M d’affixe zg
lorsque 6 varie dans ]0, n[.
=

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé

direct (o,u’,v’), on considére les points A(-2i) ;
B(4-2i) ; C(4+2i) et D(1).

Zc —Ip
Zip—1p

1/ a- Ecrire sous forme algébrique.

b- En déduire la nature du triangle ABC.

2/ A tout point M = A d’affixe z, on associe le point
. Z2-4-2i
M’ d’affixe z’ tel que Z = ————
Z+2i
a-Déterminer ’ensemble des points M tel que |z’ | = 1.

b- Déterminer 1’ensemble des points M(z) tel que z’
soit imaginaire pur.

—4— 4]
Z+2i

b- Montrer que pour tout z = -2i,z’ — 1 =

c- Montrer que : DM’.AM = 42
d- En déduire que si M appartient a un cercle {(A,2)

hcid



Exercices et problémes

alors M’ appartient a un cercle { © que I’on précisera. | z3 — (5+2i)z2 + (5+4i)z+2i-9=0

3/ Déterminer les ensembles suivants : a- Vérifier que —i est une solution de (E) .
E={M(2) eP/|z-4+2i|=3} b- Résoudre dans C 1’équation (E) .
u 3/ Le plan complexe est rapporté a un repére
I/ Soient les nombres complexes z; = -1 + i et orthonorme direct (o,u’,V’) .

i z On considere les points A, B et C d’affixes
zp=1+i/3.Onpose: 2= —L p
z

2 respectifs : -i, 1 + 2i et 4 +1.

a-  Ecrire Z sous forme algebrique. a- Placer les points A, B et C dans le repére (0,0,V")

b- Ecrire Z sous forme trigonométrique. Ic —1Ip

ZIp—17B
c- En déduire la nature du triangle ABC.

COS(?_—Z] et Sin(i—;r) puis calculer Z*2 . l l

1/ a- Mettre sous forme algébrique : (1 -2i)2

b- Ecrire sous forme algébrique.

c- En déduire les valeurs exacte de :

11/ Soient les points A, B et C d’affixes respectifs :
b- RésoudredansC : z2+z+1+i=0.

-1-i,2+iet-3+2i
2/ Soit I’équation (E) : 28 — 22 - (1-i)z 2-2i =0
. . Ic ~1Z Lo
a- Ecrire sous forme algébrique : ZC—ZA : a- Montrer que (E) admet une solution reelle que
B A
I’on déterminera.
b- En déduire la nature du triangle ABC.

b- Achever la résolution de 1’équation (E).
111/ Soient les points A, B et C d’affixes respectifs : -2i,

3/ Le plan complexe est rapporté a un repére

V3 —iet\/3 +i L
orthonormé direct( o,u,v ) .
a- Ecrire les affixes de A, B et C sous formes

. On considére les points A, B et C d’affixes
exponentielles.

respectifs : 2, -i et -1+i.
b- Montrer que OACB est un losange. P

a- Déterminer la forme trigonométrique du nombre

Zc

i =
c- Montrer que —— =e 3, en déduire une mesure de Zp-1Ig
Zpg complexe : :
Ic —78
(GB.0C). b- Déduire la nature du triangle ABC.
- Quelle est alors la nature du triangle OBC ? 4/ a- Déterminer les racines cubiques de —i.
l ] b- Déterminer les racines cubiques de —1+i.

1/a- Mettre sous forme algébrigue (3 —i)?. .
gebrique (3 1) c- Résoudre dans C I’équation : 28+ 22+ 1 +i = 0.

b- Résoudre dans C, I’équation : z2 —(5+3i)z +2+ 9i =0
5/ a- Déterminer I’ensemble des points M(z) tel que :

——

2/ On considére dans C 1’équation, (E) :
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(1+3i)z+(1-3i)z=2
: iz
b- Soit M’(z’) tel que : Z '=——=. Montrer que
i—z

(z+i)(z -i) = 1.

c- En déduire que : BM’.BM = 1.

I) On considére les points A , B et C d’affixes
respectives : 2e” , e+ 1ete®-1,0 €10, .
1/ Ecrire zg et zc sous forme exponentielle.

2/ a- Montrer que le quadrilatere OBAC est un

rectangle.

b- Déterminer le réel 6 tel que OBAC soit un carré.

3/ Déterminer I’ensemble des points M d’affixe zg
lorsque 0 varie dans ]0 , n[.
IT) Soit I’équation (E) : z2 - €9z + (1-i)e?® = 0 avec
0 € [0,2x].

a- Ecrire sous forme algébrique (1+2i)2.

b- Résoudre dans C, I’équation (E).

On considére les points M, M; et My, d’affixes
respectives : zo = €, z; = -ie" et z, = (1+i) "

a- Ecrire z; et z, sous forme exponentielle.

b- Montrer que le quadrilatere OM1MM; est un

parallélogramme.

=

=
1) a- Vérifier que : (1 —i)?=-2i

b- Résoudre dans C, I’équation :
27> — (3+5i)z-2+4i=0
2) On considere 1’équation dans C, I’équation (E) :
228 — (7 +5i)z2+ (4 + 14i)z+4-8i=0

a- Vérifier que 2 est une solution de (E).

b- Résoudre alors 1’équation (E).
3) le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé
direct(o,u’ ,v’).

On considére les points A, B et C d’affixes
. 1 3. .
respectives: Zp =2 ; Zp :§+§I et zg =1+i

a- Montrer que les triangles OBC et OAC sont
rectangle en C.

b- En déduire que les points A, B et C sont alignés.
4) A tout point M d’affixe z on associe le point M’
d’affixe 2’ tel que : Z '= —%Z +g(l+ i)

Z'-1¢c 1
a- Montrer que =——.
Z-1¢c 2

b- En déduire que les points C, M et M’ sont alignés.

On considére dans C I’équation
(E):z2—(3-i)z+4=0.

1°) a- Résoudre dans C 1’équation (E) . On note
21 lasolution /Im(z1 ) >0

b- Mettre Z1 et Z2 sous forme trigonométrique.

2°) Soit dans C I’équation

(E"):323+(-9+i )z2+(14+6i )z —8i =0.
- 2' . 1
a- Vérifier que 2o = 2 i est une solution de(E").

b- Déterminer les nombres complexes a , b et C

telque Vx eC ona:

3234(-9+i)22+(14+6i )z -8i

:(z —zo)(a22+bz +C )
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c- Résoudre alors l’équation(E ').
3°) Le plan est rapporté a un R.O.N direct, on considére

les points A , B et C d’affixes respectives :

Za =1+1 2B :2—2ietZC =§|

a- Calculer % et montrer que
A

(E ,ﬁ)z [272'] )

NN

b- En déduire la nature du triangle ABC .

(o]
1

Ecrire une équation cartésienne du cercle &

circonscrit au triangle ABC .

| I Pour tout nombre complexe non nul z, On
4
poseW =27 +—.
Z
1°) Soit € un réel donné.
, . 4
a- Résoudre dans C I’équation :Z +—=4C0S6 .
Z

b- Ecrire les solutions trouvées sous forme
exponentielle.

Dans tout la suite le plan complexe est rapporté a un
R.O.N direct ( o,u,v ) .

2°) Atout nombre complexe z on associe le point M
d’affixe z .
Déterminer et construire I’ensemble E des points
M tels que le nombre complexe W est un réel.
3°) Soient A, B et C les points d’affixe respectives
i

269 - 4cos@ et 2 7 ot O estun réel de

I’intervalle } 0%[

L=

a- Placer, pour@ =% . Les points A, B et C dans le

repére(o,u,v )

b- Vérifier que pour tout valeur de 6 dans
} 0, %[ les points A, B et C appartiennent a

I’ensemble E.

c- Montrer que pour tout valeur de & dans

} 0, %[ le quadrilatere OABC est un losange.

Pour quelle valeur de @ ce quadrilatére est-il un

Dans le plan complexe muni du repére

orthonormal (O Lu ,\7),direct, on considere le
point M d’affixe z =x +i y .On suppose que dans
tout I’exercice que z #2i .On note A le point
d’affixe 1 et B le point d’affixe 21 .

1°) Résoudre les équations :

i (x) b

z-1
z-2i

a - .
YA

On appellera C et D les points images des solutions
respectivement (*) et(* *)

2_21_ =X +iY , XetY étant des
Z —~Z1

2°) On pose Z =

réels.

Déterminer X et Y en fonctionde X et V.

3°) Déterminer et représenter I’ensemble (E) des point:
tels que Z soit réel

Montrer que D appartient & (E)
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4°) Montrer que I’ensemble ( F ) des points M tels que

soit imaginaire pur ou nul
est un cercle privé d’un point, dont on déterminera I

centre et le rayon.

Vérifier que C appartient a (F ) et représenter
Iensemble (F ).

5°) Déterminer et représenter 1’ensemble (G )des points

tels que | Z |=1

-

1°)a- Résoudre dans I’ensemble C 1’équations :

22—\/52 +1=0,

b- Ecrire les solutions trouvées sous la forme
exponentielle.

c- Résoudre dans I’ensemble C 1’équations :

24— 3z2+1=0.

2°) Soit 6 un réel de I’intervalle }—% ,

a2l

a-  On considere dans C I’équation :

(E ):22—2 sindz +1=0 .

(T T
|(2—9) —|(2—9j
Vérifier que e ete sont les

solutions de (E ).
b- Résoudre dans I’ensemble C

I’équations z 4 _2sin@z2+1=0.

L .

Soit m un réel non nul.

1°) Résoudre dans C 1’équation :

22-2iz -(1+m2)=0.,

2°) Pour tout nombre complexe z , on pose :
f(z )=z3—3i z22—(3+m2)z +i(1+m2).

a- Vérifier que f (i )=0 ;en déduire une

factorisation de f (z ).

b- Résoudre dans C1’équation f (z )=0.
3°) le plan rapporté a un repére orthonormé direct
(O ,u v )

On considére les points A , M 'et M " d’affixes
respectives i ,i+m et i —m.
a- Vérifier que A est le milieu du segment
[M'M)
b- Montrer que le triangle OM 'M " est isocéle.

Déterminer les valeurs de m pour que le triangle

OM 'M "soit équilatéral

u Soient Z; et Z, deux nombres complexes non

nuls et non réels tels que : Z1x Z, =1 et |Z; — Z,]|

2. Soit r le module de Z; et 8 un argument de Z;. On

suppose quer=>1etf € [0; %]. Le plan complexe

muni d’un repére orthonormé direct (o, U, ¥). Soient les
points A, B, M: et M, d’affixes respectives -1, 1, Z; et
Z;

1) a) Donner I’écriture exponentielle de Z».
b) Montrer que : |Z, — Z,|* = 72 + riz — 2cos 26

c) Déduire que:r —% = 2cosf
2) Calculer les distances AM; et BM;.
3) Montrer que : (AM3) // (BM>)

4) Soit A une demi-droite d’origine O incluse dans le
premier quadrant et Mz un point de A. Déduire de

ce qui précede une construction de Ma.
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Soient les nombres complexes suivants zlzﬁ +i \@ ,

ZZ == 1" et Z:ﬂ
Z?2

1) Ecrire z1, z, et Z sous forme trigonométrie

2) Ecrire Z sous forme algébrigque
3) En déduire les valeurs exactes de cos(% ) et
in( Iz
sin(+£
()

4) Résoudre dans C I’équation z° = V2 + ivV6
5) a) Pour n un entier naturel non nul donner la forme

trigonométrique Z"

b) Trouver le plus petit entier n non nul pour que

Z" soit réel

/s . T
2) Donner les valeurs exactes de cos 2 et sin —

1°) a)Calculer (1 + 2i)?
b) Résoudre dans C, 1'équation d'inconnue z

suivants. 22 +iv3 z —i= 0

2°) Soit 6 un réel de 1'intervalle [O,%].

On considere 1'équation d'inconnue z :
(Eo) z2+ (2isin@)z - 2icosd = 0.
a) Veérifier que (cosO +i)? =-sin?0 + 2i cosO .
b) Résoudre dans I’ensemble C des nombres
complexes 1’équation (Eg).

3°) Dans le plan P muni d'un repére orthonormé direct

(O,u, V), on considére les points A, Bet C
d'affixes respectives : zi=i, z =cos0 +(1—-sin6)i
et zz = -cosO -(1+sin6)i.

a) Ecrire z; et zz sous forme exponentielle.

b) Déterminer le réel 6 de [0,%] pour que A,BetC

soient alignés.

c) Déterminer le réel 0 de [0, %] pour que B et C

appartiennent a un cercle de centre O.

Quel est le rayon de ce cercle ?

-

Soit le nombre complexe z =

V6+v2 V62

2 2

1)a/ Calculer z2 puis déterminer sa forme
trigonométrique

b/ En déduire la forme trigonométrique de z

12
3) Le plan est muni d'un repére orthonormé direct
(o)
a/ Construire le point A, B et C d'affixes respectives
z, 72, iz?

b/ Placer le point D symétrique de A par rapport a
I'axe des ordonnés et écrire zp sous forme

trigonométrique.

Soita € }—55[ M: et M deux points

d'affixes respectives
=1+ i+(1-i) tga et zo = 1+i —(1-i)tga
1) a/ Veérifier que z;= (1+i) (1-i tgo)
b/ Donner la forme trigonométrique de z;.
2) Donner la forme trigonométrique de z..
3) Soit le point A d'affixe 1+ i, montrer que (OA) est

la médiatrice de [M:M2].
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T b) Déterminer les images par f des points B et | .
4) Montrer que lors que a. € IR le point M

2°/ Soit M un point quelconque distinct de Aetde O .

decrit une droite A que I'on preciséra. Etablir que :
l ‘ Soité € -7 /2, 7 /2[. On considére (a oM )= ( MA MO )+ 2kn KeZ
I’équation: (E,):  Zz2-(2i+e'’)z-1+ie" =0. {

qu (Eg) ( ) OM: — 2 %

1) Résoudre dans C I’équation ( E,). ) o
3°/ Soit A la médiatrice de [OA ] ;

— ig
2)Onpose Z=i+e Montrer que les transformations par f des points de ( A

- §+ ) appartiennent a un cercle ( C ) que I’on précisera

%)
a) Prouver que Z;.e % 4 = 2005(2—%)
4°/ Soit (T') le cercle de diamétre [ OA ], privé du

b) En déduire la forme exponentielle de Z;. ) ) )
point A , Montrer que les transformés par f des points

3) Dans le plan complexe rapporté a un repére ] . _
de (T") appartiennent a une droite ( D ) que I’on

orthonormé (o,f,T) , on considere les points A, Bet C

précisera .
d’affixes respectives : €'’ ; Z; et i. 5°/ Tracer (A),(T"), (C)et(D)surune méme
a) Prouver que OABC est un losange. figure .

b) Montrer que OB.AC = 2cosf \ ‘

Le plan complexe P est rapporté a un repére
¢) En déduire @ pour que I’aire du losange OABC

o orthonormé direct (O, u ,v ). On donne les points
soit égale a 1/2.

) ] ] A et B d’affixes respectives 1 et —1i,
4) Résoudre dans C I’équation Z*— (2i + 1) Z2-1 +i

] 1 Onconsidére la fonction f qui a tout point M

. . distinct de B, d’affixe z , associe le point M’ d’affixe
Le plan complexe P est rapporté a un repére

- - K R p— 1_Z
orthonormé direct (O, u ,v ). z telquez’ = = .
On donne les points A (2i),B(2)etl=A*B 1°/ Déterminer I’ensemble E; des points M pour lequel
(unité: 2cm) 7’ soit réels.

On considére la fonction f qui a tout point M distinct | 2°/ Déterminer 1’ensemble E, des points M pour lequel
de A, d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ tel 7= 1

z|=1.
que

3°/ a) Montrerque Vze C\{-i},ona:z+1 =—_Zl++ii

B

_ 27
z 21

1°/ a) Montrer que f admet comme point invariants le b) En déduire que BM . BM’ = J2 et

point O et un deuxiéme point dont on précisera I’affixe
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(6,W)+(J,W‘)E3T”[2n].

c) Montrer que si M appartient au cercle C de
centre B et de rayon 1 alors le point M’ appartient a
un cercle C’ que I’on déterminera .

d) Montrer que si M appartient a la droite D
d’équationy = x — 1 alors le point M’ appartient a

une droite D’ que I’on déterminera

5T
1°/ a) Vérifierque: (1-2i)2=-3-4i .
b ) Résoudre dans C , I’équation (E ) :

22 - (3+4i)z+7i-1=0 .
2°/ On considére, dans C I’ensemble des nombres
complexes, 1’équation :

(E):z—(3+5i)z22+ (10i-5)z+ 7 +i=0
a) Vérifier que zo = i est une solution de 1’équation ( E)
b) Déterminer les nombres complexes a, b, c tels que
, pour tout nombre complexe z :
22— (3+5i)22+ (10i-5)z+ 7 +i
=(z-i)(az’2+bz +c)=0.
c¢) Résoudre dans C , I’équation (E ) .

3°/ Dans le plan complexe P, rapporté a un repére

-

orthonormé direct (O, U , V ). On considére les
points A, B et C d’affixes respectives 1+ 31 ;i et

2+ 1.
a) Placer sur une figure les points A, B et C.

b) Montrer que le triangle ABC est un triangle

Soit P(z) =2 — (4 +31)2% +(5+8i)z+4 —Ti

1/a) Calculer P(i)

b) Déterminer les nombres complexes a, b et c tel que
pour tout nombre complexes z :
P(z)=(z-i).(az2+bz+c)
¢) Résoudre alors 1’équation P(z ) =0
2/ Le plan complexe P est rapporté a un repére
orthonormé direct (O,E,\T) )
On considére les points A(i); B(2—i)etC (2+3i)
a) Mettre sous forme exponentielle le nombre

20 TZp

complexe u =

ZB TZA
b) En déduire que ABC est un triangle isocéle

rectangle en A

-

1/ Résoudre dans C, I'équation (E) : z° +z + 1+ i=0
2/ Résoudre dans C les équations, z®=ietz3=-1+i.
3/ En déduire les solutions, dans C , de I'équation (E") :

Z8+Z3+1+i=0

-—

Dans le plan complexe P rapporté a un repére
orthonormé direct :(0; u, v)

On désigne par A , B et C les points d’affixes
respectives i ,—1 et1l

Soit I’application fdu P dans P qui a tout point M
d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que

_z+1

zZ—1

!

z

(z un nombre complexe different de i)

i 1)a) Déterminer I’affixe z,» du point C’ image de

point C par f
b) Donner la forme exponentielle de z,
2)a)Déterminer I’ensembles des points M tels que z’

soit réel.
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b) Déterminer I’ensemble de point M tel que z’ soit

imaginaire pure

3)a) Montrer que pour toutz #iona:0OM' = %
b) Déterminer 1I’ensemble des points M’ lorsque M
décrit la médiatrice de segment [AB]

4)a)Montrer que |(z' — 1)(z — )| = V2

b) En déduire I’ensemble des points M’ lorsque le point

M décrit le cercle de centre A est de rayon v2

-

Soit dans C Iéquation (E) : 2* —(1+3i)z—2+i=0
1) Résoudre dans C I’équation (E)
2) Onpose f(2)=2>—(2+3i)2* + (4i—1)z+ 2 i
a) Montrer que 1’équation f(z)=0 admet dans C une
solution réelle que I’on déterminera
b) Déterminer les complexes b et ¢ tels que
f(z) =(z—1)(z* +bz+c) quelque soit z €C
c) Résoudre alors I’équation f(z) =0
3) Soit dans le plans muni d’un repére orthonormeé
direct (0;u;V) les points A (1+2i), B(i) et C(1)
a) placer les points A, B et C puis déterminer la nature
du triangle ABC

b) Déterminer 1’aire du trapéze OBAC

S
(O ;u,v’) estun repere orthonormé direct du plan
complexe. Soit A le point d’affixe 1 + 1.

Au point M d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe
2’ telle que z =%( z+iz).

1.0npose z=x+iy et z'=x"+iy' avecx,y, x’ ety’

réels.

a. Démontrer les egalités suivantes : x' = %( x+y) et

y'= %( x+Y ). En déduire que le point M’ appartient a

la droite (OA).
b. Déterminer 1’ensemble des points M du plan tels
que M =M".

c. Démontrer que pour tout point M du plan les

. vecteurs MM et OA sont orthogonaux.

2. Soit r la rotation de centre O et d’angle % .My estle

point d’affixe z; image de M par r, M le point d’affixe
z, =7, Mz le point d’affixe z3 tel que le quadrilatére
OM:1M3M; soit un parallélogramme.

a. Dans cette question uniguement M a pour affixe

4 + i, placer les points M, M1, M2, M.

b.Exprimer z; en fonction de z, puis zzen fonction de z.

c. OM1M3M; est-il un losange ? Justifier.

d. Vérifier que z'-z =%iz3 . En déduire que

MM':%OM3.

3. Démontrer que les points M, M1, M; et M3

appartiennent a un méme cercle de centre O si et

seulement si MM '=%OM )

1. Dans le plan complexe rapporté a un repére

orthonormal direct (O ; 4, V), on considere les points

—Ad’affixea,a e C ;
—Bd’affixeb+i,b e C ;

— C image de B dans la rotation de centre A et

—_——
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5 T
d’angle 3

a. Déterminer une relation entre a et b pour que le

point C appartienne a I’axe (O ; V).

b. Exprimer alors 1’affixe du point C en fonction de a.

2. Dans cette question, on pose a=+/3 etb =0.0n

considére les points C d’affixe ¢ = —i et D d’affixe

d=2++3-2iV3.

a. Quelle est la nature du triangle ABC ?
b. Calculer le quotient d-a ; que peut-on en déduire
c—a

pour le triangle ACD ?

c. Déterminer 1’affixe du point E image de D dans la
rotation de centre A et d’angle % .

d. Déterminer I’affixe du point F image de D dans la
translation de vecteur AC .

e. Déterminer la nature du triangle BEF.

Le plan complexe est rapporté a un repére

orthonormal direct (O ; 4, V). Soit (C) le cercle de

centre O et de rayon 1.

On considere le point A de (C) d'affixe z, = eig.

1. Déterminer I'affixe zz du point B image de A par la

rotation de centre O et d'angle 2?” Déterminer l'affixe
z. du point C image de B par la rotation de centre O et
d'angle 2—”.

3
2. a. Justifier que (C) est le cercle circonscrit au
triangle ABC. Construire les points A, B et C sur la

feuille de

papier millimétré.

b. Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier.

3. Soit h I'hnomothétie de centre O et de rapport —2.

a. Compléter la figure en plagant les points P, Q et R
images respectives des points A, B et C par h.

b. Quelle est la nature du triangle PQR ? Justifier.

4. a. Donner I’écriture complexe de h.

b. Calculer z, + zg + z; . En déduire que A est le milieu
du segment [QR].

¢. Que peut-on dire de la droite (QR) par rapport au

cercle (C) ?

-

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct

(O : 4, V).

1. Résoudre dans ’ensemble C des nombres
complexes 1’équation d’inconnue z : 7% +8z+/3+64=0
2. On considere les points A et B qui ont pour affixes
respectives les nombres complexes a=-4+/3 —4i et
b=—-43+4i.

Calculer les distances OA, OB et AB. En déduire la
nature du triangle OAB.

3. On désigne par C le point d’affixe c=~/3+i et par D
son image par la rotation de centre O et d’angle % .

Déterminer 1’affixe d du point D.
4. On appelle G le barycentre des points pondérés
(0;-1),(D;1)et(B;1).

a. Montrer que le point G a pour affixe g=-4+/3 +6i .

b. Placer les points A, B, C, D et G sur une figure

(unité graphique : 1 cm).
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c. Démontrer que le quadrilatére OBGD est un

parallélogramme.

3

C_
5. a. Justifier I’égalité 9 =1+|—.
a-g 2 2

b. En déduire une mesure en radians de I’angle

(CTA, @) , ainsi que la valeur du rapport g.

Que peut-on en déduire concernant la nature du

triangle AGC ?

-

1. a. Démonstration de cours : étudier la résolution
dans C de I’équation az?+bz+c=0, a, b, ¢ étant trois

réels avec a non nul.

b. Résoudre I’équation 2% —2+/2z+4=0. On appellera

z, et z, lessolutions, z, ayant sa partie imaginaire

positive.

c. Donner la forme exponentielle de z, et z, puis celle

; 2
de (—1J .
Z;

2. Dans le plan complexe muni d’un repére othonormal
(0,u,v) d’unité 1 cm, on considére les points M,

d’affixe V2(1+i), M, d’affixe \/2(1—i) et A d’affixe

a. Déterminer ’affixe z; du point M, image de M,

par I’homothétie h de centre A et de rapport —3.

b. Déterminer I’affixe z, du point M, image de M,
par la rotation r de centre O et d’angle —% .

c. Représenter les points O, A, M;, M, , M5, M,

2,-1
d. Calculer =—= . Que peut-on en conclure ?

S

4 1
Dans le plan complexe rapporté a un repére

orthonormal (O ; 4, V), on considére les points A, B, C
d’affixes respectives a = —1+2i, b = 1+3i, ¢ = 4i.

1. Montrer que le triangle ABC est isocéle en A.

2. Soit | le milieu de [BC] et z; son affixe.

a. Quel est ’ensemble des points M du plan distincts

-2, . ,
L soit un réel ?

de A dont I’affixe z est telle que -

A

X—7, .
L soit un

b. Déterminer I’unique réel x tel que

A

réel.

c. Soit z; I’affixe du vecteur Al ; donner une forme
trigonométrique de z,; .

3. a. Soit G le point d’affixe —3. Montrer qu’il existe
deux rotations de centre G, dont on déterminera les
angles, telles que les images de A et | par ces rotations
soient toutes deux sur I’axe des réels.

b. Soit r1 la rotation de centre G et d’angle de mesure
—% . Déterminer 1’écriture complexe de r.

4. Soit A’, B’ et C’ les images respectives de A, B, et C
par la rotation r; ; soient a’, b’ et ¢’ leurs affixes.

Quelle est I'image par r; de I’axe de symétrie du

triangle ABC ? En déduire que b'=c'.

- Résoudre le systeme suivant d’inconnues complexes

{z+iz'=—1
zetz: . .
71—-7'=2+1

On donnera les solutions sous forme algébrique. 2. Le
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plan complexe est rapporté a un repere orthonormal
(O ; 4, V) d’unité graphique 3 cm.

a. Placer dans le plan les points A, B et C d’affixes
respectives za = —1,zg = 2ietzc =—2 +1.

b. Calculer les modules des nombres complexes :

Zg — 2c et zg —z, . Donner une interprétation

géométrique de ces résultats.
c. On note | le milieu du segment [AC]. Préciser
I’affixe du point | puis calculer la distance BI.

d. Déterminer Iaire en cm? du triangle ABC.

A tout nombre complexe z on associe le nombre

complexe égal a f(z):é((3+4i )z2+57)

1. Calculer £(3), f(i) et f(1 — 4i).

f(z2)-z

1+2i

2. Exprimer z'= al’aidedezetde 7.

3. En déduire que z’ est réel pour tout z complexe.

Soit (E) I’équation complexe : 1 27+2-1=0.
z
1. Démontrer que z = x + iy avec x et y réels est

solution de (E) si et seulement si :

—x?—x—-3y*+1=0
(2x-1y =0 '

2. En déduire la résolution de I’équation (E) dans C

s

Partie A
a(l+i)=1+3i

1. Déterminer le complexe « tel que
i = 4+ 3i

2. Pour tout nombre complexe z, on pose

f(z)=2°—(1+3i)z+(-4+3i). Montrer que f(z)

s’¢écrit sous la forme (z—«)(z—i). En déduire les
solutions (sous forme algebrique) de I’équation f(z)=0.
Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
(O ; G, V), unité graphique 5 cm.

1. On considere les points A et B d’affixes respectives
a=2+i et b=-1+2i.Placer A et B dans le repere et

compléter la figure au fur et & mesure. Montrer que

b=ia, en déduire que le triangle OAB est un triangle

| isocele rectangle tel que ((ﬁ, 073) :% .

2. On consideére le point C d’affixe c= —1+%i .

Déterminer 1’affixe du point D tel que le triangle OCD

soit un triangle isocéle rectangle tel que
(oc.05)-Z
2

On pourra conjecturer 1’affixe de D a I’aide de la

' figure pour traiter la question suivante.

3. Soit M le milieu du segment [BC]. On appelle z_.

et z, les affixes respectives des vecteurs OM et

. A —
DA . Prouver que 2M — 1

Z5a

4. Donner une mesure en radians de (ﬁ, OT/l) .

5. Prouver que OM :%DA.

6. On appelle J, K et L les milieux respectifs des
segments [CD], [DA] et [AB]. On admet que le
quadrilatere JKLM est un parallélogramme ; démontrer

que c’est un carré.
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o
Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormal (O ; 4, V), unité graphique : 1 cm.

1. On désigne par A, B et | les points d’affixes
respectives : za =3 + 2i,zg= -3 etz =1 -2i.

a. Faire une figure que I’on complétera au cours de
I’exercice.

b. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe

-1 .
Z= zl zA . Que peut-on en déduire sur la nature du
| — 4B

triangle IAB ?

c. Calculer I’affixe z¢c du point C image de | par
I’homothétie de centre A et de rapport 2.

d. Soit D le barycentre du systeme {(A, 1) ; (B, —1) ;
(C, 1)} ; calculer I’affixe zp du point D.

e. Montrer que ABCD est un carré.

2. Déterminer et construire 1’ensemble I'; des points
M tels que | WA~ M+ MC ||~ MA+ MC|.

3. On considere I’ensemble T, des points M du plan
tels que : ||W—I\TB+W5||= 45 .

a. Montrer que B appartienta T, .

b. Déterminer et construire I’ensemble T, .

-

1. On consideére dans C I'équation d'inconnue Z : (E)
73 -127? +482 -128=0.
a. Vérifier que 8 est solution de cette équation.

Déterminer les nombres réels o« , S, y tels que, pour
tout complexe Z,

73 -1272% +487 -128 =(Z —8)(aZ? + BZ + 7).
b. Résoudre I'équation (E).
2. (O; U, V) est un repére orthonormal direct du plan
orienté, I'unité graphique est 1 cm.
On considére les points A, B, C d'affixes
respectives a = 2 — 2iv/3,b=2+2i/3,c=8.
a. Calculer le module de a (noté | a|) et son argument 6

. Placer les trois points A, B et C.

a—cCc

b. Calculer le complexe q= , déterminer son

o

o

module et son argument &. En déduire la nature du
triangle ABC.

c. Déterminer le barycentre D des points pondérés (A,
|a]), (B, |b]), (C, |c|). Placer D.

d. Déterminer I'ensemble E des points M du plan tels

que ||W\+WE3’+2WC||=||WA+W3—2WC’|| . Tracer

-

Partie A

On considére I’équation : (E)

2% —(4+i)z% +(13+4i)z-13i=0 ol z est un nombre
complexe.

1. Démontrer que le nombre complexe i est solution de
cette équation.

2. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que, pour
tout nombre complexe z on ait :

23—(4+i)22+(13+4i)z—13i=(z—i)(a22+bz+c)_

3. En déduire les solutions de I’équation (E).

Partie B
Dans le plan complexe, rapporté au repére orthonormal
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direct (O ; 4, V), on désigne par A, B et C les points

d’affixes respectives i, 2 + 3i et 2 — 3i.
1. Soit r la rotation de centre B et d’angle % .

Déterminer I’affixe du point A’, image du point A par
la rotation r.

2. Démontrer que les points A’, B et C sont alignés et
déterminer I’écriture complexe de I’homothétie de

centre B qui transforme C en A’

On désigne par M, le point du plan complexe d’affixe

z,, définie par:

1) m% 1Y\ T .. T
z,=|=|e3=|=] (cosn=+isinn—=)
2 3 3

ou n est un nombre entier naturel et ou M, est le point
d’affixe z, =1.

1. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles z, est

réel.
2. Le plan complexe P est rapporté a un repere

orthonormal. (o ; 4, v) (unité = 8 cm).

a. Représenter dans P les points My, M, M,, M5, M,.

b. Calculer en fonction de n les longueurs des trois
cbtés du triangle OM M., . Montrer que ce triangle est
rectangle.

3. On considere la suite (a,),.n définie par
an:|Zn+l_Zn|‘
a. Montrer que la suite (a,) est une suite géométrique

dont on précisera le premier terme et la raison.

k=n
b. Calculer I, :Zak . Déterminer la limite de I, quand
k=0

n tend vers +w.

4. a. Calculer en fonction de n I’aire b, du triangle

OMnMn+l'
k=n

b. Calculer s, =Z:bk . Déterminer la limite de b,
k=0

guand n tend vers +ow .

=
Le plan complexe est rapporté a un repere
orthonormal direct (O ; 4, V) . L’unité graphique est 4
cm.

Soit 4 un nombre complexe non nul et différent de 1.
On définit, pour tout entier naturel n, la suite (z,) de

nombres complexes par : ..
P P { Zny = A2, +1

On note M le point d’affixe z,.

1. Calcul de z, en fonctionde netde 4.

a. Vérifier les éqalités : z, =i ; z, =(A+1)i ;

2, =( A2 +2+1)i,

b. Démontrer que, pour tout entier n positif ou nul,

AN-1.
Zy=—"—1

2. Etude ducas A=i.

a. Montrer que z; = 0.

b. Pour tout entier naturel n, exprimer z,+1 en fonction
de zy.

c. Montrer que Mn+1 est ’image de M, par une rotation
dont on précisera le centre et I’angle.

d. Représenter les points Mo ,M1, M2, M3 et M4 dans le
repére (O ; 4, V).
3. Caractérisation de certaines suites (zn).

a. On suppose qu’il existe un entier naturel k tel que

—-——
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A% =1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a
Iégalité : Zn+k = Zn.
b. Réciproquement, monter que s’il existe un entier

naturel k tel que, pour tout entier naturel n on ait

1’égalité Zn = Zn alors : A% =1.

i

orthonormal direct (O ; 4, v) d'unité graphique 2 cm.

Le plan complexe est rapporté a un repére

On réalisera une figure que I'on complétera tout au
long de l'exercice.

On considére les points A d'affixe i, B d'affixe —2i et D
d'affixe 1.

On appelle E le point tel que le triangle ADE soit
équilatéral direct.

Soit f I’application qui a tout point M d’affixe z (z =i )

2z —i
iz+1

associe le point M’ d'affixe z” définie par z'=

1. Démontrer que le point E a pour affixe

2. Exprimer sous forme algébrique 1’affixe du point D’
associé au point D par I'application f.

3. a. Démontrer que, pour tout nombre complexe z
différent de i, (z'+2i)(z-i)=1.

b. En déduire que pour tout point M d'affixe z (z =i ) :
BM'x AM =1 et (G,W‘):—(a,m>+kx2ﬂ ol k est

un entier relatif.
4. a. Démontrer que les points D et E appartiennent au
cercle (C) de centre A et de rayon 2.

b. En utilisant les résultats de la question 3. b, placer le

point E’ associé au point E par lI'application f. On
laissera apparents les traits de construction.

5. Quelle est la nature du triangle BD’E’ ?

A tout complexe z différent de 3—i on associe le

2iz—-4+2i
z-3+i

complexe f(z)=
1. Calculer f(1+1).

2. Déterminer le complexe z tel que f(z)=1+i.

3. On appelle x et y la partie réelle et la partie
imaginaire de z. Déterminer en fonction de x ety la
partie réelle X et la partie imaginaire Y de f(z).

4. Dans le plan complexe, on appelle A le point

d’affixe —1-2i, B le point d’affixe 3—i et M le point

2MA

d’affixe z. Montrer que | f(z)|= VB

Donner une interprétation de arg(f(z)) a I’aide de

I’angle (MB, MA) .

l—J Dans le plan complexe (P)muni d’un repére
orthonormal direct (O ;, V) d’unité graphique 4 cm,
on consideére le point A d’affixe a =—1 et I’application
f, du plan (P) dans lui-méme, qui au point M d’affixe
z, distinct de A, associe le point M’ = f(M) d’affixe 2’

tel que : 7=

z+1

1. Déterminer I’affixe des points M tels que M’ = M.
2. Démontrer que pour tout point M distinct de A et de

O,ona:

oM=L et (U;OM")=(MA; MO )+ & 2r pres.

—-—
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3. a. Soit B le point d’affixe b= —%+ i. Placer dans le

repére le point B et la médiatrice (A) du segment[OA].
b. Calculer sous forme algébrique I’affixe b’ du point
B’ image du point B par f.

Etablir que B’ appartient au cercle (C) de centre O et
de rayon 1.

Placer le point B’ et tracer le cercle (C) dans le repére.
c. En utilisant la question 2, démontrer que, si un point
M appartient a la mediatrice (A ), son image M’ par f
appartient au cercle (C).

d. Soit C le point tel que le triangle AOC soit
équilatéral direct. En s’aidant des résultats de la
guestion 2, construire, a la régle et au compas, I’image
du point C par f (on laissera apparents les traits de
construction).

4. Dans cette question, on se propose de déterminer,
par deux méthodes différentes, I’ensemble (T') des
points M distincts de A et de O dont I’'image M’ par f
appartient a I’axe des abscisses.

Les questions a. et b. peuvent étre traitées de fagon
indépendante.

a. On pose z=x+1y avec x ety réels tels que (x,y) =
(-1,0)et(x,y) = (0,0).

Démontrer que la partie imaginaire de z’ est égale a :
X2 +y% +x

Im(z')=———.
( (x+1)2+y2

En déduire la nature et les éléments caractéristiques de

I’ensemble (T") et le tracer dans le repere.

b. A I’aide de la question 2, retrouver

géomeétriquement

la nature de I’ensemble (T').

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal
direct (O ;u, V) d’unité graphique 4 cm. On note A et B

les points d’affixes respectives 1 et i. A tout point M,

distinct de A et d’affixe z, est associé le point M’

_(1-i)(2-i)

d’affixe Z définie par : Z —
1. a. Calculer I’affixe du point C* associé au point C
d’affixe —i.

b. Placer les points A, B et C.

2. Soit z = x +iy ou x et y désignent deux nombres

réels.

a. Montrer ’égalité :

. =(x—l)2 +(y—1)2 —1_i

(x—l)2 +y?

x2+y? -1
(x=1) +y? '

b. Déterminer 1’ensemble E des points M d’affixe z
telle que Z soit réel.

c. Déterminer I’ensemble F des points M d’affixe z
telle que Re(2) soit négatif ou nul.

3. a. Ecrire le nombre complexe (1 — i) sous forme
trigonométrique.

b. Soit M un point d’affixe z, distinct de A et de B.

Montrer que Z est un réel non nul si et seulement s’il
existe un entier relatif k tel que ( MA, MB) = %-ﬁ- kz .
c. En déduire I’ensemble des points M vérifiant
( MA, Ws) =% ikr.

4
d. Déterminer I’ensemble des points M vérifiant

(W,Wa):%ukn.
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Le plan complexe est rapporté au repére

orthonormal direct (O ;, V) . Unité graphique : 4 cm.

On considére la transformation f du plan qui, a tout

point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle
que z'=%(—1+i)z :

1. Montrer que la transformation f est une rotation dont
on déterminera le centre et I’angle.

2. On définit la suite de points (M) de la fagon

suivante : Mg est le point d’affixe zo = 1 et, pour tout

nombre entier naturel n, M, =f( M, ).On note z,

I’affixe du point M.

a. Justifier que, pour tout nombre entier naturel n,

i3nr

z,=e 4 .

b. Construire les points Mo, M1, Mz, M3 et Ma.

c. Montrer que pour tout nombre entier naturel n, les
points M, et Mn+g sont confondus.

3. Prouver que les triangles MoM1M; et M7;MoM; ont la

méme aire. Préciser la valeur exacte de cette aire.

l I Le plan complexe est muni d’un repére

orthonormal direct. On supposera connus les résultats
suivants :

« Pour tous points A, B et C du plan d’affixes
respectives a, betc,avec A=C et A=B :

b-a

c—-a

_AB arg[El =<TB,E)+kx27r ol k est
AC c-a

un entier relatif ;

« Soit z un nombre complexe et soit & un nombre réel :

z=¢" sietseulementsi |z|=1 et arg(z)=0+kx2z

I ou k est un entier relatif.

Démontrer que la rotation r d’angle ¢ et de centre Q
d’ affixe o est la transformation du plan qui a tout

point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle
que: 2-w=¢’(z-0).

Partie B
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal
direct (O ;u, V) (unité graphique : 1 cm).

Soit f ’application qui, a tout point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe 2’ telle que : z'=iz+4+4i.

1. a. Déterminer I’affixe » du point Q telle que
flo)=o.

b. Montrer que, pour tout nombre complexe zon a:
2'-4i=i(z-4i).

c. En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de f.

2. 0On note A et B les points d’affixes respectives a =

4—2ieth=-4+6i.

. a. Placer les points A, B et Q sur une figure que ’on

completera au fur et @ mesure des questions.
b. Déterminer les affixes des points A’ et B” images
respectives des points A et B par f.

3. On appelle m, n, p et q les affixes des points M, N, P
et Q, milieux respectifs des segments [AA’], [A’B],
[BB’] et [B°A].

a. Déterminer m. On admettra que n = 1+7i, p = —3+3i
etq=1-1.

b. Démontrer que MNPQ est un parallélogramme.
c. Déterminer la forme algébrique du nombre

complexe
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ﬁ. En déduire la nature du quadrilatéere MNPQ.

o]

4. Démontrer que les droites (B’A) et (Q N) sont

perpendiculaires.

-

On se place dans le plan complexe muni d’un repére
orthonormal (O ; 4, V).

On considére la transformation ponctuelle f qui, a tout
point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’
définie par : 2> = 72 +1.

1. Déterminer les antécédents du point O.

2. Existe-t-il des points invariants par f ? Si oui,
préciser leurs affixes respectives.

3. Montrer que deux points symétriques par rapport a
O ont la méme image. Que peut-on dire des images de
deux points symétriques par rapport a 1’axe des

abscisses ?
. o NA . , .
4. Soit A le point d’affixe z, =7(1+ i ). Déterminer

I’affixe du point A’ image de A par f puis prouver que
les points O, A et A’ sont alignés.

5. Soit # un nombre réel appartenant a I’intervalle [0 ;
2z [ et N le point d’affixe €.

a. Montrer que N appartient au cercle (T") de centre O
et de rayon 1.

b. Lorsque @ varie, montrer que N’, image du point N
par f reste sur un cercle dont on précisera le centre et le

rayon.
c. Vérifier que ON'=(2cos#)ON . En déduire que les

points O, N et N’ sont alignés.

d. Expliquer la construction du point N”.

W

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé

, direct (O ;, V) ayant comme unité graphique 2cm.

1. a. Résoudre dans C I’équation : z2—2+/32+4=0.
b. On pose a=+/3+i et b=+/3—i, exprimer aetb
sous forme exponentielle.

c. Placer A(a) et B(b) dans le repére précédent.

2. a. Soit r la rotation de centre O et d’angle % .

Donner I’expression complexe de r, puis déterminer
I’image A’ de A par cette rotation (On exprimera a’
sous forme algébrique et exponentielle). Placer A’ dans

le repére précédent.
b. Soit h I’homothétie de centre O et de rapport —% .

Donner I’expression complexe de h, puis déterminer
I’image B’ de B par cette homothétie (On exprimera b’
sous forme algébrique et exponentielle). Placer B’ dans

le repére précédent.

21 2n

Soit w = cos — + isin—
7 7

1) Demontrer que :
1+w+w?+ 03+ w*+ 0>+ w®=0et

) w? w3

2+ + + =0
1+ w? 14+ w?* 1+ w®

2) Deduire la valeur de

1 1 1

A
COS7 COS7

61
cos 7



Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé

direct(o,u’,v’).

On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1
et par I et A les points d’affixes respectives 1 et
a=+3+i

1/ Donner la forme exponentielle de a puis la

construire.

[EEN

a—

2/ Soit B le point d’affixe b= ——
—a

=

a- Veérifier quebb = 1. En déduire que le point B

appartient au cercle (C).
b-1 ) -
b- Montrer que 1 est un réel. En déduire que
a —

les points A, B et | sont alignés.

c- Construire le point B dans le repere (o, 4, V) .

3/ Soit 6 un argument du nombre complexe b.

233~

3 —2J3
5-2/3

5-23

Montrer que : cos = et sind =

1/ a- Ecrire zo sous forme exponentielle.

Soit le nombre complexe zo =1+ i3 .

b- Montrer que pour toutn e INona:
n = \N _ on+l s

Zy +(z0)"'=2 cos(ng).

2/ Soit Z = 1-+/3 +i(1++/3)

i
a- Montrer que Z = /2 z,et.

b- Donner la forme trigonométrique de Z.

c- En déduire les valeurs de cos(i—;[) et sin(z—g) .

Soitf(z) = z +j*Z avec | =—%+i g

1/ Veérifier que : j> =] etj3=1.
2/ Etablir que |f (2)[* 2|z [ =2Ré (jz %)
3/ Montrer que pour tout z € €, on a : j*f(z) est un réel.

4/ Soit n e IN", on définit I’application f " par

fi=f
f1=f of 1

a- Calculer f 2(z) puis f *(2).

b- Montrer que f "(z)=2""f (z).

Dans le plan complexe muni d'un repére

orthonormé direct (o, U, V), on donne un triangle ABC

rectangle en A, un cercle (C) de centre A et de rayon 2
et le point H milieu de [BC] (Voir figure ci dessous).
1) Donner la forme cartésienne des affixes za et zg des
points A et B.
2) Soit z¢ l'affixe du point C.

a) Déeterminer graphiquement |zc - za| ainsi que arg
(zc - zn).

b) Déduire alors que zc =2(1+ e%)

c) Donner la forme exponentielle de zc .

3) Prouver que l'affixe zy de H est égal & (1+ \/E)eZ

et calculer OH

Chapitre 1 : les nombres complexes E



Chogplitre Z \

Arithmetiques dans Z

Qui est Pierre de Fermat ?

Un homme attaché a sa terre natale : né a Beaumont de Lomagne de parents lomagnols entre
1601 et 1608 (les historiens cherchent encore a déterminer sa véritable date de naissance), Pierre
Fermat fit ses études de droit a Orléans puis a Toulouse avant de devenir Magistrat au
Parlement de Toulouse. Il siégea & plusieurs reprises au Tribunal de I’Edit a Castres. Il n’oublia
pas pour autant sa ville natale de Beaumont de Lomagne a laquelle il était trés attaché, revenant
dans sa maison a chaque vacance parlementaire et participant notamment aux conseils municipaux
lorsqu’il était présent dans la bastide.

Un mathématicien par passion : cet amateur de génie se passionna pour les mathématiques
et correspondit avec les plus grands savants de son temps : Mersenne, Roberval, Pascal, Descartes,
Galilée, Dygby, Gassendi, Huygens, Carcavi. Bien qu’il n’ait laissé aucun traité mathématique et
que son ceuvre ne soit connue du monde savant que grace a sa correspondance, il a apporté, des
contributions déterminantes dans plusieurs domaines mathématiques : la géométrie analytique,
le calcul différentiel, le calcul des probabilités, 1’optique, la théorie des nombres.

C’est dans cette derniére branche que Fermat se distingua et se révéla sans rival, notamment avec

son théoreme qui a tenu en haleine les scientifiques du monde entier pendant 356 ans :

T no__ . n
il n'y a pas de nombres entiers non nuls x, y et ztels que: € T+ ¥ = Z° dasquenestun

entier strictement supérieur a 2.




Chapitre II : Arithmétiques dans Z

I. Divisibilité dans Z

Soit a et b deux entiers relatifs.

a divise b s'il existe un entier relatif k tel que b = ka. Et on note a/b

On dit également :

- a est un diviseur de b,

- b est divisible par a,

- b est un multiple de a.

Exemples :
e 56 est un multiple de -8 car 56 = -7 x (-8)
e ['ensemble des multiples de 5 sont {...;-15;-10;-5;0;5; 10;...}. On note cet ensemble 5Z.
e 0 estdivisible par tout entier relatif.

e 7|21 ;6|48 ; aest pair si et seulement si 2|a.

Remarque

e Pourtoutade Zon aal0 et aussi 1|a.

e Siajlalorsa=+loua=-1.

e (albethjla) = b=za.

* ((albetalc) = alb+c.

Rkl (ansiiie) _ Soita, b et c trois entiers relatifs.

Si a divise b et b divise c alors a divise c.

Chapitre 2 : Arithmétiques dans Z E



Démonstration :

Siadivise b et b divise ¢ alors il existe deux entiers relatifs k et k' tels que b =ka et ¢ =k'b.
Donc il existe un entier relatif | = kk' tel que ¢ = la.

Donc a divise c.

Exemple :
e 3divise 12 et 12 divise 36 donc 3 divise 36.
e On peut appliquer également la contraposée de la propriété de transitivité :
Comme 2 ne divise pas 1001, aucun nombre pair ne divise 1001.

En effet, si par exemple 10 divisait 1001 alors 2 diviserait 1001.

Propriété (combinaisons linéaires ) " Soita, bet ¢ trois entiers relatifs

Si c divise a et b alors ¢ divise ma + nb ou m et n sont deux entiers relatifs.

Démonstration :

Si c divise a et b alors il existe deux entiers relatifs k et k' tels que a = kc et b = k'c.
Donc il existe un entier relatif | = mk + nk' tel que ma + nb = Ic.

Exemple :

Soit un entier relatif N qui divise les entiers relatifsn et n + 1.

Alors Ndivisen+1-n=1.DoncN=-1ouN=1.

. Division euclidienne

Propriete ~ Soit a un entier relatif et b entier naturel non nul.

Il existe un unique couple d’entiers relatifs (q; r)tel quea=bq+ravec 0<r <b .

Définitions

- q est appelé le quotient de la division euclidienne de a par b,

- r est appelé le reste.

Chapitre 2 : Arithmétiques dans Z E



Cours

Démonstration : __ soit x un réel, on appelle partie entiere de x le nombre entier relatif juste inférieur a x ; on le

note E(x). La division de a par b fournit un nombre réel u :% ; soitalors g =E(u), on aalors
q s§<q +leogb<a<gb+b < 0<a-gb<b.

Posons r =a—qgb , on aévidemment a=gb +r et 0<r <b . L’existence de r est assurée, celle de g est due a

I’existence d’un entier égal a la partie entiere d’un réel, chose que nous admettrons. ..

S’il existait deux couples (g, r) et (q’, r’) on aurait de la méme maniére a=bq +r =bg'+r' d’ou b(q-q)=r-r"

donc r —r' est un multiple de b, maisona —b <r —r'<b , la seule possibilité est doncque r —-r'=0<r=r"

et comme b n’est pas nul, que g —q'=0, soit g = q’. Nous avons donc unicité.

Onsaitque 0<r<b et 0<r'<b donc b <-r<0et0<r'<b,

donc b <r'-r<b.

Le seul multiple de b compris entre -b etb est0, doncr'—r=0etdoncr' =r.
Dougq=q.

Exemple :

Dans la division euclidienne de 412 par 15, 0ona: 412 =15x27+7

Méthode : Déterminer le quotient et le reste d'une division euclidienne

Déterminer le quotient et le reste de la division de -5000 par 17.
Ona:5000=17x294+2

Donc : -5000 = 17 x (-294) — 2

Le reste est un entier positif inférieur a 17.

Donc:-5000 =17 x (-294) — 17 -2 + 17

Soit: -5000 = 17 x (-295) + 15

D'ou, le quotient est -295 et le reste est 15.

Exercice d’application 1

n désigne un nombre entier naturel.

1. Démontrer que n? +5n +4 et n? +3n + 2 sont divisibles par n +1.



2. Déterminer ’ensemble des entiers n pour lesquels 3n? +15n +1 est divisible par n+1.
3. En déduire que, quel que soit n, 3n? +15n +19 n’est pas divisible par n? +3n +2

Peut-on préciser, suivant les valeurs de n, le reste de la division de 3n? +15n +19 par n? +3n +2 ?

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 2°" —1 est un multiple de 7. En déduire que 23" —2 et 252 _4

sont des multiples de 7.

2. Déterminer les restes de la division par 7 des puissances de 2.

3. Soit p un entier et le nombre A, =2° +2°° 2%
Déterminer suivant que p = 3n, 3n+1 ou 3n+2 la divisibilité de A, par 7

1. Plus grand commun diviseur (PGCD) et Plus petit commun multiple (PPCM)
1. Définition et propriétés

Exemple :

Tous les diviseurs de 60 sont : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60

Tous les diviseurs de 100 sont : 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100

Les diviseurs communs & 60 et 100 sont : 1, 2, 4, 5, 10, 20

Le plus grand diviseur commun a 60 et 100 est 20. On le nomme le PGCD de 60 et 100.

Définition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

On appelle PGCD de a et b le plus grand commun diviseur de a et b et note PGCD(a;b) ouA(a,b) ou aAb .

Remargue :
Par exemple, PGCD(-60;100) = PGCD(60,100).

On a ainsi de fagon général : PGCD (|al;|b|)=PGCD (a;b).

Chapitre 2 : Arithmétiques dans Z E
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Proprietés syt a et b deux entiers naturels non nuls.
a) PGCD(a;0)=a
b) PGCD(a;1)=1

c) Si b divise a alors PGCD(a ; b) =b

Démonstration de ¢ :

Si b divise a alors tous diviseurs de b est un diviseur de a. Donc le plus grand diviseur de b est un diviseurs de a.

Propriétés ' sojt a et b deux entiers relatifs non nuls.
Soit r est le reste de la division euclidienne de a par b.

Ona:PGCD(a;hb)=PGCD(b;r)

2. Algorithme d'Euclide

C’estavec Euclide d'Alexandrie (-320? ; -2607?), que les théories sur les nombres premiers se mettent

en place.

/ﬂ Dans « Les éléments » (livres VII, VIII, 1X), il donne des définitions, des propriétés et démontre

Propriété

affirmations du passé, comme 1’existence d’une infinité¢ de nombres premiers.

« Les nombres premiers sont en quantité plus grande que toute quantité proposée de nombres premiers ».

Il présente aussi la décomposition en facteurs premiers liée a la notion de PGCD.

Proprietes _ Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
Soit r est le reste de la division euclidienne de a par b.

Ona:PGCD(a; b)=PGCD(b;r)

Démonstration :

On note respectivement g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.
Si D un diviseur de b et r alors D divise a = bq + r et donc D est un diviseur de a et b.
Réciproguement, si D un diviseur de a et b alors D divise r = a—bq et donc D est un diviseur de b et r.

On en déduit que I'ensemble des diviseurs communs de a et b est égal & I'ensemble des diviseurs communs de b et

r. Et donc en particulier, PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r).

e
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Algorithme d’Euclide

i i , 0 1, ... jusqu’a celle de rp-1 N
Ecrivons les divisions successives de a par b, de ro par r jusqu’a celle de rn-1 par r

a=bqg, +r,
b=rgq,+n
lh=nd,+r,

rn—l = rnqn+l + rn+l

Commeona O<r,,, <r, <..<I <r, <b etque ce sonttous des nombre entiers, il arrivera forcément un moment

ot ™1 sera nul (principe de la descente infinie de Fermat) sinon on aboutirait & une contradiction.

Supposons par exemple que ry soit le dernier reste non nul ; ona r, =a—bq, etsid est un diviseur de aetb, d

divise alors a—bq, et donc ro, d est un diviseur de b et ro. Le méme raisonnement applique aux divisions

successives montre que d est un diviseur de a, b, ro, I, ..

.5 I'n.

Particulierement, si d est le Plus Grand Commun Diviseur de a et b, ¢’est également celui de b et ro, de ro et r1, de

roetry...dery, etry.Oronary_; =qy,r doncr, divise ry_,,c’estle PGCD de aetb.

Methode : Recherche de PGCD par I'algorithme d'Euclide

Exemple 1

Déterminer le PGCD de 252 et 360.

On applique I'algorithme d'Euclide :

360 =252x 1+ 108

252 =108 x 2 + 36

108=36x3+0

Le dernier reste non nul est 36 donc
PGCD(252 ; 360) = 36.

En effet, d'aprés la propriété précédente :

PGCD(252 ; 360) = PGCD(252 ; 108) = PGCD(108 ;
36) = PGCD(36 ; 0) = 36

Exemple 2

Calculons le pged de a =600 et b = 124.

600 =124 x4 + 104
124 =104 x 1 + 20
104=20x5+4
20=4x5+0

Ainsi pgcd(600,124) = 4.

Exemple 3

Calculons pgcd(9945,3003).
9945 = 3003 x 3 + 936
3003 =936 x 3 + 195

936 =195 x 4 + 156

195 =156 x 1 + 39
156=39x%x4+0

Ainsi pgcd(9945,3003) = 39.



Cours

Proprieté et définition Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

est appelé "plus petit commun multiple” de a et b. On le note PPCM(a ; b)ou a v b ou M(a,b).

L'ensemble des multiples strictement positifs communs a aet b posséde un plus petit élément. Ce plus petit élément

Remargues :
e PPCM(a; b) =PPCM(b; a).
e Si b est multiple de a, alors PPCM(a, b)=b

e a étant un entier naturel, I'ensemble des multiples de a est égal a I'ensemble des multiples de -a.

On dira par exemple que PPCM(-15 ; 12) = PPCM(15 ; 12) = 60

Proprietés Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
[] PGCD(a;b) divise PPCM(a; b)
"1 PGCD(a; b) PPCM(a; b) = [ab|

[] Siaetb sont premiers entre eux, ona PPCM(a;b)=a b

[ Sikestun entier naturel non nul,ona PPCM(ka ; kb) =k PPCM(a ; b) ( homogénéité )

IV. Théoréme de Bézout et théoreme de Gauss

1. Nombres premiers entre eux

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

On dit que a et b sont premiers entre eux lorsque leur PGCD est égal a 1.

Exemple :
e 42 et 55 sont premiers entre eux en effet PGCD(42 ; 55) = 1.

e Pourtoutade Z, aeta +1 sont premiers entre eux. En effet soit d un diviseur commun a a
et a a+1. Alors d divise aussi a+1— a. Donc d divise 1 mais alors d = —1 ou d = +1. Le plus

grand diviseur de a et a+1 est donc 1. Et donc pgcd(a,a+1) = 1.
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2. Théoréme de Bézout

Propriété (Identité de Bézout)

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et d leur PGCD.

Il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = d.

Preuve :
La preuve découle de I’algorithme d’Euclide. Les entiers u,v ne sont pas uniques. Les entiers u,v

sont des . lls s’obtiennent en «remontant» I’algorithme d’Euclide.

Exemple :

On a par exemple : PGCD(54 ; 42) = 6.

Il existe donc deux entiers u et v tels que : 54u + 42v = 6.

Le couple (-3 ; 4) convient. En effet : 54 x (-3) + 42 x 4 = 6.

Calculons les coefficients de Bézout pour a = 600 et b = 124. Nous reprenons les calculs
effectués pour trouver pgcd(600,124) = 4. La partie gauche est I’algorithme d’Euclide. La
partie droite s’obtient de bas en haut. On exprime le pged a I’aide de la derniére ligne ou le
reste est non nul. Puis on remplace le reste de la ligne précédente, et ainsi de suite jusqu’a

arriver a la premiere ligne.

600 = 124 x 4 + 104 4 = 124%(~5)+(600—124x4)x6 = 600x6+124%(—29)
124 =104 %1+ 20 4 = 104—(124—104x1)x5 = 124%(~5)+104x6

104 =20 x5+ 4 4 = 104-20%5

20=4x5+0

| ELLClBE Sl dla et db alors dipged(@b).

Exemple : 4|16 et 4|24 donc 4 doit divisé pgcd(16,24) qui effectivement vaut 8.

Démonstration

Comme d|au et d|bv donc d|au + bv. Par le théoréme de Bézout d|pgcd(a,b).

Ainsi pour u =6 et v = —29 alors 600x6+124x(—29) = 4.
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Théoreme de Bézout Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.

Démonstration :

- Si a et b sont premiers entre eux alors le résultat est immédiat d'aprés I'identité de Bézout.
- Supposons qu'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.

PGCD (a;b) divise a et b donc divise au + bv = 1.
Donc PGCD (a;b) =1. La réciproque est prouvée.

Remargue : cette théoreme permet de montrer deux choses vraiment importantes :

* a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u et v entiers relatifs tels que au +bv =1.

* L’équation ax +by =c a des solutions en nombres entiers si et seulement si ¢ est un multiple de d, PGCD de a et

b.

3. Théoréeme de Gauss

Theéoreme de Gauss Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls.

Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux alors a divise c.

Démonstration :

a divise bc donc il existe un entier k tel que bc = ka.

a et b sont premiers entre eux donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que : au + bv = 1.
Soit : acu + bev = ¢ soit encore acu + kav = ¢

Et donc a(cu + kv) =¢

On en déduit que a divise c.

Corollaire Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls.

Siaetbdivise c et si a et b sont premiers entre eux alors ab divise c.

Démonstration :

a et b divise c donc il existe deux entiers k et k' tel que ¢ = ka = k'b.

Et donc a divise k'b.



a et b sont premiers entre eux donc d'apres le théoréme de Gauss, a divise k'
Il existe donc un entier k" tel que k' = ak".

Comme c=k'b,onac=ak"b=k"ab

Et donc ab divise c.

Exemple :

6 et 11 divisent 660,

6 et 11 sont premiers entre eux,

donc 66 divise 660.

Remarqgue :

la condition "a et b sont premiers entre eux" est utile « neccessaire » .

Prenons un contre-exemple :
6 et 9 divisent 18,
6 et 9 ne sont pas premiers entre eux,

et 6 X 9 = 54 ne divise pas 18.

Propriete i ajc etbic alors ppem(a.b)|c.

Remargue :
Il serait faux de penser que abjc. Par exemple 6|36, 9|36 mais 6 %9 ne divise pas 36. Par contre ppcm(6,9) = 18

divise bien 36.

Propriéte ~ Soitaetbetde Z ona:

2) (vneN):anb=1eanb” =1

3) (V(n,m)eN*z):a/\b =l a™ Ab" =1

Chapitre 2 : Arithmétiques dans Z E
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Propriété

x

4. L’équation ax +by =c

Considérons I’équation ax+ by =c (E) ot a,b, cde Z.

1. L’équation (E) posséde des solutions (X,Yy) € Z7si et seulement si pgcd(a,b)|c.

2. Si pgcd(a,b)|c alors il existe méme une infinité de solutions entiéres et elles sont exactement les

y) = (Xo +ak, Yo +Bk) avec Xo, Yo,a,f € Z fixés et k parcourant Z.

Exemples :

1)

22 et 15 sont premiers entre eux.

On est alors assuré que I'équation 22x +15y =1 admet un couple solution d'entiers.

2)

Trouver les solutions entiéres de 161x+368y = 115 (E)

— Premiére étape. Y a-t’il de solutions ? L’algorithme d’Euclide. On effectue ’algorithme d’Euclide pour
calculer le pgcd de a = 161 et b = 368.

368 = 161 x 2 + 46

161 =46 x 3 + 23

46=23x2+0

Donc pgcd(368,161) = 23. Comme 115 = 5x%23 alors pgcd(368,161)|115. Par le théoreme

de Bézout, I’équation (E) admet des solutions entieres.

— Deuxiéme étape. Trouver une solution particuliére : la remontée de I’algorithme d’Euclide. On effectue
la remontée de I’algorithme d’Euclide pour calculer

les coefficients de Bézout.

368 = 161 x 2 + 46 23 = 161+(368—2x161)x(~3) = 161x7+368%(-3)
161 = 46 x 3 + 23 23 = 161-3x46
46=23x2+0

On trouve donc 161 x7 +368 x(—3) = 23. Comme 115 =5 %23 en multipliant par 5 on
obtient :

161x%35+368x%(—15) = 115

Ainsi (Xo, Yo) = (35,—15) est une de (E).

— Troisiéme étape. Recherche de toutes les solutions. Soit (x,y) e Z? une solution

de (E). Nous savons que (Xo, Yo) est aussi solution. Ainsi :




Cours
161x+368y = 115 et 161xo +368yo = 115
(on n’a aucun intérét a remplacer Xo et yo par leurs valeurs). La différence de ces deux égalités conduit a
161x% (x— xo)+ 368% (y— y0) =0
= 23% 7% (x— x0)+ 23% 16X (y— y0) =0
= T7(x= x0) = —16(y— yo) (#)
Nous avons simplifier par 23 qui est le pged de 161 et 368. (Attention, n’oubliez surtout
pas cette simplification, sinon la suite du raisonnement serait fausse.)
Ainsi 7|16(y— o), or pgcd(7,16) = 1 donc par le lemme de Gauss 7|y— yo. Il existe donc k € Z tel que y— yo =
7xKk. Repartant de I’équation (#) : 7(x—x0) = —16(y— yo). On obtient maintenant 7(x — xo) = —16x 7x k.
D’ou x — xo = —16k. (C’est le méme k pour x et pour y.) Nous avons donc (X, ¥) = (Xo — 16k, Yo + 7K). Il n’est pas
dur de voir que tout couple de cette forme est solution de 1’équation (E). Il reste donc juste a substituer (Xo, Yo) par
sa valeur et nous obtenons :
Les solutions entiéres de 161x+ 368y = 115 sont les (x, y) = (35— 16k,—15+ 7k), k parcourant Z.
Pour se rassurer, prenez une valeur de k au hasard et vérifiez que vous obtenez bien une
solution de I’équation.
3) Démontrer que deux entiers sont premiers entre eux

Démontrer que pour tout entier naturel n, 2n + 3 et 5n + 7 sont premiers entre eux.
5(2n +3)— 2(5n +7) =10n +15-10n -14=1

D'apres le théoréeme de Bézout, avec les coefficients 5 et -2, on peut affirmer que
2n + 3 et 5n + 7 sont premiers entre eux.

Application : Résoudre une équation du type ax + by = ¢

a) Déterminer les entiers x et y tels que 5x +7y =1

b) Déterminer les entiers x et y tels que 5x +7y =12

Réponse

a)Onay :@ . En choisissant x =—4, y est entier.

Ainsi, le couple (-4 ; 3) est une solution particuliére de I'équation.

Donc 5x +7y =5x(-4)+7x3

Soit 5(x +4)=7(3-y).
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5 divise 7(3—Y ) et5 et 7 sont premiers entre eux.

D'aprés le théoreme de Gauss, 5 divise 3—vy .

On prouve de méme que 7 divise x +4.

Il existe donc deux entiersk et k' telsque X +4=7k et 3—y =5k ".

Réciproquement, on remplace dans I'¢quation 5(x +4)=7(3—y ) soit :

5x7k =7x5k " etdonc k =k .

Ainsi, les solutions sont de la forme x =7k —4 et y =3-5k , avec k entier quelconque.
b)Onavuque: 5x(-4)+7x3=1 donc 5x(—4)x12+7x3x12=12

Soit encore : 5x(—48) +7x36 =12 et donc le couple (-48 ; 36) est une solution particuliere de I'équation.
En appliquant la méme méthode qu'a la question a, on prouve que les solutions sont de la forme X =7k —48 et
y =365k , avec k entier quelconque.

Exercice

1. Calculer les coefficients de Bézout correspondant a pgcd(560,133), pgcd(12121,789).

2. Montrer a I’aide d’un corollaire du théoréme de Bézout que pgcd(a,a +1) = 1.

3. Résoudre les équations : 407x +129y = 1 ; 720x +54y = 6 ; 216x +92y = 8.

4. Trouver les couples (a,b) vérifiant pgcd(a,b) = 12 et ppcm(a,b) = 360.

V.  Congruences dans Z

Exemple :

On considere la suite de nombres : 1, 6, 11, 16, 21, 26, 31, 36.

Si on prend deux quelconqgues de ces nombres, alors leur différence est divisible par 5.
Par exemple : 21 — 6 = 15 qui est divisible par 5.

On dit que 21 et 6 sont congrus modulo 5.

U Soit n un entier naturel non nul.

Deux entiers a et b sont congrus modulo n lorsque a — b est divisible par n.

Onnote a=b[n] .




Proprieté ~ Soit n un entier naturel non nul.

Deux entiers a et b sont congrus modulo n, si et seulement si, la division euclidienne de a par n a le méme reste

que la division euclidienne de b par n.

Démonstration :

-Sir=r':
a-b=ng+r-nqg —r=n(g-q") donc a-b est divisible par n et donc azb[n].

- Si a et b sont congrus modulo n :

a-b=ngq+r-nq'-r=n(g-q)+r-r
Doncr-r'=a-b-n(g—q)
Comme a=b[n], a— b estdivisible par n et donc r - r* est divisible par n.

Par ailleurs, 0<r<n et 0<r'<n

Donc —-n<-r<0 et 0<r'<n

Etdonc -n<r'—=r<n.

r —r' est un multiple de n compris entre -netndoncr—r'=0, soitr =r'.

Exemple :

Onavu que 21=6[5].

Les égalités euclidiennes 21 =4 x5+ 1 et 6 = 1 x 5+ 1 montrent que le reste de la division de 21 par 5 est égal au

reste de la division de 6 par 5.

y plobril J Soit n un entier naturel non nul.

a) a=a[n] pour tout entier relatif a.

b) Si a=b[n] et b =c[n] alors a=c[n] (Relation de transitivité)

Démonstration :

a) a—a =0 est divisible par n.

b) a=b[n] et b =c[n] doncndivisea—betb—cdoncndivisea-b+b-c=a-c.
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Proprieté( opérations j Soit n un entier naturel non nul.

Soit a, b, a' et b’ des nombres relatifs tels que a=b[n] et a'=b’[n] alorsona:
- a+a'sb+b’[n]
- a—a'=b-b'[n]
- axa'sbxb'[n]

- a*=b"[n] avec peIN

Démonstration de la derniére relation :

e |Initialisation : La démonstration est triviale pourp=0oup=1
o Hérédité :

- Hypothése de récurrence :

Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie : a* =b* [n]

- Démontrons gue : La propriété est vraie au rang k + 1 : a“ Ebk“[n] .
a"“ Eaxak =b xbk zbk“[n]

e Conclusion :
La propriété est vraie pour p = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le principe de récurrence, elle est vraie

pour tout entier naturel p.
Exemples :

Ona 7=4[3] et 11=20[3] donc:
- 7+11=4+20=24[3] etonaalors 7+11=0[3]

- Tx11=4x20=80[3] etonaalors 7x11=2[3].

Application 1 :

Méthode : Déterminer le reste d'une division euclidienne a I'aide de congruences
a) Déterminer le reste de la division de 24° par 5.

b) Déterminer le reste de la division de 24%7 par 7.
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Réponse :

a) Toute puissance de 1 est égale a 1. On cherche donc
une puissance de 2 qui est égale a 1 modulo 5.

On choisit alors de décomposer 456 a I'aide du facteur

4 car 2 =16=1[5].

2456 = 24><114 [5] ,

- (24 )114 [5]

= 1114 [5]

, on applique la formule de

congruences des puissances.

51[5]

Le reste est égal a 1.
b) On cherche donc une puissance de 2 qui est égale a
1 modulo 7.

On choisit alors de décomposer 437 a l'aide du facteur

3 car 2°=8=1[7].

2437 = 23><145+2 [7]

= (2" x2%[7]
=1 x4[7]
=4[7]

Le reste est égal a 4.

Application 2

Méthode : Résoudre une équation avec des congruences

a) Déterminer les entiers x tels que 6+X = 5[3]

b) Déterminer les entiers x tels que 3x =5[4]

Réponse

a) 6+x =5[3]
6+x —6=5-6[3]
=-1[3]
x =2[3]
Les entiers x solutions sont tous les entiers de la forme

2+ 3kavec k eZ.

b) 3x =5[4] donc 3x =1[4]

Or x est nécessairement congru a I'un des entiers 0, 1, 2
ou 3 modulo 4.

Par disjonction des cas, ona:

X modulo 4 0 1 2 3

3x modulo 4 0 3 2 1

On en déduit que x =3[4].

Les entiers x solutions sont tous les entiers de la forme

3+4kavec k €Z.
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Propriéte - Soient a,b et ¢ des entiers relatifs non nuls et n un entier naturel non nul et soit d =c An

ona ac sbc[n]aasb[dﬂ}

Démonstration

5 ac =bc[n]<ac —bc =kn (k €Z)
<c(@a-b)=kn (k €Z)

Comme d =c Analors (I, f)eZ’)c=ad etn=p£d etan =1

ac =bc[n]< ad(a-b)=pdk (k €Z)
S al@a—b)=pk (k eZ)

Donc

pla(a-b)

D’apreés le théoréme de Gauss on a
anpf=1

:>ﬂ|(a—b)

Donc a—b =0[A]et comme ﬁ:dﬂalors a-b EO[‘H et par suite a Eb[(ﬂ

a=b+kdﬂ(keZ)

n
<) supposons quea =b [—} donc = ada =adb +akn
d = ca=cb +akn

=ca=cb[n]

a=b[n]
m|n

ac =bc[n] ac=bc[p]

Propriété
asb|n|; 2 as=b|m ;3 a=b
{C/\n=1 - "] ){ - [] ){pne divisen:> [P]

VI.  Plus grand commun diviseur de plusieurs entiers (PGCD)

On peut géneéraliser les propriétés du PGCD de deux entiers & une famille (a, )_, _ d’entiers relatifs (n > 2)

Definition : On appelle le plus grand diviseur de des entiers ai, &, as,...,et an ’entier noté

a Ad, Ay AL AR, =d

d>0
Cada rna, Aa;A..ng, =d & {Vk €(1,2,3,...,n) d|a,

[(VC eN')(vk €(1,2,3,...,n)) c|ak]:c|d
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Exemples : 26 A12A4=2

Proprietes ~ Soient les entiers relatifs non nuls as, az, as,....et a; on a

A, Ay A Al =(a Al Ay AR, ) A (@, AGY)

256 A112 A 72 =256 A (112 A 72)

Exemple :
=XeMBTe . =256 A8=8

Propriete _sia na, Aa,A..na, =d alors il existe des entiers relatifs a;,q,,....a, de Z tels que

d =Zn:aiai
i=1

Exemple : d =26 A12A4=2 donc d =2=1x26+(-3)x12+3x4

Définition

On dit les entiers relatifs ai, az, as,...,et a, sont premiers entre eux dans leur ensemble si

aAnd, Ay ALLAg, =1

Exemple : les entiers 15,21,35 sont premiers entre eux car 15A21A35=1

Mais ne sont pas premiers entre eux deux a deux car 15A21=3et 15A35=5 et 21A35=7

Proprieté = o5 entiers ay, ay,..., a sont premiers entre eux dans leur ensemble si, et

n
seulement si, il existe des entiers relatifs «;,«,,...,«, de Z tels que Zai a =1
i=1

Remargues

* Des entiers premiers entre eux deux a deux sont évidemment premiers entre eux dans leur ensemble.

* La réciproque est fausse & A8, A8; A...A 8, =1il se peut méme que V(i,j)a Aa; #1, comme le prouve

I'exemple des entiers 6, 10 et 15.

VII. Plus petit commun multiple de plusieurs entiers (PPCM)

On peut généraliser les propriétés du PPCM de deux entiers a une famille (a, ) d’entiers relatifs (n > 2)

1<k <n
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Définition . — . .
: On appelle le plus petit commun diviseur des entiers relatifs nn nuls ai, az, as,...,et an

I’entier noté a, va,va,v..va, =m Cad

m >0
ava,vav..va, =m< vk €(4,2,3,..,n) a|m

[(ve eN')(vk €(1,23,.,n)) a[c |=m]c

Exemples : 3v5v6=30

VIII. L’ensemble Z/nZ

1. Classes d’équivalence

Soit n un élément de N*

o [’ensemble des entiers relatifs qui ont méme reste r de la division euclidienne sur n s’appelle classe

d’équivalence der et onnote r ou r

e T s’appelle classe d’équivalence modulo n dans Z

En général : soit a un entier relatif et n de N*: classe d’équivalence de a est I’ensemble définie par

a={x eZ/x =a[n]}={a+kn/k eZ}

Exemples

1) Sin=2alors 6={x eZlx 50[2]} ={2k /k eZ}donc 0 c’est ’ensemble des entiers paires
1={x eZ/x =1]2]} ={2k +1/k eZ} donc 1 c’est I’ensemble des entiers impaires
2) Sin=3alors 0={x eZ/x =0[3]} ={3k /k €Z}

1={x eZ/x =1[3]} ={3k +1/k 2}

2={x eZ/x =2[3]} = {3k +2/k 2}
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Propriété ]

1) SoitndeN"ona (VaeZ)(3r €{1,2,...,n-1}) a=r
2) SiO<r<netO<r'<n alorsa) r'=r<r=r' b)r_'iF:>r_'ﬂF=®

3) (vx eZ)(Irefl2..,n-1}) x er (restle reste de la division euclidienne de x par n)

4) On Z=0U1U2U..Un -1 et ZAZ={5;1;§;...;n —1}

Exemples :
1) sin= 22, -{01 2) sin=3 %4, -{012]
0={x eZ/x =0[2]} ={2k /k Z} 0={x eZ/x =0[3]} ={3k /k €Z}
1={x ezZ/x =1[2]} ={2k +1/k eZ} 1={x eZ/x =1[3]} ={3k +1/k 2}
4=8=0=2018 et 1=5=17=2017 2={x eZ/x =2[3]} = {3k +2/k €Z}
0=3=66=18=2017 et 1=4=7=19

e - Z
2. Les opérations sur AZ

Soient x ety des éléments de Z

On définit I’addition dans % 7 bar X + ? =X +Yy

On définit la multiplication dans %Z par X xy =X xy

Exemple : On détermine dans %Z la somme et le produit
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Cours

x | 0| 1|2 |3 |2 ]65 + 10| 1|2 |3 ]| 4|65
0o [0 ] 0| 0|0 | O0|oO 0|0 | 1|2 |3 | 3]5
i |0 |1 ]2 ]3] 4|5 1| 1|23 |3 |5/]°0
2 |0 | 2| a0 | 2|4 2 |2 | 3|4 |50 |1
3 /0 |3 |0 ] 3|0 3 3|3 |4 |5 |0 | 1]2
4 |0 | a2 0|22 4 | 4 | 501|213
5 |0 |5 |2 |3 |2]1i 5|5 |0 | 1|2 ]| 3]a4

Les plus anciennes traces des nombres premiers ont été trouvées prés du lac Edouard au Zaire sur
un os (de plus de 20000 ans), I’os d’Ishango, recouvert d’entailles marquant les nombres premiers

11, 13, 17 et 19. Est-ce ici I’ébauche d’une table de nombres premiers ou cette correspondance est-

elle due au hasard ?

1. Définition et propriétés

G Unnombre entier relatif est premier s'il possede exactement deux diviseurs positifs distincts 1
et lui-méme.

Notation : on note a I’ensemble des entiers premiers par P

Exemples et contre-exemples :

- 2,3,5, 7sont des nombres premiers.
- 6 n'est pas un nombre premier car divisible par 2 et 3.
- 1 n'est pas un nombre premier car il ne posséde qu'un seul diviseur positif.

Liste des nombres premiers inférieurs a 100 :

23571113 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97

Propriété

Tout entier naturel n strictement supérieur a 1 et non premier admet un diviseur premier p tel que p < Jn

o7



Cours

Démonstration :

Soit E I'ensemble des diviseurs de n autre que 1 et n. Cet ensemble est non vide car n n'est pas premier donc E

admet un plus petit élément noteé p.

p est premier car dans le cas contraire, p admettrait un diviseur autre que 1 et p. Ce diviseur serait plus petit que p et

diviserait également n ce qui contredit le fait que p est le plus petit élément de E.

On peut ecrire que n = pg avec p < q car p est le plus petit élément de E.
Donc pxp<pg=n etdonc p <Jn .

Remarque :

Pour savoir si un nombre n est premier ou non, la recherche de diviseurs peut s'arréter au dernier entier premier

inférieur a </n .

Propriete I existe une infinité de nombres premiers

Démonstration : Supposons qu’il existe un nombre fini de nombres premiers :

P1, P2y - o Piv .o Pn. POSONSN =Py X pp X« - - XpiX---xpy+1

D’apres la propriété précédente on a, N admet un diviseur premier.

Soit p; ce diviseur premier. p; divise donc p1 X p2 X -+ - X pj X - - - X pp et N.
Il divise donc la différence N — (p1 X p2X - - - X pix - - - X py) = L.

Ceci est impossible, donc I’hypothése qu’il existe un nombre fini de nombres premiers est absurde.

Méthode : Déterminer si un nombre est premier ou non
Crible d’Eratosthéne
Pour dresser la liste des nombres premiers entre 2 et 150, la méthode du crible d’Eratosthéne consiste a :

« écrire la liste des nombres entiers de 2 a 150 ;

« éliminer successivement les multiples propres 1 de 2, de 3. . . puis ceux de p, ou p est le premier nombre non

encore éliminé, etc.

Les entiers éliminés (sur fond bleu dans le tableau ci apres) sont les entiers non premiers entre 2 et 150. Les entiers

restant (sur fond jaune) sont donc les nombres premiers inférieur a 150.



Remarque :
1) Pour éliminer les multiples propre de 7, commencer a 72, car les multiples
inférieurs ont déja été éliminés.

2) donc tout entier non premier sera éliminés en tant que multiple propre de 2, 3, 5, 7 et 11.

Exemple :
391 est-il premier ?

Pour le vérifier, on teste la divisibilité par tous les nombres premiers inférieurs a J/391~19,8.

Soit: 2,3,5,7,11,13, 17 et 19.

Les criteres de divisibilités connus en classe du collége permettent de vérifier facilement que 391 n'est pas divisible
par 2, 3 et 5.

En vérifiant par calcul pour 7, 11, 13 et 17, on constate que 391 : 17 = 23.

On en déduit que 391 n'est pas premier.

Propriété J

1) (pePetgqePetp=q)=pnaq=1 2) (VaeZ) (Vp eP) (p nedivise a)= pra=1
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Démonstration :
1) nonpose d =p AQ

on suppose que p et g sont premiers de N
d=pag=d|petd]q

=d e{lp}et d e{lq}

onpose d =p Aa
d=para=d|petd|a
=d e{Lp}etd|a

= (d =loud =p)et d|a

=d e{Lp}N{La} = (d =letd|a)ou (d =petd|a)

=d=1 car p=q =d =1car pnedivisea

Et par suite (pePet gePet p#q)=>pAq=1 et par suite p na=1

2) onsuppose que p est premier et p ne divise a

Propriétée )
p premier .
p premier
1) qplab = plb 2) {p|ab = plaou p|b
p nedivise a
. Vi 6{1,2,3,...,n} p, eP
p premier ) _
3) { =@3i €{1,23,...n})pla, ; 4)ipeP =@3i e{1,23,...n})p=p,
plaa,...a,
p[p.p;--.-P,

2. Théoréme de Fermat

PIERRE D:%U\m 1601-1665
n

7, +]”: :

s “ /f.,- “/l
7oz

Pierre de Fermat (1601 ; 1665) est I’auteur de la plus célebre conjecture des

mathématiques :
« L’équation X" + y" = z" n’a pas de solution avec X, y,z>0etn>2»,
Fermat prétendait en détenir une preuve étonnante, mais il inscrivit dans la

PR marge d’un ouvrage de Diophante d'Alexandrie ne pas avoir assez de place

na pas de solution pour des entiers n>2
avaom

. pour la rédiger !!!

Il fallut attendre trois siécles et demi pour qu’en 1995, un anglais, Andrew Wiles, en vienne a bout et empoche

récompenses et célébrité.

Activité :
Soit p un nombre premier positif

1) Démontrer que p|C; tel que 1<k <p-1

2) Déduire que p|(n+1)° —(n® +1)
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Cours
3) a) Démontrer par récurrence que VneN n® =n [p]
b) Déduire que Vn eN n"*=1[p] telque pAn=1

c) Déduire vaeZ a” =a[p] et vaeZ a’*=1[p] tel que pra=1

Propriété

Soit p un nombre premier

1) VaeZa’=a[p] 2) VaeZa*'=1[p]telque para=1

Exemple : Prouver que, pour tout entier n, 7 divise 3°" — 1
7 est premier et 3 n’est pas un multiple de 7, donc, d’aprés le petit théoréme de Fermat, ona : 3°=1mod 7
Comme la congruence est compatible avec les puissances, on a: 3%" = 1 mod 7

donc 3%" — 1 est divisible par 7 pour tout n.

3. Décomposition en facteurs premiers
Exemple :
On veut décomposer 600 en produit de facteurs premiers.
600=6x100=6x10=2x3x22x5?=23x 3 x 5?

En effet, 2, 3 et 5 sont des nombres premiers.

Propriété

Tout entier relatif n différent de -1 et 1 se décompose en produit de facteurs premiers.

Cette décomposition est unique a l'ordre pres des facteurs.
Onnote N =&p, x P, x...x P,“ avec p, p, ..., pr nombres premiers distincts et ¢, @,, ..., @, entiers naturels

nonnuls. é=1sin>0etée=-1sin<0

Le nombre de diviseurs N est alors : N = (a1 + 1)(02 + 1) . . . (om + 1)

Démonstration :

Existence : supposons que n >0

- Si n est premier, lI'existence est démontreée.
- Sinon, le plus petit diviseur p1 de n est premier et il existe un entier naturel ny tel que : n = pin;.

- Si ny est premier, I'existence est démontrée.



Cours
- Sinon, le plus petit diviseur p. de n; est premier et il existe un entier naturel n, tel que : N1 = pan,.

On réitére le processus pour obtenir une suite (n, ) décroissante et finie d'entiers naturels.

Ainsi, n se décompose en un produit de facteurs premiers du type : N =p,” x p,* x..x p,“ .
Unicité : On effectue une démonstration par récurrence

o Initialisation : Trivial pour n = 2.

o Hérédité:

- Hypothése de récurrence :

Supposons qu'il existe un entier k strictement supérieur a 1, tel que la propriété soit vraie pour tout entier
strictement inférieur a k :
La décomposition de tout entier strictement inférieur a k en produit de facteurs premiers est unique.

- Démontrons que : La propriété est vraie au rang k : La décomposition de k en produit de facteurs premiers

est unique.
Supposons qu'il existe deux décompositions distinctes : k = p,p,...p, =0,d,...q,
Donc p; divise q,q,...q, et donc il existe un entier g; tel que p. et g ne soient pas premiers entre eux. Comme p; et

gi sont premiers, on a px = ;.

Le nombre | =I;— estinférieuraketona:l =p,p,..p, =0,0,...0; ,0; .1---0,
1

I qui est inférieur a k admet donc deux décompositions distinctes ce qui est contradictoire avec I'hypothése de
récurrence.

e Conclusion:

La propriété est vraie pour n = 2 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe de récurrence, elle est vraie

pour tout entier naturel n.

Propriété
Soit £p,™ x p,” x...x p,“ la décomposition en produit de facteurs premiers d'un entier naturel n non nul.

Tout diviseur de n admet une décomposition en produit de facteurs premiers de la forme &'p,”* x p,”» x...x p,/*

avec 0< B <¢, pourtout 1<i <r.

Démonstration : supposons que n >0

_ plﬂl % pzﬂz X...X prﬂr divise plal x pzaz X...X prar



Cours

- Réciproquement, soit d un diviseur de n = p,* x p,”* x..x p,* .

Donc tout facteur premier de d divise n et est donc égal a p1, p2, ... ou pr.

Par extension, on en déduit que d peut s'écrire plﬁl X pzﬁz X ... X p,ﬂf avec 0<f <gq;.
Exemple :

600 = 23 x 3 x 52

Donc 2% x 3% x 5! = 20 est un diviseur de 600.

Méthode : Déterminer un PGCD ou un PPCM*

Propriété

Soit a et b deux éléments de Z* tels quea =&p,” x p,” x..x p,“ etb=¢&'pA xp,”” x..xp,” avec £2=1 et
&'2=1 avec py, p2, ..., pr nombres premiers distincts :
1) Onaab=p/xp,”x..xp,” telque (1<i <r)y =inf(;; )

2) avb=p/ xp,/?x.xp"" tel que (1<i <r) y'; =sup(e;; )

Exemples
a) Décomposer 17 640 et 411 600 en produits de facteurs premiers.

b) En déduire le PGCD et le PPCM (plus petit multiple commun) de ces deux nombres.

a) 17 640 = 2 x 8820 411 600 =2 x 205 800

=2%2x 4410 =2%x 102 900

=23x 2205 =23 x 51 450

=22x3x735 =24x 25725

=23x3%x 245 =24x 3 x 8575

=22x32x5x49 =2*x3x5x1715

=22x32x5x 72 =24x3x5%x 343
=24x3x52x7x49
=2x3x52x 7

b) Le PGCD de 17 640 et 411 600 est donc 23 x 3 x5x 7%=5880
Le PPCM de 17 640 et 411 600 est donc 2% x 32 x 52 x 7° =1 234 800

Méthode : Déterminer tous les diviseurs d'un entier



Cours

Déterminer tous les diviseurs de 132. 110

3"
On décompose 132 en produit de facteurs premiers : 2“<

132=2x66=2x2x33=2?x3x11

En parcourant tous les chemins possibles de I'arbre, on obtient tous 2 l<

les diviseurs de 132.

. . E 0
On construit un arbre donnant tous les cas possibles : ‘§[< 11

Ainsi par exemple, 2 x 3% x 11! = 22 est un diviseur de 132. 3" )
2 11
22 oo
L'ensemble des diviseur de 132 est : 1, 2, 3, 4, 6, 11, 12, 22, 33, 44, < 41 11"
66, 132. 11!

Remargue : La décomposition permet également de déterminer le nombre de diviseurs d'un entier. Il s'agit du
produit des exposants augmentés de 1 des facteurs premiers. Cela correspond au produit des branches de chagque
niveau de l'arbre.

Ainsi 132 possede (2 + 1) x (1 + 1) x (1 + 1) = 12 diviseurs.

Exemple : Trouver le nombre de diviseurs de 120 puis déterminer tous ces diviseurs.

On décompose 120 en facteurs premiers : 120 =23x 3 x 5

Onalors: (3+1)(1+1)(1+1)=4%x2x2=16

Il'y a donc 16 diviseurs pour 120.

Problémes

1) Un entier naturel n a 15 diviseurs. on sait de plus que n est divisible par 6 mais pas par 8.

Déterminer cet entier n.

L’entier n a 15 diviseurs. Il faut donc connaitre toutes les décompositions de 15 en facteurs supérieursa 1. [In’y a
que 2 décompositions soit en un seul facteur 15, soit en deux facteurs 3 x 5.

On sait que n est divisible par 6, il est donc divisible par 2 et par 3. Donc n admet 2 facteurs premiers. Comme 15
ne peut se décomposer en plus de 2 facteurs, alors n ne peut admettre que 2 facteurs premiers 2 et 3.
Onadonc:n=2%3" Comme 15=3 x5, onaalors: (1 +a)(1+p)=3x5

On trouve alors deux solutions : a=2etf=4oua=4etf=2

On sait de plus que n n’est pas divisible par 8 =23 donc o est inférieur a 3. nestdonc : n=223*=4x 81 =324
2) Déterminer le plus petit entier naturel possédant 28 diviseurs.

Soit n ’entier cherché.

Trouvons toutes les décompositions de 28 en facteurs supérieurs & 1. On peut décomposer 28 en 1, 2 ou trois

104



facteurs: 28 ou2x 14oudx70u2%x2x7

* En 1 facteur.

Le plus petit entier n est alors n = 2* avec a + 1 = 28 soit a = 27
n=2%=134 217728

* En deux facteurs : 28 = 2 x 14,

Le plus petit entier nestalors: n=2“x3 aveca+1=14etf+1=2
Ontrouve alors: a=13etf=1

donc n=28x3=24576

* En deux facteurs : 28 =4 x 7.

Le plus petit entier nestalors:n=2“x Faveca+1=7etf+1=4
Ontrouve alors:a=6etf=3

doncn=2%x33=1728

* En trois facteurs : 28 =2 x 2 x 7.

Le plus petit entier nestalors : n=2“x 3 x5 aveca+1=7;f+1=2ety+1=2
Ontrouvealors:a=6;p=1lety=1

donc n=25x3x5=960

Conclusion : Le plus petit entier naturel ayant 28 diviseurs est 960

4. Notre systeme de numération
Notre systéme de numération est un systeme décimal de position. Il est constitué de 10 chiffres dont la position
indique le nombre d’unités de la puissance de 10 correspondante.3405 =3 x 10%+ 4 x 102+ 0 x 10! + 5 x 10°

Il a fallu attendre le Xlle siécle pour que ce systéme inventé en Inde arrive en occident.

Dans un systeme de position en base b, on note un nombre N par a,a, ; ...3,,, . Ce nombre N s’€crit de

maniere unique par : N=ap x b"+a,1xb™ + - - . +a; x b + agp x b®et on a Avec an, an-1,... ao des chiffres

strictement inférieur a b. En base b, il ne peut y avoir que b chiffres

Conversion de la base b vers la base 10

* En base 2, il n’y a que 2 chiffres : O et 1

1101112 =1x25+1x 2 +0x 22+ 1x22+1x21+1x2°=32+16+0+4+2+1=55
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*Enbase 5, il ya5 chiffres: 0,1, 2,3¢et4

231°=2x52+3x5'+1x5°=2x25+3x5+1=50+15+1=66

* En base 12, il y a douze chiffres. Comme nous n’avons que 10 chiffres dans notre systéme décimal, on prend
souvent pour les deux derniers chiffres a pour le chiffre 10 et £ pour le chiffre 11. Les douze chiffres sont donc : 0O,
1,2,3,4,5,

6,7,8,9, aetf. 1a6'?=1x122+10x 12 +6 x 12°= 144 + 120 + 6 = 270

Principe de conversation Exemple :

Donc 37 =100101¢

5. Comparaison de deux nombres représentés au méme systeme de numération

Théoréme ]

Soit x et y deux éléments de IN représenté dan méme systéme de numération par X =a,a,...8,

Y =CnCrn1-CopyOna

a sim>n=y>x ; b) Sim=n}{. etc, >a =y >xX

i+1=ci+1

& #C;
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Exemple

Dans le systeme de numération de base 7 on pose Y =5416(7 et X =126517) on a le nombre de chiffres de x est 5

et le nombre de chiffres de y est 4 donc x >y

6. Somme et produit de de deux nombres représentés dans un systeme de numération

Exemple

1_ 23y +12(6) = (4% 2+3) + (1x4+2)
23

.\ =3x4+4+1=4>+1
Py =1x4? +0x4+1=1014
]ﬁm)

4_32(5) . .

+ 4325y x134(s5) = (4x5° +3x5+2) x (1x5° +3x5+4)
134 —4x5" +3x5 +2x52 +12x5° + 9x 52 + 6x5+16x52 +12x5+8
3333
2401 =4x5" +3x5* +5* +2x5* +3x5° +3x5+5+3
432. =5° £ 3x5* + 5% + 4x5+3=131043
131043

7. Critere de divisibilité par lesnombres 5et25et 3et9et 11 et4

Dans cette partie x, désigne un entier naturel non nul et m(b) avec a, = 0son écriture décimale. on a
X=an % 10"+ a5, 1% 10"+ - - - +a; x 101 + &
Activité : ( congruence modulo 5)

1) Vérifier que Vp € N",10° =0[5]

2) a) En déduire que X =2, [5]

b) Application

Déterminer le reste de la division euclidienne par 5 de 1738,2352,13325 et 32064512
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Cours

Solution :

1) Soit pun élément de N°, on a 10° =5(2x 210" ) et 2x210°* € Z donc 10° =0[5]

2) ajonax =a,+ » a,10" et » a 10 est une somme de multiple de 5 donc > a,10° =0[5] et par suite
p=1 p=1 p=1

X =a5]

b) le reste de la division euclidienne par 5 de 1738,2352, 13325 et 32064512 sont respectivement les mémes

restes que pour 8,2,5,2 ; ces reste sont donc 3,2,0et 2

Remarque : en utilisant la congruence modulo 2,0n établit de méme que X =a, [2]

Activité 2 ( congruence modulo 4)
1) Vérifier que Vp e N—{0;1},10° =0[4]
2) a) En déduire que x =a,a,[4]
¢) Application
Déterminer le reste de la division euclidienne par 4 de 1738,2352,13325 et 32064512

Solution :

1) Soit p un élément de N—{0;1}, ona 10° =4(25x 210" %) et 25x 210" € Z donc 10° =0[4]

2) a)onax =aa, +» a,10" et > a 10° est une somme de multiple de 4 donc > a 10° =0[4]et par suite
p=2 p=2 p=2

x =a,[4]

c) le reste de la division euclidienne par 5 de 1738,2352, 13325 et 32064512 sont respectivement les

mémes restes que pour 38,52,25,12 ; ces reste sont donc 2,0,1et O

Remarque : en utilisant la congruence modulo 25,0n établit de méme que X EaE[ZS]



Activité 3 ( congruence modulo 9)

1) Vérifier que Vp eN,10” =19]
2) a) Endéduire que x = iap [9]
p=0

b) Application
Déterminer le reste de la division euclidienne par 9 de 1738,2352,13325 et 32064512
Solution :
1) Soitpunelementde N
Si p =0alors 10° =1=19]
Si p#0 onal0” -1" =(10-1)(10°™" +10°* +10°~° +...+10°) donc 10° =1[9]

2) a)Onaa,10" +a, 10" +..+a10" +a, et Vp €N,a,10" =a,[9] donc par somme x = > a, [9]
p=0

b) ona 1738=1+7+3+8[9]etona 1+7+3+8=19=2x9+1donc le reste de la division euclidienne par

9 est 1.de méme, les restes de la division par 9 de 2352 ,13325 et 32064512 sont respectivement 3,5 et 5

n
Remarque : En utilisant la congruence modulo 3,on établit de méme que x = Zap [3]
p=0

Activité 4 (congruences modulo 11)
1) Vérifier que Vp eN,10° = (-1)° [11]

2) a) En déduire que x = Zn:(—l)”ap [11]

p=0
¢) Application
Déterminer le reste de la division euclidienne par 9 de 1738,2352,13325 et 32064512
Solution :
1) Soit pun élément de N

Si p =0alors 10° =1et (-1)° =1donc 10° = (-1)° [11]

Si p#0 ona 10=-1[11]donc 10° = (-1)° [11]
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2) a)Onaa,10"+a, ;10" ++..+a10" +a,et Vp eN,a,10° =(-1)Pa_ [11] donc par somme

X = Zn:(—l)pap [11]

b) ona 1738=-1+7-3+8[11] donc le reste de la division euclidienne de 1738 est 0.de méme, les restes

de la division par 11 de 2352 ,13325 et 32064512 sont respectivement 9,4 et 7

Propriété )

soit x un entier naturel tel que x =a, x10" +a, , x10"" + - - - +a x10" +a, tel que

Vi €{0,1,2,..,n} 0<a <10et a, »00na X =a, x10" +a, , x10" "+ - - +a,x10" +a,

1) x =0[5]< (a,=50ua,=0) ; 2) x =0[25]< aa, {0,25,50,75}

3) x sO[3]<:>§&i 03] ; 4« 50[9]<:>§ai ~0[9]

5) x =0[11] & (-3 =0[t1] ; ) x =0[4] a7, =0[4]

X.  L’ensemble Z/pZtel que p est un nombre premier et positif

Lemme 1
Pour toutaetnde Zona: aan=1<(3meZ)/am =1[n|

Démonstration

= Supposons que a AN =1donc d’apres théoréme de Bézout (Im € Z)(3P € Z) / am +Bn =1et par suite on a
(3m eZ)am =1-Bn comme —Bn =0[n]alors (3m eZ)/am =1[n]|

< Supposons (3m e Z)/am =1[n]cad (Im €Z)(Ik € Z)/am =1+kn cad
(@m € Z)(3k € Z)/am —kn =1donc d’aprés théoréme de Bézout aAn =1
Théoréeme

Soit p un nombre premier positif. Ona (vx z/pz—{0})(3y z/pz—{0})/xy =1
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Démonstration

Onpose E =2/pZ-{0} onax eE < x efl2.,p-1} < (Jnefl2.,P-1}):x =a
On a p premier et ne divise aucun nombre da {1,2..,P -1} donc p Ao =1 donc d’apres lemme 1

Jy e{L2.,P-1}:xy =1[p] cad 3y e{1,2..,P -1} :xy =1 dans %Z et par suite 3y €E :xy =1
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Dans cet exercice a et b désignent des entiers strictement positifs.
1. a. Démontrer que s’il existe deux entiers relatifs u et v tels que au+bv=1 alors les nombres a et b sont premiers entre

eux.

2
b. En déduire que si ( a’ +ab—h? ) =1 alors a et b sont premiers entre eux.

2
2. On se propose de déterminer tous les couples d’entiers strictement positifs (a ; b) tels que ( a? +ab—b? ) =1.Untel

couple sera appelé solution.

a. Déterminer a lorsque a = b.

b. Veérifier que (1 ; 1), (2 ; 3) et (5 ; 8) sont trois solutions particuliéres.

c. Montrer que si (a ; b) est solution et si a<b, alors a> —b? <0 .

3. a. Montrer que si (X ; y) est une solution différente de (1 ; 1) alors (y—x ; x) et (y;y+Xx) sont aussi des solutions.
b. Déduire de 2. b. trois nouvelles solutions.

4. On considere la suite de nombres entiers strictement positifs (a,),.y définie par a, =& =1 et pour tout entier n, n>0,

G2 =& T8y

Démontrer que pour tout entier naturel n>0, (a, ; a,,,) est solution. En déduire que les nombres a, et a,,; sont premiers
entre eux.

1. a. Démonstration de cours : voir plus haut. 3.a. (y—x; x) est une solution ssi (x ; y) est une solution :

a’+ab-b%=1

2
a’+ab-b%=-1 ((y_x)2+(y—X)X—x2)

b. (a2 +ab —b? )2 =1©{

:(y2—2xy+x2+xy—x2—x2)2
a(a+b)-bxb=1 , )12
{b(b—a)—axazl =(y?xy +x?) =1

. Dans les deux cas on peut écrire au+bv=1 : dans le Méme calcul pour (y;y+Xx).
premier u=a+v,v=-b, dans lesecondu=b—a,v=-a. b. (2 ; 3) est solution donc (3-2;2)=(1;2) et

2.a)a=b: (a2+ab—b2 )2 levat—1=a=1 (3;3+2)=(3;5) ensont; (5; 8) est solution donc

(@>0) (8-5;5)=(3;5) et (8;5+8)=(8;13) ensont;onales

nouvelles solutions : (1;2), (3;5) et (8;13).
b.(1;1)estdéjéfait,(2;3):(22+2.3—32 )2=1 et (1:2), (3:5) et (8:13)

4. 8 =a =1, a,,, =a,,, +a,. Démonstration par

cay . (E2 2\2 _ _ea\ —
5:8): (5 +58-8 ) =(25+40-64)" =1. récurrence : supposons que (a, ; a,,1) est solution, alors

c. a®+ab—b*=1:siona a®> —b* >0, alors a* +ab—b? (VY +X)=(8n.1 8 +80.0) = (41 5 8yap) ESESOlUtiON
ne peut pas valoir 1 ; de méme a2 +ab—b? ne peut valoir d’aprés le 3. a. Comme c’est vrai aurang 0 : (1 ; 1) est

. . . - solution, ¢’est toujours vrai.
—1 dans ce cas puisqu’il serait positif. Dans tous les cas on a > )

12 <0. La question 1. b. justifie alors que les nombres a, et a,,;

sont premiers entre eux.
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1. Déterminer les restes de la division de 5P par 13 pour p entier naturel.

2. En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, le nombre N = 31" + 18* " est divisible par
13.

1. p=0:1,p=1:5p=2:-1oul2,p=3:-So0u8, | 2. N=31*"1418"" : 31=2x13+5=5(13)
p=4:1donc

oour 2k Te reste est 1 et 18=13x1+5=5(13) ; onadonc
p= ,

pour p=4k+1 le reste est 5, N =31 418" = [54“1 +547 ](13)

pour p=4k+2 lereste est 12 ou —1,

[54"+1 4543 }(13) =[5+8](L3) = 0(L3)
pour p=4k+3 le reste est 8 ou —5.

Dans une Terminale S, la taille moyenne des éleves est de 167 cm, la taille moyenne des filles est de 160 cm et la

taille moyenne des garcons est de 173,5 cm. Quel est I’effectif de la classe (inférieur a 40...) ?

Appelons f le nombre de filles et g le nombre de donc il y a 13 filles et 14 garcons (ou 26 filles et 28

f x160+9 x173,5=(f +g )x167 gars, mais le total dépasse 40).

garcons :
< 6,50 =7f < 13g =14f

— -

On considére la suite (un) d’entiers naturels définie par Uo = 14, Un+1 = 5u, — 6 pour tout entier naturel n.

1. Calculer u, uz, us et ua.

Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres de un ?

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, u,,, =u,(modulo 4). En déduire que pour tout entier naturel k,
Uy, =2(modulo 4) et u,.; =0(modulo 4).

3. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2u, = 5" +3.

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, 2u, =28(modulo 100) .

4. Déterminer les deux derniers chiffres de I’écriture décimale de u, suivant les valeurs de n.

5. Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (un) est constant. Préciser sa valeur.
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" Solution

1. On calcule u; = 64, u; = 314, u3 = 1 564, us = 7814.
On peut conjecturer que Ux = . . .14 et Ux+1 = . . .64.
2. Uy,p =5Uy,; —6 =5(5u,-6)—6=25u,+36 . Or
24u,+36=0[ 4], donc

Upyz = (U, +24u,+36 )[4]=(u,+0)[4]=u,[4].
On en déduit par récurrence que uy, =u[4] or
U =2[ 4 ] donc, pour tout naturel k, u,, =2[4].
De méme u,,,, =w[4] or u, =64=0[4]donc, pour
tout naturel k, u,,,, =0[4].
3.a. Aurang 0: 2up =28 =52 + 3 : vrai.

Supposons que pour I’entier n, on ait 2u, =5"2 +3
alors

.0 =2(50, —6)=5x2u, —12=5(5“+2 +3)—12
=53 415-12=5"3 43

La relation est donc vraie au rang n +1.

b.Ona 2u,=5"2+3 or 5"=1[4]=5"?=25[100]
en multipliant tout par 25 ; finalement
2u,=(25+3)[100]=28[100].

4. La relation précédente donne u, =14+50k ,k €Z ;
mais comme u,, =2[4] etque 14=2[4], il faut
50k=0[ 4] etdonc lorsque k est pair u, =14[100],
lorsque k est impair u, =14+50[100 |=64[100 ] .

5. On voit que le PGCD de 14 et 64 est 2 ; il faut donc

montrer que c’est le cas. Comme on a 5u, —u,,,; =6, la

relation de Bézout montre que PGCD(Un+1 ; Un) €St un
diviseur de 6. Or 3 divise 3 mais pas 5 donc 3 ne

divise pas 2u, =5"** +3.Conclusion :

PGCD(Un+1 ; Un) = 2.

(X —DA+X +x 2+ +x Yy=xk-1.

a"-1.

existe des entiers relatifs u et v tels que mu—nv=d .

estle PGCD de a™ -1 etde a™ —1.

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier naturel x :

Dans toute la suite de I’exercice, on considére un nombre entier a supérieur ou égal a 2.

2. a. Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur positif de n : n = dk. Montrer que a® —1 est un diviseur de

b. Déduire de la question précédente que 22°°* —1 est divisible par 7, par 63 puis par 9.
3. Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD.

a. On définit m’ et n” par m = dm’ et n = dn’. En appliquant le théoréme de Bézout a m’ et n’, montrer qu’il

b. On suppose u et v strictement positifs. Montrer que (a™ —1)—(a™ —1)a’ =a® —1. Montrer ensuite que a® -1

c. Calculer, en utilisant le résultat précédent, le PGCD de 2% -1 etde 2%° -1,
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1. On redémontre le théoreme sur la somme des termes
d’une suite géométrique : on développe

(X —DA+x +x? +...+xk’1)

=X AX 2+ x ) —@x +x 2+ x Yy =xk 1

2. a. n = dk. Remplagons x par a dans la relation

précédente :
@ -D@+a’ +a® +.+a’*My=a* -1
—a"-1
a® —1 est en facteur dans a” —1, c’en est bien un
diviseur.
b. On effectue la décomposition en facteurs premiers de

2004 : 2004 = 22.3.167 donc 22°°* —1 est divisible par

22-1=32°-1=7

22004 _ 1 est
24 -1=1525-1=63, 22 —~1=40095, ...

donc divisible par 7 et 63 ; comme 9 divise 63 il divise

également 220%* —1.

3.a. Bézout dit: m” et n’ sont premiers entre eux si et
Exercice { 6

seulement si il existe u et v tels que um'+vn'=1 (ou
um'-=vn'=1). On multiplie tout par d : udm'+vdn'=d,
soit um+vn=d (ou um—-vn=d).

b. Développons :

amu _1_anv+d +ad =ad -1

nv +d

nv +d =0<:>amu —a .

<a™ -a
Smu=nv+d ©mu-—-nv =d

Divisons la relation (a™ —1)—(a™ —1)a® =a® —1 par

mu _ no_
D=a“—1:(a 1]—(6‘ 1]a":l;cecimontre

a’-1 a’-1
qu’il existe deux entiers tels que 1.A—a%.B=D ol

mu _ n _ i
ad ! et B= ad 1 . A et B sont donc premiers
a -1 a -1

A=

entre eux et D est le PGCD de A et B.

c.Le PGCD de 2% -1 et de 2°° -1 est obtenu en
passant par le PGCD de 63 et 60 quiestd =3.0Ona

alors 1.63-1.60=3 d’ouenprenanta=2: A=2%_1,

B=2%_1etD=2%-1=7.

1. a. Calculer : (1+J€)2, (1+J§)4, (1+J€)6.

b. Calculer an+1 et bn+1 en fonction de a, et by.

soit n entier naturel non nul, 5 ne divise pas a,+b,.

b. Appliquer I’algorithme d’Euclide a 847 et 342. Que peut-on en déduire ?
2. Soit n un entier naturel non nul. On note a, et by, les entiers naturels tels que : (1+J€)" =a,+b,\/6 .

a. Que valent a; et by ? D’apres les calculs de la question 1. a., donner d’autres valeurs de a, et b.

c. Démontrer que, si 5 ne divise pas a, + by, alors 5 ne divise pas non plus a,,; +hb,,,. En déduire que, quel que

d. Démontrer que, si an et b, sont premiers entre eux, alors an+1 et by+1 sont premiers entre eux. En déduire que,

quel que soit n entier naturel non nul, a, et b, sont premiers entre eux.
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divise pas non plus a,,, +h,,, . Par ailleurs 5 ne divise

1. a. (1+J€)2 =1+2/6 +6 =7+26 ,
(1+J€)4:(7+2J6_)2 =73+286 ,

(1+J€)6 =(73+28J€)(7+2J6_):847+342J6_
b. 847 =342x2+163;342=163x2+16:;163
=16x10+3:16=3x5+1

donc 847 et 342 sont premiers entre eux.
2. (1+J§)n:an+an€.
a a=.b=1;a=7b=2;08=73Db=28,
b. an+1+bn+1\/§=(an +bn\/§)(1+\/§)
=a, +6b, +(a, +b, )\/6

donc {an+1:an+6bn .
bn+l:an"'bn

C. 8y, +D,., =2a,+7h, =2(a,+b, )+5h, ; comme 5b,

est divisible par 5, si 5 ne divise pas a,+b,, alors 5 ne

pas a +b, =2 donc par récurrence 5 ne divise pas
a, +by,.

d. {an+1=an+6bn©{an+l_bn+l=5bn .
bn-¢—1=an+bn 6bn+1_an-¢—1=5an

Comme il est clair que a, et b, sont entiers, a,,; —b,,;
et 6b,,, —a,,, sontdivisibles par 5.

Si an+1 et bnsr Ne sont pas premiers entre eux, il existe k
tel que a,,, =ka, b,,; =kpB (k ne peut étre un multiple
de 5 sinon il se mettrait en facteur dans a,+b, qui
serait alors divisible par 5). Remplagons :

{an+1_t)i1+1:5bn c>{5bn=k(a{_ﬂ) d’Ol‘,lanetb

60,1 — a1 =54, 5an=k(6ﬂ_a)
ont un facteur commun ce qui est contradictoire.
Par ailleurs a, et b, sont premiers entre eux donc par

récurrence a, et b, sont premiers entre eux.

2. Recherche du P.G.C.D. de 10" —1 et 10%* —1.
a. Justifier que 9 divise 10™ —1 et 10%* —1.

tout entier naturel n non nul).

1. On considére I’équation (1) d’inconnue (n, m) élément de 72 : 11n —24m = 1.
a. Justifier, a I’aide de I’énoncé d’un théoréme, que cette équation admet au moins une solution.
b. En utilisant 1’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliere de 1’équation (1).

c. Déterminer I’ensemble des solutions de 1’équation (1).

b. (n, m) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1), montrer que 1’on peut écrire
(101" —1) — 10(10%™ ~1) = 9.
c. Montrer que 10™ —1 divise 10" —1 (on rappelle I’égalité 8" — 1 = (a—1)(@" * +a" 2 +---+a’), valable pour

Déduire de la question précédente 1’existence de deux entiers N et M tels que :
(10* —1)N —(10% ~1)M = 9.

d. Montrer que tout diviseur commun a 10% —1 et 10** —1 divise 9.

e. Déduire des questions précédentes le P.G.C.D. de 104 —1 et 10! —1.
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1.a.11n —24m = 1: grace a Bézout, on sait que
I’équation a des solutions car 11 et 24 sont premiers
entre eux.

b. 24=2.11+2, 11=5.2+1 donc
1=11-5(24-2.11)=11.11-5.24.

Une solution particuliére de I’équation est (11, 5).

C.

{1ln —24m =1

=(n-11).11
11.11-245=1

carllet24
n-11=24k

k eZ

:24.(m—5):{ ,
m —5=11k

sont premiers entre eux.
2.a.10™ —1=100 000 000 000 — 1=9 999 999 999

=0.1111 111 111. C’est pareil pour 10* —1.

b. (10lln —1)—10(1024m —1):10““ ~1-10%" 410

— 1011n _1024!11 +1 + 9

; or si (n, m) est solution de (1), on a

Exercice / g

11n =24m +1=10"" =10%*"*1 = 10"" —10%#™*1 =0
c. En utilisanta" - 1 = (a—1)(@" ! +a" 2 +---+a°) avec
a=10" ona

(10" —1)(10”("‘1) +...+1)=1o“" 1

donc 10! —1 divise 10'™ —1. De méme 10%* —1 divise
10%™ —1, et il existe N et M tels que :
(1011n —1)—10(1024m —1):9 N

(1011 —1)(10“"-11 + ...+1)—10(102‘”"-24 o +1)(1o24 —1)

N M

=9
d. Soit d un diviseur commun de 10% —1 et 1011 —1:
d divise (10ll —1) N —(1024 —1) M et donc divise 9.

e. Les diviseurs de 9 sont 1, 3 et 9 sont les seuls
diviseurs communs de 10%* —1 et 10 —1. Comme 9

divise 104 —1 et 10™* —1, ¢’est leur PGCD.

\

91x +10y = 412.

c. Résoudre (E’).

3. On considére 1’équation (E’*) Asx + Ay = 3296.

1. On considere x et y des entiers relatifs et I’équation (E) 91x +10y = 1.
a. Enoncer un théoréme permettant de justifier I’existence d’une solution a I’équation (E).

b. Déterminer une solution particuliére de (E) et en déduire une solution particuliére de 1’équation (E) :

2. Montrer que les nombres entiers A, = 3*" —1, oU n est un entier naturel non nul, sont divisibles par 8.

a. Déterminer les couples d’entiers relatifs (X, y) solutions de I’équation (E”).

b. Montrer que (E’”) admet pour solution un couple unique d’entiers naturels. Le déterminer.
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1. a. 91 et 10 sont premiers entre eux, 1’équation (E) a 2. g2 =(32 )“ —o" =" [8]51[8]:32” —150[8].

des solutions d’apres Bézout.
3.a. A;=728, A,=80,ondivise par 8 :

b. x=1, y=-9 est une solution... de (E) donc 412 et —

728x +80y =3296 < 91x +10y =412. Les solutions
3708 sont des solutions de (E’).

sont celles du 1.c.
{91x +10y =412

91x412-10x3708=412" b. Il faut que les solutions soient positives :

= 91(x —412)+10(y +3708)=0 = k=41 et
{X —412=-10k {X =412 -10k

N
y +3708 =91k y =-3708+ 91k donc I’unique solution est (2 ; 23).

x=412-10k>0 k<41,2
=
y=-3708+91k >0 k>3708/91=40,7

Partie A
On admet que 1999 est un nombre premier. Déterminer I’ensemble des couples (@ ; b) d’entiers naturels
admettant pour somme 11 994 et pour PGCD 1999.
Partie B
On considére 1’équation (E) d’inconnue n appartenanta N :
(E) : n>-Sn + 11994 =0
ou S est un entier naturel.
On s’intéresse a des valeurs de S telles que (E) admette deux solutions dans N.
1. Peut-on déterminer un entier S tel que 3 soit solution de (E) ? Si oui, préciser la deuxiéme solution.
2. Peut-on déterminer un entier S tel que 5 soit solution de (E) ?
3. Montrer que tout entier n solution de (E) est un diviseur de 11994. En déduire toutes les valeurs possibles de S
telles que (E) admette deux solutions entieres.
Partie C
Comment montrerait-on que 1999 est un nombre premier ? Préciser le raisonnement employe.
La liste de tous les entiers premiers inférieurs a 100 est précisée ci-dessous :

2357111317192329313741434753596167 7173798389 97.
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Partie A

On admet que 1999 est un nombre premier.
Déterminer I’ensemble des couples (a ; b) d’entiers
naturels admettant pour somme 11 994 et pour PGCD

1999.

a:kd, oldestlePGCDdeaeth:

0]
n pose {b:kd

a+b=dk +dk '=d (k +k )
=1999(k +k ) =11994
=k +k'=6

Les valeurs possibles de k et k” et celles de a et b sont

donc :
K k' a b
0 6 0 11994
1 5 1999 9995
2 4 3998 7996
3 3 5997 5997
4 2 7996 3998
5 1 9995 1999
6 0 11994 0
Partie B

On considére I’équation (E) d’inconnue n appartenant
a N :(E):n?-Sn+ 11994 =0

ou S est un entier naturel.
1. 3 est solution de (E) ssi ;

9-35 +11994=0<S =4001 la deuxiéme solution
est alors 4001-3=3008.

2. 5 est solution de (E) ssi

25-5S +11994 =0« 5S =12019, S n’est pas entier,
c¢a ne colle pas.

3. (E) peut s’écrire également

11994=Sn —n? =n(S —n) donc n divise 11994.
Comme 11994 =6x1999 = 2x 3x1999 , n peut prendre
les valeurs 1, 2, 3, 6, 1999, 3998, 5997 et 11994 d’ou

S peut prendre les valeurs 2005, 4001, 5999 et 11995.

n S—n S

1 11994 11995

2 5997 5999

3 3998 4001

6 1999 2005
1999 6 2005
3998 3 4001
5997 2 5999
11994 1 11995

Partie C

Evident... inutile de dépasser /1999 ~ 44,7 ...

i L
Exercice ‘ 10

artie A : Question de cours
puissances ?

Partie B

Quelles sont les propriétés de compatibilité de la relation de congruence avec 1’addition, la multiplication et les
Démontrer la propriété de compatibilité avec la multiplication.

Onnote0,1,2,...,9, a, B, les chiffres de I’écriture d’un nombre en base 12. Par exemple :
BaT™ = Bx12% + ax12+7 =11x144+10x12+7 =1711 en base 10.

1. a. Soit N; le nombre s’écrivant en base 12 : N, =ﬂTalz . Déterminer ’écriture de N; en base 10.
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Déterminer ’écriture de N, en base 12.

10.

en base 12.

10.

b. Soit N le nombre s’écrivant en base 10 : N, =1131=1x10° +1x10?+3x10+1.

Dans toute la suite un entier naturel N s’écrira de maniére générale en base 12 : N = anan_l...alao12 .
2. a. Démontrer que N = g[3]. En déduire un critére de divisibilité par 3 d’un nombre écrit en base 12.

b. A I’aide de son écriture en base 12, déterminer si N, est divisible par 3. Confirmer avec son écriture en base

3. a. Demontrer que N =a,+a, ; +...+a +a,[ 11]. En déduire un critére de divisibilité par 11 d’un nombre écrit

b. A I’aide de son écriture en base 12, déterminer si N est divisible par 11. Confirmer avec son écriture en base

4. Un nombre N s’écrit N = x4y'> . Déterminer les valeurs de x et de y pour lesquelles N est divisible par 33.

Partie A : Question de cours
Les propriétés de compatibilité de la relation de

congruence avec 1’addition, la multiplication et les
puissances sont a=a'[p | etb =b'[p] alors
a+tb=a+b'[p],ab=ab'[p]eta”=a[p].
Propriété de compatibilité avec la multiplication :
onposeque a=pk +a', b=ph+b' d’ou
ab=p’kh+a'ph+b'pk +ab'=ab+p(..).
Partie B

1.a N, =pla'? =12? x11+12x1+10 =1606 .

b. Il faut diviser par 12 plusieurs fois :
1131=12x94+3, 94=12x7+10=12x7 +a, donc

N,=7a3” =7x12° + ax12+3
=7x144+10x12+3=1131

2.a. N =12""xa, +..+12xa +a,=3,[12]=3,[ 3].

Si le dernier chiffre est 0 modulo 3, soit un multiple de
3 le nombre sera divisible par 3.

b. N2 se termine par 3 en base 12, il est divisible par 3.
En base 10 la somme des chiffres est 6, il est donc

divisible par 3.

3. a. Chaqgue puissance de 12 est congrue a 1 modulo
11donc N =a, +a,_; +...+a +3,[11]. Si la somme
des chiffres est un multiple de 11, ce nombre sera
divisible par 11.

b. La somme des chiffres de N1 en base 12 est
pS+1+a=11+1+10=22 donc N; est divisible par

11. En base 10 on fait la somme des termes de rang
pair moins la somme des termes de rang impair :
12—1=11 qui est divisible par 11.

4. N =x4y™ N est divisible par 33 si N est divisible
par3:y=3k,etparll: x +4+y =11k ".

On résoud :
y =3 = y =3 les valeurs
: les valeu
X +4+3k =11k ' x =11k -3k —4
possibles de k sont 0, 1, 2, 3 :
kly X k’ N N (b.
10)
0/0| 11k—4 ’=] soit 720" 1056
x=7
13| 11k—7 k’=1 soit 22322 627
X=4
26| 11k-10 | k=1 soit 126%2 198
x=1
319 11k-13 | k=2 ;oit 9492 1353
X=

Chapitre 2 : Arithmétiques dans Z E



Dresser la listes des diviseurs de : 150 et 230

Déterminer les couples (x, y) d’entiers naturels qui

vérifient : x2=y? + 21

Déterminer les entiers relatifs n qui vérifient :

a)n>+n=20b)n?>+2n=35

Déterminer les entiers relatifs n tel que :

a)n+ 1 divise 3n—4 b)n+ 3 divisen + 10

Montrer que pour tout entier relatif a, 6 divise a(a? — 1)

Soit I’équation (E) dans N : xy— 5x =5y —7=0
a) Montrer que : xy— 5x —5y—7=0
S x-5(y—-5=32

b) Résoudre alors 1I’équation (E).

n est un naturel. Démontrer que quel que soit n,
3n* +5n + 1 est impair et en déduire que

ne nombre n’est jamais divisible par n(n + 1).

Ecrire la division euclidienne de —5000 par 17.

La différence entre deux naturels est 538. Si ’on divise
I’un par I’autre le quotient est 13

et le reste 34. Quels sont ces deux entiers naturels

Trouver les entiers naturels n qui divisés par 4 donne

un guotient égal au reste.

Trouver un naturel qui, divisé par 23, donne pour reste

1 et, divisé par 17, donne le méme

quotient et pour reste 13.

Le quotient d’un entier relatif x par 3 est 7. Quels sont

les restes possibles ? En déduire

quelles sont les valeurs de x possibles.

Si I’on divise un entier a par 18, le reste est 13. Quel

est le reste de la division de a par 6 ?

Si I’on divise un entier A par 6, le reste est 4. Quels

sont les restes possibles de la division de A par 18 ?

La division euclidienne de a par b donne

a =625b + 8 634. De quels naturels peut-on

augmenter a la fois a et b sans changer de quotient.

Pour chaque valeur de a donnée, trouver un relatif x tel

que :

a=x(mod9)et—4<x<5

a)a=11 ; b)a=24
c)a=62 ; dya=85
e)a=-12 ; fa=32
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Démontrer que pour tout naturel k, on a : 5% — 1

divisible par 13.

Trouver les restes de la division euclidienne par 7 des

nombres : 35112 x 85% et 162 — 2312

Trouver les restes de la division euclidienne par 11 des

nombres suivants : 125, 107, 78%5, 132, (—2)*°.

Veérifier que 2*=—1 (mod 17) et 62 = 2 (mod 17). Quel
est le reste de la division par 17 des nombres 1 532% et

346%.

Résoudre dans Z les systéme suivants :

a){zzz[s] ; b){x+25—1[7]

100 <x <125

Le nombre n désigne un naturel.

a) Démontrer que n? + 5n + 4 et n?+ 3n + 2 sont
divisible par n + 1.

b) Déterminer 1’ensemble de valeurs de n pour
lesquelles 3n? + 15n + 19 est divisible par n + 1.

¢) En déduire que, quel que soit n, 3n2+ 15n + 19 n’est

pas divisible par n? + 3n + 2.

Démontrer que pour tout entier naturel n, 52" — 14" est

divisible par 11.

a) Démontrer que pour tout entier n, n? est congru soit
a0, soita 1, soit a 4, modulo 8

b) Résoudre alors dans Z 1’équation :

(n+3)>—1=0 (mod 8)

b
a) Quels sont les restes possibles de la division de 3"
par 11?7

b) En déduire les entier n pour lesquels 3" + 7 est
divisible par 11.

Déterminer les entiers n tels que 2" —1 est divisible par

9.
s
x est un relatif.

a) Déterminer les restes de la division euclidienne de
x® par 9 selon les valeurs de x.

b) En déduire que pour tout relatif x :

* x3=0 (mod 9) équivaut a x = 0 (mod 3).

«x3=1 (mod 9) équivaut a x = 1 (mod 3).

* x3 =8 (mod 9) équivaut a x =2 (mod 3).

C) X, Y, z sont des relatifs tels que : x3 + y* + z% est
divisible par 9.

Démontrer que I’un des nombres X, y, z est divisible

par 3

a) Déterminer 1’ensemble E1, des entiers relatifs x tels
que le nombre n = x2 + x — 2 est divisible par 7.
b) Déterminer I’ensemble E2 des entiers relatifs x tels

que le nombre n = x2 + x — 2 est divisible par 3.
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c) k est un relatif. VVérifier que si x =1 + 21k ou

si x =—2 + 21k alors n = x? + x — 2 est divisible par 42.

1) a) Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel
non nul n le reste dans la division

euclidienne par 9 de 7".

b) Démontrer alors que (2005)%% = 7 (9).

2) a) Démontrer que pour tout entier naturel non nul n :
(10)'=1(9);

b) On désigne par N un entier naturel écrit en base dix,
on appelle S la somme de ses chiffres.

Démontrer la relation suivante : N =S (9).

c) En déduire que N est divisible par 9 si et seulement
si S est divisible par 9.

3) On suppose que A = (2005)2°% ; on désigne par :

» B la somme des chiffres de A;

» C la somme des chiffres de B;

* D la somme des chiffres de C.

a) Démontrer la relation suivante : A =D (9).

b) Sachant que 2005 < 10 000, démontrer que A s’écrit
en numération décimale avec

au plus 8020 chiffres. En déduire que B <72180.

¢) Démontrer que C <45,

d) En étudiant la liste des entiers inférieurs a 45,
déterminer un majorant de D plus

petit que 15.

e) Démontrer que D =7.

Utiliser I’algorithme d’Euclide pour trouver le pged
des

nombres suivants :
a) 144 et 840 b) 202 et 138 c) 441 et 777 d) 2004 et
9185

Les entiers suivants sont-ils premiers entre eux ?

a) 4847 et 5633

Déterminer tous les entiers naturels n inférieurs a 200

b) 5617 et 813

tels que : pgcd(n, 324) =12

Si on divise 4294 et 3521 par un méme entier positif,

on obtient respectivement 10 et 11

comme reste. Quel est cet entier ?

Résoudre dans N2 les systemes suivants. On posera

d = pgcd(x, y) et m= ppcm(x, y) et

on donnera la réponse sous forme d’un tableau.

2) ppem(x;y) =252
Xy =1512

Déterminer tous les couples (a, b) € IN? dont

ppcm(x;y) =60
b) {xy =300

m=ppcm(a, b) et d== pgcd(a, b) vérifient la relation :

8m =105d + 30

n est un entier relatif quelconque. On pose :

A=n-1letB=n*-3n+6

1) a) Démontrer que le pgcd de A et de B est égal au
pgcd de A et de 4.

b) Déterminer, selon les valeurs de I’entier n, le pged

de A et de B.
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n est un entier relatif quelconque. On pose :

A=n—-1letB=n*-3n+6

1) a) Démontrer que le pgcd de A et de B est égal au
pgcd de A et de 4.

b) Déterminer, selon les valeurs de I’entier n, le pged
de A etde B.

2) Pour quelles valeurs de 1’entier relatif n, n # 1,

n2-3n+6

est-il un entier relatif ?

4) a) Déterminer, suivant les valeur de n et en fonction
de n, le pgcd(a, b).

b) Veérifier les résultats obtenus dans les cas
particuliersn=11etn = 12.

Soit I’équation 4x — 3y = 2.

a) Déterminer une solution particuliere entiére a cette
équation.

b) Déterminer I’ensemble des solutions entiéres.

1) n est un entier naturel ,a=7n+4etb=5n+3
Montrer, pour tout n, que a et b sont premiers entre eux
2) Montrer que deux entiers naturels consécutifs non

nuls sont premiers entre eux.

n
n+1

3) Prouver que la fraction 5 est irréductible pour

tout entier naturel n.

-
Soit I’équation 3x — 4y = 6.

a) Déterminer une solution particuliere entiére a cette
équation.

b) Déterminer 1’ensemble des solutions entiéres.

Soit I’équation 5x + 8y = 2.

a) Déterminer une solution particuliere entiére a cette

Pour tout entier naturel, n supérieur ou égal a 5, on
considere les nombres :
a=n*-n’—12netb=2n>—7n—4

1) Démontrer, apres factorisation, que a et b sont des
entiers naturels divisible par n — 4.

2)Onpose o.=2n+ 1 et f =n+ 3. On note

d = pged(a, B).

a) Trouver une relation entre a et f indépendante de n.
b) Démontrer que d est un diviseur de 5.

¢) Démontrer que les nombres o et f sont multiples de
5 si et seulement si n — 2 est multiple de 5.

3) Démontrer que 2n + 1 et n sont premier entre eux.

équation.

b) Déterminer 1’ensemble des solutions entieres.

Soit I’équation 13x — 23y =1.

a) Déterminer une solution particuliére entiére a 1’aide
de I’algorithme d’Euclide a cette équation.
b) Déterminer 1’ensemble des solutions entiéres.

1) Démontrer que pour tout entier relatif n, les entiers

14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.
2) On considere 1’équation : (E) 87x + 31y =2

3) Vérifier, a I’aide de la premiére question que 87 et 31
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sont premiers entre eux.

b) En déduire un couple (u ,v) d’entiers relatifs tels que
87u+ 31v = 1puis un couple (Xo:Yo) solution de (E).

c) Déterminer I’ensemble des solutions de (E) dans Z2.
3) Application. Trouver les points de la droite
d’équation 87x — 31y — 2 = 0 dont les coordonnées
sont des entiers naturels et dont I’abscisse est comprise

entre 0 et 10

Un astronome a observé au jour Jo le corps céleste A,
qui apparait périodiquement tous les 105 jours. Six
jours plus tard (Jo + 6), il observe le corps B, dont la
période d’apparition est de 81 jours. On appelle J1 le
jour de la prochaine apparition simultanée des deux
objets

aux yeux de I’astronome.

Le but de cet exercice est de déterminer la date de ce
jour Js.

1) Soient u et v le nombre de périodes effectuées
respectivement par A et B entre Jo et Ji.

Montrer que le couple (u ; v) est solution de I’équation
(Ea) : 35x — 27y =2.

2) a) Déterminer un couple de relatifs (Xo , Yo) solution
particuliere de 1’équation (E») :

35x — 27y =1

b) En déduire une solution particuliere (uo ; Vo) de (E1).
¢) Déterminer toutes les solutions de 1’équation (E1).
d) Déterminer la solution (u ; v) permettant de

déterminer J;.

3) a) Combien de jours s’écouleront entre Jo et J1 ?

b) Le jour JO était le mardi 7 décembre 1999, quelle est
la date exacte du jour J; ?

(L’année 2000 était bissextile.)

¢) Si I’astronome manque ce futur rendez-vous,
combien de jours devra t-il attendre jusqu’a la
prochaine conjonction des deux astres ?

Sans calculatrice, a I’aide de divisions successives et

du critére d’arrét, déterminer si les entiers suivants sont
premiers ou non.
97:109 ;117 ;271 ;323 ;401 ;527 ;719

p est premier et p > 5.

1) Démontrer que p? — 1 est divisible par 3
2) Démontrer que p? — 1 est divisible par 8
3) En déduire que p? — 1 est divisible par 24

p > 3 est un nombre premier

1) Quels sont les restes possibles dans la division de p
par 12 ?

2) Prouver que p? + 11 est divisible par 12.

Démontrer que pour tout n entier (n> 1), 30n+ 7 n’est

jamais la somme de deux nombres premiers.

Les nombres de Mersenne

Pour n >1, le n*™ nombre de Mersenne est le nombre

MM =2"—1.
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1) Quels sont les nombres premiers parmi les nombres
de Mersenne M" pour n < 6.

2) Montrer la factorisation standard (n > 1) :

X'~ 1=x—-DE"+x72+. - +x+1)

3) Montrer que si n n’est pas premier alors le nombre
de Mersenne Mn ne 1’est pas non plus.

En déduire que si M" est premier alors n est premier.
4) La réciprogue est-elle vraie ?

5) Soit a et n deux entiers tels que a> 2 et n >2.
Montrer que, si a" — 1 est premier, alors

nécessairement a = 2 et n est premier.

1. a est un entier naturel. Montrez que a®— a est
divisible par 10.

2. a et b sont des entiers naturels avec a>b.
Démontrez que si a®— b®est divisible par 10 alors a% —

b? est divisible par 20.

1. Déterminer les restes de la division de 5° par 13
pour p entier naturel.

2. En déduire que pour tout entier naturel n supérieur
ou égal a 1, le nombre N = 31" + 18* ! est divisible

par 13.

Trouvez toutes les valeurs des chiffres x et y telles que
le nombre n=26x95y dans le systéme décimal soit

divisible par 3 et 11.

A est le nombre qui s’écrit 16524 dans le systéme a

base 7. Ecrivez ce nombre en bases 10, puis 2 et enfin

16 (tous les calculs doivent apparaitre).

E

Le nombre N s’écrit 23 dans le systéme décimal. Peut-

il s’écrire 27 dans une autre base ?

Soit n un entier naturel qui s’écrit dans le systéme

décimal n=abcabc avec a= 0.
1. a. Déterminer n tel que les deux conditions suivantes
soient vérifiées :

*n est divisible par 5,

* Lentier bc est le double de a.
b. Décomposer le nombre ainsi obtenu en produit de
facteurs premiers.
2. Etude du cas général
a. Montrer que n est divisible par abc. En déduire qu’il
est divisible par 7, 11 et 13.
b. Montrer que n ne peut pas étre un carré parfait (c’est
a dire le carré d’un entier naturel).
3. Montrer que 121 et 140 sont premiers entre eux.
4. 0n pose ny = 121121 et n, = 140140. On appelle (E)

I’équation nx+n,y=1001 d’inconnues les entiers
relatifs x et y.

a. Déterminer une solution particuliere de (E)

b. Résoudre (E) dans Z2.

Démontrez que le nombre n=ab(a? —b?) est divisible

par 3 pour tous les entiers relatifs a et b.
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1. Déterminer les restes de la division de 5° par 13
pour p entier naturel.

2. En déduire que pour tout entier naturel n supérieur
ou égal a 1, le nombre N = 314" + 1841 est divisible

par 13.

a et b sont deux entiers positifs premiers entre eux.

Montrez que a + b et a — b sont premiers entre eux.

On consideére la fraction

n®+n

1 avec n entier positif.

a. prouvez que tout diviseur commun d a 2n + 1 et
n® + n est premier avec n.

b. Déduisez en que d divise n> + 1, puisque d=1ou
d=5.

c. Quelles sont les valeurs de n pour lesquelles la

fraction est irréductible ?

Le nombre 401 est-il premier ? Résolvez en entiers

naturels I’équation x* —y? =401.

p et g sont des entiers naturels.

1. Démontrez que 2P —1 est divisible par 2P —1 et par
29-1.

2. Déduisez en que pour que 2" —1 soit premier, il faut
que n soit premier.

3. Prouvez a I’aide d’un contre-exemple que la

condition « n est premier » n’est pas suffisante pour

que 2" —1 soit premier.

1. Décomposer 319 en facteurs premiers.

2. Démontrer que si x et y sont deux entiers naturels
premiers entre eux, il en est de méme pour les nombres
3x +Syetx+2y.

3. Résoudre dans 72 le systéme d’inconnues aetb :

{(3a+5b)(f31+2b):1276 ol mest le PPCM de a et b.

ab=2m

1. Résoudre dans 7 I’équation 5242 + 13X = 6y.

2. Soit N le nombre dont 1’écriture dans le systéme de
numération de base 13 est N =25x3 . Pour quelles
valeurs de x :

* N est-il divisible par 6 ?

* N est-il divisible par 4 ?

* N est-il divisible par 24 ? (24 est écrit en décimal...).

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 32" — 1 est

divisible par 8.

En déduire que 32™2+ 7 est un multiple de 8 et que
324 _1 est un multiple de 8.

2. Déterminer les restes de la division par 8 des
puissances de 3.

3. Le nombre p étant un entier naturel, on considére le
nombre A, défini par : A, = 3° + 3% + 3% + 3%,

a. Si p = 2n, quel est le reste de la division de A, par 8?
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b. Démontrer que, si p =2n + 1, A, est divisible par 8.
4. On considere les nombres a et b écrits dans le

systéme "base 3" :

a= 1110 trois

b = 101010100 trois
Les nombres a et b sont-ils divisibles par 8 ?

5. De méme, on considere le nombre

c = 2002002002000 1ois . Démontrer que ¢ est
divisible par 16.
Remarque : pour les questions 4 et 5, on raisonnera

sans utiliser la valeur numérique en base dix des

nombres a, b, c.

1. Calculer, en fonction de n, la somme des n premiers

entiers naturels non nuls.

2
n n
2. Démontrer par récurrence que Z p® = [ Z P J .

p=1 p=1

n
Exprimer s, = Zp3 en fonction de n.
p=1

3. Soit Dy le PGCD des nombres sy et sn+1 . Calculer Dy
lorsque
a.n=2k, : b.n=2k+1.

En déduire que Sp, Sn+1 €t Sh+2 SONt premiers entre eux.

1. On considére le nombre n=200 = 2°52.
a. Combien n a-t-il de diviseurs ? En utilisant un arbre,
calculez les tous et faites leur somme s.

b. Montrer qu’une solution de (1) ne peut pas étre

négative.

b. Vérifiez que s=(1+2+22+2%)(1+5+5%).

2. On considere maintenant le nombre N =a“b” ou a
et b sont deux nombre premiers, « et g des entiers.
a. Quel est le nombre de diviseurs de N ?

b. Soit S la somme des diviseurs de N. Montrez que
S=(1+a+a’+..+a")(1+b+b*+..+b").

Déduisez en une expression « simple » de S.

c. Montrez alors que pour « et £ suffisamment grands

a

S b
ona —~————.
N a-1b-1

3. Application numérique : N =5°72% ; trouver une

. valeur approchée de S.

Rappel : la somme des n premiers termes d’une suite

géométrique de premier terme u, et de raison q est

1. Montrer que si p et g sont deux entiers relatifs
premiers entre eux, il en est de méme de p et ¢°.
2. On se propose de trouver les solutions rationnelles
de I’équation :

(1): 3x®—2x?+6x—-4=0.
On rappelle qu’un nombre rationnel est le quotient de

deux entiers relatifs.
. a . L
a. Soit b un nombre rationnel écrit sous forme

irréductible. Montrer que s’il est solution de (1) alors a

divise 4 et b divise 3.
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c. Déduire de ce qui précede que la seule solution
. 2
rationnelle de (1) est 3

3. Résoudre dans Q I’équation 3x® —2x? +6x—4=0.

Les parties A et B sont indépendantes
Partie A
On considére 1’équation (E) : 7x—6y =1 ou X ety sont
des entiers naturels.
1. Donner une solution particuliére de 1‘équation (E).
2. Déterminer 1’ensemble des couples d’entiers
naturels solutions de 1’équation (E).
Partie B
Dans cette partie, on se propose de déterminer les
couples (n, m) d’entiers naturels non nuls vérifiant la
relation

7" -3x2™ =1 (F).
1. On suppose m < 4. Montrer qu’il y a exactement
deux couples solutions.
2. On suppose maintenant que m>5.

a. Montrer que si le couple (n, m) vérifie la relation (F)
alors 7" =1(modulo 32).

b. En étudiant les restes de la division par 32 des
puissances de 7, montrer que si le couple (n, m) vérifie
la relation (F) alors n est divisible par 4.

c. En déduire que si le couple (n, m) vérifie la relation
(F) alors 7" =1(modulo5) .

d. Pour m > 5, existe-t-il des couples (n, m) d’entiers

naturels vérifiant la relation (F) ?

3. Conclure, c¢’est-a-dire déterminer I’ensemble des

couples d’entiers naturels non nuls vérifiant la relation

(F).
-

Le but de I’exercice est de montrer qu’il existe un

entier naturel n dont 1’écriture décimale du cube se

termine par 2009, c’est-a-dire tel que

n® =2009[ 10000 ].

Partie A

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de

20092 par 16.
2. En déduire que 2009°°! =2009[16 ].

Partie B

On considére la suite (u,) définie sur N par :

u, =2009% —1 et, pour tout entier naturel n,
5
Upy =( Uy +1)" 1.
1. a. Démontrer que uo est divisible par 5.
b. Démontrer, en utilisant la formule du binome de

Newton, que pour tout entier naturel n,
Unet =un(uf, +5(uﬁ +2u2 +2un+1)) :

c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n, u, est divisible par 5™*.

2. a. Vérifier que u, =2009%° —1 puis en déduire que
2009*° =1[625].

b. Démontrer alors que 2009 =2009] 625].

Partie C
1. En utilisant le théoréme de Gauss et les résultats

établis dans les questions précédentes, montrer que

20098°°* — 2009 est divisible par 10 000.

Chapitre 2 : Arithmétiques dans Z E



2. Conclure, ¢’est-a-dire déterminer un entier naturel

dont I’écriture décimale du cube se termine par 2009.

b. Déterminer I’ensemble des couples (X, y) solutions

de (E).

“ (Restes chinois)

1. On se propose, dans cette question, de déterminer

N =5[13]
N=1[17]

tous les entiers relatifs N tels que {
a. Vérifier que 239 est solution de ce systeme.

b. Soit N un entier relatif solution de ce systéeme.
Démontrer que N peut s’écrire sous la forme

N =1+17x=5+13y oU X et y sont deux entiers relatifs
vérifiant la relation 17x — 13y = 4.

C. Résoudre I’équation 17x — 13y =4 ou x et y sont des
entiers relatifs.

d. En déduire qu’il existe un entier relatif k tel que N =

18 + 221k.

e. Démontrer I’équivalence entre N =18[221] et

{N55[13]

N=1[17]
2. Dans cette question, toute trace de recherche,méme
incomplete, ou d’initiative,méme infruxtueuse, sera

prise en compte dans l’évaluation.

a. Existe-t-il un entier naturel k tel que 10 =1[17] ?

b. Existe-t-il un entier naturel | tel que 10' =18[ 221] ?

C. En déduire qu’il existe un unique entier X

appartenant a A tel que 23x=1[47].

2. Soient a et b deux entiers relatifs.

a. Montrer que si ab=0[47 ] alors a=0[47] ou
b=0[47].

b. En déduire que si a*=1[47], alors a=1[47] ou
a= —1[47 ]

3. a. Montrer que pour tout entier p de A, il existe un
entier relatif g tel que pg=1[47].

Pour la suite, on admet que pour tout entier p de A, il
existe un unique entier, noté inv(p), appartenant a A tel
que p.inv(p)=1[47].
Par exemple : inv(1)=1 car 1.1=1[47], inv(2)= 24 car
2.24=1[47],inv(3)= 16 car 3.16 =1[ 47 |.

b.Quels sont les entiers p de A qui Vérifient p =inv(p) ?

c. Montrer que 46!=-1[47].

-

1. On considére I’ensemble A; ={1;2;3;4;5;6}.

a. Pour tout élément a de A, écrire dans le tableau ci-

H ( Théoreme de Wilson)

Soit A I’ensemble des entiers naturels de 1’intervalle
[1;46].

1. On considere 1’équation (E) : 23x + 47y =1 ou x ety
sont des entiers relatifs.

a. Donner une solution particuliére (xo, yo) de (E).

{ dessous I'unique élément y de A, tel que ay=1[7]

(soit modulo 7).

a 1 2 3 4 5 6

y

b. Pour X entier relatif, démontrer que 1’équation
3x=5[7] équivauta x=4[7].
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c. Siaestun élément de A,, montrer que les seuls d. Démontrer que 6%° — 1 est divisible par 55.

entiers relatifs x solutions de 1’équation ax=0[7] sont 2. Dans cette question x ety désignent des entiers

les multiples de 7. relatifs.

2. Dans toute cette question p est un nombre premier a. Montrer que I"équation (E) 65x — 40y = 1 n’a pas de

- s solution.
supérieur ou égal a 3.

_ b. Montrer que I’équation (E’) 17x — 40y = 1 admet au
On considére 'ensemble A;={1;2;..;p-1} des

moins une solution.

entiers naturels non nuls et strictement inférieurs a p.
c. Déterminer a I’aide de 1’algorithme d’Euclide un

Soit a un élément de A, .
couple d’entiers relatifs solution de 1’équation (E°).

. Vérifier p-2 luti I’équati . o
a. Verifier que aP* est une solution de 1’équation d. Résoudre I’équation (E).

ax=1[p]. En déduire qu’il existe un unique naturel xo inférieur &

b. On note r le reste dans la division euclidienne de 40 tel que 17x, =1[40].

o ) L . _ , _
a”* par p. Demontrer que r est I"'unique solution dans § 3 por tout entier naturel a, démontrer que si

A, de I’équation ax=1[p]. o7 Eb[55] ot si a4051[55]’ lors b335a[55],

c. Soient x et y deux entiers relatifs. Démontrer que H

xy=0 si et seulement si x est un multiple de p ou . s
y=0lp] P pouy Le but de I’exercice est d’étudier certaines proprietes

est un multiple de p. de divisibilité de Ientier 4n—1, lorsque n est un entier

d. Application : p = 31.

naturel.
Résoudre dans A;, les équations 2x=1[31] et On rappelle la propriété connue sous le nom de petit
3x=1[31]. théoreme de Fermat : « si p est un nombre entier et a
A 1’aide des résultats précédents résoudre dans z un entier naturel premier avec p, alors

aPl—-1=0modp ».

I’équation 6X* ~5x+1= 0[ 31] .

I l Partie A : quelques exemples

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" est

1. a. Quel est le reste de la division euclidienne de 6°

oar 112 Justifier congru & 1 modulo 3.

2. Prouver a I’aide du petit théoréme de Fermat, que
478 —1 est divisible par 29.

5 ? Justifier. 3. Pour 1<n<4, déterminer le reste de la division de

b. Quel est le reste de la division euclidienne de 6* par

4" par 17. En déduire que, pour tout entier k, le nombre
¢. En déduire que 6" =1[11] et que 6% =15]. P aue. P
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4* —1 est divisible par 17.

4. Pour quels entiers naturels n le nombre 4" —1 est-il
divisible par 5 ?

5. A I’aide des questions précédentes. déterminer
quatre diviseurs premiers de 42 —1.

Partie B : divisibilité par un nombre premier

Soit p un nombre premier différent de 2.

1. Démontrer qu’il existe un entier n>1 tel que
4"=1modp -
2. Soit n>1 un entier naturel tel que 4" =1 mod p .ON

note b le plus petit entier strictement positif tel que

4> =1modp etr lereste de la division euclidienne de

n par b.

a. Démontrer que 47 =1 mod p . En déduire que r = 0.
b. Prouver I’équivalence : 4" —1 est divisible par p si et
seulement si n est multiple de b.

c. En déduire que b divise p —1.

-

Etant donné un entier naturel n > 2, on se propose
d’étudier I’existence de trois entiers naturels X, y et z
tels que x2+y?+ 22 =2"—1modulo 2".

Partie A Etude de deux cas particuliers

1. Dans cette question on suppose n = 2. Montrer que
1, 3 et 5 satisfont a la condition précédente.

2. Dans cette question, on suppose n = 3.

a. Soit m un entier naturel. Reproduire et compléter le
tableau ci-dessous donnant le reste r de la division
euclidienne de m par 8 et le reste R de la division

euclidienne de m? par 8.

r 0 1 2 3 4 5 6 |7

R

b. Peut-on trouver trois entiers naturels x, y et z tels
que x?+y?+z2=7modulo8 ?

Partie B : Etude du cas général oun = 3

Supposons qu’il existe trois entiers naturels X, y et z
tels que x2 +y2 +z2=2"_1modulo 2".

1. Justifier le fait que les trois entiers naturels x, y et z
sont tous impairs ou que deux d’entre eux sont pairs.
2. On suppose que x ety sont pairs et que z est impair.
On pose alorsx=2q,y=2r,z=2s+1louq,r,ssont
des entiers naturels.

a. Montrer que x? +y?+z2 =1modulo 4 .

b. En déduire une contradiction.

3. On suppose que X, Y, Z sont impairs.

a. Prouver que, pour tout entier naturel k non nul,

k% + k est divisible par 2.

b. En déduire que x2 +y2+ 72 =3modulo 8 -

c. Conclure.

-

Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat suivant

-« Etant donnés deux entiers naturels a et b non nuls, si
PGCD(a; b) = 1 alors PGCD(a? ; b?) = 1 ».

n
Une suite (Sn) est définie pour n >0 par s, = Zp3 .
p=1
On se propose de calculer, pour tout entier naturel non
nul n, le plus grand commun diviseur de Sy et Sp+1.
7 1 2
1. Démontrer que, pour toutn >0,0na s, :(@j .



2. Etude du cas ou n est pair. Soit k I’entier naturel non
nul tel que n = 2k.

a. Démontrer que

PGCD(Sy ; Sos1) =(2k +1)?PGCD(K? ; (k +1)?) -

b. Calculer PGCD (k ; k +1).

c. Calculer PGCD(Szx ; Sok+1).

3. Etude du cas ou n est impair. Soit k ’entier naturel
non nul tel que n = 2k +1.

a. Démontrer que les entiers 2k +1 et 2k +3 sont
premiers entre eux.

b. Calculer PGCD(Szk+1 ; Saks2).

4. Déduire des questions précédentes qu’il existe une
unique valeur de n, que I’on déterminera, pour laquelle

Sh et Sn+1 SONt premiers entre eux.

-

On se propose dans cet exercice d’étudier le probleme
suivant :« Les nombres dont |’écriture décimale
n’utilise que le seul chiffie 1 peuvent-ils étre
premiers ? »

Pour tout entier naturel p>2, on pose Np=1..10u01
apparait p fois.

\ _1np-1 p-2 0
On rappelle dés lors que N, =10""+10""+..+10".

1. Les nombres N, = 11, N3 = 111, N4 = 1111 sont-ils

premiers ?

P_
2. Prouver que szlog !

. Peut-on étre certain que 10° -1 est divisible par 9 ?
3. On se propose de déemontrer que si p n’est pas
premier, alors Ny n’est pas premier.

On rappelle que pour tout nombre réel x et tout entier

naturel n non nul,

XT—1=(x—D(XP T +xP 24+ +x+1)
a. On suppose que p est pair et on pose p = 24, ou q est
un entier naturel plus grand que 1. Montrer que N, est
divisible par N, = 11.
b. On suppose que p est multiple de 3 et on pose p =
30, ou g est un entier naturel plus grand que 1. Montrer
que N, est divisible par N3 = 111.
¢. On suppose p non premier et on pose p = kg ou k et
g sont des entiers naturels plus grands que 1. En
déduire que N, est divisible par Ny .
4. Enoncer une condition nécessaire pour que Nj soit

premier. Cette condition est-elle suffisante ?

-

I on rappelle la propriété, connue sous le nom de petit

théoréme de Fermat :
« Soit p un nombre premier et a un entier naturel

premier avec p ; alors aP™* —1 est divisible par p ».
1. Soit p un nombre premier impair.
a. Montrer qu’il existe un entier naturel k, non nul, tel
que 2 =1(p)-
b. Soit k un entier naturel non nul tel que 2k =1(p) et
soit n un entier naturel.Montrer que, si k divise n, alors
2" =1(p) -
c. Soit b tel que 2° —1(p), b étant le plus petit entier
non nul vérifiant cette propriété. Montrer, en utilisant
la division euclidienne de n par b, que si 2" =1(p),

alors b divise n.
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2. Soit g un nombre premier impair et le nombre
A=29-1.0n prend pour p un facteur premier de A.

a. Justifier que : 29 =1(p).

b. Montrer que p est impair.

c. Soit b tel que 2 — 1(p), b étant le plus petit entier
non nul vérifiant cette propriété. Montrer, en utilisant
1. que b divise g. En déduire que b =q.

d. Montrer que q divise p —1, puis montrer que
pP=120).

3. Soit A, =27 —1. Voici la liste des nombres premiers
inférieurs a 400 et qui sont de la forme 34m+1, avec m
entier non nul : 103, 137, 239, 307. En déduire que A:

est premier.

-
On rappelle que 2003 est un nombre premier.

1. a. Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que :
123u +2003v = 1.

b. En déduire un entier relatif ko tel que :

123k, =1[ 2003 ]-

c. Montrer que, pour tout entier relatif x,

123x = 456 2003 ] Si et seulement si x = 456k, [ 2003]-
d. Déterminer I’ensemble des entiers relatifs x tels que

! 123x =456[2003] -

e. Montrer qu’il existe un unique entier n tel que :
1<n<2002 et 123n=456[ 2003 ]-

2. Soit a un entier tel que : 1<a<2002.
a. Déterminer PGCD(a ; 2003). En déduire qu’il existe

un entier m tel que : am=1[2003]-

b. Montrer que, pour tout entier b, il existe un unique

entier x tel que : 1<x<2002 et ax =b[2003]-

On désigne par p un nombre entier premier supérieur

ou égal a 7.

Le but de I’exercice est de démontrer que 1’entier
naturel n=p#* —1 estdivisible par 240, puis
d’appliquer

ce résultat.

1. Montrer que p est congru a —1 ou a 1 modulo 3. En
déduire gue n est divisible par 3.

2. En remarquant que p est impair, prouver qu’il existe

un entier naturel k tel que p2 —1=4k(k +1) , puUis que n

est divisible par 16.

3. En considérant tous les restes possibles de la

division euclidienne de p par 5, démontrer que 5 divise

n.

4. a. Soient a, b et c trois entiers naturels. Démontrer

que si a divise c et b divise c, avec a et b premiers

entre eux, alors ab divise c.

b. Déduire de ce qui précéde que 240 divise n.

5. Existe-t-il quinze nombres premiers pi, pz, ..., P15

supérieurs ou égaux a 7 tels que I’entier
A=pl+ps+.+pis

soit un nombre premier ?

1. a. Montrer que, pour tout entier naturel n,

3n® —11n+48 est divisible par n + 3.
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b. Montrer que, pour tout entier naturel n,
3n? —9n+16 est un entier naturel non nul.
2. Montrer que, pour tous les entiers naturels non nuls
a, b et c, I’égalité suivante est vraie :
PGCD(a ; b) = PGCD(bc — a; b).

3. Montrer que, pour tout entier naturel n, supérieur ou
égal a 2, I’égalité suivante est vraie :

PGCD(3n®—11n;n+3)=PGCD(48 ; n + 3).
4. a. Déterminer I’ensemble des diviseurs entiers
naturels de 48.

b. En déduire ’ensemble des entiers naturels n tels que

3n® —11n
n+3

soit un entier naturel.

Les suites d’entiers naturels (Xn) et (yn) sont définies

sur w par :{XO =3y = 2%~ 1
Yo=L1VYn1=2y,+3
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier

naturel n, x, =2m1 1.

2. a. Calculer le PGCD de x8 et x°, puis celui de x?°°? et
x?0%3_Que peut-on en déduire pour x2 et X° d’une part,
pour x2%92 et x20% d’autre part ?

b. x, et x,,, sont-ils premiers entre eux pour tout

n+1
entier naturel n ?

3. a. Démontrer que pour tout entier naturel n,
2%y =Yy, =5.

b. Exprimer y, en fonction de n.

c. En utilisant les congruences modulo 5, étudier

suivant les valeurs de I’entier naturel p le reste de la

division euclidienne de 2° par 5.

d. Onnote d, le PGCD de x,, et y, pour tout entier

naturel n. Démontrer que 'onad,=1oud,=5;en

déduire ’ensemble des entiers naturels n tels que x,, et

y, soient premiers entre eux.

On considére deux entiers naturels, non nuls, x ety

premiers entre eux.

Onpose S=x+yetP =xy.

1. a. Démontrer que x et S sont premiers entre eux, de
méme que y et S.

b. En déduire que S = x +y et P = xy sont premiers
entre eux.

c. Démontrer que les nombres S et P sont de parités
différentes (1’un pair, 1’autre impair).

2. Déterminer les diviseurs positifs de 84 et les ranger
par ordre croissant.

3. Trouver les nombres premiers entre eux x et y tels
que : SP = 84.

4. Déterminer les deux entiers naturels a et b vérifiant

les conditions suivantes :

b d? avec d = PGCD(a; b)

{ a+b=84
(on pourra poser a = dx et b = dy avec x et y premiers

entre eux)

“ On considere les suites (xn) et (yn) définies

7 1
Xn+1:_xn+§yn+1
par Xo =1, yo =8 et 8 , NeN.
Yni1 :?Xn"'gyn"'s
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1. Montrer, par récurrence, que les points M, de
coordonnées (X, ; Yn) sont sur la droite () dont une
équation est 5x —y + 3 = 0. En déduire que

Xy =4Xp+2.

2. Montrer, par récurrence, que tous les x, sont des
entiers naturels. En déduire que tous les y, sont aussi
des entiers naturels.

3. Montrer que :

a. xn est divisible par 3 si et seulement si yn est
divisible par 3.

b. Si x» et yn ne sont pas divisibles par 3, alors ils sont

premiers entre eux.
. i
4. a. Montrer, par récurrence, que X, =§(4 ><5—2).

b. En déduire que 4" x5—2 est un multiple de 3, pour

tout entier naturel n.

n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1. Montrer que n et 2n + 1 sont premiers entre eux.

2.0npose a=n+3 et p=2n+1 etonnote ¢ le
PGCD de , et 5.
a. Calculer 2¢-p et en déduire les valeurs possibles

de 0.

b. Démontrer que , et p sont multiples de 5 si et

seulement si (n — 2) est multiple de 5.

3. On considere les nombres a et b définis par :

a=n’+2n°>-3n
b=2n>-n-1

Montrer, apres factorisation, que a et b sont des entiers
naturels divisibles par (n — 1).

4.a.0n note d le PGCD de n(n + 3) et de (2n + 1).
Montrer que ¢ divise d, puisque s =d .

b. En déduire le PGCD, 4, de a et b en fonction de n.
c. Application : Déterminer » pour n=2001;
déterminer o pour n = 2 002.

1. Soient a et b des entiers naturels non nuls tels que

PGCD(a + b ; ab) = p, ou p est un nombre premier.

a. Démontrer que p divise a%. (On remarquera que a2 =
a(a +b)—ab).

b. En déduire que p divise a.

On constate donc, deméme, que p divise b.

c. Démontrer que PGCD(a ; b) = p.

2. On désigne par a et b des entiers naturels tels que
a<b.

PGCD(a;b)=5

a. Résoudre le systeme :
PPCM(a;b)=170

b. En déduire les solutions du systéme :

PGCD(a+b;ab)=5
PPCM(a;b)=170

Soit n un entier naturel non nul.

On considére les nombres a et b tels que :
a=2n®+5n2+4n +1etb = 2n? +n.

1. Montrer que 2n +1 divise a et b.

2. Un éleve affirme que le PGCD de a et b est 2n +1.
Son affirmation est-elle vraie ou fausse ? (La réponse

sera justifiée.)
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Dans tout I’exercice X et y désignent des entiers
naturels non nuls vérifiant x <y. S est I’ensemble des
couples (x, y) tels que PGCD(x, y) =y — X.

1. a. Calculer le PGCD(363, 484).

b. Le couple (363, 484) appartient-il a S ?

2. Soit n un entier naturel non nul ; le couple (n, n +1)
appartient-il a S ? Justifier votre réponse.

3. a. Montrer que (x, y) appartient a S si et seulement si
il existe un entier naturel k non nul tel que

x=k(y —x)ety =(k +1)(y — x).

b. En déduire que pour tout couple (x,y) de Sona:
PPCM(x, y) = k(k +1)(v — X).

4. a. Déterminer I’ensemble des entiers naturels
diviseurs de 228.

b. En déduire I’ensemble des couples (X, y) de S tels

gue PPCM(x, y) = 228.

8
Les points Ao = O ; A1 ... ; Ay sont les sommets d’un
polygone régulier de centre A, & 21 c6tés, de sens
direct.

Les points B =0 ; By ; ... ; B1s sont les sommets d’un

polygone régulier de centre B, a 15 c6tés, de sens

direct.

. . n
Soit ra la rotation de centre A et d’angle 71 etrgla

. 2n
rotation de centre B et d’angle IR

On définit la suite (My) de points par :

- Mo est I’un des points Ag, A1, A, ..., A ;

- pour tout entier naturel n, m_, =r, (M, )-

On définit la suite (P,) de points par :
- Po est 1’un des points By, By, By, ..., B

- pour tout entier naturel n, p,, = (R,)-

Le but de I’exercice est de déterminer, pour deux cas
particuliers, ’ensemble S des entiers naturels n
vérifiant :

M, =P, =0.

1. Dans cette question, Mg = Py = 0.

a. Indiquer la position du point Magqo et celle du point
P2000.

b. Déterminer le plus petit entier naturel n non nul tel
que My, = P = O. En déduire I’ensemble S.

2. Dans cette question, Mo = Aig et Py = B1o. On
considere I’équation (E) : 7x — 5y =1l aveC x < z et
y eZ.

a. Déterminer une solution particuliere (a ; b) de (E).
b. Déterminer 1’ensemble des solutions de (E).

c. En déduire I’ensemble S des entiers naturels n
vérifiant M, = P, =0.

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on

considére les nombres a=n®—-n? —12n et
b=2n’-7n-4.

1. Montrer, apres factorisation, que a et b sont des
entiers naturels divisibles par n — 4.

2.0npose a=2n+1et g=n+3.0nnnote d le PGCD

de xr et g.
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a. Etablir une relation entre , et g indépendante de n.

b. Démontrer que d est un diviseur de 5.

c. Démontrer que les nombres , et g sont multiples de H

5 si et seulement si n — 2 est multiple de 5.

3. Montrer que 2n +1 et n sont premiers entre eux.

4. a. Déterminer, suivant les valeurs de n et en fonction
den, le PGCDde a et b.

b. Vérifier les résultats obtenus dans les cas
particuliers

n=11etn=12.

=
Soit n un entier naturel non nul, on considére les
entiers suivants : N=9n+1etM =9n — 1.

1. On suppose que n est un entier pair.Onpose n = 2p,
avec p entier naturel non nul.

a. Montrer que M et N sont des entiers impairs.

b. En remarquant que N = M + 2, déterminer le PGCD
de M et N.

2. On suppose que n est un entier impair. On pose h =
2p + 1, avec p entier naturel.

a. Montrer que M et N sont des entiers pairs.

b. En remarquant que N = M + 2, déterminer le PGCD
de M et N.

3. Pour tout entier naturel non nul n, on considere
Ientier 81n% — 1.

a. Exprimer I’entier 81n? — 1 en fonction des entiers M
et N.

b. Démontrer que si n est pair alors 81n% — 1 est

impair.

c. Démontrer que 81n? — 1 est divisible par 4 si et

seulement si n est impair.

On considére 1’équation (1) : 20b — 9¢ = 2 ou les

inconnues b et ¢ appartiennent a I’ensemble 7 des

nombres entiers relatifs.

1. a. Montrer que si le couple (bo ; Co) d’entiers relatifs

est une solution de I’équation (1), alors co est un

multiple de 2.

b. On désigne par d le p.g.c.d. de |, | €t | |-

Quelles sont les valeurs possibles de d ?

2. Déterminer une solution particuliére de I’équation

(1), puis déterminer I’ensemble des solutions de cette

équation.

3. Déterminer I’ensemble des solutions (b ; c) de (1)

telles que p.g.c.d.(b;c) = 2.

4. Soit r un nombre entier naturel supérieur ou égal a

2.

Le nombre entier naturel P, déterminé par
P=apM+an r" +.. +ogr+aq

ol a,, a, 4,..., ay, & Sont des nombres entiers naturels

vérifiant 0< e, <r, 0< o, <r, ..., 0< ey <r,

(N, .
0<ay <r estnoté e, ..0q0,  ; cette écriture est

dite « écriture de P en base r ».
. . . —(6)
Soit P un nombre entier naturel s’écrivant Ca5 et

—— . .
bbaa ~ (en base six et en base quatre respectivement).
Montrer que a+5 est un multiple de 4 et en déduire les

valeurs de a, puis de b et de c.
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Donner ’écriture de P dans le systeme décimal.

Les trois parties I, I1, 111 peuvent étre traitées

indépendamment les unes des autres.

Partie |
SoitE={1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}. Déterminer
les paires {a ; b} d’entiers distincts de E tels que le

reste de la division euclidienne de ab par 11 soit 1.

Partie Il

1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

2. L’entier (n — 1)! + 1 est-il pair ?

3. L’entier (n — 1)! + 1 est-il divisible par un entier
naturel pair ?

4. Prouver que I’entier (15 — 1)! + 1 n’est pas divisible
par 15.

5. L’entier (11 — 1)!+1 est-il divisible par 11 ?

Partie 111

Soit p un entier naturel non premier (p>2).

1. Prouver que p admet un diviseur q (1< g < p) qui
divise (p — 1).
2. L’entier q divise-t-il ’entier (p — 1)! + 1?

3. L’entier p divise-t-il I’entier (p — 1)! +1?

Pour tout entier naturel n, non nul, on considére les
nombres a —4x10"-1, b, =2x10"—1 €t

G, =2x10"+1

1. a. Calculer ay, by, 1, az, b, ¢z, as, bs et cs.

b. Combien les écritures décimales des nombres a, et

cn ont-elles de chiffres ? Montrer que a, et ¢, sont

divisibles par 3.

3. Le nombre p étant un entier naturel, on considére le
. 2p 53
nombre entier A, =2° +2°°+2°F

¢. Montrer, en utilisant la liste des nombres premiers
inférieurs a 100 donnée ci-dessous que bs est premier.
d. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

b, %G, = ay, -

e. Montrer que PGCD(b,, ¢,) =PGCD(g,, 2) . En déduire
que by et ¢, sont premiers entre eux.

2. On considere ’équation (1) : byx+cy=1
d’inconnues les entiers relatifs X et y.

a. Justifier le fait que (1) a au moins une solution.

b. Appliquer I’algorithme d’Euclide aux nombres C3 et
bs ; en déduire une solution particuliere de (1).

c. Résoudre I’équation (1).

Liste des nombres premiers inférieurs2a100:2;3;5;
7,11,13;17;19,;23,29,31;37;41,43, 47,
53;59,;61,67,71;73;79,83,89,; 97.

oSN

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n: 2" —1

est un multiple de 7 (on pourra utiliser un
raisonnement par récurrence).

En déduire que 23" -2 est un multiple de 7 et que
28M2 _ 4 est un multiple de 7.

2. Déterminer les restes de la division par 7 des
puissances de 2.

a. Si p = 3n, quel est le reste de la division de Ay, par
77

b. Démontrer que si p = 3n + 1 alors A, est divisible

par 7.
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c. Etudier le cas ot p=3n + 2.
4. On considere les nombres entiers a et b écrits dans
le systéme binaire (en base 2) :

a =1001001000, b = 1000100010000.
Vérifier que ces deux nombres sont des nombres de la

forme A,. Sont-ils divisibles par 7 ?

n désigne un entier naturel.

1. Montrer que le pgcd de n—1 et n + 3 est le méme
que celuide n+ 3 et 4.

Quelles valeurs peut prendre le pgcdden—1etn+3?
2. Déterminer I’ensemble des entiers naturels n tels
gue n— 1 divise n + 3.

3. Montrer que pour tout n, les entiers n — 1 et n + 2n
— 2 sont premiers entre eux.

4. Déterminer 1’ensemble des entiers n tels que

(n—1)(2n + 1) divise (n + 3)(n? + 2n - 2).

1. On considere dans IN2 I’équation

(E) :18a + 23b = 2001.

a. Montrer que pour tout couple (a, b) solution de (E) a
est un multiple de 23 et b un multiple de 3.

b. Déterminer une solution de (E).

c. Résoudre (E).

2. Déterminer les couples (p, q) d’entiers tels que

18d + 23m = 2001, ou d désigne le pgcd de p et g, et m
leur ppcm.

Soit B un entier strictement supérieur & 3. Dans tout ce

qui suit, les écritures surlignées représentent des
nombres écrits en base B

1. Montrer que 132 estdivisibleparB+ 1etB + 2
2. Pour quelles valeurs de B 132 est il divisible par
6?

3. Montrer que A =1320 est divisible par 6.

1. Déterminer suivant les valeurs de 1’entier naturel n

le reste de la division euclidienne de 4" par 7.
2. Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel n

le reste de la division euclidienne de
A=851%"+851*" +851" +2 par 7 (on pourra remarquer

que 8s1=4[ mod7])-

4
3. On considére le nombre B qui s’écrit 2103211 .
Déterminer dans le systeme décimal le reste de la

division euclidienne de B par 4.
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Chaplire 3

Calcul de probabilités

Histoire
La notion de probabilité, dans sa forme la plus simple, remonte a I’origine des
jeux de hasard. On joue aux dés depuis des milliers d’années. Les cartes a jouer
étaient déja anciennes en Asie et au Moyen Orient lorsqu’elles apparurent en
Europe au 14e siecle. De nombreux jeux, plus ou moins complexes, utilisent les
cartes ou les dés et établir des stratégies pour ces jeux exigeait de se questionner
sur les chances de chacun de gagner, ou sur la probabilité de certains
événements. Mais la notion de probabilité restait aussi rudimentaire au début,

1l suffisait de savoir quelles sont les chances de tirer un double six ou encore de

piger une carte de pique.



Chapitre III : Calcul de probabilités

l. Rappel : type de tirages

Soit un ensemble fini E contenant n éléments. On considére I'épreuve suivante : " tirer p éléments de E ".

On tient compte de Un élément peut étre tiré plusieurs
Successifs avec remise nP
I’ordre fois

On tient compte de
Successif sans remise Un élément n'est tire qu'une seule fois AP
I’ordre

Simultanés L'ordre n'intervient pas ~ Un élément n'est tiré qu'une seule fois cP ==

. Expérience aléatoire
1. Exemples et définition

- On lance une piéce de monnaie et on regarde la face supérieure.

- On lance un dé a six faces et on regarde le nombre de points inscrits sur la

face du dessus.
- On fait tourner une roue marquée sur ses secteurs de couleurs

Une expérience (lancé un dé par exemple) est aléatoire lorsqu’elle a plusieurs résultats ou issues (1 ou 3 par

exemple) et que 1’on ne peut pas prévoir, a priori, quel résultat se produira.

L’ensemble des issues d’une expérience s’appelle 1’univers (1, 2, 3, 4, 5 ou 6).

L'univers est I'ensemble des résultats d'une expérience aléatoire. Ces résultats sont appelés des cas possibles.
Exemples
* Lancer d'une piéce de monnaie peut donner pile ou face, donc I'universQ = {P,F}.

* Lancer d'un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 jusqu'a 6, 'univers Q ={1,2,3,4,5,6}.
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Cours

Evénement

Un événement A lié & une expérience aléatoire peut étre réalisé ou ne pas étre réalisé. Il est représenté par la
partie de Q formée par les cas possibles pour lesquels cet événement est réalisé (appelés cas favorables).

* @ est appelé événement impossible.

* Q) est appelé événement certain.

* Un événement réduit a un seul élément est appelé événement élémentaire.

* Si A et B sont deux événements , I'événement « A et B » représenté par AN B est réalis¢ lorsque A et B sont

réalisés en méme temps.

Si An B = @ ondit que A et B sont incompatibles.
* Si A et B sont deux événements , I'événement « A ou B » représenté par A UB est réalisé si I'un au moins des
événements A ou B est réalisé.

» Si A est un événement, A=Q\A est appelé événement contraire de Aetonlenote A telque An A = @ et
AUA=Q

Exemple : Une urne contient dix cartes identiques numérotées de 1 a 10. L'expérience aléatoire

consiste a tirer une carte de cette urne. L'univers Q est I'ensemble des nombres entiers

de 1 a 10. On considére les événements suivants :

» A ="la carte tirée porte un numéro multiple de 3", donc A={3;6; 9};

* B ="la carte tirée porte un numéro impair", donc B={1; 3;5;7; 9} ;

 C ="la carte tirée porte un numéro multiple de 4", donc C = {4 ; 8}.

AN B ="AetB" ="la carte tirée porte un numéro impair et multiple de 3"

Donc AN B ={3;9}. AetB ne sont pas incompatibles car AN B # @.

A U B ="A ou B" ="la carte tirée porte un numéro impair ou est multiple de 3"
DoncAuB={1;3;5;6;7;9}
Par contre : AN C ="Aet C" = "la carte tirée porte un numéro multiple de 3 et de 4"

Donc A N C = @. Donc A et C sont deux événements incompatibles.

A=1{172457810}



Cours

Cas particulier.

Si A est un événement, alors A et A sont deux événements incompatibles.

I1l.  Probabilités sur un ensemble fini

1. Probabilité d’un événement

G Soit Q= {ay, &, ..., an} un ensemble fini.

on définit une loi de probabilité sur € si on choisit des nombres p1, pz, ..., pn tels que, pour tout i,
O0<pi<letpi+pz+...+pn=1;piest la probabilité ¢lémentaire de I’événement {ai} et on note pi = p({ai})
ou parfois plus simplement p(a).

La probabilité d’un événement A de Q est la somme des probabilités des évenement élémentaires qui le

constituent et on le note P(A)

Exemple 1 :

On considére 1’expérience aléatoire suivante :

On lance un dé a six faces et on regarde le nombre de points inscrits sur

la face du dessus.

Soit A I’évenement : « La face du dessus est un 1 ou un 6 ». 1
6
) |
Quelle est la probabilité que 1I’événement A se réalise ? 6 2
13
s . OB Ao - 1_2_1
On construit ’arbre des possibles de 1’expérience aléatoire : 6 =T =2=8=
| 6 6 6 3
-4
6
Chaque issue a la méme probabilité : il y a une chance sur six 1
6 5
. - _1 1
desortirun 1,un 2, ... ouun 6. Ainsi P(A) = 5 Z
6

La probabilité que I’événement A se réalise est de % :

I1 y a donc une chance sur trois d’obtenir un 1 ou un 6 en langant un dé.



Cours

Exemple 2 :

On lance une piéce de monnaie deux fois de suite. Lors d’un lancer de la piéce, on désigne par :

F : « obtenir une face » et P : « obtenir pile » / =

L’arbre des choix concernant les deux lancers est le suivant :

1°" lance de piéce 2¢ lance de piéce

Donc 1'univers est Q = {(F,F), (F,P), (P,F), (P,P)}
, 4 2 2 1
Soit p tel que p(P,P) = 5 etp(P,F) = 5 etp(F,P) = ) p(F,F) = 5

Ona0<p(P,P)<1let0<p(F,P)<1let0<p(P,F)<1et0<p(F,F)<1et
p(P,P) +p(F,P) +p(P,F) + p(F,F) =1
Donc p est une probabilité sur Q.

Application : On lance un dé pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

La probabilité d’apparition d’un nombre pair est le double de la probabilité d’apparition d’un nombre impair et les
probabilités d’apparition de deux nombres de méme parité sont égales.

1. Déterminer la probabilité d’apparition de chaque face du dé.

L’univers est : Q = {1;2;3;4;5; 6}.Soit p la probabilité d’apparition d’un nombre pair et g celle d’un nombre impair.
Ona:p=2q.

Or:P(Q)=1;donc:3p+3q=1

1 2
On en déduit que : g =§etp =5

2. Quelle est la probabilité d’apparition d’un nombre inférieur ou égal a 4 ?

La probabilité cherchée est celle de I’événement : A = {1;2;3;4}.

Ona: P(A) = P(1) +P(2) +P(3) +P(4) =§.



Cours

2. Probabilité de la réunion de deux événements- Evénement contraire

a) réunion de deux événements

Propriété Dans une expérience aléatoire, on considére deux événements A et B.
a) Si A et B sont deux événements quelconques, alors : P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

b) Si A et B sont incompatibles, alors : P(A U B) = P(A) + P(B).

Démonstration.

a) Pour démontrer ce résultat, il suffit de dénombrer (compter) les nombres d'éléments dans chaque ensemble.

Dans A U B, si on additionne le nombre d'éléments de A et le nombre d'éléments de B, on aura compté 2 fois le

nombre d'éléments de A N B. Dong, il faut le soustraire une fois. Ce qui donne :

Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

En divisant les deux membres par Card(€2) = n, on obtient :

card(A) N card(B) card(A n B)
n n n

P(A U B) =

D'ou le résultat : P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)
b) Ce deuxiéme résultat est un cas particulier du a). En effet, si A et B sont

incompatibles, alors AN B = @. Comme P(A N B) = P(@) = 0. D'ou le résultat. CQFD.

D] - donc: P(ANB) %
On considére 1’expérience aléatoire suivante :

L'événement A B a donc pour probabilité :
On lance un dé a six faces et on regarde le nombre de

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

points inscrits sur la face du dessus. 111 3 21

= 4t —-————=—4 ———
On considére les événements suivants : 2 3 6 6 6 6
4 2
A : « On obtient un nombre impair » 5 3
B : « On obtient un multiple de 3 » ECLY
Calculer la probabilité de I’événement A U B . Dans une classe de Seconde de 35 éléves, option
. langues vivantes, 5 éleéves font uniquement du russe, et
Solution ) _ _ _ _
parmi les trente autres, vingt font anglais et dix-huit
1 Ly
P(A)=§ et P (B)z% :% A~B est I'événement font espagnol.

. . . On choisit au hasard un éléve dans cette classe.
élémentaire : « On obtient un 3»,
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Cours

Calculer les probabilités de 3) Il n’y a aucun élevés qui fait ) la fois russe et

R ="I'éléve fait du russe" anglais. Donc, les deux événements R et A sont
A = "I'éléve fait de I'anglais" incompatibles. Donc P(A N B) =P(@) =0

E = "I'éléve fait de I'espagnol” b)D’aprés 1’enoncé,30 élevés font ‘anglais ou

F = "I'éléve fait du russe et de l'anglais" espagnol’, Dong cara(A U E)=30

P(A U E) = card(A U E) 30 6
© card(Q) 35 7

onaP(AUE)=P(A) +P(E)-P(ANE)alors

G ="I'éleve fait de I'anglais et de I'espagnol".
Q est I'ensemble des trente-cing éléves. On est dans

une situation d'équiprobabilité. P(A N E) = P(A) + P(E) - P(A U E)

card(R) 5 1

@) PR) = ——2 -2 = 20 18 30 8
card() 35 7 —35+35 T

card(A) 20 4 18

tP(A)=———~="_=_¢tP(E) = — Conclusion : 8 eleves sur les 35 font "anglais et
et PLA) =a) ~35 7 ¢ PB) =35
espagnol”.
Application :

Un sac contient 13 jetons indiscernables au toucher : 3 jetons noirs marqués A , B et C et 10 jetons blancs

numérotés de 1 a 10 . on tire simultanément et au hasard 5 jetons .On considere les événements suivants :
R :" obtenir les 3 jetons noirs parmi les 5 jetons extraits "

S : " obtenir le jetons marqué C parmi les 5 jetons extraits "

T : " obtenir au moins un jeton noir parmi les 5 jetons extraits "

Calculer la probabilité de chacun des événements R, Set T .

Exercice 1

Une urne contient 12 boules indiscernables au toucher : m boules blanches et n boules noires ( m et n sont des

entiers naturels non nuls ) .
1° On tire successivement et sans remise 2 boules de l'urne .

Déterminer les couples (m, n) pour que la probabilité p d'obtenir 2 boules de couleurs différentes soit

7 l b 16
égalesa —

2° On prend désormais : m =8 et n = 4. On tire successivement et avec remise 3 boules de 'urne .
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a) Calculer la probabilité p' d'obtenir exactement une boule blanche .
b) Calculer la probabilité p" d'obtenir au moins une boule blanche et au moins une boule noire .
solution

1° Le nombre de tirage possible est 42, = 12 x 11 = 132

Soit p la probabilité d'obtenir deux boules de couleurs dif férentes est :

_m n _mn
P=12117 12711 66
n+m=12 ntm=12
Srifi :{ mn 16 -
Donc tous les couples (m,n) vérifient _ = { = 32

66 33

D'ou m et n sont les solutions de I'équation : x2-12x +32=0.

On obtientque: (m,n)=(4,8)ou(m,n)=(8,4).

2° a) La probabilité d'obtenir exactement une boule blanche lorsqu'on effectue trois tirages successivement avec

mn? 3 3.8.42 2

remiseest: p' = 3? BT

a) I'événement " obtenir au moins une boule blanche et au moins une noire " est la réunion des événements
incompatibles " obtenir exactement une boule blanche " et " obtenir exactement deux boules blanches "'

3.82.4
122

4
La probabilité cherchée estdonc : p”' =p' + 5

—2+ 2
9 3

b) Evénement contraire

Exemple :

On considére ’expérience aléatoire suivante :

On lance un dé a six faces et on regarde le nombre de points inscrits sur la face du dessus.
Soit A I’événement : « La face du dessus est un 1 ou un 6 ».

Alors ’événement contraire de A est : « La face du dessus est un 2, un 3, un 4 ou un 5 ». Cet événement est noté A.
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Proprieté La probabilité de 1’événement contraire d’un événement A est : P(A) = 1 — P(A)

IV. hypothese d’équiprobabilités

Braniale _ Si tous les éventualités élémentaires de I"univers Q ont la méme probabilité alors la probabilité

cardA
card()

de tout événement A est définie par P(A) =

Démonstration :

e Si q est la probabilité commune des éventualités de I’univers Q, de cardinal n (n € IN™) alors

1
nq=1d'01‘1q=£

¢ Soit A un évenement de cardinal k, donc A s’écrit sous la forme A = {e;,e;,e53,...,e,} et 0 <k <n

et comme P{(e;)} = qavec 0 <i <n donc P(A) = P{(e;)} + P{(ex)} + -+ + P{(e)}

Zol P(A) = k ) p(a) = cardA
ou = ce qui prouve que = rdd
Cas particuliers :
P(Q) = card(Q) _ . P(g) = card® _0
) = cardQ € ) = cardQ

Remargue 1: Les éventualités de A sont appelés cas favorables et celles de Q, cas possibles.

nombres de cas favorables

On écrit souvent: P(A) =
(A4 nombres de cas possibles

Remarque :
Les expressions suivantes « dé équilibré ou parfait », « boule tirée de I’'urne au hasard », « boules indiscernables »

... indiquent que, pour les expériences réalisées, le modele associé est I’équiprobabilité .
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Exemplel : On lance deux dés cubiques bien équilibrés dont les faces de chacun sont numérotées de 1 jusqu'a 6.
Déterminer Q et Card Q

Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :

A= « Les deux faces obtenues portent le méme numéro »

B= « Obtenir au moins une face qui porte le numéro 1 »

Correction
Q ={1,2,3,4,5,6}% donc cardQ = 62 = 36
A= {(a, a) tel que a € {1,2,3,4,5,6}} donc cardA = 6

cardA _ 6 _ 1
cardQ 36 6

Et par suite P(A) =

On B : « ne pas obtenir la face numéro 1 » ={2,3,4,5,6}*

onaP(B)=1-P(B) =1 25_1
na = =736 36

Application : Une urne contient 15 boules, numérotées de 1 a 15. On tire au hasard une boule et on désigne par N
son numéro. On désigne respectivement par A et B les événements « N est pair » et « N est multiple de trois ».
1. Déterminer la probabilité des événements A, B et ANB.

2. Calculer la probabilité des événements A et B et AUB.

V.  Probabilité conditionnelle - événements indépendants
3. Probabilité conditionnelle

Activité
Un sac contient 12 jetons indiscernables au toucher et répartis comme suit:
7 jetons blancs numérotés 1,1,1,1,1,2,2. 5 jetons noirs numérotés 1,2,2,2,2. On tire au hasard un jeton du sac.
1°) Calculer la probabilité de chacun des événement s suivants:
A= « Tirer un jeton qui porte le numéro 2 ».

= « Tirer un jeton blanc ».
C= « Tirer un jeton blanc , sachant qu'il porte le n°® 2 ».

P(ANB)

2°)Comparer P(C) et PA)
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Correction :

1°)Considérons la répartition des jetons selon leur s numéros. 1l y a 6 jetons numérotés 1 et 6 jetons numerotes 2
Donc p(A)=6/12=1/2 .

Il'y a7 jetons blancs sur 12 donc P(B) = 7/12

Parmi les 6 jetons numéro 2, il y a 2 blancs et 4 noirs donc P(C) = 2/6 = 1/3

2 1 PANB) 1
1)P(ANB)=—=—c¢t =

1
126 TPy 6 173 FO

2
X —=
1 3

—
Soit p une probabilité définie sur P(Q2). A et B deux événements tels que P(A) #£0

On appelle probabilité de B sachant A et on note P(B/A) ou P, (B) le réel défini par :

D(B/AY = P(AN B)
Exemple: Dans une classe de 36 éléves, on Non
Littéraires . Total

aimerait savoir si les éleves littéraires sont meilleurs litteraire

- S Sportifs 18 6 24
en sport que les éléves non littéraires.

Non sportifs 9 3 12

Un éléve est déclaré littéraire lorsqu’il a obtenu la Total 21 9 36

moyenne en frangais, sportif lorsqu’il a obtenu la moyenne en éducation physique et sportive. Le tableau ci-joint

récapitule les résultats de I’enquéte menée dans cette classe.

on considere les événements suivants :
S : « I’éléve est sportif »

L : « I’éléve est littéraire »

On choisit un éléve au hasard, sachant qu’il est littéraire, quelle est la probabilité pour qu’il soit sportif ?

Solution :
0 40 = 36 tP(SﬂL)—Card(S nL)_18_1 tP(L)—CardL—27—3 . "
nacarali = o6 e = card2 36 2° T cardn 36 4 cparsuee
PL(S) PSNL) 1 4 2
= — X == =
L P(L) 27373



1) Une classe comprend 15 filles et 21 gargons. Filles Gargons Total
. Volontaires 8 16 24
On demande des volontaires pour former une
Non
équipe de football mixte, on obtient les résultats velleralies / 5 12
ci-contre. On considére les événements : Total 15 21 36

F: «1’éléve est une fille » et V : « I’¢éléve est volontaire » .
On choisit un (ou une) €éléve au hasard dans la classe, sachant qu’elle est fille, quelle est la probabilité pour
qu’elle soit volontaire pour jouer au football ?

0 dn =36 1:1D(I~"nV)—Card(FnV)—8—2 t
nacarall = o6 e =T card 36 9 ¢

cardF _ 15 5
card 36 12

P(F) = et par suite

P(V)_P(VnF)_2x12_8
FY2= p(F) 975 715

Arbres pondérés

Pour schématiser une situation et effectuer rapidement les calculs /F —VetF
demandés, on représente souvent la situation étudiée par un arbre \
pondéré. L’arbre ou dessous représente le situation du tableau 1’exemple / F—VetF

2 précédent . .

1Z_F—VetF

/
5\ F—VetF

12

W=

2 1
D’apres cette arbre : P(V) = 3 et Py(F) = 3 et

2 = 5
Py(F) =5 etPy(F)=1;

Déterminer la probabilité des événements: FNV; FNV,F nV et VAF

Combien vaut la somme des probabilités des événements: FNV; FNV,F NV et VNF
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Conséguences

Si P(A) # 0 alors P(AN B) = P(A).P(B/ A) Cette formule est connue sous le nom : Principe des probabilités

COMpOSEES.

Propriété
Soient € un univers et B un événement tel que p(B) #0. On a :
e P(Q/B)=1
e P(A;UA,/B)=P(A,/B) + P(A,/B) , pour tous évenements incompatibles A; et A, .

e P(A/B)=1-—P(A/B)=1 pour tout événement A.

Principe des probabilités totales

Soient € un univers et A et B deux événements tels que I’événement A n’est ni certain ni impossible (p(A) # 1 et

P(A)#0). Ona:P (B) = P(A).P (B /A) + P(A).P (B/A)

Plus généralement:

SiAjUA,U..UA, =Q etAjnA; # @ (pourtouti # j)etvk € {1,2,..,n} P(Ay) #0

k=n

alors pour tout événement Bona P (B) = P(Ay).P(B/Ay)
k=1

application :

1. On dispose d'une urne U; contenant 3 boules rouges et 7 boules noires. On extrait simultanément deux boules

de cette urne ; on considére que tous les tirages sont équiprobables.

a) Quelle est la probabilité p. que les deux boules tirées soient rouges ?

b) Quelle est la probabilité p, que les deux boules tirées soient noires ?

c) Quelle est la probabilité ps que les deux boules tirées soient de méme couleur ?

d) Quelle est la probabilité ps que les deux boules tirées soient de couleur différentes ?

2. On dispose aussi d'une deuxiéme urne U, contenant 4 boules rouges et 6 boules noires.



On tire maintenant deux boules simultanément de I'urne U et une boule de I'urne U- ; on suppose que tous les

tirages sont équiprobables. On considére les événements suivants :

R : " les trois boules tirées sont rouges "

D : " les trois boules tirées ne sont pas de la méme couleur "

B : " la boule tirée dans U, est rouge ".

a) Calculer P(R).

b) Quelle est la probabilité de tirer trois boules de méme couleur ?

c) Calculer la probabilité conditionnelle P (B /D).

Solution :

1 P—3— bP—21—7 P—P+P—8dP—1 P—7
)a) 1_4_5_1_5')2_E_T5'C)3_1 2—1—5')4— 3 =15
2 PR—lz—szN—73—7 tPE—PR+PN—23
)a) ()—15-5—75,) ()—15-5—256 (D) = P(R) ()—75,
P(D)=1—PD) =1 2222

) - - 1T757 75

2 28 7
onaP(BND)= E(PZ +P) = 7 et par suite P(B/D) = 3

VI. Independence de deux événements

Activité : Une enquéte sur les salaires dans une entreprise a donné les effectifs suivants :

Salaire < 1750 Dh Salaire > 1750 Dh Total par sexe
Hommes 600 200 800
Femmes 900 300 1200
Total 1500 5000 Total : 2000

Parmi les employés de I’entreprise on en choisit un au hasard.
Soit A I’événement « I’employé touche un salaire inférieur a 1750 Dh » et F I’événement « I’employé est une

femme ».
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1) Calculer et comparer P(A), Pr(A) et Ps(A) ; faire de méme P(F), P4(F) et Pz(F)

2) Que remargue-t-on ? Que peut-on dire de la répartition des salaires dans I’entreprise ?

P est une probabilité sur Q. A et B sont deux événements de Q.

On dit que les événements A et B sont si et seulement si :P(ANB)= P(A)xP(B)

Remargue

Il ne faut pas confondre deux événements indépendants et deux éveénements incompatibles (ANB=@)

Exemples P(A)xP(B)=1/2%x1/3=1/6
On lance un dé cubique bien équilibré. Card Q=6. P(ANB)= P( A)xP(B) , donc, les evénements A et B
A est I'événement : « on obtient un chiffre pair ». sont indépendants.

s . i . 1
B est I'événement : « on obtient un multiple de 3 ». card C = {4} P(C) = =

C est I'événement : « on obtient 4 ».

1
ANC ={4}doncP(ANC)=—

Solution 6

1 1
X—=—
6 12

N| =

3 1 _
card A =3 donc P(A) == =5 Et P(A) X P(C) =

2 1 Comme (A) x P(C) # P(ANnC), donc, les
card B = 2 donc P(B) = = = 3

événements A et C ne sont pas indépendants.
ANB = {6} P(ANB)=1/6

eI Si A et B sont deux événements indépendants alors A et B sont indépendants.

Application : On extrait au hasard un jeton d’un sac contenant six jetons : trois rouges numérotés 1, 2 et 3, deux
jaunes numérotés 1 et 2 , et un bleu numéroté 1.

On désigne respectivement par R, U et D les événements :

« le jeton est rouge », « le numéro est 1 » et « le numéro est 2 ».

Les événements R et U sont-ils indépendants ? Et les événements R et D ?

VII. Variable aléatoire

1. Définition d’une variable aléatoire



Exemple :
Dans l'expérience précédente, on considére le jeu suivant :
- Sile résultat est pair, on gagne 2 Dh.
- Silerésultat est 1, on gagne 3 Dh.
- Sile résultat est 3 ou 5, on perd 4 Dh.
On a défini ainsi une variable aléatoire X sur Q = {1; 2; 3; 4; 5; 6} qui peut prendre les valeurs 2, 3 ou -4.

Onadonc: X(1) =3, X(2) =2, X(3) =-4, X(4) =2, X(5) = -4, X(6) =2

Définition

Une variable aléatoire X est une fonction définie sur un univers Q et a valeur dans R.

Notations et vocabulaire

1. X(€) est appelé univers image de Q par X.
2. (X = x;) désigne I’événement « X prend la valeur X; ».

3. (X < a) désigne I’événement « X prend une valeur inférieure ou égal a a ».

2. Loi de probabilité d’une variable aléatoire
Exemple : On considere la variable aléatoire X définie dans I'exemple précédent.

1
Chaque issue du lancer de dé est équiprobable et égale a 6

La probabilité que la variable aléatoire prenne la valeur 2 est égale a %+%+%=%.
1
Onnote: P(X=2) = 7
1 1 Xi -4 2 3
R 1 1
Deméme:P(X=3)=-etP(X=-4)==+7=1.
6 6 6 3 1 1 1
P s | ]k
On peut résumer les résultats dans un tableau :

Ce tableau résume la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Définition

Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q et prenant les valeurs xi, Xz, ..., Xn,

La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; la probabilité P(X = x;).
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Remarques :
- P(X = x;) peut se noter pi.

-prtp2t ... tpa=1

. 1
Exemple : Dans I'exemple traité plus haut : p; + p, + ps = %+E+% =1.

3. Espérance, variance, écart-type

Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q et prenant les valeurs Xi, Xz, ..., Xn.
La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; la probabilité pi = P(X = x;).

- L'espérance mathématique de la loi de probabilité de X est :

E(X)=p1X1+p2X2+.,,+ann :Zn:pixi

i=1
- La variance de la loi de probabilité de X est :

V() = P~ EOQY? + pale ~ EQQP + ... + pulxa ~ EQ)’ =37, (x, ~E (X))* =EO)-(E(X))?

i=1

- L'écart-type de la loi de probabilité de X est: o(X) = \}0 (X)

Application :
Une boite contient 6 jetons blancs,4 jetons noirs,3 jetons rouge et 2 jetons verts.
1) On tire un jeton de la boite. Quelle la probabilité pour que ce jeton soit
a) Noir; b) blanc ou rouge ou vert
2) On tire simultanément 4 jetons de la boite. Calculer la probabilité pour que les 4 jetons tirés soient :

a) Blancs ; b) de méme couleur ; ) de couleurs différentes
3) On tire simultanément 4 jetons de la boite. Soit X le nombre de jetons rouges obtenus
a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Calculer I’espérance mathématique et variance et écart type de X.

Solution : jeton tiré et blanc ou rouge ou vert » est 1’événement
Da) p, = 4 ,b) p, = 6.3 + 2 = 1 contraire de de I’événement « le jeton tiré et noir »
15 15 15 15 15
—1—p, =11 g cé 15 1
ouencorep, =1—pg = s car I’evenement « le 2) @) p, = 6 =

Ck T 1365 91

157



Cours

b) « les 4 jetons tirés sont de la méme couleurs »,
signifie que « les 4 jetons tirés sont blancs ou noirs »
car il n’ya que trois jetons rouges et 2 jetons verts.

Co  Ci _

) 2
Cis (s

15+1 16
1365 1365

Donc p, =

c)« tirer simultanément 4 jetons de couleurs
différentes » signifie « tirer simultanément 1 jeton
blanc, 1 jeton noir,1 jeton rouge et 1 jeton vert »

CsCiC3C; 144 48

D = =X =
oneps CE 1365 455

3)a) X €{0,1,2,3}

PX = 0) = Cf, 495
~ Gl 1365
P =1) = C3C3, 3220 660
-7 ck 1365 1365
Cic%z 366 198
( ) ci 1365 1365
cicl, 12
PX=3)=—"=——
( ) ci 1365
Exercice

La loi de probabilité de X est donc exprimer par le

tableau suivant :

X; 0 1 2 3
P(X = x;) 495 660 198 12
1365 1365 1365 1365
E(X) =0Xx 495 +1x 660 +2><—198 +3
) E(X) =0 x 375¢ 1365 1365
y 12
1365
660 +396+36 1092
B 1365 1365
2 2
ona V(X) =EX?) — (E(X))
495 660 198
E(X?) = 02— + 12, 22,
onaE(X?) = 0% 1zee+ 1% 13ee + 2% 130
L3 12 660+ 792 + 108
1365 1365
_ 1560
"~ 1365

_ 1560 /1092\?
et par suite V(X) = 365 (%)

~ 0,503 alors 0(X) = /0,503

Un joueur lance un dé : si le numéro est un nombre premier, le joueur gagne une somme égale au

nombre considéré (en euros) ; sinon il perd ce méme nombre d’euros.

1°) Si X est le gain algébrique réalisé, donner la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique et

son écart-type.

2°) Le jeu est-il favorable au joueur ?

Remargue :

- L'espérance est la moyenne de la série des x; pondérés par les probabilités pi.

En effet : E(X)=|[)1X1+p2X2+‘”—|—pn)(n _ PiXy + PoXy 4.t Py X, _

p1X1 + p2X2 +..+ pnxn

Pi+P,+...+ D,

En répétant un grand nombre de fois I'expérience, la loi des grands nombres nous permet d'affirmer que les

fréquences se rapprochent des probabilités théoriques.
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La moyenne des résultats se rapprochent donc de I'espérance de la loi de probabilité.
L'espérance est donc la moyenne que I'on peut espérer si I'on répéte I'expérience un grand nombre de fois.
- La variance (respectivement I'écart-type) est la variance (respectivement I'écart-type) de la série des xi ponderés
par les probabilités p;.
L'écart-type est donc une caractéristique de dispersion "'espérée™ pour la loi de probabilité de la variable

aléatoire.

4. Fonction de répartition

Définition Soit un univers € fini et X : Q — IR une variable aléatoire.
La fonction de répartition de X est I’application F:IR—[0,1] définie pour tout réel x par :
F(x) = P(X< X)

Pour le réel x, F(x) est la probabilité de I’événement (X < x) = {® € Q /X(®) <x}.

Propriété : : e E s L : :
P Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un univers fini Q .

Soit F la fonction de répartition de X. On a:
* F est croissante sur IR.
* Si les éléments x; de X(Q) sont ordonnés : x; < xp < - < x, et si P(X = x;) = p;

( 0six € ]—oo,x]
p1 Six € [xq,%5]
p1 + D2 Six € [x,x3]

pour i € {1,2,3, ..., n} alors F est définie sur IR par : < .
p1t+ P2+ D SUXE [x;x04]

. 1six € [x,,+0of
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Application :
On dispose d’un dé cubique parfait dont les faces portent les nombres : -1, 0, 0, 1, 1, 2.
On lance ce dé deux fois de suite. On désigne par a le nombre apparu sur la face supérieure au premier
lancer et par b le nombre apparu sur la face supérieure au deuxiéme lancer.
Soit Y la variable aléatoire qui a chaque couple (a, b) associe la somme (a + b).
1) Déterminer la loi de probabilité de Y.
2) a) Déterminer la fonction de répartition F de Y.
b) Représenter graphiquement F dans un repére orthogonal du plan.
3) a) Calculer P(0 < Y < 3) et comparer le résultat avec le réel F (3) — F (0).
b) Montrerque VEIR onaP(Y >x) =1 — F(x)

c) Montrer que pour tous réelsaetb telsquea<bona:P(a<Y <b) =F(b) — F(a)

1) L’expérience aléatoire est le lancer du dé cubique X; -2 -1 0 1 2 3 4
deux fois de suite, on a donc : card Q = 6° = 36. D, 1 4 8 10 8 4 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
(36 couples (a,b) )

Soit Y la variable aléatoire qui a chaque élément de
2) a) La fonction de répartition F de Y est définie
Q associe la somme des points obtenus.
sur IR par :F(x) = 0six € |—o0,—2[
Pour déterminer la loi de probabilité de Y, on

1
F(x)=p=—six €[-2,—1]

pourra utiliser le tableau suivant : 36
+ - 1 4 5
11001112 F(x)=p1+p2=%+%=£sixe[—1,0[
-1 -2 -1 -1 0 0 1
13
c 1 0 0 1 1 2 F(x)=P1+P2+P3=%5iXE[O:1[
o -1 0 0 1 1 2
23
1 0 1 1 2 2 3 FO =p1+p2+pstps =g six€[12]
1 o 1 1 2 2 3 31
Fx)=p,+p;+p3+ps+ps=—six €23
s T T T3 T3 13133 () =p1+p2+ps+pstps =, [2,3[
F(x) +p,+ -+ ps+ 3 i € [3,4]
x) = =—=six )
OnaY(Q)=1{-2;-1;0;1;2;3;4} P b2 Ps™Ps =36
Le tableau suivant donne la loi de probabilité associée

F(x)=1six € (4,4
ay. (x) [ [
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b) Représentation graphique de F

s 1—--—--.-—_
36 [\
ST |
3B
23—t
36
13
38
[
36
Sl
e T
-2 -1 O 1 2 3 k

) PO<Y<3)=PY =1)+P¥ =2)

22
+P(Y = 3) =%

VIII. loi binomiale

1. Epreuves répétées indépendantes

OnafF(3)—F)=2-1

22 .
= — et par suite
36 36

36

P(0<Y <3)=F(@3)—-F(0)

b)On montre que V€ IRonaP(Y >x) =1 —

F(x)

les éléments Y < x etY > x sont des contraires

donc pour tout x de IRon a:
PY>x)=1-P(Y <x)=1-F(x)

c) Pourtousréelsaetbtelsquea<bona:

Y<ac¥Y<bet(a<Y<b)y=<b) -

Y <a

DoncP((a<Y <b)) =P(Y <b)—P(Y <a)

= F(b) — F(a)

Définition

I'une d'entre elles n‘aucune influence sur le résultat des autres.

On dit que des épreuves répétées sont incependanies si et seulement si le résultat de

Exemples

e On lance 5 fois un dé cubique bien équilibré. Une éventualité est une 5-liste d'éléments d'un ensemble

de 6 éléments : {1;2;3;4;5;6}
Exemple:(2;3;4;2;1)

On admet que les lancers sont indépendants.

Donc, P(2;3; 4;2;1)=P(2)x P(3)x P(4)x P(2)xP(1) = (%)5

= Si on considere des tirages successifs avec remise, on obtient aussi des épreuves répétées indépendantes.
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2. loi binomiale

Activité :

I) un sac contient 4 jeton rouge et 2 jetons verts indiscernables au toucher. On tire au hasard, un jeton du

sac ; on designer S I’événement : « le jeton tiré est vert » ,appelé succes
1) calculer P(S) et P(S)
2) on répete cette expérience 3 fois de suite. D une maniére indépendante.

a) copier et compléter 1’arbre suivant :

b) soit X la variable aléatoire égale au nombre de jetons verts tirés.

On se basant sur cet arbre, répondre aux questions suivantes :

Déterminer les valeurs prises par X.

= Vérifier que le nombre de trajets ou se trouvent 1 succes et un seul est 3 ( ¢’st a dire C %)

= Vérifier que le nombre de trajets ou se trouvent k succés est C¥ (ouk € {0,1,2,3})

= Endéduire que P(X = 1) = C2 (%) X (g)z et P(X = 2) = (2 (%)2 % (E)

3

= Déduire la loi de probabilité de X.

Calculer E(X) et V(X)

I1) soit n un entier naturel tel que n > 2.on répete la premiére expérience n fois de suite d’une manicre

indépendante ,en remettant chaque fois le jeton tiré, avant le tirage suivant.
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Soit X la variable aléatoire définie I’univers sur ) correspondant a I’expérience répété n fois, égale au

nombre de succes
1) Vérifier que Q = {0,1,2,3, ..., n}

2) a) En s’inspirant de la partie I, vérifier que C % est le nombre de fois s’obtenir k succes oll k €
{0,1,2,3,...,n} .
b) En déduire que pour tout k de {0,1,2,3, ...,n} P(X = k) = C¥p* x (1 —p)* ¥ avecp = :

3

La loi de probabilité de X est appelé loi binomiale.

1

On dit que X est une variable aléatoire de parameétres n et p (p = 5)

3)a) Vérifier que Vkk € {0,1,2,3}: CF = = C=}

b) En déduire que E(X) = np X¢_, Ck=lp*=1(1 — p)n*

c) En utilisant la formule de binbme, montrer que E(X) = np
4)a) Montrer que Vkk € {0,1,2,3}: kK2Ck = nkC)-1

b) En déduire que E(X?) = np ¥1_, kCF=1pk=1(1 — p)*k.

c) Remarquer que ¥7_, kCXZ1p*=1(1 — p)»* = (n — 1p + 1 puis déduire que V(X) = np(1 — p)

Proprieté La loi de probabilite de X est |~ (01 binomiale de paramétres n (hnombres d'épreuves

répétées) et p (probabilité de succes). Pour tout entiers naturel k compris entre 0 et n
P(X = k) = C{p* x (1 —p)" 7~

EtonaE(X) = np et V(X) = np(1 — p)
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1. Montrer que E: et E> sont incompatibles.

2. Déterminer ’ensemble E, UE, .

W Soient A, B et C des événements. On pose E, =A ~B ~C et E,=An(BUC).

3.Onsaitque p( A)=0,6, P(B)=04, P(C)=0,3, P(BNC)=0,1, P(ANC)=0,1,

P(AnB)=0,2 &t P(AnBNC)=0,05. Calculer p(g ) et P(E, ).

E,nE,=ANBNC NAN(BUC)
1. =(Am§m5mB )u(AmEmCTmC )
=ud=J

2. AnBNC=An(BuUC) donc en appelant
K=BuUC,ona g UE =(AnK)U(ANK)=A.
3. On calcule p(BUC)=0,4+0,3-0,1=0,6

P(BUC)=0,4 ; P(E )+P(E)=P(A)=06 .

Exercice ( 5

ouvert un tiroir du coffre C, ?

(pieces d’or)

Trois coffres notés Ci, C,, Cs ont chacun deux tiroirs, et dans chaque tiroir, il y a une piece. Le coffre C; contient

2 pieces d’or, C; 2 pieces d’argent et Cz une pieéce d’or et une d’argent.

1. On ouvre au hasard 1’un des 6 tiroirs et on trouve une piéce d’argent. Quelle est la probabilité pour que I’on ait

2. On ouvre a nouveau et indépendamment de la premiére fois 1’un des 6 tiroirs et on trouve encore une piéce

d’argent. Quelle est la probabilité pour que I’on ait ouvert deux fois le méme coffre ?

Wsant la formule de 1’ex0 9, on a

P(AUK )=P(AuUBULC)
=0,6+0,4+0,3-0,1-0,1-0,2+0,05 parailleurs
=0,95

P(AUK )=P(A)+P(K)-P(ANK)
=0,95=0,6+0,6-P(E,)
=P (E,)=0,25

etenfinp(g )=0,6-0,25-0,35.

(ce qui était totalement évident...)
2. Puisqu’on a déja pris une piéce d’argent, il faut

11 1 L
retomber sur C,, donc 3 X 379 (attention &

I’indépendance, sinon on aurait quelque chose plus

compliqué).
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On sait que 36 % des foyers ont un chien et que dans 22 % des foyers ou I’on a un chien on trouve aussi un chat.
On sait par ailleurs que 30% des foyers ont un chat.
a. Quelle est la proportion de foyers dans lesquels on trouve un chien et un chat ?

b. Quelle est la probabilité qu’un foyer posséde un chien sachant qu’il posséde un chat ?

a. P(chien)=0,36 donc b. P(chat)=0,30,

P (chien Nchat) = Py, (chat) x P ( chien ) P (chien) = ~Chien Achat) _ 0,079 _, ooqs
chat P (chat) 0,30

=0,22x0,36=0,079

— o -y s
(Efficacité d’un test)

Une maladie atteint 3% d’une population donnée. Un test de dépistage donne les résultats suivants :
Chez les individus malades, 95% des tests sont positifs et 5% négatifs.
Chez les individus non malades, 1% des tests sont positifs et 99% négatifs.
On choisit un individu au hasard.

1. Construire 1’arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. Quelle est la probabilité

a. qu’il soit malade et qu’il ait un test positif ?

b. qu’il ne soit pas malade et qu’il ait un test négatif ?

C. qu’il ait un test positif ?

d. qu’il ait un test négatif ?

3. Calculer la probabilité

a. qu’il ne soit pas malade, sachant que le test est positif ?

b. qu’il soit malade, sachant que le test est négatif ?
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Positif_-( 0285 b. P(M mf):P(M)xPm(f)=0,97><0,99=0,9603.

C. P(T)=P(M NT)+P(M NT)=0,0097 +0,0285 =0, 0382
d. P(T)=P(M ~T)+P(M ~T)=0,0015+0,9603 =0,9618

P(T A M) 0,0097

3.a. P (M)= = ~0,25 : c’est
P(T) 0,0382
0,09\0,9603 énorme. ..
b. p.(M)= PMCAM)_00015 455185 :ouf...ona

1. Voir ci-contre. P(T) 0,9618

2.0n note M 'individu est malade et T le test est trés peu de chances d’étre malade sachant que le test est

positif .
négatif, c’est rassurant.
& P(MNT)=P(M)xP, (T)=0,03x0,95=0,0285.

Une boite contient 8 cubes :

e 1 gros rouge et 3 petits rouges,
e 2 gros verts et 1 petit vert,
o 1 petit jaune.

Un enfant choisit au hasard et simultanément 3 cubes de la boite. On admettra que la probabilité de tirer un cube
donné est indépendante de sa taille et de sa couleur.

Les résultats seront donnés sous forme de fraction irréductible.

1. On note A I'événement : "Obtenir des cubes de couleurs différentes” et B I'événement : "Obtenir au plus un
petit cube™.

a. Calculer la probabilité de A.

b. Vérifier que la probabilité de B est égale a ; :

2. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de petits cubes rouges tirés par I'enfant.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer I'espérance mathématique de X.

3. L'enfant répete 5 fois I'épreuve "tirer simultanément 3 cubes de la boite", en remettant dans la boite les cubes
tirés avant de procéder au tirage suivant. Les tirages sont indépendants.

On note p la probabilité que I'événement B soit réalisé.
a. Déterminer la probabilité que B soit réalisé au moins une fois a l'issue des 5 épreuves.
b. Déterminer la probabilité que I'événement B soit réalisé exactement 3 fois.
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Préliminaire : il y a 81_8x7x6 _g ., _56
3 3x2

éventualités, c'est-a-dire 56 facons de tirer les 3 cubes.
1. Obtenir des cubes de couleur différente revient a
obtenir 1 rouge ET 1 vert ET 1 jaune, c'est-a-dire

obtenir un rouge parmi les 4, et 1 vert parmi les 3 et le

4 3
mx[l)” 4x3x1_ 3
jaune : p(A)= = -
i P(A) 3 55
3

=
Obtenir au plus un petit cube c'est n'en obtenir aucun
OU en obtenir un seul.

L) L)
@y 3\ \2) 1 5x3 16 2

+

SIE

En effet, n'obtenir aucun cube, c'est prendre les 3 gros,

etil n'y a qu'une possibilité (3 parmi les 3) OU n'en
prendre qu'un (parmi les 5) ET prendre 2 gros cubes
(parmi les 3).

2.a. La variable aléatoire donne le nombre de petits
cubes rouges tirés ; il y en en trois en tout, on peut donc
entirer0, 1, 2 ou 3.

e Aucun petit cube rouge:

3 5
o) 2555 s
p(X =0)= - —

8 56 56 28
3
e Un seul petit cube rouge
) {5) >3
X 3><7
1) (2 30 15
p(X =1)= -2 i

8) 56
3
o Deux petits cubes

ot
ox 2y \2) \1)_3x5_15

8 56 56
3

e Trois petits cubes rouges

(ij(sj
3 0 X
0 -g=t2 0 L L

Loi de probabilité :

x=(X=Kk) |0 1 ) 3 gomme
p=p(X= | 5 |1 )15 1
K) 28 28 56 | 56
% 0 5 |15 | 3 [63 9
P 28 28 | 56 | 56 8
k=3 15 15 3 9
2.b. E(X):Zk=0 P =t ot e = 5

3. Les événements sont indépendants. 1l s'agit d'un
schéma de Bernoulli. avec :
e Succes : "Obtenir au plus un petit cube."”
e p=p(S)=2/7(Voir question 1.)
e |lyab5épreuves.

e On obtient k succés lors des n épreuves.

aron (D)

a. On veut obtenir au moins un succes lors des 5
épreuves. On appelle Y la variable aléatoire qui donne
le nombre de succés lors des 5 épreuves. Il s'agit de

calculer p(Y > 1) ou encore 1 —p(Y =0) :

5 - 5\°
p >1)=1-p( =0)=1—[0jp°(1—p)5 °=1—[—j

7
_ 13682 141

16807

5 5) (2 (5
—3)= 31— )53 = 2 2

ot <9=(Jra-p<( 3 5] +(5)
b) _ 2000 41190

16807
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'- Exercice ( 6 ('vie et morts de bactéries)

Préambule : Soit t un entier positif. A I'instant t une bactérie vit

dans un milieu de culture.

A l'instant suivant, t + 1, cette bactérie peut

. o1
* mourir avec une probabilité n
. .. o1
* continuer a vivre avec une probabilité n

* se diviser en deux bactéries identiques avec une probabilité o

Partie A

On suppose dans cette partie, qu'a I'instant t, il y a deux bactéries b et b, dans le milieu de culture, chacune se
comportant de la méme fagon, décrite dans le préambule, et indépendamment l'une de l'autre.

On appelle X le nombre total de bactéries a l'instant suivantt + 1 .

1. Compléter le tableau donné, a I'aide du nombre n de bactéries restantes a l'instant t + 1 et de la probabilité p de

I'événement correspondant.

n = nombre de bactéries a t+1

p = probabilité qu’il y ait n bactéries a t+1

2. Quelles sont les valeurs possibles prises par X ?

3. a. Décrire, a l'aide d'une phrase, I'événement { X =2 }.
b. Justifier que la probabilité de I'événement { X = 2 } est égale a P(X =2) = %

Partie B

On suppose dans cette partie qu'a I'instant 0 il y a une seule bactérie dans le milieu de culture, qui se comporte
comme décrit dans le préambule.

Ensuite, si a l'instant 1 il y a des bactéries, elles se comportent a l'instant suivant comme la bactérie initiale et ceci
indépendamment les unes des autres.

Si auninstant il n'y a plus de bactérie le processus d'évolution s‘arréte.

On se propose d'étudier le nombre de bactéries a l'instant 2.
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1. Compléter I'arbre donnant toutes les possibilités pour le nombre de bactéries aux instants 1 et 2. Donner sur

chaque branche de l'arbre la probabilité correspondante.

2.0n désigne par A;, I'événement « & I'instant 1 il y a une bactérie » et par B; I'événement « & I'instant 2 il y a deux

bactéries ».

a. Donner la probabilité PA1 ( B, ) gu'il y ait deux bactéries a l'instant 2 sachant qu'il y avait une bactérie a l'instant
1.

b. Calculer la probabilité P(A, ~B,) qu'il y ait une bactérie a I'instant 1 et deux bactéries a l'instant 2.

3. On désigne par A; I'événement « a I'instant 1 il y a deux bactéries ».

a. Donner la probabilité PA2 ( B ) qu'il y ait deux bactéries a I'instant 2 sachant qu'il y avait deux bactéries a

I'instant 1.
b. Calculer la probabilité P(A, ~B,) qu'il y ait deux bactéries a I'instant 1 et deux bactéries a l'instant 2.

4. Soit Y la variable aléatoire représentant le nombre de bactéries a l'instant 2.
a. Quelles sont les valeurs que peut prendre Y ?

b. Calculer la probabilité de I'événement { Y =2 } .
c. Calculer la probabilité de I'événement { Y =01} .
d. Faire un tableau donnant la loi de probabilité de Y.

e. Calculer I'espérance E(Y) de Y.
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Résumons les probabilités données dans 1’énoncé :

3. a. L'événement {X = 2} signifie qu’il y a deux bactérie

état meurt vit division a D’instant t+1.
p 1/4 1/4 1/2 b. P{X = 2} = probabilité que b1 vit et b, vit ou b; se
Partie A divise et b, meurt ou le contraire =
1. Complétons le tableau suivant :
t+1 by vit bi meurt | by se divise total (11 11 1+2+2 5
44 24 42 16 16
it | L 1 [ 11 1 [ 111 1
? 44 16 | 44 16 2'4 8 Bartie B
11 1 11 1 11 1 1; Pratiquement toutes les réponses de ’arbre sont
b meurt | —.—=— ——=— —o—== -
44 16 44 16 24 8 4 . .
connueg puisque s’il y a 1 bactérie a I’instant 1 on est dans
S A USSR A S A .
divise 2'4 8 2'4 8 22 4 2o
1 1 1
total - - 1
4 4 2
Qui nous permet simplement de compléter celui e NSt i
demandé : il y aura donc les probabilités suivantes :
e 1
0 bactéries si les deux meurent : B :
t:Z ......................................................

1 bactérie si b; meurt et b, vit ou le contraire L + 1.1
' ? ‘1616 8

2 bactéries si by vit et b, vit ou by se divise et b, meurt ou

le contraire : i+l+l—i .
"16 8 8 16 '

.. . . o1
3 bactéries si b vit et b, se divise ou le contraire :§+§=

: 4 bactéries si by se divise et b, se divise :

L 1
4 4
2. X peut donc prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ou 4.

n=nombre de
bactéries a t+1 0 1 2 | 3|4 | total
p=p’(obab'|llte 1 ] | :
qu’il y ait n — - = | 2| = 1
bactériesat+1 | 16 | 8 | 16 | 4 | 4

la situation de I’énoncé et s’il y en a 2 on est dans la
situation de la partie A :

2.a. Py (B,) estla probabilite qu’il y ait 2 bactéries a
I’instant 2 sachant qu’il y en a 1 a I’instant 1 : on est sur la

branche 1-1-2 de I’arbre mais on ne s’intéresse qu’a ce qui

1
se passe entre t=1 et t=2 : Py (B,)= >

X

b. P(Ay N B,) =Py (B,)xP(A) =

N | =
L
|

:en fait on

multiplie les probabilités de chaque bout de branche de
I’arbre.

3.2 Py, (B,) = probabilité de la branche 1-2-2
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5 1 1 11 11
.y .y - c.PEY=0 __1 s ===
limitée au deuxiéme segment 6 {d b)) 12726 3
1 5 _5 d. Loi de probabilité de Y :
b. P(A, (1B;) = Pay (By)x PAg) = x o=
Y=nombre de 0 1 2 3 4 | total
4.a.Y peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ou 4 bactéries a t=2
P=probabilit¢ qu’il | 11 | 4 | 9 | 4 | 4 1
comme X. yaitY bactériesa | 32 | 32 | 32 | 32 | 32
t=2
b.P{Y=2})=P(A nB,)+P(A,NB,)=
1 5 9
§+§:§_ e. E(Y)= 0_ 1i 2.34.3_1 4i 50—25—15625

32 32 32 32 32 16

Une usine d’horlogerie fabrique une série de montres. Au cours de la fabrication peuvent apparaitre deux types
de défauts, désignés par a et b. 2 % des montres fabriquées présentent le défaut a et 10 % le défaut b.
Une montre est tirée au hasard dans la production. On définit les évenements suivants :

A : «la montre tirée présente le défaut a » ;

B : « la montre tirée présente le défaut b » ;

C : « la montre tirée ne présente aucun des deux défauts » ;

D : « la montre tirée présente un et un seul des deux défauts ».
On suppose que les évenements A et B sont indépendants.
1. Montrer que la probabilité de 1I’événement C est égale a 0,882.
2. Calculer la probabilité de I’événement D.
3. Au cours de la fabrication, on préléeve au hasard successivement cing montres. On considere que le nombre de
montres fabriquées est assez grand pour que 1’on puisse supposer que les tirages se font avec remise et sont
indépendants.
Soit X la variable aléatoire qui, a chaque prélevement de cing montres, associe le nombre de montres ne
présentant aucun des deux défauts a et b. On définit ’événement E : « quatre montres au moins n’ont aucun
défaut ».

Calculer la probabilité de I’événement E. On en donnera une valeur approchée a 1072 pres.
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de méme il y a 0,1 — 0,002 = 0,098 chances de tomber

1. Comme A et B sont indépendants on a

p(ANB)=p(A)p(B)=0,02x0,1 ; on en déduit donc que | sur une montre n’ayant que le défaut b ; on a donc

P(C)=1-p(AUB)=1-[p(A)+p(B)-P(ANB)] p(D)=0,018+0,098=0,116 .

=1-0,02-0,1+(0,02x0,1) = 0,882 '
3. X suit une loi binomiale B(5;0,882) ;

2.11'ya0,02 — 0,002 = 0,018 chances de tomber sur
P(E)=p(X 24)=p(X =4)+p(X =5)

une montre n’ayant que le défaut a ;

5 5 .
= ( . j0,88240,1181 +( 5 J0,88250,1180 ~0,891

Un appareil électronique envoie a une imprimante un code
qui est un nombre de quatre chiffres, chaque chiffre ne
pouvant prendre que les valeurs 0 ou 1 (par exemple : 1011).
1. a. Combien ’appareil peut-il fabriquer de codes distincts ?
On supposera dans ce qui suit que tous ces codes ont la méme
probabilité d’étre produits.

b. Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de 1 figurant dans le code. Donner la loi de probabilité de
X et calculer son espérance mathématique.

2. Une imprimante a été choisie au hasard dans une série.

A la suite d’études antérieures, on a observé cinq cas possibles. Dans le cas Eo, I’imprimante n’écrit que des 0,
quel que soit le code émis par I’appareil. Pour chaque élément n de I’ensemble {1, 2, 3}, dans le cas E;
I’imprimante écrit correctement les N premiers caracteéres du code et n’écrit ensuite que des 0.

Par exemple, lorsque E; survient, tous les codes commencant par 01 sont imprimés 0100. Dans le cas Ea,
I’imprimante fonctionne correctement.

L’état de I’imprimante sera donc considéré comme le résultat d’une épreuve aléatoire ayant cing issues possibles

Eo, Es, Ez, E3, Ea.
On admet que, pour chaque élément n de I’ensemble {0, 1, 2, 3}, P(E,)=32x10". Le code émis par I’appareil

est indépendant de 1’état de I’imprimante.
a. Calculer la probabilité P(E4). Pour la suite, C désigne I’événement : « le code imprimé est identique a celui

émis par I’appareil ».
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b. On suppose que Eo se produit. Quelle est la probabilité PE0 (C) que le code imprimé soit quand méme celui
que I’appareil a envoy€ ? En déduire la probabilit¢ p(CnE, ).

c. Déterminer de méme F, (C) puis P(CE,) pour tout élément n de I’ensemble {1, 2, 3, 4}.

1. a. Il'y a deux possibilités pour chaque chiffre, soit n | Séquences correctes | P, (C) | P(cnE,)
24=16.
1
. 0 0000 — 0,002
b. X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ou 4. La loi de X 16
est une loi binomiale B( 4, %j . Son espérance est 1 0000, 1000 2 0,004
16
1 0000, 1000, 0100,
=452, 5 4 0,008
1100 16
_ -3
2. P(En ) =32x107, 0000, 1000,
3 = 3 0100,1100, 0010, 8 0,0016
a P(E;)=1- P(E,)=1-4x32x10" 0,872, 16
n=0 0110, 1010, 1110
b. Si Eq s’est produit, I’imprimante n’a marqué que des 16
4 0000, ...., 1111 — 0,872
0, il fallait donc que I’appareil envoie la séquence 16
1 4
0000 : PEO(C)=E.OnendedUIt P(C)=§P(Cf\5n)
1 =0,002+ 0,004 +0,008+0,016 + 0,872 = 0,902
P(CNnEy )= PEO (C)xP(E ):EXO'032:0’002'
d. On cherche p. (g, )= P(CE2) 0008, qoaq.
. . P(C) 0,902
c. On résume les résultats dans un tableau.
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Exercices et problémes

I’ (‘arrangement)

Une télévision privée décide d'opter pour le systéme de
« programmes a péage » en utilisant des décodeurs
commandés par des codes a huit chiffres.

a) Donner le nombre d'abonnés potentiels puis le
nombre d'abonnés avec code composés de huit chiffres
différents.

b) Calculer le nombre de codes a 2 chiffres différents,
I'un étant utilisé 1 fois et l'autre 7 fois.

¢) Méme question avec 3 chiffres différents, dont 2
sont utilisés une fois et le troisieme 6 fois.

‘ ‘ (combinaisons )

Neuf personnes se présentent a la médecine du travail

pour passer la visite annuelle. Deux médecins les
recoivent. Le premier verra 5 personnes, le second 4.
1. De combien de fagons différentes les neuf personnes
peuvent-elles étre réparties entre chaque médecin ?

2. Il 'y a 4 personnes portant des lunettes. De combien
de facons différentes peut-on réaliser cette répartition,
sachant que chaque médecin verra 2 personnes portant
des lunettes ?

3. De plus, on veut que M. Durand qui porte des
lunettes et M. Dupond qui n'en porte pas, soient
examinés par le méme médecin. Combien de

répartitions sont possibles ?

-

Une étude de la population d'une grande ville de

province a fait apparaitre que pendant un mois :

35 % des personnes sont allées au cinéma,

-

-

12 % des personnes sont allées au museée,

6 % des personnes sont allées aux deux.
Calculer la probabilité que, pendant ce mois, une
personne ait fait les choix suivants :

a) Aller au cinéma ou au musée,

b) Ne pas aller au cinéma,

c) N'aller ni au cinéma, ni au musée,

d) Aller au cinéma mais pas au musée.

Dans un laboratoire se trouve une cage avec 100 souris
présentant deux caractéres : sexe (male ou femelle ),
couleur (blanche ou noire) ; 87 sont males, 57 sont
blanches et 55 sont méles et blanches.

1°/ Donner l'effectif par catégorie.

2°/ Une assistante prend une souris au hasard. Calculer
la probabilité pour qu'elle obtienne une souris

blanche ou une souris méle.

3°/ Elle décide de choisir 6 souris. Calculer la
probabilité qu'elle obtienne 6 souris blanches si les
prélevements sont réalisés :

a) avec remise

b) sans remise

Une urne contient dix boules (6 blanches et 4 rouges).
On tire au hasard et successivement deux boules de
cette urne.

Calculer, dans le cas ou le tirage est effectué avec
remise, puis dans le cas ou le tirage est effectué sans

remise, les probabilités suivantes :
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— probabilité pour que les deux boules soient
blanches,

— probabilité pour que les deux boules soient de
méme couleur,

— probabilité pour que l'une au moins des boules
tirées soit blanche.

-

Un nouveau vaccin a été testé sur 12500 personnes ; 75

d'entre elles, dont 35 femmes enceintes, ont eu des

réactions secondaires nécessitant une hospitalisation. I

1°/ Sachant que ce vaccin a été administré a 680
femmes enceintes, quelle est la probabilité qu'une
femme enceinte ait eu ne réaction secondaire si elle
recoit le vaccin ?

2°/ Quelle est la probabilité qu'une personne non
enceinte ait une réaction secondaire ?

-

On place un hamster dans une cage. Il se trouve face a

5 portillons dont un seul lui permet de sortir de la cage.
A chaque essai infructueux, il recoit une décharge
électrique et on le replace a I'endroit initial.

1 — En supposant que le hamster ne soit pas doué
d'apprentissage et qu'il choisisse donc de fagon
équiprobable entre les 5 solutions a chaque nouvel
essai, déterminer la probabilité des événements :

a) le hamster sort au premier essali,

b) le hamster sort au troisieme essai,

c) le hamster sort au septiéme essai.

2 — Le hamster mémorise maintenant les essais

infructueux et choisit de fagcon équiprobable entre les
portillons qu'il n'a pas encore essayés. On désigne par
X la variable aléatoire égale au nombre d'essais
effectués.

a) Quelles valeurs peut prendre X ? Déterminer sa loi
de probabilité.

b) Déterminer I’espérance mathématique E(X) :
interpréter le résultat.

c) Déterminer la variance V(X).

La probabilité d'observer une maladie dans une
population est P = 0,1 et la maladie peut étre détectée
sans erreur

par un dosage sanguin. On souhaite déterminer par ce
dosage le nombre de personnes malades sur un
échantillon de 100 personnes.

Mais au lieu de tester le sérum de chaque individu, on
partitionne au hasard I'échantillon en 10 groupes de 10
personnes dont on mélange les sérums.

Si le test est négatif, sur I'un de ces mélanges, on
considére que les 10 personnes correspondantes sont
toutes négatives et I'on est ainsi dispensé des 10 tests
individuels.

Si, au contraire, le test est positif, c'est qu'alors au
moins une personne est atteinte de la maladie et il faut
alors tester séparément chacun des 10 sérums ayant

participé au mélange, on doit donc, dans ce cas,
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effectuer 11 tests.

1°/ Trouver les probabilités pour que, dans un groupe,
on observe : — aucune personne malade, — une et une
seule personne malade, — au moins une personne
malade.

2°/ En désignant par N le nombre total de tests a
effectuer avec cette méthode de partition pour un
échantillon de

100 personnes, trouver les probabilités suivantes :
-P(N=110)

-P(N=100)

3°/ Calculer le nombre moyen de tests E(N) et la
variance du nombre des tests Var (N).

-

Le Comité des fétes d’un village organise une loterie a

I’aide de deux urnes.

L’urne U; contient trois boules rouges notées Ri, Ry,
R et deux boules jaunes notées J; , Ja.

L’ urne U, contient quatre boules bleues notées Bi, B,
Bs, Ba et une boule verte V .

Pour participer a cette loterie, un joueur doit d’abord
miser 3Dh. Il tire ensuite au hasard une boule dans U;,
puis une boule dans U.. Les boules sont indiscernables
au toucher.

On suppose que tous les tirages de couples de boules
sont équiprobables.

1. A I’aide d’un tableau ou d’un arbre montrer qu’il y a
25 couples de boules possibles.

2. Une boule rouge fait gagner 2 Dh. Une boule jaune

fait gagner 3 Dh. Une boule bleue fait gagner 1 Dh. La
boule verte fait gagner 5 Dh. A chaque tirage de 2
boules la variable aléatoire X associe le gain
finalement réalisé par le joueur. Ainsi, en tenant
compte de la mise de 3 Dh, le tirage d’une boule rouge
et d’une boule verte occasionne finalement un gain de
4 Dh.

(a) Déterminer I’ensemble des valeurs prises par la

variable aléatoire X.

(b) Démontrer que P(X =5) = 22—5

(c) Présenter en tableau la loi de probabilité de la
variable aléatoire X.

(d) Quelle est la probabilité que le gain du joueur ne
dépasse pas finalement 1 Dh ?

3. (a) Calculer I’espérance mathématique E(X) de la
variable aléatoire X.

(b) Le Comité s’apercoit que son jeu est déficitaire.
Expliquer quelle est, en nombre entier d’euros, la mise
minimale qu’il faudrait demander afin de rendre le jeu
favorable au Comité.

10

On sait que 25% des individus d’une population

lycéenne pratiquent le cyclisme, que 22 % pratiquent le
tennis et que 15% pratiquent les deux sports. On
interroge au hasard une personne de cette population.
On appelle C : « la personne interrogée pratique le
cyclisme » T : « la personne interrogée pratique le
tennis ». Traduire les données en termes de

probabilités.



La médiathéque d’une université posséde des DVD de

deux provenances : les DVD regus en dotation et les
DVD achetés.

Par ailleurs, on distingue les DVD qui sont de
production européenne et les autres.

On choisit au hasard un de ces DVD. On note :

D I’événement « le DVD a été recu en dotation » et D
I’événement contraire.

U I’événement « le DVD est de production européenne
» et Ul’événement contraire.

On sait que P5(U) = 0,4

On modélise cette situation par 1’arbre incomplet au

dessous : compléter I’arbre

0,65
1 o
P i
u
D
i

On propose 1’arbre pondéré suivant :

3 =B
<
riy

4

i _ B
2_
5 3

57N 3

B

DéterminerP,(B), Pz(B) et P(An B) P(A)

Un sac contient 3 jetons triangulaires, 2 jetons carrés et

5 jetons hexagonaux. Deux jetons sont tirés
successivement sans remise du sac. On s’intéresse au
couple formé par les deux jetons.

On note :

T : « le jeton est triangulaire » ; C : « le jeton est carré
»; H: «le jeton est hexagonal ».

Construire I’arbre pondéré associé a cette expérience.

m On dispose de deux urnes.

La premiére contient 3 boules blanches et une boule

rouge.
La seconde contient 2 boules blanches et 4 boules
noires.

On lance une piéce. Si on obtient pile, on tire une
boule de la premiere urne, sinon, on tire une boule de
la deuxiéme urne.

On note P : « La piéce est tombée sur pile » ;

B : « la boule tirée est blanche » ; R : « la boule tirée

est rouge » ; N : « la boule tirée est noire ».

Construire I’arbre pondéré associé a cette expérience.

Les 800 éléves d’un lycée sont répartis dans les classes

de tronc commun , premiere ou terminale selon le

tableau suivant :

TC 1°*"bac | 2°bac | total
Externes | 60 50 90 200
Internes | 240 200 160 600
total 300 250 250 800

Chapitre 3 : Probabilités E
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1) On choisit au hasard un éléve parmi les 800 élevés
.donner la probabilités des évenements suivants :

A «il est externe »

B : «il est en Tronc commun »

C : «c’est un éleve de tronc commun externe »

1) On choisit un éleve au hasard parmi les internes

Quelle est la probabilité pour que cet éleve est en tronc

commun.

16

A et B sont deux événements d’un espace probabilisé.

Onsaitque: p(A)=7,0;p(B)=4,0et 2,0
p(AN B) =0,2
Calculer P(A) et P(AU B)

A et B sont deux événements d’un espace probabilisé.

On sait que p(ANB)=1/6etp (B/A)= 1/4 .

Calculer p(A) .

-

Un jeu consiste a tirer une boule d’une urne contenant i I

5 boules numérotées de 2 a 6 indiscernables au toucher
Le tirage d’une boule portant un numéro pair fait
perdre une somme, en euros, égale a la moitié du
numeéro tiré.

Le tirage d’une boule portant un numéro impair
rapporte une somme, en euros, égale au numéro tiré.
Soit X la variable aléatoire égale au gain
éventuellement négatif obtenu a 1’issue du tirage.

1) Quelles sont les valeurs prises par cette variable

-

aléatoire ?
2) Déterminer la loi de probabilité de X.
3) Calculer I’espérance mathématique de X. Le jeu est

-il équitable

Un forain propose le jeu suivant : le joueur fait tourner
une roue divisée en six secteurs identiques

Trois secteurs sont jaunes, deux secteurs sont verts et
un secteur est rouge.

Le joueur fait tourner la roue.

* si la couleur est verte, le joueur perd 1 euro,

* si la couleur est rouge , il perd 2 euros,

* si la couleur est jaune, il gagne 5 euros.

On définit la variable aléatoire X égale au gain du
joueur.

1) Quelles sont les valeurs prises par cette variable
aléatoire ?

2) Déterminer la loi de probabilité de X.

3) Calculer I’espérance de X. Interpréter ce résultat.

Une urne contient deux boules blanches et huit boules
noires.

1) Un joueur tire successivement, avec remise, cing
boules dans cette urne.

Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et
pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre
de boules blanches tirées.

On note Y le nombre de points obtenus par les joueur
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sur une partie. let2.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa On effectue le tirage une a une, sans remise, de toutes
variance. les boules de I’urne.

(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa On note X la variable aléatoire égale au rang
variance. d’apparition de la premiére boule blanche.

2) Dans cette question, on suppose que les cing tirages | On note Y la variable aléatoire égale au rang

successifs se font sans remise. d’apparition de la premiére boule numérotée 1.
(a) Déterminer la loi de X. 1) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loi de Y. 2) Déterminer la loi de Y.

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’une Soient A, B et C des événements. On pose

boite formée de trois compartiments identiques EE=AnBNC et E, =An(BUC).

également numerotes de 1 a 3. 1. Montrer que E; et E, sont incompatibles.

On lance simultanément les n boules. 2. Déterminer I’ensemble E, U E, .

Elles viennent se ranger aléatoirement dans les 3 .
3.Onsaitque P(A)=0,6, P(B)=0,4, P(C)=0,3,

compartiments.
P(BNC)=0,1, P(AnC)=0,1, P(AnB)=0,2 €t
Chague compartiment peut éventuellement contenir les

P(AnBnC)=0,05. Calculer p(g ) et P(E,).
n boules.

On note X la variable aléatoire qui a chaque expérience u

o . . On lance deux fois un de pipé tel que
aléatoire fait correspondre le nombre de compartiments

P(1)=P(3)=P(4)=1/2 et P(2)=P(6)=1/4. Il I
restés vides. (1)=P(3)=P(4)=1/2 et P(2)=P(6)=1/4. Quelle est la

. . probabilité que la somme des points obtenus soit
1) Préciser les valeurs prises par X.

, ) o, supérieure a 10 (strictement) sachant que :
2) (a) Déterminer la probabilité p(X = 2).

. , . . - 1. un des résultats est 6.
(b) Finir de determiner la loi de probabilité de X.

2. le premier résultat est 6.
3) (a) Calculer E(X). P

(b) Déterminer lim n—-+oo E(X). Interpréter ce résultat. i ‘

| ~ | Trois coffres notés C1, C, Cz ont chacun deux tiroirs,

Soit n € Nx. Une urne contient n boules blanches et dans chaque tiroir, il y a une piece. Le coffre C,

numérotées de 1 a n et deux boules noires numérotées
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contient 2 piéces d’or, C; 2 pieces d’argent et C3 une ﬁ |

piece d’or et une d’argent. D’aprés les données recueillies jusqu’a ce jour, 2 % de

.. la production d’une unité d’une entreprise est non
1. On ouvre au hasard I’un des 6 tiroirs et on trouve p p

. , nforme et n t étre commercialisée.
une piece d’argent. Quelle est la probabilité pour que contorme et he peut etre commerciafisee

I’on ait ouvert un tiroir du coffre C, ? a. Quelle est la probabilité que 2 piéces choisies au

2. On ouvre & nouveau et indépendamment de la hasard de la production de cette unité soient non

. o o conformes ?
premiere fois I’un des 6 tiroirs et on trouve encore une

pidce d’argent. Quelle est la probabilité pour que I’on b. Quelle est la probabilité que la premiere piéce soit

ait ouvert deux fois le méme coffre 2 non conforme et que la seconde soit conforme ?

% =

Une boite contient 4 boules rouges, 3 boules vertes et 7 Une réunion rassemble 20 personnes : 12 femmes et 8

. 0 o
boules jaunes. On tire simultanément 2 boules de la hommes. On sait que 20% des femmes fument ainsi

0,
bofte et on suppose que tous les tirages sont Que 40 % des hommes.

L . Une personn itte la réunion. 1l I
équiprobables. a. Une personne quitte la réunion. Quelle est la

Calculez la probabilité d’obtenir : probabilité que cette personne soit occupée a fumer ?

R .Un rsonn itte la réunion en fumant. 1l
a. Deux boules de la méme couleur. b. Une personne quitte la réunion en fumant. Quelle est

b. Deux boules de couleurs différentes. la probabilité qu’il s°agisse d’une femme ?

On suppose que 3 entreprises X, Y et Z fabriquent trois

Une enquéte effectuée aupres de 1500 personnes

adultes (habitants d’une ville) portant sur les jeux types de microprocesseurs utilisés dans les ordinateurs

, s se partagent le marché a raison de 25 % pour X, 35 %
d’argent indique que

0,
- 1182 jouent  la loterie (A) pour Y, 40 % pour Z. Les pourcentages de commandes

- 310 vont au casino (B) non conformes sont :

0, i 0,
- 190 jouent autant a la loterie qu’au casino. 5 % pour les microprocesseurs de X, 4 % pour ceux de

a. Si une personne adulte (de la ville) est choisie au Yet

0
hasard, quelle est la probabilité qu’elle joue a la loterie 2 % pour ceux de Z.

oU au casino ? Dans un lot constitué de microprocesseurs dans les

b. Quelle est la probabilité qu’elle joue uniquement au proportions indiquees pour X, Y et Z, on preléve un

. microprocesseur.
casino ? P
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a. Quelle est la probabilité qu’il soit non conforme ?
b. Sachant que le microprocesseur présente un défaut
de fabrication, quelle est la probabilité qu’il soit du
type X ?

S

Pour réaliser une loterie, un organisateur dispose d’un

sac contenant exactement un jeton blanc et 9 jetons
noirs indiscernables au toucher et d’autre part d’un dé
cubique équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a
6.
Il décide des regles suivantes pour le déroulement
d’une partie.
Le joueur doit tirer un jeton puis jeter le dé :
* si le jeton est blanc, le joueur perd lorsque le
jet du dé donne 6 ;
* si le jeton est noir, le joueur gagne lorsque le
jet du dé donne 6.
A la fin de la partie, le jeton est remis dans le sac.
On note B I’événement « le jeton tiré est blanc » et G

I’événement « le joueur gagne le jeu ». L’événement

contraire d’un événement E est noté E. La probabilité
d’un événement est notée p(E).

Partie A

7
1. Montrer que p(G)= 20 On pourra s’aider d’un

arbre pondére.
2. Quelle est la probabilité que le joueur ait tiré le jeton
blanc sachant qu’il a perdu ?

3. Un joueur fait quatre partie de fagon indépendante.

Calculer la probabilité qu’il en gagne exactement deux
et en donner une valeur approchée a 1073 pres.
4. Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il
faire pour que la probabilité d’en gagner au moins une
soit supérieure a 0,99 ?
Partie B
L’organisateur décide de faire de sa loterie un jeu
d’argent :
* chaque joueur paye 1 euro par partie ;
* si le joueur gagne la partie il recoit 5 euros ;
*si le joueur perd la partie il ne recoit rien.
1. On note X la variable aléatoire égale au gain
algébrique (positif ou négatif) du joueur a I’issue d’une
partie.
a. Donner la loi de probabilité de X et son espérance
mathématique.
b. On dit que le jeu est favorable a 1’organisateur si
E(X) <O0. Le jeu est-il favorable a 1’organisateur ?
2. L’organisateur décide de modifier le nombre n de
jetons noirs (n entier naturel non nul) tout en gardant
un seul jeton blanc. Pour quelles valeurs de 1’entier n
le jeu est-il défavorable a I’organisateur ?

52

On dispose d’un dé cubique équilibré dont une face

porte le numéro 1, deux faces portent le numéro 2 et
trois faces portent le numéro 3.
On dispose également d’une urne contenant dix boules

indiscernables au toucher, portant les lettres L, O, G,
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A, R, I, T, H, M, E (soit quatre voyelles et six
consonnes).

Un joueur fait une partie en deux étapes :

Premiére étape : il jette le dé et note le numéro obtenu.
Deuxiéme étape :

«si le dé indique 1, il tire au hasard une boule
de I'urne. Il gagne la partie si cette boule porte une
voyelle et il perd dans le cas contraire.

«si le dé indique 2, il tire au hasard et
simultanément deux boules de I’urne. Il gagne la partie
si chacune de ces deux boules porte une voyelle et il
perd dans le cas contraire.

* si le dé indique 3, il tire au hasard et
simultanément trois boules de I’urne. Il gagne la partie
si chacune de ces trois boules porte une voyelle et il
perd dans le cas contraire.

A la fin de chaque partie, il remet dans I’urne la ou les
boules tirée(s).

On définit les événements suivants :
D;:«ledéindique 1», D:: «ledéindique 2 »,
Ds: «le dé indique 3 », G : «la partie est gagnée ».

A et B étant deux événements tels que p(A)=0, on note

pa(B) la probabilité de B sachant que A est réalisé.

1. a. Déterminer les probabilités Pp,(G), Pp,(G) et

Pp, G)

2
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2. Un joueur a gagné la partie. Calculer la probabilité

b. Montrer alors que p(G) =

qu’il ait obtenu le numéro 1 avec le dé.

3. Un joueur fait six parties. Calculer la probabilité
qu’il en gagne exactement deux et en donner une
valeur arrondie a 102 pres.

Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire
pour que la probabilité d’en gagner au moins une soit
supérieure 20,9 ?

-

Pour les questions 1 et 2, on donnera les résultats sous

forme de fraction et sous forme décimale approchée
par défaut a 1073 pres.
Un enfant joue avec 20 billes : 13 rouges et 7 vertes. I
met 10 rouges et 3 vertes dans une bofte cubique et 3
rouges et 4 vertes dans une boite cylindrique.
1. Dans un premier jeu, il choisit simultanément trois
billes au hasard dans la boite cubique et il regarde
combien de billes rouges il a choisies. On appelle X la
variable aléatoire correspondant au nombre de billes
rouges choisies.
a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Calculer I'espérance mathématique de X.
2. Un deuxieme jeu est organisé de telle sorte que
I'enfant choisisse d'abord au hasard une des deux
boites, puis qu'il prenne alors une bille, toujours au
hasard, dans la boite choisie.
On considére les événements suivants :

* Cy : "L'enfant choisit la boite cubique”,

* C, : "L'enfant choisit la boite cylindrique”,

* R : "L'enfant prend une bille rouge"”,

*V : "L 'enfant prend une bille verte".
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a. Représenter par un arbre pondéré la situation * si le numéro amené par le dé n’est ni 1 ni un multiple
correspondant a ce deuxiéme jeu. de 3, il prend au hasard une boule dans Us, note sa
b. Calculer la probabilité de I'événement R. couleur et la remet dans Us.

c. Sachant que I'enfant a choisi une bille rouge, quelle | On désigne par A, B, C et N les événements suivants :
est la probabilité qu'elle provienne de la boite A « Le dé amene le numéro 1 ».
cubique ? B : « Le dé améne un multiple de 3 ».

3. L'enfant reproduit n fois de suite son deuxiéme jeu, | C:« Le dé améne un numéro qui n’est ni 1ni un

en remettant a chaque fois la bille tirée a sa place. multiple de 3 ».

a. Exprimer, en fonction de n, la probabilité p, que N : « La boule tirée est noire ».

I'enfant ait pris au moins une bille rouge au cours de 1. Le joueur joue une partie.

ses n choix. a. Montrer que la probabilité qu’il obtienne une boule

b. Calculer la plus petite valeur de n pour laquelle ) ] N
noire est égale a A

p, >0,99.
|, - b. Calculer la probabilité que le dé ait amené le 1

sachant que la boule tirée est noire.
Un joueur dispose d’un dé cubique bien équilibré dont

c. Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une
les faces sont numérotées de 1 a 6, et de trois urnes,

. . - 1
Us, U, et Us contenant chacune k boules, ot k désigne | POUI€ noire soit supérieure a - .

un entier naturel supérieur ou égal a 3. d. Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une

Il'y a trois boules noires dans Ui, deux boules noires 1
boule noire soit égale a 0
dans U et une boule noire dans Us. Toutes les autres

boules dans les urnes sont blanches. Les boules sont 2. Dans cette question, k est choisi pour que la

e . . .
indiscernables au toucher probabilité d’obtenir une boule noire en jouant une

Une partie se déroule de la maniére suivante : le joueur partie soit égale a 1 . Le joueur fait 20 parties,

lance le dé, _
indépendantes les unes des autres. Calculer, sous

* s’il obtient le numéro 1, il prend au hasard une boule _ _ -
forme exacte puis arrondie a 1072 prés la probabilité

dans I’'urne Uy, note sa couleur et la remet dans Uy ; . ' '
qu’il obtienne au moins une fois une boule noire.

* s’il obtient un multiple de 3, il prend au hasard une |

boule dans U,, note sa couleur et la remet dans U ; ) _
Une urne contient 4 boules rouges et 2 boules noires

indiscernables au toucher.
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1. On effectue au hasard un tirage de deux boules
simultanément de ’urne.

On note Ao I’événement « on n’a obtenu aucune boule
noire » ;

on note A; I’événement « on a obtenu une seule boule
noire » ;

on note A, I’événement « on a obtenu deux boules

noires ».
Montrer que p(A )—E et p(A )—i : en déduire
q 0)= 75 =15

P(AZ) -

2. Apres ce premier tirage, il reste 4 boules dans
I’urne. On effectue a nouveau un tirage sans remise de
deux boules de ’urne.

On note By I’événement « on n’a obtenu aucune boule
noire au tirage n°2 » ;

on note B; I’événement « on a obtenu une seule boule
noire au tirage n°2 » ;

on note By I’événement « on a obtenu deux boules

noires au tirage n°2 ».

a. Caleuler p,(By), pay(By)s Pay (Bo) -
b. Calculer p(By).

c. Calculer p(B;) et p(B,).

d. On a obtenu une seule boule noire lors de ce second
tirage. Quelle est la probabilité d’avoir obtenu une
seule boule noire lors du premier tirage ?

3. On considére I’événement R : « il a fallu exactement

les deux tirages pour que les deux boules noires soient

. 1
tirées de 1’urne ». Montrer que P(R) = 3

-

Dans une classe de trente éléves sont formés un club
photo et un club de théatre. Le club photo est composé
de 10 membres, le club théatre de 6 membres. Iy a
deux éleves qui sont membres des deux clubs a la fois.
1. On interroge un éleve de la classe pris au hasard. On
appelle P I’événement : « 1’éléve fait partie du club
photo » et T I’événement : « I’éléve fait partie du club
théatre ». Montrer que les événements P et T sont
indépendants.

2. Lors d’une séance du club photo, les 10 membres
sont tous présents. Un premier éléve est tiré au sort. |l
doit prendre la photo d’un autre membre du club qui
sera lui aussi tiré au sort.

a. On appelle T, I’événement : « Le premier éléve

appartient au club théatre ». Calculer P(T;).

b. On appelle T I’événement « L’¢léve pris en photo

appartient au club théatre ». Calculer p, (r,) puis
F(T2). En déduire P(T, AT;) et (T, A T)).

c. Démonstration de cours : Démontrer que

P(T) = Py, (To)P(Ty)+ P (T,)P(Ty ) . Caleuler P(T,).

3. Toutes les semaines on recommence de fagon
indépendante la séance de photographie avec
tirage au sort du photographe et du photographie.
Le méme éléve peut étre photographié plusieurs
semaines de suite Calculer la probabilité qu’au
bout de 4 semaines aucun membre du club théatre

n’ait été photographié.
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-

On dispose de deux urnes U; et U, contenant des
boules indiscernables au toucher.

U contient n boules blanches et 3 boules noires (n est
un nombre entier supérieur ou égal a 1). U, contient
deux boules blanches et une boule noire.

On tire une boule au hasard de U; et on la met dans U,
puis on tire au hasard une boule de U; et on la met
dans U; ; I'ensemble des ces opérations constitue une
épreuve.

1. Construire I'arbre pondéré de cette expérience
aléatoire.

2. On considére I'événement A : "Apres I'épreuve, les
urnes se retrouvent chacune dans leur configuration de

départ".

2. a. Démontrer que la probabilité p(A) de I'événement ‘

A peut s'écrire : p(A) :§(”L2j
4\ n+3

2. b. Déterminer la limite de p(A) lorsque n tend vers
+o0 .

3. On considere I'événement B : "Apres I'épreuve,
I'urne U, contient une seule boule blanche™.

Calculer p(B).

4. Un joueur mise 20 francs et effectue une épreuve. A
I'issue de cette épreuve, on compte les boules blanches
dans U..

- Si U contient 1 seule boule blanche, le joueur recoit
2n francs ;

- Si U contient 2 boules blanches, le joueur recoit n

francs ;

- Si U contient 3 boules blanches, le joueur ne recoit
rien.

4. a. Expliquer pourquoi le joueur n'a aucun intérét a
jouer tant que n ne dépasse pas 10.

Dans la suite, on considére n > 10, et on introduit la
variable aléatoire X qui prend pour valeur les gains
algébriques du joueur (par exemple, si, aprés I'épreuve,
I'urne U, contient une seule boule blanche,

X =2n - 20).

4.b. Déterminer la loi de probabilité de X.

4.c. Calculer I'espérance mathématique de X.

4.d. On dit que le jeu est favorable au joueur si et
seulement si I'espérance mathématique est strictement
positive. Montrer qu'il en est ainsi dés que l'urne U;

contient au moins 25 boules blanches.

Dans tout I’exercice on considere 20 boules
indiscernables au toucher (10 noires et 10 blanches) et
deux urnes A et B dans chacune desquelles on placera
10 boules suivant un mode qui sera précisé dans
chaque question.

1. On choisit dix boules au hasard et on les met dans
I’urne A. On place les dix autres boules dans 1’urne B.
a. Quelle est la probabilité pour que les deux urnes ne
contiennent chacune que des boules de méme couleur ?

b. Quelle est la probabilité pour que les deux urnes
contiennent chacune 5 boules blanches et 5 boules

noires ?

2. Soit x un entier tel que 0<x<10. On place

maintenant x boules blanches et 10 — x boules noires
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dans I’urne A et les 10 — x boules blanches et x boules
noires restantes dans [’urne B.

On procéde a I’expérience E : on tire au hasard une
boule de A et on la met dans B, puis on tire au hasard
une boule de B et on la met dans A.

On désigne par M 1’événement « chacune des deux
urnes a la méme composition avant et apres
I’expérience ».

a. Pour cette question on prend x = 6. Quelle est la
probabilité de I’événement M ?

b. Montrer que la probabilité¢ de I’événement M est
égale a: i( —x% +10x + 5)

' 55 .
c. Pour quelles valeurs de x I’événement M est-il plus

probable que 1’événement contraire M ?

Les questions 1. et 2. sont indépendantes. On donnera

les résultats sous forme de fraction irréductible.

Une urne U1 contient 4 jetons blancs et 3 noirs et une
urne U, contient 17 jetons blancs et 18 noirs.

1. On jette un dé cubique dont chaque face a la méme
probabilité d'apparaitre. Si le 6 apparait, on tire un
jeton de l'urne U; sinon on tire un jeton de l'urne Uy .
a. Déterminer la probabilité de tirer un jeton blanc (on
considérera les événements A : "On a obtenu 6 en
jetant le dé" et B : "On obtient un jeton blanc™.)

b). On a tiré un jeton noir ; calculer la probabilité pour
gu'il provienne de Us..

2. On tire successivement et sans remise les 7 jetons de

l'urne Us.

X est la variable aléatoire qui prend pour valeur k si le
premier jeton blanc apparait au k-iéme tirage.

Donner la loi de probabilité de X, puis calculer son
espérance mathématique et son écart-type.

a0

Une urne contient n boules blanches (n>5) et 10

boules noires. On tire au hasard et simultanément 10
boules de 1’urne.

1. Quelle est la probabilité p, pour que I’on ait tiré
exactement 5 boules noires ?

2. Déterminer la limite de pn lorsque n tend vers 4o .
-

On s'intéresse a la présence sur les véhicules d'un parc

automobile des trois dispositifs de sécurité suivants :
ABS ; Air Bags ; Correcteur de trajectoire.

On sait que 7 véhicules ne sont munis d'aucun de ces
dispositifs, alors que 18 véhicules sont munis des trois
dispositifs.

Tous les véhicules munis d'un correcteur de trajectoire
sont munis aussi d'au moins un autre dispositif de
sécurité.

305 véhicules disposent de deux dispositifs de sécurité
au moins.

298 véhicules disposent de I'ABS, 428 véhicules
disposent d'air bags et 122 véhicules disposent des
deux.

Enfin 87 véhicules disposent de I'ABS et d'un
correcteur de trajectoire.

1. Représenter ces données par un diagramme.
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2. Quel est le nombre total de véhicules de ce parc
automobile

3. Quel est le nombre de véhicules de ce parc disposant
d'un et d'un seul dispositif de sécurité ?

4. Quel est le nombre de véhicules de ce parc disposant
d'au plus un dispositif de sécurité ?

el

Une urne contient quatre jetons numerotés de 1 a 4.

On tire au hasard un jeton de l'urne, on lit le numéro,
noté a, porté sur le jeton, puis on remet le jeton tiré
dans l'urne.

On tire ensuite un deuxiéme jeton de I'urne, et on note
b le numéro du jeton tiré.

On note G I'événement : "La partie est gagnée",

lorsque la somme des numéros a et b est égale a 5.
- ) 1
1. Montrer que la probabilité de gagner est égale a n

2. Deux personnes A et B jouent au jeu suivant,
constitué d'un certain nombre de parties identiques
décrites ci-apreés : au cours d'une partie, chaque joueur
effectue le tirage de deux jetons décrit dans la question
1.
Si A gagne et B perd, A est déclaré vainqueur, et le jeu
s'arréte, si A perd et B gagne, B est déclaré vainqueur,
et le jeu s'arréte, dans les autres cas, les joueurs
entreprennent une nouvelle partie ; le jeu continue.
Pour tout entier n, on désigne les événements suivants :
An : "A gagne la nieme partie".
Bn : "B gagne la nieme partie".

Cn : "Le jeu continue apres la nieme partie."”

a. Calculer les probabilités p(A1), p(B1), et p(Cy).

b. Exprimer p(Ch+1) en fontion de p(C,) et montrer que

5 n
e =(2 ]
c. Exprimer p(An+1) en fonction de p(C,) et en déduire

n-1
aue p(a) =5 5 |

d. Déterminer la limite de p(An) quand n tend vers +oo.

e .le plus petit entier n tel que p(An) soit inférieur ou

égal a 0,01.

e

Un lot de tulipes a un pouvoir germinatif de 80% ; cela

signifie que I'on considére que chaque bulbe a une
el .4 .
probabilité égale a 5 de produire une fleur et cela

indépendamment des autres bulbes.

Chagque bulbe contient I'un des trois génes R (rouge), B
(blanc) et J (jaune) qui détermine la couleur de la
future fleur éventuelle.

On suppose que la probabilité pour qu'un bulbe

1 A
posséde le géne R est 7 la probabilité pour qu'un
N . 1 -
bulbe possede le gene B est 0" et la probabilité pour

2
qu'un bulbe possede le gene J est T

1. a. Tracer un arbre pondéré tracant la floraison d'un
bulbe.

b. Quelle est la probabilité pour qu'un bulbe planté
produise une fleur rouge ?

c. Quelle est la probabilité pour qu'un bulbe planté

produise une fleur blanche ?
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2. On appelle X la variable aléatoire qui associe le
nombre k de fleurs rouges obtenues apres avoir planté
5 bulbes.

a. Démontrer qu'il s'agit d'un schéma de Bernouilli
dont on donnera les éléments caractéristiques.

b. Déterminer la loi de probabilité de X.

c. Calculer E(X).

3. Soit n un entier supérieur ou égal a 1.

On désigne par py la probabilité de n'obtenir aucune
tulipe blanche apres avoir planté n bulbes.

Calculer py.

4. Combien de bulbes doit-on planter, au minimum,

pour obtenir au moins une tulipe blanche, avec une
—_ - , .19
probabilité supérieure ou égale a % ?

Une urne contient 10 boules indiscernables, 5 rouges, 3

jaunes, et 2 vertes.
Dans les questions 1 et 2 on tire au hasard et
simultanément 3 boules de cette urne.
Les réponses seront données sous forme de fractions
irréductibles.
1. Soit les événements suivants :
A « Les trois boules sont rouges. »
B « Les trois boules sont de laméme couleur. »
C « Les trois boules sont chacune d’une
couleur différente. »
a. Calculer les probabilités p(A), p(B) et p(C).
b. On appelle X la variable aléatoire qui a chaque tirage

associe le nombre de couleurs obtenues.

Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer E(X).
2. Dans cette question, on remplace les 5 boules rouges
par n boules rouges ou n est un entier supérieur ou égal
a 2. L’urne contient donc n + 5 boules, ¢’est-a-dire, n
rouges, 3 jaunes et 2 vertes. On tire au hasard et
simultanément deux boules de cette urne. Soit les
évenements suivants :

D « Tirer deux boules rouges. »

E « Tirer deux boules de la méme couleur. »
a. Montrer que la probabilité de I’événement D est

n(n-1)

PO =) (nea)

b. Calculer la probabilité p(E) de 1’événement E en

fonction de n.

?

N | =

Pour quelles valeurs de n a-t-on p(E)=>

Un joueur débute un jeu au cours duquel il est amené a

faire successivement plusieurs parties. La probabilité
que le joueur perde la premiére partie est 0,2. Le jeu se
déroule ensuite de la maniére suivante :

* s’il gagne une partie, alors il perd la partie suivante
avec une probabilité de 0,05 ;

* s’il perd une partie, alors il perd la partie suivante
avec une probabilité de 0,1.

1. On appelle :

E1 I’événement « le joueur perd la premiére partie » ;
E, I’événement « le joueur perd la deuxiéme partie » ;
Es I’événement « le joueur perd la troisiéme partie ».

On appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre
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de fois ou le joueur perd lors des trois premiéres 1. Une fourmi se déplace sur les arétes de la pyramide
parties. On pourra s’aider d’un arbre pondéré. ABCDS. Depuis un sommet guelcongue, elle se dirige
a. Quelles sont les valeurs prises par X ? au hasard (on suppose qu’il y a équiprobabilité) vers

b. Montrer que la probabilité de I’événement ( x =2) un sommet voisin ; on dit qu’elle « fait un pas ».

est égale a 0,031 et que celle de ’événement (x =3) a. La fourmi se trouve en A.

est égale 4 0,002, Aprés avoir fait deux pas, quelle est la probabilité

. , . relle soit -
c. Déterminer la loi de probabilité de X. qu etie sot

; *enA?
d. Calculer I’espérance de X.
. *enB?
2. Pour tout entier naturel n non nul, on note E,
e . . . +enC?
I’événement « le joueur perd la n-iéme partie »,
eenD?

E, ’événement contraire, et on note p, la probabilite

b. Pour tout nombre entier naturel n strictement positif,
de I’événement E,.
] ) on note Sy I’éveénement « la fourmi est au sommet S
a. Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, les . -y N
N apreés n pas » et p, la probabilité de cet événement.
probabilités des événements E, ~E,,, et E, ~E,,, €N
Donner p;.

fonction de p,.

En remarquant que S Spa NS, » Montrer que

n+l =

b. En déduire que p,,, =0,05p, +0,05 pour tout

. p 1=3(1—p )
entier naturel n non nul. ™3 "

3. On considere la suite (u, ) definie pour tout entier 2. On considere la suite (pn), définie pour tout nombre

1 1
naturel n non nul par: U, = p, ——. Pr=7

19 entier n strictement positif par : :
a. Montrer que (u, ) est une suite ggométrique dont on Pni1 = 5(1— Pn)

precisera la raison et le premier terme. a. Montrer par récurrence que, pout tout entier naturel

b. En déduire u, puis p, en fonction de n. 1 Ly
n strictement positif, ona p, = Z{l—(——) ]

c. Calculer la limite de p, quand n tend vers .

3

b. Déterminer lim p,.

N—+0

1. Le nombre de clients se présentant en cing

minutes dans une station service est une variable
aléatoire X dont on donne la loi de probabilité

pi=P(X=1):

p | 01]05]04
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n
k

a. Définir et représenter graphiquement la fonction

binomiale B(n, p) ou p, = P(X = k):[ )pk(l— ) B

de répartition de X.

On pose f(x)=(px+1-p)"-
b. Calculer I’espérance mathématique de x et son

) a. Calculer f'(x) et f(x) puis f'@) et f"q).
écart type.

n
2. Dans cette station service, la probabilite qu'un | b, Vérifier que f(x)= z px* . Calculer de nouveau
k=0
client achete de I’essence est de 0,7 ; celle qu’il
f'(x) et f(x) puis f'(1) et ().
achete du gazole est 0,3. Le choix de chaque client

o _ _ o c. Déduire des calculs précédents les valeurs de
est indépendant de celui des clients précédents. On

E(X) et Var(X).

o

On dispose d’un dé cubique et homogene dont les

considére les événements :

C:: En cing minutes, un seul client se

présente ;
faces sont numérotées :

C2: En cing minutes, deux clients se
-1;-1;-1;0;1:1

presentent ; On jette ce dé deux fois de suite et on note a chaque

E : En cing minutes, un seul client achéte de fois le numéro de la face supérieure

Iessence. 1/a) Déterminer la probabilité de chacun des
a. Calculer P(C1 ~E). événements A et B suivants :
b. Montrer que Pe, (E) = 0,42 et calculer A : « Les deux numéros obtenus sont différents ».

B :« la somme des deux numéros obtenus est égale 0 ».
P(C2nE).
C : « Les deux numéros obtenus sont différents
c. En déduire la probabilité qu’en cinq minutes un
sachant que leur somme est égale a 0 ».

seul client achete de ’essence. o
b) Les événements A et B sont ils indépendants ?

3.Y désigne la variable aléatoire égale au nombre . ,
Justifier votre résultat.

de clients achetant de 1’essence en cing minutes. 3/ Soit I’événement Sy définie par « Les deux

Déterminer la loi de probabilité de Y et calculer numéros obtenus leur somme est égale & m ».

son espérance. Calculer la probabilité de 1’événement S, suivant

| | les valeurs de m possible

On considére une v.a. X suivant une une loi

¢) hasard parmi ceux de facteur Rh -, ne soit pas du I’urne.
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-

1) On dispose de deux urnes :
U: contenant 3 boules blanches et 2 noires
U, contenant 1 boule blanche et 4 noires
On tire au hasard et simultanément 2 boules de U; et
successivement et sans remise 3 boules de U..
On désigne par X 1’aléa numérique égal au nombre de
boules blanches tirées.

a) Montrer que p (« X=0») =1/25 puis déterminer
la loi de probabilité de X.

b) Calculer E(X) et V(X)
2) On répete 1’épreuve précédente 4 fois de suite en
remettant a chaque fois les boules dans leurs urnes
respectives.
Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants :
A : «obtenir trois fois 5 boules noires »
B : « obtenir pour la premiére fois 5 boules noires au
troisiéme tirage ».
3) On considére maintenant n urnes (n = 3). L’urne U
contient 3 boules blanches et 2 noires et chacune des
autres urnes contient 1 blanche et 4 noires.
On tire une boule de U; que I’on met dans Uy, puis une
boule de Uz que 1’on met dans Us et ainsi de suite
jusqu’a tirer une boule de I'urne Uh.

Soit Ex I’événement : « la boule tirée de Uy est

blanche » (1< k < n)

a) Calculer P, = P(E;) et P, = P(E,)

2.1 1
En déduire que P, = E(E)H + :

Le sang humain est classé en quatre groupes distincts :
A B, ABetO

Indépendamment du groupe, le sang peut posséder ou
no le facteur Rhésus. Quand le sang possede ce facteur,
il est dit de Rhésus positif ( noté Rh+ ) ; sinon, il est dit

Rhésus négatif ( noté Rh -).

A B AB 0]
Dans une population,
40% | 10% | 5% | 45%
les groupes sanguins
se répartissent comme suit :
Groupe A B AB @]
Rh+ 82% 81% 83% 80%
Rh - 18% 19% 17% 20%

Pour chaque groupe sanguin, les proportions

d’individus possédant ou non le facteur Rhésus

sont les suivantes

Un individu ayant un sang du groupe O et Rh — est

appelé un donneur universel

1/ Modéliser la situation par un arbre de probabilités.

2/a) Quelle est la probabilité qu’un individu pris au

hasard dans la population ait un sang du groupe O ?
b) Quelle est la probabilité qu’un individu pris au

hasard dans la population soit un donneur universel ?
¢) Quelle est la probabilité qu’un individu pris au

hasard dans la population ait un sang Rh - ?

3/a) Quelle est la probabilité qu’un individu pris au
hasard parmi ceux de facteur Rh -, soit du groupe A ?

b) Quelle est la probabilité qu’un individu pris au
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b) Soit P, = p(Ek). Montrer que

1 1
P = 6 Py + E
groupe O ?

-

Dans cet exercice, les résultats demandés seront
donnés sous forme de fractions irréductibles.
Une urne contient dix boules indiscernables au toucher
dont une noire, quatre blanches et cing rouges.
On tire simultanément au hasard trois boules de 1’urne.
1/a) Calculer la probabilité des évenements suivants :
A : « Parmi les trois boules du tirage figure la noire ».
B : « le tirage est tricolore ».
b) Calculer la probabilité que le tirage soit tricolore
sachant qu’y figure la boule noire
2/ X est la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches figurant dans le tirage.
a)
b)

c)

Donner la loi de probabilité de X.
Calculer I’espérance mathématique de X.
Donner la fonction de répartition F de la

variable aléatoire X.

-

Une urne contient 6 boules : {4 boules  Grises (G)

2 boules jaunes (J)

1) Soit I’épreuve qui consiste a tirer au hasard et
simultanément 2 boules de 1’urne.

Soit X I’aléa numérique indiquant le nombre de
boules grises tirées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer
E(X) et V(X)

2) On tire au hasard, deux fois de suite, deux boules
simultanément, les boules n’étant pas remises dans

On note A, B, C et D les événements suivants :
A : «aucune boule grise n’est tirée au cours du
premier tirage de deux boules ».
B : « une boule grise et une boule jaune sont tirées au
cours du premier tirage de deux boules »
C : « deux boules grises sont tirées au cours du premier
tirage de deux boules »
D : «une boule grise et une boule jaune sont tirées au
cours du deuxieme tirage de deux boules »

a) Calculer les probabilités des événements A, B et C

b) Calculer P (D/A), P (D/B) et P (D/C)

¢) En déduire la probabilité de I’événement D.
3) On constate que le deuxiéme tirage a donné une
boule grise et une boule jaune.

a) Quelle est la probabilité que le premier tirage a
donné deux boules grises.

b) Quelle est la probabilité que le premier tirage a
donné une boule grise et une

boule jaune.

-

Les deux parties sont indépendantes.

I/1/ Soit X un aléa numérique dont sa loi est donnée

par le tableau suivant :

Xi 0 1 2
P(X=x;) 4 3 3
10 10 10

a) Calculer E(X)
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b) Calculer G<X>
c) Déterminer p(X< 3)
d) Soit F la fonction de répartition de I’aléa X.
Représenter F dans le plan muni d’un repére orthogonal
R( 0,i,j )
2/ Soit Y I’aléa numérique qui suit une loi binomiale

de parametres n=3 et p= 1— .

a) Calculer E(Y) et G(Y)

b) Calculer p(Y=2)
c) Calculerp (1<Y <3)
1"/
Un sac contient 5 boules indiscernable au toucher
numérotés1,1,1,0,2
On tire simultanément 2 boules du sac
1/ Calculer la probabilité des événements suivants.
A : « Obtenir 2 boules qui portent des numéros
impairs »
B : « Obtenir la boule qui porte le numéro 0 »
C : « Obtenir 2 boules dont le produit de leurs
numeéros vaut 2 »
2/ Soit X 1’aléa numérique qui a chaque tirage
associe le produit des numéros obtenus.

Déterminer la loi de probabilité de X.

3/ On répete I’épreuve précédente 3 fois de suite en

remettant chaque fois les deux boules tirées dans le

Sac.

boules portant le numéro 1.

-

Un appareil de mesure évalue 1’épaisseur (en cm) de

Déterminer la loi de probabilité de Y.

piéces mécaniques.
L’expérience prouve que I’épaisseur des piéces peut
étre modélisée par une

variable aléatoire X qui suit la loi uniforme dans
I’intervalle [0; 1] .

Répondre par vrai ou faux en justifiant.
1

DP(X=0,6)=7

2)P(0,3<X<0,5)=0,2.

3) Les piéces sont acceptées si leur épaisseur est
supérieure a 0,6.

La probabilité qu’une piéce soit acceptée est égale a
0,4.

4) Une piéce a une épaisseur supérieure a 0,3 cm.

La probabilité qu’elle soit acceptée est égale 40,3 .

On considere une urne contenant 3boules noires
et une boule blanche et un jeton parfaitement équilibré,

présentant une face noire et une face blanche.

Une épreuve consiste a lancer le jeton, si la face visible
est blanche, on ajoute une boule blanche dans I’urne ;
si la visible est noire, on ajoute une boule noire dans
I’urne ; puis on tire simultanément et au hasard trois

boules de ’urne

1) On considére les événements :
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Soit Y I’aléa numérique qui a chaque série de trois
tirages associe le nombre de fois ou 1’on obtient deux
E, : « Aucune boule blanche ne figure parmi les

trois boules tirées ».

B : «La face visible du jeton est blanche ».
a- Vérifier que P(B)= %
b-Schématiser la situation avec un arbre de choix
c- Montrer que P(E, /B)= % et P(E, /B )= % En
déduire P(E, ).

d-Sachant qu’aucune boule blanche ne figure dans

le tirage , quelle est la probabilité que la face

visible du jeton soit noire.
2) Soit X I’aléa numérique qui a chaque tirage associe
le nombre de boules blanches obtenues.

Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son

espérance.

3) On répéte 1’épreuve précédente cinq fois de suite en

remettant a chaque fois les boules tirées.

Calculer la probabilité d’obtenir au moins une fois,

une et une seule boule blanche.

Une urne contient six boules : quatre blanches et deux

jaunes, toutes les boules sont indiscernables au toucher
On tire simultanément et au hasard quatre boules de
I’urne.

1/ Calculer la probabilité des évenements suivants :

C « Obtenir trois boules blanches »
2/ On note X la variable aléatoire qui a chaque tirage
associe le nombre

de boules blanches tirées .

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X
_3
c) Montrerque:P(X>3)= =
5

3/ On répéte 1’épreuve précédente trois fois de suite en
remettant a chaque fois les quatre boules tirées dans
I’urne et on désigne par Y, I’aléas numérique prenant
pour valeur le nombre d’épreuves donnant au moins
trois boules blanches.

a) Etablir la loi de probabilité de Y

b)Calculer o(Y) .

-

Une entreprise fabrique un article dans deux unités de

production notées A et B. L’unité A, assure 60% de la

production.

On a constaté que :

— 3% des piéces provenant de 1’unité A présentent un
défaut de fabrication.

— 8% des piéces provenant de I’unité B présentent un

défaut de fabrication.

1. On préléve un article au hasard, et on note :
— ATlévénement « la piéce provient de I’unité A »

— B ’événement « la piece provient de I’unité B »
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A «n’obtenir aucune boule jaune »

B « Obtenir exactement deus boules jaunes »

Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son
espérance mathématique
2/ On répete I’épreuve précédente quatre fois de suite
en remettant apres chaque épreuve les

boules tirées dans I’urne

déterminer la probabilité pour que I’événement A
soit réaliser pour la premiére fois aux

deuxieéme tirage
3/ On tire successivement et sans remise deux boules
de I’urne . On désigne par « a » le numéro inscrit sur
la premiére boule tirée et par « b » le numéro inscrit
sur la deuxieme boule tirée
A chaque couple (a,b) on associe le nombre complexe
Z=a+ib

Soit Y la variable aléatoire qui a chaque couple (a,b)
associe |Z|°

Déterminer la loi de probabilité de Y

-

On considére un dé cubique parfait dont les faces sont

numérotées: 0,0,0,0,1,1

et deux urnes U; et Uy

U: : contient 3 boules blanches et 2 boules noires

U, : contient 2 boules blanches et 3 boules noires

1) On tire simultanément 3 boules de Us.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules

blanches obtenues.

— D I’événement « la piéce présente un défaut », D

I’événement contraire.

- S’il obtient la face 0, il tire simultanément deux
boules de U;.

- s’il obtient la face 1, il tire successivement et sans
remise deux boules de U,.
Soit I’événement “ S *’ : le joueur obtient de boules de
couleurs différentes.

a) Calculer la probabilité d’obtenir S sachant qu’il a
obtenu la face 0.

b) Calculer la probabilité d’obtenir S sachant qu’il a
obtenu la face 1.

¢) En déduire que P(S) = 3/5
3) lorsque S est réalisé il gagne 2 Dinars, sinon il perd
2 Dinars.

Il joue 4 fois de suite on remettant aprés chaque

tirage les boules dans leurs

urnes d’origines. Soit Y le gain algébrique réalisé
lors des 4 jeux.

(exemple : si S est réalisé 4 fois il gagne 8 Dinars)

a) Déterminer la loi de probabilité de y.

b) Le jeu est-il favorable ?
62

La durée de vie, exprimée en heures, d'une ampoule

électrique, est une variable aléatoire T qui
suit une loi exponentielle de paramétre 0,002.
Dans tout I'exercice, on donnera des résultats en

valeur exacte, ainsi qu'une approximation a
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a. Recopier et compléter I’arbre suivant :
003 - D

06 A4 _
D

D
B <
D
b. Calculer la probabilité qu’un article présente un
défaut et provienne de ’unité A.

€. Montrer que la probabilité qu’un article présente un

défaut est égale a 0 ,05.

2. L’entreprise envisage de mettre en place un test de
contrdle de ces articles avant leur mise en vente.
Ce contrdle détecte et élimine 82% des articles
défectueux, mais il élimine également a tort 4%
des articles non défectueux. Les articles non
éliminés sont alors mis en vente.

On prend au hasard un article fabriqué et on note V

I’événement « ’article est mis en vente ».
a. Calculer p(V ND) et p(V N 5). En déduire que

la probabilité qu’un article fabriqué soit mis en
vente apres contréle est 0,921.

b. L’entreprise souhaite qu’il y ait moins de 1% des
articles vendus défectueux. Ce contréle permet-il

d’atteindre cet objectif ?

b

Une urne contient cing boules rouges , une boule noire

et trois boules blanches .Les boules sont indiscernables
au toucher .
On tire simultanément et au hasard trois boules de

[’urne .

1°) Calculer la probabilité des événements suivants :
A : «n’obtenir aucune boule rouge »
B : « obtenir une boule de chaque couleur »
C : « obtenir au moins une boule rouge »
2°/ Soit X 1’aléa numérique qui associe , a chaque
tirage de trois boule de I’urne le nombre de boule
rouges obtenues .
a) Déterminer la loi de probabilité de X .
b) Calculer son espérance mathématique E( X)) , sa
variance et son écart - type .
c) Déterminer et représenter sa fonction de
répartition F.
3°/ On répéte ce tirage 5 fois de suite en remettant a
chaque fois les trois boules tirées dans [’urne .
Quelle est la probabilité de I’événement suivant :
« lors de 5 tirages deux fois seulement , on
n’obtient aucune boule rouge »
60

Une urne contient 4 boules blanches numérotées

1,1,1,0 et deux boules rouges numérotées 1,0
1/ une épreuve consiste a tirer simultanément trois
boules de I’urne
a) Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants
A «avoir trois boules blanches »
B « le produit des numéros inscrits sur les
boules tirées est égale a zéro »
b) On désigne par X 1’aléas numérique qui prend pour

valeur le nombre de boules rouges restants dans 1’urne

196



Exercices et problémes

Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer son
écart type.

2) Un joueur lance le dé une fois :

A : « Obtenir deux jetons de méme couleur » .

B : «Obtenir deux jetons de méme couleur et de
méme nuMEéro»
b- On désigne par X la variable aléatoire qui prend pour
valeur lasomme des numéros inscrits sur les deux jetons
tires.

Déterminer la loi de probabilité et calculer son

espérance mathématique.
2°) On tire successivement et sans remise deux jetons
de I'urne .

On désigne par « a » le numéro inscrit sur le premier
jeton tiré et par « b » le
numéro inscrit sur le deuxiéme jeton tiré.

On considére dans 1’espace menu d’un repere

orthonormé (O,i',f',f), le plan P et p

d’équation  respectives X+ay+b=0 et
X+by-a=0

Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants :

C:«P et p'sontparalleles» et D:«P et p

sont perpendiculaires »

-

Une boite B contient 3 jetons numérotés: 0, 0, 2.

Une boite B , contient 4 jetons numérotés : 1, 1, 3,

4.
1°) On tire au hasard un jeton de chaque boite et on

désigne par X I’aléa numérique

3 chiffres significatifs.
1) a) Déterminer la probabilité qu'une ampoule ait une

défaillance avant 500 heures .

Déterminer la loi de probabilité de X.

2°) On effectue trois fois le tirage décrit a la question
précédente, chaque jeton étant remis dans sa boite
aprés chaque tirage. Quelle est la probabilité

d’obtenir :

a- Exactement deux fois un produit supérieur a quatre ?
b- Au plus une fois un produit supérieur a quatre ?

3°) Une épreuve consiste a faire des tirages d’un jeton

de la boite B 1, en remettant

chaque fois le jeton tiré. On désigne par Pn la

probabilité de I’événement :
« Obtenir le jeton numéroté 2 au nieme tirage

pour la premiere fois ».
a- Calculer Py, P, P 3 puis Pn.

lim S»

n—+oo

b- Calculer lasomme S, = Zn: pi et

i=1

On dispose de trois urnes U, , U, et Us.
L’urne U, contient : une boule blanche et deux boules
noires, I’'urne U

2

contient : deux boule blanches et une boules noire et

I'urne U 5 contient : trois boule blanches .

1°)On choisie une urne au hasard dans laquelle on tire
une boule.

Quelle est la probabilité d’avoir une boule blanche ?
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b) Quelle est la probabilité gu'une ampoule n'ayant pas
eu de défaillance en 500 heures ait

une durée de vie totale supérieure a 1300 heures?

2) Dans un lot de 10 ampoules, on note X le nombre
d'ampoules qui n'ont pas de défaillance

avant 500 heures.

a) Quelle est la probabilité qu'il y ait 9 ampoules sans
défaillance aprés 500 heures ?

b) Quelle est la probabilité quau moins une ampoule
fonctionne aprés 500 heures?

3) Quel est dans un lot de 100 ampoules, le nombre
moyen des ampoules ont de défaillance

avant 500 heures.

=

Une étude statistique a prouvé que la durée d’un appel

téléphonique X (exprimée en minutes) suit une loi

exponentielle de parametre 0,3.

1/ Calculer la probabilité qu’un appel dure entre deux

et cinq minutes

2/ Calculer la probabilité qu’un appel dépasse cinq

minutes

3/ Calculer la probabilité qu’un appel ne dépasse pas

20 minutes sachant qu’il a dépassé 7 minutes

4/ On sait qu’une minute d’appel coit 0,125 DH.
Calculer la probabilité que le colit d’un appel

dépasse 2 DH.

-

Une urne contient N + 8 boules :8boules blanches et N

boules noirs ((n > 2).

L

Tous les tirages effectués sont supposes équiprobables.
On fait tirer a un joueur des boules de 1'urne .Pour
chaque boule blanche tirée il gagne un dirham, mais
pour chaque noire il perd deux dinars.
(les questions 1 et 2 sont indépendantes).
1°) Dans cette question, un joueur effectue deux tirages:
il tire une premiére boule de 1’urne, il la remet dans
I’urne puis il effectue un deuxiéme tirage.
a- Montrer qu’il peut, soit gagner deux dinars, soit
perdre un dinar, soit perdre quatre DH.
b- Calculer, en fonction de 1, Ia probabilité correspond
a chacun des cas.
c- Calculer, en fonction de 1, I’espérance mathématique
de gain de joueur.
d- Y-a-il une valeur de I pour laquelle cette espérance
est nulle ?
2°) Dans cette question,n = 6.
Le joueur tire trois boules simultanément.

a- Montrer qu’il peut, soit gagner trois DH, soit perdre
six DH, soit perdre trois DH, soit ne rien gagner ni ne
rien perdre.

b- Calculer la probabilité correspondant a chaque cas.

Une urne contient deux jetons blancs numérotés 1 ; -1
et trois jetons noirs numérotés 1 ; 1; -1.Tous les jetons
sont indiscernables au toucher.
1°) On tire simultanément deux jetons de 1’urne .

a- Calculer la probabilit¢ de chacun des

éveénements suivants :
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qui prend pour valeur le produit des nombres

inscrits sur les deux jetons tirés.

tirée soit blanche
sachant que les deux premiéres étaient blanches ?

Quelle est la probabilit¢ d’avoir utilis¢ 'urne U,

sachant que les 3 boules tirées étaient blanches ?

3°) On tire au hasard une boule de I’'urne U, si elle est

blanche on arréte le

tirage, si elle est noire, on la place dans I’'urne U ,, .puis

on tire au hasard une boule de U ., ; si elle est blanche

2
on arréte le tirage, si elle est noire, on la place dans

I'urne U 5 .puis on tire au hasard une boule de U 5 .
On désigne par X I’aléa-numérique définie par :

(X=p) « avoir une boule blanche au p*™ tirage »
vV p e{ 1,23 } _
(X=0) « avoir une boule noire au 3™ tirage ».

Définir la loi de probabilité et calculer E(X) et o(X)

-

Une urne contient 5 boules blanches et 4 boules

rouges indiscernables au toucher. On effectue [ tirages

successifs (1 entier supérieur ou égal & 1) d'une boule
en respectant la régle suivante : si la boule tirée est
rouge, on la remet dans I'urne ; si elle est blanche, on

ne la remet pas.
A/Dans cette partie N = 3. On donnera les

résultats sous forme de fractions irréductibles.
Si kest un entier compris entre 1 et 3, on note Ek
I'événement

« Seule la k™™ boule tirée est blanche ».

|

2°) On choisie une urne au hasard dans laquelle on tire
successivement et avec remise trois boules.

Quelle est la probabilité pour que la troisieme boule

1°) Montrer que la probabilité de I'tvénement E, est

2°) Calculer les probabilités des événements E, et E3.

En déduire la probabilité qu'on ait tiré une seule boule
blanche a I'issue des 3 tirages.

3°) Sachant que I'on a tiré exactement une boule
blanche, quelle est la probabilité que cette boule

blanche ait été tirée en dernier ?

B/ On effectue maintenant 1 tirages.
1°) Déterminer, en fonction del, la probabilité P, de

tirer au moins une boule blanche en [l tirages.

2°) Quelles valeurs faut-il donner a N pour que :

p, >0.99~

Un QCM comporte quatre questions.

A chaque question, trois réponses sont proposées dont
une seule est exacte.

3omda répond a chacune des quatre questions.

Pour chaque questions, soit il connait la réponse et
répond de fagon exacte, soit il ne connait pas, et dans
ce cas, il répond au hasard.

On suppose de plus, que la probabilité que 3omda
connaisse la réponse a une question donnée est égale a
1/2.
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On considére les événements C” 3omda connait la
réponse " et J” la réponse est juste ” .

1/ a- 3omda répond a une question du QCM.

Construire un arbre de choix décrivant la situation.

Chapitre 3 : Probabilités E



Exercices et problémes

b- Montrer que p(J) = 2/3.

c- Calculer la probabilité que 3omda connaisse la
réponse sachant que sa réponse est juste.

2/ On attribue la note 1 a toute réponse juste et la note
(-0.5) a toute réponse fausse.

Si le total des points est négatif, la note globale
attribué au QCM est 0.

Soit X la note obtenue par 3omda a ce QCM.

a- Déterminer la loi de probabilité de X.

b- Quelle est la probabilité que 3omda ait au moins
2 points a ce QCM?

c- Supposant que tout les éleves se comportent
comme 3omda. Quelle moyenne (arrondie a I'unité)
peut-on attendre de a ce QCM?

70

Une urne contient 12 boules dont quatre rouges

numérotées -1 ; -1 ; -1; 0 , cing vertes numérotées
0;0;0;0;1ettrois jaunes numérotées -1; 0 ; 1,
toutes les boules sont indiscernable au toucher
On tire au hasard et simultanément quatre boules de
I’urne
1/ Calculer la probabilité de chacune des évenement
suivants :
A « Obtenir quatre boules vertes »
B « Obtenir quatre boules portant le méme numéro »
C «Tirer les trois boules jaunes »
D « Tirer au moins une boule rouges »

E « La somme des numéros des boules tirer est égale a

Zéro »

S « Obtenir quatre boules portant le méme
numéro sachant quelles sont vertes »

2/ Soit X 1’aléas numérique prenant pour valeur le
nombre de boules jaune figurant dans le tirage

a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Calculer I’espérance mathématique ainsi que 1’écart
type de X

c) Calculer P(-1<X<2 )

d) Définir et représenter F la fonction de répartition de

sl

On dispose d’un dé cubique et homogéne dont les

faces sont numérotées :
-1;-1;-1;0;1:1
On jette ce dé deux fois de suite et on note a chaque
fois le numéro de la face supérieure
1/a) Déterminer la probabilité de chacun des
événements A et B suivants :
A : « Les deux numéros obtenus sont différents ».
B : « la somme des deux numéros obtenus est égale a
0 ».
C : « Les deux numéros obtenus sont différents
sachant gue leur somme est égale a 0 ».
b) Les événements A et B sont-ils indépendants ?
Justifier votre résultat.
3/ Soit I’événement Sy, définie par « Les deux
numeéros obtenus leur somme est égale & m ».
Calculer la probabilité de 1’événement Sy, suivant

les valeurs de m possible
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Congoline 4

Les structures
algébriques

Evariste Galois est un mathématicien francais, né le

25 octobre 1811 & Bourg-Egalité

(aujourd’hui Bourg-la-Reine) et mort le 31 mai 1832 a Paris.

Son nom a été donné a une branche des mathématiques dont il a
posé les prémices,

la théorie de Galois. Il est un précurseur dans la mise en

évidence de la notion de groupe et un des premiers

a expliciter la correspondance entre

symeétries et invariants.

Sa « théorie de I'ambiguité » est toujours féconde au xxI° siécle.
Mort a la suite d'un duel, apparemment galant, a I'age de vingt ans, il laisse un manuscrit

élaboré trois ans plus tot, dans lequel il établit qu'une équation algébrigue est résoluble par

radicaux si et seulement si le groupe de permutations de ses racines a une certaine structure,

qu'on appellera plus tard résoluble®. Ce Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations

par radicaux, publié par Joseph Liouville quatorze ans apres sa mort, ainsi qu'un article Sur

la théorie des nombres paru alors qu'il avait dix-neuf ans, ont été considérés par ses successeurs,

en particulier Sophus Lie, comme le déclencheur du point de vue structural et méthodologique

des mathématiques modernes.
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Chapitre 4 :Les structures algébriques

|I. Lois de composition interne

1. Introduction

On désigne a I’ensemble des polynomes de degrés inferieur a n par Pn ou R, [n]

(P+Q)(X)=PX)+Q(x) et (P xQ)(x)=P(x)=xQ(x)

P € R,[X] donc P est un polyndme de degré < N .(V(P Q) e (R, [n])z)(vX e R)

On désigne a I’ensemble des fonctions définie sur un intervalle

I de R par F(l, R)

On désigne a I’ensemble des classes

d’équivalences modulo n Par Z/ T

F(l )= {f /f 1 >R }

X —f (X)
v(t.g)e FlLw)? (Vx el)

(f +g)(x)=f (x)+g(x) et (f xg)(x)=F (x)xg(x)

) (e (L

Z/TLZZ {6,1,...,7’1—1}

X XY =X XY

On désigne a I’ensemble des matrices carrées de taille 2 par 1M, (R)

On désigne a I’ensemble des parties de

I’ensemble A par P (A)

M, (R) ={[: z]/(a,b;c,d) c R“}

On définit la somme et le produit dans 1M, (R) par
b N a' b"y (a+a' b+b’
d) c' d') (c+c' d+d°

b a' b’ aa'+bc' ab'+bd’
X =
d c' d' a'c+dc' cb'+dd’

o w

o o

XeP@) ©XcA

V(X Y)e (P(A)ona:

XeXnY <xeXetx eY (intersection)
XeX UY <xeXoux eY (union)

x eC} < x eAetx ¢X (complémentaire)

XxeX -Y ©xeXetx gY

XAY =(X =Y )U{ -X)

On désigne a ’ensemble des matrices carrées de taille 3 par

IM(R)

On désigne a I’ensemble des

transformations dans le plan par T

ad g
IM;(R)=4/b e h|/(ab;c,def, g,hi)eR’
c f i

On définit la somme et le produit dans 1M (R) par

a d g a' d' g' a+a' d+d' g+g'
b h|+(b'" e'" h'|=|b+b' e+e' h+h'
c i c' f' i’ c+c' f +f"' i+i'

e

f

d g)(a" d' g') (aa+do'+gc' ad +de'+gf ' ag'+dh'+gi'
e hix/b' e" h'|=|ba'+teb'+hc' bd '+ee'+hf ' bg'+ch'+hi’
foi fro ca'+fb +ic'

o T @

' cd +fe'+if ' cg'+fg +ii'

Toute application bijective du plan P
vers le plan P s’appelle
transformation dans P. On désigne a
I’ensemble des transformations dans
le planpar T .

Les translations, les homothéties et
les rotations sont des transformations
du plan
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Définition
Soit E un ensemble non vide. Une loi de composition interne sur E (ou encore une opération dans

E) est une applicationde Ex EdansE. Cad f :ExE »E

(x,y)—f(x,y)

Remarque : Traditionnellement, et sans précision ou contexte particulier, une LCI est notée * ou T (“truc"). On

peut également adopter un formalisme additif (la LCI est alors notée +) ou multiplicatif (x ou .).

Exemples

7
°

7
0.0

X3

S

7
0.0

X3

S

4

7
*

X3

S

La somme sur N, N+, Z, Q, R, C (mais pas sur Z+, Q*, R*, C*).
Le produit sur N, N+, Z, Q, R, C. ..
La différence sur R ou Z (mais pas sur N)
La composition des applications sur F (applications de F dans F)
La loi 6 d"définie sur R? par (X1, Y1) @ (X2, Y2) = (X1 + X2, Y1 + Y2).
La loi ® d"définie sur R? par (X1, Y1) @ (X2, Y2) = (X1X2 — y1Y2, X1Y2 + X2Y1)
Les lois U, N et A (réunion, intersection et différence symétrique) d’finies sur P(E ) Dans N~
L’exponentiation, ¢’est-a- dire I’application (N*)? — N*
(ab) - a°
le PGCD ou le PPCM sont des lois internes.
E étant un ensemble donné, I’intersection et la réunion sont des lois de composition interne dans P (E) .

Si E est un ensemble non vide, la composition des applications de E dans E est une loi interne dans EE.

Dans I’ensemble %Z I’addition et la multiplication sont des lois de compositions internes

Application :

1) on pose E =]-11] .on définit dans E la relation « par : (V(x,y)eE2):x *y =

X+Yy
1+xy

« est-elle une loi de composition interne dans E ?

2) On considére I'ensemble E ={f;;f,if;f,}tel f; eti {1,234} sont des fonctions numériques de R* vers R’

1 1
définies par f,:x —x ;f,:x—-x ; f X H;et f3:X'—>—;

Démontrer que o ( composée de deux fonctions ) est une loi de composition interne dans E
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2) Parties stables

Définition
Soient E un ensemble non vide puis * une loi de composition interne sur E. Soit F une Partie non vide de E. F

est stable pour + < V(X, y)eF?, xxyeF

Exemples

* Dans Z, ’ensemble des nombres pairs est stable pour 1’addition (la somme de deux nombres pairs est un nombre
pair) ou pour la multiplication (le produit de deux nombres pairs est un nombre pair) alors I’ensemble des
nombres impairs est stable pour la multiplication (le produit de deux nombres impairs est un nombre impair) mais
n’est pas stable pour I’addition (la somme de deux nombres impairs n’est pas toujours un nombre impair).

*Dans EF, I’ensemble des injections, I’ensemble des surjections et I’ensemble des bijections sont stables pour o
(la composée de deux injections (resp. deux surjections, deux bijections) est une injection (resp. une surjection,
une bijection)).

* Dans C, I’ensemble U des nombres complexes de module 1 est stable pour la multiplication (un produit de deux

nombres complexes de module 1 est un nombre complexe de module 1.

Application :

on considere (F (R, R),0) I’ensemble des fonctions numériques de la loi de composition des fonctions. Et on

considére la partie . 7(R,R) des fonction affines

Démontrer que .7(R,R) est une partie stable de (F (R, R),0)

Correction

Soit f,, ez donc f,, :x >ax +b €t f , e. 7

donc fea X >cx +d . Ona VX eR Cad fea °f @ =Feama donc (Vf(a.b) e )

(Vf(cyd)eefﬁ) onafg, of e A

(ab)

(f(c,d) ° f(a,b))(x) = f(c,d) (ax+b)
=c(ax+b)+d
=cax+ch+d

= f(ca,cb+d) (X)



Exercice corrigé

On considére ’ensemble E = {(a Z b _ab) ,(a,b) € RZ}

Démontrer que E stable pour la loi x dans M, (R)

Corrigé
Soit (a, b) et (x,y) de éléments de R? tel que

” _ (a+b —b) €E _ ((ax—by)+ (bx + by + ay) —(bx+by+ay))
(a.b) b bx + by + ay ax — by
xty -y —
Bt Mixy) = ( y x ) €E = M(ax—by,bx+by+ay) €E

M (a,p) X M (x,y) Donc E stable pour la loi x dans M, (R)

_((a+b)(x+y)—by —y(a+b)—bx>
"\ b(x+y)+ay —by + ax

Exercice

1) On considére N muni de deux lois de composition internes :

Vv(a,b) e N?:aAb = pgcd(a,b) et avb = ppem(a,b)
Etudier la stabilité de E ={1,2,3,6} par rapport a (v;) et (v;v)

2) On considére ’ensemble E ={2n,n € Z} Etudier la stabilité de E par rapport a (z;+) et (Z;x)

Définition
Soient E un ensemble non vide puis * une loi de composition interne sur E. Soit F une partie non vide de E,

stable pour *. L’application F x F — F est appelée loi induite par * sur F.

(xy) > xxy

3) Propriétés des lois de composition interne

Soient E un ensemble non vide et * une loi de composition interne sur E. * peut avoir ou non une ou plusieurs des

propriétés suivantes :

Commutativité et Associativité

Définition
* est commutative © V(X,y) € E%, Xy =y # X
* est associative & V(X,y, z) € B3, (x *y) # 2= X * (y * 2).
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Remarque : si la loi = est associative dans E on écrit: V(a,b,c) EE3 (axb)*c=ax(b*c)=ax*bx*c

Exemples et contres exemples :

e L’addition et la multiplication dans C sont commutatives. La loi o dans EE fournit I’exemple le plus important

de loi non commutative (en général fog#gof).

e L’addition et la multiplication dans C ou la composition dans EE sont des lois associatives

((fog)°oh="f°(geh)eton peut écrire plus simplement f ° g o h). La division dans C* est interne mais n’est pas

associative.

e De méme, I’exponentiation dans N* n’est pas associative

Exemples

Contres exemples

L’addition et la multiplication sont commutatives et

associatives dans N ,Q ,Z ,R etC

La soustraction n’est pas commutative dans R

(car 1-5#5-1)

L’intersection et [’union sont associatives et

commutatives dans & ( E)

La soustraction n’est pas associative dasn Z (car ((1-3)-

4#1-(3-4))

La somme et la multiplication sont associatives et

commutatives dans .7 (R,R)

Le produit vectoriel dans?sn’est pas commutative ( car

— - -

iA]==]Al

La somme de deux vecteurs dans?» et7s est

associative et commutative

La composée de deux fonctions est associative dans

F(R,R)

La composée de deux fonctions n’est pas commutative

La multiplication dans M (R) n’est pas commutative

4) Eléments particuliers

a) Elément neutre

Définition

Soient E un ensemble non vide et * une loi interne sur E.

Soit e € E. e est élément neutre pour * & VX EE,e* X =X *x e = X.

x admet un élément neutre dansE © 3e € E/ VX EE, x*xe=e * X=X




Théoreme I

Si % admet un élément neutre, celui-ci est unique

D N N NN

AN

Exemples

Dans C, 0 est ¢lément neutre pour 1’addition et 1 est élément neutre pour la multiplication.
Dans P(E), E est élément neutre pour I’intersection et @ est élément neutre pour la réunion.

la fonction nulle 6 : x — 0 est un élément neutre pour I’addition dans F (I, R)

la fonction nulle I; : x — 1est un element neutre pour la multiplication dans F (I, R)

la fonction nulle I : x — xest un element neutre pour la composée des fonctions dans F (I, R)

0 0

0 0) est un élément neutre pour la loi + dans M, (R) et la matrice identitée I, =

la matrice nulle 0, = (

(1 0) est I’element neutre pour la loi x dans M, (R)

0 1
0 0O
la matrice nulle O3 =10 0 0 ]estunelement neutre pour la loi + dans M5 (R) et la matrice identitée
0 0 O

1 00
I3 = (0 1 0) est I’élément neutre pour la loi x dans M3(R)
0 0 1

b) Elément absorbant

Définition
Soient E un ensemble non vide et * une loi interne sur E.

Soit a € E. a est élément absorbant pour * © VX €E,a* X=X *a=a.

Chapitre 4 : Les structures algébriques ﬁ



Exemples
e Dans C, 0 est absorbant pour la multiplication.
e Dans P(E), E est absorbant pour la réunion et @ est absorbant pour ’intersection.
0 0O

e Dans M53(R), 05 = (0 0 O) est 1I’élément neutre pour la loi x
0 0 O

c) Elément symétrisable

Définition
Soient E un ensemble non vide et x une loi interne sur E possédant un élément neutre e.
Soit x € E.
> xadmet un symétrique a gauche pour * & 3Ix' € E/ x' * X =e.
> xadmet un symétrique a droite pour * < 3Ix’' € E/ x * x' =e.
> X admet un symétrique pour * & Ix' EE/ x*x'=x"* X =e.
> X est symétrisable a gauche pour * si et seulement si x admet un symétrique a gauche pour .
> X est symétrisable a droite pour * si et seulement si x admet un symétrique a droite pour *.

> X est symétrisable pour * si et seulement si x admet un symétrique pour .

Remarque
o Notez que ici, on fournit X" aprés avoir fourni x (soit x € E...3x’ € E...) et donc bien s, X’ varie quand x varie.

o Si on sait que la loi * est commutative, une et une seule des deux égalités ci-dessus suffit.

Théoréeme I

Soit x un élément de E. Si # est associative, posséde un élément neutre e et si x admet un symétrique

pour *, celui-ci est unique.

Démonstration.

Soit x un élément de E. Soient x’ et X" deux éléments symétriques de x (pas nécessairement distincts).

Alors, x"=e*x"=x'*X) *x"=x"* (X *x")=x"*xe =%
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Exemples :
e Si x est I’addition dans C, le symétrique (défini ci-dessus de maniére trés générale) d’un complexe z n’est
autre que —z et s’appelle 1’opposé de z.
e Si * est la multiplication dans C \ {0}, le symétrique d’un complexe non nul z n’est autre que 1 /z et
s’appelle I’inverse de z.
« Si * est la composition des applications, les éléments de EF qui admettent un symétrique pour la loi » sont
les bijections de E sur E. Le symétrique d’une bijection f pour la loi ° n’est autre que sa réciproque f.

e Dans (Rq,°) le symetrique de r (£, —6) est r(Q, )

Théoréme

Soient E un ensemble non vide puis * une loi de composition interne sur E, associative et possédant un élément
neutre e.

Soient x et y deux éléments de E. Si x et y sont symétrisables, alors x * y est symétrisableet (x *y)' =y’ *x'".

Démonstration.

Soient x et y deux éléments symétrisables de E. Soient x’ et y' leurs symétriques respectifs.
(R y) (Y *xX)=xx (Yry) * X' =xxexx'=xxx'=¢
et (Y *x)x(Xxy)=y *(x' *X)xy=y*exy=y ry=e

Donc, x * y est symétrisable et son symétrique est y’ * x'.

Exemples :
* dans C, I’opposé — (z1 + 22) de z1 + 22 est —z1 — 2,

« dans I’ensemble des bijections d’un ensemble E sur lui-méme, la réciproque (g )t de go fest flog

(etpasg™of™).

Application :
On considére ’ensemble E = ]—1,1[ et soit la loi de composition interne * définie par x * y = 1’:3;

1) Démontrer que * est une loi de composition interne sur E
2) Démontrer que * est commutative et associative dans E
3) Déterminer I’élément neutre e pour la loi * dans E

4) Deémontrer que pour tous x de E admet un élément symétrique dans E a déterminer
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Solution :
1) Soit x et y deux €léments de E on a x+)’+z
(x*xy)+z 1+ xy
et(x*xy)*xz= =
1 x+y 1 x+y—xy—1 1+ (x*y)z 1+1x+yz
X * —_ = _— =
y 1+xy 1+xy oy
y+z

=x—1—y(x—1)=(x—1)(1—y)

1+ xy 1+xy
—-2<x-1<0
et{ 0<1—-y<2 doncx*xy—1<0
0<l+xy<2
etparsuitex xy <1
x+ x+y+xy+1
Onaxx*xy+1= Yy =20
1+xy 1+xy

_ x+1+y(x+1)  (x+1)(y+1)

1+xy 1+xy
0<x+1<2
et{ 0<y+1<2 Donc x *y + 1 > 0 et par
0<1+xy<2

suite x x y > —1
Et par suite —1 < x * y < 1 donc la loi * est une loi
de composition interne dans E

2) Soient x,y et des éléments de E

xX+y _ y+x

* Y = = -
Onax+y 1+xy  1+yx

=y * x donc la loi * est

commutative

d) Elément régulier ( simplifiable)

Définition

Soient E un ensemble non vide et * une loi interne sur E.

Soit x € E.

xty+tz+xyz 1+yz+x

=1+xy+xz+yz_1+1}'_:‘yzzx

= x * (y * z)
donc la loi * est associative
3) Soit e I’élément neutre pour la loi * dans E

doncVvx €EE xxe=exx=x

xX+e
Donc —=x =2 x+e =x+ ex?
1+ex

s>e(1—x%)=0
Onsaitque 1 —x2 # 0 carx € Edonce = 0
4) Six’ est’élément symétrique de x alors

Vx €EE x*xx' =x"+x =0donc

!
;o X+x

_1+xx’=0=>x,=_x

X * X

Comme x € E alors x" = —x € E et par suite tout

élément x de E admet un élément symétrique dans E :

!

X = —X

> xest régulier (simplifiable ) a gauche pour * & V(y,z) EE%, x*xy=Xx*xz=>y =2z

> xest régulier (simplifiable ) a droite pour * © V(y,z) EE?, y xx=z* x>y =2z

> Xxest est régulier ( simplifiable ) si et seulement si x est simplifiable a gauche et a droite.
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Théoreme I

Si * est associative et posséde un élément neutre e, tout élément symétrisable est régulier ( simplifiable ).

Démonstration . Soit x un élément de E, symétrisable pour *. Soit x’ son symétrique pour *. Pour (y, z) € E?,

X*Yy=X*2=2xX'*(X*y)=X'*(X*Z) X' *X)*y=X*X)*Z>e*xy=e*xz2=>y=7

Exemples :

« IN" n'a pas d'élément neutre pour I'addition.

» Dans C, tout élément est régulier ( simplifiable) pour I’addition : V(z, 2/, z") € C3, (z +z' =z + 7" = 7z’ = 7").

* Dans C, les éléments simplifiables pour la multiplication sont les complexes non nuls : V(z, z', z"") € C* x C xC
(zxz'=zx 7" = 7' =7"). Mais attention, on ne simplifie pas par 0 (0 x 1 =0 x 2 mais 1 #2).

Donc, az = az' n’implique pas z=7" mais (az=az'eta#0) > z=17.

Remarqgue : L'élément neutre est toujours régulier.

Exercices corrigés :

Exercice 1
On définit une loi de composition interne * sur R par : V(a, b) € R? a = b = In(e? + ")

Quelles en sont les propriétés ? Posséde-t-elle un élément neutre ? Y a-t-il des éléments réguliers ?

Correction :
va,beR,bxa=Ine®+e?) =In(e®+e’)=ax*bh. * arse=aec>Ine*+e)=ae=>e=0.1ln"yadonc
est commutative. pas de neutre.
va,b,CER, (a*b)*c=InE*"+e%) =In(e*+e’+ a*b=ax*c=>InE+e)=In(e®+e)=e"=e*=b
e%) = a = (b * c). * est associative. = c¢. Tout élément est régulier
Exercice 2

Soit E = [0 ; 1]. On définit une loi * sur E par VX,y EE,x xy=Xx+y—xy
(a) Montrer que * est une loi de composition interne commutative et associative.
(b) Montrer que = possede un neutre.

(c) Quels sont les éléments symétrisablés ? réguliers ?
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Correction :
a) 1—-(x+y—xy)=(1-x)(1-y)donc (1 —y) +y>0etdonc x n’est pas inversible
six<lety<lalorsx*y<I. (dans [0 ; 1]). Ainsi, seul O est inversible.

Par suite * est bien une loi de composition interne sur |~ Pour toutx,y, z € [0; 1],

* est clairement commutative et associative. X*xy=x*xz &=y —x)=2(1 —x).
b) 0 est élément neutre de E. Par suite, tout x € [0 ; 1] est régulier tandis que 1 ne
c) Six€e]0; 1] alors pourtouty € [0; 1], I’est visiblement pas.

X *Yy =X

1) Morphisme de (E,*) vers (F,T)

Définition I

Soient E et F deux ensembles, =« une loi de composition interne sur E, etT une loi de composition interne sur
F.

On dit qu'une application f de E dans F est un morphisme de (E,+) dans (F,T) si:

V(a,b)eE2 f (@a*b)=f (a)Tf (b)

» Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme.

» Un morphisme de (E,=*) dans lui-méme est appelé endomorphisme de E.

» Un endomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

Exemples :

On considére I’application f :N — 2N
X — 2X 5 . .
( 2NN est I’ensemble des entiers pairs)

Ona a—2aet b—2b et a+b+— 2(@+b)

On sait que 2(a+b) =2a+2b et parsuite f (a+b)=f (@)+f (b) V(a,b) e N?

Donc f est un morphisme de( N ;+) dans ( 2N ;+)

Soient les deux ensembles N et 2N* muni respectivement par 1’addition et la multiplication

On considére I’application f :N" — 2N”

X s O f (N)= {21;22;23;24;.-- —>} est une partie de 2n*
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Ona ars22¢et b—2* €t a+b 22"
On sait que 22 =22 x2* et par suite f (a+b)=f (a)xf (b) Vv(a,b) e N*? donc f est un morphisme de ( N ;+)
dans ( 2n* ;%)

L'application f : (IR"*, x) — (IR,+) définie par f(x) = In x est un isomorphisme de (IR*+, x) dans (IR,+)

fxxy)=In(xxy)=Inx+Iny=1(X) +f(y), ¥x,y €IR*
Soit a €IR. L'application fa : (IR,+) — (R*~, %) définie par fa(x) = a* est un isomorphisme de (IR,+)
dans (IR*+ x):
ona fa(x +y)=a"=a*xa’ =fi(x) x fa(y), ¥x,y €IR.
L'application f : (C*, x) — (R*, x) définie par f(z) = |z| pour tout x € C* est un morphisme de (C*, x)
dans (IR*, x)
car f(zxw)=|zxw|=|z] x |w| =f(z) x f(w), ¥z, w €C~.
L'application f : (IR,+) — (IR**, x) définie par f(x) = e* pour tout x € IR est un isomorphisme de (IR,+)
dans (IR*x, x) car elle est bijective et f(x +y) =e*¥ =e*x e¥ =f(X) x f(y), VX, y € IR.
L'application f: (R,+) — (C*, x) définie par f(x) = €*™ pour tout x € R est un morphisme de (R,+) dans
(C+, x) car f(x +y) = 2"ty = g2imx x g2iny = f(x) x f(y), VX, y € R.
On considére I’application L : R — IM ,(R)
1 x
[ 3)

Pour tout x ety de Rona L(X+y):((1) X:y)et L(X)XL(y):((l) i}{(l) 31}:[(1) x;y]

Donc L(x +y)=L(x)xL(y) et par suite L est un morphisme de (R;+)dans (IM,(R);x)

Propriétés

Soit f un morphisme de (E,*) dans (F,T) ona:
1) f(E) est une partie stable dans (F,T)
2) Si laloi = est associative dans E alors T est associative dans f (E)
3) Si laloi * est commutative dans E alors T est commutative dans f(E)
4) Si e est element neutre pour la loi * dans E alors f(e) st 1’¢lément neutre pour la loi T dans f(E)

5) Si la loi * admet un élément neutre e et si pour tout élément x de E admet un symétrique x’

Alors I'élément Y =T (X) admet un symétrique ¥’ =f(x)
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Démonstration :

1) Ona f(E) c F on démontre que yTz € f(E) V(y,z) € f%(E)

{}Z/ E;Egi : :2 2 g ;gg ?Z/ et yTz = f(x)Tf(xz) = f(x1 * x3)

Et comme la loi * est une loi de composition interne dans E alors x; * x, € E et par suite f(x; * x,) €
f(E) donc f(E) est une partie stable dans (F,T)

2) Soity, z et w des éléments de f(E)

ZzEf(E)e= Iy EEf(xy) =2

yEf(E) = 3x €Ef(x) =y
WEFf(E) ®3Ax3 €EE f(x3)=w

(yT2)Tw = (f (x))Tf (x2))Tf (x3) = f (o1 * )T f (x3) = f((x1 * %2) * X3)

Comme la loi * estassociative alors ( yTz)Tw = f(x1 * (x3 * x3)) = f(x1)Tf(xq * x3) = yT(2Tw)

Et par suite T est associative dans F.
3) De méme on montre que T est commutative dans f (E)
4) Onaf(e) € f(E) .soityun élément de f(E) on saitque y € f(E) & 3x; € E; f(x;) = y donc
(car e élément neutre dans (E,*)) f(e)Ty = f(e)Tf(x,) = f(e xx;) = f(x1) et par suite f(e) est I’élément
neutre dans (f(E), T)
5) Soit x’ le symétrique de x dans (E,*x) onax xx' =e etx' xx =e donc f(x *x") = f(e)

et f(x'*x) = f(e)

Comme f est morphisme alors f(x)Tf(x") = f(x * x") = f(e) et par suite f(x") est le symétrique de f(x) dans
(f(E), T).

Remarque : si f est un isomorphisme (ou morphisme bijectif) alors f (E ) =F

> Application : montrer que f : R — IM,(R) est un morphisme de (R;+)dans (IM,(R);x)
0 cos® -—sin®
sin® coso

cosO® -sin®

sind  cosd j pour tout n de IN

Puis calculer [
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I11) groupes

1) Définition d’un groupe

Définition I

Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne (notée *).
(G, %) est un groupe si et seulement si

1) * est associative,

2) * possede un élément neutre dans G

3) tout élément de G possede un symétrique pour * dans G.

Si de plus, * est commutative, le groupe (G, *) est dit commutatif ou abélien.

Exemples et contres exemples :

Voici des ensembles et des opérations bien connus qui ont une structure de groupe.
(R~ x) est un groupe commutatif, x est la multiplication habituelle. Vérifions chacune des propriétés :
1.Six, y € R-alors xx y € R*.
2. Pour tout X, y, Z € R* alors xx(yx z) = (xx y)X z, ¢’est ’associativité de la multiplication des nombres réels.

3. 1 est I’élément neutre pour la multiplication, en effet 1x x =x et xx1 = x, ceci quel que soit X € Rx.

. ‘1 1 1 e Breeed] £\ TOALE
4. L’inverse d’un élément x € R* est x' = p (car x x —est bien égal a I’élément neutre 1).

. L1
L’inverse de x est donc X% = -

. Notons au passage que nous avions exclu 0 de notre groupe, car il n’a pas d’inverse.
Ces propriétés font de (R*,x) un groupe.

5. Enfin xx y = yx x, ¢’est la commutativité de la multiplication des réels.
% (Q*,x), (C+,x) sont des groupes commutatifs.
(Z,%) est un groupe commutatif. Ici + est ’addition habituelle.
1.Six,yeZalorsx+y€Z.
2. Pour tout x, y, z € Z alors x+(y+ z) = (x+ y)+ z.
3. 0 est I’élément neutre pour 1’addition, en effet 0+ x = x et x+0 = x, ceci quelque soit x € Z.

4. L’inverse d’un élément x € Z est X’ = —x car x+(—x) = 0 est bien 1’élément neutre 0. Quand la loi de groupe
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est + I’inverse s’appelle plus couramment I’
5. Enfin x+ y = y+ X, et donc (Z,+) est un groupe commutatif.
%+ (Q,%), (R,+), (C,+) sont des groupes commutatifs.

+ Soit R I’ensemble des rotations du plan dont le centre est a I’origine O.

Alors pour deux rotations Ry et Re: la composée Ry © Ry est encore une rotation de centre 1’origine et d’angle
0 +0’. Ici ° est la composition. Ainsi (&4°) forme un groupe (qui est méme commutatif). Pour cette loi
1’élément neutre est la rotation d’angle 0 : c’est I’identité du plan.
L’inverse d’une rotation d’angle 0 est la rotation d’angle —6.

% Si #désigne I’ensemble des isométries du plan (ce sont les translations, rotations, réflexions et leurs
composeées) alors (#,°) est un groupe. Ce groupe n’est pas un groupe commutatif. En effet, identifions le plan a

R? et soit par exemple R la rotation de centre O = (0,0) et d’angle g et T la translation de vecteur (1,0). Alors

les isométries T °R et ReT sont des applications distinctes. Par exemple les images du point A = (1,1) par ces
applications sont distinctes :

T °R(1,1) =T(~1,1) = (0,1) alors que R *T(1,1) = R(2,1) = (~1,2).

4 4

RoT(A)

R(A) A » T'(A)

O (8]

ToR(A)

ol

Voici deux exemples qui ne sont pas des groupes :
% (Z*,x) n’est pas un groupe. Car si 2 avait un inverse (pour la multiplication x) ce serait - qui n’est pas un

entier.

@,

% (N,t) n’est pas un groupe. En effet I’inverse de 3 (pour I’addition +) devrait étre —3 mais —3 & N.

——



Montrer que (M, (RR), +) est un groupe commutatif

Application :

Correction

Soit A=(JZC y) et B=(’ZC: Y

t ) et c-

x'y 14
(Z,, t") des éléments de M, (R)

OnaA+B=<x+x, y+y’)
zZ+z t+t

=(x,+x y,+y)=B+A donc la
z+z t+t

loi + est commutative dans M, (R)

aamyre=(BHT V) ()

zZ'+z t'+t z"

=(x+x’+x" y+y’+y">
z+z +z" t+t' +¢"

-G D0 )

=A+(B+0)

Donc la loi + est associative dans M, (R)
L’élément neutre dans (M, (R), +) est la matrice

nulle OMZ(IR) = (8 8)

car VX € M5(R) X + Oy, ry) = Ope,my) +X =
X

a b

pour tout X = (C d) de M, (R) un symétrique

X' = (:Ccl :Z) dans M, (R)

car VX € My(R) X+ X' = Ox,(r)

et par suite (M, (R), +) est un groupe commutatif

Exercice :

onpose A = (_21 _34) etB = (é ;)

1) Calculer Ax BetB x A que peut-on déduire ?

2) Calculer A x (1 0) et (1 0) X A que peut-on déduire ?

0 1 0 1

3) soitx = (¢ Z

) un élément de M, (R) tels que a, b, c,d € R

EtsoitY = (’ZC i’) le symétrique de X dans M, (R) tels que x,y,z,t € R

Déterminer la matrice Y s’elle existe

Chapitre 4 : Les structures algébriquesﬁ




-1 B)X(é ;) XXY=YxX=TJalorsXxY =

1) A><B=(2 M —
b b
(16 8) pxa=(2 Yx (rrds ora)=G 9

—1 3y_(0 2 Done {#+ 5% = 1 et {0
(2 —4)_(0 6) {cx+dz=0 cy+dt=1
Comme A X B # B x Adonc la On utilise la méthode de cramer on obtient
multiplication n’est pas commutative dans (1) Z d
- detA = detA
M, (R) a 1 et
10 1 3y_(1 0 \z = o = —
=(" A A
2) Ax(0 1) (2 _4)x(0 1) det det
0 b
=(_21 —34)=A=(é (1))X (y=—1 al _ b
detA detA
A on déduit que la matrice I = (1 0) est |a . a
q o 1 t =<1 =

I’élément neutre dans (M, (R),X) P b
1 J—
. . Et arsuiteY=—( )estle
3) On sait que Y est le symétrique de X donc P detA \—¢ a

symétrique de X si detX # 0

2) Propriétés :

Propriété 1 I
Soit (G,*) groupe
1) L‘élément neutre e est unique
2) Tout élément x de G admet un symétrique unique x’
3) Six’ est le symetrique de x et y’ est le symetrique de y alors (x * y)'=y" * x'
4) Tout élément x de G est régulier ¢ -a-d (va € G) (V(x,y) € G?),a*xx=ax*xy=>Xx=yet),

X*a=y*a=>X=y

Propriété 2 :
Si (G,*) est un groupe d’élément neutre € et a et b deux éléments de G et a’ le symetrique de a dans (G,*) alors :
Chacune des équations suivantes d’inconnue x ( E;):a * x = b et ( E;): x * a = b Admet une solution unique c’est

x = a' * b pour I’équation E; et x = b * a’ pour I’équation E,

Chapitre 4 : Les structures algébriqueSE
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3) Sous-groupe

Définition : |
soit (G,*) un groupe et H c G on dit que (H,*) est un sous-groupe de (G,*) ssSi
e H Est une partie stable dans (G,*)

e (H,*) estun groupe

Exemples :
> Soit (G,*) un groupe et e son 1’élément neutre on a (G,*) et {e} sont de sous-groupe de (G,*)

> (Z,+) Est un sous-groupe de (R, +)

Y

(N, +) n’est pas un sous-groupe de (Z, +)

Y

(U, +) n’est pas un sous-groupe de (C,+)

Propriété :
soit (G,*) un groupe et (H,*) un sous-groupe de (G,*)
1) H+ 0
2) Si e est I’élément neutre dans (G,*) alors e est I’élément neutre dans (H,*)
3) Six € H .le symétrique de x dans (G,*) est le symétrique de x dans (H,*)
4) V(x,y)€EH? xxy€eH

5) V(x,y) €EH? x+xy €H

Démonstration :

1) Le sous-groupe (H,*) est non vide car il contient 1’élément neutre ey

2) On démontre que ey = e comme e est I’élément neutre dans (G,*) Onaey *e = ey

Comme eyest élément neutre dans (H,*) on a ey * ey = ey et par suite ey * ey = ey * e et on sait que tout

élément dans un groupe est régulier on déduit que e; = e

3) Soit x un éléments de H. comme H < G.comme alors x € G et soit x'le symetrique de x dans (G,*)

Comme (H,*) est un groupe alors x admet un symétrique dans (H,) on le désigne par x"’



Cours
Onax*x' = edans (G,*)etx xx" = edans (H,*) Et par suite x * x'" = x * x" et d’aprés la régularité de x dans

(G¥)onax" =x"

4) Comme (H,*) est un sous-groupe de (G,*) on a d’aprés la définition d’un sous-groupe : H est une partie
stable dans (G,x) cad[V(x,y) € H?] xxy' €H

5) Soit x et y deux éléments de H d’apreés la propriété (3):y' € Hetd’aprés (4)onax xy' € H
=on suppose que (H,*) est un sous-groupe de (G,*)
D’aprés les propriétés d’un sous-groupe ona H # @ et V(x,y) € H?x xy' € H d’aprés la propriété précédente

< Soit (G,*) un groupe et H une partie de G vérifié : H # @ et [V(x,y) € H?] x =y’ € Htel que y' est le

symétrique de y dans (G,*). On démontre que (H,*) est un groupe
Comme H # @, il existe au mois un element a de H et comme H c G alorsa € G

Soit a’le symétrique de a dans (G,*) donc a * a’ = e tel que e est I’élément neutre dans (G,*) d’aprés la condition

[V(x,y) EH?] xxy € Hsionprendx =aety=aalors a*xa' € Hcade€H

Soit x un element de H. On a d’aprés la condition [V(x,y) € H?] xxy' € H

Onaex*x' € H (tel que x' est le symétrique de x dans (G,*)) et comme e * x’ = xalors x' € H
Soit x et y deux éléments de H on sait que x" € H de ce qui précede et si on applique la condition
[V(x,y) € H?] xx=y' € H aux ety onobtientx * (y")' € H et on sait que (y')’ = y dans (G,*)
alorsx*y e H

De ce qui précéde on a H est une partie stable dans (G,*) et comme la loi = est associative dans (G,*) donc * est

associative dans (H,*) .

Propriété caractéristique d’un sous-groupe : I
Soit (G,*) un groupe et H € G
(H,*) est un sous groupe de (G,*) ssi
1) H+ 0
2) [V(x,y) € H?] x=xy' € H tel que y’ est le symétrique de y dans (G,*)




Propriété caractéristique

. o 1) H# @
Notation additive
2)[V(x,y) EH?] x—y€EH

1) H#0
2)[V(x,y) € H?] x.y '€H

Notation multiplicative

Exemples :
1) soit I I’ensemble des entiers paires
On démontre que (I, +) est un sous-groupe de (Z, +)

- Onal#@car0€el

Pourtoutxetydelonax =2q (q€Z)ety=2p (p€Z)doncx —y=2q—2p=2(q—p)
Comme q —p € Z alors x — y € Z et par suite (I, +) est un sous-groupe de (Z, +)

2) (U,x) est un sous-groupe de (C*,x)

Eneffeton U ={z,z€ C/|z| = 1} Uestnonvide(%+i‘/7§6 U) car |%+l\/z_§| =1

Soit u et vdeux élémentsde Uon |u| =1et|v| =1

Le symétrique de v dans (C*,x) est% ona |u X %| = |u| x El = 1 et par suite u x % € Udonc

v(u,v) € U? u X i € U donc d’apres la propriété caractéristique alors (U,x)est un sous-groupe de (C*,x)

Application : démontrer que H = {3™7"/m € Z et n € Z} est un sous-groupe de (R*,x)

4) Morphisme de groupe

Propriété :
Soit f un morphisme de groupe (G,*) dans (F, T)

L’image de groupe (G,*) par le morphisme f est le groupe (f(G), T)

Chapitre 4 : Les structures algébriques E
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Démonstration :on déja montrer que : Si f est un morphisme de (G,*) dans (F, T) alors :

- f(G) est une partie stable dans (F, T)

- xestassociative dans (G,*) alors T est associative dans (f(G), T)

- e est1’élément neutre dans (G,*) .alors f(e) est I’élément neutre dans (f(G), T)

- x'est le symétrique de x dans (G,*) alors f(x") est le symetrique de f(x) dans (f(G),T)

Et par suite (f(G), T) est un groupe .

Remarque :
= Si le morphisme f est surjectif alors f(G) = F et dans ce cas si (G,*) est un groupe alors (F, T) est un

groupe
= Ondit que f transforme la structure de groupe de (G,*) a (f(G),T) (ou a (F,T) si f est surjectif)
= Si f est un morphisme de (G,*) dans (F, T) alors si (G,*) est un groupe alors (f(G), T) est un groupe (ou

(F,T) c’est un groupe si f est surjectif)

Exercice
soit (G,.) un groupe

G— G

On considére 1’application g _
PP fa a~ax.a

1

1) Démontrer que f, est un morphisme bijectif (isomorphisme) de (G,.) Dans (G,.)
2) On considére I’ensemble F = {f, /a € G}

a) Démontrer que "o" est une loi de composition interne dans F

S 1, . G- F
b) On considére I’application h: oo f,

Démontrer que h est un morphisme surjectif de (G,.) Dans (F, o)

Déduire que (F, 0) c’est un groupe
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1) On démontre que f, est un morphisme de (G,.)

Dans (G, .)

Soit x et y deux éléments s de G on démontre que

fa(x.y) = f,(x). f2(y) Ona

-1— 1

fulx.y) =a.x.y.al=a.x.e.y.a”

=a.x.a l.ay.a™?!

= (a.x.a™V).(ay.a™)
= fa (). fa(¥)
Donc f, est un morphisme de (G,.) Dans (G,.)
On démontre que f, est bijectif

Soit y € G on cherche un x de G tel que f,(x) =y

1

Onaf,(x)=yeoaxa'=y
sataxal=aly
sexaltla=alyaex

= a~l.y.a € G donc tout élément de y de G admet

un unique antécédent x = a~1.y.a de G donc f, est

bijectif

Et par suite f, est un morphisme bijectif
(isomorphisme) de (G,.) Dans (G,.)

2) a) on démontre que "o" est une loi de composition

interne dans F

soit f, et f, deux éléments de F on démontre que

faofb EF

soit x € G on calcul f,of,(x)

ona fyofy(x) = fa(fo(x))
=f,(b.x.b™ 1)
= ab.x.blal
=a.b.x.(b"t.a™h
=a.b.x.(a.b)™! = f(x) et

par suite fgofp, (x) = fap(x)

Donc f,0f, = f,p €ton a{g E g donc a.b € G et par

suite f,, € F

donc "o" est une loi de composition interne dans F

b) on démontre que h est un morphisme surjectif de
(G,.) Dans (F,o0)

Soient aet b deux elements de G on démontre
que h(a.b) = h(a).h(b)

h(a.b) = fup = fa0fp = h(a).h(b) donc h c’est un
morphisme

et on a h est surjectif car pour tout élément f, a au
moins un antécédent a de G

et par suite h est un morphisme surjectif de (G,.)
Dans (F,o0)

++ on démontre que (F, 0) c’est un groupe

ona (G,.) C’estun groupe et h est un morphisme
surjectif de (G,.) Dans (F,o0) donc d’aprés la
propriété des morphisme des groupe on a (F,0) c’est

un groupe
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I\V-Anneau

1) Distributivité d’une loi sur une autre

Définition : |
Soient E un ensemble non vide et * et T deux lois de composition internes sur E.

T est distributive sur * © V(X,y,2) EE., X T (y*2)=(XTy)* (X T2)et(y*2) Tx=(y T Xx) = (z T X).

Remarque : Si on sait que T est commutative, une et une seule des deux égalités ci-dessus suffit.

Exemples

e Dans C, la multiplication est distributive sur 1’addition mais 1’addition n’est pas distributive sur la

multiplication.

e Dans P(E), I’intersection est distributive sur la réunion et la réunion est distributive sur I’intersection.
e Dans RR, o est distributive a droite sur +, mais pas a gauche, (g +h)0f =gof +hof maisen général
f o(g+h)#f og+f oh

e Dans F(I, R) la multiplication est distributive sur I’addition
e Dans M, (R) et M3(R) la multiplication est distributive sur I’addition
e Dans P(E) laloi n est distributive sur la loi U et la réciproque est vraie

e DansN,Z, Q,R,C I’addition n’est pas distributive sur la multiplication car 1+(5%3)#A(1+5)x(1+3)

On Vérifié dans M, (R) que la multiplication est distributive sur 1’addition

Soient (a, b, c,d) et (t,x,y,2) et (a, 5,y,0) de R*

b X a 712
Az(ccl d)etB:(t 3Z’)etc=(y g)deselementsdeMz(]R)

_(a b X+« y+ﬂ)_<ax+bt+aa+by ay+bz+aB+ba)
AX(B+C)_( d)x(t+y z+0) \ex+dt+ca+dy cy+dz+cB+do

_(ax+bt ay+bz) (aa+by afp + ba

“\ex+dt cy+dz ca+dy c,[>’+d0>:(AXB)+(AXC) M

De méme on démontre que (B+c) X A=(BXA)+(BxC) (2)

De (1) et (1) on déduit que dans M, (R) que la multiplication est distributive sur 1’addition



2) Définition d’un anneau

Définition

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes * et T on dit que (4,%,T) c’est un anneau ssi
1) (A,*) est un groupe commutatif
2) T estdistributive sur *

3) T estassociative

Remarqgue

Si laloi T admet un élément neutre on dit que (4,*, T) ¢’est un anneau unitaire

Si la loi T est commutative on dit que (4,*, T) c¢’est un anneau commutatif

Les lois T et x sont généralement notées + et x.

Leurs neutres sont quant a eux notes Oa et 1a.

Exemples
(Z,+,%), (Q,+,%), (R,+,x)et (C,+,x) sont des anneaux commutatifs unitaire

¢ (R2,+,x) est un anneau commultatif.
Dans celui-ci rappelons les opérations :(x,y)+(Xy" )=(x+x",y+y’) et (X,y)x(x",y")=(xx",yy")
o (2" +,x), (R",+,x) et (C",+,x) sont des anneaux commultatifs.

o (Z/nZ ,+,x) est un anneau commutatif unitaire

3) Regles du calcul dans un anneau

Propriété |
1) Soit (A,*, T) un anneau d’élément neutre € alors on a (Va € A) :aTe = eTa = e
2) Soit (A%, T) un anneau d’élément neutre e et a’ le symetrique de a dans (A,x) et b’le symetrique de b

V(a,b) € A% (aTh) = a’Th = aTh’

) donc {
2B V(a,b) € A%;aTh = a'Tb’

Chapitre 4 : Les structures algébriqueSE
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Démonstration :

= OnaaT(exe)=aTecad (aTe) * (aTe) = aTe donc (aTe) * (aTe) = (aTe) * e et comme (A4,*) est
un groupe alors tout ses éléments sont réguliers donc aTe = e
De méme on démontre que eTa = e
(@'Th) = (aTh) = (a’ *a)Th =eTh =e

. (aTb") x (aTh) = aT(b' *b) = aTe =e
aTb = [(aTh)']' = (a'Th) = a'Tb’

Remarque on applique les propriétés de propriété précédente dans I’anneau (A,+,x) on obtient

Soit a, b, ¢, d des éléments quelconques de A. On a :
e ax0,=0,xa=0,(onditque 04 est absorbant)
Eneffetax 04 =ax (04 +04) =ax04+ax0,
D’ou, par régularité des éléments dans le groupe (4,+) a X 04 = 0,
De méme de I’autre coté.
e ax(—b)=—(axb)=(—a)xbEneffet:ab+a(-b) =a(b+ (-b)) =ax0, =0,
D’ou a(—b) = —(ab). De méme pour 1’autre égalité.
e Développement des produits de sommes :
(a+ b)(c+d) =ac + ad + bc + bd (Attention a I’ordre dans les produits)
Immeédiat en appliquant deux fois la distributivité.
ePour n € N, on définit a™ para® = 1, etvn € N a"**! = g"a.
Alors V(n,p) € N? a™*P = g"af (immédiat par associativité de x).
EtV(n,p) € N2 (a™)? = a™
(mais attention : (ab)™ = ab X ab X ab X ... X ab,x n’est pas nécessairement commutative)
e Dans le groupe (4, +), on a toujours la définition et les propriétés pour n.a (4, +), et de plus :
(n.a) X b = n(a.b) = a X (nb)(qu’on peu noter nab )
En effet, pour n € N, on le montre aisément par récurrence, en utilisant la distributivité de x sur +, puis pour
n=-—-pavecp € N,ona: (p(—a)) X b = (p(—a) X b) =p(—ab) = p(a(—b)) =aXx (p(—b))
d’apres les régles précédentes.

D’ou (n.a) X b = n(ab) = a x (nb) selon laregle.(—p)x = p(—x)



4) les diviseurs de zéro dans un anneau

Définition : |
Soit (A, +,X) unanneau et x € A

X?':OA

Onditquex c estund1v1seurde0dansAsm{ayEA_{OA} T = mor =

Exemples

= Dans (C, +,X)«(R, +,%)«(Q, +,%)«(Z, +,X) il n’existent pas des diviseurs de zéro
: 1 1 1 1 RE .
= Dans (M5, (R), +,%) les deux matrices M = ( 1 1) etN = (_ 1 — 1) sont des divisurs de zero

» Dans(Z/6Z,+,x), 2 x 3=0alorsque2 # 0 et3 # 0 donc 2 et 3 sont des diviseur de zéro

» Dans (R?+,x) (les diviseurs de zéros sont les (x,0) ;(x,0) et (0,x) ;(0,x) avec x0.

5) anneau integre

Définition :
Soit (A, +,X) un anneau
On dit que (A, +,%) c’est un anneau intégre ssi n’admet pas des diviseurs de zéro c a d

V(a,b) EA> axb=0, © a=040ub=0,

Exemples
e (C,+X)(R,+,x)4(Q, +,X)¢(Z, +,x) sont des anneaux integres

o  (M,(R),+,%) et (M3(R),+,X%) deux anneaux non intégres

Théoréme :

Soit (4,*,T) un anneau unitaire et x € A

Si x admet un symétrique dans (4, T) alors x n’est pas un diviseur de 0 dans (A4,*,T)

Démonstration :

Soit e I’é1ément neutre dans (4,*)
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Cours

Soit a et b deux élément de A et a’ le symétrique de a dans (4, T) et e’ I’élément neutre dans (4, T)
OnaTb =e = a'TaTb = a'Te

= (a@'Ta)Tb=e=>¢e'Tb=¢e

>b=c¢e

V- Le corps

Définition :
Soit K un ensemble muni de deux lois de compositions internes = et T on dit que
(K ,*,T) c’est un corps ssi
1) (K ,x,T) c’estun anneau unitaire

2) Tout élément de K different neutre admet un symétrique pour la loi T

Remarque :
- Silaloi T est commutative on dit que (K,*, T) ¢’est un corps commutatif

- Tout élément de K — {e} admet un symetrique pour la loi T donc tout element de K — {e} est regulier

pour la loi T

Exemples :

o (C +,x)4(R,+,%)¢(Q, +,%) sont des corps commutatifs

(Z ,+,x) n’est pas un corps car 2 n’admet pas un inverse
) . 1 2\, ,:
o (M,(R),+,%X) n’est pas un corps car la matrice 4 = (2 4) n’a pas d’inverse car detA = 0
e (Z/6Z ,+,X)n’estpasun corps car 3 n’a pas d’inverse
o (Z/pZ ,+,x)avec p est un nombre premier positif ¢c’est un corps commutatif
e On considére I’ensemble H = {(Z _ab) /(a,b) € ]RZ}

(H, +,X%) ¢’est un corps . Vérifier le ?



Notation additive et notation multiplicative

On générale on désigne a la loi = par +: (x,y) — x+ yetlaloi T par X : (x,y) — x.y

Et on désigne a 1’élément neutre pour la loi * par 0 ( on I’appelle zéro du corps) et I’é1ément neutre pour la loi T par

1 (on I’appelle unité du corps )

Donc (K, +,x) c’est un corps si les lois + et x Vérifient les conditions suivantes :

v(x,y,2) € K3 x+y)+z=x+(y+2)
(30 e K)(VxeK x+0=xet0+x=x
(30 e K)(VxeK) x+0=xet0+x=x

(Vxe K)(3—x€K) x+(—x)=0et—x+x=0

v(x,y) € K? (xy)z = x(yz)

(31 eK)(VxEK) 1x=xetxl=x

(vx e K- {0)(@Ax e K—-{0}) xaxl=1etxIx=1

v(x,y,2) € K3 y+z)x=xy+xz etx(y+2z) =xy+xz

Propriété :
Soit K un ensemble muni par deux loi de compositions internes = et T .
(K ,*, T) c’est un corps ssi
1) (K,*) c¢’est un groupe commutatif ( d’élément neutre ¢)
2) (K —{e},T) c’est un groupe

3) T Distributive sur

Application :
1) Soit (R?% +,x) tel que : (a,b) + (a’,b") = (a+a',b+ b") et (a,b) X (a’,b") = (aa’ — bb'; ab’ + ba")

Montrer que (R?, +,X) c’est un corps commutatif
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Exercices résolus

Exercice 1
Soit E = [0,1] On définitune loi * surEparvx,y € E,.x xy = x + y — xy
a) Montrer que = est une loi de composition interne commutative et associative.
b) Montrer que * posséde un neutre.

c) Quels sont les éléments symétrisables ? réguliers ?

Corriges
) 1—-(x+y—-—xy)=0O-x10 —y) et donc x n’est pas inversible (dans [0, 1]).
doncsix < lety < lalorsx xy <I1. Ainsi, seul 0 est inversible.
Par suite  est bien une loi de composition interne Pour tout. x,y,z € [0,1],
sur E xxy=x*2z &yl —x) =z(1 — x)
* est clairement commutative et associative. Par suite, tout x € [0, 1] est régulier tandis que 1 ne
b) 0 est élément neutre de E. I’est visiblement pas.

c) Six €1]0,1] alors pour tout y € [0,1],

x*xy=x(1—-y)+y >0

Exercice 2

Soit * une loi de composition interne associative sur E.

On suppose qu’il existe a € E tel que I’application f : £ — E définie par f(x) = a * x * a soit surjective et on
note b un antécédent de a par f.

a) Montrer que e = a* b et e’ = b * a sont neutres resp. a gauche et a droite puisque e = e’.

b) Montrer que a est symétrisable et f bijective.

Corrigé
Par la surjectivité de f, il existe b €E tel que Poure’=b+a,x*e’=x*b*a=a*a*axb=*a
a*bx*xa=a = a *a *a.
a)a*bxa=a exe'=e=¢e’.

Pour tout x € E, il existe a € E tel qu’on peut écrire = b) Puisque a x b = b * a = e, a est symétrisable et

X=ax*ox*a. sym(a) = b.
Poure=a=x*h, exx=asbs*a*a*a De plus g : x — b * x = b est clairement
za*a*a=X. application réciproque de f.



Exercices résolus

Exercice 3

Soit G = R* X R et = la loi dans G définie par (x,y) * (x',y") = (xx',xy" + )
1. Montrer que G est un groupe non commutatif

2. Montrer que(]0; +oo[ X R;*) est un sous-groupe de (G;*)

Corrige
1. Six # 0etx’ # 0alors xx" # 0 donc Ona(x,y) * ((x',y") * (x",y"))
(x,y) * (x',y") = (xx’,xy" +y) € R" x Rdonclaloi | — (4, y)* (X' xy" +y") = (ex'xx(Xy +y') + )
* est interne = (xx'x"xx'y" + xy' +y)

Soit (x,y) et (x',y") et (x",y") des elements de G

Et ((r,y) * (x'y") = (x",y") - { xx'=1=x'x
xy'+y=0=x'y+y’
= (xx'xy'+y) * (x",¥y") = (x'xxXy+y')+y)
1
= (xx'x"xx'y" + xy' +y) N =% PR xr=_%0
’ ! I — _X

Donc la loi * est associative Xy +y=0=2y+y Y =%
Soit (a, b) telque pour tout (x,y) € G : Donc le symétrique de (x, ) est (i _%)

(@b) x(xy) = (xy) = (xy)*(ab) donc (G,*) est un groupe.

Ces égalités équivalent a :
gaites &q Comme (1,2) * (2,0) = (2.2) et (2,0) * (1,2) =

ax,ay +b) = (x,y) = (xa,xb + ) . .
( y+b)=y)=( Y) (2,4) il est clair que ce groupe n’est pas commutatif

ax =x = xa
A {ay +b=y=xb+y L’élément neutre de (G,*) et (1,0) € ]0; +oo[ X R
@{‘1:1 Soit (x,y) €0;+0o[ x Ret (x',y") € ]0;+0oo[ x R
b=0
1 y' x y'
Donc (1,0) est I’element neutre. alors (x, y) * (;' —7) = (;,x (— ;) + y)
Soit (x,y) € G ,on cherche (x',y") tel que x —xy' +x'y
! ! ! ! - x” x,
(x,y) = (x,y") =(1,0) = (x",y") *(x,y)
x -xy'+x'y
Ces égalités équivaut a : Comme = > 0 alors ———€ R
(xx',xy"+y)=(1,0) = (xx",x'y+y") donc (]O ; +00[ X R ;*) est un sous-groupe de (G ;*)

232



Exercices résolus

Exercice 4

On munit A = R X R de deux lois definies par (x,y) + (x",¥y") = (x +x",y +y")

et (x,y) * (x',y") = (xx',xy" + x'y)
1) Montrer (4, +) est un groupe commutatif
2)
a) Montrer que la loi * est commutative.

b) Montrer que la loi * est associative

c) Déterminer I’élément neutre de A pour la loi * .

d) Montrer que (4, +,*) est un anneau .

Corrigé

1) Ona(,y)+&,y)=x+x,y+y)eA
donc la loi et interne
Coy) + Gy + (y"]
= (xy) + (' +x"y+y")
= (x+ @+ 2y Hy )
=((x+xD)+x", v +y)+y")
=[(oy) + (YDl + (x" y")
Soit (x,y") tel que (x,y) + (x',¥") = (0,0) cela

x+x' =0

equwauta(x+x,y+y)=(0,0)@{3,4_3,':0

PN {;, _ :i donc le symetrique de (x, y) est

(=x,~y)
Et par suite (4, +) est un groupe commutatif.
2)

a)  (y)x(Ly)=(xxy +x'y) =
(x'x,x'y +xy") = (x",¥") * (x,y) donc la loi *
est commutative

b) (o) [, y") * (x"y")]
= (@) * @x", %y +x"Y)
= (xx'x", x(x'y" +x"y"))

r..r 1., mn,..r .17

= (xx'x", xx'y" +xx"y" + x'x"y)

[Ce, y) = (xyH] * (x"y")=(xx"xy"+x'y) * (x", ¥"")
— (xx'x”,xx'y” + xu(xyl + xly))

= (x'x", xx"y" + x'x"y)

Donc la loi * est associative

Donc la loi + est associative .
)+ y)=@+x,y+y) ="+
xy' +y)=y)+xy)
Donc la loi + est commutative
Soit (a, b) tel que (x,y) + (a,b) = (x,y) il est
clair que (a, b) = (0,0) est I'unique element
neutre

c) Soit (e, f) tel que pour tout (x,y) € A4,

() *(e.f)=(xy)

‘ iiant | XE=X e=1

et f verifian {xf+ye=y(:){xf+y=y(:)
e=1

=

pour la loi *.

donc (1,0) € A est ’element neutre de A

d) Toutes les propriétés pour qu’un ensemble
muni de deux lois soit un anneau sont dans les
questions précédentes sauf la distributivité de * pa
rapport a 1’addition ( a gauche ou a droite puisque
laloi = est commutative ) ,c’est d’ailleurs cette
commutativité qui rend 1’anneau commutatif).
G, y) * [, y") + (x"y")]
=y« +x"y" +y")
=" +x)x( +y") + & +x)y)
= (Qx"+xx",xy" +xy" +x'y+x"y)
= (xx"+xx",xy' +x'y +xy" +x"y)
= (xx',xy" +x"y) + (ex", xy" + x"y)
=y * (YD) + (xy) « (", y")
Et voila (4, +,*) est un anneau commutatif.

hcad



Exercices résolus

Exercice 5
Soit K I’ensemble des nombres complexes de la forme z =r +isour € Qets € Q
1) Montrer que (K, +) est un groupe commutatif
2) Montrer que (K*,.) Est un groupe commutiatif.
3) En déduire que (K, +, +) est un corps commutatif.

Correction

1) 0=0+i.0€EKcar0€EQet0€Q _nrpts15; (1S —11Sy)

T + 5,7 T + 557

Soientz; =1 +is; EKetz, =r, +is, €K

1121518, € Q et (1251—1152) € Q

, , Donc z,z,” ! € K car
Onaz, —z, =1 +is; — (ry +is;,) 152 r3+s," T3 +s;”

=rn—-r+i(s;—53) €EK
carry—1r, €Qets; —s, EQ
L’addition étant commutative dans C, et par suite
(K, +) est un sous- groupe commutatif de (C, +),
Donc c’est un groupe commutatif.
2) 1=1+4+i.0eKcar1eQet0eEQ

Zl=T1+i.S‘1€Ket22=T2+iSZEK

rtisy  (r+is))(ry —isy)

1_
75 + is, T2 + 552

Z1Zy

i1y + 515y + (151 — 11S3)

7+ 55°

Comme la multiplication étant commutative

dans C,donc (K*,.) est un sous- groupe

commutatif de (C,*,.)

Et par suite (K*,.) Est un groupe commutatif.

3) il ne reste qu’a rappeler que la multiplication
est distributive par rapport a I’addition dans
C, pour conclure que (K, +,.) est un corps
commutatif, car lamultiplication est

commutatif .



1.on munit R de la loi de composition interne * definit On considére I’ensemble A = {a + ib/( a, b) € Z?}

par Vx,y e Rxxy =xy + (x2 — D(y? - 1) 1) On considére I’application
Montrer que la loi * est commutative , non associative ,et z=a+ib e ¢(z) =a? + b?

que 1 est element neutre. a) Démontrer que I’application ¢ est un morphisme de

2. Onmunit R** de la loi de composition interne * (A,x) vers (Z,x)

définit par par Vx,y € R**,x * y = {/x2 + y* b) Soit z un élément de A

Montrer que la loi * est commutative ,associative, et que )
Démontrer que : z admet un élément symetrique pour X

0 est élément neutre, montrer que aucun élément de R** ) )
si et seulement si p(z) =1

n’a de symétrique pour * ) )
2) On désigne par I a les éléments symétrisables dans

3. On munit R de la loi de composition interne = definit

arvx,y ERx*xy=3/x3+y3 , ) .
P y y Y Déterminer les éléments de V

Montrer que I’application x — x3 est un isomorphisme W

de (R,*) vers de (R, +). En déduire que de (R,*) est un

A

e* 0)

Pour tout x de Z on pose M,, = (xe

groupe commutatif.

. . L o ) Démontrer que E est une partie stable dans (M, (R),x)
On considére la loi de composition interne * definit sur R

2) Calculer (M,)"Vn e NetVx €Z
parVx,y E R x*y=xy—2(x+y)+6

1) a) démontrer que * est commutative et associative W

b) démontrer que » admet un élément neutre ) Pourtous xetydeR — {%} on pose
2) a) pour tout élément de R admet-il un élément xxy=x+y—2xy
symétrique pour la loi * ? 1) Démontrer que = est une loi de composition interne.
b) on pose E = ]2, +oo[ .démontrer que E est une 2) Démontrer que = est commutative et associative .
partie stable de (R,*) 3) Démontrer que (IR — {%}*) est un groupe

commutatif.
On munit C de laloi de composition interne T definit par ' 4) Démontrer que Vx € R — {%} vn € N —{0,1}

2Tz' = zz' +i. (tel que Z est le conjugué de z) 1
. . .o xxx*x xx==[1—(1-2x)"]
1) Etudier la commutativité et ’associativité de T —nﬂr 2

2) Résoudre dans C I’équation (zTz)Tz = i
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Exercice 8

1) Pour tout x de R — {3} , 0N pose o
2 On considére I’ensemble

(1—x 0 X ) 1 0 X

Alx) = 0 1 0 _ _ x?2

X 0 1—yx E={Mx)=[-—x 1 -5 /x ER
0 O 1

Ca _ e
Et on considére I’ensemble E = {A(x)/x ER {2}} Calculer M(x) x M(x') pour tout x et x' de R.

1) Démontrer que E est une partie stable dans (M3 (R),x) = Et démontrer que (E,x) est un groupe .

2) On consideére I’application W

f:R\E}*E On pose I = ]0, +oo[

x — A(x)
1) Démontrer que V(x,y) € I%:
a) Démontrer que f est un morphisme bijectif de
ety —eX¥ —e¥4+2>1

(]R{ \ {%} *) vers (E,x)

2) On définit dans | un loi de composition interne T

b) Déduire la structure de (E,X). par :

c) Soitn € N* et B = A(—) démontrer que 2 )
V(x,y) € I:xTy = In(e**Y — e* — &Y + 2)

1-2" —_ 1 1
B" =4 ( 2 ) et (BM)7' =4 (E B 2n+1) a) On considére I’application
—— S
On munit R? par la loi de composition interne * tel que x — In(x + 1)

V(x,y) € R? V(x',y") € R?: Démontrer que f est bijective

G y) * (2, y) = (x4 %' + 22",y + ") b) Deémontrer que f est un morphisme de (I,X)
On considéré I’ensemble G = {(x,y) € R? /x # —1} Dans (I, T)

1) a) Démontrer que (G,*) est une partie stable de (R?,* c) Déduire la structure de (I, T)

) (remarquezque (x +x" +xx" + 1=+ )(x' + 1)

b) Démontrer que (G,*) est un groupe commutatif W

. On munit R? de la loi de composition interne = définit
2) on considére 1’ensemble

. 2 1o 2.
B = {(x,In(x + 1))/x € ]-1, +oo[} par:V(x,y) € R* V(x',y') € R*:
Démontrer que (B,*) est un sous groupe de (G,*) Coy) = (', y) = (x +x', ye* +y'e¥)

Démontrer que (R?,%) est un groupe commutatif
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(E,*) est un groupe commutatif d’élément neutre e
Soit a € E un element donné de E tel quea # e
On définit sur E une loi de composition interne par
V(x,y) EE>xTy=x*y=*a

Démontrer que (E, T) est un groupe commutatif

Soient p et q deux entiers premiers positifset p # q

Demontrer que : H = {p™q™/m € Z,n € Z} est un sous-

groupe de (R*,Xx)

Soient T et * deux lois de compositions internes de R

Définies par : V(x,y) € R? : xTy = %(x +y)etxxy =

2y —x

1) Etudier les propriétés de deux lois T et *

2) Démontrer que la loi T est distributive pour la loi .

3) Démontrer que la loi * est distributive pour la loi T.

Démontrer que (R,*,T) tel que
V(a,b) ER> axb=a+b—1
V(a,b) ER?>aTh=a+b—ab

Est un corps commutatif

On munit ’ensemble Z* par deux lois internes définies

par: (a,b) + (a’,b") =(a+a',b+b")
Et (a,b) X (a’,b") = (aa’ + 2bb’,ab’ + ba')
Démontrer que (Z2, +,X) est un anneau commutatif

unitaire

Soit (4, +,X) un anneau unitaire tel que x? = x

1) Démontrer que (Vx € A ) X =—x
2) Démontrer que (Vvx €A) x8+x*=0,
(remarquez que (x + 1,)'? = x + 1)

3) Démontrer que (Vx € A ) x> =x
((A, +,%x) anneau de Boole)
—

On considére I’ensemble des matrices

_((a b 5 .
A= {(pb a) /(a,b) €ER }tel que p est un réel

donné

Démontrer que (4, +,X) est un anneau

Soit I’ensemble S = {a + bv/5/(a, b) € Q*}

Démontrer que (S, +,X) est un corps commutatif.

Soit K = {M(x,y) = Y

sy xiay)/@y) ERY

Démontrer que (IK, 4+,%) est un corps commutatif

L2TC
On considére I'ensemble A = {a + be'= / (a,b) € 72}

On munit A par les deux opérations + et x definies sur

C.

1) Démontrer que (4, +,X) est un anneau commutatif

unitaire.

2) Démontrer que tout élément z de A admet un inverse

dans (4, +,%) si et seulement si |z| = 1
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b) Déduire la structure de (E’,x).

1) On considére I’ensemble W

F ={R?\ {#+a,a}/a € R}

2 11 111
SoientA=(1 2 1)etB=(1 1 1
On définit dans F la loi T par : 1 1 2 1 1 1
v(a,b) € F2 V(a',b') € F?: 1) Calculer B? puis deduire B™ pour toutn € N
(a,b)T(@,b") = (ad’ + bb’,ab’ + ba") Exprimer A en fonction de | et B tel que

1) Démontrer que Testune L C | dans F 100
) g I = (0 1 0 ] etdéduire A™ en fonction de n de N*

2) Démontrer que T est commutative et associative dans F 0 01

3) Déterminer 1’élément neutre pour la loi T W

4) Déduire que (F, T) est un groupe commutatif On considere les deux matrices N et D definies par :
I)  On considére I’ensemble 0 11 a 0 0
N={(0 0 O|JetD={0 a O0])eta€eR"
a b 0 010 0 0 a
E=1{M =1b 0 a,b) € R?
{ (@b) (0 g a+b)/( ) 1) a) Calculer N2 et N3

Soient Iesmatricesl=(0 1 0 1 0 0

1 0 0 01 0 b) Vérifier que ND = DN
> etA = ( >
0 0 1 0 0 1

2) SoitA =N + D etnunélémentde N*\ {1}

1) Calculer A™ pour tout n de N Calculer A™ en fonction de net a

2) Déduire que X est loi de composition interne de E W

3) Deémontrer que (E, +,x) est un anneau unitaire .est il Soit A (1 2)

o 0 1
intégre ?

1) Calculer A% et A3
I11)  On considére ’ensemble

2) Calculer A™ telquen € N

a b 0
r_ _ 2
E = {M(a'b) - (b a 0 )/ (a.b) € F } Soit E ’ensemble des matrices de
0 0 a+b

1) Deémontrer que X est une loi de composition interne a — (a - —)

, la forme M, = V3
dans E". 0 1
2) On considére I’application

Y:(F,T) - (E'X%)
a b 0 1 1
(a,b)'—’<b a 0 ) Na=( ¢ ﬁ(a_z)) avec a € R*
0 0 a+b —aV3 —a
a) Déduire que Y est morphisme bijectif de (F,T) vers
1) a) Démontrer que V(a, b) € R** M, x My, = M,

Et F I’ensemble des matrices de la forme

(E',%).
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b) soit ¢ I’application definie de R* vers E tel que dans (C,+)
@(a) = M, .demontrer que ¢ est un morphisme 2) On considere dans C I’equation z2 —z+ 1 =0
bijectif de (R*,x) vers (E,X).

Resoudre dans C cette equation et ecrire ses solutions

Deduire la structure de (E,x) ) _
sous forme trigonometrique .

2) a) demontrer que V(a,b) € R** N, x N = N A
a 3) On suppose que o = St i73

b) posantG =EUF.

i Demontrer que 1 est un morphisme de (E,X) dans
démontrer que (G,x) est un groupe. que ¥ P (E,x)

C,x
c) (G,x) est-il groupe commutatif. (€x)

bac 2004 l l
W Pour tout a et b de Z2 on considere la matrice :

[) Soient a et b deux réels .on considere la matrice

(Bac 2003 session normale)

b2
M =( a )dansM R
(a,b) b\/’z a 2( )

Et soit E ’ensemble des matrices suivantes :

a+b -b
Mg py = ( b a )dans M, (R)

Et soit E ’ensemble des matrices suivantes : E = {My,/a* - 2b* = 1}

E ={M,,/(a b) € R?} 3 22
1) Onpose A = ( )vérifier ued € E.
) p 23 3 q

2) a) démontrer que E est une partie stable dans

On rappelle que (M, (R), +,X) est un anneau unitaire

Demontrer que E est une partie stable dans (M, (R), +)

M, (R),x) et que la loi x est commutatif dans E
et de (M, (R),x) (Mz(R),x) et g

1) Demontrer que (E, +,x) est un anneau commutatif b) démontrer que tous les éléments de E sont
unitaire . inversibles pour la loi .
2) a) demontrer que pour tout deux reels x et y on  ¢) Démontrer que (E,X) est un groupe commutatif .

1 0
0 1

a: (xX?+xy+y?2=0=x=y=0)

3) on pose A° = ( ) et (vnN) AM1 =A"x A

b) determiner les elements inversibles dans (E, +,%)
On considére I’ensemble G = {A™/n € N}

c) deduire que (E, +,%) est un corps commutatif. o
a) Vérifierque G c E

II) Soit o un nombre complexe n’appartient pas a R
b) soit H I’ensemble des matrices symétriques a les

1) On considere 1’application 1 definie de E dans C matrices de G pour I’opération X dans E.
_ E — C . "
par:y: Map) — a + ob démontrer que H = {B™/n € N} tel que

Demontrer que 1 est un morphisme bijectif de (E, +)




B (—23\/2 —zgx/i)

—

a) Demontrer que G U H est un sous groupe de (E,X) = On rappelle que (M, (R),+,X) est un anneau unitaire

(Bac 2003 session rattrapage

On considere dans _R? la loi de composition interne *

definie par : (V(x,y) € R?)(V(x,y) € R?)

ax + by ay+bx)
2 2

(@h)* 6y = (
Soit I’ensemble E = {(m + i,m - %) ER?/m e ]R*}
1) Demontrer que * est une loi de composition interne
dans E.
2) Soit ¢ I’application definie sur R* dans E par
(Vm e R*);p(m) = (m +i,m—l)
m m
a) Demontrer que ¢ est un morphisme bijectif de
(R*,x) dans (E,*).
b) Deduire que (E,*) est un groupe commutatif a

determiner son element neutre.

Et le symetrique de tout element (m + l, m— l) tel
m m

que m un reel non nul.
On considere I’ensemble
F={(x,y) ER%:x>2ety? =x?—4}
a) Demontrer que
_ 1 1 2
F = {(m+;,m—;) € R/m > 0}

b) Demontrer que (F,*) est un sous groupe de (E,*).

(Bac 2005 session normale)

1) Soit G I’ensemble des matrice de M, (R) s’écrit sous
_(1 0 *
la forme Mgy = (a b) ,(a,b) eRXR

1) Demontrer que G est une partie stable dans
(MZ (]R),X) .
2) Demontrer que (G,x) est groupe.est il commutatif ?

3) Soit H I’ensemble des matrices M(q ,y de G tel que

(a,b) € R x R* .demontrer que H est un sous
groupe de (G,X).

1 0

4) Soit un element de G tel que A = (a 1) eta € R

On pose
Al =AetA>? =AxAet (Vn e N*): A" 1 =A"x A
Calculer A™ en fonction de a et n tel que n € N*

I) On considére dans R x R* la loi de composition

interne T définie par :

(a,b)T(x,y) = (a+ bx,by):V(x,y); (a,b) € R X R*
Et soit ¢ I’application définie de G vers R X R* par :
V(a,b) € RX R": <p(M(a,b)) = (a,b)

1) Démontrer que ¢ est un morphisme bijectif de
(G,x) vers (R x R*, T).

2) Déduire la structure de (R X R*,T).

3) Déterminer le symétrique de

(e, DT(a, )T ...T(a,1) dans (R x R*,T)

n fois

telquea € Retn € Navecn > 2.

(Bac 2006 session normale




2) a) demontrer que 1’application ¢ qui associé tout reel

. 1
l) SoitE =R\ {ﬁ}.pour tout couple (a, b) de x par le reel ¢(x) = 1 — 3x est un morphisme bijectif

E?posant aTh = a + b — abv2 de (R \ {%}*) vers (R*,x)
1) a) Vvérifier que pour tout couple(a, b) de E? :
) @) dHep ple(a, b) b) demontrer que ¢~ 1(R%) = ]—oo;%[

1 1
onaalh =7 — = (av2—1)(bv2 - 1). )
¢) demontrer que (]—oo;;[,*) est un sous groupe de
b) déduire que T est une loi de composition interne

1
c) démontrer que (E, T) est un groupe commutatif. ~ 3) pour tout x de R\ {%} et pour tout n de N on pose

1) M;(R) est ’ensemble des matrices carrés de taille 2. | x(0 = g et(vn € N) ; x™D = x®) « x

On rappelle que (M, (R), +,X) est un anneau unitaire ) demontrer que Vx € R \ {g} (vn e

Et soit F I’ensemble des matrices de M, (R) s’écrit sous n "
N); o (x™) = ¢(x)

la forme M(a) = %(\/Z— a ﬁa )
a -a
-1 1

1 -1

b) deduire x™ en fonction de x et n

- Bercice 32|

M, (R) est ’ensemble des matrices carrés de taille 2

(Bac 2008 session ratrrapage)

1) a) On pose A = ( ) vérifier que A2 = —A et

que M(a) = (1 +%)A

b) démontrer que F est une partie stable de (M, (R),%). .
) a P (M (R), ) On rappelle que (M, (R), +,X) est un anneau unitaire

. s . . . (E; T) - (le)
2) soit I’application ¢: a— () = M(a) D’unité A — ((1) (1))
a) démontrer que ¢ est un morphisme bijectif. soit F I’ensemble des matrices M (x, y) de M, (R) tel

b) déduire la structure de (F,x) Xy
que M(x,y) = (0 1) avec (x,y) € R* x R.
X

(Bac 2007 session normale)

' : : l 1) a) démontrer que F est une partie stable

de(M(R), ).

On munit R par un loi de composition interne * definie

b) démontrer que (F,X) est groupe non commutatif.
par (V(x,y) € RZ);X *y =X + y— 3xy

. 2) soit G I’ensemble des matrices M (x, 0) de F tel
1)a) verifier que

quex € R* .
(V(x,y) ER?);(1—-3x)(1—3y) =1-3(x*y)
. Démontrer que (G,X) est un sous groupe de (F,x)
b) demontrer que (R \ {5}*) est un groupe commutatif.
3) sOitE=R*"XR
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on munit E par une loi de composition interne T definie

par :: et que I et ‘element neutre dans (E,X).

(V(x,y),(a,b) €EE) : (x,y)T(a,b) = (ax, bx + g) 3) a) verifier que

—x\ _
On considere ’application (vx € R—{-1}) M(x) x M (E) =1

(F,x) > (E,T) b) demontrer que (E, T,X). Est un corps commutatif
M(x,y) — o(M(x,y)) = (x,)

a) Calculer (1,1)T(2,3) et (2,3)T(1,1) l ’ l

b) Démontrer que ¢ est un morphisme bijectif .

(Bac 2015 session normale)

On rappelle que (M;(R), +,X) est un anneau unitaire

c) Déduire la structure de (E, T) L0 o
D’unité | = (0 1 0>.et (C, +,%) est un corps

(Bac 2009 session normale) 0 0 1

== commutati

Pour tous réels x et y on pose

(M, (R), +,X) est un anneau unitaire

x+y 0 =2y
10 .
D’unité I = (O 1).et (R, +) est un groupe commutaitf M@xy)= 0 0 0
y 0 x-y
Pour tout réel x on pose M(x) = (1 X x ) Py 2
P “\2x 14+ 2x On considére I’ensemble E = {M(x,y)/(x,y) € R*}
On considere I’ensemble E = {M(x)/x € R} 1) demontrer que E est un sous groupe de (M3(R), +)

On munit E d’une loi de composition interne T définie  2) verifier que (V(x,y) € R?)

par (V(x'J’) € RZ) M(X)TM(}’) = M(X ty+ 1) M(x y) % M(x/ yl) — M(xx' _yy' xy' + yx’)

1) Soit ¢ une application de R dans E definie par : )
3) onpose E* =E — {M(0,0)} et on considere

(Vx eER) p(x) =M(x—1) * E

é
. I’apllication : ¢: ,
a) Démontrer que ¢ est un morphisme de (R, +) APTCAON - @2 7 = x + ib & M(x,y)

dans (£, T). a) Démontrer que ¢ est un morphisme de (C*, +)

b) Demontrer que (E, T) est un groupe commutatif.
dans (E,x).

2) a) demontrer que
b) Deduire que (E*, %) est un groupe commutatif

(V(x,y) € R?) M(x) X M(y) = M(x +y + xy)
d’element neutre M (1,0).

b) deduire que E est une partie stable de (M, (R),X)
4) Demontrer que (E, +,%) est un corps commutatif.

et que laloi " x " est commutative dans E

0 0 O
c) demontrer que la loi " x " est ditributive par rapport | 5) Onpose A = (0 1 0)
0 0 O

a) Calculer A x M(x,y) pour tout element M(x,y)
de E.

alaloi loi "T" dans E.
d) verifier que M (—1) est I’element neutre dans (E, T)
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b) Deduire que tout element de E n’admet pas un w

symetrique dans (M3 (R),%).

(Bac 2016 session normale)

On rappelle que (Z, +,X) est un anneau unitaire
commutatif integre .

On munit Z de la loi de composition interne * definie
parv(x,y) EZ%x*y=x+y—2

1) a) demontrer que la loi * est commutative et

associative .

b) demontrer que (Z,*) admet un element neutre a
determiner .
c) demontrer que (Z,*) est un groupe commutatif
2) on munit Z par un loi de composition interne T
definie par : V(x,y) € Z%;xTy = xy —2x — 2y + 6
Et on considere 1’application fde Z dans Z definie
par:(Vx €Z); f(x) =x + 2
a) demontrer que f est un morphisme de (Z,X) vers
(Z,T).

b) Demontrer que

V(x,y,z) €Z3; (x *y)Tz = (xTz) * (yTz)

3) Deduire de ce qui precede que : (Z,*, T) est anneau
commutatif et unitaire.

4) a) demontrerque xTy =2 & x =2o0uy = 2

b) deduire que (Z,*, T) est inetgre

c) (Z,x, T) est-il un corps ? justifier

(Bac 2013 session normale)

On dénit sur R la loi * par X * y = X +y — Xy. Est-ce une
loi de groupe ? Calculer x * x * - - - % x (n facteurs) en

fonction de n et de x.

Montrer que I'ensemble des suites réelles, muni de la
somme et du produit terme par terme, est un anneau.
Quels sont ses éléments inversibles (pour le produit) ?
Parmi les ensembles suivants, lesquels en sont des sous-
groupes ou des sous-anneaux :

1. suites bornées

2. suites monotones

3. suites convergentes

4. suites périodiques

5. suites divergeant vers +oo

Soit E un ensemble. Montrer que (P(E), A,N) est un

anneau. En préciser les éléments neutres, les éléments
inversibles (et leur inverse) pour chacune des deux lois.
Cet anneau est-il integre ? Si F c E, (P(F), A,N) est-il

un sous-anneau de P(E) ?

Montrer que I'ensemble des racines n-emes de I'unité

forment un sous-groupe de (U, x).

Chapitre 4 : Les structures algébriquesE



Cozplire ©

Espaces vectoriels réels

ESPACES VECTORIELS, HISTOIRE ET AXIOMATIQU

L a notion d'espace vectoriel voit le jour progressivement tout au long du XIXe siecle,
dans le but de formaliser I'espace qui nous environne. Des précurseurs visionnaires ont
permis ce changement de point de vue en introduisant les bonnes notions de « base »,

de « dimension », de « déterminant », d' « application linéaire »...
L'algébre linéaire est devenue le cadre d'étude de nombreuses théories, en particulier

en analyse. Aujourd'hui, avec le développement de I'outil informatique, I'algebre

lineaire s'implémente plus aisement grace au calcul matriciel.




Cours

Chapitre S :Espaces vectoriels réels

I.  Loi de composition externe

Définition
Soit E et A deux ensemble non vides

f:AXE—E
(a,x) = f(a,x)

Toute application de s’appelle loi de composition externe définie sur E a coefficients dans

A .On désigne a I’élément f(a, x) par a.x ou ax

Remarque : [dans la définition on peut trouver A = E dans ce cas on parle d’une loi de composition interne dans

E donc toute loi de composition interne dans E est une loi de composition externe dans E a coefficient dans E

Exemples :

a b

1) Dans M, (R) : pour toute matrice 4 = (C d) et pour toutreel @ ona a X A = (“a “b) Donc le

ac ad

produit d’un réel par une matrice de M, (R) est une matrice de M, (R)

Et par suite 1’application f : R X M, (R) — M, (R) est une loi de composition externe dans M, (R)
(¢, A) » axA

2) Pour tout vecteur u de v, et pour tout réel A de R on a Au est un vecteur de v, .Donc le produit d’un réel
par un vecteur et un vecteur et par suite I’application f : R X v, —» v,  est une loi de composition
externe dans v, Avy) » AXU

3) Dans I’ensemble P, des polyndmes de dégrée inferieur ou égal & n tel que n e N*

Soit P un polynéme de 2, et pour tout réel a de R ona a x P est un polynébme
Donc I’application f : R X P, = P,  est une loi de composition externe dans %,
(a,P) »a xP

4) On considére I’ensemble F (I, R) des fonctions numériques définies de I dans R

Soit g un élément de F(I, R) et A un réel alors on a A X g et une fonction de F (I, R)

Donc I’application f : R X F(I,R) = F (I, R) est une loi de composition externe dans F (I, R)
(@,9) > axg



Cours

Il.  Espace vectoriel réel

Définition I
Soit ensemble non vide E muni d’une loi de composition interne notée * est d’une loi de composition externe
RxE—E
(a, X) — ax

on dit que (E,*,.) est un espace vectoriel reel ou un R espace vectoriel ssi :
(2) (E, =) est un groupe abélien.

(2).V(a,B) € R%LVx € E,ona(a + B)x = ax + Bx

(3) Va € R, Vx,y € E,onaa(x * y) = ax * ay

(4).V(a,B) € R34 Vx € E,onaa(Bx) = (af)x

(5) VX € E,onalx =x.

Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs ; et les éléments de R sont appelés scalaires.

Exemples
1) E=(FOR);4+,.)
Soit fetg de F(I,R) on f + g estun élémentde F(I,R) telque Vx € I (f + g)(x) = f(x) + g(x)
Pour tout f de F(I, R) et pour tout @ de R on a a. f est un élément de F(I, R) tel que
Vx €1 (af)(x) = a X f(x)
On démontre que (F (I, R); +,.) est un espace vectoriel réel
e (F(,R);+) est groupe commutatif
= Lasomme dans (F(I,R)) est associative
Soit f et g et h des éléments de F(I, R) onaVx € |
[(f +9) + RhI(x) = (f + g)(x) + h(x) = f(x) + g(x) + h(x)
=f(x)+ (g (x) + h(x)) (car I’addition est associative dans R)
=f)+ @+ =[f+(g+n]x)
Donc (f+g)+h=f+(g+h) VY(f, g h)€ (F(R))3

= Lasomme dans (F(I,R)) est commutative

V(f,9) € (FALR)) vxel (f +9)(x) = f(x) + g(x)



Cours
=g+ fx) =g+ /Hx)
Donc ¥(f,9) € (FLR))” f+g=g+f
= L’élément neutre
On détermine g dans (F(I, R)) tel que Vf € (F(LR) f+g=f
frg=feVxel f()+g(x)=f(x)

0:1 >R

& Vx €1 g(x) =0 Donc I’élément neutre est la fonction nulle P
X —>

= Tout élément dans (F (I, R)) admet un symetrique gdans (F(I, R))
f+9g=0 vxel f(x) =—g(x) donc le symétrique f dans (F(I, R)) est —f
e Les propriétés de la loi de composition externe
o V(apB) € R?Vfe(FALR)Vx el [(a+p).fl(x) = (a+p).f(x)
=af(x) +Bf(x) = (a.f + B.f)(x)
Donc V(a, B) € R2Vf € (F(LR)) (a+p).f = af +pf
De méme on démontre les autres propriétés et par suites (F(I, R); +,.) est un espace vectoriel réel
2) On définit dans R? les deux lois suivantes :
V(x,y) € R? etV(x',y')) € R? ona(x,y)+ &, y)=kx+x,y+y")
Va € R V(xy) € R? a(xy) = (ax, ay)
On démontre que (R?, +,.) est un espace vectoriel
e Ona(R? +) est un groupe commutatif
e Les propriétés de la loi externe
Donc V(a, B) € R? V(xy) € R? (a + B)(x,y) = ((a + Bx, (a + By) = (ax + fx,ay + By

=a(x,y) +pxy)
De méme on démontre les autres propriétés

Donc (R?, +,.) est un espace vectoriel

Application : démontrer que

a) (M,(R),+,.) est un espace vectoriel réel

b) (P, +,.) estun espace vectoriel reel



Cours
1) Notation
e On désigne par + a la premiéere loi dans un espace vectoriel E dans R
e Ondésigne a un élément de E par X et on I’appelle un vecteur

e On utilise I’écriture aX au lieude a. X telque a € Ret X € E
e On désigne a I’¢lément neutre dans (E, +) par 0

2) Définition d’un espace vectoriel a partir de la novelle notation

Définition |

(E, +,.) est un espace vectoriel reel ou un R espace vectoriel ssi :
(1) (E, +) est un groupe abélien.

(2).V(a,B) ER%L VX € E;ona(a + )X = ax + Bx

(3) Va € R,VX,y € Eonaa(X+ y) = axX + ay
(4).V(a,B) € R34 VX € E,onaa(Bx) = (ap)x

(B)VX€E,onalx=%x

1. Régles du calcul dans un espace vectoriel

Proprieté
Soit (E, +,.) est un espace vectoriel réel

Pour tout X et y de E et pour tout réel a et B ona:

1) 0%=0 3 (-DF=-% ; 5 a@-Y) = oaX — oy
2) a0=0 D) ()X = a(—%) = —(aX) : 6) (ax—P)%=aX— %
Remarque :

= Va € R VX € E [ow?=5(=)a=00u55=6]
= Comme (E, +) est un groupe abélien (commutatif) alors :
1) Tout élément X de E est régulier pour I’addition
2) Pour tous deux éléments @ et b de E il existe un unique élément % de E tel que d + % = b

etona &+5c’=5<:>5c’=5+(—&) etonab+ (—d)=b—ad



Cours

IVV. Combinaisons linéaires

Propriété
Soit (E,+,.) est un espace vectoriel réel

On considere n vecteurs ¥4, X5, X3,..., X, €t Soit a1, a3, a3, ....et a, des réels

Le vecteur a; Xy + aX, + az X3 +...+a, X, est appelé la combinaison linéaire des vecteurs Xy, X, X3,...

Et s’écrit Y 1=, o;X; et oy, 0y, A3, ....et &, sont les coefficients de combinaison linéaire

Exemples

= Dans R? on considére X¥; = (1,2) et ¥, = (3,0) et ¥3 = (2,1) et pour tous ay, a, et az de R
On a combinaison linéaire des vecteurs ¥;, X, et X¥; ona:

V(ag, ay , a3) €ER3 Y3 ;X = (ay + 30, + 2a3; 204 + ag)

= E est le R -espace vectoriel des fonctions polynémes réelles. Soient

fo la fonction polynébme : x » 1 ; f1 la fonction polynéme : : x = x
f> la fonction polynéme : : x = x? ; f5 la fonction polynéme : : x - x3
Alors les fonctions f et g définies par : f:x — x3 —2x2 — 7x — 4 ;o gix e x?

sont des combinaisons linéaires des fonctions fy. f1.f2; fzpuisque il est possible d'ecrire :
f=f-2fL—-7f—4f et g =0f;+2f, +0f; + 0fy

Par contre, la fonction h:x = x* n'est pas une combinaison linéaire des fonctions f;. f.f2; f5 -
En effet s'il existait(ag, a; , ay, a3) € R* cette égalité équivaudrait a la propriété :

pour tout x dans R, h(x) = (oo fo + o4 f1 + oafo + a3f3)(x)

Soit pour tout dans R, x* = ag + oy x + 0yx? + azx3

D'ou, en dérivant quatre fois, il viendrait 4! = 0 ce qui est faux dans R

= ona(M,(R),+,.) est un espace vectoriel reel

On considere les matrices M; = (0 1) et M, = (1 1) la matrice M = (2

1 0 0 4 5) est une combinaison

3 8

B (0 1 1 1
linéaire de M; et M, car 3M; +2M2—3(1 0)+2(0 4)

=G 06 =G &)=¥

Soit P, 'ensemble des polynomes de degré inferieur ou égal a 2




Cours

On a (P,, +,.) est un espace vectoriel réels
On considére P; (x) = x2 —x et P,(x) = x%2 + x + 1 et P;(x) = 8 — x?
pour tout a1, a, et az de Rona oy Py (x) + o, Py(x) + azP3(x) est une combinaison linéaire des polynémes
Py(x) , Py(x) et P3(x).ona ¥i; a;P; (x) = ay Py (x) + &y P,(x) + azPs(x)
=0y (x2 =)+, (x2+x+1)+03(8—x?2)

=(oy + a; —ag)x*+ (—a; + oy )x+a, + 8ag

FAYeJolIIe1i[e]glK On a (R3, +,.) est un espace vectoriel
Dans R3 on considére i = (1; —4;5) et ¥ = (1;2; —4) et w = (3; 18; —30)

Démontrer que w est une combinaison linéaire de % et v

V. Un vecteur engendré par une famille —espace vectoriel engendré par une famille

Définition |
S0itxy, X3, X3,..., X, des vecteurs d’un espace vectoriel réel. L’élément (X4, X3, X3,..., X,) de E™ est une

famille des vecteurs de E

> Ondit que la famille (X4, X,, X3,..., X,,) engendre ’espace vectoriel E si pour tout X de E ils existent

des réels ay, oy, ag, ....et oy, tels que X = Y1 o X;

Exemples

= dans (R?,+,.) on considere la famille (&;; €, ) tels que &; = (1;0) et &, = (0;1)
On démontre que la famille (é;; &, ) est engendre R?

Soit (X;y) € R? donc ona (x;y) = (x;0)+ (O;y) = x(l;O) +y(0;1)=x§1 + yé,
donc la famille (é;; &, ) est engendre R?

= Soitle R — espace vectoriel R? et les vecteurs i = (1;0) et ¥ = (1;1) et . Les

vecteursu et ¥ engendrent R? .

En effet, soit W = (x;y) un élément quelconque de R? . Montrer que w est combinaison linéaire de i et

¥ et revient a démontrer I'existence de deux réels a et B tels que ail + B = w .

. L. : . . + B =
Il s'agit donc d'étudier I'existence de solutions du systeme : {a p=x

B=y
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Il a pour solution 8 = y eta = x — y et ceci, quels que soient lesréels x ety .
= dans (R3,+,.) on considére la famille (&;; €, ; &;) tels que é; = (1;0;0) et &, = (0;1;0) et &; = (0;0; 1)
On démontre que la famille (é;; €, ; ;) est engendre R3
Soit (x;y;z) € R® doncona (x;y;z) = (x;0;0)+(0;y;0)+(0;0;z)
=x(1;0;0)+y(0;1;0)+2(0;0;1)
= xé, + yé, + zé; donc la famille (é;; &, ; &;) est engendre R3
= Soit I’ensemble F des vecteurs (X, y, z) de R3telsque : 2x —y +z =0,
Montrons que F est engendreé par les deux vecteurs (1, 2, 0) et (0, 1, 1). En effet,
xy,2)EFe2x—y+2=0
Sy=2x+z
S (X, Y,2) = (X 2x+ 2, 2)
< (X Y,2)=x(1,2,0)+2z0,1,1)

F est donc I’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs (1, 2, 0) et (0, 1, 1).

VI. Linéairement indépendants —linéairement dépendants

AGHVITET dans (R2, +,.) on consideére les vecteurs i, = (1;2) et ¥, = (4;3) i, = (2; —4) et B, = (=3; 6)

1) a) pour tous a; et B, de R démontrer que

alﬂl-}-ﬁl‘l})l:(_)):)al:ﬂl:o —
(az; B2) # (0;0) ===

b) démontrer que 3(a,; € R?: - .
) q (az; f2) {azuz + B3, =0

Propriété

Soient E un espace vectoriel réel et B = (X, X5, X3,..., X,) une famille des vecteurs dans E

v On dit que les vecteursx;, ¥,, Xs,..., et X, sont linéairement dépendants s’il existe des réels oy, a5, as,
....et a, non tous nuls : Y, a;%; = 0
On dit aussi que la famille B = (¥4, X5, X3,..., X,) et liée

v On dit que les vecteurs ¥;, X, Xs,..., et X,, sont linéairement indépendants si et seulement si
(V(aq, 0z, Oz, .. 0) ER®) YR X =0 =y =y = Xz=....= 0y = 0

On dit aussi que la famille B = (X;, X, X3,..., X,) €t libre
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Exemples :
1) Dans R3 on considere les vecteurs i = (1; —2;0) et ¥ = (0; 3; —1)

La famille (u; v) est-elle libre ? liée ?

Soit a et 8 des réels tels que aii + B =0 < a(1;-2;0)+ £(0;3;-1) = (0;0;0)

& (a;—2a;0)+ (0;38;-18) =(0;0;0)
a=0
s |-2a+38=0
_ ‘3 =0
Sa==0
Donc la famille (i; v) est libre
2) P, I’ensemble des polynomes de degré inferieur ou égal a 2 on considére les polyndmes
P(x) =x? + 1et Q(x) = x? — 1et R(x) = x?
La famille (P; Q; R) est —elle libre ou liée ?
Soit a et B et A des réels tels que aP(x) + fQ(x) + AR(x) =0
Salx*+1D)+ px2-1)+Ax2=0
Sa—-pf+@+ p+D)x2=0

a— =0
{a+ B+1=0

Donc il existe des réels (a; B; 1)eR3 tels que (a; B; 1) # (0;0;0) etaP(x) + BQ(x) + AR(x) =0
On prend par exemple A = —2 alors P(x) + Q(x) —2R(x) =0

Donc la famille (P; Q; R) est liée

APP
1) Soit E=F(IR,IR) l'espace vectoriel des fonctions de /R dans /R. Etudier l'indépendance linéaire des familles
suivantes :

La famille (f;g;h) telque f:x » x+ 1; g:x = x*; h:x » x? — x + 3 est —elle libre ou liée ?

2) Dans (M5,(R),+,.) on considere les matrices I = (é (2)) et] = ((1) g) etK = (é Z)

a) Démontrer que la famille (I;]) est libre et que la famille (1;J ;K) est liée
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b) La famille (I ;K) est —elle liée ?

¢) Lafamille (J ;K) est —elle libre ?

Propriété I
1) Si A estune partie d’une famille B et si la famille A et liée alors la famille B est li¢e

2) Si B est une famille libre et si A est une partie de B alors A est libre
3) La famille contient le vecteur nul est une famille liée
4) S’il existe deux vecteurs égaux dans une famille B alors la famille B est liée

5) Si une famille B est libre alors tous ses élément non nuls et différents deux a deux

Démonstration :|

1) On considéere la famille B = (X, X5, X3,..., X)

On poseA = (31, Y2, ¥3.---» V)

on peut mettre en ordre les éléments de B tel que (X, X, X3...., X,)= = (V1, Y21 V35---» V3 Vp+15 =3 V)
A est une famille liée alors il existe des réels oy, oy, as, ....et a, tels que XF_, a;y; = 0

On déduit que X7_, a;y; + 0¥y + -+ 03, = 0 avec (ay, ay, As, ..., p; 0;0;...;0) € R™ non nul
Donc B est une famille liée.

2) Si A est une famille liée alors B est une famille liée d’aprées la propriété précédente donc la famille A ne peut étre
pas liée.

3) On sait que (Vo € R a0= 0) donc la famille contient le vecteur nul est liée

4) Soit la famille B = (X, X,, X3,..., X,,) des vecteur d’un espace vectoriel E
On suppose que X; = X; pour tout i et j de {1,2,3;...;n} etj <idoncx; — X; = 0 donc la famille B, (%;; X;) est liée
On utilise la premiére propriété on déduit que la famille B est liée

5) Si un des éléments de B est nul alors alors B est liée (on utilise la propriété 1 et 3) donc si la famille B est libre
alors tous ses éléments non nuls
Nous avons vu que si deux éléments dans une famille sont égaux alors la famille B est liée

Alors la famille B est libre car ses éléments sont différents deux a deux
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VII.  Sous espace vectoriel

Définition

(E,+,.) est un espace vectoriel reelet F Cc EetF + @

Si F est une partie stable pour la loi interne + est stable pour la loi externe cad (Va € R)(VX € F)alors ax € F
Et si (F,+,.) est un espace vectoriel alors on dit que (F, +,.) est un sous espace vectoriel de 1’espace vectoriel

réel (E,+,.)

1) {6} est un sous espace vectoriel de 1’espace vectoriel (E, +,.)
2) (Py;+;.) despolyndmes de dégrée inférieur ou €gal a n est un sous espace vectoriel de 1’espace vectoriel

F(R,R)

Proprieté
(E,+,.) est un espace vectoriel reel et F c E
F est un sous espace vectoriel de (E, +,.) si et seulement si

{ F+0Q
V(a,B) ER? VX€ FVy € Fax+ By€ F

Démonstration :

(=) supposons que F est un sous espace vectoriel de (E, +,.) donc (F, +,.) est un espace vectoriel reel et par

suite (F, +) est un groupe commutatif d’élément neutre 0 appartienta F donc F # @

Comme la loi (.) est externe dans F alors

{VaE]R VX€E€ F aX€ F
VEBR Vy€EF PByeEF

Donc oX + By € F (car F est stable pour la loi +)
(&) Réciprogquement on suppose que F = @ etV(a,f) ER? VX € FVy € FaX+ By €E F

Onav(¥; y)€ F* X— y € F(enprenda=1etf = —1)
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Donc (F, +) est un sous groupe de (E; +)

Comme F est une partie stable dans (E,.) et (E, +,.) est un espace vectoriel réel alors les propriétés de la loi

externe dans E restent valable dans F et par suite (F,+,.) est un espace vectoriel réel c a d F sous espace vectoriel

de (E, +,.)

Remarqgue

F est un sous espace
vectoriel de l'espace <
vectorile(E, +,.)

Exemples et contre exemples

1) On considére I’ensemble F = {(x,y) € R?/y = 4x}

On démontre que (F, +;.) Est un sous espace vectoriel de
(R% +;.)
Ona (0,0) € F car (0 = 2 x 0) et par suite F = @
Soit X = (x1;¥1) ;¥ = (x5 ; y,)deux éléments de F et a et
B deux elements de R
Ona y, = 2%, ety, = 2x,
Donc aX + By = a(xy;y1) + B(x2;y2)

= (ax; + Bx; ; ay; + BYy7)

= (ax, + Bxy; 2ax, + 2x,)

= (ax; + Bxz; 2(ax; + fx3))

Etalors axX + By € F
Et par suite (F, +,.) Est un sous espace vectoriel de
(R%,4+,.).

2) soit ’ensemble F = {(a_—l—bb a E b) /(a,b) € Rz}

on démontre que (F, +;.) C’est un espace vectoriel réel
comme (M, (R), +,.) Est un espace vectoriel réel et
F ¢ M;(R)

Il suffit de montrer que (F, +,.) Est un sous espace

FcCE
F+0

F est une partie stable de (E, +)
F est une partie stable de (E,.)

vectoriel de (M, (R); +;.).

0 0
OnaF:t(Dcar(O O)EF
80|tM1—< By @B etM, = S .

Deux éléments de F et et a et B deux elements de R .ona

_ a1 + bl b1 ) (az +b2 b2 )
aM1+,BM2—a< b, 5 — +6 _b, G — s

= (a(ilazlbl) a(a(fb—l b1)> * (ﬁ(izﬁzzbﬂ ﬁ(afb—z bz))

_ (oc(a1 + by) + F(a, + by) ab; + Bb, )
a —ab, — Bb, a(a, — by) + B(a; — by)
_ ((aay + Bay) + (ab, + Bb,) ab, + Bb,
a ( —(aby + Bby) (aa, + Bay) — (ab, + .Bbz))

On posec = aa; + fa, et d = ab, + (b,

c+d d

DonCaM1+,8M2=( “d -

d) € F est par suite (F, +;.)

Est un sous espace vectoriel de (M, (R); +;.).

3) I’ensemble F = {(x,y) € R?/x* + x + y* = 0} n’est pas un
sous espace vectoriel de R?

en effet F n’est pas stable pour la multiplication par un

scalaire car : (—1,0) € F mais (—2,0) ¢ F

hiad
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Application :

Déterminer lesquels des ensembles E;, E», sont des sous-espaces vectoriels de R3.

Ei={(x,y,z) ER33x—7y = z};E:={(xy,2z) ER3|x?2 =22 =0

VIIl.  Base d’un espace vectoriel réel

Activité : dans (R?; +;.) on considére la famille B = (u; ¥) tel que i = (1,3) et ¥ = (—2; 1)

1) démontrer que Vw € R? 3! (a; ) € R*: W = aii + U *\Q )
2) Démontrer que la famille B est libre et génératrice a ’espace
Vectoriel(R?; +;.)

Généralisation : soit B = (Xy, X5, X3,..., X,) une famille de I’espace vectoriel (E; +;.)

Bestunebasede EcadVvX € E 3! (ay, ay, a3, ....; &) ER™ X = Y, o;X;
oy, Ay, O3, ....et o, s’appellent les du vecteur ¥ dans la base B.
Définition :

E est un espace vectoriel réel

On dit que la famille B = (X1, X3, X3...., X,,) des vecteurs de E est une base de E si et seulement si Tout vecteur
X de E s’exprime de fagcon unique comme combinaison linéaire d’éléments de B. Autrement dit il existe des
scalaires aq, @y, 3, ....et a, € R uniques tels que ¥ = Y7, a;X;

aq, Ay, A3, ....et oy, s’appellent les du vecteur X dans la base B.

Exemples : en effet

1) Soient les vecteurs &; = (1;0) et &, = (0;1) Soit (x;y;z) € R? on a

on la famille B = (&;; &,) est une base de R?
(X;y;z)=(x;0;0)+(0;y;0)+(0;0;Z)
Soit(x;y)E]Rzona(x;y)=(x;0)+(0;y)

— x(130) + (01 )=xé, + v, =x(1;0,0) +y(0;1;0) +2(0;0:1)

appelée de R? = xé; + ye, + zé;
2) Soient les vecteurs &, = (1;0;0) eté, = appelée de R3
(0;1;0) ;8 =(0;0;1) 3) La base canonique de B, est B = (1;x:x%; ...;x™)

- - o - i i |
On a la famille B = (&,; &,; &) est une base de R3 Attention, il y an + 1 vecteurs !

256
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Propriété

B = (X1, X3, X3,..., X,) est une base d’un espace vectoriel E
1) Siay, ay, as, ....et a, sont des coordonnes de X et B4, B2, B3, -...ct B, les coordonnés de y dans la

base B alors a; + B4 et ay + B, et az + Bset ...et a,, + B,, sont des coordonnées de X + y dans la

base B

Pour tout 4 de R ona Aay, Aa,, Aag, ..

2) SiB = (X1,X3, X3,..., X,) est une base d’un espace vectoriel E alors B est une famille libre et

génératrice de E

3) SiB = (Xq,X3, X3,..., X,) est une famille libre et génératrice de E alors B est une base de E

..et Aa, sont les coordonnées de Ax dans la base B

On considére I’ensemble E = {(x,y;z) € R3/x —y +
3z =0}

1) On démontre que (E;+;.) est un espace vectoriel
Il suffit de démontrer que (E ; +;.) est un sous espace
vectoriel de (R3; +;.)

= OnaE # @ car(0,0;0) €E

= soientu = (a;b;c) ;v =(x;y;z)de E
Onaa—b+3c=0¢etx—y+3z=0 etsoitaetf
deux elements de R
Onaaca—ab+3ac=0cetfx—By+36z=0
Donc aa + fx — (ab + By) + 3(ac + fz) = 0 et par
suite aii + BV = (aa + Bx;ab + By; ac + Bz) EE
donc (E ; +;.) est un espace vectoriel

2) soite; = (1;1;0)ete, = (0;3;1)de E

on démontre que la famille B = (¢&;; €,) est génératrice
deE
soitu = (a; b;c) de E
onau = (a;a+3c;c)(cara—b+3c=0)
= (a;a;0)+(0;3c;c)
=a(1;1;0) + ¢c(0;3;1)

= aeé, + cé,
Et par suite B = (&;; €,) est une famille génératrice
de E

3) on démontre que la famille B = (&;; &,) est libre

soit a et B deux réels tel que ad, + Bé, = 0
aé, +Bé =0 & (e a+3B; ) = (0;0;0)
Sa=0etf =0
Et par suite la famille B = (é;; €,) est libre
Conclusion : comme B est famille génératrice de E et

libre alors B est une base de E
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Application :

On considére le R -espace vectoriel C.

(1) Montrer que {1, i} est une base de C.

. 2n .. 21
(2) On rappelle que j = cos (?) + isin (?)
3). Vérifierquej2 =73 =1etl + j + j2 = 0.
(3) la famille {1, 1, j} est-elle libre ou liée ? est-elle génératrice ?

(4) Montrer que {1, j} constitue une base de C.

(5) Exprimer tout nombre complexe z = a + ib, avec (a, b) € R? sous la forme x + jy avec x et y réels.

IX. Dimension d’un espace vectoriel

Définition |
Soit un espace vectoriel et engendré par n vecteurs. Alors toutes les bases de E possédent le méme nombre

d’éléments. Ce nombre entier s’appelle la dimension de et se note dim E .

Exemples
1) dans (R?,+,.) Pourtout (x;y) € R? doncona (x;y) = (x;0)+(0;y)=x(1;0)+
y(0;1)=xé, + yé,
tels que &, = (1;0) et &, = (0; 1) donc (é;; €, ) est une base de R? ¢ a d dimR? = 2
2) Soient les vecteurs & = (1;0;0)eté, = (0;1;0) ;& = (0;0;1)
on la famille B = (&;; &,; &;) est une base de R3 donc dimR3 = 3.
3) La base canonique de P, est B = (1;x:x?) donc dimP, = 3

4) Labase canonique de P, est B = (1;x:x?; ...;x™) donc dimP, =n + 1
. _(1 0\.,, _(0 1\ ., _
5) La base canonique de M, (R) est (My; My; M3; M) tel que M; = ( ) M, = ( ) M3 =
0 0 0 0
0 0
(1 0)

ETm,=(0 9

0 1

a b

) car pour toute matrice M = (C d) de M, (R)

M= ((Cl- Z) = aM; + bM; + cM3 + dM, Donc dimM,(R) = 4
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Application :
1) On considére I’ensemble E = {(x,y,z) € R3/x +y + z = 0}

On munit E de deux opérations 1’addition et la multiplication par un réel définie sur R3

a) Démontrer que (E, +,.) Est un sous espace vectoriel de R3
b) Donner une base de E
c) Déterminer dimE
2) On considére I’ensemble E = {P € R,[X],P(1) = 0}
a) Démontrer que E est un sous espace vectoriel de R, [X]
b) Donner une base de E et en déduire sa dimension
3) Soit E I’ensemble des fonctions définie sur R par f(x) = (asinx + bcosx)e3* tel que (a, b) € R?
a) On munit E de deux opérations 1’addition et la multiplication par un réel
Démontrer que (E,+,.) Est un espace vectoriel réel

b) On considére la famille que B = (£, f5) telle que f;(x) = sinx.e3* et que f,(x) = cosx. e3*
Démontrer que B est une base de E.

c) Soit que f un element E .démontrer que f” est un element de E et determiner ses coordonnés dans la base
B.

Propriété
Soit E un espace vectoriel réel tel que dimE = 2 et R = (7;]) est une base de E
1) Soit B =(é;; €, ) une famille de deux vecteurs de E
B est une base de E si et seulement si B et libre

2) u, etu, deux vecteurs non nuls de Eona: (i, ; u,) estune base de E& (u; ; i,) est libre
N o - = . X1 X2
3) Siu; = (xq;y1) etu, = (xy;y,) dans la bse B dans E alors (u; ; u,) estlibre= |y1 y2| # 0

4) Si E un espace vectoriel réel tel que dimE = 3,et u, et u, et us trois vecteurs non nuls de E alors :
(d; ; Uy, Uz) estune base de E& (U ; Uy, Us) est libre

5) Siu; = (x1;¥1,21) ety = (x3;¥,,2;) etz = (x3,¥3,23) dans la base B dans E

X1 X2 X3

Yi Y2 Y3
Z1 Zp Z3

alors (U ; u,,u3) estlibres #0




Exercices résolus

Exercice 1

On pose f1, f2, f3, fa: [0,27] — R les fonctions définies par : fi(x) = cos X, f2(x) = xcos X, f3(x) = sin x
et f4(x) = xsin x.

Montrer que la famille (f1, f2, f3, f4) est libre.

Correction
Supposons af; + bf, + cf; + dfy =0 c+¥ -0
Pour x = Zetx = 37” donc o
Onavxe|[0,2n],(a+bx)cosx+(c+dx)sinx=0 C+T=0
Pour x = 0 et x = z on obtient le systéeme : {a _I(_lb:”n: 0 d’ou ¢ =d = 0. Finalement la famille étudiée est libre.
d’oua=b=0.
Exercice 2

Soient P, = %(X —1DX —-2)et P,=—-X(X—-2)et P, = %X(X — 1) trois polynmes de R,[X].
1) Montrer que (P, Py, P,) est une base de R, [X].
2) SoitP = aX? + bX + c € R,[X].exprimer P dans la base (P,, P;, P,).
3) SoitQ = aPy + BP; + yP, € R,[X],exprimer Q dans la base (1, X, X?) .
4) Pour tout A,Bet C reels montrers qu’il existe un unique ploynome R € R,[X],tel que

R(0)=A,R(1)=BetR(2)=C

Correction
1) aPy+ P, +yP, =0 Yy =2
1 1 a=0
<=>aE(X—1)(X—2)—,BX(X—2)+)/EX(X—1)
y=0
=0 @{ﬁ=0
a=20

a Y
S §(X2 —3X+2)-pX*—-2)+ E(XZ —X) =0 | ponc la famille (P,, P,, P,) est libre e trois elements
dans un espace de dimension 3,c’est une base de
= (——/3+Z)X2 +(_—3a+2ﬁ—z)x+a =0

2) on cherche a, 8 et y(en fonction de a, b et c) tels

((3-8+3 (~5+2
5—54'5:0 —ﬁ+§=0
= {-3q y PN y que : aX? + bX + ¢ = aP, + BP; + yP, en reprenant
—+26-5=0 26--=0
2 a=0 2 \ « :20 le calcul ci-dessus, il faut resoudre le systéme :
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Yy c v _
( E ﬁ+z—a ( > ﬁ+2—a
—3a y {—30 y
a=c k a=c

Y c a=a
— —=q— - Cc
D it el B P PO B TR A
» 5 o 2 2
kZﬁ—§:b+7 B=a+b+c

a=a
@{y=4a+2b+c
B=a+b+c
3) on cherche a, b et c (en fonction de «, Be t ) tels

que aX?+bX +c=aPy+ BP, +VyP,

a:%—ﬁ+§
donc h= _37a+2ﬁ_15/c était déja fait .
c=a

4) il est preferable d’exprimer un tel plolynome dans la
base (P, P;, P,) ,autrement dit on cherche
a,Betytelsque R =aPy,+ P, +yP,

Verifie R(0) =A,R(1) =BetR(2) =C
Py(0)=1,P,(0)=0etP,(0)=2donca=4
Py(1) =0,P;,(1)=1etP,(1) =0doncf =B
Py(2)=0,P;(2) =0etP,(2) =1doncy =C

I n’ya qu’un polynome R = AP, + BP; + CP,

Ensuite ,si on veut on peut exprimer R dans la base

canonique ( mais ce n’est demandé dans 1’enonce¢)

R=aX*+bX+c

—(A B+C)X2+( 3A+2B C)X+C
—\2 2 2 2

Exercice 3

Soit E = R} X R.on considere les deux lois T et * defnies par :

V(x,y) EEV(x',y") €E (x, )T (x";¥") = (xx",y +y")

VkEeER V(x,y) EE k*(x,y) = (xk,ky)

Montrer que (E, T,*) est un espace vectoriel réel sur R.

Correction

Que faut —il vérifier pour que (E, T,*) soit un espace
vectoriel réel sur R ?
Il faut verifier deux choses :

1) (E,T) estun groupe commutatif.

2) = est une loi externe qui Vvérifier les quatre

axiomes de 1’espace vectoriel.

-T est une loi de composition interne de E car
V(x,y)€eE,V(x',y'") € E,onax >0etx' > 0=

xx' >0 Etdonc(x,y)T (x';y") €E.

-la commutativité et I’associativité de la loi T sont
faciles a vérifier (elles résultent de la commutativité et
I’associativité de + et X dans R) .

- I’é1ément neutre de T est (1,0)
S 1
- le symétrique de (x,y) pour T est (;, —y)
- = est une loi externe a operateurs dans R car :
VkeER V(x,y) €EE ,x¥>0etky€eR

-il reste a vérifier les quatre axiomes de 1’espace

vectoriel ,ce qui ne présente aucune difficulté,
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Exercice 4

Les sous ensembles suivantes de R3 sont-ils des sous espaces vectoriels de R3
a) F,={(xy,2)ER3/x+y+z=0}
b) F, ={(x,y,2) ER3/x+y+2z=2}
c) Fs={(xy2) € R%/xy=0}

d) F={(y72) €R®/y=2x}

Correction
Rappel :F est un sous espace vectoriel de E, si et Donc F, n’est pas un sous espace vectoriel de R3.
seulementsi F # @ etV(x,y) E F2Va € R 3) F; + @ car par exemple (0,0,0) € F5.mais
ax+y€EF comme (1,0,0) € F; et (0,1,0) € F; et comme

1) F, # @car(0,0,0) €F,
(1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) & F;,alors F5 n’est pas un

V(x,y,z) EF, ,V(x',y',z') EF, ,Va ER _
sous espace vectoriel de R3.

alx,y,z2)+ (x",y',z")=(ax +x",ay +y',az + z")
4) F, #@car(0,0,0)€EF,

€EF,
V(x,y,z) €EF, V(x',y',z')€EF,,Va €R

Carax+x'"+ay+y' +az+7
alx,y,z) + (x',y,z)=(ax+x",ay+y',az + z')

=alx+y+2)+ X' +y" +z2)=a0+0=0
€F,

Car (x,y,z) et (x',y', z") appartiennent a F; .donc F;
Puisque ay +y' = 2ax + 2x" = 2(ax + x")

est un sous espace vectoriel de R3. _
Donc E, est un sous espace vectoriel de
2) F, # @ car par exemple (1,0,1) € F,.mais la loi +

n’est interne dans F, car

(1,0,1) + (1,0,1) = (2,0,2) € F,

Exercice 5

Soit n € N* ,les sous-ensembles suivants de R[X] sont-ils des sous espaces vectoriel de R[X]
a) F; I’ensemble des polynomes de degré n
b) F, I’ensemble des polynomes de degré < n

c) F;3 I’ensemble des polyndmes de degré = n
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Correction
a) F, # @ ,car par exemple le polynéme (P =0oudegP <n)
P(X) =2X"€F, et (Q=0o0udegQ <n) AlorsVa e RaP+Q =0
Mais F; n’est pas un sous espace vectoriel de R[X] , oudeg(aP+Q)<n=aP+QE€EF,

par exemple P(X) = X" et Q(X) = X"+ 1 € F; mais = Donc F, est un sous espace vectoriel de R[X].
(—P+Q)X)=1¢F,. C)F; n’est pas un sous espace vectoriel de R[X] var le
by F, #pcarP(X)=X+1€F, polyndéme nul n’appartient pas a Fs.

VP EF,VQ €EF, Ya € R aP+ Q € F, Eneffetsi

Exercice 6

Dans M, (R) on considére les matrices : A = (_11 _11) etl = ((1) 2)

on pose E = {M(a, b) = (a_'i_bb . f b) /(a,b) € Rz}

1) Démontrer que (E, +,.) Est un espace vectoriel réel.

2) Démontrer que la famille B = (I, A) est une base de E puis déduire dimkE.

3) Onpose] = (_52 i)

a) Vérifier queJ € E.
b) Démontrer que /* € E et déterminer les coordonnées de J* dans la base B.

Correction

1) On démontre que (E, +,.) est un espace vectoriel =~ ((aa + fc) + (ab + fd) (ab + Bd) )
réel a —(ab + Bd) (aa + fc) — (ab + Bd)

Comme E € M, (R) et comme M, (R) est un espace On pose a; = aa + Bc et b, = ab + Bd et par suite

vectoriel réel alors il suffit de démontrer que E est un N (a1 + by by

- —by a, — b1) = M(ay,by)

sous espace vectoriel (M, (R), +,.). ona
Etalors aM(a,b) + BM(c,d) € E et par suite
0 0

o E+0@(car0 = € E).
( (0 0) ) (E,+,.) Est un espace vectoriel réel.

e Soienta et 8 deuxreels et M(a,b) et M(c,d) | 2) On démontre que la famille B = (I, A) est une base
deux éléments de E.
OnaN = aM(a,b) + fM(c,d)

a+b b c+d d Pour tout M(a, b) de E
—b a—b)+ﬁ(—d c—d)

de E

N=a(
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_(a+b b 3)a) on démontre que ] € E
OnaM(a,b) (—b a—b)
_ (5 2y_(3+2 2 _
Ona]—(_2 1)—(_2 3,_2)—M(3,2)

=(8 g)+(_ljb _bb)
:a((l) (1))+b(—11 —11)

=al + bA

Et par suite ] € E.

b) on détermine les coordonnés de J* dans la base B

2_(5 2 5 2
Donc B engendre E oneJ (—2 1) % (—2 1)

. =@BI+24)(31+ 24
On démontre que B est libre ( X )

0 0 = 3%] + 6IA + 6Al + 2%A?
Pout tout a et  de R tel que al + BA = ( )

00 CommelIA=Al=A

_(0 0 a+tf B\ _
Ona“HﬁA_(o 0):<—ﬁ a—ﬁ)_ EtAxA:(_11 _11)><(_11 _11):(8 8)
(8 g) Donc J% =9I + 124

a+p EtJ* = (91 + 124)(9] + 124)

ﬁ{aﬁgﬁa:ﬂzo =811 +9Xx124+9 X 124

B est libre =811+ 2164

B est libre et engendre E alors B est une base de E | Donc J* € E et les coordonnés de /> dans la base B

Exercice 7
Pour tout élement (a, b) de R on considére la fonction numérique : f(, p):x — axe™ + b 1iex

On pose E = {f(ap)/(a,b) € R?*}
1) Démontrer que (E, +,.) Est un espace vectoriel réel.
2) On considere la famille B = (f(1,0); f{0,1)) -démontrer que B est une base de E

e?*+xe*+x
eX+e2¥

3) Soit g la fonction numérique définie par g: x —
a) Démontrer que g € E.

b) Déterminer les coordonnés de g dans la base B.
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Correction

1) OnakEestinclus dans F(R,R) et (F(R,R),+,.)
Est un espace vectoriel réel.
Donc il suffit de démontrer que (E, +,.) Est un sous
espace vectoriel de (F(R,R),+,.).0na
o E + ¢ car la fonction nulle (8: x +— 0) appartienne
akE
Sionprenda =b =00n6 = f
e Soient a et 5 deux reels et pour tout fi, p) €t fica)
deE
Ona:(vxe€ R)(af(a‘b) + Bf(c‘d))(x)
= Af(ap) () + Bfcay(x)

e* e*

—x d
1+ex+ﬁcxe +B 1+e*

= aaxe™ + ab

X X

1+ex+ﬂd

= aaxe * + Bcxe™ + ab
B 1+ e*

X

1+e*

= (aa + Bc)xe™ + (ab + Bd)

= faa+pcap+pa)(X)
Etalors afqp) + Bfca) = f(aa+pcab+pa) € E
Et par suite (E, +,.) Est un espace vectoriel réel.
2) on démontre que B est une base de E. on a d’aprés

la question précédente

af1,0) + Bfo) = f(a+Boao+p1)

Cadfiap = afa0 +Bfo

Donc tout élément de E s’écrit de maniére unique sous
la forme af(1,0) + Bf0,1)

donc (f(1,0), f(0,1)) €st une base de E.

3)a) on démontre que g € E

e?*+xe¥+x
eX+e?¥

Soitx unréel onag(x) =

_e*(e*+x+xe™)
eX(e*+1)

_ex+x+xe_x
N e*+1

_xe™*(1+e*)+e”

ex+1
_xe”¥(1+e") e*
B e*+1 e*+1
eX
= xe x+e"+ 1 = fa,n()

Et par suite g € E.

b) on détermine les coordonnés de g dans B
onaf1 = fa+oo+n = fa,0) + fon)

et par suite les coordonnés de g dans la base B

sont(1,1).
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Soit E I’ensemble des fonctions définies par :

Vx € R V(a,b) € R?f(x) = ax + b|x|
On munit E par deux opérations la somme de deux
fonctions et la multiplications d’une fonction par un
scalaire
Démontrer que (E, +,.) Est un espace vectoriel réel.

s,
Exercice 2

Soit P I’ensemble des fonctions paires définies sur R

Et | I’ensemble des fonctions impaires définies sur R
1) Démontrer que (P, +,.) Est un espace vectoriel réel
2) Démontrer que (I,+,.) Est un espace vectoriel réel

a) déterminer I’intersection de deux ensembles I et P.

b) démontrer que fonction f peut s’écrit de manicre

unique comme somme d’un élément de P et un élément

del.

|
Exercice 3

Soit I un intervalle de R. On s’appelle C(I, R) I’ensemble

des fonctions continues sur | et D(I, R) I’ensemble des
fonctions dérivables sur I.

On munit C(I, R) et D(I, R) par deux opérations la
somme de deux fonctions et la multiplication d’une
fonction par un scalaire.

Démontrer que (C(I, R),+,.) Et(D(I,R),+,.) Sont des
espaces vectoriels réels.

|
Exercice 4

On s’appelle S ’ensemble de suites réelles (U, )nen

V(up) € S,V (vy) €S (vp) = (up, + 1)

on pose :

Va € R,V(u,) €S a(u,) = (au,)

Démontrer (S, +,.) Est un espace vectoriel réel .

e e s |
Exercice 5

Soit I’ensemble E = {(x,y,2z) € R3/x +y + z = 0}

1) démontrer que

VAERV(x,y,z) €EE ,V(x',y',z') EE

A(x,y,2z) €EE,(x,y,z) + (x,y,2z) EE
2) démontrer que (S, +,.) est un espace vectoriel réel
3) démontrer q’il existe &; et é, de R3 tel que la

famille (é;,7€,) engendre E.

e e s |
Exercice 6

dans R3 démontrer que 7 = (—1,0,18) comme

combinaison linéaire des vecteurs i, = (1,2,4) et

i, = (1,-3,9) ets = (1,-1,1)

e e s |
Exercice 7

Dans M, (R) on considere les matrices : A = (1 2)

2 1
).on pose E = {xI + yA /(x,y) € R*}

1 0
01

et 1=
1) démontrerque VX € E,VY EE VAER
AXEEetX+YE€EE
2) démontrer que (E, +,.) Est un espace vectoriel

réel

e R |
Exercice 8

Soient % et v et w trois vecteurs de R3 demontrer

qu’il existe trois uniques vecteurs d et b et ¢ de R3

i+b+é=1
d+3b—42=
d+9b+16¢ =

tels que 7
w

Chapitre 4 : Espaces vectoriels réelles E
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Dans R3, on considere les vecteurs :

U = (2,1,3) ;= (3,5-2);
;= (-5-13,12) = (—6,—17,17)
‘W= (1,1,1);0=(0, 0, 0).

1) Le vecteur ¥ est-il combinaison linéaire des vecteurs

Uy, Uy, Uz ? cette combinaison linéaire est-elle unique

?

2) Le vecteur w est-il combinaison linéaire des vecteurs
Uy, Uy, Uz ?
3) Deéterminer I'ensemble des triplets (x,y,z)de

7 — =
nombres réels tels que : xi; + yu, + zii; = 0

En déduire une expression de uzen fonction de i, i,

e e o
w familles de vecteurs de R? suivantes,

dire si elle est libre, liée, génératrice, si elle est une base
de R?:

a) B;=((1,2),(1,-D)

b) B, =((1,4))

c) B;=((0,0))

d) B, =((1,-2),(23),(1,0)).

¢) B3=((36,2),(612,—4))
d) B,=((7,69),(1,46),3,672)

e) Bs=(1(36,2),(1,0,3),(a,b,c))

e

Soit (B = (€, €,, &;) la base canonique de R3 . Soit

1=(111),%=(1,-10)=w=(-11-1)
1) Montrer que B’ = (1, ¥, W),est une base de R3 .
2) Trouver les coordonnées dee;, é,, €; dans la

base B'.

e 00

Déterminer une base et la dimension de chacun des

sous-espaces vectoriels de R® suivants :

a) F, = {(xy2):2x+y-z =0}

b) Fo={(x,y,2):2x=0;3y-z=0}

c) Fs= {(X,y,2);x-2z=0;3y-z=0}

d Fa={(XV,2);—x-y+z=0;2x+ty-5z=0}
e) Fs={(X,y,2);2x—-3z=4y-5x}

) Fe={(X,y,2):—Xx+2y=y+62=32-2x}.

=

Dans IR3 on considére les deux vecteurs

7= (1,2, -1et# = (0,1,1)

S
Exercice 11 1) Démontrer que % et v sont linéairement

Pour chacune des familles de vecteurs de R3suivantes,
dire si elle est libre, liée, génératrice, si elle est une base
de R3:

a) B;=((,21),(1,0,-1))

b) B,=((7,69),(1,4,6),(3,6,2))

indépendants.
2) Déterminer un vecteur w dans IR3 pour que

(i, ¥, W) soit une base de E.

Chapitre 4 : Espaces vectoriels réelles E
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" I b. Etablirque: Vx>1 ——+-24+S%44=0.
xlnx Inx X
n considere les deux matrices a coefficients réels

En déduire que d = 0.
1 -1 0 0 0 1

c. Etablir ensuite que : V x € R*s =+ b + X,
A=-1 1 0 B=({0 0 -1]. x x
0 0 2 1 -1 -1 En déduire que b = 0.
Pour a, b réels, on pose Map =a A + b B. On note E d. Montrer finalementquea=b=c=d =0.
I'ensemble des matrices Mayp, C'est-a-dire 2)a. Déduire de la question précédente que (e1, €2, €3,
E={Map; (ab) € IR?}. e4) est une famille libre.
1°) Montrer que E est un espace vectoriel sur IR. b. Montrer que (e, €2, €3, €) est une base de E.

Quelle est sa dimension ?

2°) Exprimer en fonction de A et B les matrices 0 0 1

Soit lamatrice A=|1 0 —1].0n considére
01 1

suivantes : A2, AB, BA, B2

3°) Est-ce que le produit de deux matrice de E

_ _ _ ) I'ensemble E des matrices M de Ms(IR) telles que :
appartient a E ? Ce produit est-il commutatif ?

M = xA+yA? + zA% avec (X, Y, ) € IR®.

_— (a) Calculer A% et A%,
On considere I'ensemble

4a—2b a—-2b a+b
E={M(a,b)=<a—2b 4a+b a—2b>:(a,b)€R2}.

a+b a—2b 4a-2b

(b) Etablir que A, A? et A® sont linéairement
indépendantes.
Montrer que E est un espace vectoriel réel ; en donner une | (c) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de

base et la dimension. Ms(IR).

I | " En donner une base et la dimension.
On considére les fonctions ey, ez, €3 et e4 définies par : ' l

V x € IR* e1(X) = X, e2(X) = x%, e3(x) = x In(x) et

es(x) = X2 In(x). Soit la matrice K = . On note E I'ensemble

= O O
o - O
o O

On note E I'espace vectoriel engendré par e, e, €3 et eq.

. des matrices M de Ms(IR) Vérifiant :
1) On suppose dans cette gquestion que a, b, ¢ et d sont 4 «(IR)

. MK = KM = M.
réels tels que :

) ) 1) a. Montrer que E est un espace vectoriel.
(*)VxelR* ax+bx“+cxlIn(x)+dx“In(x) =0.

b. Montrer par I'absurde qu'aucune matrice de E n'est
a. Montrerquea+b =20

inversible.
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a b c . I
2)SoitM=|d e f | unematrice deE. On note M3(IR) I’ensemble des matrices réelles
g h k

d’ordre 3 et on considére les matrices suivantes de

a. Montrerque: k=g=c=a,h=betf=d, puisen

1
déduire la forme des matrices de E. b. Retrouver le fait | p,(R):1=|0
0

o - O

0 111
0|l , A=(l1 0 O
gue lesmatrices de E ne sont pas inversibles. 1 100
c. Déterminer une base de E et vérifier que dimE=4. = 1)Calculer Az et A3, puis Vérifier : A>= A2 + 2A.

3) On considére I'ensemble F des matrices de la forme | 2)Montrer que la famille (A, A2) est libre dans M3(IR).
3)Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a

ou X, y et z sont des réels. 1, il existe un couple unique (an,bs) de nombres réels

X < X
< N <
X < X

tel que : A"= a,A+bnA2,et exprimer an:1 et bp1en

Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E et fonction de a, et b,

nner un F. . L. , N
donner une base de 4)a. Montrer, pour tout entier n supérieur ou égal a1 :

Q an+2 = a1 + 220,

Etant données les matrices :
b. En déduire a, et b, en fonction de n, pour tout entier

100 100 000
1={0 1 0| , H={0 0 0| . N=|0 0 1 n supérieur ou égal a 1.

001 000 000 c. Donner I’expression de A" en fonction de A, A2, n,
on associe a tout élément (a, b, ¢) de IR® la matrice pour tout entier n supérieur ou égal a 1.
Cab,) définie par : Capc =al + bH + cN. . I
On note M I'ensemble des matrices Ciape Ol (3, b, C) Calcul des puissances successives de la matrice :
décrit 1IR3, 1-2a a a
1) Montrer que M est un sous-espace vectoriel de M(a)= : 1_a2a . a2a oua

I'espace vectoriel M3(IR) des matrices carrées d'ordre 3

, . . . représente un nombre réel.
et déterminer sa dimension.

o . ) o 1. Montrer que pour tous réels a, b, ona:
2) Préciser les conditions que doivent vérifier les

) . M(a).M(b) = M(a + b — 3ab).
nombres a, b, ¢ pour que la matrice Cp,) Soit
inversible 2.En déduire les valeurs de a pour lesquelles la

Déterminer, quand elle existe, sa matrice inverse. matrice M(a) est inversible et exprimer son inverse.

=y



Exercices et problémes

3. Déterminer le réel ao non nul tel que l ]

[M(a0)]? = M(av). Dans I’espace vectoriel (F(R,R),+,.)
4.0n considére les matrices : P = M(ao) et Q =1 —P, ou = On considére les fonctions définies par :
I désigne la matrice carrée unité d’ordre 3. vn € IN e, :x — |x + n|

a) Montrer qu’il existe un réel a, que I’on exprimera Démontrer que pour tout n de IN la famille

en fonction de a, tel que : M(a) =P + a Q. (eg, €1,€2, ..., €,) est libre
b) Calculer P2, PQ, QP, Q2. ‘ |
¢) Pour tout entier naturel n non nul, montrer que Soit E un ensemble des fonctions f définie sur R* par

[M(a)]" s’écrit comme combinaison linéaire de P et de Fx) = p(x)

e tel que p est un polynéme de dégrée

Q.

. . inférieur ou égal a 2
d) Expliciter alors la matrice [M(a)]".

~ 1. Montrer que (E, +,.) est un espace vectoriel réel

;J 2. On considere les fonctions suivantes f; , f,et

On considére E ’ensemble des suites (u,,) verifiant :

s 1
fdéfinies par f; (x) = — ;
x—1
VNEIN Upiy =Uppq + Uy

7 - , . 1
1) Démontrer que E muni de deux opérations la somme — . —
f2(x) x2+x+1'f3(x) x2+x+1
de deux suites et la multiplication d’un scalaire par ]
a) Montrer que la familleB = (f3; f,; f3) est une base

une suite est un espace vectoriel réel.

dE
2) Déterminerrde IR telquer™ € E

3) Soit (un) = (22°) et (v) = (225)

2

b) Comme B est une base de (E, +,.)alors

Vf €E 3 (a;B,y) ER*afy +Bfo+Vfs

Démontrer que (u,,) et (v,) sont linéairement Définition : (a; B8, y) est les coordonnées de fdans la

indépendantes et qu’elles déterminent une base de E. bas B

'f l " Application : déterminer les cordonnées de la

Soit E l'espace vectoriel des suites numériques. Montrer x+2

fonction f(x) = dans la base B.

x3-1
que F={(un); Vn e N Uns2= 3Uns1 + 4Un } €St Un sous

espace vectoriel de E.
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R

Soit E; ’ensemble des fonctions définies sur un
intervalle I de R on a (E;; +..) est un espace
vectorile reel. On pose I = ]0; +oo[
F={feE;vxeL.:xf"(x) — (x+ 1 f'(x) + f(x) = 0}

1)  Démontrer que (F; +..) est un espace
vectoriel reel
2) Onposeu(x) =e*et(v(x) =x+1.

Vérifier que u et v appartiennent a F puis que (u; v)

est une famille libre

3) a) démontrer que pour toute f de F on a f"'et
dérivableetona f'' = f'’

b) Résoudre I’équation différentielle y' — y = 0 puis

deduire que (u; v) est une famille génératrice de

(F,+,.)

| Exercice 28

1) Démontrer que les ensembles suivants sans des
espaces vectoriels et déterminer leurs base et
dimension :

a)E; ={(x,y,2) €EIR® : x + y + 2z = 0}
b) E; ={(x,y,2) ER®/x =y}
C)E; = {x — p(x) = ax® + b/(a; b) € R?}

d) E,={a+b(-1+iV3)/(a;b) € R?}

9B ={(5 4 1,) €M/ R}

fE; ={f/Vx €R: f = (ax?® + bx + ¢)e3*/
(a, b, c)eR3}
2) Démontrer que la famille ((2,0,—1); (0,2, —1))
est une base de E; et déterminer les coordonnées
de (7,3,-5) dans cette base

| Exercice 29

Soit P, I’ensemble des polyndmes de dégrée inférieur
ou égal a 2

Onconsidére f(x) =x—1;g9g(x) =x+1;

h(x) =x24+2 ;k(x)=x?+x+1

1) Parmi les familles suivantes

(f; k) et (f, k, h)et (f, k, g)et (f,g,h, k)

Déterminer :

a) Les familles libres

b) Les familles liées

c) Les familles génératrices de P,

d) Les familles qui détermine une base de P,

2) Déterminer I’espace vectoriel réel engendré par

f;9)

3 EXrEE S0

1. Soient v1 = (2,1,4), v2 = (1,-1,2) et v3 = (3,3,6)
des vecteurs de R3, trouver trois réels non tous nuls
a,fB, v tels que avy +Pvz +yvs = 0.

2. On considere deux plans vectoriels
P1={(X,vy,z) €ER3 | x—ytz=0}

P2 ={(x, y,z) € R3 | x—y =0}

trouver un vecteur directeur de la droite

D =P1 NP2 ainsi qu’une équation paramétrée.



e |

ans IR* on considére 1’ensemble E des vecteurs
(X1, X2, X3, X4) Vérifiant X1 + X2 + X3 + X4 = 0. L’ensemble
E est-il un sous-espace vectoriel de IR* ? Si oui, en

donner une base.

Eercce2s |

Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont
des sous-espaces vectoriels.
Ei={(x,y,2) € IR®| x+y+a=0¢etx+3az=0}

E, = {f € F(IR,IR) | f(1) = O}

N,
Es = {f € F(IR,IR) | f(0) = 1}

1.Montrer que les vecteurs vi = (1,1, i), v2 = (-1, i,1),

vs = (i,1,—1) forment une base de C3.
2. Calculer les coordonnées de v = (1+i,1— i, i) dans

cette base.

Es = {(xy) € IR? | x+ ay+1 > 0}

== 00 0

1. Soientvi=(2,1,4), v2 = (1,—1,2) et vz = (3,3,6) des

vecteurs de IR3, trouver trois réels non tous nuls

w a,p,y tels que avi + vo +yv3 = 0.

1. Soit E = IRa[X] I’espace vectoriel des polynémes de
degré inférieur ou égal a n. Montrer que toute famille de
polyndmes {Po, Px,..., Pn} avec deg Pi =i (pour i =
0,1,..., n) forme une base de E.

2. Ecrire le polyndme F = 3X — X2 + 8X 3 sous la forme
F=za+b(l-X)+c(X—X3)+dX2-X?3 (a,b,cd
€IR) puis sous la forme :

F=a+B(1+ X)+p(1+ X + X )+6(1+ X + X 2+ X 9)
(ap,y,0 €IR).

oo+ [

On considere, dans IR, les vecteurs : vi = (1,2,3,4),

va=(1,1,1,3), va= (2,1,1,1), va = (-1,0,-1,2),

Vs = (2,3,0,1).

Soit F I’espace vectoriel engendré par {v1,v»,v3} et soit
G celui engendré par {vs,vs}. Calculer les dimensions

respectives de F, G, F NG, F +G.

2. On considere deux plans vectoriels

Pi={(x,y,2) €IR® | x—y+2=0}

P={(x,y,2) €IR® | x—y=0}

trouver un vecteur directeur de la droite D = P1 N P,
ainsi qu’une équation paramétrée.

e

Soit E le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les

vecteurs vi = (2,3,—1) et v = (1,—1,—-2) et F celui
engendré par w1 = (3,7,0) et w, = (5,0,—7). Montrer que
E et F sont égaux.

Exercice 38

Pour tout entier 0 <4 <n, on pose fi: IR — IR la

fonction définie par :fi(x) = e
Montrer que la famille (fi) 0<k<n est une famille libre

de F(IR, IR).

Chapitre 4 : Espaces vectoriels réelles E



Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces
vectoriels de IR'™N ?

(@) {(un) € IRN (un) bornée }

(b) {(un) € IR™ (un) monotone }

(c) {(un) € IR (un) convergente }

(d) {(un) € IR™  (un) arithmétique}

Exercice 40

Pour k € {0, ..., n}, on pose Px = (X + 1)kt — Xk

Montrer que la famille (Po, . . ., Pn) est une base de

IR4[X].

——

Soit E I'espace vectoriel des applications de R dans R.

On considere F la partie de E constituée des applications
de la forme : x — P(x) sin x + Q(x) cos x avecP,Q €
IR™[X].

(@) Montrer que F un sous-espace vectoriel de E.

(b) Montrer que F est de dimension finie et déterminer

dimF
1 00
On donne les matrices: 1=|1o 1 0o/,
0O 0 1
0 0O
J=12 0 0
1 1 O

1°) Calculer J? et J°. En déduire J¥, k entier supérieur

ou égal a 3.

2°) On pose T = 21 + J. Donner pour tout n dans N

I'expression de T".

e 000

On considére la suite (un) définie par ses deux premiers

termes Uo, Vo et pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :
(1) Un=uUp1+ 2Upo .

1°) Montrer que la suite (x») définie par : X = Un + Una

est géométrique. En déduire I'expression de x, en

fonction de uo, us, n.

2°) Montrer que la suite (yn) définie par : yn = Un - 2Un-

1 est géométrique. En déduire I'expression de y, en

fonction de uo, ug, n.

1 -1-1
3°) Soitlamatrice: A=|_1 1 -1/
-1 -11
a'n bn bn
Montrer que pour tout n dans N: A" = b, a, b,
b, b, a

, pour des suites (an) et (bn) qui Vérifient (1).
4°) En déduire les valeurs de an, by, puis I'expression de
A"

Exercice 44

a. Montrer que C est un espace vectoriel sur C et

sur R.
b. R est-il un sous-espace du C-espace vectoriel
C? c. M"eme question pour

{Ma+bi)|]A€R}oua+bieCestfix

Chapitre 4 : Espaces vectoriels réelles ﬁ
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