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Introduction

Vous préparez le Concours Général de Mathématiques, alors n’hésitex pas a wous
mettre a 'épreuve dés maintenant en wvous mesurant a un niveau de difficulté
supérieur.

Dans la mesure oit les programmes sont allégés d'année en année, woire en cours
d'année, 'écart s'accroit entre ce qu'il suffit de savoir pour « étre un bon éléve » et ce
qu'il faut maitriser pour préparer le Concours Général.

Par une sélection de sujets particuliers, auteur a voulu atteindre undouble objectif :
d'une part aider les professeurs qui continuent, envers et contre tous, & €tre exigeants,
dans l'intérét méme des éléves ; d'autre part, offrir aux éléves curiettx, commerda ceux
qui sont sensibles au plaisir des maths £et il en existe beaucoup - le/ bonheur de
s'entrainer a des exercices qui dépassent la simple application du cours et requicrent
réflexion, finesse et ingéniosité.

Sauf dans le cas d'une défaillance des progfammes, il ne s'agit pas de déborder sur les
programmes ultérieurs, mais plutot d’aider les candidats awx Concours.

Vous trouverezy ainsi :

- des sujets particulierement difficiles, qui exigent un peu plus d'imagination ou de
familiarité avec un certain type de quiestions ;

~ des exercices incontourndbles, qui offrent des outils précieux aux les professeurs et
dont la classef« peut traiter, et qui, l'année suivante, feront partie de ce que « tout le
monde sait ».

Je ne cherche pas a faire de la publicité pour ce document, mais plutot d’aider nos
candidats avavoir wmesidée de ce qui les attend et de s’y préparer.

L’orientation étant bien indiguée, il appartient a chaque bénéficiaire d’en tirver le plus

de profit possible.
Thierno Korka DIALLO

Contacts

Thierno Korka DIALLO, Tel: (+221 465 32 33) email: korkal991@yahoo.com

Pour mettre les éléves dans une vraie situation de recherche, j'ai pensé qu’il serait plus judicieux de séparer les
épreuves des corrigés. Cependant, ceux qui auraient besoin de corrigés pourront me contacter au numéro ci-
dessus
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Aunom d’ALLAH, le Clément et le Miséricordieux

Je rends grace a ALLAH le Tout — Puissant dont la main mystérieuse est en tout et
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A Khadim NDIAYE, éléve ingénieur ¢ 'Ecole Polytechnique de Thiés

1

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur & 'Ecole Polytechnique de Thiés



Club de lexcellence - Concours Général de Mathématiques Premiére partie : épreuves

Concours Général Sénégalais

Le Concours Général sénégalais de Mathématiques est, comme son nom l'indique un
concours. Il est donc beaucoup plus challengeant qu'une épreuve du BAC. Il est aussi
plus long et dure 6 heures. Le concours vise a repérer les talents Mathématiques du
futur.

Le Concours Général Sénégalais couvre l'ensemble du programme de Terminale S1
(TS1). 1l n'est en général pas trés adapté aux programmes des autres séries
scientifiques. Il faut d'abord commencer par le plus simple,dc’est @ dire le BAC.
L'idéal, c'est d'étre capable de traiter les sujets de BAC au/moins une bonne partie
['été qui précéde la rentrée. Il faut beaucoup lire et faire des recherches a Finternet
aussi il faut énormément s'exercer, disons il faut justedtre bon. En dernier lieu, il faut
surtout traiter les sujets, disons des 10-15 ‘derni¢res années. Faute de temps, il est
préférable d'essayer de les traiter dans les limites du tempsyade.vous rapprocher des
professeurs.

Bons documents indispensables pour les Concours

1. Maths pour les Cracks

2. Maths pour les Musculagion

3. Prolimaths"(Collection Kordia)

4. NASAA Mathématiques (Collection' Kordia)

5. Maths pour les Grands.(Collection Kordia) contacter le 77 465 32 33
6. Hachette Analyse

7. Hachette Géométrie

I\
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Histoire des Mathématiques : Le professeur Souleymane NIANG

L’Afrique en général et le Sénégal en particulier a perdu un
homme, un grand homme, un grand homme de science.
L’éminent professeur Souleymane Niang, spécialiste de la
science du calcul, cette science exacte et abstraite, cette
science aux multiples signes mélangés dans un magma de
chiffres et de lettres : le mathématicien, s’est éteint le lundi
30 Aot 2010 a Toulouse. 1l a justement rejoint le monde
abstrait a ldge de 81 ans. Tous les témoignages de la

communauté scientifique ont convergé uniformément vers un
méme champ lexical: brillant, bon, humble, courtois...

« Il avait une large culture mathématique. Il est Uauteur de beaucoup d’ouvrages sur
la Géométrie, la Mécanique, [’Algébre. Il enseignait tout ca a la fois. Il était une
véritable encyclopédie ». Dixit Pr Sangharé (ex chef du département Math-Info de
'Ucad)

Un “monstre” en mathématiques.

Le professeur Niang fut Uun des premiers mathématiciens d’Afrique. Il était plus
spécialisé dans la branche la plus ardue, la plus redoutable et la plus redoutée de cette
discipline: la mécanique. Les résultats de ses recherches ont fait l'objet de publication
dans les plus grandes revues scientifiques mondiales et ont permis a sa fréle silhouette
de parcourir presque toute la planéte. Ses ouvrages sont présents dans les bibliothéques
de beaucoup d'universités africaines et européennes. A linstar de plusieurs savants
dans Uhistoire des maths, de Pythagore a Serre en passant par Thaleés, Gauss, Fourier,
Riemann... il a, lui aussi, élaboré et démontré un théoréme qui porte son nom: le
théoréeme Niang. Pas étonnant quand on sait qu’il a été 'étudiant de 'académicien
Lichnorowish, le pére de la mécanique différentielle francaise. Il a recu plusieurs prix
et distinctions dont le Chewvalier de l'ordre national du Lion et le Chevalier de Uordre
national du mérite au Sénégal, la Palme Académique francaise...

Parcours remarquable

Apres de brillantes études a Toulouse, il a rejoint 'université de Dakar dans les
années 60 pour gravir les échelons en un temps record: d’abord assistant en
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mécanique, puis maitre de conférence, professeur sans chair et enfin professeur
titulaire de chair.

Il n’a pas tardé a occuper le poste de Doyen de la faculté des sciences et techniques
puis celui de recteur. Il devient ainsi le 2™ recteur noir de 'université de Dakar en

1986.

Membre fondateur de ’Académie nationale des sciences et techniques du Sénégal, il a
présidé pendant longtemps a la destinée de cette institution. Il a également été a la
base de la création de beaucoup d’autres institutions comme ['Institut de recherche
pour l'enseignement des mathématiques de la physique et de la technologie (Irempt),
[’'Union mathématique africaine (Uma)... C’est dire que ’homme était aussi un grand
panafricaniste. Il a d’ailleurs formé plusieurs générations de mathématiciens africains.

Adieu | Grand mathématicien. Que Dieu vous accorde le pardon. Votre disparition
est une grosse perte pour le pays. Mais grdace a la puissance de votre pensée, vous aveg
su entrer dans [histoire. L’Afrique toute entiére retiendra votre nom aussi longtemps
que la Terre continuera a décrire sa trajectoire elliptique autour du Soleil.

1%
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| Sujet 1 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 1990

Définitions

i) Une fonction f est définie sur un intervalle I de R est di c r I siet
seulement si :

i)V(ar, B) [0 1o+ p=1:
iii)Vv(x,y)e I?, f(ax+ By) < af (x)+

est convexe.

Le but du probléeme est de
vérifiant :

V(s Ay 20 )€ R T2 =LY% KXo €l 5 F[ 2% |32, 8 (k)
p=1 p=1 p=1

Premiére partie : Dans cette partie on suppose que f existe.

1.1. Calculer f(n) pour n dans N* et etablir la relation : f(n+x) = xf (x)ﬁ(l+%}

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur & 'Ecole Polytechnique de Thiés
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n-1
X

fn+x) =xf(x) fM)[1+—=) Vn eN*etVx €eR]
(s

1.2. On suppose x dans ]0, 1[ et n dans N*.

1.2. 1. Trouver o et ff véels tels que a + f=letan + f(n + 1) = n + x.

1.2.2. En déduire que pour tout n dans N* et tout x dans ]0,1] : %)

f(n)
1.3. Soit x dans ]0,1] et n dans N, n > 1.
1.3.1. Trouwver y et S réelstelsquey + 6 =lety@m—1) +6(n +x) = n.

1.3.2. En déduire que : % > (n-1)*

1.4. Montrer que pour tout x dans |0, 1] 4 lim fn(xnf?n);)

1.5. Montrer que le résultat est vrai pourtout x dans R

1.6. Déterminer alors : nlirpw{ix[ﬁ(u KJH

pal P

1.7. En admettant le résultat suivant :

lim Hi%}— In(n):l =, nombre appelé constante d’Euler, calculer lim {ﬁ(1+ ﬁ},\ﬂ

N—>+0) N—>+00
p=1

1.8. En déduire une définition de f(x).

¢ * . . s s, n X -
Deuxiéme Partie : Soit u la suite définie sur N de terme général u_ = H(1+—je P
U p

et v la suite In(u), avec x dans R cest-a-dive v, = In(u,) pour tout n dans N,

51
Soit w la suite définie sur N de terme général w, = ZF
p=1

2. 1. Montrer que, pour tout p = 2, % < pil

o |-

2.1.1 En déduire que w conwverge.
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2
2.2. Montrer que pour u=0: _u7 <In(l+u)-u<0.

2.2.1. Montrer que la suite u converge vers un nombre non nul.

Partie 3. Soit x dans RY.

1 X e T X —%_
On pose ﬁ:xe lim H(1+—je ;

N—+o0 _ p

La fonction 1, ainsi définie, de R dans lui-méme est la foncti a. T >T(x)

3. 1. Montrer que T(1) =1
3. 1. 1. Montrer que pour tout réel x strict

3.2. En admettant que 'on peut interverti montrer que

fonction Test logconvexe.

la
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| Sujet 2 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 1991

Préliminaires

A.1 Soit a un nombre réel strictement positif, et (Up)ndy la s éfinie par :

(x+h)=f(x)+ hf'(x + ah).
2. En déduire qu’il
fx+h)=f(x)+hf'(x)+ Bh*f"(x + 6h).

iste deux réels 8 et 6 dans [0,1] tels que :

1
B. Pour tout entier naturel n, et pour tout réel x, on pose : J_(x) = j(l—tz)” cos(tx)dt
0

1. Vérifier que |J,(x)] < 1.
2. Calculer Jo(x), Ji(x) et Ja(x).
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TR T 1 SURRT
3.1 Démontrer Uinégalité : |3, (x)—J,(0)| < Exz (on établira au paravent que pour tout
uZ
ude R 1 — cosu S;).
3.2. En déduire, en fonction de n : lim J,, (%)

4. 1. Prouver, en évaluant J.(x + h) — Ju(x), que J. est dérivable sur R, et que :

1
I (x) = j t(1 —t?)"sin(tx) dt.
0
R g X
4.2. En déduire que : J,'(x) =20+D 3., 098

Troisieme partie :

2n+l

Pour tout entier naturel et pour tout réel X, on pose : K, (X).= FJ” (x)
ni

2n+1

3.1. Démontrer que K, .1 (x) = (2n + 1)K, (x) — xK,, (x), K,(x) :);—Jn(x)

"nl

3.2. En déduive’ que Uon[peut mettre K, sous la forme : K,(x) = B,(x)sinx +
Q,,(x)cosxi ot P, et Q.'sont des polynomes. Exprimer Pue1 et Quer a Uaide de P,

Pn” Qn) Q”"

3.3.“Démontrer que.P., Q. sont a coefficients entiers, que P est une fonction paire et
que Qn est fonetion impaire.

2. On considére les propositions suivantes :

deg(P.)=n=P(X)=ax" +... deg(P,)=n-1=P(x) =ax"™" +...
(A){deg(Q,)=n-1=Q, (x) =bx"'+... et (B,)deg(Q,)=n=Q,(x)=bx"+..
sign(a) = sign(b) sign(a) = —sign(b)

2.1. Prouwver que : (A,) = (By41). On admettra que, de méme (B,) = (A41)-

2.2. Démontrer (A,). En déduire que pour tout entier naturel m, deg(Pzn) = 2m.

NB : Pour la suite, on retiendra de cette partie que Pin est un polynéme pair, d

coefficients entiers, de degré 2m.
15

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur & 'Ecole Polytechnique de Thiés



Club de lexcellence - Concours Général de Mathématiques Premiére partie : épreuves

Quatriéeme partie :

On se propose, dans cette partie, de démontrer par Uabsurde que 12 est irrationnel.

On suppose T2 rationnel, et 'on pose : T2 = g, p €N,qg € N*.

Y,

T\ _ Im . .
4. 1. Montrer que K5, (E) = m Ol Y. est un entier naturel.

4.2. Montrer que Jom (%) > 0. En déduire que Y, = 1.

4.3. Montrer que Y, peut se mettre sous la forme o(m), avec

lim 6(m) =0.

4.4. Conclure.
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Sujet 3 | Concours Général de Mathématiques : épreuve de 1992

Partie A

En utilisant les propriétés des fonctions logarithme et expone
croissances comparées, calculer les limites suivantes :

Partie B

Dans cette on essayera de b

Sels strictement positifs tels que :

, by 2n réels strictement positifs.

1 1 . .. .
1/ Montrer que —xP + p y%; (Utiliser la concavité de la fonction In)

p

2/0On suppose dans cette question que
n [ n q _
i=1@; = Xi=1 b =1

Montrer que riab; <1

3/ En déduire la splendide inégalité de HOLDER

jelle celles des

ver les inégalités de HOLDER et de
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n n E n a

Zaibig Zaf . be

i=1 i=1 i=1
4/ On suppose en outre que p>1 ;
Déduire de l'inégalité de HOLDER, 'inégalité de MINKOWSKI :

1 1
n p n p

n p
Ya+bp| < (Da) (D
i=1

i=1 i=1

| =

Partie C
Cette partie vous propose un Calcul de probabilité.

On considére une compagnie aériennesA. Cing pour centsdes réservations sur une
ligne donnée sont annulées, c’est pourquoi la compagnie A enregistre 100 réservations
pour 97 places sur le vol numéro 3750.

1/ Donner la loi.de la varidble aléatoire. X.
2/ Calculer P(X = 3).
3/ Soit’p. €] 0,1[ et n € N onsuppose que lim p, =0 et limnp, =1 ; A

n—+oo n—+x
€R"*
Montrer que lim,.CFpk(1°— p, )" % = A—ke_’l oit CK = —— ot k un entier
Nnogoo 1t ET n k! o (n—k)k!
telque : 1 <k<n;
4/ a) Déduire, a partir de la question précédente, que la loi de X peut étre

approchée par une loi de poisson P (A) définie par Y de loi P (A) & P(Y =k) =
k
% e ® pour tout k € N.

a) Ultiliser cette approximation pour déterminer une valeur approchée de P(X

=3)a 107 pres.

Partie D Suites et séries
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Dans cette partie, on étudiera les propriétés de suites et séries.

D.1 Suites triconométrigues

. . o 2nm
Soit ¢ un entier au moins égal a 2. Pour tout n € N, on pose U,;, = COS(T)

1/ Montrer que U,+=U,, pour tout n.
2 / Calculer U,y et Ungs1, en déduire la nature de la suite U,.

D.2 Série de Riemann

Détinitions

Soit U, une suite réelle ou complexe, on appelle sériedde terme général Uy, la suite V,
définie par :

Quelque soit n € N, V, = Yo Uk

La série de Riemann est, par définitiongla série de terme général :
1 N

Un=ﬁ ow a €R et n € N*.

1

o aveck € N *

Enoncé de lexercice : Soit V, = Y 5=

a) Enoncer rigoureusementle théoreme de l'inégalité des accroissements finis

b) Par application de ce théorémes@ la fonction logarithme (In) sur un intervalle
bienchoisi montrer que la suite V, est divergente.

c) En'déduire la nature dedld suite W, définie par :

W—l[(1)+(1+1)+<1+1+1)+ +1+1+ +1
" n 2 2 3 ( 2 n)

Indication :
(On pourra utiliser le théoréme de Césaro encore appelé moyenne de Césaro qui
s’énonce comme suit : Soit A, une suite réelle et B, la suite définie par :
1¢vn
SilimA,, =1 alors lim B, =1 avecl € [00; +0]. (I peut étre égale a

n—+ n—+x
+00)

d) Etudier la série de Riemann suivant les valeurs de a.
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Partie E
Cette partie nous propose de calculer des intégrales.
E. 1 Calcul de 'intégrale d’'une fonction continue sur un intervalle donné.

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K ; par
définition, on appelle intégrale de a a b de la fonction f le nombre réel F(b) —F(a) ;

ot F est une primitive de f sur K. On note F(b) — F(a) = f; f)dt = [F(t)]g )

1) A partir de cette définition, calculer les intégrales suivantes :

_ (g o= (5 tomx LA S
I = fl N3 dt; I = f04 V2cosx+2sin?(x) dx ;I3 = 04 1+cos?(x) dx

I, = flzx\/xz —2x+5 dx;

(Pour I4, poser x = 2sh(t) +1 ; on sh désigne la fonction sinus.hyperbolique définie
el—e~

pour tout t €R par sh(t) = . )

2) Dans cette partie, on s’intéresséra seulement a la primitive de la fonction f. En
utilisant les propriétés des fonctions trigenométriques, calculer les intégrales ci-
dessous :

Is = ﬂ; I6=fdx; 17=fMdX;(n€N*)

sinx COSX sinx

E.2 Intéorales impropres (Intégrales.dé Bertrand)

- Dkéfinition : _Les intégrales de Bertrand sont les intégrales impropres de la

forme's
f dx
x%(logx)B’
Dans cet exercice, on s'intéressera au cason & =n €N ; 6 =-1.

- Enoncé: On considére la fonction fn définie sur U'intervalle JO ; +oo par :
X

frnx) = J t™™ In(t) dt.

1
a) Calculer fi(x).
b) Calculer, a Uaide d’une intégration par partie, fu(x) pour x # 1.
c) Montrer que fu(x) admet une limite quand x =+ puis la calculer.

(On considére dans cette question que n > 1)

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur & 'Ecole Polytechnique de Thiés



Club de lexcellence - Concours Général de Mathématiques Premiére partie : épreuves

Partie F
Cette partie nous permet de construire un pentagone régulier a la régle et au compas.
Soit (Ao, A1, Az, Az, A4) un pentagone régulier. On note O son centre et on choisit un
repére orthonormé (O,u’, V) avec W = OAgy, qui nous permet d’identifier le plan
avec l'ensemble des nombres complexes C.
1) Donner les affixes wo ... w4 des points Ao ... As.
- Montrer que wi = Wf pour k €{0, 1, 2, 3, 4.
- Montrer que 1 + wy+ wi+wi+wi =0.
. 2T . , .
2) En déduire que cos (?) est l'une des solutions de 'équation 42% +132z +1 = 0.
. 2T
En déduire la valeur de cos (?)
3) On considére le point B d’affixe -1. Qaleuler la longueur BAZen fonction de
. T . . /T 2T
sm(ﬁ) puis de V5 (on remarquerd que sm(ﬁ) = cos (?) ).
. 1 . .0 i !
4) On consideére le point I d’affixe > le cercle C de centre I, de rayon S et enfin le

point J tel que J = intersection de C avec la demi-droite [BI). Calculer la
longueur BJ.
5) Dessiner un pentagone xéguliena la régle es.au compas. Expliquer.
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| Sujet 4 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 1993

Note : Ce sujet n’est pas I'énoncé du Concours Général 1993. L’énoncé de 1993 est illisible,
j’ai donc pensé le remplacer par ce sujet.

Sujet corrigé.

La calculatrice de poche est autorisée, conformément a la réglementation.

La clarté et la précision de la rédaction seront prises en comptedans Lappréciation des
copies.

Le sujet comporte quatre exercices indépendants.

Il n’est pas obligatoire de traiter systématiquement lles questions dans ['ordre de
énoncé, a condition d’indiquer clairement “lay questionmstraitée en respectant
indexation du texte.

Pour poursuivre, les candidats peuvient admettre les wésultats d’'une question, a

condition de l'indiquer clairement sur la copie.

EXERCICE 1

Dans cet exercice, on se place dans un plan P muni d’un repére orthonormal direct
(0,1, V).

[- Préliminaires de géométrie élémentaire

1. Soit D et \D" deux droites sécantes en un point I, s et s’ les symétries axiales
respectivement d’axes D et D’.

Montrer que s’os est une rotation, et déterminer ses éléments caractéristiques.
2. Soit ABC un triangle équilatéral direct, O le centre du cercle circonscrit a ABC.

On désigne par si, sz et s3 les symétries axiales respectivement par rapport aux droites

(OA), (OB) et (OC) et par r la rotation de centre O d’angle Z?R

Soit M un point du plan, M1 = s1(M), Mz = s2(M), M3 = s3(M).
(a) Montrer que : Mz = v* (M) et M3 = v(M)) (0> u v* désigne r ° 7).
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(b) Quelle est la nature du triangle MiM;M3 ?

1I- Nombres complexes

L’affixe du vecteur U étant 1 et celle du vecteur U étant notée i (avec i* = —1), comme
L2TT

il est d’usage, on pose j = e"3 .
On considére, dans le plan P, les points O, A, B et C d’affixes respectives 0, 1, j et j*.

On désigne par si, sz et s3 les symétries axiales respectivement parsrapport aux droites

(OA), (OB) et (OC).

Soit enfin M un point quelconque du plan P, d’affixe z = peie, pER,,B€R
1. Soit M; = 51(M), Mz = 5:(M), M3 = s§(M).

Montrer que les points M1, Mz et M3 ont pour affixes respectivessz;j>Z, j Z.

2. Soit My le symétrique de M par rapport *a la droite (BC).

Montrer que le point J d’affixe — % est lemilieu du segment [M1My].

En déduire Uaffixe de M4.
3. (a) * A quelle condition'les points M3, Ms et My sont-ils alignés ?

On suppose désormais que Mz, Ms et M4 ne sont pas alignés ; on note Q le centre du
cerclefcirconscrit au triangle M;M3My.

(b) Justifier le fait que Q appartient " a la droite (OM).

Dans la suite, on-note son affixe Ae "¢, 1 € R.

1+2pcos6

c) Montrer que : A = — :
(c q p+2cosf
(d) En déduire une expression du rayon R du cercle circonscrit au triangle Ma2M3Mgy.

(e) Montrer que ce rayon est égal “a 1 si et seulement si : K p=1 ou (p+
c0s0)? =1 — 3cos?0 >.

4. Montrer que le cercle circonscrit au triangle MoMsMy est de méme rayon que le
cercle circonscrit au triangle MiM:M3 si et seulement si M appartient a un ensemble

23
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I que Uon précisera géométriquement. Que peuton dire dans ce cas des deux cercles

circonscrits !

111- Etude de fonctions

On consideére Uapplication s définie pour tout 8 € [T, 7] par s(8) = 1 = 3 cos® 0.

1. (a) Etudier les variations de s. Préciser ses extremums, les valeurs de 6 pour
lesquelles s(0) est nul, U'ensemble E des 8 € [, ] tels que s(8) > 0.

2(b) En déduire lallure de la courbe décrite par le point d’affixe S(H)eie lorsque 6

varie.

).

On précisera les points d’intersection avecfles axes etdéventuellement quelques points

- T
particuliers (pour 8 = iy bar exemple).

On pourra aussi justifier les symétries de la_.courbe.

2. Soit la fonction 11 définie pour tout:0€ E par r1(6) =1 — 3c0s26 — cos6.
(a) Déterminer les valeurs de 8 pour lesquelles,ri(6) est nul.

(b) En déduire Uallure de ld courbe déerite par le point d’affixe 11(68) €*? lorsque 6

varie.

3. Dessiner, sans chercher a étresextrémement précis, 'ensemble des points M tels que
le triangle M:M3My défini a la partie I1 ait un cercle circonscrit de rayon 1.

EXERCICE 2

Soit f: [0, 1] = Rune fonction numérique définie et continue sur l'intervalle [0, 1].

On suppose que f(0) = f(1) = 0 et que pour tout x réel de U'intervalle [0, l], f (x +

10
=) # f(x).

1. Démontrer que I’équation f(x) = 0 a au moins sept solutions sur [0, 1].

2. Donner un exemple de fonction f vérifiant les hypothéses ; on pourra se contenter

d’une représentation graphique claire.

EXERCICE 3
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On consideére dans le plan trois points Ao, B, C non alignés.

1. On désigne par A; le centre du cercle inscrit dans le triangle AoBC (c’est-e-dire le
point d’intersection des bissectrices intérieures du triangle AoBC).

On poursuit le processus en considérant Az, centre du cercle inscrit dans le triangle

A1BC, etc.

Ainsi, pour tout i entier naturel, Ais1 est le centre du cercle inscrit dans le triangle

ABC.

Démontrer qu’il existe un point A, limite de la suite (A.), €est-" a-dive tel que AAn
tende vers O et préciser sa position.

2. Que devient le résultat précédent si, < chaque étape, pour i = 0,14 2, . . ., on
prend pour Ai+1 Uorthocentre du triangle AiIBC awliew du _centre du cercle inscrit ?

EXERCICE 4

Si mi et m; sont deux entiers tels que' mi < mz, on désigne par [mq, m,]|'ensemble
) g 1, 112

des entiers k tels que m; < k < ma.

Si a, b et n sont trois entiers, on note.a = b (modulo n) lorsque a et b sont congrus
modulo n, c’est-#a-dive lorsque b — a est multiple de n.

Dans tout cet exercice, p désigne.un nombre premier.

I- Définition du logarithme diseret

Pour tout A €N, onnote (A mod p) le reste de la division euclidienne de A par p.
Clest 'unique entier de [0, p — 1] congru *a A modulo p.

Un entier x € [1,p — 1]lest appel ‘e une racine primitive modulo p lorsque
Pensemble des (x" mod p) pour k € N est Uensemble [1,p — 1], cest-a-dire lovsque les
puissances de x, calculées modulo p, décrivent [1, p — 1] tout entier.

Ainsi pour p =5 :
* | n’est pas racine primitive modulo 5 puisque ses puissances valent toujours 1.

e 2 est racine primitive modulo 5 puisque :

(2°mod5) = 1, (2'mod5) = 2, (2°mod5) = 4, (23mod5) = 3
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. 3 est racine primitive modulo 5 puisque

(3%nod5) =1, (3'mod5) = 3, (3°mod5) = 4, (33mod5) = 2

e 4 nlest pas racine primitive modulo 5 puisque (4 mod 5), k € N, vaut
alternativement 1 ou 4.

1. On prend dans cette question p = 7. Déterminer les racines primitives modulo 7.

On admet désormais que, quel que soit le nombre premier p, il existe au moins une
racine primitive modulo p. Dans la suite, on désigne par g.ume,racine primitive
modulo p.

2. (a) Montrer que Uensemble des (¢ mod p) pour k € [0 p — 2] est [1,p =1].
(b) Soit A €11, p — 1].

Justifier Uexistence et l'unicité d’'un entier a € [0, p. = 2] telquesA = (g“ mod p). a
est appelé logarithme de base g modulo p dé Aypon lenote AA).

(c) Soit b un entier naturel congru a afmodulo p = 1. Caleuler (¢'mod p).

3. Une solution élémentaire pour déterminerhAA) consiste & calculer les entiers (g°
mod p), pour k =0, 1, ..., jisqu’ “a trouver A.

(a) Décrive unfalgorithme quiréalise ce travail.

(b) Dans'cette question, on prendw.p =53, A = 40, g = 20 (on admettra que 20 est
bien gine racine primitive modulo 53).

En programmant l'algorithme précédent sur une calculatrice, déterminer AA).

II- Calcul du logarithme discret par la méthode d’Adleman

Cette partie exploite le fait que la connaissance des logarithmes de quelques entiers
permet de déterminer rapidement le logarithme de tout entier.

1. On se place dans le cas p = 113, g = 55 et on donne A2) = 60, A3) = 5. Trouver
A54).

On suppose choisis, pour toute la suite de cette partie, des nombres premiers distincts
p1, . . ., pn strictement inférieurs a p et des entiers ai, . . ., dn tels que, pour tout i €
[1,n], les facteurs premiers de (g%imodp) appartiennent a {py, . . ., ps).
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Pour chaque i € [1,n],on a ainsi une relation (g%modp) = p,"'p,"* ..p,""
ot les e, pour (i, j) €[[1,n]?, sont des entiers naturels.
2. Montrer que, pour tout i € [1,n]:
a; =e;10(p1) + e 20(p2) + -+ ei,nf(pn)(modulo(p — 1))-
3. On prend dans cette question p =53, g=20,n=2, p1 =2, p2 = 5.
(a) A Uaide de g et &, déterminer €(2) et £(5).
(b) En déduire £(40).

(c) Combien d’entiers de [[1,52] peuventils s écrire soits la forme 2958, lavec o et 8

entiers naturels ?

4. Soit A €[1,p — 1].

(a) Montrer que ensemble des (A mod p) pour s € [0,p — 2] est [1,p — 1]).

(b) On suppose connu s € N tel qué (@A mod p) se factorise a 'aide de p1, . . . , pn

uniquement.

Si on suppose connus Apl)f. . ., Z(pn)en déduire AA).

(c) Avec p =53 et g = 20, déterminer Z(30).

5. On.fevient au cas général.

(a) Quel est le nombre d’entiers.de [1,p — 1] qui sont une puissance de p1 ?

(b) En déduirela probabilité pour qu’'un entier s € [0, p — 2] soit tel que (€A mod p)

soit une puissance de pis

(c) Montrer que la probabilité P pour qu'un entier s € [[0,p — 2] soit tel que (FA
mod p) se factorise a U'aide de p1 et p2 uniquement vérifie :

(In(p — 1))? 1 (ln(p - 1) (ln(p -D. 1)

<P<
2(p — 1)(Inp,)(Inp,) p—1\ |Inp, Inp,

(d) Généraliser le résultat au cas de n nombres premiers p1, . . ., pn.
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Concours Général de Mathématiques : épreuve de 1994

Note : Ce sujet n’est pas ’énoncé du Concours Général 1994. L’énoncé de 1994 est illisible,
j’ai donc pensé le remplacer par ce sujet.

Sujet corrigé.

Dans tout le sujet R désigne ’ensemble des nombres réels.
Exercice 1 : Calcul de limites

En utilisant les propriétés des fonctions dn et exporentielle dinsi que “celles des
croissances comparées, calculer les limites suivantes

11  (In(x + D\
(ex+1 —ex) b) lim,| ————

a) lim x?
X400 Inx

x> +oo

n—1

: k
V| | (1#5)

Indication: Pour le calcul de. la demicre limite, utiliser ['inégalité suivante :
2

X
Vx>0,x—7<ln(x+1)<x

Exercice 2: Equation différentielle-méthode de Lagrange

La fonction sinus hyperbolique notée sh est définie par :

eX —e™*

V xeR, shx = >

1. Montrer que la fonction sh est bijective et calculer la dérivée de sa bijection
réciproque.
2) Soit 'équation différentielle :

—2Xx

e
Vx2+1

(E):y"+4y' + 4y =
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2) a) Donner la solution générale de I'équation homogéne sous la forme
y(x) = cio(x) + ¢, Hx), ot ¢q et c, sont des
constantes.
2) b) On admet que la solution générale de (E) est de la forme
y(x) =c;(X)p(x) +co(x)¥Hx) o @ et ¥ sont les
fonctions déterminées dans la question précédente et c1(x) et c,(x) sont telles
que :

c1' ()p(x) + ¢’ (x) ¥x)=0

Déterminer c¢1(x) et c,(x).
En déduire la solution générale de (E).
Exercice 3: Inégalité de Markov-Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

X désigne une variable aléatoire réelle positive, prenantiun nombre fini de valeurs x,
X, X3y e Xy, rangées dans Uordre croissant 0< x1 < X< -+ < X,

1) Démontrer 'inégalité de Markov

E(X)
Ya>0 )\ PXZa)s— "

, ot B(X) désigne Vespérance mathématique.

Application : Selon ses fournisseurs, sa matiére premiére et sa disponibilité plus ou
moins aléatoires, un producteur réalise en moyenne 20 objets par semaine.

Quelle est, au plus, la probabilité de produire au moins 40 objets par semaine.

2) A Uaide de P'inégalité’de Markov, déduire 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
V &€ € RY, P(|X—-EX)| =¢)
%
< 2
Exercice 4 : Densité de (Q dans R

ouoy désigne l' écart type

L'objectif de cet exercice est de montrer qu’entre 2 réels, il existe une infinité de
rationnels !
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E(2™x)
271

1) Soit x € R et (Uy) la suite définie par Vn e N,U, = , ou E(2™x)

désigne la partie entiére de 2™x.

a) Montrer que (U,,) est croissante et majorée.
b) Calculer sa limite.
2) lirll U,=aeR ssiVe>0,3n,eN tel que sin > nyalors |U,, —
n—+oo
al < e

Grdce a cette définition et de la question 1, montrer que

Vx,yeR(x<y),dreQtelquex<r<y
Conclure.
Exercice 5 : Des carrés autour d'un quadrilatére (Théorémesde.Von, Aubel)
On considére un quadrilatére ABCD de séns direct.

On construit 4 carrés de centres respéctifs P, Q, R et S qui s’appuient extérieurement

sur les cotés [AB], [BC], [CD] et [DA] du quadrilatéere ABCD. (voir figure).

Le but du probléeme est de démontrer que les diagonales du quadrilatére PQRS sont
perpendiculaires et de méme longueur.

On note a, b, ¢, d, p, q, r et s les affixes respectives des points A, B, C, D, P, Q, R et

S dans un repére orthonormée (0, €1, €5) de sens direct.
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1) Démontrer que dans le carré construit sur [AB], on a :

_a—ib
P=7_"1

Etablir des relations analogues pour g, r et s.

2) Calculer 274 Conclure.
r—p

Probléme : Intégrations
Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A : Calcul de primitives et intégrales

a) Calculez les primitives suivanteséur lintervdlle 1.

) [—& I=Ukez]—%+kn,%ﬂ+kn[

cos3x+sin3x

2

) x
D'fx3+x2+x+1

dx, I =R\{-1}

2
Indication: décomposer la_fonction ()= ad

Soit f:[0,1] 4 R continue .
T } T (T y
1) Ecablir [ tf(sint)dt = Efo f(sint)dt

2) En déduire

y j" xsin?"x
"), sin®™x + cos?™x

x3+x2+x+1

Premiére partie : épreuves

3) On définit F:]0,1] » Rpar F(x) = fol min(x,t) f(t)dt oir min(x ,t)

désigne le plus petit entre x et t.

3) a) Montrer que F est de classe C? et calculer F''(x) , sachant qu’une fonction est

dite de classe C™, n € N i elle est n fois dérivable et que sa dérivée n-iéme soit

continue.
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3) b) En déduire
1 1
F(x) = f f f(t)dtdu
0 Yu

Partie B : Calcul de I'intégrale de Gauss
L'objectif de ce probléeme est de calculer lintégrale de  Gauss

T 2 X 2
I = e *dx = lim e *dx
0 X=+2Jo

Définition : Soit f une fonction définie et continue sur touf intervalle de RT . On
dit que f est intégrable sur [0, +oo[ si Xllm fO f(x)dx ‘existe et'est finie, dans ce
-4

cas on note :

o0 X
f(x)dx = Xl_imo Jo f (x)dx

0

‘ X a2 ) .y
1) Montrer que la fonction X = fo e dx est croissante et majorée.

2) En déduire existence de la limite définissant 1.

T

2
Vv neN,onpose a, = j cos™x dx.
0

2-a) Démontrer l'inégalité stricte. O0<<ia,, 11 < a,,.
2-b) En supposant 1 = 2pformer une relation de récurrence liant a,, et a,,_»
2-c) Montrer que sin = 1, on a égalité

_m
nanQn—1 = P

2-d) Déduire de ce qui précéde li?IL an
n—+o

3) On pose, n € N

Vn x2\" e dx X dx
bn=jo <1—7> dxetcn=j0 WZXILTWOW

1+2)
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3-a) Comme dans la question 1, montrer que C,, existe.

3-b) Démontrer que b,, < foﬁe_xz <cp

3-c) A laide de changement de variable convenablement choisis, exprimer by, et ¢, a
Uaide des intégrales Aoy 41 €t App—»

4) A laide des résultats précédents, déterminer la fameuse valeur de l'intégrale de Ga
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| Sujet 6 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 1995

Probléme 1

On dit qu'une suite (Z,) de nombres complexes converge ver. seulement

si lim|Z, —z| = 0.
n—+co

Les résultats usuels sur les limites de sommes, s’appliquent

aux limites dans C.

On admettra que, pour A1, Az, A3 et A4 ul et n dans N :

b
Soit f la fonctiontde C da ~ = Z:d, a, b, cetddans C; ad —
bc # 0 et
d a [9)
1.1 que VZEC—{—Z},]C()—Z ztd
d
1.2 c—{-%Hdanss =c- {3}
2. On appelle ort des nombres z1, 22, 13 et 24 le nombre complexe lorsqu’il existe,
noté [z1, 22, 23, 24l t
Zy — 24
_ 24y — 2
(21,22, 24, 24] = Zs — 71
Zy — 22

2.1 On pose Z, = f(zp) pour p = 1, 2, 3, 4. Montrer que :
[Z1, Z2, Z3, Z4] = [z1, 22, 33, 24l

2.2 Soit M, et N, les points d’affixes respectives z et Z, dans le plan complexe.
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Montrer que, si M1, Mz, M3, My sont alignés ou cocycliques, alors il en est de méme

des points N1, N2, N3, Ny;

On consideére la suite des nombres complexes définie par Wo quelconque dans S et
W1 = (W) pour tout entier naturel n. On suppose que Wo n’est pas racine de
[’équation f(z) = z.

3. Dans le cas on l'équation f(z) = z admet deux racines distinctes n et m.

3.1.1 Montrer en utilisant [a, B, n, z] et en faisant tendre n verss=° que pour tout
xde S —{B}:
Z—«a Z—«a a—ca
Z—,B:kz—ﬂ 01)¢Z=f(z)etk=m

e ‘ il Wn—a ‘
3.1.2 En utilisant la suite (t,) définie par t,, = ——. Donnerlexpression de W, en
Wn_ﬁ

fonction Wo, a, B, k et n.
3.2 Dans le cas oiv |k| # 1 on appelle & celle des deux racines telle que |k| < 1.

Montrer que lim k™puis, queslim W, = .
n—-+« n—+co
z+1

Apbplication : Déterminer lim W, lorsque f (z) = ————
bp lim Wlorsque f(2) = ————=

3.3 Dans cette question|k| = 1aSoit A, B et M., les points d’affixes respectives , 3,
W.. On pose T = |t,].

En utilisant la‘définition"de la suite (t.), montrer que les points M, appartiennent a
une droite (D) a préciser ou d un cercle (C) dont on déterminera Uaffixe w du centre et
le rayon r en fonction desa, B et T.

4. Dans le cas on I'équation f(z) = z admet une solution double y.

L]Etablirque%—y=)/+%

q. d 1
4.2 Montrer, en utilisant [— p + ~,Z,M, y] que :

1 1
VzeES—{yho——=h+ avec Z = f(z)eth = 3
Z—y Z—Y - Y
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. . o 1
.3 En utilisant la suite v, définie par v, = , montrer que lim W, =
Wn—v’ n—+o

Probléme 2

Le but du probléeme est de définir la fonction & (dzéta) de Riemann, de donner une
méthode de calcul des nombres & (2m) pour m dans N et de représenter
graphiquement la fonction €.

1 1 1 1
1 1 5 1 [ —_ n — —  — — o0 —
Soit la suite définie sur N par Up(X) = D=1 ey + e + .-+ >

1 1 x—1
. : >1: — > = 0.
1 Montrer que : pour x > lety =1 y=1  (y1)®-DL (yrn)x T 0

C . 1 ,
Indication : on pourra factoriser et poser U = ;, ou\encore appliquer

1
(y+1)&=D

l'inégalité des accroissements finis & la fonction h(t) = tx1—1
1.2 En déduire que : u,(x) < =7 = f(x) et queu, (x) est convergente pour
x> 1.
2. Soit E(x) = lim u,(x).
N>+
1 1 x—1
.1 Montrer que pour x > 1 ety = 1: We= Ralawe e R < 0.
.2 Endéduire que u,,(x) = ﬁ =_g(x) puis que liTln+ E(x) = 4o
_ P
3. Calculer limé (x).
X~ +00

4. Montrer que & eststrictement décroissante sur ]1,+ o[,
5. Caleul de & (2m) pour tout m dans N
5.1 Résoudre dans CVéquation : (z + )?"*1 — (z —)?"*1 =0

km n(2n-1)
5.2 Soit i, = Y% _, cotan? (—) Montrer que ay, = ——=.
n k=1 2n+1 que tn 3
1
5.3 Calculer By, = Y Re1 —7~ -z(’m)
sin 2n+1
) a 1 1
5.4 Montrer que, pour tout réel x appartenant a ]0, E[, cotanx < - <=
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Up 2

6. En deduwe )2 <uy(2) < (@n+1)?

2

7. Montrer alors que &(2) = %.

4-

8. Prouver de maniére analogue &(4) = %

Premiére partie : épreuves

9. Représenter sur un méme graphique, dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,

i, j) les fonctions f, E et g.
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| Sujet 7 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 1996

Préambule

Partie A
A1 Démontrer que pour tout entier natu

1-x . ,
, et on pose : n, = E(—j ot £ est un réel
&

en utilisant l'inégalité (1), que pour tout réel

1
résultat de A3a) que : —— <VYx <1
l+¢

On supposera que les résultats de A3 prouvent que pour tout x strictement positif la

. , e, H n —
suite U, = W/x est convergente et que l'on a plus précisément |Im \& =1

N—+o0

A4 Montrer que pour tout x supérieur ou égal a +1, la suite v, (x)=n(W—1) vérifie

. . o Xx—-1
pour tout entier n strictement positif : v, ,(X) <V, (x) (3) et ~ <v, (x)<x-1(4)
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. n(n+1)
On pourra utiliser (2) en posant S = \/;
A5
a) Soit x = 1. Montrer que la suite wv.(x) est convergente en établissant que :

XT_lg lim v. () <x-1 (5)

nN—+o0o

. 1 q. . _
b) Soit 0 < x < 1, montrer, en posant y = et en utilisant [IM Ux =1

N—-+00

. 1 .
lim Vn(;j ==lim v (x).

N—>+00 N—>+0

: -1 ..
c) Soit 0 <x < 1, montrer que XTS limv.(x) <x-1

N—+00

Ces 5 résultats nous ont permis d'établir que pour x > 9, la suite un(x) est convergente

et de donner les précisions (5) et (6) Sur sa limite. On remdrque én outre que
lim v.(0)=—< ljm v.(® =0.

N—+o0 N—>+0

Partie B

Soit D une partie de R et f une fon€tion vérifiant, pour tout x; y appartenant a D,
flxy) = f(x) + f(y) (7)

B1 Montrer que si D = R seule'lanfonction nulle vérifie (7).

B2 Montrer quessi D = R (ensemble des réels non nuls) et si f est solution de (7)
alors f(1) = f(—1) = 0. En déduire sous ces mémes conditions que f est paire.
B3 Soit D = R} l'ensemble des réels strictement positifs. Montrer que les fonctions
constantes sur D et non nulles ne sontpas solutions de (7).

Désignons par F lensemble des fonctions numériques définies sur D, non nulles, non
constantes, dérivables et vérifiant (7).

B4 Montrer quesi { appartient a F, on a pour tout entier naturel n, f (x™) =

nf(x) (8) ou encorerf(x) = nf(%) 9)
£(1)

B5 Montrer que pour tout x strictement positif et pour tout f de F on a f'(x) ==

(10) (on dérivera (7) par rapport a vy)
B6 Montrer que le résultat obtenu en B3 prouve que f'(1) # 0 et que si f est
élément de F alors Af l'est aussi. (A étant un réel non nul.) Il est donc possible de

choisir /(1) = 1.
f(t) _

B7 En utilisant B2 et B6 montrer que |im L
t—>1 -
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Conclusion de la Partie B Vous avey démontré a la question B4 que pour tout x >
Oet pourtoutn =1 f(x) = nf(%) et aussi d la question A3 que la suite U,(x)

5 n _ .1 ,
est convergente et Iim Ux =Lpour x> 0. En utilisant le résultat

N—-+00

B7 vous constatez que l'on est conduit a poser nécessairement pour tout x > 0,

£ = limnlx-1). En effet Iim@ﬂ, t=x = |im n”; SO () Y

n—+o0 t—1 -1 \/;—1 - IILI] ni" X —1)_

En outre f(x)=]im n(Q/; —1) a bien un sens comme démontré a la question A5.

N—-+o0

Partie C

Les résultats obtenus au cours des Parties A et B proutent qu'il st légitime de poser
pour une fonction f appartenant a F : potir tout x > 0

f (x) = |jm nl¥/x —1). Dans cette derniére partie nous allons vérifier, enoutre que cette

N—+0
fonction a bien les propriétés retenues des éléments de E.(Certaines propriétés ont déja
été démontrées dans les Parties A ou B; il vous suffit'de'le faire remarquer).
CI Pour tout x> 0, T(X)=]im n(Q/; —1), démontrer que pour tout couple (x, y) de réels

N—+o

strictement positifs et pour tout.entier relatif'p on a :

a) X1, f(x)<x-1
X

b) f@j:—f(x).

c) flxy)=f(x) + f(3). (Remarquer que™™, (xy) = n[V/x —LR/y + [y ~1))
d) f(x*) =pflx). (On distinguera les 2 cas suivant le signe de p)
C2 Pour cette méme fonction f, démontrer que :

a) f est strictement eroissante sur R}

3—4. En

b) pour tout x strictement positif et différent de 1 on a : ‘ »

1‘(X)—f(1)_4<
x—1 B

déduire que f est dérivable au point 1 et que f'(1) = 1.

c) f est dérivable pour tout x > 0 et f'(x):; On pourra utiliser le fait que

Y(x,y) R’ xR’, f(X) = f(y) = f&j

d) lim f(x) =+» et |im f(x) =—w. Pour cela on démontrera successivement que :

X—>+00 x—0

1Lf(2) =
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. . k
2. pour tout entier naturel k, si x > 2%, alors f(x) - >

On admettra que cette implication prouve que |jm f(x) =+wet l'on procédera de

X—>+00

méme pour démontrer que lim f(x) =—o.

x—0

Conclusion
La fonction f définie sur R} par T(X)=]im n(w—l) est la fonction In, logarithme

N—+o

X

4 St A s e dt
neperien que vous aveg peut étre defzme par InX=IT, ce

1
proposition C2¢).

justifié par la
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Sujet 8 Concours Général de Mathématiques : épreuve de 1997

Introduction

L'objet de ce probleme est d'étudier la méthode des fractions qui permet de
trouver de "bonnes" approximations rationnelles d'un irratio r exemple,

1
et en posant f,(X)=a,+= on a
X

Soit a = (a.) une suite, élément de S. On lui associe les suites (pn), (qn), (1) définies
par: r, =|a,.a,..a,}

P, =1 q, =1

P, =14P, =4, vne N et On = g, =1 vne N
pn+2 = an+1 pn+1 + pn qn+2 = an+lqn+1 + qn

La suite (r.) s'appelle la fraction continue associée a la suite (an).

I
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a) Montrer que Vn € N et pour tout x de R}, on a [%,@,...,%]z%,
n+l n
b) - Montrer que Vn € N, ona r, =%
n+l

2

a) - Montrer que YVn € Non a : p,qne1 — GnPn+1 = (D"

b) - Montrer que YV € Non a : D Gnt2 — Qnbniz = (1) a5 41

3)- Montrer que la suite (r2,) est strictement croissante, que la suite (rzn+1) est
strictement décroissante, et que Vn € N ona 1y, < T9p41-

4)- Montrer que VRNEN et € R}, on a |n, #lag ay, s, a,,x]| =
1

An+1(@n+1X+qn)

Partie 2 : Développement en fraction continue

On reprend les mémes notations que dans la, partie b, .On suppose’ici que la suite a =
(an) est élément de S, de sorte que les suites (a.), (Pn), (gn) sont a valeurs entiéres et
que la suite () est a valeurs rationnellés.

1)- Montrer que Vn € N| p, et ¢. sont premiers entre eux.

2)

a)- Montrer que la suite (q4)y>o st strictement croissante de limite +.

b)- Montrer qué'les suites (r2n) et (r2.+1)sont adjacentes. On notera t = t(a). leur limite
commune.

3)-

1
a) Montrer, que "WVn.E N on a ‘t—"n‘ﬁw et que pour n =1 on a
n+1*n+2

1
0<|o.t—p,| <=
On
b)- Montrer que t est irrationnel.
4)- Pour p € N fixe, on note t, la limite de [ap, Apt1s e an] lorsque n tend wvers
+00, (Autrement dit, on a t, = t(a’) ont la suite @' = (ay,) est définie a partir de a par
décalage des indices : @y = App. En particulier, on a to = t.

1
a) Montrer que t = agy + =
1

1
b)- Montrer que ag < t < ag + — et que do = E(t)=partie entiére de t.
1
1

c) Montrer que pour p € N, on a a, = E(t,) et tpy1 = o E(y)
p~Ellp
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5)- Réciproquement, soit u un irrationnel. On cherche s'il existe une suite a élément de
S’ telle que t(a) = u. Daprés la question précédente, la seule suite qui peut

1
m et dn = E(Un)

convenir est la suivante : on pose Uy =u, Uyiq1 =
Reste a savoir si on a bien t(a) = u.

a)- Montrer que Vn € Ny ona : u = [ag, Ay, ..., Ay, Upt1]

b)- En déduire une majoration de |1, — u| (on pourra utiliser la question 1.4).
Montrer que t(a) = u. La suite a = (a.) est alors appelée le développement en
fraction continue de u.

Partie 3 : Exemples

1)- Déterminer les 5 premiers termes du développement del T en fraction, continue.
Expliquer comment on obtient le rationnel mentionné dans l'introduction. Montrer
ensuite que les résultats de la partie 1 pefmettent de retrouver la majosation de l'erreur
annoncée.

2)- Soit a = (a.) une suite élément de S’ et ta= t(a@)Montrer que si a est périodique
de période k, alors t = [ag, Ay, ..., Ag—1) E]

3)- Calculer t(a) dans les cas suivantsé

a))Vn €N, a,=1

b)vn €N, a,=2

c)Vn €N, az=1ectani=2.

4)- Soit a = (ap) une suite élément de S’y et t = t(a). On suppose ici que la suite a
est périodique.

a)- Mositrer que |t est solution d'uneéguation du second degré a coefficients entiers (on
dit dlors quie t(a) est.un irrationnel quadratique).

b)- Plus généralement, montrer que si la suite a est périodique a partir d'un certain
rang, alors t(a)estwun irrationnel quadratique.

5)- Déterminer le développement en fraction continue de V2,v3,V10, puis celui de

J1+p?keN”

Partie 4 : Meilleures approximations rationnelles d'un irrationnel

Soit u un irrationnel, (a,) son développement en fraction continue, et (pn), (gn) les
suites d'entiers associées (notations du début du probléme). On veut montrer que pour

toutn = 2ona: V(0D EZXN,I< = |u_g| > |D_E_E|
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. I . ‘ . .
(On dit alors que [ =D—D est une meilleure approximation rationnelle de u). On
!

Pn
dn

. , [ . 1s
raisonne par contraposée, et on suppose donc |U — ﬁ| < |[| — Pour fixer les idées,

on supposera n pair.
Pno1 P Pn

1)- Montrer qu'on a alors
dn-1 q dn

2)- Ecrire cette double inégalité sous la forme d'un systéme de deux inéquations
linéaires en p et q. Résoudre ensuite un systéme raisonnable de deux équations

linéaires d'inconnue p et g dont les seconds membres seront des etres entiers (de

signe connu) et conclure.
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| Sujet 9 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 1998

Probleme 1 :

1
Pour tout entier n non nul, on pose : I, =J'(1—t2)"dt et J, =
0

Probleme
Partie A :
) 1 1 1
Pour tout entier n  mon nul, on pose: U, ==+——+.+— et
n n+1 2n
1 1 1
Vo=f| = |+ f| — |+..+ f| = | avec f(x) = In(1+x)
n n+1 2n

1 1) 1
1. Montrer que pour tout n>1, —< In(1+ —) <=
n+1 n) n

2. Montrer que (U,) converge. Soit /sa limite (On ne cherchera pas a calculer 1)
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1
3. Montrer que : ¥vn>1, U, ,—=+ <V, <U,
n 2n+1

4. En déduire 1.

Partie B :

. , . 1
Soit a >1un réel. Pour tout entier n non nul, on pose : U, =—, V, =——- ~
n“ n“= (n+1)“

S, =U,+U,+...+U et T, =V, +V, +..+V,

1. Montrer que la suite (T,) converge et préciser sa limite.

a-1
XLZ

n

2.1 Montrer qu'il existe, pour tout n>1, x4 &ln,n+1 A/ =

2.2 Calculer |im l\J/—” En déduire que la suite (S,) converge.

n—o+o Vp

Probléeme 3 :

Partie A :

Soit n un entier aturel et x un réel différent de A kz, k étant un entier relatif.

COS X, COS2X COoS hx
Calculerda somme : S=1+ St ——
cosX_ (cosx) (cos x)
Partie B:
0
Calculer 1 = ILZ
114+ X+ X
-
Probléme 4 :

Soit f une fonction continue sur [01] , f: [01] - Rtelle que f(0) = f(1) = O et pour tout
XE‘:0,1:|, f(x+ij¢ f(x).
10 10

Démontrer que f admet au moins 7 zéros.
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Indication : Considérer la fonction g(x) = f(x+%)— f(x) définie sur [0%} et utiliser

le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction f.

Probléme 5

Clest une idée simple d’'une fonction f qui est négligeable devant une fonction g au
voisinage d'un point xo, c'est-a-dire que lorsque x tend vers xo, la fonction f se comporte
comme une constante (1) et g(x) la méme fonction.

Autrement : si x tend vers xo, f(x)g(x) = g(x).

1. Enoncer rigoureusement le théoréme des croissances comparées graduisantsque la
fonction x —e* est négligeable devant la fofiction x ->&* qui a son tour est négligeable
devant x —e”.

2. En se servant de la définition ci-dessus, donner sans caleul les limites suivantes :

. a . eX
2.1 lim x*Inx 2.4 lim (1) P
X—>
2.2 lim x%e* In x
x—>0" 2.5 lim —
x=>0" X
2.3 lim x%e*Inx )
x—0* . e
2.6 lim —
x—0* X%

Probléme 6 :

Soit AL, Azy...., Awun ensemble de points non alignés dans le plan (O, x, y).

1. Montrer que la surface du triangle A1A2As3 est donnée par la relation :

1
S = 3 |41 Az 1AL As|

2. Montrer que la surface d’'un polygone fermé AiA;...A. est donné par la formule :
S = % 1Yre1 Xi(Yiiqy = Yig)|.  Précision: Yor = Yi et Yo = Y,
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Le Probléeme est composé de deux parties ayant chacune son o

bjectif spécifique. La

partie 1 wvise a étudier les racines primitives d’ordre n de our construire

quelques polynomes cyclotomiques permettant de déboucher s

La partie 2 utilise quelques propriétés
intégrale I(a).

[(a) = foz In(1 — 2acosx + a®)dx o

Premiére partie

de l'équation (e):
2 Monter que : z 1Yz + etz =21(zg 2z 2, + 0+ 2_1)
En déduive que : zg + 2y + 2o + -+ 2,1 =0

3. Monter que 'on a : g;% Zy = +1.

cest-adire : Zg X Zy X Zp X .. X Z_1 = %1, selon la parité de n.

4. On désigne par 1, A3, ...., Ay les n racines du polynome P de C de degré n tel
que :
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P(z) = byz™ + b,_1z" 1 + -+ bz + by avec b,, # 0.

4.1 Monter que lon a : [[5=1 @ = (=1)™. Z

bp_1
bn'

’ . n p— LN p—
4.2 Montrer que lona : Yp—1@p = @ + Qz + =+ @y =

5. En utilisant les résultats de la question 4. Retrouver les solutions de "équation 2.

Et 3.

_n p1t
6. Calculer la somme S,, = szl cos ( ~ )

B 1 Soit B l'une des racines d’ordre n de I'unité et Q(%) =1 + 2x + 3x2% --- +

nx™ 1 un polynome avec n € N*,

1 Calculer Q(B).

4 Calculer : HZ:O Q(Zp) avec Zy, solutions dans C'dell’équation zt=1.

2. Plus généralement calculer le produit : p (Zp) les z,, étant les solutions de
Péquation z™ = 1 dans C.
2im

C on considére Wy, = e n favec n € Nt et n # 1.

1. Soit p un entier relatif. Caleuler S,,(p) = Zk o W, p . (Distinguer selon que p est
multiplé de n ou pas).

. . . - k k
2 Soit prethg/deux entle'rs relatifs. Caleuler : Tnp(p,q) = Yrdw,P.w,? et

Vo, q) = ZRSE wiP w4,

D1 Factoriser le polynémie z™ — 1. En choisissant la valeur de z, mpntrer que 'on en
deduit la formule :
w2 3 @ (n—-Dm -
(Dsin—sin—sin— ...sin——— = n2" *,
n n n n
2 Simplifier cette formule suivant que n est pair ou impair. En déduire la valeur des
produits :

km
2n+1

km
p, = Sln—et P, =1k 1 Sin

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur & 'Ecole Polytechnique de Thiés



E Deux entiers sont dits premiers entre eux et leurs seuls diviseurs communs sont 1 et -
i2pm

I.Soitz, =e n avec)<p<n-—1.

On dit que zj, est une racine primitive d’ordre n de lunité si les entiers p et n sont

premiers entre eux. On appelle polynéme cyclotomique d’indice n le polynoéme :

D,(2) =(z—21)(z—z) .. (z — 22’9) (z — Z;lo_l) ol les z, sont, toutes,

les racines primitives d’ordre n de 'unité.

I Monter qu’une condition nécessaire et suffisante pour qie Zy Seit une racine
primitive d’ordre n de l'unité est que, quelque soit Uentier M < n 4z, m'est pas une

racine m*™ de l'unité.

2 Que peut-on dire du degré du polynome cyclotomique d'indice n ?

3 Pour tout n premier, écrive effectivement lespolynéme’cyclotomique d’indice n.
4 Monter que, pour tout n premier, ona : P, (2) = Op(=2z).

F Application

1 Déterminer @< (z) et en déduire®@qp(2).

2 Ecrire Uensémble diviseurs du naturel \12. Pour chacun des diviseurs d de 12 1y
compris d = 1 et d = 12, déterminer les polynomes cyclotomiques @ 4(z).

3 Effeéctuer alors le produit de ces polynémes. Pouvait-on prévoir ce résultat ?

En considérant les polynomes cyclotomiques ci-dessus quelle conjecture peuton en
faire ?

Deuxieme partie

1 Soit a un réel tel que |a| # 1.

Soit la fonction f définie de [0,27] vers R par: f(x) = In(1 — 2acosx + a?).
Le but de Uexercice est de calculer I(a) = foznf(x) dx.

1 Déterminer dans C les solutions de équation z?™ = 1, n € N*. En deduire une
factorisation de z?™ — 1.
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2ikm —2ikm
2a) Déterminer la valeur réelle de : []j—4 (a — e 2n ) (a —e 2n ) avecn € N*,

b) En déduire la valeur de : [[}=, (1 — 2acos (kf) + az).

3 On considére l'intégrale J(a) = fon f(x)dx. Déterminer une somme de J,(a)

donnant une valeur approchée de lintégrale J(a) par la méthode des rectangles ( on
partagera l'intervalle [0, 7] en n intervalles de méme longueur).

2n_
B1A Déterminer lim (¢*-1)@+D)
n—-+oo (a-1)

si |la| < 1.

B Lorsque |a| > 1, on admettra qu’il existe une suited(Ch,,) qui converge wers 1 telle
(a?"-1)(@+1)  a?n¥1

(a-1) a—1

Caleuler : lim |2Zin ((azn_l)(a+1))].

n-o+oolLn (a-1)

que : pour tout entier naturel n, X h,.

2 En déduire I(a) en fonction de a,
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l'appréciation
cision des

Le sujet comporte deux probléemes obligatoives. Il sera tenu co
des copies, de la présentation, de la clarté, de la rigueu
démonstrations.

Probléme 1
A)

Dans cette partie, a est un réel stricteme itif. dere la suite (Wy,)psq1de

g. de 10, 4+oo[ dans R

n+l dX 1
-[X_"’Sn_“ En déduire que si n = 2,

n

a) Montrer que Wy, ) est monotone.

n
s dx 1 .
valeurs de a, l'intégrale : [=-. En déduire lim I,.
1 X n—+oo

b) Calculer, suivant

c) Montrer que :

Si0<a <1, alors lim wy,.
n—+oo

. . o 1 a
-Si ¢ > 1, alors la suite (W) converge vers une limite / telle que —— << ——.

a-1 a-1
B)
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Dans cette partie et la suivante, on considére la suite (Sy)ns1 de terme général

Sp = nte’ _ n!e: On pose t. = In(S.) pour tout 1 < n (In désignant la fonction
n" \/ﬁ n n+3
logarithme népérien).
1 1
1) Pour n = 2, montrer que t, —t,, =1+ (n —Ej In(l—ﬁj

1 1
2) Soit h l'application de [2,+oo[ dans R définie par h(X) =1+ (X _Ej |n(1—;).

On note h’ la dérivée premiére de h.
a) Déterminer lim h(x) et lim h'(x). Etudier les variations des’. En déduire le

xX—+00 X—>+00
signe de h’(x) pour x € [2, +oo].
b) A l'aide de ce qui précéde, montrer qué chacune des suites (t.) et (Sw)eSt monotone.
c) Montrer que la suite (S,) converge vers une limite positive ou nulle L.
C)
On cherche a calculer la limite L de la/suite (S.). Seit.g l'application de [2, +oo]

1
dans R définie par 9(X) =h(Xx) + -z
1)

a) Par une méthode analogtie a celle utilisée aw B.2, déterminer le signe de g(x), pour
X € [2,+00],

1
b) En déduire que, si = 2, T, —t, 1 = iz
2)
1
a) Montrer que, pour toutn =1, t, =— Pel
k=1

b) A laide des résultats de la partie A), trouver un minorant de la suite (t.). En
déduire que L > 0.
_ Son
S2’
a) Montrer que la suite (7;,),,51 converge et exprimer sa limite en fonction de L.
b) Calculer 7;, en fonction de n, pour tout n = 1.

2
c) On admet le résultat suivant : Z - lim L(2n)t] (2n+1)’ Cal
T n—oo (nh424n

3) On considére la suite (1;,) 51 de terme général : Ty

culer L.

n+= ,
"2 est une valeur est une valeur approchée de n! pour

Remarque : Ainsi v 2me™
les tres grandes valeurs de n (on dit aussi que c'est un équivalent de n!).

54
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Probléeme 2

1) Nous admettons que toute partie de Z non vide et majorée, admet un plus grand
élément, cestadire : si E C Z, E + @ et il existe M € R tel que : p < M, Vp €
E,3po € E:p<poVp€EL.

2) Soient G et Gz deux ensembles non vides. On suppose que dans chacun d'eux est

définie une application (+) ayant les mémes propriétés que celle définie dans Z. On
dit qu'une application f définie de G dans G posséde la propriété (H) lorsque : pour
tous x, y éléments de G, f(x +vy) = f(x) + f(y).
3) Soit G un ensemble non vide dans lequel est définie une addition notée.+ ayant les
mémes propriétés que celle définie dans Z (en particulier, l'unique élémente de G
vérifiant x + e = ¢ + x = x quel que soit x € G, est noté 0).
Nous supposons qu'est définie dans G une relation notée < possédant les mémes
propriétés que < dans Z (En particulier, [x < y] signifie [X Swymet20# V]).
Enfin, nous supposons que G posséde ld propriété (A) suivante : pour tous a €
G,beEG e a>0, il existes ‘un entier ~mwotel que n.a > b.
(na=a+a+a+--+a)

n f ois
L'objectif du probléme est defmontren.que : Quelsque soit l'élément u > 0 de G, il
existe une uniqué application strictementicroissante h définie de G dans R, possédant

la propriété (H) et vérifiant hiu) = 1.

Partie A

Soit u >"Q un élémentde,G. Soit x appartenant a G. Pour tout entier n € N, on pose
B, ={p;p€Zet pu <2"x},ousip € Z,pu = —[(—p)ul.

1) Montrer que quel que soit n € N, P, n'est pas vide. En déduire qu'il existe p,, €
P, tel que quel quesoitD,, € Py, p < Dy

2) Montrer que p,u < 2"x < (1 + p,,). En déduire que 2p,, < p,,; <1+2p,.
3) Pour n € N, on pose y,, = 27 ™p,,; Yy, est ainsi un rationnel.

a) Etudier la monotonie de la suite (V) nen-

b) Montrer que quel que soit n EN, ona: 0<Y, ., =V, <2 "% En déduire que

la suite (V) nen converge vers un réel r(x).
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4) Montrer que s'il existe une application croissante h de G dans R possédant la
propriété (H) et vérifiant h(u) = 1 alors quelque soitn € N, p,, <2"h(x) <1+ p,
. En déduire que, dans ce cas, ¥, <h(X)<2™" +vy,.

5) Montrer que si h existe alors h est unique.

Partie B
On s'intéresse maintenant a l'application r définie de G dans R par : x = r(x),
r(x) est le réel défini antérieurement.
1) Soient x et x’ deux éléments de G tels que x < x et soient et!(p,, ) et (py,) les suites
d'entiers associées respectivement a x et x’ (voir A.1)
a) Montrer que 0 < 2" (X'—X) < (1+ Pn = pn)J-
b) Montrer qu'il existe un entier ny € N, “tebque : ng(x" — x) Sudet 2™ (x' —
xX) > u.
c) Montrer que si n > ng alors 2™ ™0 <4 + pp = p,,. En'déduire que yy, et yy,
définis par : y, = 27y, et Yy, = 27 Py, Vérifient Yu=yy > 2770 — 27 pour
tout 1. > ny.

d) Montrer que l'application : x_= 1(x) est strictement croissante sur G.

2) Avec les mémes notations; on pose ¥, = 27", ; (y,) est la suite associée a x”’

= x +x’, x et x'tant deux éléments de G.

a) Montrer que (p, + P U < 2" (x + x') < 2 + p, + POU

b) Montrer que Dp +Pn S PRSA+p,+pn et Y+ Vv <y, <27"+
Vn ¥ Y. En déduire que 1(x”) = 1(x) + r(x’).

3) Montrer quea(un) = 1.

4) Conclure.

Partie C (Etude d'un cas particulier)

On prend G = R Soit { une application croissante de R dans R possédant la
propriété (H). L'objectif est de montrer que f(x) = xf(1), quel que soit x € R.

1) On suppose que f(1) = 0.

a) Montrer que f(0) = O.

b) Montrer que f(x) = O pour tout x € [0, 1].

c) Montrer que f(n) = 0 pour tout entier n € N.

d) On admet que tout nombre réel y positif peut s'écrive sous la forme y = n + x avec
n € N et x € [0, 1]. Montrer que f(y) = O quel que soity € R
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2) On suppose que f (1) # 0.
a) Montrer que f(1) > 0. En déduire que l'application h définie de R dans R par :

h(x) = % possede la propriété (H), est croissante et vérifie h(1) = 1.
b) Montrer que h(x) = x quel que soit x € R.

3) Concluvre.
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Suite - Géométrie (conique, ensemble de points)

Sujet corrigé

Introduction

Le sujet comporte deux probléemes obligatoives. Il sera tenu compte dans l'appréciation
des copies de la présentation, de la clarté, de la rigueur et de la. concision des
démonstrations.

Probléme 1
Soit U = {(U)nen, VN EN, U, 11 = (An+2)U, + U, _1}
1. Soit (Uy)nen et (Vi) nen deux éléments de U vérifiant wespectivement

U, =1 o Vo1

U, = -0,1639 V, = ~0,1640
Montrer que (U,))nen et (Vy)nengardent un signe constant a partir d'un certain
rang que l'on déterminera pour chacune des suites (U,) et (V;,). Préciser le
comportement de (U,,) et (Vig) & linfini.
2. Soient (ay)en et (by)nen deux éléments de U tels que ao = by et ar = bo = 0.
a) Calculer @by 11 — ang1by, en fonction de n(n € N).

b) Etudier la limite de (?),n > ldet (%) n = 0. Que peuton dire de la

2n 2n+1

an

convergencexde (b ) ;7.2 1. (La limite sera déterminée dans la question 3).

n
c) En étudiant selon le réel ' m le comportement de (a,, — b, ll)p5q, déterminer les

éléments de U qui tendent vers 0.
3. A chaque entier n € N, on associe la fonction polynomiale ¢ ainsi définie : ¢ est

la fonction égalea I et Vn =1, 0,(t) = 1:"(1;1——'1)"
@) Etablir que Vn = 1, 0, (£) = (4n + 2)0, () + 0, (£).
b) Soit I,, = fol @,,(t)e~tdt. Calculer Io et I1. Montrer que (I;;)pen est un élément
de U.
an

c) Déterminer la limite de la suite (b_) n=>1
n

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur & 'Ecole Polytechnique de Thiés



" , . 3—e
d) Justifier l'écriture : v T

14+
18+

4. Soit P, l'unique polynome tel que B, — B, = @,,. La vérification de l'existence et

de l'unicité de P, n'est pas demandée : on admettra également que les coefficients de P,
sont des nombres rationnels.

a) Calculer I, en fonction de P.(0) et de P.(1).
b) Montrer que les suites (Py(0))ps0 et (By(1))ns0 appartiennent a U. (On
rappelle que e est irrationnel).
5.
2 n
a) En désignant le polynome défini par Qy(t) = 1.4 % + % 4+ % Calculer

Q,(t) — Q",,(t) (on conviendra que Qo (t) =.1).
I
b) Etablir l'égalité (*) suivante ou n € N W, = (Zk)'-

k!
1 (=D *W
HPlu+= | = K W, (U
( ) n( 2] ézz(n_k)(n_k)! 2k( )
c¢) En admettant que, pour t fixé, la suite &> Qp, (t) converge vers ¢' ; déterminer la

Pn[u +1J
L2

W,

limite de la suite”: n— (u fixé), On pourra montrer que pour tout réel u, il

n

existe une constante k > 0 tellexque l'on adit :

Pn(u +1)
_\“2)

W _QZn (U) =

SR En déduire que pour toute suite (U,)psode U,

n

U
W

n

n

J est convergente. Déterminer sa limite en fonction de Up et U..
neN

Probléme 2
1. Calculer tan3@ en fonction de t = tan®.

2. Dans le plan muni d'un repére (0,7,]) on considere la famille de droits A,
p

, . 2 . N . ,
d'équations t°X —ty + 5= O, t étant un parameétre réel non nul et p un réel

strictement positif donné.
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a) Discuter suivant la position du point Mo(xo, yo), le nombre de droites (A;) qui
passent par Mo.

b) On notera (P) l'ensemble des points Mo o passe une droite unique (A;). Montrer
que (P) est une parabole dont on donnera l'"équation réduite. Donner une équation de
la droite (A;) correspondante.

3.

a) Déterminer l'ensemble (D) des points Mo tels que l'angle géométrique des droites
(A¢) passant par Mo, soient perpendiculaires.

b) Déterminer l'ensemble (H) des points Mo tels que l'angle géométrique des droites
(A¢) passant par Mo, ait pour mesure g

4. Soit F le point d'abscisse g de l'axe (Ox) : F = (2,0). Monitrer que pour tout

FM
point M de (H), <oy Ot une constante, K étant le projeté orthogonal. de M sur (D).

5.

a) Montrer que la perpendiculaire (A') a (Ag)au pointroir (A;) coupe y'Oy, passe par
un point fixe. Cette perpendiculaire (Afcoupe (D) au pointild'ordonnée h.

b) Déterminer l'ensemble décrit par le” point d'intersection de (A;) avec la droite
d'équation y = h, quand t varie_ et préciserice que sont les droites (A;) pour cet
ensemble.

6. On consideré les droites (A;) correspondant aux valeurs ti, tz et t3 solutions de
l'équation t3 = 3t + k(1'=3t2) (1) (k étant un réel).

a) Montter queMi, M: et M3, pointsid'intersection respectifs de Ay, et Ar,, Ay et
Ar, #Ag, et Ar, sont les sommets d'un triangle équilatéral.

b) Calculer lesiéoordonnées de M1, M; et M3 en fonction de ti, tz et t3.

7. Calculer ti # tant t3, titz + t3t; + tat3 en fonction des coefficients de l'équation (1).
8.

a) Calculer les coordonnées du centre de gravité G du triangle MiM2M3 en fonction
de k et p.

b) Quel est l'ensemble décrite par G, lorsque k varie dans R’
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Problémes ouverts

Sujet corrigé

PROBLEME 1

Partie A

Le plan euclidien P est muni d’un repére oxthonormé direct (O,G,\?) ! On prendra pour
unité 1 cm. On considére les points A1(15°0), Az(2.0), ..., Au(n, 0), Bu(0, 1), ..., B.(0,
n) et Cu(n, n) dans ce plan.

Les droites passant respectivement par Ad, .»Ani1 et paralleles‘a la droite de repére
(O,\?)et les droites passant respectivement par Bi,..., Bui etrparalléles a la droite de

repére (O,G), partagent le carré OACB en'n’ carrés de mémes dimensions. Parmi ces

carrés, on distingue ;
- les 4 carsés en coin,/qui ont deux cotés sur la fronticre du carré OACB.

- les 4(n2) carrés en bordure, qui ont un seul coté sur la frontiére du carré

OACB.

- lesn(n-2)*meanés._intérieurs qui n'ont aucun coté sur la frontiere du carré

OACB

On dit que deux careés sont adjacents, s’ils ont un coté commun.

A chacun de ces carrés, autres que les carrés en coin dont on ne s’occupera pas, on
affecte un nombre réel X qu’on appellera potentiel de ce carré, de telle sorte que le
potentiel de tout carré intérieur soit la moyenne arithmétique des potentiels de 4 carrés
adjacents.

Le probléme consiste a étudier les potentiels des carrés intérieurs quand on connait
ceux des carrés en bordure.
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1. Montrer que le potentiel X d’un carré intérieur est au plus grand égal au plus
grand des potentiels Xydes carrés adjacents et au moins égal au potentielle plus petit
Xide ces mémes carrés. Dans quel cas y'atil égalité entre le potentiel d’'un carré
intérieur et ces deux potentiels X et X4?

2. a. Montrer que, si le plus grand des potentiels est atteint en un carré intérieur, tous
les carrés ont méme potentiel.

b. Montrer que, si le potentiel d'un carré intérieur est strictement positif, il existe au
moins un carré en bordure dont le potentiel est strictement positif.

c. Montrer que, si le potentiel d’un carré intérieur est strictement négatif, il existe au
moins un carré en bordure dont le potentiel est strictement négatif.

d. Montrer que, si tous les potentiels des carrés en bordure sont nuls, il en est de méme
que ceux des carrés intérieurs.

Partie B

On prend n = 4 et on suppose que lés carrés en bordure ont les potentiels indiqués sur
la figure suivante :

1 1 Calculery les potentiels des carrés intérieurs et les
0 0 reporter “sur la figure. Reproduisez la figure et
0 0 compléterla en y placant les potentiels des carrés
0 0 intérieurs.
Partie C

On suppose de nouveau n quelconque (n = 3) et on rapporte le plan au repére
orthonormé direct (0,1,7), T = i : O_A: j= % .OB. On prend comme potentiel de

chacun des carrés autres que ceux en coin, la valeur prise au centre du carré considéré,
par la fonction @ telle que :

o(x,y) =ax*+bxy+cy*+dx+ey+f, ab,cdef€ER

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur & 'Ecole Polytechnique de Thiés



Club de lexcellence - Concours Général de Mathématiques Premiére partie : épreuves

1. Prouver qu’il existe une condition nécessaire et suffisante sur certains des
coefficients de la fonction @ pour que cette répartition des potentiels satisfasse a la
condition imposée.

2. La répartition des potentiels, demandée dans la partie B, peut-elle étre obtenue a
Uaide d’une fonction ¢?

3. La répartition des potentiels étant donnée par @, n étant quelconque, on suppose
qu’il existe 3 carrés centrés sur la diagonale [OC] et qui ont des potentiels nuls.

Montrer que tous les carrés centrés sur [OC], ont chacun un potentiel nul et que tous
les autres carrés ont des potentiels deux a deux opposés.

Partie D

Le plan muni du repére orthonormé divect de la partie A. On appelle potentiel d’'un
point quelconque M(x,y) du plan le réel «p(x,y)= ax®+ bxy + cy? + dx +

ey +f.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de Pensemble des points M(x,y)
du plan de potentiel nul ; construire cet ensemble dans chacun des cas suivants :

1. @(x,y) =5x%—2xy+ 5y> =12 = 0. (On pourra chercher l'équation de
Pensemble dans (0,1, 7). avec :

, ensuite’on choisira judicieusement 6.
=A—sin®)u + (cosO)v

-

J
2.0(x,y) = (x—1)2+(y+1)2—2—15(3x+4y—1)2 =0

{ U= (cosO)u + (sinB)v

PROBLEME 2

Préliminaire
On pose : P(x) = x", (x,;n) € RX N.

k
Montrer que : V(x,h) E R>, h #0: P(x + h) = ﬁzo%P(k) (%), oit PWest

la dérivée d’ordre k de P. On admettra ce résultat, connu sous le nom de formule de
Taylor, pour un polynéme quelconque de degré n.
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1. On appelle nombres de Bernoulli les nombres B, (a € N*) définis par les
relations :

By=1, C9By+CiB; =0, C{By+CiB,+C:B, =0...
CPBy+ CiB; + CZB, + -+ CFf 1By =0
Calculer Bi, Bz, Bs, Bset Bs. Montrer que les By sont rationnels.

2. On appelle polynomes de Bernoulli les polynomes définis par :
Bk(x) = C,gBOxk + C}%lek_l + C}%Bzxk_z -+ C]ICCBR

dB(x)

= kBj_1(x)

a) Prouver que :

dP By (x)
dxP

b) En déduire 'expression de

3. Prouver le développement :

Bi(x + h) = CPB(x) + CEhBr_1 + CZh?By_5(x) + -+ + Cfx*
4. Calculer Bi(x), Bz(x), B3(x), Bs(x) et Bs(x).
5. Prouver que : By (x + 1) — B, (%) = kh*5?

6. a) Trouver lexpression de la somme S} = g;%pk a laide du polynome

By +1(%). En déduire S} pourk =1,2; 3, 4.

b) Prouver & 'aide dend.. Que ZISC;& CiBs(x) = kx®=1. En déduire le polynome
B;. (x) en fonction des polynomes B (x).

Application : Caleuler Be(x), puis St
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| Sujet 14 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 2003

PARTIE 1

Dans cette partie on généralise le théoréme des accroissements

1) Soient a et b deux réels avec a < b. Soit f une fonction de b, neN
, admettant une dérivée d'ordre n + 1 sur Ja, b[. Soit &
(b - a) £ 60 (b-a)™ .
f (b) - z x (a) — T ~ = ¢ =0 sur R par

=
—~
>
~
|
—y
~
>
|
=~
I =
o
’;?
A"
v
/\
><
9)
v

b) En utilisant le théoréme des accroiss s finis, montrer, en partant de Co = b,
que pour tout entier m vérifian il existe Cp, € |a, Cpp—q] tel que

a (F1)

cette formule est appelée formule de Taylor a

n+1
agrange. Le reste de Lagrange est (th a)) f (). Le

réel ¢ dépend de et n. Le théoréme des accroissements finis correspond ici a
l'ordre n = 0.
2) Soient a, b et c trois réels avec a < b. Montrer que ¢ € ]a, b[ si et seulement s'il

existe un unique réel @ € J0 1 tel que c = a + 6(b — a).

Remarque 2. En utilisant ce résultat, la formule (F1) devient (en posant par exemple

=0 et b =x) la formule suivante, dite formule de Mac-Laurin a l'ordre n d'une
fonction dérivable sur un intervalle I contenant 0.
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(F2) : f(x)= f(O)+Zn: f 4(0) + 0 j:) f O @O(x)),0 € PA; vxel,0 dépend de f, x

et n.
3) Applications : On pose a,(x)=@A+Xx)",xe}-L+c[,;reQ. Donner la formule de

Mac-Laurin a lordre n, de a, pour neN*. En déduire la formule du binéme de

n
Newton : (a+b)"=> Cra'b"™™ pour tous a et b réels. Les notations qu'on donne ici
k=0

sont valables pour les parties 2, 3 et 4. On note F l'ensemble des fonctions numériques
f d'une variable réelle continues sur R et vérifiant (Po) : f(x + ) = flx)f(y), ¥x,yeR.
On note F™* les fonctions non nulles de F et D l'ensemble des/fonctions denF'™ qui sont
dérivables sur R.

PARTIE 2

a) Que devient la relation (Po)

lercas:y=02"cas:x=y=0

b) Déterminer les fonctions constantes sur R vérifiant (Po)nEn déduire que F, F* et D
sont non vides.

c) Soit f € F, quelles sont les valeurs possiblesde f(0).

2)

a) Soit f € F. Montrer quef(0) = O si et seulement si f est la fonction nulle.

b) Soient xo ‘€ F™ et f € F tel que f(xo) = 0. Montrer que f (;C—fl) = 0 pour tout n €

N. En déduire que f(0) = 0

3) Seit f € F*. Montrer que f(0) = 1 et f(x) > 0, Vx € R.

4)

a) Soient k € R)f et f, g € R. Donner une condition nécessaire et suffisante sur k, f
et g pour que kKf € E, f.+ g € F. En déduire que si f, g € F* alors f+geF".

b) Soient f,g e F*. Montrer que fg et ée F*.

c) Soient f €D,g e D. Montrer que fg et ée D.

5) Soient f eF et r dans Q.
a) Montrer que f(rx) = [f(x)]" (on pourra successivement prendre ¥ = 0, r =
—1, r=neN, r=meZ puisr=£,qEN*,pEZ).

fx)

b) Montrer que f(x —y) = o)

,Vx,y € R

Thierno Korka DIALLQO, éléve ingénieur & 'Ecole Polytechnique de Thiés



Club de lexcellence - Concours Général de Mathématiques Premiére partie : épreuves

6) Soient f,geF*. Montrer que f(1) = g(1) si et seulement si f = g.

7) D'aprés 2-6) et 2-5a) si f(1) = a alors f(r) =a", Vr € Qet a > 0 dapres 2-
3).

Soit a un réel strictement positif et f, la fonction définie de Q dans ]0, +oo[ par
fa(r) =a’. .

On admet que f, possede un prolongement sur R qui est unique et dérivable. On
note le prolongement f; : R — ]0,4+oo[ tel que f,(r) = a",Vr € Q.

a) Montrer que f; € D (on pourra utiliser la propriété (P1) du préambule).

b) Soit l'application a : ]0,+0[ = D par a(a) = f, o f est définie comme ci-
dessus:

Montrer que & est une application bijective.

c) propriétés algébriques de a : Pour tous rééls a et b de O, +00 [ et tout

rationnel r, montrer que :

c)) a(ab) = a(a)a(b)
Cz) a (i) = ﬁ
) a (2) — &)

b)  a(b)

cy) a(a”) = [a(a)]

PARTIE 3

1) Soit £, e F* dérivable en'0.-Montrer que si xo ¢ R alors f. est dérivable en xo et que

f.(x,) =f. (0) f, (%) (On pourra utiliser:2-5b))

2) Soit £, eD. Montrer que pour tout entier naturel n, fa est de classe C" sur R et que
fat V) =FO ™ (%) = [ (0] fu(x), ¥ x € R

3) Pour tout a 2 J0,400[, on pose W(fy) = f4(0). On définit ainsi une application

u de D dans R par: i(f,) = f,(0). Propriétés algébriques de u :

a) Montrer que :

al)u(fa)z()(:)a:l
a)u(fed) =0ea>1
b) Pour tous a et b de ]J0,400[ et tout r € Q, montrer que

b)) u(fafp) = tfatufp
b2) u (f_la) = —u(fy)

bo) 1 (22) = 1) = )
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bs) H(far) = _.u[(fa)r] = T',U(fa)

c) Montrer que :

c) u(fy) = u(fp) ®a=>b
c2) u(fa) > u(fp) & a>b.

4) Tableau de variations pour f, € D.

a) En utilisant 3.2) et 3.3a) donner les sens de variations de f et f, en fonction de
a, a € ]0,+4o0l.

b) On suppose que a > 1. En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer
que : fa(x) =1+ x(u(fa)), Vx> 0.

c) En déduire que (+) reste vrai

c1) pour 0 <a <1 etx <0 cz) pour x = Ofa €]0,+ o0,

d) Si a > 1 (vespectivement a < 1) calculer les limites de f, en +00 (respectivement en
—00) puis en —00 (respectivement en +00). Compléter les tableaux de variations du
3.4a).

e) On suppose que a > 1.

1. e1) En utilisant la formule “de’ Mac-Laurin, montrer que f,(x) =1+

k
n_ S u(f)1% Vn € N* et € R*.

k!
2. ez) En déduixe les limites de fc;(:) et X" f,(—x) en +00 avec n € N*. Puis les
limites de 72% gt X" fu(—X%) en +o0 avec r € Q7.

xr
k
5) Soit x\un réel positif, on pose Sp(x) = %, V k € N*. On donne S,,(x) =1+
2 n '
D=1 Sk() =1+ % + % +v + % (m € N*). On définit ainsi une suite
(Sn (x))ndépendant du parameétre x € ]0,4+0[. On wveut montrer qu'elle est

conwvergente et on suit la@'démarche suivante.
a) Etudier la convergence de (Sn (x))n.

b) On suppose que x > 0, on pose p = 2(E(x)+1). Montrer que, pour k = p,
1

Sk(x) < 5p_1(x) Py

c) Etudier la convergence de (Sn (x))n, x €]0, +oo[. puis en utilisant (a) et (b) ci-

dessus, montrer que (Sn (x))n converge pour tout X €]0, +oof.
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Remarque 3. On note y = lim S;(1). Cette notation reste valable pour la
n—-+oo

suite. Calculer Ss(1) a 0,001 pres.
6) Soit f, € D, donner une condition nécessaire et suffisante sur u(f,) pour que

fi €D.
7)

a) En utilisant la formule de Mac-Laurin a l'ordre n de f,, n € N*, montrer que si

U(fy) =1 alors a =y o y est défini en 3.5¢, en déduire que u[(fy)r] =7,
V r € Q en utilisant 3.3.b4).

b) Donner les formules de Mac-Laurin a l'ordre n de fg et f,, pour a €]0,+oo].

c) Si u(f,) = m € R, en utilisant 3.7.b), montrer quiil existe O/et 8" €40; 1[ tel

n+1
que : a — f,(m) = % [fa(e) — fy(Q'm)], En déduire que @ =(f, (m) clest-

adive a = fy(,u(fa)),‘v' a > 0.

d) En En utilisant la formule de Mac-Ldurin & lordre n,m € N* de a,(x) =
(1+x) our€Q, |r| <1,x>—1 (voir 1.3) avec x = a — 1, puis en
faisant tendre r vers O, montrer qu'il éxiste 8) € 0, 1[ dépendant de n et a tel que :

2 n n+1
()= 1.=(a-9-C L, B gD, 1
n n+l [+ @a-1)]
Veérifier V.a >0, 1 + 0'(a — 1) est compris entre 1 et a (regarder les cas a = 1, a
<leta> 1)

8) On définit une nouvelle applieation 4 de 10, +0o[ dans R par A = poa.

n-+1

a) propriétés algébriques.de 4. Si a, b € 0, +00[ et r € Q, en utilisant 27), 33)
et 3.7) montrer que :

a) A(1)=0

az) A(y) = 1

as) Aof,(r) =1, Vr € Q.

as) f,oA(a) = a, Ya > 0

as) A(ab) = A(a) + A(b)

a) A (3) = -2(@)

ar) (%) = A(a) — A(D)
as) A(a") = ri(a), r € Q.
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b) propriétés analytiques de A

1. bi) En utilisant 3.7.d, montrer que A est continue et dérivable en 1 et que
A'(1) =1.

En déduire que A est continue et dérivable sur 10, +00[ et donner A'(x) pour tout
x €]0,4+o[ . Préciser les variations de A. (N.B. : A est la dérivée premiére de A).

2. bz) En utilisant 3.8.aas3) et a4) et la propriété (P1) du préambule, montrer que A est

bijective de ]0, +0o[ sur R et que f;, est sa bijection réciproque.

)ﬁf) en +0 et x" A(x)

bs) Calculer les limites de A en 0" et 400 puis les limites de

en 0°, r € Q7 (on pourra utiliser fy)

c) : détermination des fonctions D enifonction.de f ¥ et

Montrer que f,(r) = f,,(rA(a)), Vr € Q4. En déduire que f, (X)'= f, (xA(a)),
VxeRa>0.

PARTIE 4

On se propose de montrer ici que les‘fonctions de D peuvent étre regardées comme des
limites de suites. Pour cela d'apres le 3.8.c)ibsuffit de le montrer pour f,. Si x est un

réel, on pose t,(x) = (1 + %)n, neN” et :
t,(x)six=>0
wp(e) =1 /1
tn(—x)
On définit ainsi detsasuites (t.(x))n et (wn(x))n.

1y

a) Si x > 0, en utilisant la formule du binéme de Newton montrer que tu(x) > 1.

b) Si x > 0, montrer que t,(x) = Zz=0xk—1:(1 —1) (1 —E) (1 —%) En

n n

si x <0

k
déduire que t,,(x) < Y=o ~o buis que la suite (t(x)), est majorée en utilisant 3.5).

c) Montrer que (tu(x)). est croissante puis qu'elle converge.

2) Etudier la convergence de la suite (t.(0))..

3)

a) Montrer que pour tout x € R*, |t,, ()t (—x)| < %[tn(xz) — 1]. En déduire

que (ta(x))n converge pour x < 0.
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b) Montrer que (t.(x))n converge pour tout réel x. On note h(x) sa limite. Montrer que

(wn(x))n converge vers h(x) Vx € R.
1

Wn(x)’

4) Montrer que wy, (—x) = Vx €R

5
a)) Soient x et y deux réels, montrer que :
|6a O ta (¥) =t + )] < =ty (lx + YD (ta(xy) — 1)
En déduire que h vérifie (Po) c'est-a-dire h(x +y) = h(x)h(y), V x,y € R.
b) Montrer que li_?)?(}o wy, (x) = h(x) oit wy, (x) est la dérivéepremiere de w, en tant
que fonction de :cl

c) On admet que lim f; wy, (x)dx = f; lim wy (X)dx (a, b € R) et que h est
n—oo n—oo

dérivable sur R (donc h € D). Montrer que h(x) = h(1) + flx h(t)dt; en déduire

que h’(x) = h(x), V x € R.
d) En déduire que h = fy.

Conclusion

On vient d'étudier les fonctions_exponentiellessa base a (avec a > 0) que vous aveg
4 (e - — X2 ,xlna :

peut- étre définies par fo(x) =exXpy,x = a*= e*"". La fonction f, est la

fonction exponéntielle a base e = Yy et la fonction A est la fonction logarithme

népérien introduite ici de maniére peu usuelle.
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| Su'let 15 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 2004

Sujet non corrigé

Obijectifs, définitions et notations

Dans tout le probleme, % désigne un plan affine euclidien orienté muni d'un repére
orthonormal direct, ® = (O, i, j ).

Objectif

L'objet du probléme est I'étude de quelques questions relatives a la notion de
points cocycliques.

Cette étude fera appel a la notion de deux droites symétriquement inclinées sur
une troisiéme ainsi qu’a celle de puissance d’'un point par rapport a une conique
généralisant |la notion de puissance d’'un point par rapport a un cercle qui a été
certainement déja rencontrée.

Définition 1 (angle orienté de droites)
Soit D¢ et 1, deux droites de P de vecteurs directeurs respectifs V’I et v2 et 6 un

nombre réel.
On dit que 6 est une mesure de I'angle orienté du couple de droites ()4, 1) si et

seulement si 6 ou 6 + m est une mesure de l'angle orienté du couple de

vecteurs (v, , V_).
( 1 2)
A N\

72') angle du couple de vecteur (W,T et(D, D

2) " 2)Iangle

On note, (W,
du couple de droites (D1, Dy).

Définition 2 (Droites symétriquement inclinées)

Etant données trois droites 1), T, et D du plan P, on dit que D4 et 1), sont

symétriqguement inclinées sur U si les angles orientés des couples de droites,

(D, M4) et (O, W) ont des mesures opposées modulo .
72
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PRELIMINAIRES

1. Soit 14 et M, deux droites de P de vecteurs directeurs respectifs v et v_

1 2
d’affixes respectives z; et z; et soit 6 un nombre réel.
Donner une relation nécessaire et suffisante entre z4, z, et 6 pour que

(0, D,)=6(m.

2. Soit (o, B, ) € 3 x 3 x 3*.

a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation ¢ du
[X'= AX + @

plan ¢ définie analytiquement dans ‘R par : 1
Y =A +B

b) Soit I' une courbe d'équation, dans R, f(x, y) = 0, ou f est une application de

3x3 dans 3.
Montrer que I'ensemble I"" défini par: f(Ax + o, Ay + B) = 0, se déduit de I
par une transformation que I'on précisera.

PARTIE | Droites symétriquement inclinées et points cocycliques

1. Soit trois droites T, T4 et W, de vecteurs directeurs respectifs V ﬂ et vy
d’affixes respectives z, z4 et z.

a) Montrer que 14 et 1, sont symétriquement inclinées sur D si et seulement si

%1 %

5 est réel.
pa

b) En déduire, dans le cas ou 14 et 1, sont paralléles, que :

14 et D, sont symétriqguement inclinées sur D si et seulement si elles sont,
soit paralléles a 1, soit perpendiculaires a 0.

2. Soit A, Az, As et Ay quatre points distincts d'un cercle du plan $ d’affixes
respectives z4, 22, z;3 et z4.

On suppose que les droites (A1 Az) et (A3 Ag) sont symétriquement inclinées
sur une droite 1 de 9.
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a) Montrer que

b) Montrer que les droites (A4 A3) et (A2 Ag) sont symétriquement inclinées sur
D.
En est-il de méme pour les droites (A Ag) et (A; Az) ?

3. Soit Ay, Ay et Az trois points distincts d'un cercle de P d’affixes respectives

Z1, 2o et z; etsoit t I'affixe d’'un vecteur directeur v dela tangente T en A4,
a . On suppose que les droites (A1 Az) et (A1 A3) sont symétriquement
inclinées sur une droite 1 de 9.

est réel.

a) Montrer que -

b) Montrer que les droites T et (A2 Az) sont symétriquement inclinées sur 0.

PARTIE Il Etude générale des coniques

On rappelle que les coniques (propres) sont les courbes obtenues en coupant un
cone circulaire par un plan ne passant pas par le sommet du céne.
On a aussi la définition suivante.

Définition 3

Etant donné une droite d, un point F n'appartenant pas a d et un réel strictement
positif e, on appelle conique de directrice d, de foyer associé F et d’excentricité e

'ensemble I des points M du plan % vérifiant ME _ e, ou H est le projeté

MH
orthogonal de M sur d.

1) Montrer que la droite 1 passant par F et orthogonale a d est un axe de
symétrie pour I'.

2) Soit K le point d'intersection de d et de 1, M un point de I', M’ son projeté
orthogonal sur .

Montrer que M’ M2+ (MF + eMK

) M'K

J (M'F - eM'K] - 0.
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3) On suppose e = 1.
a) Montrer que I" (] D = {Q}, ou Q est le milieu de [K F].
b) Montrerque T={Me P/M M? =2 QM' x KF}.

c) En déduire que I'ensemble des projetés orthogonaux des points de I" sur 0
est la demi-droite [(2x) d’'origine Q contenant F.
On dit que I est la parabole de directrice d et de foyer F ; Q est son sommet.

4) On suppose e = 1

a) Montrer que I' [ D ={Q, Q’}, ou Q =bary { (F, 1) (K, e)}.
et Q' =bary {F, 1) (K, -e)}.

b) Montrerque I'={Me /M M?=(e°—1) M'Q x M'Q'}.

c) En déduire que :

i) sie <1, 'ensemble des projetés orthogonaux des points de I sur 1 est
[Q2 Q). T est alors appelé cllipse ; Q et Q' sont ses sommets.

i.i) sie > 1, 'ensemble des projetés orthogonaux des points de I" sur 1) est
la réunion des deux demi-droites [(2X) et [Q2'X’) d’origine respectives
Q et Q' ne contenant pas K.
I" est alors appelé hyperbole ; Q et Q' sont ses sommets.

5) On se propose de montrer qu’'un cercle ne peut pas vérifier la définition 3.
En effet, si tel était le cas, 'axe focal 1) serait un diamétre de ce cercle et aurait

deux points communs Q et Q' avec le cercle.

a) Montrer alors que M'M2 =—M'QXMQ'
b) En comparant avec une autre expression de MM’2, conclure.

N.B. : Cela n'empéche pas au cercle d’étre une conique en tant que section plane
d’'un cbne.

Nous retiendrons donc que les coniques sont les cercles, les ellipses les
hyperboles et les paraboles.

PARTIE IlI Puissance d’un point par rapport a une conique

Soit " une conique et S un point du plan. On se propose de définir la notion de
puissance de S par rapporta .

On considére alors une droite A quelconque passant par S, munie d’'un vecteur
directeur unitaire u.

1. On suppose que I est un cercle de centre | et de rayon R = 0.

a) On suppose que A coupe I en deux points A et B et on pose p = SA. SB.
Exprimer p en fonction de Sl et R.

Le nombre p, qui ne dépend que de S et I, est appelé puissance de S par
rapport a I et est noté I'" (S).

b) On suppose que A est tangente a I" en My. Montrer que T" (S) = SMg=2.
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2. On suppose que I n'est pas un cercle. Soit e son excentricité, 12 son axe focal
et 6 une mesure de 'angle corientée du couple de droites (1, A).
On se propose de montrer que lorsque A coupe I" en deux points A et B, le
produit p = (1- e® cos® 6) SA . SB ne dépend que de S et I'. Pour cela, on
suppose dans cette question que le repére ‘R est choisi de sorte que T = (0, i ).

a) Montrer que I peut étre défini dans ‘R par une équation de la forme f(x,y) = 0,
ol f(x, y) = (1 —e?) x* + y? + 14 X + > avec [y et u» deux constantes réelles.

b) On note (Xo, Yo) les coordonnées de S. Soit M € A et posons A = SM.
i) Exprimer les coordonnées x et y de M en fonction de Xq, yo, 6 et A.
ii) En déduire que M € T si et seulement si A est racine d'une équation de la

forme (1 — e? cos? ©) X? + BX + vy = 0 ou B et y sont des réels qu’on
exprimera en fonction de 6, xq, Yo, €, Wy et us.

c) On suppose que A coupe I en deux points distincts A et B.

Montrer que p = f(Xo, Yo) ; p s'appelle la puissance de S par rapport a I" et
seranoté I' (S).

d) On suppose que A est tangente a I en M.
En admettant que 1 — e cos” 0 = 0, montrer que f(xo,Yo) = (1 — e cos? 6) SM¢?.

PARTIE IV lignes de niveau de 'application S — T(S)

Soit I" une conique du plan.
Atoutréelr,onassociel ={S e P/T(S)=r}

Onpose:U={re 3/, = b} V ={re 3/I; estréduit a un point} ;
W =3\ (U UV).

1. On suppose que I est un cercle de centre | et de rayon R.
Préciser en fonction de R, les ensembles U, V et W et décrire I';, pourr e W.

2. On suppose que I n'est pas un cercle.
a) Déterminer I'y. Lequel des ensembles U, V et W contient O ?

b) On suppose que I est une ellipse d’équation, dans R,
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2 y2 - _
2~ + 25 =1,0<b<a.Onaalors ® = (0,i) qui est I'axe focal.

a2 b2

Déterminer U, V et W et montrer que pour toutréelre W, I'; est 'image de I
par une transformation géométrique dont on précisera la nature et les

éléments caractéristiques.

c) Répondre aux mémes questions quen IV — 2 =b) si " est la parabole
d’équation y2 =2ax dans‘R aveca>o. 1= (o, i) estalors I'axe focal.

d) On suppose que I est une hyperbole d’équation, dans k,

2 y2 S
v 1,2a>0,b>0.Onaalors © = (0, i) qui est I'axe focal.
a b
i) Décrirell ..

b2

i) Déterminer et construire I" = |'2b2.

iii) On suppose r = b%. Montrer que, selon la valeur de r, T, est limage de T
ou I" par une transformation géométrique dont on précisera la nature et
les éléments caractéristiques.

PARTIE V Points cocycliques sur une conique

I désigne une conique qui nest pas un cercle. On note T son axe focal. Soit
quatre points distincts Ay, Az, Az et Ay sur T.

1. On suppose que (A A) et (Asz Ay) sont sécantes en un point S.
a) Montrer que S ¢ {A1, Az, As, Agl.

b) Montrer que A4, A,, Az et A, sont cocycliques si et seulement si

SA1 .8A2 = SA3 .8A4 (utiliser Il ;1-a)

c) Montrer que A4, Az, Az, A4 sont cocycliques si et seulement si (A Ay) et (As Ag)

sont symétriguement inclinées sur 0.
77
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2. On suppose (A1 Ap) et (A3 Ay) paralleles.

a) Montrer que A4, Az, As et A4 sont cocycliques si et seulement si (A1 Ay) et
(As As) sont symétriqguement inclinées sur 0.

b) Montrer que A, A;, A; et A, sont cocycliques si et seulement si (A, Ay) et
(Az As) sont perpendiculaires a un méme axe de symétrie de I'.

3. On suppose que la tangente T a I en A; et la droite (A, A3) sont sécantes en
un point S. On appelle le cercle circonscrit au triangle A4, A; et As.

a) Montrer que S ¢ {A1, Az, As}.

b) Montrer que T, estlatangente a en A; si et seulement si :
SA*=SA_.SA,.
1 2773

c) Montrer que T, est la tangente a en A; si et seulement si (A; A;) et (A4 A3)
sont symétriguement inclinées sur 0.
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| Sujet 16 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 2005

Sujet corrigé

PRELIMINAIRE
1) Déterminer un polynéme P, de degré 3, a coefficients réels, tel que :

Vxe R, PX)—-P(x-1)= X2, et vérifiant P (0)=0. _
En déduire que pour toutn e N* 12+ 22+ 32+ +n?= n (n+123[2n+1].

2) En utilisant une méthode analogue a celle de la premiére question, montrer que
2 ( 2

n“ (n+1)

Vne N*, 1°+22+3%+ _+n= Z

PARTIE A

(Up) est une suite arithmétique définie sur N, de raison r et telle que Uy = a et Un0+1 =b, avec

ae R, be R,a<betngfixé dans N .

1) Sire N* montrerque b —a e N* et que r est un diviseur de b — a.

2) On suppose dans cette question que r est fixé dans N* etque ae N*, b e N*,
Sib <r(ng+ 2), déterminer le nombre de suites (U,) possibles.

3) On considere un polynéme ¢ du second degre tel que :

vxe R, Q(x)=ox®+px+7y,ae R* (B,y)e R
On suppose dans cette question que la suite (U,) est strictement croissante et que
0.Q (a) > 0, 0.Q (b) < 0 et p? - 4oy > 0.

Montrer que a < — .
20

4) Sir=a,avecac N*etbh =16 200, quel est le nombre de valeurs de a ?

5) On suppose que ng est pair avec ng =2 h ; on pose x = %b :

Calculer Ug, Uy, ..., Un0+1 en fonction de x, r et h.

6) On suppose que Ug, U1, ..., Un0-1 sont des entiers impairs consécutifs positifs ou négatifs

tels que Up + Uy + .. + Up 4= 7
Donner les valeurs de a et b.
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7) Shestlasomme des n premiers termes de la suite (Un), r20,a=0, n=0.

S
a) Déterminer les suites (U,) telles que —2n oot indépendant de n.
n
S2
b) Onsupposequer=0,a=0,n=0et S—n = k, k constante réelle. Donner la valeur de
n

K.
On pose alors >p =Sz + Sy + Sg + ... + Son.
Mettre >, sous la forme d’un polynéme factorisé, en n.
Calculer 31 + 3> + ... + 3, en fonction de n.

8) SOIt Sn = UG + U.] + .+ Un_1’ vﬂ c \J:‘:’
On suppose que S, = 3n® +4n, V, e N*.

a) Donner la valeur de la raison r de la suite (Up) et celle de Uy.

b) Montrer qu’il y a une infinité de termes de la suite (Un), qui sont des carrés parfaits et
donner la forme générale des indices de ces termes.

9) Onpose :Upn=A Uy=petU,=yavecr=0.
Montrerque :A(n—p)+ d(p—m)+y(m-n)=0.

10)On pose: W, = eU”, vV ne N.
a) Quelle est la nature de la suite (wp,) ?

b) Six, y etz sontdes termes consécutifs de la suite (w,), montrer que :
Vke Z, (X + YK+ 29 (XK = vk + 2) = x4 y2 4 22

c) X,y etz étant des réels tels que pour toutk € Z, on ait
(X¥ + yE + 2 (K = v + 24 = x¥ + y** + 2% donner les conditions sur k, x et z pour que
X, y et z soient 3 termes consécutifs d'une suite géométrique.

d) Déterminer 3 termes consécutifs d’'une suite géometrique ( t,, ) sachant que la somme

de leurs inverses est egale a 26 et que la somme des carres de leurs inverses est
égale a 364.
e) Montrerquesitym=s,t, =hett,=ealorss"". hP™M e™"=1.

11)Soit f: x > f(x) = x? e*.

a) Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R.

b) On suppose que (Uy) a pour raisonr=2etque a=0.
Montrer que f™, fonction dérivée n°™ de f sur R, vérifie -

vV xe R,V ne N*, f(n) (x) =e* (0 +xUn+ V), ot (Vn) est une suite a déterminer.
Calculer U, et V  en fonction de n.
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c) Dans le plan (P) muni d’'un repére orthonormal, on considere les points M, (U n, V ).

Montrer que sin = 1, M, appartient a une parabole (P) dont on donnera une équation
et les éléements caractéristiques.

12)On suppose que tan (2a) =2, que 0 <a < g etqueb-a=(ng+1) g

On considére la fonction g : x — g(X) = €™ sin (2x).

a) Etudier la dérivabilité de g sur R.
b) Pour tout reel x, calculer g'(x).

c) Montrer que les solutions de I'équation g’(x) = 0 sont les termes de la suite (Uy) et
que les images par g de ces solutions sont des termes d'une suite géométrique dont
on donnera la raison et dont on étudiera le sens de variation et la convergence.

PARTIE B

Le plan (P) est muni d’un repére orthonormal direct (O, i, j ).
On suppose que 0 <a<b,Up=aet Un0+w =b.

1) Soit f une fonction définie sur R. Montrer que f se décompose de maniere unique en la
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

2) a) Montrer que la fonction expe : X > €” peut s'écrire expe = ¢ + v 0l ¢ est une fonction

paire et y une fonction impaire, définies sur R et a déterminer.
b) Etudier les variations de ¢ et y et tracer dans le repére (O ; i ] ), les courbes(C) et
(C’) representatives de ¢ et y respectivement.

¢) Montrer que v est une bijection de R sur R et que sa bijection réciproque \p'1 est
dérivable sur R.

Montrer que ¥ x € R, [o(x)]* - [w(X)]* = 1 et en déduire 'expression de (v™")' ()

en fonction de x et la valeur de 'intégrale | = jéi dx.
VI+X
d) On considére le domaine (Dp) ={M(x,y)e P/0<sx<sUpety (X) <y < p(X)}

Calculer en unités d'aire, l'aire «+4n de (Dn).

Calculer |y  #n etinterpréter graphiquement le résultat obtenu.
N—>+oo

}) On considére la courbe (H) : 2xy = 1. Soit A le point de (H) d’abscisse 1_ et M le point
J
de (H), de coordonnée (x,y). On désigne par A’ et M’ les projetés orthogonaux respectifs

de A et M sur I'axe (ox) du repére (O ; i, j) et K le point d’intersection de (OA) et (MM").

a) Démontrer que le triangle OMK et le trapéze A’A K M’ ont méme aire .
En déduire I'aire A, en unités d’aire, du domaine curviligne fermé OAM limité par [OA],
[OM] et I'arc de (H) limité par A et M.
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b) On veut que s = U,.
Calculer alors, en fonction de U, les coordonnées x et y de M, dans le repére
O:1,7)

c) X etY étant les coordonnées de M dans le repére (O, [,J) déduit du repére (O, i, j)
par la rotation R (0, g) de centre O et d’angle de mesure E :montrer que : X = ¢ (2 Up)
etY =y (2 Uy).

d) Calculer X2 — Y? et en déduire la nature de (H) et ses éléments caractéristiques.

e) On considére un triangle EFG dont les 3 sommets appartiennent a un méme arc de
(H) ; montrer que l'orthocentre T de ce triangle appartient a cet arc de (H).

f) Q étantle Eennj duierclicircg_scrit au triangle EFG,
onpose: v=QT-QE-QF - QG.

+ Montrer que : v L FG et que v L EF.
En déduire que QT =QE +QF +QG.

*+ Les points E, F et G décrivent un méme arc de la courbe (H)de telle sorte que, pour

tout réel x, on ait:(x—u)(x—B)(x—l):xs-%.

Déterminer la position du point Q.
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| Sujet 17 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 2006

Sujet non corrigé

& est un plan euclidien.

S1 I est un cercle de ce plan de centre €2 et de rayon R, on notera J (I'), le disque ouvert de centre (2
et de rayon R.

IM={Me & QM<R}.

&(I), est 'extérieur du cercle I'.

PARTIE 1  Puissance d’un cercle par apport a un point. (04 points)

Soit I un cercle de centre ( et de rayon R.

3)

4

6)

1) Soit M un point de &Zet soit £ une droite passant par M et coupant I en deux points T; et Ts.
On pose : P(g, (M) = MTy « MT,.

Montrer que P g, ry (M) ne dépend pas de la droite £ passant par M et sécante au cercle I'. (0,5 pt)

Dans la suite, on pose: Pr KM) = Pe. n (M): (Cette quantité est la puissance du pomt M
par rapport a I).

2) a) Etudier le signe de la puissance d’un point M en fonction de sa position dans le plan. (0,5 pt)
b) Quelle est la puissance du centre d’un cercle par rapport a ce cercle ? (0,5 pt)
Soit I un cercle et £, une droite passant par M et tangente au cercle I" en un point T.

Quelle est la position du point M par rapport au cercle si une telle droite existe ? £, est-elle
unique ?

Montrer que Pr (M) = MT?. (0,5 pt)

Sotent 'y et [ deux cercles sécants en deux points A et B. Montrer que la droite (AB) est
I’ensemble des points M tels que Prl M) = PF,) (M). (01 pt)

Déterminer la nature de I’ensemble des points qui ont la méme puissance par rapport a deux cercles
lorsque ceux-ci ne sont pas forcément sécants.

Quelle est la situation si les deux cercles sont tangents ? (0,5 pt)

P est rapporté a un repere orthonormal (O, 1, 7).
Soit I' un cercle dont I’équation cartésienne dans ce repére est : x* +y* +ax + by + ¢ = 0.
Déterminer la puissance de O par rapport a I (0,5 pt)
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PARTIE 2 Construction d’une II — droite (07,5 points)

Dans cette partie, & est un cercle de centre O et de rayon R, et IT est un disque ouvert limité par &, A et B
deux points distincts de IT.

1) On suppose que A et B sont situés sur un meme diametre de & Montrer que dans ce cas, aucun
cercle I passant par A et B ne rencontre & en deux points diamétralement opposeés. (01 pt)

2) On suppose que A et B ne sont pas situés sur un meme diametre de & et que OA = OB. Montrer
I’existence et ['unicité d’un cercle I' qui passe par A et B et qui rencontre # en deux points

diameétralement opposes. (0,5 pt)
Proposer un programme de construction de I'. (0,5 pt)
3) On suppose que OA # OB et que A et B ne sont pas situés sur un meme diametre de #.
On suppose qu’il existe un cercle I de centre € qui rencontre # en deux points diamétralement
opposés T et Ts.

a) Montrer que (A B) rencontre (T; T») en un point unique S. (0,5 pt)

Y MAasnnneas N (T A+ Ty 7CH I W -SRSaY

c¢) Soit I'” un cercle quelconque passant par A et B et rencontrant Z en deux points U; et Uz
distinets.

Comparer la puissance de S par rapport aux cercles & I et I : en déduire que

S e (U; Uy). (0,5 + 0,5 pt)

d) Lorsqu’on ne connait pas I'. déduire de ce qui précede une construction géométrique du

point S, puis de I'. (01,5 pt)

e) Justifier que I passe par Ts. (0,5 po)

4) Autre démonstration de [’existence de T

On suppose que SFest rapporté a un repere (O, 1, j)., et € est un cercle de centre O et de rayon
R=1.

a) Montrer qu” un cercle I' (distinct de %) rencontre # en deux points diameétralement
opposés si et seulement si Pr (O) = -1. (01 pt)

b) En déduire une méthode analytique pour montrer I’existence et I’unicité de I" en déterminant
une équation cartésienne, puis son centre. (0,25 pt)

Comment dans cette méthode reconnait — on que les coordonnes de A et B sont telles que on
est dans le cas particulier étudié a la question 1) ? (0,25 pt)
PARTIE 3 Un lieu géométrique (02,5 points)
Soit & un cercle de centre O, de rayon R, et A un point distinct de O situ€ dans le disque ouvert IT limité
par &
1) Soit[To: T’o] le diametre de # perpendiculaire a (O A). Soit I’y le cercle circonscrit au friangle

To T’0 A, et Qo son centre. Soit {2 un point de la perpendiculaire A a (O A) qui passe par Qo. Soit [T1,
T2] le diametre de & perpendiculaire a (€2 O).

a) Montrer que Q Ti=Q A, pouri=1, 2. (0,5 pv)

b) Soit Zle lieu géométrique des centres des cercles qui passent par A et qui coupent Z selon deux

points diamétralement opposés. Montrer que A € & (01 pt)
84
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2) Montrer que ZFC A. (0,5 pt)

3) En déduire une nouvelle construction géométrique du cercle I' qui passe par deux points A et B

(non situés sur un meéme diametre du disque IT et qui coupe Z en deux points diamétralement

opposes). (0,5 pt)
PROBLEME N°2 (05 points)
n
L’objet de ce probléme est d’étudier la suite U définie par Un= X — et de determiner sa limite
k=1 k
—+o0 .
U= 2 — sielleexiste. Onrappelle que six est unréel, e™ =cosx + isinx.
k=1 k~
1) On considere la fonction fn définie par :
- n
Vxe [0, <] fn (x)= 2 cos 2kx.
2 k=1

Déterminer fn (0), puis déterminer I’expression fn (x) en fonction de sinx et sin (2n + 1)x, pour tout

xtelque: 0<x < (0,25 + 0,75 pt)

I
2

. B ~ . r . T[
2) aet[3 étant deux réels, on considere la fonction h définie sur [0, 5] par:

5
oX + Px~ ,
h(x)= ——m si x#0
sin X
h(o) = o
.- T . T —
Montrer que h est dérivable sur [0, E] et que h’” est continue sur [0, 3 ]. (0,5 + 0,5 pt)
T
2

3) Pourtoutn e N*, on définit H(n) = Th(x) sin nx dx
0

Montrer qu’il existe un réel K, ne dépendant pas de n tel que, pour toutn e N* Béi m| <K (01 pt)
n

i
2, 2

4) Soit] (k, a.p)= j(O(X +Bx~) cos 2kx dx.
0

Déterminer un couple de réels (o*, B*) tel que : T (k, o, p*)= . 11{2 ) (0,5 pt)
On suppose que : .= o* et f=p* pour toute la suite.
2
5) a) Montrer que Un = 4J‘§(—x + X?) fn (x) dx. (0,5 pv)
b) En déduire que Un est convergente et déterminer U. (01 pt)
Présentation clarté et précision : (01 point)
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| Sujet 18 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 2007

Sujet corrigé

PROBLEME N° (09,75 points)

Soit (E) un plan affine euclidien et d la distance euclidienne définie sur (E). Soit A4 une partie

de (E).

Définitions :

v" On appelle distance sur € une application de : (E) x( E) — R* vérifiant :

v YV (x Y, 2)e(E)x (E) x (E)

d(x, y) = d(y, x) ;
d(x,y) =0 sietseulementsi x=y;
d(x, z) = d(x, y) + d(y, 2).

v' On appelle expansion de (+, d) toute application f de <+ dans A telle que : quels que
soient M et M’ éléments de A, on ait la relation d (M, M) <d ( f(M), f(M") ).

v" On appellera isométrie de (s, d) toute application bijective de f conservant la distance,
c'est-a-dire : d(M, M’) = d ( f(M), f(M’) ). On notera Z(#A, d) I'ensemble des expansions et
A, d) 'ensemble des isométries.

1/ a) Prouver qu'une expansion est injective. (0,5 point)

b) Montrer que la composée de deux expansions est une expansion (0,5 point)
c) Soit f une expansion bijective. Prouver que f est une isométrie si et seulement si
f1e Z (A, d). (0,5 point)

2/ Soient A et B deux points distincts de (E) et A le segment [AB].

a) Pour fe ZE (A, d), déterminer la paire {f(A), f(B)}. (0,5 point)
b) En composant au besoin f avec une isométrie de (4, d), montrer que I'on peut se
ramener au cas ou f(A) = A et f(B) = B. Déterminer alors f. (0,5 points)
c) Déterminer £ (4, d). (0,75 point)
3/ A estune partie quelconque de (E) et fe Z (A, d). On suppose que U et V sont deux

points de <A invariants par f et que C estun point de + tel que f(C) = C. Prouver que le

segment [U V] estinclus dans le demi plan fermé contenant C de frontiére la médiatrice
de [C, f(C)]. (0,75 point)
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4/ On suppose que A est la partie fermée composée de l'intérieur de I'ellipse & de foyers F
et F’, de grand axe Z2a, et de I'ensemble des points de & Soit A et A’ les extrémités du
grand axe, puis B et B’ les extrémités du petit axe.

a) Prouver que d (M, M) < 2a, pour tout (M, M’) € A 2. Déterminer les conditions d’égalité.
(0,5 + 0,25 point)

b) Soit fe % (A, d). On suppose que f(A)=A et f(A") = A" et qu’il existe C de & tel que
f(C) # C. Montrer que F et F’ sont sur la médiatrice de [C, f(C)]. (0,5 point)

c) Soit fe E (#4, d). On suppose que A, A’, B et B’ sont invariants par f. Montrer que

f=IdA. (0,75 point)
d) Déterminer I'expansion de (+,d) (01 point)
5/ Déterminer % (4, d) lorsque A estle domaine fermé limité par un cercle (C) non réduit
a un point. (01 point)

6/ On suppose que (E) est rattaché a RZ. Soit M (X, y) et M (X,y) deux points de (E).
On note 3 la distance sur (E) définie par: & (M,M’) = sup (x - x|y - /).
Onnote T'={M € (E) tels que & (O, M) < 1} la boule fermée de centre O (0, 0) et de
rayon 1. Onnote A(1,1),B(-1,1),C (-1,-1)etD (1, -1) les quatre sommets de I

a) Prouver qu'un élément g € (I',8) envoie une paire de points situés sur 2 segments
distincts paralléles du quadrilatére A, B, C, D sur une paire de points possédant la
méme propriété. (01 point)

En déduire que g laisse globalement invariant {A, B, C, D}. (0,25 point)

b) Montrer que si un élément g de #(I',0) vérifie g (A)=A alors g (C)=C. (0,5 point)

PROBLEME N2 (10,25 points )

L'objet du probléme est de trouver les termes premiers d'une suite recurrente.
Partie 1 (02,75 points)

Soit 7 I'ensemble des suites réelles U définies par : Up+2 = Un+1 + Uy, pour tout n > 0.
1/ a) Prouver que si U et V sont des 2 suites de ¥, alors la suite (U, + BV,) € & pour
tousréels o et B. (0,25 point)
b) Montrer que tout élément de ¥/ est défini par la donnée des réels Up et Uj.
(0,5 point)
2/ On suppose que les suites V et W sont des suites de 7/ non proportionnelles. Soit (Un)
une suite de 7/ Prouver qu’il existe un couple unique (o, B) de réels tels que :
oVo + PWo = Up et aVq + W4 = U4

En déduire que I'ensemble 7/ est 'ensemble des suites (oVn + BWh) (0,5 point)
3/ a) Determiner r de fagon qu’il soit la raison d’'une suite géométrique de premier terme 1
appartenanta . (0,5 point)
b) Montrer que les deux suites géométriques obtenues en a) ne sont pas proportionnelles.
(0,5 point)
c) En déduire I'expression générale d’'une suite quelconque de %/ (0,5 point)
87
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Partie 2 (02,5 points)
Soit U la suite définie par Uns2=Ups1+ Uq+ 1, avec U1 =1 et Us = 2.
1/ Montrer que U est une suite positive et croissante. (0,5 point)

2/ On définit la suite V par V, = Uy + 1 pour tout n > 0.
Donner I'expression précise de Vi en fonction de n. (0,5 point)

3/ Démontrer que :
(R1) © (Van) ; Vaon1 Vanet - 1
(R2) - (Vane1)” = Von Voneo + 1 (0,5 point)

4/ Deéduire de la question 3/ la relation (R3) (U2n+1-U2n_1)2 = Usn-1 Uzns1 + Uong + Uonsq. (0,5 point)

5/ Montrer que :
(Ra) : (Uzns1 + Uznt)? = 5 Uanq Uanet + Uang + Uaneg

(Rs) 5 Uz2n1 Uznet = (Uzn1 + Uznet) (Uzn1 + Uzner = 1) (0,5 point)
Partie 3 (02,5 points)
6/ A partir de (Rs) démontrer que si Uan 1 est premier, alors il divise soit Uanss, SOt Uspsq— 1.
(0,5 point)
7/ On considére le premier cas : Uap-1 divise Uzns1.
a) Montrer qu’il existe un entier q > 1 tel que :
(>=39+ 1) Usn1=1+q: (Rs) (0,25 point)
b) Quelles sont les seules valeurs possibles de g ? (0,5 point)
Le terme Uazp.4 est-il premier ?
8/ Dans cette question, on considére le deuxieme cas :
U2n-1 divise U2n+1 -1.
a) Montrer qu’il existe un entier g’ > 1 tel que :
(q’2 -390 +1)Uxp1=4-q : (Ry) (0,5 point
b) Montrer que " admet une seule valeur possible. Alors le terme Uap-1 est-il premier ?
(0,5 point)
9/ Un terme de rang impair de la suite U peut-il étre un nombre premier ? (0,25 point)
Partie 4 (02,5 points)
10/ En utilisant (R2), démontrer que :
(Re) 1 [(Uznsz + 1) + (Uzn + 1)]" = 5(U2n + 1) (Uzns2 + 1) + 1 (0,25 point)
En déduire la relation
(Re) : 5 Uan Uzns2 = (Uzn + Uzns2— 2) (Uon + Uznsa + 1) (0,25 point)
11/ Démontrer alors que si Ua, est premier il divise Uspio— 2 ou Ugpsn + 1. (0,5 point)
12/ On considere le premier cas : Up, divise Ugp 42— 2
a) Montrer qzu’il existe q > 1 tel que : (0,25 point)
(R10) 1 (" =3q + 1) Uan = 7-3q
b) Existe-t-il au moins une valeur de g donnant un sens a (R1g) ? (0,5 point)
13/ On considére le deuxieme cas : Uzy divise Uzpsz + 1
a) Montrer ciu’il existe un entier g’ > 1 tel que : (0,25 point)
(R11) 1 (0" =3 + 1) Uzp = 30" - 2.
b) Déterminer les seules valeurs possibles de q'. (0,25 point)
c) Déterminer alors les seuls termes nombres premiers de la suite U. (0,25 point)
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Sujet corrigé (probleme 1)

PROBLEME 1 (08 points)

A. Soit a un nombre réel de I'intervalle [0, 7). (02 pts)
On considere la fonction numerique £, définie par :
2 ;
f,(x)=In(x"—2x cosa + 1)

Et Ga la représentation graphique de f; dans le plan muni d’un repere orthonorme (O, 1, )

1) Etudier les variations de la fonction f;. (01,5 pt)
2) Tracer la courbe Ga pour a = % (0,5 pt)
B. Soit n un entier naturel non nul (06 pts)
l. a) Résoudre dans C 1'équation Z** - 1 = 0. C désignant I'ensemble des nombres complexes.
(0,75 pt)
b) Soit Z le nombre complexe de module 1 et d’argument k_rr kel={0.1,2,....2n -\1}. N
b) Soit Zi le nombre complexe de module | et d’argument k_rr kel=1{0.1.2.....2n-1}.
i (0,5 pt)

Soitk € I- {0, n} et k’ un entier tel que k + k” = 2n
Développer I’expression : (Z — Zy) (Z — Zy)
¢) On admettra que (0,5 pt)

VZeC:Z"-1=(Z-20)(Z-271) .... (Z~Zp-1)
En utilisant b) montrer que :

T —1)
72 1= (22— 1) (Z2Zcos — + 1) (22— 2Z cos 2% + 1) .. (2> =27 cos -t 1)
n n n
2) On considere la fonction Sn définie par :

n-1
Sn(x)= Y f,_(x).Vxe R
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kn

avec fk (x)=In (x —-2xcos — + 1)
AR n
n
a) Montrer que Sn est définie et continue sur R (0,75 pt)
b) Deéduire de B. 1) c) quesi x'#1 ona: (0,5 pt)
2n
X7 -1
Sn(x)=1In ! :
L X -1
¢) En dédure alors Sn (1) et Sn (-1). (0,5 pt)

-

3) xefant un reel fixe, different de 1 et -1, on considere la fonction g telle que :
% ()= (x* - 2x cost + [) pour t € [0, 7].
a) Verifier que g est bien definte sur [0,7] et qu'elle admet une primitive définte sur [0, ] qui

s"annule en 0. (0,75 pt)
b) En appliquant la methode des rectangles a la fonction g, exprmer — Y g (—J el
Lp_g L0
fonction de Sn (x). (01 pt)
¢) Endeduire la valeur de I'itégrale I (x) = jg 111()(2 - 2X €08 (t) + llh. (0,75 pt)
PROBLEME 2 (12 points)
Préliminaires

Le but du probléme est I'étude du point de Torricelli pour un triangle
On constdere dans le plan un triangle ABC tel que :

—_— —

[angle (AB M]admet une mesure o dans I'intervalle J0 ; [][.

—_— —

L’angle (BC ; BA] admet une mesure B dans I'mtervalle |0 ; [][.
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L’angle (CA X CB) admet une mesure y dans Iintervalle J0 ; [][.

On désigne par Ea le demi plan ferme limité par (BC) passant par A.
On désigne par Eg le demi plan fermé limité par (AC) passant par B.

On désigne par Ec le demi plan fermé limité par (AB) passant par C.

PARTIE A PROPRIETES PRELIMINAIRES (02,25 pts)

1) Soit P un point intérieur au sens strict au triangle ABC
a) Démontrer 'inégalité : PA + PB < CA + CB. (On pourra construire le point P’ intersection
des droites (AP) et (CB). (0,5 p1)

b) Soit 6 la mesure de ’angle (PA: PB) telque 6 € J0: I1[ (0,5 pt)
Démontrer I'inégalité y< 6
2) Soit Q un point du demi plan E4 et R son symetrique par rapport a la droite (BC). (0,25 pt)
Déterminer 1’ensemble des points M du plan tels que MQ < MR.

3) Les droites (BC) : (CA) et (AB) partagent le plan en sept régions ; définir ces régions en fonction
de Ea. Eg et Ec. (01 pt)

PARTIE B CONSTRUCTION DU POINT DE TORRICELLI (02,5 pts)
On construit trois triangles équilatéraux ACB’, BAC’ et CBA” tels que :

B ¢ Eg.C’ ¢ EcetA’ ¢ Ea.

1) Deémontrer les égalités: AA” = BB = CC’. (On pourra utiliser des rotations convenablement

choisies). (0,5 pt)
2) a) Montrer que les droites (AA’) et (BB’) sont secantes. Soit T leur point d’intersection. (0,25 pt)

b) Montrer que les points A’BCT sont cocycliques. (0,5 pt)

¢) Montrer de meme que B’CAT et C’ABT sont cocycliques. (0,5 pt)

3) Déterminer I'ensemble des mesures de I’angle (TC : TC') dans le cas ou cet angle est défini. En

déduire que les droites (AA”) ;: (BB’) et (CC’) sont concourantes en T.
Le point T est appelé point de Torricelli du triangle ABC. (0,5 + 0,25 pt)

PARTIE C POSITION DU POINT DE TORRICELLI (04 points)

1) On suppose que le point T est inteérieur, au sens strict ; au triangle ABC.
a) Donner la mesure principale de chacun des angles (TA : TB]; (TB X TC): [TC : TA)

(0,5 pt)
_ . s 211 _
b) Montrer que chacun des réels o, B, y appartient a I'intervalle |0:; — (0,5 pt)
2
2) On suppose que le point T est extérieur, au sens strict ; au triangle ABC et qu’il appartient au demi
plan Ec.

a) Déterminer la mesure principale de chacun des angles (TA ;TB): (TB X TC): (TC : TA).

On discutera suivant la position du point C. (01 pt)

b) Endéduireque T¢ Ea: T ¢ Egetquelercel ye }2}_[ : ﬂ{ (0,5 pt)

2

P
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3) On suppose que le point T appartient au triangle ABC (T € [AB] UJ [BC] U [AC]).
0,5+ 0,5 pt)
Préciser la position du point T. En déduire o, B.y.

4) Formuler une condition nécessaire et suffisante portant sur le triangle pour que le point T soit a
I'intérieur du triangle au sens strict. (0,5 pt)

PARTIE D MINIMUM DE MA + MB + MC (03,25 pts)

On considére la fonction ¢ définie du plan dans R™ par : (M) = MA + MB + MC. On se propose de
determiner s’1l existe, le minimum de la fonction ¢ et I’ensemble des points pour lesquels 1l est atteint.

On désigne par 17 ; 17 et 13 les rotations d’angle g et de centres respectifs A, B, C.
On pose M; =11(M) ; My =1(M) et M3 = 1‘3(M).J
1) a) Etablir les égalités : (0,75 pt)
o(M) =AM + MM3 + M3A’ = BM + MM; + M;B” = CM + MM, + MaC".
b) Montrer que la fonction ¢ est minorée par le reel CC. (0,25 pt)

¢) Sotent M un point du demi plan E4 et N son image par la symétrie orthogonale d’axe (BC).

Comparer (M) et @(N). Montrer que st la fonction ¢ est minimale en un point M, ce point est a

I"intérieur au sens large du triangle ABC. (0,25 + 0,5 pt)
. 2 2 2
2) On suppose dans cette question : 0 < o < P 0<P< P 0<P< 51 :
3 3 z
a) Montrer que le point T appartient au segment [C C’] (0,25 pt)

b) Sachant que T =r; (T) appartient au segment [T C’]. Calculer o(T). (0,25 + 0,25 pt)

Quel est le miimum de la fonction ¢ ?
c) Soit M un point du plan tel que ¢(M) = ¢(T). Montrer que le point M appartient a chacune
des droites (AA”) : (BB) et (CC”). Conclure. (0,5 + 0,25 po)
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Sujet corrigé (probleme 2)

PROBLEME-I (05 points)

On donne dans 1'espace trois droites (D), (D”), (D") concourantes en O et non coplanaires.
Sur chacune d’entre elles, on prend trois points deux a deux distinets, A;, B;, Ciavec1e {1,2,3 } et
Aje (D):Bje (D) : Cie (DY).

,
On suppose que : —— = : + = : et les relations analogues sur les droites (D) et (D).
0A, O0A,
2 1 3
1) Trouver tous les plans (A; B; Cy) tels que 1+ + k=6 avec, j etk élémentsde { 1,2,3 }. (01pt)

2) En munissant Iespace d’un repere convenablement choisi, déterminer les équations cartésiennes de
chacun des plans trouves au 1). (02,5pts)

3) En supposant que trois des plans trouves au 1) ont un point commun, montrer que tous les plans

(A;B; Cy) . 1+ +k=06, sont concourants. (01,5pt)
PROBLEME-II (15 points)

On donne les definitions suivantes :
1) Une partie non vide E du plan (P) est dite convexe lorsque :
s1 A et B sont deux points quelconques de E, alors [AB] C E.

2) Epigraphe d’une fonction : f etant une fonction numeérique d’une variable reelle, on appelle epigraphe
de f, I'ensemble des points M(x,y) du plan (P) muni d'un repere orthonormal (O, T, ]), tels que
y 2 1(x), et onnote Ep(f) = {M(x,y) e(P)/ y 2 {(x)}.

3) Fonction convexe : Une fonction f de R vers R est dite convexe lorsque Ep(f) est une partie convexe
duplan (P) ; f est concave lorsque -f est convexe.
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A. On se propose de montrer que :

[f convexe] © [V(x1.x;) € Dfx Df, V(A,u) € RxR", A =1 = fAx %) < AMI(xy) + uf(xy)]

1)  On suppose f convexe et on considere deux points My(x,{(x1)) et Ma(x2.f (xX2)) appartenant a la

courbe (Cy).

a) Montrer que [M;M;] C Ep (£).
b)  Soit M le barycentre de {(My.A) : (Mp,1-A)}, ke [0.1].
Montrer que M € Ep(f) et en déduire que f(A x; + (1-A) ) £ A f(xy) + (1-A) £(x;)

En déduire que si fest convexe, V x; € Df; Vxpe DEE VA 20,V u20,avec A+ p =1, alors f(Ax; +

uxz) < AMf(xg) + ufixy).

2)  Onsuppose que : V (x3,Xz) € DX DE, VA2 0, V20, si A+
alors f(Ax; + pxz) < A f(xp) + 1 f(xy).
Soit My (x1. y1) € Ep (). M (Xz y2) € Ep ().

Pour tout point M (x,y) du segment [M; My], montrer qu'il existe A dans [0,1], tel que M soit le

barycentre de {(My,A) ; (My, 1-4)}.
En deduire que M € Ep(f) et que f est convexe.

(0,75 pt)

B. 1) Montrer que quels que soient A(a,f(a)) et B(b.f(b)) points de C¢ tels que a < b, f est convexe si et

seulement si: V x € [a,b], f{x) £d(x), y = d(x) étant 'équation réduite de la droite (AB).

2) Monitrer que s1 f est convexe alors :

V(X1.X0,..... Xa) € DEXDfX...XDE Y (A, A oo A) € RTXRX. xR siM+ Ao+ .

jors ] TAx | < SAff
alors f i;1 ixi _ii‘li xi.

C. Soit f une fonction definie sur un intervalle I de R. Soit a un élément de I

On considere la fonction p, : - {a} = R telle que : Vx € 1-{a}, p(x) =

On se propose de montrer que :
[ est convexe sur I s1 et seulement si p, est croissante sur I - {a}, pour touta de L

1) .On suppose f convexe.

Soitx; € I xp € I, X<y, X un €élément de ]xy, Xo[
a) Montrer qu’il existe A dans ]0,1[ tel que x =Ax; + (1-4) x2.

(0,75 pt)

-_)lela

(0,5 pt)

(0,25 pt)
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b) Endeduire que: Vx;e L Vxye Isix;<xjalors:
f00-flc) o) -fixg) — fix) =) ) fi0

< (1)et que < (2). (0,5 pt)
X=Xy Xy =X, Ko =Xy Xo =X

¢)Vie [ Vi el sta<t<t, montrerque: (1) = py(t) Spalt).
S1t<t’ <a, montrer que (2) = pa (t) £ pa (¥).

Stt<a<t’, montrer que: (1) = S———etque
d

fit)-fl) A(t)-f
o=t 03
t-t t-a
Endeduire que: Vte LVt e L st t<t"alors p, (t) <py(t).
Conclure.

3) On suppose que p, est croissante sur [ {a}, Vae [
V(x, %) € Fsix <neie [y, %o, on sait quil exaste A € J0,1] tel quex=Ax;+(1-A) 2.
X o X1

Montrer que f(x) <f{x;) + [f(xy) - f{x7)].

k) =X

En deduire que fest convexe

D. Soit fune fonction convexe definte sur |0, +eo[, croissante et non constante sur |0, +ed|.
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. f(x) - (1
1) Soit:p:x b p(x)= X)-1 ).
X-1

Montrer que p est croissante sur |0, +oo[ - {1}. (0,25 pt)
2) Montrer qu'il existe a dans ]0, +oo - {1}, tel que f (a) # 1(1) et que p (a) > 0. (0,5 pt)
3) Onsupposex>1etx>a.

Montrer que f{x) 2 (x-1) p (a) + f{l) et que ~ fjy f{x) =+ (0,5pt)

X = +o0

E. 1) On suppose f dérivable sur un intervalle Ide R ; soita e I

En utilisant le B. montrer que : Vte L t<a=p, ({) <1 (a)

VteLt>a=p,(t)20(a). (0,75 pt)
2) a) On suppose { dértvable et convexe sur [
Quels que sotent x; et xp dans I, comparer py 1 (xp) et Px, (x1) (0,25 pt)
S1x;<xy, montrer que £(x;) < Px, (%) €€ py, (x1) £17(xy) (0,25 pt)
En deduire que f° est crotssante sur L. (0,25 pt)
b) On suppose f dérivable sur L et ” croissante sur L (0,75 pt)

Quels que soient x; et x; dans I, soit A dans] 0,1] etx =4 x; + (1-4) x;,
avec Xj < Xa.

Montrer que x; <x <x;.
Montrer qu’il existe ¢; dans] xy, x [, tel que : f(x) —f(x;) = (x-x1) £ (c1) et qu'il existe ¢,
dans] x, x[, tel que : f(xp) - f(x) = (X2 - x) {'(cy).

- flx)fixo) - ()

Montrer que < et en deduire que { est convexe sur L.
X= X1 X 9~ X

On vient d’¢tablir donc que [f convexe et dertvable sur I] & [f dervable sur I et £
croissante sur IJ.
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3) On suppose { deux fois dervable sur L
a) Montrer que f est convexe sur I si ef seulement st : 7 (x) 20, V xe L (0,5
b) Montrer que f est concave sur I si et seulement si: {7 (x) <0, Vxe L (0,25

)
)

pt
pt
4) Sott f dértvable sur L.
a) En comparant p, (x) et £*(a), montrer que si f est convexe sur I, (Cy) est au-dessus de toutes ses
tangentes. (0,25 pt)

b) Réciproquement supposons f derivable sur I et que (Cy) est au-dessus de sa tangente (T) au
point A(a,f(a)), pour tout a dans L.

Montrerque: Vae I Vbe L {(b)2f(a)+ (b-a) {'(a) et f(a) 2 f(b) + (a- b) £'(b).  (0,5pt)
En déduire que (b - a) [(D) - £*(a)] 2 0 et que { est convexe sur . (0,25 pt)

m, 22X .
F.1) Montrer que : Vx € [0, E}, — <smx<x;

m
Vxe R, e*>2e% -1, (0,5pt)
2) Montrer que la fonction x - X" et convexe sur [0, +oo[, Vn e N*, (0,25 pt)
En déduire que : Vne N¥, ) <020, (0,25 pt)

3)a) Sotent X, Xy, ..., Xq des réels strictement positifs. La moyenne arithmetique de xy, Xy, ..., Xq €st

i 3 N
a=- Y X, ler moyenne géométrique est g =1 T0x; =| T0x; | et leur moyenne harmonique b
ni=t Vit Lt
B L
vérifie — = — ¥ —.
i,
. (L in -
Montrer que la fonction In est concave et que — ¥ In(x.)<Inf— ¥ 3 0,25 pt)
Ni=1 Ni=1
En deduire que g<aetqueh<g<a (0,25 pt)
ml -1
b) Montrer que Yne N* ¥ x>1.x"-12n | X 2 _x2 (0,5pt)

\ )
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4) Etant données f convexe sur R et g convexe et croissante sur R, montrer que gof est convexe sur R.
(0,5 pt)
*
5)Soitf: R — R . : montrer que si Inof est convexe, alors f est convexe. (0,5 pt)
. . . f(x)-f(a
6) Soit f convexe et majorée sur R ; soit p, : Ja, +eo] = R avec p,(x) = M
X-4a

a) Montrer que iy Pa(x) = 0 et en deéduire que : V x > a, p, (x) < 0 et que f est décroissante

X = oo
sur R. (0,5 pt)
b) Soitg: X - g(x)=1f(-x)

Montrer que g est convexe et majorée et en deduire que f est croissante sur R. (0,5 pt)

¢) Déduire de ce qui précede que toute fonction convexe et majorée sur R est constante sur R.
Montrer que cette propriété n’est pas vraie sur]0, +1[en considérant
f:x - {(x)=-In(1+x). (0,5 pt)

7) Soit f convexe sur |0, +eef.

a) En utilisant la fonction py : ]1, +eo[ - R

f(x) - f(1
X'—>P1(X)=—( )-fth)
X-1
et f(X) = f(X)_f(1)x_1 + _._111011tre1‘ que:
X X -1 X X
lim LX) —+o OU lilli @e R (0,5 pt)
X =+ X X=X
o f(x)
b) On suppose que im - == =( [ el
JOnsupposeque 7~ 7 =1,

Solent X et y tels que 0 <x <y soit py : Jx, Too[ = R

f(t) - f(x
)
Montrer que  |jm p«(f)= /et en deduire que la fonction
t— +oo
h:x - h(x)=1(x)- /x est décroissante sur ]0,+eo]. (0,5 pt)
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Sujet corrigé (Probléeme 2)

Définitions

1) On dit que I'application V: & — &est un endomorphisme si :
a) PourtousX,y appartenanta & ¥ X +y)=¥ (X)+ ¥ (y))
b) Pour tout réel o et pour tout X € & ¥ (oX) = a¥ (X)

2) Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme

3) On appelle endomorphisme adjoint, 'uniqgue endomorphisme ¥* tel que :
X. Y(y) = ¥*(X). y quels que soient X et y appartenant & &

4) Un endomorphisme ¥ est dit symétrique si ¥* = V.

5) On appelle coordonnées barycentriques d’'un point M relativement a un triangle ABC, les trois
reels A, u, vtelsque A + u +v ="1et qgue M soit le barycentre des points A, B, C affectés
respectivement de A, i, v.

On rappelle qu'un point M est intérieur a un triangle si et seulement si ses coordonnées

barycentriques sont strictement positives.
Préliminaires

1) Montrer qu’'un endomorphisme ¥ de & est symétrique s'il existe une base (U, v) de & telle
que u. ¥ (v) =¥(u) . V.

2) Montrer que ¥ 'bijection réciproque d’un automorphisme ¥ symétrique de & est symétrique.

3) Soit ABC un triangle et M un point du plan. Montrer que si &, g et v ne sont pas tous nuls et
vérifient AMA + uyMB +vMC =0 alorsona i + g +v # 0.

PARTIE 1

Points isogonaux relativement a un triangle.

Soit ABC un triangle du plan A. On note a, b, ¢ les affixes des points A, B et C et f(z) le

polynéme complexe définie par f(z) = z° + pz? + qz + r ayant pour racines a, b et c.

Deux points distincts M et N sont dits isogonaux (respectivement strictement isogonaux)

relativement a ce triangle, s'ils sont distincts de A, BetCetona:
99
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(AB,AM) = (AN, AC) (modulo ) (resp. Modulo 2r)
(BC,BM) = (BN, BA) (modulo ) (resp.modulo 2r)

—

(CA,CM) = (CN, CB) (modulo ) (resp. Modulo 2r)

1) Soient M et N deux points distincts ou confondus d'affixes respectives m et n, et soit le
polyndme complexe Q (z) = (z- m) (z - n). Montrer que M et N sont isogonaux relativement
au triangle ABC si et seulement si, il existe des nombres réels non nuls o, 3 et y tels que :
Q(a) = af(a), Q(b) =P f(b) et Q(c) = yf(c), et que ces points sont strictement isogonaux si
et seulement si o, et y sont strictement positifs. (On pourra utiliser le résultat suivant : pour
tout polynéme f(z) = ¥i_, 2", on a f(z) ¥p_, ka, z*?)

2) On suppose que les points M et N d'affixes m et n sont isogonaux relativement au triangle
ABC.

Q\Z)

a) On considére R(z) = ey Montrer qu'il existe trois nombres a’, b’ ¢’ tels que

En déduire que les nombres o, 3, y définis précédemment verifient - o+ p +y=1.

b) Etablir que — + —— + = 0 et —+ ——+ L=
m C n

-a m-b m- -a n-b n-c

c) Exprimer les coordonnées barycentriques des points M et N relativement au triangle ABC.
En déduire que ces points appartiennent au complémentaire dans A de la réunion des
droites (AB), (AC) et (BC) et qu'ils sont strictement isogonaux si et seulement si ils

appartiennent a l'intérieur du triangle ABC.
3) Soient o, B, ytrois réels non nuls de somme égale a 1. On pose :

Q(z) = 0(z-b) (z-¢) + p(z-a) (z-c) + Y(z-a) (z-b)
Soient m et n les racines de ce polyndme avec éventuellement m = n. Montrer que les points

M et N d'affixes respectives m et n sont isogonaux relativement au triangle ABC.
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PARTIE 2 Triangles orthologiques

Etant donnés deux triangles ABC et AB'C’ du plan A on note :

0a, Og et Oc les droites passant respectivement par A , B et C et perpendiculaires
respectivement aux droites (B C’) ; (C' A’) et (A’ B)

da, Op, Oc les droites passant respectivement par A', B, C et perpendiculaires
respectivement aux droites (BC), (CA), (AB)

f lapplication du plan A dans lui-méme telle que f(A) = A’ f(B) = B" et f(C) = C'. Soit ¥

'endomorphisme de & associé a f c'est-a-dire tel que : si f(M) = M’ et f(N) = N’ alors
¥((MN) = M'N’, pour tous M, M, N et N’ appartenant a A

On dit que le triangle A’ B’ C’ est orthologique au triangle ABC si les droites da, o et oc

sont concourantes.

1) Soient ABC et AB'C’ deux triangles du plan A.

d)

Montrer que I'application ®, qui a tout point M de A associe ®(M) = AM B'C'+ BM.CA" +
CM.A'B est constante sur A.

Montrer que la constante est égale a CA. (¥ - ¥*) (AB))

On suppose que le triangle A" B’ C’ est orthologique au triangle ABC et on note O le point
de concours des droites 04, g et dc. Montrer que ®(O) = 0. En déduire que ¥ est
symétrique.

Réciproquement montrer que si ¥ est symétrique alors le triangle AB'C’ est orthologique a
ABC.

2) Montrer que si ABC est orthologique a AB'C’ alors AB'C’ est orthologique a ABC. Quelle

relation y-a-t-il entre le point O de concours des droites da, Og, oc et le point de concours O’

des droites &4, 0g, O¢' ?

La relation « ABC est orthologique a AB'C’ » est symétrique. On dira simplement que les

triangles ABC et AB'C’ sont orthologiques.
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3) Soit ABC un triangle et soit A, B, C’ les milieux respectifs des segments [AB], {CA], [AB].
Montrer que les triangles ABC et AB'C’ sont orthologiques. Préciser les points de concours

des droites 0, 0g et o et des droites oy, 0p et d¢. Identifier [application affine f transformant
A BetCenlespoints A, B etC'.

PROBLEME 2 (08 points)

. On désigne par f la fonction définie sur R™ & valeurs réelles et vérifiant I'équation
fonctionnelle suivante :

Wy eRX R, flx+y) = fwfy) ()

1) Veérifier que f est a valeurs positives ou nulles.

2) Montrer que si f(0) =0, alors la fonction f est identiquement nulle.
Dans la suite on suppose que f est non identiquement nulle.

3) Déterminer la valeur de f(0).
4) Soient x un réel positif ou nul et n un entier naturel non nul. Exprimer f(nx) et f(%x) en

fonction de f(x) et de n.

: , . P . : :
5) Soit x un réel positif ou nul, r :E un nombre rationnel ou p et g sont deux entiers

strictement positifs. En calculant f(q(r x)) de deux manieres, exprimer f(r x) en fonction
de f(x) et der.

6) Pour cette question, on suppose qu'il existe un réel o strictement positif tel que f(ar) = 0

a) Construire une suite (X n)new de réels strictement positifs convergente vers 0 tels que
f(x ) = 0 pour tout entier naturel n.

b) Montrer que la fonction f est nulle sur R™.
Dans ce qui suit, on suppose que f est a valeurs reelles strictement positives

7) On suppose que la fonction f est continue & droite en tout point de R™ Montrer qu'il existe
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a tel que f(x) = e pour tout réel x positif non nul.
8) On suppose que f est continue a droite en 0.

Montrer qu’elle est continue & droite en tout point de R* et conclure.

9) On suppose qu'il existe deux réels A et B verifiant 0 < A < B tels que f soit majorée sur
I'intervalle [A,B].
Soit M un majorant de f sur [A,B]

a) Montrer que pour tout x € [0, B -A], on a :
f(B) M
0< " <f(x) < )
b) Soitne N*etxe [o,Bl—‘lA]

Montrer que :
1 1

() <10 < (2

f(A)
En déduire que f est continue a droite en 0.
Il. Pour tout A strictement positif, on désigne par f la fonction définie par :

Vte RY fit)=re™
On rappelle que si X est une variable aléatoire réelle, alors sa fonction de répartition est Ia
fonction Fx définie sur R par:
VxeR, Fx(x)=P(X < x)

- Fxcaractérise la loi de |la variable aléatoire réelle X.

- Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle s'il existe un réel A strictement positif tel
que

0 six <0
vxeR, Fx(x)= {foxfh(t)dt six 20

On dit alors que X suit une loi exponentielle de paramétre A.

1) Soi X une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle de paramétre A.

a) Expliciter sa fonction de répartition.

b) Montrer que V (x,t) e R* x R+, PX>s+t/X>t)=P (X>s)(D
olu la notation P(A/B) représente la probabilité conditionnelle de I'événement A
sachant que I'événement B, de probabilité non nulle, est réalisé
La propriété () se traduit en disant que la variable aléatoire X est sans mémoire.

2) Soit T une variable aléatoire réelle sans mémoire. On note Fr sa fonction de
répartition.
a) Montrer que la fonction Gt définie sur R* par :

v x e R, Gr(x) =1-Fq(x) vérifié 'équation fonctionnelle. @
b) Montrer que la variable aléatoire T suit une loi exponentielle.
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| Sujet 22 I Concours Général de Mathématiques : épreuve de 2011

Sujet corrigé

PROBLEME 1

On note par N, Z et R Uensemble des entiers naturels, des entiers relatifs et des
nombres réels respectivement.

Préliminaires : Lire ce préliminaire avant de xépondre aux questions quisuivent.
Définitions : On rappelle les définitions suivantes,

Dans ce qui suit, = Nou [F= Z et [ une partie de I

D1 : Soit M €F. On dit que [ est majorée.par M dans I six < M, V x € E.
D2 : Soit m € F. On dit quedE éstiminorée parvm dans F, si x = m, V x €.

D3 : Soit M €AF. On dit/que M est le plus grand élément de E, si M € E et [ est
majoré par M.

D4 : Seit m € . On dit que 'm eéstile plus petit élément de E, si m € E et [ est
minoré par m.

D5 : Divisibilité: Soient a et b deux entiers relatif, b non nul. On dit que a est
divisible par b ow.que b divise a, s’il existe k € Z tel que a = kb.

Propriétés : On admet les propriétés suivantes, appelées axiomes.
P1 : Toute partie non vide de N, admet un plus petit élément.
P2 : Toute partie non vide de N et majorée, admet un plus grand élément.

P3 : Toute suite d’entiers naturels strictement décroissante est finie.

QUESTIONS

1.A.1 Soit a, b dans N, b non nul Montrer qu’il existe k €N tel que kb > a.
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1.A.2 Soient a, b dans N, b non nul Montrer qu’il existe g dans N tel que

bg < a < (q + 1)b. On pourra poser E={k € N : kb > a} puis utiliser 1.A.1
et P2.

1.A.3 Division euclidienne dans N. On veut montrer que si a, b sont des entiers
naturels, b non nuls, alors, il existe un unique couple (q,7) ENXN tel que a = bq +
ravec 0 < r < b.

D6. Effectuer la division euclidienne de a par b, c’est détermineftle, couple d’entiers
naturels (q,r) tel que a = bq + r avec 0 < v < b.r est appelé resterde la divison
euclidienne de a par b.

- existence : utiliser LA.2 pour montrer qué qu'un teldouple (q,r) existe.

- unicité : si (q,r) et (q’,r’) sont deux couples tels que a =bg +r eta=bq +1, 0 <
r<bet0<r" <b, montrer quer =1 ettig = q".

1.A.4 Division euclidienne dans Z. Enutilisant 1.A.3 montrer que si (a,b) € Z X

Z*, alors, il existe un unique couple si (@, b) € Z? tel que a = bq + r avec 0 < r <
|b|.

1.A.5 Plus grandrdiviseur commun. Pouxr tout entier relatif x, on note D(x) 'ensemble
des diviseurs positifs de x.

Soient (@, b) € Z? non tous nuls, montrer que l'ensemble D(a)ND(b) admet un
plus grand,élément.

D7 : Le plus grand élément de D(a)(N\D(b), est appelé le « plus grand diviseur

commun » de a-et b.et est noté pgdc(a,b).
1.A.6 Algorithme d"Euclide. Cette méthode permet de calculer le pgdc.
D8 : On définit la suite (v)n par ro = a, r1 = b, tant que r,» non nul, on pose :

Tp—1 = Typ41 T Quly O Tyyq est le reste et gy le quotient de la division de 15,_q par
T, pourn > 1.

1.A.6.1 Montrer qu’il existe un plus petit entier N tel que rv = 0. On pourra utiliser
P3.

1.A.6.2 Montrer que 1y_1 = pgdc(a, b)
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D9 : L’entier N ci-dessus, compte le nombre de divisions successives nécessaires pour le
calcul du pgde. On Uappelle nombre de pas de I’Algorithme d’Euclide.

1.A.7 Equation de Bézout :

D10 : Soient a et b deux entiers relatifs non tous nuls, il existe deux entiers relatifs u
et v, appelés coefficients de Bézout, tels que au + bv = pgdc(a,b).

Algorithme Etendu d’Euclide. Cette procédure permet de calculer les coefficients de
Bézout.

1.A.7.1 Expliquer comment déterminer u et v tels que au + bv = pgdc(a,b).
1.A.7.2 Déterminer deux entiers u et v tels.que 135u #5040 = 9.

PARTIE B

Soit (a, b, a’, b’) un quadruplet d’entiers strictementpositifs wérifiant ['égalité ab’ -
)
a’b=1.

a al atar

1.B.1 Comparer 05, €6 et montrer que que pgdc(a,b) = pgdc(a’b’) = 1 et
pgdc(a+a’ b+b’) = 1. Puis déterminer les rationnels de la forme g, Abbartenant &
.. a ar[ A ‘
lintervalle ouvert 05| 9k m est unentier.

. . , : TS 2 5
1.B.2 En déduire les rationnels de dénominateur 10 appartenant a l'intervalle ]E’ ;[
PROBLEME 2

Dans tout le problémesa désigne un réel strictement supérieur a 1. L’objectif du

probleme est de calculer j ; dxa .
+ X

0

Préliminaires

- Soit f une fonction continue sur un intervalle semi-ouvert [a ; b[ (a est un réel et b est
soit un réel ou +).

On dit que f est intégrable sur [a ; b[ si: |im I f (t)dt existe et est finie.

X=b o g
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Sil existe une fonction g intégrable sur [a ; b[ telle que :
VteE[a;b], |f(t)] < g(t),alors f est intégrable sur [a ; b].

On dit qu'une fonction f définie sur un intervalle I est de classe C', si elle est
dérivable sur I et sa dérivée est continue sur I.

PARTIET

« n
Pour tout x dans R, et pour tout n dans NV, on pose : f,(x) =>_cos(kx).
k=1

sin[(Zn +1) ﬂ

=

Pour tout x dans ]0, 7], et pour tout n dans N, on posefs g, (x) =

1. Etablir que : ¥ x € 10,7], f,(x) = — 2.4 > gn@):

2) a) En déduire que g, est prolongeabléxpar continuité en O

On pose gy, le prolongement de g.

b) Pour tout entier naturel n, on pose U, =J'§n(x)dx.
0

Montrer que la suite (U,) est constante et préciser sa valeur.

3) Seit @ un réel non nul ; soit g : [0, ] = R definie par :

_ cos(g)—l _
vV x €]0, ], g(x) — m et g(0) = 0.

sin(z)

a) Prouver que g est continue en 0.

b) Etablir existence et la valeur de la limite de lirgl+ g’ (x).
X—

c) Etablir que g est de classe C' sur [0, ] et préciser g’(0).
PARTIE Il

: n x
Pour tout entier naturel n, non nul, on pose : X, = [ 0 In (x)cos (E) dx.
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1) Pour tout n non nul, on pose : v, = jg(x)sin{(Zn +1) ﬂdx.
0

. . ’ A
Montrer quil existe un réel A tel que : V n € N¥, |v,| <
2n+1

2) Etablir que Vn € N*, X, = —%sin (g) + %vn + %

Montrer que la suite (X.) est convergente et déterminer sa limite.

3) Montrer que : Vn € N*, X, = %sin (g) r=1(—1)" [1+1ak + 1—1ak]

PARTIE Il
1 tB-1
On adopte la notation f = — et powr"tout it € 10,11, on pose :wp(t) = 7 ¢
rﬁ
Wa)_III

1) Montrer que les applications @ et ySont intégrables sur JO;1].

Dans toute la suite on pose : J(p) :jw(t)dt et K(p) = j.z//(t)dt

2) a) Montrexdque : V a €] 0,1[,1'1 dxa =ﬁjq)(t)dt. (indication : on pourra poser t =
)1+ x .

a

x%)

En déduive la formiiles Jl'lf):(a = LI(P).

b) Montrer que ¥ @ € |1, + oo, flA 1_?;(1

=B [ w(t)dt

A dx
J; 1+x@

= BK(B).

En déduire que lim
A—->+o00
3) Pour tout n dans NN, et pour tout réel t, on pose : &, (t) =D (-Dt“.
k=1

Pour tout entier naturel n non nul, et pour tout t dans JO,1], on pose : o, (t) =5, (Ot
et v (1) =35, (Ot

a) Montrer que : Vn € N5,V t € [0,1], |5n(t) - ﬁ <ttt
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b) Montrer que : Vn € N, Vt € ]0,1], |@,(t)] < 2¢(t), |w, (t)]|2w(t).

c) Montrer que pour tout n € N*, @n et |, sont intégrables sur JO,1].

4) Pour tout n € N*, on pose : J.(p) = j.(on (t)dt et K. (B) = j.l//n (t)dt

a) Montrer que : |im 3.(8) = 3(B) et lim K.(8) =K(B).

N—+o00 N—+o0

b) Exprimer J.(B) + Ku(PB) a Uaide de X, et de a..

TCdx V4

c) Montrer que : I =

o 1+ x“ ()
asin| =
o
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Né en 1991, Thierno Korka DIALLO est éléve ingénieur originaire de la région de
Ziguinchor ot il fit ses études moyenne et secondaire. Aprés avoir décroché son Bac en
série S1, il est admis a [‘Ecole Polytechnique de Thiés. Soucieux de la réussite des
éléves, il s‘est engagé dans l‘élaboration de documents pouvant leur étre utiles. Ainsi,

son objectif dans cet ouvrage est de briser le mythe dont on entoure a tort les

Mathématiques. 1l garde encore dans son agenda de nombreux recueils qu'il espére
publier dans les années a venir.

Visitez : http://document1991.skyrock.com/profil/photos/10

A quand la sortie de ’Afrique de sa marginalité sur la scéne scientifique mondiale ?

La sortie de l'Afrique de sa marginalité sur la scéne scientifique mondiale passe d’abord par laccés a la culture
scientifique qui n’a pas nécessairement pour but de former de futurs scientifiques mais d’aider le plus grand nombre a
comprendre le monde et permettre a tous de porter un regard critique sur les enjeux des avancées des sciences (risques,
utilisation).

A Décole et plus particulierement au lycée, l'enseignement scientifique est presque essentiellement une acquisition de
savoirs. Pour motiver les éléves a 'apprentissage de ces savoirs souvent complexes, peut-étre faudrait- il commencer par
former les éléves a une démarche scientifique en les mettant dans une véritable situation de recherche ? Entrer dans une
démarche de recherche, c’est apprendre la rigueur, se poser des questions, avoir un regard critique a la fois sur les
contenus et les méthodes.

Parallélement, il faudrait former les enseignants, souvent déstabilisés, quand il s’agit d’aider les éléves en situation de
recherche. Il n’est pas nécessaire de connaitre la réponse a toutes les questions des éléves, mais il s’agit bien de les aider
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