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Session de Remplacement 1994

' Série C |

' complexe est rapporté a un repére ort i
Lepian ” 1repere ortho :
pour unite- normé (O, u,, v ). On prendra 4 cm
| |

goit (H) I'ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient :

1. 5
xz..y'-}-x: 0.

Déterminer la nature de (H).
préciser ses €léments de symétrie et asymptotes éventuelles.

b, Représenter graphiquement ().

a.

3, A tout point M d'affixe z différente de 0 et de —1 on associe le point M
Jaffixe 2' telle que z'= 2 ’

| 2 4z
a. D(?termn}er et construire I'ensemble des points M d'affixe z tel que Z'
soit un réel.
p. Déterminer et construire l'ensemble des points M d'affixe z tel que z'

|
|
!
soit imaginaire pur. ’l
|
f

Dans le plan orienté, on désigne par (C)) et (Cy) deux cercles de centres O) et
0,, de rayons respectifs 2 et 5 et sécantsenletJ tels que :
e |
— — 1
Mes (10,,102) =73~

I, Faire une figure (unité : 1 cm).
L Soit s une similitude directe plane r

a. Quel est le rapport d'une telle sit

b. SiN est le centre de s, quelle est I

ansformant (Cy) en (Cy).
nilitude ? |

; 2.
a valeur du mpportm ?
) des centres N des

vec Soin rensemble (I
) en (C2).

jivecte S de centre

¢. Déterminer et construire a
formant (Ci

similitudes directes trans
litude planc ¢

3, o ) =
On considére maintenant la simi
ri) h
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B .

transformant (Cy) en (Cy). ]
Faire une deuxiéme figure ne faisant pas apparaitre (I').

a.  Soit M, un point de (C,) et M, son image par S.,
Démontrer que les points J, M, et M, sont alignés.
b. Placer un point M, sur (C,), construire alors M,.
4. Une droite (D) passant par J recoupe (C;) en B, (Bi# M) et (Cy) en B,.
a. Pourquoi les droites (B;M,) et (B,M,) sont-elles sécantes ?
b.  On désigne par P le point d'intersection de (B;M,) et (B:M,).
Démontrer que les points I, B, B, et P sont cocycliques.

/
, it e ¢

On désigne par g la fonction numérique définie sur R par: g(/)= T+
On se propose d étudier g et de trouver une de ses primitives. =

Partie A : Etude d’une fonction G définie par une intégrale

1. a. Démontrer que g est une fonction paire.

b. Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition,
c. Etudier le sens de variation de g
Dresser le tableau des variations de g.

d. Tracer (') la courbe représentative de g dans le plan muni d'un repére
orthonormé (O,1,]) (On prendra 4 cm pour unité et e ~ 27
2. On considére la fonction numérique G définie sur [R par

G) = gty

(On ne cherchera pas exprimer G(x) en fonction de x.. )
a. Que représente G pour la fonction g ?

b. Préciser G'(x) et déduire le sens de variation de G.
¢. Déterminer le signe G(x) suivant les valeurs de b

PartieB: Ttude Q’une bijection fct de sa réciproque

On considere |5 fonction humérique £ définie sur l'intervalle ]- g : % [ par:
f(x)= 1n\:tan(x + E)]
4

2
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Démontrer que six g]~ = 457 [alors tan(:c+—) € ]0;+oof

Ipémontrer que f'est une fonction ; impaire,

pémontrer que :  pour tout x €lément de ]— iy [

]

lJ'rtanz(x+%)

T
fanx 34—
( 4)

[(x)=

préciser le nombre dérivé de feno.

T
Ftudier la limite & droite de fen — 4 , ainsi que la limite & gauche de f en~; 7

Dresser le tableau des variations de

Tracer (C), la courbe représentative de £, dans le plan muni d'un repére

orthonormé (O%ILJ') (unité : 4 cm).

pémontrer que /' admet une bijection réciproque, que l'on notera /™', dont
n pre<:1sera I'ensemble de définition et I'ensemble image.

Préciser les limites de faux bo; nes de son ensemble de définition.

préciser le nombre dérivé de feno.

Dresser le tableau de variation de ',

Tracer sa courbe représentative (C') dans le méme repeére que (C).

Démontrer que sixelR ety € ]— 157 [on a:

-ix)=y & e’ =tan( +ﬁ)
=y yEL)
En déduire que (f ') = G ' et démontrer que =

[ ]
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Session de Juin 1995
Série C

Démontrer que U, est défini pour tout entier naturel non nul n.

1 &
pémontrer que : VYrne N*, U, = 0.

SN

ftudier le sens de variation de la suite (U )ne ne
En déduire la convergence de la suite (U)nene-

2. @
b.

1
On pose : V1€ N* ,v, = J xX'dx .
0

a. Démontr'er que la suite (V,)ne ne €St CONVET
p. Endédul

gente et calculer sa limite.

re la limite de la suite (U, )ne ne-

Le plan est rapporté au repere orthonormé direct (O, 7,J ). Soit a un réel

strictement positif.
On considere le poin

oint de coordonnées (@ ; Q).
T

n de centre O et Pangle de mesure 7

t A de coordonnées (a, 0) et Blep
, par S la

T
n de centre A et d’angle de mesure — 5 -

On désigne par R la rotatio

symétrie de centre B et par R’ Ia rotatio

Onpose F =R’0S oR.

9 Préciser Ses éléments

la transformation F
I du point C défini par

1. Quelle est la nature de
¢rer |'image par

caractéristiques. (On pourra consid

c=R"(B))
2. Soit (D) la droite d’équationx +y =d et Sy la symétrie orthogonale d'axe (D).
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation

composée Sp)°T'-
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é.o.c
: parﬁt’v »

X PROBL e ot
j. ; : Goit 1 un nor
' partie A . de [R* dans R définie par : gx)=-—x ‘xl +1- lnlxl * Caleuler iy
Soit Ja fonction 8 ¢ _ : déquations
. " s ens de variation de la fonction g et dresser son tableau (g
L. Et”d“?r 194 2 On poses pc
variation- Jeuler les limites aux bornes de D ’
(On ne demande pas de caict ) . A I"aid
Ysur ]-; 0 [. i Démor
- pDétern

iner le signe de g(x
le signe de g(x) sur 10 ; + oof.

3. a. Déterm ne de
b, Calculer g(1). Déterminer
Partie B
In|x|
=] +
X

¢ ]a fonction fde R* dans R définie par : f(x)

Soi
aphique de f dans un repére orthonormé (O,1,J)

Soit (Cy) la représenta'tion gr
(I’unité sera égalea 1 cm).
ultats de la partie A, étudier le sens de variation de f.

1. a. EnutilisantJes rés
tes de f aux bornes de son ensemble de définition et

b. Calculer les limi
dresser son tableau de variation.

2. Déterminer le signe de f{x) sur J0 ; + ool
Démontrer que les droites (A) d’équation y = x et (A’) d’équation y = —x

sont asymptotes & (Cy) respectivement en +oo et — co.
4. a. I?éterminer I’intersection de (C) et (A) sur JO ; + oo[
b. Etudier la position relative de (C;) et (A”) sur ]0 ; + cf.a[
5, g. El?étgrminer I’intersection de (Cf)‘et (A) sur ]— o0 : 0f |
. Etudier la position relati : 5
& Tl (A’[; e elative de (C)) et (A) sur ]— o ; O[.
Partie C

On se propose de déterminer I
: : erminer intersection de ;LA
IS oit la fonction & définie sur ]- oo - gft[;?ll: -dc g((:r) 4 Lengsur J-eoi )
i , i ) C ' nNXx)— Y -l-
a. Calculer "1_1’1330 h(x) et “mh(x) x) =Lx) + x.
=0 '

b Etud'
: ter le sens de variaf:
€ var . .
artation de la fonction / et dresser son tabl I
ableau de

: variation,
+ 8. Démo
ntrer que ’équati
Unique o fquation x € ]—o ;
| | > O ) = = v admet une solyt;
| ‘ 101
Démontrer gy .
: “] << _._l_
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partie” :
oit £ UD nombre réel tel que s > 1.

. pglouler Paire A() de fa partie du plan délimitée par (4°), (C)) et les drotes
d,équations x=letx=¢

se, pour tout nombre réel ¢ te] que 7 > | - ()= fln7x_ dx !‘

2 On pO H q = i l X . 1

; A I’aide d’une intégration par parties, calculer J(/). J

b' pémontrer que : 0<I0<I. ;

péterminer  limJ().

15

-——__——F‘
—
" "
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Remplacement 1995!

Série E
s o,
- orté au repere orthonormé ( 0, u,v). Soitaun
lexe t daffixe a.
Le plan comP qulet Ale point d'affixe o _ .
nombre ?;;ngi;};eprl]izgtioﬂ Fdu plan daps lui-méme qui, a tout point M d'affixe
o fsc:arfé le point M daffixe 2 définie par -
z, a
7 = Z"’a"' l l l f X [)||"“(-’A

. tensemble Ei des nombres complexes a pour. esquels j est une bt
. Deter]n?iglell EJZI-thériser f pour chacune des valeurs trouvees. {. a- D
5 gztltl;r;iner. J'ensemble E, des nombres complexes a pour lesquels f est une b Etu

é ;

. o 4 {
homothétie. . ; e . Démon
Représenter graphiquement ['ensemble des points A dont I'affixe a appartient a 5, Tracer

Dé
. ; 4. 2
3. Caractériser / pour a=1+L ' _ . Pr
¥ 2 Soit Mole point daffixe | et M'gson image par f. On considere b, D
I'ensemble (') des points A d'affixe a telle que le point M'o appartient a c‘ T
- o ;
I'axe (O, u ). Démontrer que (T') est la réunion d'une droite et d'une 5. a. D
| hyperbole. R
b. Sur une figure distincte de celle de 1a deuxiéme question, représenter
graphiquement (I). b, (
oo EXERC|CE 2
6. a

On considére trois p.oints non alignés A, B et C de I'espace. On désigne par G1
Le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 2) et (C, —1) et par Gy, le |
arycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1) et (C, 1). ;

1. Al
a. Calculer G|G, en fonction de AIE et A_é 8

, ‘li.t E:n déduire que G, # G;.
. out poi ' i 1
point M de I'espace on fait correspondre le point M, tel que :

MM, = SMA 42V - M2 e e o VM, = 20/
et le point M, tel que : MM, = 2MA -H\Tiﬁ s il%,

. Démontrer :
, que st M décrit :
image de (D) une droite (D) de I'espace erit 1a dro
(D) par une homothétie que l'on Pl‘éa‘:isc?lMl Al
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: —>
montrer que le vecteur MM, 1 espace.

este constant quand M décrit '
—_— —
Is que MM,. MM, = 0.

b. D¢

Déterminer I

ensemble S des points M de l'espace te

- .‘----. £
o= e o
on 0te (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (unité : 2 cm).

Parﬁe A
{8 Détel‘mjner 4 limj(x) 3 lim f{x).
. X—>—2 X—=+o
Ftudier le sens de variation de fet dresser son tableau de variation.
i Demontrer que le point A de (C) d'abscisse 0 est un centre de symétrie de (C).
Tracer (C): On construira en particulier la tangente a (C) au point A.
" pémontrer que la fonction fadmet une fonction réciproque f .
préciser I'ensemble de définition de f "
b, Dorner une expression de f ().
., Tracer dans le méme repére que (C), la courbe () représentative def™.
5 a. Déterminer lc}ie;lx réels a et b tels que, pour tout réel x, on ait :
€

) = atgit]
A
se: VAeRIA)= '[ 2f(:‘)dt Déduire de 5.a, que

b. Onpo
4
() =-2M+ 3In(e" +1) + In(57 ).
1 étant un réel de ['intervalle [0 ;
géométrique que :
i)+ [ 7 @de =50
Ef"(!)dl :

1[, établir a l'aide d'une considération

b, En déduire une expression de
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& Partie B

1. a. FEtudier le sens variation def".

- 3
b. En déduire que, pour tout réel x, 0< f'(x) < s

2. On pose, pour tout x réel, o(x) = fx) - x.
a. Démontrer que la fonction ¢ est une bijection de R vers R.
b. En déduire que I'équation f(x)= x admet une solution unique, que 11
notera . » que T'o
¢. Démontrer que: =1,5<a<-1,4,
3, On définit la suite numérique (U,) par son premier terme U
derécurrence V € N, n: U,y =f(U),).

0 et la relation-

a. A laide de l'inégalité des accro:ssemems fi ms €tablir que, po

entier naturel 1 : 'U,,ﬂ—a, 4,U,, oc,

b. En déduire que, pour tout entier naturel ;; - I i al < (E )" l U |
oy . 4 0= Q
En déduire que la suite (U},) converge vers q,
¢. Ondomne Uy=-1
Justifier que: Vn e N, | U, - of <L (3)
3 I n U-l 9 4)

A partir de quel rang n est-on sir d'avojr - , U, - a, <1039
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Session de Juin 1996
Série C

choisie est le centimétre,

punite © ienté on considére d

Dans ¢ le plan or! 1dere deux points A et O tels que : AO = 1,5,

soitf la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d'angle de mesure 23n '
On pose : B =f(A) et C=fB).

Construire les points B et C.

' m — —

p, Démontrer que 3 est une mesure de l'angle(BC,BA) etque BC= 2BA.

En déduire que le triangle ABC est rectangle en A.

) goit R 1a rotation de centre A et d'angle de mesure% ,

on désigne par D, E et F les points tels que : B=R(D), E=R(C) et F= /(D). !
Construire les points E, D puis F. i
b. pémontrer que les points A, D, B et O sont cocycliques. |
En déduire que B, F, C et O sont cocycliques. '
Soit: @ le cercle circonscrit au triangle ABD ;
@’ le cercle circonscrit au triangle BCF ;
@ le cercle circonscrit au triangle ACE.
Démontrer que ces trois cercles ont le point O en commun.

C.

Soit la suite réelle U de premier terme 2, égal a 5 et définie par la relation de

éeurrence : V11 € IN,

2w+ 4
”fH ! - U + 5
I, 2. Démontrer que pour tout entier 17> Uy = 0.
1 il

b. Démontrer que pour tout entier 7. . |
gt 1ormé (O,1,J) une représentation graphique de

% Donner dans un repére orthol ey

]—5;+oo[ par : T) =

(unité : 2 em).

la fonction £ définie sur

19
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; _ -
|a droite (D) d'équation § = x PRy |
; a |
hique et "
s asct ens de variation de
vy : " faire sur les ’ _
Utiliser © ) 3 el d hypoﬂ =
lace{ Up Ul q 5 " |
D'apres 1€ & wd
b .0l g, tel que - Fn* -"""'"un
Uetsali selle de terme général ... et en donner 1 premier
: i il t une suite géometrlque
e es
smontrer que. N
" ol ; et calculer 53 llmll?.
Binen R limite
. e et calculer sa it ;

e

Un tableau de valeurs €St
Toutes les fonctions consi
ensemble de définition.

14 5
3 el J?O??Cl?.
onné en fin d'énoi . ' |
‘ jérés dans ce prob!eme sont dérivables sur leur

Partie A : ; _  ¢I-*. On désigne par (C)
‘13 tion f définie sur R par.f(x) &
On considére 12 fORe / n repére orthonorme (unité : 3 cm).

{a courbe représentative de fdans u ur
1. a Déterminer les limites de fen — oo et en +0 et préciser les asymptotes

éventuelles & (C) paralléles aux axes.
b. Etudier le sens de variation de la fonc
variation.
c. Tracer (C).

5. west un réel strictement positif. En utilisant une intégration par parties,
déterminer l'aire A(u) de la région du plan comprise entre la courbe (C),
l'axe des abscisses et les droites d'équations x = 0 et x = 1.

3, Calculer ul-im; A(u).

tion f et donner son tableau de

Dans la sui ¢ eS|
a suite du probléme, » désigne un entier naturel non nul.
Partie B

n

On consider '
e les fonc i
tions f, définies dans R par: f, (x) = 2.8 el =%

Détermine imi ! |
2 r les limites d '

; efren — o et
E?I:ilter !e sens de variation de fi et den i

struite Ia représen resser son tableau de variation.

tation i
Que la courbe (C), graphique (C,) de f; dans le méme repere

Détermi .
Etudierl;]: rséiz gmneg defyen— oo et en +
Constry: € Variation .
e itrlure la représentati def et dresser son _ o
4 Courbe (C) On graphique (Cy) de £, d cau de variation.
Jydans le méme repere

Eludier, SuiVi
3. donner S¢s 1h
b. Démontrer ¢

partic o
On cons!
En utilisant la re

dere les 1o

2 pDémontrer que
En déduire qu
3, Dans cette qui
a. Démontre
b. En dédui
C. Calculer
d. Démontr
lim (1
n— + w0
Partie D

1. On suppose
Etudier le s¢
lorsque x tei

- Déterminer

2. On suppose
Etudier le s
x tend vers
Déterminer

Préciser le

3. Détermine

I'équation

(1 +x

Tableau d
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o Etudier suivant la parité de n, le sens de variation de la fonction f, el
5 = donner €S limites aux bornes de son ensemble de définition.
de b pémontrer que pour tout entier non nul 7. Ty =Tnd = )
parti€ C . it . I dt
| o considere fes fonetion® J, définies dans R par : () = [
1 _
% ), En ytilisant 12 relation de la question B.3 b, calculer J(x) _J,,,(x) pour tout réel x.
. n
5 pémontrer que pour tout réel x, on a: J () = 1x) ~ E FilX)-
. k=12
I-x - xk
En dédutre que - J(x)=¢e—¢ ;—E‘- g
3, Dans cette question, o1 suppose que X est ¢lément de [0; 1)
", Démontrer que pour tout entier nonnul 720 < fix) < SlD):
' 1
p. En déduire que pour tout x élément de [0; 1], Ju(®) &l -
.. Calculer Ja limite de J,(x) lorsque 7 tend vers + ®.
4. Démontret que E)our tout x élément de [0;1]:
C) ' ¥ % x
g n—at®
Partie D
{. Onsuppose’ pair.
Ftudier le sens de variation de J, sur R préciser les limites de Jn (X)
Jorsque x tend vers + oo et — 0.
Déterminer le nombre de solutions dans R de 'équation : Jy (x) = e.
: 9, Onsuppose” impair.
Etudier le sens variation de J, sur R ; préciser les limites de J, (x) lorsque
x tend vers + oo et — .
Déterminer le nombre de solutions dans R de I'équation Jy (x) =e
Préciser le signe de chaque solution. :
3. Déterminer, suivant la parité de 1, le nombre de solutions dans R de
[équation :
+x+> x X :
" (I+x+5;+3 i )= 0 (On ne calculera pas les solutions).
re Tableau de valeurs
| x | =3 2| -1
n. | - |
ere | # 0,05 | 0,13 | 0,37
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t6 de longueur @ Soit I e parycentre deg

. : e ]
ABC est un triangle © ) f;( ;
points pondérés A, D, (5 ) "

et construlre L.

’ 'ne]' .
1. Détermin€r = 5 +1C*en fonction de a.
bre réel.

2. Calculer 1A,

: m
3. Soith un 7 fonction de k, lensemble () des
MC2 = ka'

Déterminer €N
MA?+2MB" ~2

r de k pour laquelle

ercle tange

b. Existe-t-il uné valeu
_ Démontrer qu€ () est un © 1
b. Démontrer que le symétrique D de B par rapport a
appartient 3 la droite (AC).

;) est tangent a (AC) en D.

le IBD ? Justifier la réponse.

points M du plan tels que ;

a.
B appartient 2 () ?

nt a la droites (AB).

c. Démontrer que (©2-
d. Quelle est la nat

ure du triang

‘ ) - =
epére orthonorme (O, u,v).
graphique. On considére dans C

Le plan complexe est rapporté a unr
On prend 2 centimétres comme unité

['équation, notée (E).
(E) :2+ (1492022 - (14202 =3 +4i = 0

{. a. Démontrer que (E) admet une solution imaginaire
calculera.
b. Résoudre I'équation (E).
2. Soient A, B et C les points d'affixes respectives i, —1—2i et 2—i
. ;
ll;lélcer les points A, B et C dans le repeére ( O _u) r\;)
montrer que le triangle ABC est isoctle cn,B o

pondérés (A, 1) ; (B, b) et (C, ¢))

la droite (A}

pure unique, que I'on

ort¢ au
jmetre.

an est 1aPP

1
t:tl;e oetit
P ART] KA

Soit (/,,) la coniqu

Quenc est 1a nat

Onpose 2% .
Soit R |'applica
Jraffixe 7 défin

smontrer qus

3. Soit g l'applic

draffixe 2" dé
Démontr
d‘équatic
b. Démontr

.. Déduire

4. a. yeérifier
b. Démon

a.

5. a. DEmo!

xlyi_t_xn‘.

b. Endé

Dony
6. a. Exp
b, Con

()
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Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (Q; i,

90900
)

& day SO S
i ,j ). L'unité choisie

est le centimetre.

PARTIE A

1.

0.

Soit (/) la conique d'équation 1% —x*= 16 dans le repere (O,_?, 7)-
Quelle est la nature de (h)?

On note A le sommet de (/) d'ordonnée positive. Tracer (h).
"oux,x', x",y,y',y" sont des réels.

Onpose :z=x+iy, z' =Xy’ 2" =x "+iy
affixe z associe le point M'

Soit R I'application du plan qui a tout point M d'
_ 2

d'affixe z' définie par: z'= 3!;— (1-0)z.

st une rotation dont on précisera le centre et l'angle.

Démontrer que R e
M d'affixe z associe le point M"

Soit S I'application du plan qui a tout point

2
d'affixe z" définie par: z" =75 (-1+0)z.

a. Démontrer que l'ensemble des points invariants par S est la droite (D)

d'équation : y = (\ﬁ +1)x.
b. Démontrer que S =RoSoy ot J est
c. Déduire de ce qui préccde, la nature deS.
Vérifier que : R(A) = S(A). On notera A' ce point.

b. Démontrer que (D) coupe (A ) en deux points EetP.

le point de couple de coordonnées (0;1).

Démontrer que les coordonnées de M, M', M" vérifient :

I
I')"rz.\'“y" = 5(}’2-—.1'2 )
b. En déduire que (A) a la méme image par R et S. On appelle (J¢) celte image.
ey
Donner la nature etune équation de (J6) dans le repere (O, i,/ ).
ent A (70).

a. Expliquer pourquoi I et [ apparticnn
be (A), les points A cl A, la droite

b. Construire sur la méme figure la cour

(D) et la courbe (J0).

EX

B e
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PARTIE B
L. On note (A+) l'ensemble des points de (A) d'ordonnées positives.

a. Démontrer que (A+) ©st la courbe représentative de la fonctioli

- —
ere (O, i,/ )
f:xH\}xz+16 dans Ierepere.( il l'ai
b SoitNim point de (/1+) d'abscisse x positive. On note U(x) l'aire de [a
partie (A) du plan limitée par la courbe (A+) et les segments [OA ] et
[ON]. Démontrer que, pour tout réel positif ou nul x :

X ’x2+16
U(x) = J; 26di-|— o

y calculer U(x).
On ne cherchera pas a ca

: iti e:G(x) =8In(x+x+16 )

c. Pour tout réel positif ou nul.x, on pos ) \/.[—

Prouver que U et G ont ]a méme fonction dérivée sur [0 ;+oof.
r

Calculer U(0) et G(0). ' N |
E;]1 géduire que pour tout réel positif ou nul x :

x+1}x2+l 6J

Ux) = 8 ln( 1
2. Soit (C) la courbe représentative de U dans lle plan muni d'un repére

orthonormé (unité : 1 cm). ' |
On fera un graphique séparé de celui de la partie 4.

a. FEtudier le sens de variation de la fonction U sur [0 ; +cof.

b. Calculer le nombre dérivé de U en O. N
Préciser I'allure de la courbe (C) au voisinage de I'origine.
Tracer la courbe (C) sur I'intervalle [0 ; 8]. On construira la tangente a

(C) en O.
On prendra :In2 =~ 0,693 ; In (]-I*\/E) =~ 0,881, In(2+ -\ﬁ) ~ ] 444;

In(1+\J5) =~1174.

PARTIE C
On appelle (F +) I'ensemble des points de (J€) d'ordonnées positives.
On se donne un point N' de (% +) d'abscisse x' telle que: x' 2 2\[5 :
L. Démontrer que le point Nj, tel que : Ny = R™'(N") appartient a (A+) ct que
son abscisse x est positive,
2. So‘ft (A") la partie du plan limitée par (F€+) , les segments [OA'] et [ON'].
Démontrer geomeétriquement que (A") et (A) ont la méme aire, |

C.

Scanned by CamScanner



Session de Juin 1996

Série E

(soit 357) petits carrés de 1 cm

. ABCD, de coté 35 cm, est divisé en 1225
[AB],

I] Carre ’ = r .
E[L'cété - des segments réguliérement espacés et paralleles soit au segment
segment [AD]-

d" tout point d'intersection de deux segments de ce

On appelle "noeu
t pas situé sur les cotés du carré ABCD.

1. quadrillage qui n'est

2 Combieny a-t-il de nceuds dans le quadrillage ?

p. On choisit au hasard un de ces nceuds et on le note M. Soit I le projeté
orthogonal de M sur (AB) et J le projete orthogonal de M sur (AD).
Déterminer la probabilité de chacun des événements :

b-1 : le quadrilatére AIMJ est un carre,
b-2 : le quadrilatére AIMJ a un périmétre de 24 cm.
2 7 étant un entier naturel non nul, on note S, la somme des n premiers
" entiers naturels non nuls.
n(n+1)

., Démontrer que Shn=" 45 -

_t-il d'entiers naturels non nuls n tels que S, < 12257

p, Combieny a
3. Les petits carrés

On choisit au ha
Quelle est la pro
tel que Sp= K ?
Un tel événement est appelé “succes”.

b, Onréalise 5 fois I’épreuve précédente.
Quelle est la probabilite 4’ obtenir an moins troi

du quadrillage sont numérotés de 1 a 1225.
sard un des. petits carrés, et on note son numéro k.

babilité pour qu'il existe un entier naturel non nul 7

s “succes” ?

On considére I’équation (E):
zeC, 2+ (1 _6‘;)32#(174-8:')2*33 +30i=0
L. a. Vérifier que =3 est solution de (E)-
b. Résoudre I'équation (E).
Les solutions seront notees Zo,

réelle positive.
l 25 h

zy, et 22 ol zg =—3etzpasa partic
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-3
né direct O, u,

V| parTIESB

2. Le plan complexe est rapporté au repere Orthonoz;'afﬁxes respectivesz]  goit A S e
(unité: 1 cm). On consideére les points Mo, M et M2 | - |
z, et z,. o [ A Paide d'une mte
|
- are (O, U» V) [ ¥mxdr
a. Placer les points Mo, M et M, dans letrr?::‘:an é e ..
b. Démontrer que le triangle MMM €8 L En déduire la vale
o (M 1) et (Ma,1) : ¢ .
) : 1dérés (Mor"l): (M, I ' j (2
3. Ondésigne par G le by dislpc;gti?npg justifier la construction. A=), JA
a. Construire Sométriquement 1€ e e e G
On ne d rEmde pas de calculer les 00! dormeéces de G.) i tels que | ——
L Luire l'ensemble (@) des points M du plan &= ' 3, CAlEIGE A SHESE

Déterminer et const \
8
_ MM2+MM+MM;=-GM;

(On pourra vérifier que M, est un point de (%).)

Pour tout entier naturel non nul 7, on considere la fonction B

[0 ; +oo[ par:

x'-1
n

Jo () =x"Inx -

]
10) =

On désigne par (C,) la représentation graphique de f, dans le plan muni d'un

repére orthonormé (O,1,J) (unité : 2 cm).

définie sur l'intervalle

si x >0 (In x désigne le logarithme népérien de x)

Zn déduire laire
abscisses ¢l les d

w\R’l‘lE C

1. On pose, pour U
Dresser le table:
En déduire que
I'intervalle 10511

2. a. FEtudierles

dresser son

b. Démontrer

3. On consideére |

{UO:]
VnelN, U

N a. A laide
’ entier nat
1- . - s, r b . s r
Etudier la continuité de f; a drollte en 0. b. o étant I
00— entier na
2. Déterminer la limite d z
: imite d¢ —— lorsque x tend vers 0 par valeurs Uy~
P 1
;‘uperleures (on distinguera les cas n =1 et n > 1).
nterpreter géométriquement les résultats obtenus. ¢. Démont
3. Etudier le iati :
T le sens de variati ‘éciser " Enide
1 on de f,. Préciser la nature de la branche infinie. —

Construire (C,) et (Cy).

B3
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PARTIE B
Goit A Un réel strictement positif.

A 'aide d’une intégration par parties, calculer en fonction de & I'intégrale :

|
J I x dx.

A
5. En déduire la valeur, en fonction de A, de (1) tel que :

() = L' () d.

1.

3, Calculer la limite de 1(A) quand A tend vers 0.
" En déduire l'aire en cm? de la portion de plan limitée par (Cy) , I'axe des

abscisses €t les droites d’équations x =0 ¢t x = |

PARTIE C
1. On pose, pour tout x de l'intervalle ]0;1[, g(x) = /> (x) —x.
Dresser le tableau de variation de g.
En déduire que I'équation f>(x) = x admet une solution unique a dans
lintervalle JO;1[.
2. . Etudier le sens de variation de /5,
dresser son tableau de variation.

fonction dérivée de fysur ]0;1] et

: :
b. Démontrer que, pour tout x de 'intervalle [0 ; 1], on a :I fg'(x)l <

3. On considére la suite (U, ) définie par :

(Vre
vn e [N, Unlizﬁ (UH)

a. A laide d'un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout

entier naturel n, U, €{0 ; 1]
b o étant le nombre réel défini a la question C.1, démontrer que pour tout

entier naturel 77, on a :

,Uull_al < %IUH—als

2\
¢. Démontrer par récurrence que : Vi € I, IU,,—(I, < (L—, , Hl’-

d. Endéduire que la suite (U,) converge vers Q.

[27
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| Session de Remplacement 1996
Série E

lan orienté & on considére un cercle ( @) de centre O et de rayon R

Dans le p
et un point O' tel que 00’= 3R.
T

Soit r la rotation de centre O' et d'angle de mesure 3 et/ la translation de

—
vecteur 00’ . On pose : f=rot

a. Démontrer queé festune rotation dont on précisera l'angle.

1.
b, Déterminer [image de (@ ) par f. Faire une figure ot l'on prendra R =3 cm.
c. Déterminer €t construire Q, centre de la rotation £

5. M étant un point quelconque de (%) et M' son image par £, onappelle I le

milieu du segment [MM].
a. Déterminer la nature du triangle QMM’.
b, En déduire queTest I'image de M par une similitude directe de centre €2,

dont on précisera le rapport et I'angle. ,
Déterminer €t construire I'ensemble des points I quand M décrit le

@). Justifier votre construction.

cercle (

Sl

e au hasard un nombre entier compris

Deux personnes, A et B, écrivent chacun
entre | et 50. On note a et b les nombres écrits respectivement par AcetB.
On suppose que tous les couples (a,b) tels que |<a<50et]1<b<50sont
équiprobables.
. Déterminer les probabilités des événements suivants :

a. a=b

b. atb=20

¢c. b215

d b>a

uelle est la probabilité pour

~

Si A et B font cing fois la méme expérience, q

a " soit réalisé au moins deux fois 7 Le résultat sera

que I'événement " b 2
arrondi a l'ordre 2.
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A V'nide d'une ind

r R et défipg on s : I = A2
Exprimer lyenf

h

T PROBLEME

. | = il
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction Sn derty

par :
pour n=0, fo(x) = 3
Jo)= (il
n _
ourn =1, f(x)=
P » JulX) '\H-Tx) , e de 1 dans un repg
O ;. be represc]‘ltatlv
n désignera par (C, la cour
i ” ique 4 cm. . g g inle
orthonormé (O, i , j ) ayant pour unité graphiqu on considere les inté
51 _dx et,pC
PARTIE A ol e ’
. lo= Sn cosXx
ST sk tions Ju. Sfiniti
E, Etudler-la parité des foﬂg lf 2{3( bornes de son ensemble de dcfinitioy - o
2. Déterminer les hmlte§ e Odef‘ ot construire (Co)- o= Jcosxdx €L p
Etudier le sens de variation €0 ints communs, il
3. Démontrer que toutes Ies courbes (Cy) (n€ IN) ont deux pO 1. a. Calculer Jo
3. Démo qul. b. Calculer Iz

pose que 72 est nonl

i 15U T
4. Dans cette question, on sup i est la fonction dérivée de f.

Pour tout réel x, calculer f;'(x) o e
i imi —0e .
_ Déterminer les limites de fi et en '
> g Etudier le sens de variation de chacune des fonctions fi et f et dressg
Jeurs tableaux de variation.
c. Démontrer que la droite d'é
préciser la position de (C;) par rappor
(C,) dans le méme repére que (Co).

—_—

Vs I

2: A Calculer |

quation y = x est asymptote a (Cy) en+og b. En déduir

5 tote. Tracer (C
t 4 cette asymp (C)et 5. Soitf la fonc

a. Démontr

PARTIE B i
Soit (I,) la suite réelle définie par : T, = J.o fu()dx ;n e N,
1. Pour tout entier naturel 7, démontrer que : I, 2 0. b. On pose
2. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a :
I il
m <], < ﬁ : Calcule
(2n+1) c. Calcule

3. En déduire la limite de (I,) quand n tend vers +oo.
4. On partage Iintervalle [0;1] en cinq segments de méme longueur 0,2 par
les points ag=0;a;=02;0,=0,4 ;3= 0,6 ; a4 = 0,8;as=1

a. Démontre ; - 7 ;
r que 'on a, pour tout entier naturel i tel que 0 < i < 4 : Pl Tata:
ans le plan,

———

0,2fam) < [ i
- J;_ Jo()dx < 0,2/ () Soit un point
. Pour tout entier nature| ; : Laparallele ¢
el i tel que 1< < 5, calculer Jo(ay) & 107 par 1. .lnsiiﬂ:r |

(

¥odiond
Préciser
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F_—'i

b

it
fl

. ! . ’ . .
A l'aide d'une intégration par parties de I,, démontrer que, pour 1 delN,

ona : i =\[2= 21+ (I, ).
p. Exprimer I, en fonction de Iy et donner un encadrement del,.

5 a

Session de Juin 1997
Série C

s

z L
10:}'3 L dx et pour tout entier naturel 7 non nul, par I, = ssinx)”
0 COSX , = [Py,

= x
3osxdx et, pour tout entier naturel 2 non nul, par J,= j3 (sinx)' cosxdx ,
0

=)
1. a CalculerJoetJ, pour tout entier naturel » non nul.
b, Calculer I,—Io et démontrer que pour tout entier naturel 7,

n+l
I . _:_]_ _,[3_
ph2= o ]| 2

9. a. CalculerT,.
b. En déduire Is.

ot » r . 1.[.
3. Soitf la fonction définie sur [0 ; 3 ] par : fiX) = o0r
| - x m). (X, T
. Démontrer que, pour tout réel x : cosx =2 coS (5 + Z)Sln(f + Z)

o T & .0
b. On pose, pour tout.y élément de [0 ;3‘] cu(x) = tan (§+1‘)

[/
u'(x) e . gy : T,
Calculer u(x) - En déduire une primitive defsur {053 1

¢. Calculer Io puis I ¢t ly.

\

loooo®

points alignés A, B et P |

as a la droite (AB) ct tel que : AQ = BP.

a droite (AQ) en C.
BetQenC.

Dans le plan, on donne trois
Soit un point Q n‘appartenant p
La parallele a la droite (PQ) passant par B coupe |
L Justifier I'existence d'unc homothétic /i {ransformant I’ en

Préciser son centre.

l -.H |‘|
i
el
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) ]
h L l ont? ?
S de B et C paf ' t‘l fr\‘l Oém lf"’r ¢
{ive | on
; respe’ , _ v o
s image gruire deuX points I et J tels que:: \ b Y Oéw fonct‘o’
cons :
T, 0nver \ 4 50‘tg };Pf‘r:g‘
I ’ i f r
. T ' er e
s de tr ouver toutes les SOIH“OHS \ Po ’tudlontfer
de P4 L e
ne demar : : une solutiop | p el
nner “"e{) RST est socele en R ilya i b émoﬂ”
triangl® .
de méme longueur. 0 e
T ne sont pas re
gvidente. _— gments [RS] et [Rti(])ns donner un programme de on 14
b. Dans la suite, deux premiéfes CluBS ] Sc;lution du probléme.
A laide des te de points (15 1) |a S
construction d'un couI; 501t (U n) tr
Justifier c€ programimit- 3 smon
2.

; fr
emon
h D
PARTIE A i T - pémon
i il . = t réel strictement positil x par _
Soit f la fonction définie par : f(0) 0 et pour toutr Z pour qu
xlnx '
fx) = v+l
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0. . BRTIE C
2. Soit @ la fonction dérivable sur ]0, + o [ et définie par : ¢(x) = In(x) +x + 1. —
a. FEtudier le sens de variation de ¢. L SO:‘ ”
b. Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet une solution unique 3 telle Démontre!
que: 0,27 <P <0,28. | Placer oty
3. a léﬁpélr;er ¥ 'I(x) en fonction de (). L. Démc
.En déduire le ,
s variations de f. b, Déme

b. Vérifier que : JB)=-B.
c. Calculer la limite de fen +w
| )
) 91‘ Dresser le tableau de variation de f. * |
racer la courbe représentative de fdans le plan muni d'un repere
orthonormé (0, 7, 7, -
On placera en particulier leg

Onprendraln(()z'/' ~ '
In(s)~ 1 ) =131,

points d'abscisses 1 ;3 ;4 ;¢*; 12. \ S
In(028) ~-1,27:n(2) = 0,7;;In(3) = 1,1,

L2
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PARTIE . 14 .
pémontrer que I'équation fx) = 1 admet une solution unique o dans (3, 4]

b pémontrer que les équations f{x) = 1 et e]%=x sont équivalente
r . | P S'
2. Soit8 Ja fonction derlvatljle sur ]0 ; +oo [ et définie pour tout réel strictement
1+—=
oitif xpar: g =e
Etudier le sens de variation de g.

bl. Démontrer que pour tout x elément de [3 ; 4], g(x) est un élément de [3 ; 4]

N pémontrer que : Vxel[3;4], lg'(x)l g%.

4 5
On prendra. e3=38; e'~349,

3. Soit U, [a suite définie par : Up=13 et la relation de récurrence Uy, = g(U,).
. Démontrer par récurrence que : Vnel,, U,e[3;4].

Um0 <5 |Ural.

b. Démontrer'que pour tout entier 7 positif ou nul :

) 1
En déduire que IU,,— al < 7
suite (U, ) est convergente. Calculer sa limite.

c. Démontrer que la
U, est une valeur approchée de a.a 107 pres ?

d. Pour quelles valeurs de 7,

PARTIE C

1. Soit 7 un entier naturel non nul.
Démontrer que I'équation Alx) =nadmet une solution o, et une seule.

Placer o et 0y dans le méme repére que précédemment.
. . n
2 a2 Démontrer que, pour tout entier naturel non nul 7, on a : o, PE,
b. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul zona:

" ) . g—}L ey ——
flo, ) =nest équivalent a In( ¢ )= iy

- > J.*
G . Y ey i ent ;
¢. Déduire des questions 2.a. ct 2.b. que la suite (7 ) ne i €St convergente ﬂ*

, f
et calculer sa limite. / ‘
|

E
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C) la cour
2 = \ 1 ( e .
On considére I'équation (E) : (p;q)e £°, 11p—-T7q=-4 L, nfﬂ“d'un”d s cm
| L
; L,
1. a. Vérifier que (—1;-1) est solution de (E). (

b. Résoudre (E).

\ ‘F) A '
: L T fonct
2. a. Résoudre les équations (F) et (G) suivantes : | pA ns',défe la
F) =xed, 2x=3][7] \ on° ontrer que
(G) xeZ, %x=4[11] \ : Dé‘“. p—
b. Déduire de 1) et de 2) les solutions du systéme udier 2)
| b Deduire €€
2x=3[7] b2
, xelkZ 71E B
9x=4[11] AR calculer
1.
\. Démontr
lel
M £XERCICE LY Caleu
[ _ T \ D()Tmer
Une urne contient 6 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables ay | d. Onadr
toucher. ' o En déd
On donnera les resuitats sous forme de fractions irréductibles. d'absc
: ad
1. On tire au hasard une boule de I'urne. L o %“ .
Calculer l1a probabilité d'obtenir une boule blanche, N
2. On tire simultanément deux boules de l'urne. Calculer 1a probabilité de tirer f'ix)
deux boules de méme couleur. |
3. On tire une boule de I'urne, on note sa couleur et on Ia remet dans |'yrpe, b. Enc
On fait cette expérience 4 fois. ' ¢. Dér
a. Calculer la probabilité de tirer exactement deux boules rouges. d. Da
b. Calculer Ia probabilité de tirer au moins une boule blanche, \ tan
\ Or
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€I

2. a. Onadmet quefest dériva

L8 but du probléme est d'étudier la fonction f définie par :
. :

y x €]0;31[U11 oo [, i) =27 In()
ﬂo):Oetj(l)= 1.

la cour 5 ; .
(€) be représentative de frelativement a un repere orthonormé

otera
(00'”; J) d'unité 5 cn.
pARTIE A
fonction g dérivable sur ]0;+oof et définie par : g(x) = (x “DIn()+Hx-1).

gmontrer que pour tout réel x élément de 10 ; +oo : g'(x) =

2(x—
A—x—l + In(x).

1. B
2. Etudi?f le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.
3, Dédulré de 2) que g(x) est positif pour tout réel x élément de 10 ; +oof.
pARTIE B
1. a Calculer: Jim Sx)

b. Démontrer que fest continue 2 droite en 0, et continue en 1.

c. Calculerle nombre dérivé de f & droite en 0.

Donner une interprétation graphique de ce résultat.
4. On admettra ici quefest\dérivable en 1 et que :f'(1) =35 ;

ion de la tangente & la courbe de f au point

En déduire une équat

d'abscisse 1.
ble sur 10 ;1{U]1 -+ool.

éel x appartenant a 10 ;1[U]1 sheo [

Démontrer que pour tout r

i
= (x_1)2 g(x).

b. En déduire le sens de variation de f'et dresser SO tableau de variation.

¢. Démontrer que pour tout réel appartenant a[0;1],ona0s flx) <1

d Dans le repére (O, I, J), tracer la demi-tangente & (C) au point O, la
tangente & (C) au point B de coordonnées (13 1) etla courbe (C).

On donne : In2 = 0,69, In3 =1,1.
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on considere lintégrale A(a) telle Que: -

pARTIEC | 0,_1,
{. Ppourtout réelaappartenanta] )3

1 2
\ a " 1p(Hdt -
< 1 A@) = %2.3 Hln(t)

2 limite de Al

1 s g
quand & tend vers5 Par valeurs inférieures, \
Lent le nombre A?

; sométriquel . '
. et i :finie, pour tout
que la fonctlon"I;I],, définie, pl

2. a pémontrer t
10 ;0 [ par: Hy(0) =351 ¢ In(t) = Tyl
{ > 1" In(f) sur,]0 ;0 [.

mitive de |a fonction
entier naturel non nul 7, on pose :

Onnote Al
entier naturel noi
1y n,

sur

est une pri :
b. Soit adans 1075 [. Pour tout

n@-
2

Calculer I(@et en déduire que I
rent de 1, et pour tout entier naturel non nul »

{ In(y)dt et i = linll I, (&)
agi

o
- (n+1)z'

3. a Pour tout réel ¢ diffé
calculer la somme : F+r+.. +t G
(somme des n premiers lermes d'une suite géométrique). b. Queﬂe £
n+2

Démontrer que 71 = Pl i, =" E

-1
etque A((!) - "IZ(U«) - 13(05) _'---"Inﬂ(a) + J?HI fnf(l‘)dt.
3

b. ili '
En utilisant la question 2.c.de la partie B, démontrer que :

1
£ Eﬂr n 1 a
0 J.%_a t" fit)dt ng'f s < J“ " dt
¢. Déduire de ce qui précé ¥ .
- - qui précéde que, pour tout entier naturel non nul 7 : \UD: By L °
SA®@)+ 1 (0) + 5 (@) +... 4,0 (ct) ke ' Pour tout en
t . : iy

et que, pour tout entier naturel non lenn’ 1 . L. Pour que

0<A—( Lol 1 | ' Dans la
Lo 52 T .. ("+2)2) Jor g + Démont
- Onadmet que lim (1451 +7 +y + - | 2 Vo =U
| el e L t37 + "'+(7+T)I) _In _ lerme ¢
Démontrer que A = L] ’ b e

6 T A

4 '~, U,
\ b by
I‘ C P

Py
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- Session de Juin 1998
Série C

pans le plan oriente on considére le carré ABCD de centre O tel que

e
= "
Mes (AB,AD) =75 .

Soit M un poi.nt de: la ‘droite (DC), N le point d'intersection de la droite (BC) et
dela perpendlculalre 3 la droite (AM) passant par A, et I le milieu de [MN].

{. Faire unc figure.
5. On considere la rotation » de centre A telle que : (D) = B.

Démontrer que N est I'image de M par r.
En déduire la nature du triangle AMN.

Déterminer l'angle et le rapport de la sit

a.

b.
nilitude directe s de centre A

3. a.
telle que s(D)= O.
b. Quelle est I'image de C par s ?
.. Démontrer que I est I'image de M par s.
lorsque M décrit la droite (DC).

d. En déduire I'ensemble des points I

T g
Soit a un réel non nul. On considére la suite U définic par
Ug = 0 ’ U; =]
aU”” N (a+ UUH "‘Un-l.

Pour tout entier naturel 7 non nul,

1. Pour quelle valeur d t-elle arithmétique ?

Dans la suite de l'exercice, 011 supposera le réel a différent de 1.

2. Démontrer que la suite y définie pour tout entier naturel n par: '
V, =Uyr — U, estune suite géométrique dont on précisera le premier
terme et la raison.

3. a. Démontrer que po

U= Vo + Vl L o Vit
b. Pour tout entier naturel n non nul, ¢
¢ Pour quelles valeurs de a, la suite U est-
Préciser alors la limite deUen fonction de a.

e a, la suite U ¢s

ur tout entier naturel non nul 77, ona:
i

alculer U, en fonction de 1 et de a.
olle convergente ? J
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G B
SARD 15

s mun rée\'

1 59 goit les PO!

. . 9—m)- .

9 'r'trc une équauon fag

\(;C;_“ (Bm) 1a droite d(;‘

. \e pO

Démontrcr que e p ‘

appancm\n\ b
nts f\m de

C. Les partfes B et C sont

our coordonnécs -
3

. -7 ! t 4 .
indépendantes - n repere O honormé (O, .7), l'unité mesurant | o £mOntrer que (1
Le plan orienté est rapporte & pé
. i \e prO}c\e
" i - _ N ) 50]{ "“ n ‘
PARIIE S . 7 définie, sur [0 T [ par flx) =¥ wx +4. 2. & pemontref que !
idére la fonction f ) . - = .6 e point de
o ] be représentative de f dans le repere (O,u, V). goit ¥ 1€ Y’r que
ted C) la cour ! " rmontre
On deslglljlgnll’i;t(wr) que fest continue a droite en 0.' | Deﬂ" enant 5T
" ; Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en 0. appa
" En déduire une interprétation géometrique. \ e
i s = 7 3 p
_a. Déterminer la limite de fen +o0. ' _—1 e
: z. E:udier le sens de variation de la fonction fet dresser son tableau de Fo o F
variation. ApBmPm
c. Tracer (C).
7%, Do
3. a Soit g larestriction de fa [4 ; +oo[. pARTIE
Démontrer que g est une bijection de [4 ; +oo[ sur [0 ; +oof et que son M un poin'
application réciproque g™ est définie sur [0 ; +oof par : 1. Sol
g_]_ (x) =%+ 4‘\(; + 4. s Démontte‘.
b. gracer la courbe représentative (C ')‘ de g, dans le méme repére que (C). a0
4 On appellera (H) la courbe (C)u(C").
+ Soit (E) la courbe d'équation : x* +)” — 2xy — 8x — 8y + 16 = 0 dans le
repére (0,4, 7). b, Démont
a. EeTogltr;rJC que EE)our tous réels x et y positifs, on a : 2 Démon
- - = - = = - C
iy dgd“ire{]ue ()Iﬁl) 25) =0 -fy-g"(x)=0. A
b. Démontrer int M +iz
que un point M (a ; b) est un point de (E) s cars
2 1 ) - S .
Enpgélgt M(b ; a) est aussi un point de (E) (E) si, et seulement g, 2
uire ue| ®
que la courbe (E) admet un axe de symeétrie. Prégiser b. Intery
S Calculer laire de | , Cr cet axe, i d
i a art B we o B
abscisses et e dr partie du plan limitée par la co R d

Oites d’équations x = 0 et x = 4 urbe (C), 'axe des

|
M i .-1;.-}t NI X
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l Sitmun réel appartenant a ]-2 ; 2[.
¢ 2 gt les points A de coordonnées (2+m ;
A m; 0 £
i ) ( ) et B,, de coordonnées
Ecrire une équation de la droite (D,;) passant par les points A et B
m me

Soit (Aw) 12 droite d'équation : x —y—2m =0

pémontrer qué le point d'intersection T '
: ., des droites (D) et (A,) a

pour COOI‘dOl‘mées (Z(Z_‘_ m)z; :]1,( 29— m)z)

pémontrer que (D,,) est tangente a (C) en T,.

Soit Hu e projeté orthogonal de T, sur la droite (8) d'équation y = —x

2. &
pémontrer que H,, a pour coordonnées (1 ; —n).

goit F le point de coordonnées (2 ; 2).
pémontrer que le quadrilatére A, H,B,F est un carré pour tout /

appartenant al-2;2[.

1 ;
Jacer le point Ty, tracer les droites (Dn), (An) €t le carré

3, Pour M= 7P
A HuBuE-

pARTIE C .

{, SoitMun point du plan d'affixe z.

z-iz ,
> est le projeté orthogonal de M

o, Démontrer que le point H d'affixe

sur la droite (8).
z+iz

g,

e Ja distance de M a (8) est égale a

h. Démontrer qu
es points M d'affixe z telle que

Démontrer que I'ensemble d

z+iz

= lz _(2+2i)l est la courbe (E).

b Interpréter géométriquem
En déduire la nature de la courbe (E)-

En donner deux éléments caractérisliqucs-

[ ]
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e .
rmé (O, u Vv ) d'unité graphique 5

4 hono

| | dun repére orth ' telle que :
Dans le g!an ]rnl:;:;n(i];l]le (E) des points M d'affixe z q
on considere

’z-—l{ -—-4-]— ‘z—13—2(1'~1 )] :
4 : gk 2 = (.
On appelle (D) a droite d'équation X y

ation du plan dans lui-l‘néme qui a tout point M d'affjy, :
¢ M daffixe z’ telle que :

Cm,

1. Soitfl'ﬂPP]':C
associe le poin
7’ :-2]' (z+:E)+l'—I-

P | I | I . r r R
(On pourra poser Z =X +iyetz’=Xx"+T 1y oux y, X ely sontdes réels)

. Démontrer que l'ensemble des points M du plan tels que M) = M eg

la droite (D). _
b. Démontrer que pour tout point M du plan, les coordonnées de M
vérifient I'équation de (D). -

—
¢. Démontrer que le vecteur MM’ est normal a la droite (D), puis

e aue . ssighe PP
caractériser géométriquement I’application 7. Ondesis™

(unité gr9P h
On se propose de déterminer I'ensemble (E) défini au début de l'exercice. PARTIE A

a. Démontrer que : z — 7' = 5 [2-iz=2(i-1)).

2.

b. En déduire que () est une ellipse de foyer F d'affixe |

associée (D) et d'excentri 6+ Preci
r D — b '
icité 7 " Préciser son axe focal (A).

de directrice

¢ Vérifier que les points A et A d

‘affixes respective S+ iyet & .
sont les sommets (] ' p ) 2(| o 2 o
€18 de (E) situés sur I'axe focal.
3 '
a, g?nstrl{rre la droite (D), I'axe foc
Cterminer géométriquement les

al (A), les points A, A'et 5,
¢. Constryjre (E).

autres sommets de (E).
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cC

stions 1 et 2 sont indépendantes.

f)iscg:;idére dans le plan, un triangl gleen A tel AB=

ou g estun nombre réel strictement posi

1. a Déterminer ¢t construire le barycentr
“1)et(C, 1)

(A, 1); Bs
b. Déterminer et construire I'e

\\M-'Ml?+ﬂé

tif donné.
e G des points pondérés
nsemble (C) des points M du plan tels que

jri -3~

— 1
ni par : AH:EABFAC.

2. SoitHle point du plan défi
H est le barycentre des

points pondérés

a. Démontrer que le point
(A, 3); B, Det (G -2). _
b. Pour tout réel k, on désigne par E, l'ensemble des points M du plan tels

~ que:

| 3MA*+ MB? - 2MC* = ka*.
Pour quelle valeur de &, Ex contient-il
Déterminer et construire lensemble (I)

3MAZ+ MB’ _IMC? =84

e point C ?
des points M du plan tels que

, 1
nie par : fx) = T3¢

2 fonction f dérivable sur R et défi
n repere orthonormé (0,1, N.

On désigne par (%) la courbe de fdans le plan muni d'u

(unité graphique : 4 cm).

On considére |

PARTIE A
1. a. Calculer f'(x) pour tout nombre réel x puis étudier le signe de f'(x)
suivant les valeurs de x. En déduire le sens de variation de la fonction f.
b. Déterminer les limites de f en —oo et en +oo et donner le tableau de

variation de /.
1
e coordonnées (0, "2') est un centre de symétrie de (D).

7. Démontrer que le point A d
@) au point A.

ation de la tangente (T a(

3. Donner une €qu
civable sur R et définie par + @ (x)

. o Ll
Soit ¢ la fonction dé 27" = fx).
a. Démontrer que .

V x €]~ ; 0f, o(x) >0,

v x €]0 ; +oo[, o(x) <0.
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| »

b En déduire la position de (T) par rapport a (%)
. En

¢. Tracer (T) et ().

PARTIE B | non nul 71, on considére les fonctions £, dérivables sur R ¢
Pour tout reel non ’

)= 1)
définies par : fu(x) = A3, ) |
@,) désigne la courbe représentative de /,, dans le r.epere (O, .[, 0.
(Sg? 'lfie?;g;ansformation du plan dans lui-méme qui & tout point M assocq le
oIl Ly,

—> o
point M' tel que : H_M—L m HM ol H est le projeté orthogonal de M sur (0,
1. a. Donner la nature de T_;. ‘ _
b. Démontrer que (%) est I'image par T,, de ().
c. Tracer (%,).

2. Soit A un réel. On pose I,,(A) = [: Jn(x)dx.

;i. Caleuler I,,(A) et en déduire que I,() est indépendant de m,

PARTIE C
Soit ¢ Ia fonction dérivable sur R et définie par : 8() =x - fv).
L. "a. Etudier le sens de variation de g,

b. Calculer eg limites de gen—weten +op.

i ¢ En déduire que l'équationj(x) =X admet ype solution
- ]

unique ¢ et que
4 MEsy

; [ ]
2, a, Demontrerque:"cfxe[z sy L Ax) e [z ;51' i

b. Calculerf”(x), En dédyire que:Vy e ["JI; 51'], lf’(x)[ <4‘]-

€. En dédyjre que : Y

I
17551 o | g;l—[;mxl
3. Soit (Un) la suite de noy
1

nbres rge|g définie par |

arelation de récurrence ¢
W=7 etU,, = AU, VneN

& Démontre, Par récurrep g Ue:VneN U ¢ [ l, ; gl]
s n ~4 1?9 4
b D :
Démontre, Par récurrey e We:VneN, [u, ~af < J’" Ura
¢,

Dé G
. montrer pg, feCurrence que : v, e, ' U,.—a{ < (% g

Trouye, A
e le plyg Petit entjey naturel p tel que f U,r(x, <107,
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tqu

PDan
— = .
v ), on considere :

direct (O 5 %5
. le quadrilatére convexe ABCD.

oir figure ci-contre.)

_ Extérieurel
(respectivement M, ; M3 ; My) tel que le
triangle AM,B(respectivement BM,C,

CM;D, DM,A) soit rectangle et isocele de
sommet Mj (respectivement M,, M3, My).

e but de l'exercice est de démontrer que

segments [M;

perpendiculaires et ont méme la longueu

1. Soita, b, c etd les affi
les affixes respectives des points

et Z4
fonction de a et b.

a. Exprimer zjen

b. En déduire les expressions de z,
2. Démontrer que les segments
perpen

diculaires et ont méme la long

Le plan & est rapporté au repére ortho

l'ensemble (E) des po!
1y  25G+ »)

1. En interprétant géométriquement

ellipse de foyer O etde directrice ass

s le plan & muni d'un repére orthonorme A

nent au quadrilatére, le point M,

M;] et [MaM,] ont des supporis

xes respectives des points A, B, CetDet z,

[MM;] et M;M,] ont des supports

ints M de coordonnées
= (3x-1 6)’.
'équation (1

Session de Juin 1998
Série E

les

.
D

Z2, 23

Ml_, Mz,Mg, etM4. '

zy et zy en fonction dea, b,cetd.

ueur.

. _h) _:> » b
& direct (O, i,j ). On considere

norm
(x,y) vérifiant I’équation

() est une
16

ociée la droite (A) d'équation X ="

), démontrer que

(13 1
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: ésigne un point de (E
reice, _I\*ﬁﬂ:;g ) et g
( i, OM)' .
lation entre OM et l'abscisse de

" | e
Dans toute la suite de l'ex g

b. Démontrer que OM = m
o p o _TE[
3. On suppose ici que appartient =55 -

upe (E) en un point M,
La droite (OM) coupe (A) enII et recoupe (

et constante indépendant
a. Démontrer que &pr + oM’ est une p ede M
] 1 2

b. Démontrer que 5nr ™ oM~ Ol

Dans tout le probléme, » désigne un entier naturel non nul. Op considere 3

fonction £, dérivable sur [R et définie par : £,(x) = x"¢™. On appelle (Cy) Ia courbe
représentative de , dans le plan muni d'un repére orthonormé (O,LJ) (unité 3 cm),

PARTIE A
1. a. Calculer les limites de JSien+o et en — oo,
b. Etudier le sens de variation de la fonction £, et dresser son tableay de
variation.
Tracer la tangente 3 lorigine & (C,), puis tracer (C)).
2. a. Pour tout entier 1 supcrieur ou égal a 2, étudier Je sens de variation de Ja
fonction f,.

b. Cal.cu.ler les limites de fien 4+ et en - et dresser son tableau de
variation.

C. Sur une autre figure, tracer |a tangente a l'origine a (C,), puis tracer (C).

3. (2n note S, la symétrie orthogonale d'axe la droite d'équation : x = n et (C',)
l'image de(C,) par S,,.
a. | et'ant le point du plan de coordonnées (x,y), calculer les coordonnées

(x', ") de son image M' par Sis

b. D'er'nontrer que (C,) est l'ensemble des points M dont les coordonnées (x, )
verifient : = J(2n-x).

C. Tracer (C'3) dans |e méme repére que (C,).

l};ou.r X< 2’n » O pose : g,(x) = f,(2n —v).

" Interprétant géométriquement fog intégrales, justifier I'égalité :

Jf (1)t =fgn(r)dr .
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)= In(g.(x)) - In(/iAx)).
e le signe de h,(x).

ment de 10 , 1}, on pose h(x
4 ’intervalle 10, 1], on a

pour tout x élé
des variations de /A , déduir

4.
a. De I’étude
b. Démontrer que pour tout x appartenant
fx) < 8al%)-
c. Déduire de ce qui précede , I’inégalité :
n n
J fundt < F(Hdte.
0 0
PARTIEB . ;
X
on pose : Fu(x) =j0 fa(h)dt .

Pour tout réel positif x,

e ]a fonction Fj est croissante sur [0 ; +o0 {.

1. Démontrer qu
2. A l'aide d'une intégration par parties :
a. Calculer Fq(x). .
b. Démontrer que, pour tout réel positif x et pour tout entier naturel n
supérieur ou égala l,ona: F, . (x) = +1)F,(x) —Ju Y
3. En déduire a l'aide d'un raisonnement pér récurrence, que pour tout réel
positif x et pour tout entier supérieur ou égala 1,
2 n
" x X X
F,(x) =n![1-€ * (1+-1'!‘+§T+.... e 39
4. a Démontrer que : lim Fo(x) =n!.
X —+o
b. Démontrer que pour tout réel x positif ou nul, on a : Fu(x) < nl.
PARTIE C
1.. Démontrer que, pour tout entier 17 supérieur ou égala l,ona:
2n
Fn(n) +J‘ ﬂr (f)df < J’I!
1
2. Déduire des résultats des parties A et B que, pout tout entier n supérieur

ouégalal,ona:
n!
0<F,(n) <5

s

o

\'"*45 J

ek
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n de Juin 19q

Sériq (9: |

e faces sont blanches et deyx 80
a noter la couleur g, st
a

- ' e
face supériens ijjté d'avolr - 3¢
Calculer 1a probabill : b pie”
t 2. une face blgnclle. %a\ou\e
p. une face nowe. . uito. | i
5. Onjette le dé qaatr{; fgli?itdéedravgir dans I’ordre : une face blanche ; une firce LAY
' roba

4. Calculer 1ap
noire ; une face ili
i b. Calculer la probabili

. a e
lancers. Jbilité d'avoir une face noire au 4° lancer (une

r la prob
C. fgicgf)eire pOI; et appara’itre qu cours des autres lancers).
2

des n lancers. _
b. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : P, =2 0,99.

blanche ; unc face blanche. :
i6 d'avoir une seule face noire au cours des quare

1. Soit 4 la fonction dérivable sur ]0 ; +oo[ et définie par : A(x) = Inx - X,
| e
a. Calculer /'(x) sur ]0 ; +oo[.

b. Etudier le sens de variation de /1 et dresser son tableau de variation.

c. Démontrer que : V xe[1; ], 0< Inx € X
(4

2. Pour tout entier naturel », on pose: 1, = JA“ x(In x‘)”d\: ,
|

H r . L] r . .
;. A'lalde de deux intégrations par parties, calculer I,.
. D?1n011trer‘ que la suite (I,) est décroissante.
¢. Démontrer que la suite (I,) est convergente.

d. Enutilisant |

€. Endéduire |

: .
e {’2

nt2 ()"

a question I.c., démontrer que : Vi e, 1, <

a limite de la suite (1,).

]
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Le pla est muni du repere orthonormé (O, 1, J) ; unité :1 cm.

PARTIE A |
On considére dans C l'équation :
,\/—j )zz + (11+ 4;‘\15 )Z =6 _31.\[- -

Che .
i

s deg

la ne &

e

€ al i

Pl , . : ,
cette équation en sachant qu elle a deux solutions réelles.

1. Résoudre
On appelle A, B, C, E et G les points d'affixes respectives 3 ; 2+i-\ﬁ ¢ =] %

2.
et 11+403 .
2. Démontrer que le triangle JAB est équilatéral.
b. Démontrer que les points B, C et G sont alignés.
c. Placer les points A, B,C,EetG. '
3. Calculer l'affixe du point F de l'axe des abscisses tel que le triangle EFG est
équi]atéral.
PARTIE B

ntre de gravité du triangle IAB.

. On appelle O' le ce
I' homothétie A qui transforme le triangle IAB en EFG.

1. On veut déterminer
" Démontrer que l'image par /2 de [IA] est [EF].

b Justifier que : 2(I) = E, h(A)=F et h(B) = G.
Déterminer le centre et le rapport de .

&
_ . 2 e :
2. Soit 7 la rotation de centre O' et d'angle —312 et f la similitude directe telle
que : f = hor.
2. Déterminer le rapport et I'angle def.

me le triangle IAB en EFG.

b. Démontrer que f transfor
3. Soit g une similitude directe qui transforme [AB en EFG.

a. Démontrer que h'og est une rotation qui laisse le triangle TIAB
globalement invariant (c'est-a-dire que le triangle TAB a pour

image lui-méme).

b. Caractériser les trois rotations qui laissent plobalement invariant le
triangle TAB.

¢. En déduire que les similitudes d
h, fet une troisi¢éme f'que I'on décomposer

d. Déterminer le rapport et l'angle de f".

irectes qui transforment IAB en EFG sont
a A l'aide de 7 et de r.
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4. Soit Q le centre de la similitude £, On appelle K. le milieu dy se
a.  Déterminer l'image K' de K par f.
b. Démontrer que Q, A, G et F sont cocycliques.
¢.  Démontrer que Q,F, K et K' sont cocycliques.
d. Construire Q.
S. Déterminer I’application complexe associée & .
6. Calculer I'affixe du centre Q' de f".

r'—w»&-—:.s.;

K

EMmepy [1/\]
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Session de Remplacement 1999
Série C

1. Trouver suivant les valeurs de I'entier naturel », le reste de la divisjon
. qe 1
euclidienne de 4" par 7.

2. Justifier que : 1999 =4 [7].
3. En déduire le reste de la division euclidienne par 7 de 1999',
4. Soit lentier A tel que : Ag= 123% +123% + 123% + 123% 4 123%

Discuter, suivant les valeurs de I'entier naturel &, le reste de la division
euclidienne de A, par 7.

Soit 1 un entier naturel supérieur ou égal a 3. On considére les fonctions f,
dérivables sur l'intervalle ]0 ; +oo[ et définies par : £, (x) =x + nln (.1_)
X
Calculer la limite de f, en 0 et en +o0.
Pour tout nombre réel x appartenant a ]0 ; +oo [, calculer f,' (x).
Etudier le sens de variation de f, et dresser son tableau de variation.

Démontrer que l'équation, x€]0 ; n[ f,(x) =0, admet une unique solution a,.
Démontrerque: Vn =23, 1<a,<e.

Démontrer que :  In (a,+1) = (@)

Démontrer que la suite (a,) est décroissante.

En déduire que la suite (a,) converge.

I ke

Démontrer que : Vn 2 3, -!]—1< In(a,) < %

10. En déduire la limite de la suite (a,).

[
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Dans le plan orienté muni du repére orthonormé d.ire‘ct (O,L,)), on Considar,
carré direct OIKJ de c6té 1 (L'unité étant le centimetre, on Prendra ; O < .
Soit A un point quelconque de la droite (IJ) distinct de J et SOt S [a SimHitUde
directe de centre O qui applique J sur A.

le

PARTIE A

On désigne par I', K' et A’ les images respectives des pgints LKe
Démontrer que le quadrilatére OI'K'A est un carré direct,

2. Construire les points O, I, K, J, I' et K.

3. Démontrer que les points A, A'et I’ sont alignés,

4. Démontrer que : OA' = AK'

LA parsg,

PARTIE B

Soit a l'affixe du point A, o un argumentde g et x |3 partie réelle de a.

L. Déterminer I'affixe de K.

2. Démontrer que : g+l = x(1+ ),

3. En déduire qu'il existe up argument de ja + 1 dans [g paire { -;E b %{5 ).

= > =S
4. Démontrer que : (01,0A) = (KAK))

5. En déduire que — % ~O estun argument du nombye complexe a (] +i).

PARTIE C

Soit M un point dy plan d'affixe 7 ¢t vt son image d'affixe 2 par S,
L. Démontrer que:z' =—jgz

2. Caleuler en fonction de ¢ les

affixes respectives & ef ¢ des points K' et A",

Sl ey
3. Soituet v les affixes des vecteurs KK’, et K'A".

a. Démontrer que y est yp imaginaire puret que v est un réel,

b. En déduire que les vecteurs ia?;
4. Démontrer que I, K et K' sont alignés et
orthogonal de A’ gyr la droite (IK).
En déduire une construction de A®.
6. Démontrer que, lorsque A décrit (1)) privée de J, A’ appartient a la
parabole (T') de foyer O et de directrice (IK).

|50 ]J

—
et K'A" sont orthogonaux.
en déduire que K' est e projeté

wn
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A

struire (I)-
raxe focal et le som
ue J appartient a@).

met de (I).

ipn veut con

2: Démontrerq
3 Construire ™).

Session de Juin 1992

nsidére l'application fsuivante

f-‘]—zzt';ﬁ[%“?

x> tanx

Démontrer que fest une bijection.
On notera g la bijection réciproq

On admet que g est dérivable sur
1
vxe R, gx) =12

e de l'application .
R. Démontrer que ’'on a:

Calculer les intégrales suivantes :
COSX .
0 1+sin"x

Dans une urne, il y a 1 boules rouges et 211 boules blanches. On tire simultanément

p boules de l'urne avee p =,
1. Sin=S5etp=4,calculer les probabilité
A : Obtenir deux boules rouges et deux boules blanches.

B : Obtenir au moins une boule blanche.

(On donnera les résultats sous Jorme de
et n un entier naturel quelconque tel que n 2 2.

d'obtenir deux boules de méme couleur.

s des événements suivants :

fractions irréductibles.)

2. On suppose p =2
Calculer la probabilité P,
Démontrer que la suite (Py) »>2 €St majorée par 1.

Quel est le sens de variation de (P,)) 1527
Déduire de la question précédente que (P,)) 2 est convergente ct caleuler
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oy 22
pére orthonormé direct (0, )

plexe est rapporté aunre

Le plan com

e 2 - M, le point tel . ]\71__) -

1. On désigne par M, lorigine O du reperfa et par [llqep ek quze- M=7
On fixe un nombre réel 7~ 0 et un réel 0 dans U — (kn;kel}.

Soit M, le point du
e - - [

—
il Gy ey
mes (MoM;,MiM2) = 0[2n].
—

—>
Calculer I'affixe vo du vecteur MM, et l'affixe v, du vecteur MyM,.
¢ définis ci-dessus, pour tout entier naturel

M,, M, ayant ét
r des points M, et M, par :

2. Les points Mo, _
non nul 7, on définit M,.; & parti

HMIIMH+] :r’ Mn—an

.
mes (MH_]M”,M”M” J) = o[27].

..M, et la figure obtenue en tragant les

On obtient ainsi une suite Moy, M, ..
. est appelée «polygone». On note vy,

segments [MoM,], [MM,],..., [M,M,ii;- -

—>
I'affixe du vecteur MM,

4 Démontrer que pour tout enti
que la suite (V) est une suite géométrique.
b. Déduire de la question précédente, I'expression de v, en fonction de n, r et 6.
; | T
3. Dans cette question, on SUppPOSE ' :-\E— et0="7" Calculer v, pour 01 <3 et

placer My, M}, My, M3, My, en prenant 8 cm pour unite gr

" .
er naturel non nul i, v, =1 ¢° v,-1. En déduire

aphique.
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PARTIEB : ] )
oute 12 suite du probléme on suppose 0 <r < I et, pour _on
s :
D;:; 7, 'affixe du point M-
n
alculer 20 n, % | .
Lo 5 yrtout? > 0, exprimer Va €1 fonction de z, €t Zn+-
0 e
' sdui rtoutn 21,z =V b v AW
2 £n déduire que, po¥ 21,2,=V TV ” .
Z+Zz +___'+ZH-I - —
1-z

pelle que pour tout nombre Z # l,ona:l+

3 -On rap
pour tout 1 2 0, calculer z, €n fonction de n, r et 0.
l
. & pémontrer ue le module du nombre complexe 2, =710 tend vers 0
quand n tend vers T
| 1

d'affixe @ tel que : @ =770 -
at de la question a. ci-dessus.

—
l'affixe du vecteur QM,.

On note Q le point

[nterpreter géométriquemeut le résult

> (), on note Lo

. Ppour tout 7
> ' en fonction de n, r et 0
. Calculer Z €N onction de n, r et .
p. Ftablir qu'il existe un nombre complexe @ non nul tel que pour tout 7 21,
Z'n:aZ'n-l- : .
tion précédente, determiner une

En interprétant géométriquement la rela
telle que, pour tout 7 > 1, f(Mp) = Mi 3 préciser le

similitude directe f
centre, le rapport et I'angle de cette similitude.
1

—e

ns cette uestion, on su oser =
d. Dans q PP \ﬁ
t Q et placer ce point sur la fi

"
t0 = rE calculer dans ce cas

les coordonnées du poin gure précédemment

tracée.
Indiquer une constru
placer les points Ms, Mg, M7

ction géométrique simple de M,, connaissant Qet M, et

et Mg sur la figure.
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2. Les médiatrices des cotés [AD] et [

ABCD est un trapéze non rectangle tel que la droite (AB) est parall¢]e a

droite (CD). On désigne par I, J, O les milieux respectifs de [AB], [CD] ¢ I )

1. Déterminer et construire I'ensemble (E1) des points M dy plan tels qye .

o ”'MEMTD‘” .
BC] se coupent en G,
Démontrer que : GA? + GB2 = GC* +GD?.

3. Soit (E;) l'ensemble des points M du plan tels que : MA>+ MB? = MC? +MD?
a. Justifier que (E,) est non vide.

- —
b. Démontrer que : M e E)e U.oM=% (ol £ est une constante réelle).

_ - =
¢. Endéduire que : M ¢ (E) e I.GM=g.
d. Déterminer et construire (E,).

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé O, 1,).

On considére leg points A, B et C d'affixes respectives z,, zj et z. telleg que :
ZA=-3,23=2+2} et zo =TI,

1. Construire le triangle ABC.

2. Vérifier que les nombres complexes z, — z; et 2. — Zn ont le méme module
que I'on précisera. i ¢

RN

£ Z ) 5 L G
3. Ecrire le nombre complexe sous forme ti Igonométrique,
Zc—zp

Déduire des questions 2. et 3. que ABC est un tri
5. Soit S la similitude directe d

a. Déterminer l'angle et le |

b. Construire, aprés Justific
similitude S. (On ne den
affixes de E et I )

-

angle rectangle js
e centre A qui applique B sur C,
rapport de S.

ation, les points E et F images de C ¢t E
1ande pas de chercher les coordonnde.

lﬂ

octle ep B.

i O
\-. ”’- !t‘l.\l l\u

i
Scanned by CamScanner



g

—_—

- Ap=S(A); A =B; A=
-Onpose.Ao 35 Ay SB): Ay =S(C): A, = .
6 ng= S(A) =3 pour tout entier naturel 5 S”Pésrieur(og : é:; " 2303\) ,=A§(;\ S(F) ;
ur tout entier naturel n : R, = l Zp ~2 A.,l e n1) €l

Calculer |zA1—- % Aﬂ‘ et R,.

En déduire la nature précise du triangle AA,A
3.

b.
pémontrer que, pour tout entier naty - 1
¢ socele rectangle en A, rel n, le triangle AA,A;+ est |
|

4, Démontrer que la suite (R,) est une suite géométrique de raison \2

pémontrer que : VrnelNR,= Zﬂ%@

Dans fout e PT obleme le plan est muni du repére orthonormé (0,1J) (unité : 2cm)

PART[E A
idére f la fonction I ; .
1. On cons _ f e numerique, de courbe représentative (4 ),définie
sur R par : fix) = x€
2. Calculer les limites de fen +oo et en —oo.
b On admet que f est dérivable sur R. Etudier le sens de variation de f et
dresser son tableau de variation. ;|
Tracer la courbe (%) en prenant soin de tracer la tangente a l'origine.

|

2. Onconsidére g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = \ x|e 1|

C.

2. Ecrire g(x) sans le symbole de la valeur absolue.

b. En déduire une méthode pour obtenir la courbe représentative (%,) de g sur
]-0,1] & partir de ().

Btudier sur lintervalle [1; +oo le sens de variation de la fonction

- hixxe
d. Etudier la dérivabilité de g en O et en 1.
e. Déduire des questions précédentes le tabl
f. Tracer (@) ainsi que les demi-tangentes a (
PARTIE B
Soit # un entier naturel non nul. On considere |
par : £,(x) = xe""™,
Onnote (%,) la courbe représentative de fi-
L. Calculer la limite de i) quand x tend vers +oo.
f’-’%ﬁ qu:md s tend vers —<0.

cau de variation de g.
@,) aux points d'abscisses 0 et 1.

o famille de fonctions f, définies

| )
- = Caleuler la limite de f,(x) et de’

En donner une interprétation graphique.

‘4—55 n
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On admet que, pour tout entier naturel non nul n,

sur R,

a.  Déterminer la dérivée f,' de f;.

s jatio
b. Etudier le signe de £'(x) et dresser le tableau de var!

C.

I'on précisera.

Résoudre dans R, I'équation: f;(x) = x .
d. En déduire que toutes les courbes (%) passe"' P

Etudier la position de (@) par rapport & (%)

Tracer (%) dans le repére (O,1,9).

a -
- X dx .
o étant un nombre réel, on pose : I,(ct) J;j;’( )

a.
b. Calculer la limite de I,(c) quand &

) . : arties.
Calculer I,(o) a l'aide d'une intégration par p

tcnd vers +00,

la fonctionﬁ, est déri"'ﬂble

n de f,.

ar deux points fixes Que

b. En déduire nl_l_
pARTlE B

On se propose dans c¢
{, Soitvla fonctic

fonction dérivee

a. Démontrer
sur {0 51).

b. A Vaide d
pour tout
(2, =

L Démontrer |\
), ..Lﬁi 3%,
4 X0 x
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‘Session de Juin 2000

Série E

ART[E A

i propose I'étude des intégrales I, définies par : Vi e IN*,

p
A

: |
J =Jl l”xzdx et Vn € N*,J,= J-Yn l—x2dx .
onposet Jo oV
a idération d'aire, justif e ok
, En Jtilisant une considé re, justifier que J e
Calculer 12 en deduire la'valeur de I, et donner une interprétation
" gométrique du résultat trouve.
= le sens de variation de la suite (J) ne ne.

. Etudier _
; En dédl.life que les suites (J") ne N* et (Irl) ne N* COﬂVBl'gCl]t.

b
. |
4 a Démontrer que pour tout entier naturel z non nul,ona:0<J, < '[0 x"dx .
cquire 1im J, puis lim L.
b, Endéduire npuis lim 2,

1
S+

pARTIE B
On se propose dans cette partie de déterminer la valeur exacte de J, en fonction den.

. . |
{, Soit v la fonction définie sur [0 ;1] par v(x) = -7 (1~ 01—+ et soit V' sa

fonction dérivée sur I'intervalle [0 ;1[.
2. Démontrer que v'(x) =¥ A/ 1= x*. On admet que le résultat reste valable

sur [0;1].
b, A l'aide d'une intégration p
pour tout entier 1 supérieur ou égal aj,ona:
| (m2)], = (1 =1) - Vérifier que cela reste valable pour n =
[L ), Démontrer que pour tout entier naturel non nul p,ona:
; 1x3x.x(2p-1) = 2x4dx.x(2p)

P i xbx..x (2pt2) 4 et I T35 5 % x (2p+3)

ar parties faisant intervenir v, démontrer que

2

Ed
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des segrnents [BC], [CA] et [AB].
ectifs

; >
- gle'g' ot ¢ la translation de vecteur 3B,
geletdd
ion de cen
H e de g par g. . ]
o 3 nage ¢ K parfet I;;:jégfistiques des ap[:llcatlons Jetg
& i ; ts ca -1 = P
terminer 1 s élémen : étant la
' s' chiser la naﬁ"etitrfde la transformation gOf f
" Néterminer la natyt _ . -1
2. a D‘;‘ggﬁaﬁon réciproque :reé’; )f-] et caractériser alors go /™
b EZtermfﬂer l'jmagztdl?hﬁalr;e de () parf. de M par f et
Démontrer ue (AC)el On désigne par M, l'image P et M,
"+ Soit M un point du plan. |
. Iimage de M par &: ; Xé
’ M = E . M ’ - .
a. Démontrer que Mt s rtient & la droite (1J) si et seulement si les points
; M appa
b. Démontrer que t alignés
A, C, M, et M, sont alignes.

i 'appartient pas a la droite (IJ) .
ose que le pont M'n appa |
i gl?eﬂ;t la nature du quadrilatere ACM, M, ? Justifier.

Le plan est rapporté 4 un repére orthonormé (O.1.J):
L'objet du probléme est I'étude de Ia fonction S définie sur

unité graphique 2 cm.
l'intervalle ]0; +oo [ par:
Jx)=x ‘/ef—J
On note (%) sa courbe représentative dans e repere (O,1,]).
L. Etude d'une fonction auxiliaire,
Soit g la fonction dérivable

sur [0 :+oof et définie -
g)=1-f_ g | [ et définie par -
a. Etudjer |

niner la limite de g en +o,
la courpe repré

sentative de ),
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p— B o

émontrer qu'il existe un unique réel o> 0 tel & Dok
b. D iz que g(a) = 0 et prouver

que 2
., Etudier le signe de g(?).
4, Btablir que 0,79 <a <0,8.

ca< L

ns de variation de f.
On admet que fest dérivable sur J0+eo[. Démontrer que pour tout.x> 0

g % 2 Y12
FE= {6” = 1] e'g(—l—) |

b péduire de la question précédente le sens de variation de /.

fen 0.

imite de
trer que pour tout x > 0:

g, DEmON
1 1 -1
] =5 (1 +xIny) +71n{ 1= *

b, Endéduire la limite de f'en 0.

imite de fen 0.
4 a Etablir que pour tout élément ¢t de [0; 1] :

0<e-1ste. ’
b, En déduire a l'aide d'une intégration, que pour tout u de [0,1] :
e
| +u<e <l+u+zr.
Utiliser cet encadrement pour démontrer que pour toutx >2:
0 < [fx)] - 2x < 2e
4. Démontrer que pour tout x > 2 : f(x) 2 \2x

En déduire la limite de fen +oo..
2 Dresser le tableau de variation de /.

5. b. Tracer (9).
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ssion de Juin 200
) él’fe e

—2n

. 2 | e
| Jos ], et 5. . ¥ - R .
i 3. Calculer Jo, 71 - démontrer que vn e N*, J, Tt on | Y 13 ngonuer U réqu
4 4. A laidedune intégration par P i pem et ue e ¢
i # 1] 3 ‘ﬂer -
- COH[]alssant JU' " i+l . On et |\
5. Retrouver Ji et 2 . i —1)'xnix2 . = -tmon“ or QU
Démontrer qué Vi e N% Ju 3><5><7><...X(2"+]) *.\ i DS

-rCICE 2
o0 EXERCI Ak o | soee® 0 cons 0
Le qurilatére OHKL est un rectangle de sens direqt tel que : OH =2 LC.). La ‘_ 0 0et Y x€ )
médiatrice de [OK] coupe (OH) en E et (OL) en F. Le cercle () de centre E " ke que f
@' ) de centre F passant par O 1. Dem fim
1. Calouler \a im

passant par O recoupe (OH) en A. Le cercle ( ' |
recoupe (OL) en O'. S est la similitude directe qui applique A sur O et O sur O'

1. Démontrer que l'angle de S mesure — >

Démontrer que : (8) N (%')= { O; K}.

Déterminer le centre de la similitude S.

Démontrer que : S(H) = L et en déduire le rapport de S.
Déterminer I'image du point E par S.

Soit M un point de (OH) distinct des points O et A. On admet que le cercle
passant par O, K et M recoupe (OL) en M'. Démontrer que : S(M)=M".

SANE LI SN SER

m
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me, les fonctions étudiées sont dérivables sur 0 ; +o [
b

A
gTIE ¢
pARY e probt  logarithme népérien.

u '
DaIm;gsig”e fa fore®
ot 1

qore 12 fonction h définie sur J0; +oo [ par: h(x) = 1+ 'xl'f -2 Inx.

5l
0n " c les imites de } en +oo et a droite en 0.

aloy
C e de h ; démontrer que : V xe]0 ; +oo [, A'(x) = -zglszz
X

e " la dérivé

Onno .
2 J¢ l'équation h(x) = 0 admet une solution unique xo dans ]1 ; +co [.

pARTIED

3, DEmon™® 1 signe de .
4

i deduir®

1a fonction g définie sur 10 ; +oo [ par : g(x) = x’(1=Inx) +1+Inx.

sidére 2 3 droi
On cOn™ o< limites de g en +eo et a droite en 0. .

1. Calculer

3, Démontre!
4' Démonﬂ‘erq

PARTIE C
On considére |

/|3 dérivée de g ; démontrer que : Y xe]0 ; +w [, g'(x) = xh(x).

que g(xo) > 0-

ue I'équation g(x) = 0 admet une solution unique x;dans ]0 ; 1[.

quation g(x) = 0 admet une solution unique x;dans Jxo ; +oo[.

Onnote§

On admet que I'é :
Déterminer le s1gne de g.

b: Démontrer queé X1 € 10,3 ; 0,4[ etx, € 13,3 - 3.4].

1 fonction f définie sur [0 ; +oo [ par:
xInx

ﬂ0)=0ct\1xe]0;+00[, fx) = 72

1.
L

3

ontinue a droite en 0 mais non dérivable a droite en 0.
graphiquement ce résultat.

0;+o [,f'(x)=—(%.

Démonter que f st ¢
Calculer Ia limite de f'en +oo puis interpréter

Onnote /' la dérivée de f'; démontrer que - V x€e]

Dresser le tableau de variation de /. .
o’ +1

Démontrer que si o est une solution de 'équation g(x) = 0 alors : Ino =7z -

En déduire que flx;) < 0 et flx2)> 0
Vérifier que f{1) = 0 puis en déduire
Tracer la courbe représentative ( €) def
orthogonal (0, 1,J). (On prendra pour uni
ordonnées, x, ~ 0,35 et x, ~ 3,35.)

o

le signe de f.
“dans le plan muni du repere
(és: 3 cm en abscisse, 8 cmen
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a>0
En déduire un encadrement de llmoF(x).
o -

;. ©

4, a>0

5 Déterminer 1a fonction dérivee F'deF.
au de variation de F.

Dresser le table
Donner l'allure de 12 courbe représentative de F dans le méme repére

(0,1,)) dela partie C.

Dans le pl
tel que |
On dési

\a rota

Pou |
\,
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Session de Juin 2001
Série E

8z —(23 +4f)z -3 +24i=0.

jon (E) .zeC, 7+ (1
imaginaire pure que l'on déterminera.

1. a (E) admet une solution
' b. Résoudre ['équation (E).

n repere orthonormé direct, on considére les points
ves 1 +2i;3f;~2+3i.

3. Dan$ le plan muni d'u
ints A,BetC affectés des coe

A BetC J'affixes respecti
goit G le barycentre des po

2,-2 et 1. .
a. Déterminer puls

L -
yecteurs GA,GB et Ge.

fficients respectifs

écrire sous la forme trigonométrique les affixes des

e = -
xes des vecteurs GA, GB et GC sont des termes

o dont on déterminera la raison.
une similitude directe qui transforme AenBet

les éléments caractéristiques de cette similitude.

p. Démontrer que les affi
d'une suite géométriqu
En déduire qu'il existe
B en C. Déterminer

C.

téral direct ABC, ¢'est-a-dire

Dans le plan orienté; on considére un triangle équila
/\“‘—

g1

s —F
tel que I'angle (AB,AC) ait pour mesure 3

la rotation de centre A et d'angle de mesure % et par 1,

la rotation de centre B et d'angle de mesure ?::;E '
v I'|(M), M'=r, (N), r=1r0r.

3 la droite (AB).

On désigne par '/

Pour tout point M du plan, on pose N
I. a Soit D le symétrique de C par rapport
Déterminer r(D).

b. Démontrer que r est la symétric centrale de centre Q milicu de [BD].

Scanned by CamScanner



eC S
v
- g2 cef
du plan tels que M, N ¢ ,mo(:’ o ues
Démo er U ]'ensenble a;)ssﬂﬂt);@f‘]es pomts | ; . : F
- e Pourt‘)’ﬁ -~
(!

2. a . 45 €S —7 7
ient align®s A).) i |
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p. Prouvel &% onstruire 1 dédu‘r
\ g R
Ill b- x \Ia"de
o0 \ )A
C- = ‘
\ (fU (X)
i : ri d'une \
partie A ' 7 des fonctions numériques f ne :
On proposeé de déterminer 13’1“?‘?}:2][6 dérivables sur cet intervalle et vérifiant la \gl P"A(x)
£ 5 i sur |—1» '
variable réelle, définies \
tion suivante : iy )= 1+ In(l + x). .
e vxelD +oof, (1 +X)f( ) |~1, Oon coﬂsé
(

1. Soitfun ¢lément de J €t soitgla

o) = (1+2)/(%)-
-‘J a. Démontrer queé
"jl Vxell;+of, 7
| b. Réciproquement, SOIL g1
| la fonction f;, définie par :

Vxel-l; o

5. a. Déterminer les réels a et b tels que :

i |
3 N - R
. fonction dérivable sur 1-1; +oo[ et définie par : \ (P(x) 2

gestune primitive sur ]l ;+oo[ de la fonction A définie par :

hx)=1+In(x+1).

une primitive de la fonction /4. Démontrer que

fi (%) :%% est élément de J.

X b
Vxell;+o] T+ =a+x+1.

b. A l'aide d'une intégration par parties, déterminer ['ensemble des
primitives de / sur ]-1; +oo[ .

3. En déduire I'ensemble 7

Partie B

1. On considére I'ensemble d i Bt
, es fonctions £, dériva A Aa 77 T S
intervalle par : Jk dérivables sur ] | ; +oof et de_ﬁntcs sur cel

S @)= In(x + g
i () =In(x 1)+x +1 > kétant un paramétre réel,

a. (;alculer suivant les v
b. Etudier suivant les y
tableay de variation,

q?:;lll'slde f Il de fi en +oo et & droite en —1.
aleurs T e ‘
de , le sens de variation de £ et dresser son

fd I
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. ~ L] -T) .—?‘ r 4
c. Tracer avec soin, dans un méme repére (O, i, j ) les représentations
graphiques respectives (C_;), (Cy) et (C;) des fonctions £, fo et /).

9. Pour tout réel ¢ et pour tout entier naturel » supérieur a 2, on pose :
Qn—l(t) ==+ r i i1 )"-2[’,-2

| (_l)n-lrn—l .
1 +1¢

a. Démontrer que: V1 e R—{1}, Q,»(f) =
| - " -1
b. Endéduire que T = 11+ 4.+ (1) /=1 (75, 121

c. A l'aide d'une intégration sur [0 ; x] (0 <x <1), démontrer que :
-1

(fo (x) = Ppa(x) + i J(: lt, T di)avec

2 n-1

X N—
Pn—l(x) =X _-_2- ot (—l) :

n—-1"

3. On considére la fonction ¢ définie sur [0;1] par :
X) .
{(p(x)=ﬁ£'l51x €]0;1]
¢(0) =1

P

' X tn 1- )
Démontrer que : V x €[0 ;1],J- 1—+—tdt < Jx at.
0 0

]
b. En déduire que : V' x €[0;1] J —_'l:—[d &

=]
¢. Utilisant 2. c., démontrer que : V x € J0;1], 7= < o(x) == =

. 1 , .
d. Par intégration sur [; :1], démontrer que :

1 |
11 ] e 4 l
(P(X)dx +;1' lﬂ;; + Sn(;) < Sn(l) < (p(x)dx - n In" i Sn(; )

AV
]

3
¥ 3
avec S, (x) =x-—z)2€ +37 + ...+ (=1) ———("_ l)z n
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Partie C

2n—1 y
1. Soitg,(x)= 2 (-D)x= 1-x+x
i=0

. . *
Démontrer par récurrence que : V 71 € N
n

=g+

2n-1
2.-x3 +, =X f

2n
x
a. Démontrerque:VneN,Vxel0;1], = < X

2n

1
b. Endéduireque:VneN* Vxe[0;1], OSJ e

0

3. On considére la suite (U,) définie par : V n e N*,

2n i+
1)
U= ¥~y 1,1 L
i=0 23 2n

1 +x

a. Démontrer que: V n e N*, () =U, + j] x dx
0

b.  En déduire la limite de la suite (U,).

> vx € ]_1;+00[3

]
2n+1

dx <
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