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GENERALITES SUR LEN FONCTIONS

e —

v' LIMITES DE FONCTIONS ET CONTINUITE

Exercice 1 :

1. Calculer les limites suivantes :
(—1+ﬂ+x/ﬁ)

a) lim
x—1

x-1

b) limxE (1)

x—-0 X

c) lim ( x2—2x+x)

|x|—>+00
. x—Vx2—x+1
d) |xkfgaa(2x—v4x2+x>
e) I lim \/\/xz—x+1

x|—>+o0

Vx2+x+4-2

lim
8) x—>—1x+3-V2x3-3x2+9

h) lim

i)
j)

1-Sinx

ol (T—2x)2
2

lim (\/x+4—\/x—4)
x—+00
lim

|x|>+00  x—1

2x+Sinx

D Fe =
o fon =i

f) lim (2—-3vV-x+1)
X—>—00
2. Calculer les limites suivantes au voisinage de 0
sinx
b) f(x) = 2
o) f(x) = tartx

X

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur IR par :

f(x) =mx +Vx?—1.

Exercice 3 :
fX)=Vvx3+ax?+x+1—xVx+1
quand x tend vers +co.

Calculer suivant les valeurs de
parametre réel a, la limite de la
fonction,

Exercice 4 :

1. Démontrer que : Vx € [1; +oo[,

<X <.
2 x+1

Déterminer suivant les valeurs du
parametre réel m, la limite en +o0o et
en —oo de la fonction f .

x\x

En déduire : lim — et
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2. Démontrer que : Vx € IR, En déduire les limites en —oo et en
lcosxsink< V2. +oo de la fonction x — 225

xZ

Exercice 5 :

. .. l-cosx 1 . -
1. Démontrer que : lim——= - c) llmcoszx !
. x>0 X 2 x>0 xtanx
2. En déduire les limites suivantes : . JiI-cosx
x3 d) lim sinx
a) lim x=0
x—01—-cosx
sinx
b)
x—=0cosx1
Exercice 6 :
r . V1+x—-1 1 / 2_
1. Démontrer que : lim == b) lim 1tx -1
x->0 X 2 x>0 2x?
2. En déduire les limites suivantes : ) i Vitsine1
¢) lim———
. J1+3x-1 | 12
a) llm x-=0 SLTX
x—-0 X

Exercice 7 :
1. Etudier les limites suivantes :

. xX2+2)x| . Sinx
) = o I
. 7x=2 V3x—5-
b) lim x_ e) lim x5
x—+o00 3x—1 Y52  x=2
c) lim (\/x2 +1—+/x%— 1)
X—+00
2. Soit f la fonction définie par :
Fx) = Vx-1 b) Montrer que f est le
xX) = — e
prolongement par continuité en 1.

a) Déterminer son ensemble de

e c) Définir cette fonction g qui est le
definition Dy.

prolongement par continuité de f
en 1.

v’ THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES, MONOTONIE

DE FONCTIONS
Exercice 8 :
1. Démontrer que 1’équation 2. Déterminer une valeur approchée
(E):x3—6x—6=0aune 4 1072 preés de cette solution.

unique solution réelle .
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Exercice 9 :

1. Démontrer que :(E): %x3 —x*+

1 = 0 a trois solutions réelles.

v BRANCHES INFINIES

2. Déterminer un encadrement a
1072 prés de chacune des
solutions.

Exercice 10 :

Dans chacun des cas suivants,
¢tudier les branches infinies de la
courbe représentative (Cr) de

la fonctionf.
a) f(x) =x—+x
b) f(x) =2Jx*—1—x

c) f(x) =vx*—2x+x

§ F0) = x [
o) £00) = |2

v' INEGALITES DES ACCROISSEMENTS FINIS

Exercice 11 :

Soit la fonctionf (x) = x3 —3x — 4

1. Dresser le tableau de variation
de f

2. Démontrer que I'équation
f(x) = 0 admet une unique
solution a dans IR.

3. Montrerque 2 < a < 3
4. Déterminer le signe de
f (x) suivant les valeurs de x.

Exercice 12 :

1. En appliquant les inégalités des
accroissements finis a la fonction

fix—+/x + 1, prouver que:
1

Vxxe[O,E] )

1+\/_3Sf(x)S1+E'

2. Interpréter géométriquement ce
résultat.
3. Déduisez — en un encadrement

de /1,1 d'amplitude 1072 prés.

Exercice 13 :

Soit f la fonction définie par
: f(x) = V1 —x et l'intervalle
1=o; ]

2
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Démontrer que f* est bornée
surl et Vxel, on a:

X X
l1-——<+Vl1-x<1-—2

N/ B 2
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Exercice 14:

On se propose de calculer une valeur
approchée 410~ 3pres de la solution
positive r de 1'équation
(E):x€IR, x2?+x—-1=0.
On définit la fonction,
f:10,5;1] = IR
1

X = —
x+1

1. Montrer que r est solution de
'équationf (x) = x.

2. Montrer que V x € [0,5; 1]
f(x)el0,5;1]
3. Montrer que pour tout élément
xde[0,5;1],If ()] <3

4. En déduire que V x € [0,5;1],
4
FG) =l <5 lx =71

Exercice 15 :

Soit g la fonction définie

1
sur]O ; +oo[ par:g(x) =1 +=

1. Démontrer que 1'équation
(E):x3 —2x% + x — 1 = 0 admet
une unique solution a dans [1; +oo
2. Montrer que I’équation (F)est
équivalente a I'équation g(x) = x.

3. Montrer que Vxe [1; +oof

, 1
gl <3

4. En déduire que pour tout réel de

[1; +oo[ona:

1
9G) —al <5 lx —al

v' FONCTIONS BIJECTIVES, BIJECTION RECIPROQUE

Exercice 16 :

On considére la fonctionf: [0 ; %[ — IR

Cos(mx)
Démontrer que f est une bijection de

[0 ; %[ sur un intervalle I que I’on

déterminera.

Exercice 17:

On considére la fonction
f:[0; [ - IR,
X - L

1+Cosx
1. Démontrer que f réalise une

bijection de [0 ; m[sur un
intervalle | a déterminer.

1. Soit 1 la bijection réciproque de

f. fLest elle dérivable sur I ?

Justifier.

2. Etablir le tableau de variation
def 1

a) Expliciter (f 1)’ (x)

b) Calculer de deux fagons

Y (2).

2. f~lest elle dérivable sur J? Sinon
sur quel ensemble I’est-elle?
3. Donner le tableau de variation de
f
4. Expliciter (f71)".
. Calculer de deux facons
différentes (f~1)'(2).

WD
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Exercice 18 :

Soit la fonction de]0 ; 2[ vers
IR définie par :

Y
fx)=t an(; (x — 1)).
. Justifier que f est bijective.
. Démontrer que la bijection
réciproque f ! de f est dérivable
sur IR et que sa dérivée est :

FD' ) = —

m(x2+1)

N —

3. On considére la fonction h
définie par :

1
RGO = 710 + £ ()
4. Etudier la dérivabilité de h sur
son ensemble de définition et
calculer sa dérivée.
5. En déduire la forme explicite de
h sur |—oo ; O[ et sur |0 ; +oo|.

Exercice 19 :

1. Soit f: [0; ] = [0; 2]
x—>1+cosx
a) Démontrer que f admet une
fonction réciproque f 1 continue
sur [0; 2] et préciser son sens de
variation.
b) Tracer les courbes représentatives
de fet f71
T T
2. f: |-52 - 1R
X —=>tanx
a) Démontrer que f est une
bijection
b) Etablir le tableau de variation de
f
c¢) Expliciter (f~1)’(x) et confirmer
son sens de variation.

v' ETUDE DE FONCTIONS

3. Soit f: [—gg] = [-1;1]
X = Sinx

a) Démontrer que f admet une
fonction réciproque f !

b) Déterminer I’intervalle sur lequel
f~1 est dérivable et démontrer
que sa dérivée est la fonction :

1

Vi

c) De manicre analogue, étudier la
dérivabilité de la fonction
réciproque de la fonction g
définie de [0; r] — [—1;1] par
g(x) = c os xpuis déterminer sa
dérivée.

X —

PROPOSE 1 :

On considére la fonction f de R vers

3,2
R définie par: f(x) == (;_xl)f et on
désigne par (C) sa courbe

représentative dans le plan muni
d’un repére (0;7;)).
1.

a) Déterminer 1’ensemble de
définition D de f et calculer les
limites de f aux bornes de D.
b) On considére la fonction
polynome P définie par
P(x) = x3—3x*—2x + 8.
Calculer P(2). En déduire une
factorisation de P sous forme de
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tekpolocredo@yahoo.ir




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALYSF

trois facteurs de fonctions
polynomes de degré 1.
c) Calculer la fonction dérivée de
f. En déduire une expression de f’
en fonction de la fonction polynome
P définie en 1.b).
d) Etudier le sens de variation de f.
e) Dresser le tableau de variation de
f.
2.
a) Déterminer les réels a, b, c et
d tels que pour tout x de D, on

ait :
cx+d
f(x)=ax+b+ i
b) Montrer que (C) possede une
asymptote oblique (A) dont on
déterminera une équation.
c) Préciser ’autre asymptote.

a) Etudier les positions relatives
de (C) et de (4).

b) Tracer les courbes (C) et (A).
4. Déterminer suivant les valeurs du
parametre réel m, le nombre et le
signe des solutions de 1’équation :
(E):x ER,
3+ (@A-mx?+2mx —4—-m=0.
5. On considere la fonction g de R

vers R définie par :
—x3+x?-4

9 =—
On appelle (C") la courbe
représentative de g dans le plan
muni du repére (0;7; ).
a) Déterminer une relation entre
f(x) et g(x) vérifiée pour tout x
différent de 1 et —1.
b)  Apres avoir expliqué comment
on obtient la courbe (C) a partir de
la courbe (C), tracer la courbe (C')
dans le méme repére que (C).

PROPOSE 2 :

On considére la fonction f définie
par :

fxX)=(x—-1DvVx+2
1. a/ Calculer f'(x) et f''(x)
b/ Etudier le sens de variation de la
fonction f’
¢/ Déduire un encadrement de f'(x)
sur I’intervalle [2 ; 7]
d/ Appliquer I’inégalité des
accroissements finis a f pour
encadrer f(x) pour tout x ¢lément
de [2;7].
2. a/ Etudier les variations de f
b / Etudier la dérivabilité de f en
Xg = —2
¢/ Construire la courbe (C) de f
dans le plan muni d’un repere
orthonormé d’unité graphique 1cm

3. On considere les courbes
(C1); (Cy)et (C3) représentatives
des fonctions g, h et k ci — apres
définies.
(C:g(x) = (1 —x)vx + 2
(C):h(x)=(—x—-5)V—x—2
(C3):ik(x)=(x+5)V—x—-2
a) Exprimer g(x), h(x)et k(x) en
fonction de f(x)

b) Montrer qu’on peut obtenir
(C1), (C,) et (C3) apartir de (C)
en précisant les transformations
du plan a utiliser.

¢) Construire (C,),(C,) et (C3)
dans le méme plan que (C). On
distinguera les courbes par
différentes couleurs.
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4. On désigne par ¢ la restriction de
f al’intervalle [—1; 4oo].

a) Montrer que ¢ admet une
application réciproque ¢ 1.

b) Donner I’ensemble de définition
et I’ensemble de dérivabilité de

ot

c¢) Calculer ¢(0); ¢'(0) et
(e~ (—=V2)

d) Construire la courbe (C")
représentative de ¢~ 1 dans le
méme plan.

PROPOSE 3 :

1) f est la fonction de R vers R
définie par :

f(x) =x++|x*—1].

a. Etudier la dérivabilité¢ de f en 1
et en -1;
interprétation géométrique des
résultats obtenus.

donner une

b. Etudier le sens de variation de f.

c. Démontrer que la représentation
graphique (Cr) de f admet deux
asymptotes ; donner des
¢quations de ces asymptotes.

d. Construire (Cr) dans le plan muni
d’un repére orthogonal (0, 1,]).

2) g est la fonction de R vers R
définie par :

f(x) =x—+|x*—1]. On
désigne par (Cy) sa
représentation graphique dans le
plan muni d’un repére orthogonal
O0,L)).

a. x étant un nombre réel, on
considere les points M(x; f(x))
et N(—x; g(—x)). Déterminer le
milieu du segment [MN |. Donner
une interprétation géométrique et
une illustration de ce résultat.

b. En tenant compte de a. donner
une méthode de construction de

(Cy). Construire (Cy).

PROPOSE 4 :

f est la fonction définie sur R* par :

f9 =2

1- Etudier la parité de f ; en déduire
I’intervalle d’étude.

2-

a) Etudier la dérivabilité de fen 1 et
sur les intervalles ]0;1[ et
11; +oo.

b) Quel est le signe de f'(x).

(On peut poser si

nécessaire U = /x* — 1.)
3-

a) x ¢étant un nombre réel supérieur
a 1, mettre f(x) sous la forme :

f) =Z-1+¢(), o
lim o(x)=0

x—+00

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALYSF

b) En déduire une équation d'une
asymptote a la représentation

graphique (C¢) de f.

4- Construire (Cr).

PROPOSE 5 :

A-  Soit (0,1,7) un repére
orthonormal direct du plan. Soit f; la
fonction numérique de variable
réelle définie par :

filx) = —2x+/3(x%2 - 1).
1-
a) Etudier les variations de f;.
b)  Soit (C;) sa courbe
représentative dans le plan rapporté a
un repére (0,1,7). Démontrer que
(C,) admet deux droites asymptotes,
passant I’'une et I’autre par ’origine
et déterminer la position de (C;) par
rapport a ces asymptotes.

c) Préciser les tangentes a (C;) aux
points d’abscisses —1 et 1.

d) Construire (C;) (On prendra
comme unité : 2¢ m).

2- Soit f, la fonction numérique de
variable réelle définie par :
fo(x) =—2x—4/3(x%?—-1).

a) Montrer que sa courbe
représentative (C,) est 'image de
(C,) par la symétrie de centre O.

b) Montrer que la courbe (C;) U (C,)
a pour équation :
x>+ 4xy +y*+3=0.

c) Construire cette courbe que I’on
notera (C).

PROPOSE 6 :

On considere la fonction numérique
s fini : — 5 [XL
f définie par: f(x) = x — (©)

est sa représentation graphique dans

le plan muni d’un repére (o,1,7).

1-

a) Déterminer Dy puis calculer les
limites de f a ses bornes.

b) Etudier la dérivabilité de fen
X = 1.

c) Préciser ’ensemble de
dérivabilité de f puis calculer

f(0).

d) Etudier le sens de variation de f.
e) Etudier les branches infinies de f.
f) Construire C.

2-

a) Soit g la restriction de f a
I’intervalle [1; +0o[. Démontrer
que g est une bijection sur un
ensemble / que I’on précisera.

b) Construire dans le méme plan que
(C) la courbe (C") représentative
de g~ 1. (g1 est la bijection
réciproque de g).
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PROPOSE 7 :

A/ Soit la fonction g: R - R

xl—>l<1—
2

X
)
a) Etudier les variations de g.

b) En déduire le signe de g(x)
suivant les valeurs de x.

B/

1- On considere la fonction f telle
que: f:R->R

SN VPR <)

On désigne par (C) la courbe
représentative de f dans un repére
orthonormé (0, 1,]).

a) Etudier les variations de f.

b)  Montrer que ’axe (OI) est
une asymptote horizontale a (C) a
+00 ; puis montrer que la droite
d’équation y = x est asymptote
oblique a (C) au voisinage de —oo.

c) Construire la courbe (C).

2-

a) Montrer que f est une bijection
de IR sur un ensemble que I’on
précisera.

b) La bijection réciproque f 1 est-
elle dérivable sur son ensemble
de définition.

c) Donner le tableau de variation de
f

d) Calculer (f~1)’ (— %) en utilisant

la définition.

e) Représenter graphiquement f 1
dans le méme repere que
précédemment.

3- Donner une expression explicite
de £~ puis vérifier par calcul

F' (3.

PROPOSE 8 :

On considére la fonction numérique
f d’une variable réelle définie par :
fG) ==x+24/]4—x%. On
appelle (C) sa courbe représentative
dans un repére orthonormé (O;I;))
d’unité graphique 1,5¢m
1. a/ Déterminer I’ensemble de
définition D de f

b/ Etudier la dérivabilité de f aux
points —2 et 2

Prof : TEKPOLO (rédo
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¢/ Que pouvez — vous dire de la

courbe (C) aux points d’abscisse

respectives —2 et 2 ?

2. Démontrer les équivalences
logiques suivantes :

a) 3\/m+4x< 0 & x € |—o0; —2]
b) 3W4-2P-sx20exe(-2
En déduire le signe de f'(x).

3. a/ Calculer les limites aux bornes

de D et dresser le tableau de
variation de f

10
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b/ Calculer la limite de [ Fx) — §x]

en —oo et la limite de [f(x) - gx]
en +00. Que peut — on dire pour la
courbe (C) ?

¢/ Déterminer les points

d’intersection de la courbe (C) avec
les axes du repere.

d/ Tracer la courbe (C).

4. Soit h la restriction de f a
I’intervalle | —o0 ; —2[.

a) Démontrer que h admet une
fonction réciproque h™! dont on

précisera I’ensemble de définition
et les variations.
b) Calculer la limite de [A™1(x) + 5x]
en +oo et déduire que la courbe (C")
de h™1 dans le repére (0 ; I; ])
admet une asymptote au voisinage
de +oo, a préciser.
¢) Tracer (C")
d) Calculer h=1(0) a partir de 3.c/ et
déterminer une équation de la
tangente a (C') au point de
coordonnées (0; h~1(0)).

PROPOSE 9 :

Soit la fonction :
f(x) =vV1+2xv1—x2
1. Montrer que l'ensemble de
définition D de fest: D = [—1;1]

2. Développer (x + V1 — xz)z.
En déduire que f(x) = |x + V1 —x2|
surD.

3. Etudier le signe de x + V1 — x?
sur [—1; 1] puis expliciter f(x)
sans le symbole de la valeur
absolue.

4. Calculer les limites de f aux
bornes deD.

5. Etudier la continuité de f au point

d'abscisse x = — \;—E
6. Etudier la dérivabilité de f aux

. , y
points d'abscisses x = —1,x = _g

etx = 1.

En donner une interprétation

graphique pour chaque résultat.

7. Etablile tableadevariat iode f

8. Soit f la restriction de f a [\/2—E ;1]

Montrer que f applique
e . V2
bljectlvement [7 ;1] sur un

intervalle K que I'on déterminera.

PROPOSE 10 :

Partie A

Soit la fonctiongdéfinie sur/Rpar :
o(x) =x3—6x2+12x — 6.

1. Dresser le tableau de variation de
Q.

2. Déterminer 1'image de[1; 3] par ¢
puis en déduire le signe de ¢ (x) sur
[1;3].
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Partie B

On considére la fonctionf définie

par f(x) = xxTz\/—x2+ 4x — 3, et

on désigne par (C), la courbe
représentative def dans un repere
orthonormé(0, 7,7) d'unité graphique
2cm.

1. Déterminer 1'ensemble de

définition def et calculer les limites

aux bornes de son ensemble de

définition D.

2. En déduire que (C) admet une

asymptote dont on donnera une

équation.

3. Etudier la dérivabilité de fen 1 et
en 3.Interpréter graphiquement
ces résultats.

4. Montrer que la dérivée est :

f’(x) — -¢(x) -
(x—2)—x*+4x-3

5. Dresser le tableau de variation de

f.

6. Tracer (C),son asymptote et les

demi — tangentes éventuelles.

Parti eC
1. On pose

glx) = %\/—x2+ 4x — 3
Comment peut — on déduire la

courbe (C) de g de celle de f.
2. Construire (C) dans le méme

repere.
3. En déduire la construction de la
courbe(T)d'équation :
y2(x — 2)? = x?(—x% + 4x — 3)
4. Soit tun parametre réel et

(At)la droite d'équation y =t x
Graphiquement, (At) coupe (T)en O
et en deux points M et M’ distinct de
0.

5. Ecrire une équation du second
degré ayant pour solutions, les
abscisses des points M et M’.

6. Sans résoudre cette équation,
montrer que le milieu de [MM ']
appartient a une droite fixe et
que la distance M M ‘est
indépendante de t.

PROPOSE 11 :

On considere dans le plan rapporté a
un repére orthonormal (o,7,7), le
cercle (C) de centre O et de rayon 1.
Soit 4, le point de coordonnées
(1;0) et B le point de coordonnées
(—1;0).

1. Pour tout point H du segment
[AB], distinct de A et de B, on méne
la perpendiculaire (D) ) la droite
(AB). La droite (D) coupe le cercle
(C) en M eten M'. on pose OH = x.
Calculer I’aire du triangle AMM '

2. Soit g la fonction définie sur
[—1; 1] par:

gx) =1 —x)J1—x%et sa
courbe représentative dans un repére
orthonormé (0, 7,7) dont I’unité
graphique est de 4cm

a) Etudier la dérivabilité¢ de g en —1
et en 1. En déduire les tangentes a la
courbe (C) aux points d’abscisses
-1 et1.

b) Dresser le tableau de variation de

g ; on précisera g(0).

Prof : TEKPOLO (rédo
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c) Tracer la courbe (C).

d) Montrer que le triangle AMM '
d’aire maximale est équilatéral.

e) Justifier que I’équation g(x) = 1

admet exactement deux solutions,

une nulle et ’autre a € [—1; — %]

Déterminer un encadrement de a
d’amplitude 1072,

f) Soit h la restriction de g sur
[-2:1)

g) Montrer que h admet une

bijection réciproque notée h™ 1.

Déterminer I’ensemble de définition

de h™1 noté D.

h) Etudier la dérivabilité de h™! sur
D.

PROPOSE 12 :

Soit la fonction : f: R = R

xw f(x)=si nx—%si ax et (Cr)
sa représentation graphique dans un
plan muni d’un repere (0,1, ]).

1) Justifier que I’ensemble d’étude

de f peut étre réduit a I’intervalle
[0; m].

2) a/ Calculer la dérivée de f,
¢tudier son signe puis en déduire le
sens de variation de f.

b/ Dresser le tableau de variation.
3) Tracer  (Cy);

coordonnées des points ou la

préciser  les

tangente est paralléle a (OI).

Prof : TEKPOLO (rédo
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Proposé de corrigés

GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Exercice 1 :
1. Calculons les limites suivantes :

: —1+V/x+Vx%-1\ . (Vx—1xyx+1 | Vx-1
a) lim (T) - ;lcliri( Vi1 m)
T — , Vx-1
B chl—rg( x+1+ \/x—l)
lim (—1+\/§+\/x2—1) _ 2
x—1 x—1
. 1
2 lim £ ()

L’axiome d’Archiméde s’écrit :
Vx € IR, E(x) < x < E(x) + 1. Donc pour tout x non nul, on a :
1 1 1 1 1 1
E(J)s<E(f)+1 & —-1<B()s:
x)  x X X x)  x
° Vx>0,ona:1—x<xE(l)S1
X
lim(1—x) =lim1 = 1. Alors : lim xE (l) =1
x—0 x—0 x—0 X
o Vx<0,ona:1SxE(l)<1—x
X
lim(1 — x) = lim1 = 1. Alors : lim xE (1) =1
x—0 x—0 X

x—0
En conclusion :

1
lim xE (—) =1
x—0 X

c) lim ( x2—2x+x)

|x|—>+00

x? —2x - 4

lim( x2—2x+x)=+oo car{
X = 4+

X—+o00

Prof : TEKPOLO (rédo 1
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x? —2x — x*?

lim (Vx?—=2x+x)= lim
s ( ) e [ 7o

I —2x
= lim

Xomox? = 2x —x

_ —2x
= lim

X——00
—X < ’1 — % + 1)
2

_ 2_ 1+ 1—;+F
d) lim ("— “’““1) lim — -
x——00 \2x—/4x%+x X—=00 4. [4_%
. (x—\/xz—x+1> 1
1m =—
TTO\2x —4x* + x 2
. —Vxi—x+1
i, ()
* x—l>r-Poo 2x—/4x%+x

2 2
x“—x“+x—-1
Vx>0, X—+x*—x+1=

B x—1
x+Vxi—x+1
1
_ X
1 1
1+ 1—E+F
Et:
> 4x% — 4x* — x
2x —\VA4x“+x =
2x ++/4x% + x
B —x
2x ++/4x%* + x

Prof : TEKPOLO (rédo 15
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_ -1
1
2+ 4+E
1
. <x—\/x2—x+1> y 1_% ><2+ dty
im = lim
—+00 / 2 —+00 , -1
x 2x —\/4x +x x 1_|_ 1_%4_%
1
ZEX(—L})
. (x—\/xz—x+1> )
im = —
ot \ 2x —/4x* +x
e) |}1rr+1 Vxi—x+1= llrrl \/—2
X|—>+0o0 x—>oo
=|x}1—>r£-1w“|x|
lim x’—x+1=+o
|x|—>+00

) |lim (2-3V-x+1)=—

car —x+1 - +o0

g) llm X2 4+x+4-2
-1 x+3—/2x3-3x%49

> X +x+4-—4
Vx*+x+4-2=

x*+x+4+2
x>+ x

Vi +x+442

x+3_Jm@_3f+9:(x+@2_@¢L4WZ+%

x+3+V2x3—3x2+9
—2x3 + 4x* + 6x

X+3+v2x3—3x2+9

Prof : TEKPOLO (rédo 1
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_ x> +x+4—2
lim

=1y 43 —42x3-3x249

X%+ x

= lim

x+3+V2x3—3x>+9

x->-1

X
X+x+4+2

—2x3 + 4x* + 6x

_ x(x+1)
= lim

Xx+3++/2x3—3x2+9

X
=l +x+ 442

—2x(x+1)(x —3)

_ 1
= lim

x+3++/2x3—3x2+9

X
LY+ x+4+2

X

N
|

—2(x —3)

x>’+x+4-2

lim
>-1 513 /2x3 —3x2+9

1
8

h)

. 1-sinx
lim -
x—>72—t (TL’—Zx)

Posons : 4X =1 — 2x =

1-sinx 1—51'7(%—2)()
(T —2x)% (4X)?
_ 1—-co2X
16X
_ZSiﬁX
16X?

1—sinx 1 (sin)jz
= —X
X

(m—2x)% 8
Six—>§alorsX—>O
1

= lim = X
X-0 8

I 1-—sinx
im ———
x—% (7‘[—2x)2

. 1-sinx 1 sinX
lim ==
x—>g (Tl’—ZX)

C
8

ar

-1

Prof : TEKPOLO (rédo
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. . . xX+4—x+4
b m (Vrrd-vi—d) = lim e
. 8
- xl—l>r-|poo Vx+a+yVx—4

lim (\/x+4—\/x—4)=0‘

—+oo

. ., 2x+sinx

‘]) xl—ll-oo x—1
Pour toutréel x, -1 <sinx< 1
2x —1<2x+sinx<2x+1

2x—1 2x+sinx<2x+1

< < , Vx>1
x—1 x—1 x—1
lim 222 = lim Z£ =2 Donc:
x—>+00 xX—1 x—>+00 x—1
. 2x+sinx
lim ———=
>t+0 X —1
2x+1 2x+sinx 2x—1
< < , Vx <1
x—1 x—1 x—1
lim 222 = lim Z£ =2 Donc:
x—>—00 X—1 X—>—00 X—
. 2x+sinx
lim ———=
>-c0  x—1
2. Calculons les limites au voisinage de 0
sinx
a) f(x) - \/}
Remarquons que : f(x) = vVx X Slxmf Donc :

_ e sinx
) = iy (VX =] =01
lin(}f(x)zo

b) flx) =L

X

N
. T , sin
limf G = limy i max ()

x
=0x1

Li_{nf(x) =0

Prof : TEKPOLO (rédo 1
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) fO) ==
_ _ 1 sin . s . cosx
lim () = lim (=" limf () = lim s mox =
1 =limcosx
=—X1 x—0
1 limf(x) =1
linolf(x) =1 =0 5
X— X“CoS' X
Q) flx) =t D=5
x _ . xcoSx
_ _ si nx? X limf(x) = lim ———
limf(x) = lim ( j X x-0 x>0 rsin
X0 x-0 \ X co$x (Tj
= 1% _0x1
1
limf (x)=0 limf (x)=0
sinx
) f(x)=—

Exercice 2 :
Calculons suivant les valeurs de m, les limites en —oo et en +oo de la fonction
définie par :
fx)=mc +Vx*—1
e Sim=0
E[nmf(x) = xETmf(x) = toojcar x* — 1 - 4

e Sim<0
lim f(x) = lim (mx + x2—1)
X——00 X—>—00
{ nx — oo
car ,z_ 1 1o

lim f(x) = +oo

. _ - 2
Jim f6) = lim, (e 3 ~1)

’ 1

= lim x| m+ 1-—
xX—+00 X

1 f 1

;—>0doncm+ 1—; - m+1

Prof : TEKPOLO (rédo 1
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Signede m + 1
m — 00 -1 0
m+1 — 0 +
Sim < —1 alors liin f(x) = —o0
Si me]—-1;0[ alors lir+n f(x) =400
. _ _ . — . _ 2
Sim = —1 alors xl_l)rlloof(x) xl_l)T_Eloo( X +x 1)
. x> —x*+1
= lim
e _x —yx?—1
_ -1
= lim
oFOx +x2 -1
li1+n f(x)=0
e Sim>0
lim f(x) = 400 car { e =+
—+00 — x*—1-> 4o
li = li 1 L
Jim fG) = lim x| m =
%%Odoncm— 1-5 - m-1
Signedem — 1
m 0 1 + o0
m—1 — 0 +
Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir 20
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Si me]0; 1] alors [lim f(x) = +

Si m>1 alors |lim f(x) =—o0

Si m=1 alors lim f(x) = lim (x +Vx2—-1)
X—>—00 X——00

. x> —x*+1
= lim
Y |
_ 1
= lim
X2y —Jx%—1

lim f(x) =0 | car x—yx*—1- —o

Exercice 3 :

Calculons suivant les valeurs de o la limite de f (x) quand x tend vers +oo :

FOO) =vxd+x 2 +x+1—xvx + 1
_ (Bt +x+1)—x*(x+ 1)
lim f(x) = lim
X400 ot 3t + x4+ 1+ xvVx + 1
(x —Dx*+x+1

= lim
4o [y3docx? +x+ 1+ xvVx + 1
e Si x=1
_ _ x+1
lim f(x) = lim
X2+ 4o [y3tocx® +x+ 14 xvx + 1
1+1
= T
x—+00
\/x+1+?+g+ x+1
l_)o
X
. - 1
l_l>l+noof(x) 0 car ;—)O
xX+1-+o
e Si x<1

Prof : TEKPOLO (rédo 1
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(< —1) +1+i2
X X
llm f(x) = lim
ke T 11 1,1
x  x? x3 x* X x?
T R
ligrn f(x) = —oo| car x | %2
< —1 <0
e S1 x>1
(< —1) +l+i2
X X
lim f(x) = lim
ke aove oo 1111
X 2 x3 T x% x "2
1 o« 1 1 11
lil}l f(x) = 4o car{\/;+ﬁ+x_3+ﬁ+\/§+ﬁ
x—=1>0
Exercice 4 :
1. Démontrons que : Vx € \/} xVx
- <+Vx
[1;+00[—<—<1 2 x+1
x+1 7
El; 4] & x2>1 lim =~ = lim v/x = 4. Donc
1> x—+oo 2 X—+00
X + — - XVX _
11 lim =+
< —
x+1 2
1 — 1 >l Ona:VxE[1;+00[,lSL31
= 2 x+
x+1 2 .
x 1 Alors :
Alors : — > - 1 X 1
+1 7 2 < < 1
D’autre part : 2vx ~ Vx(x _|_ 1)~ Vx
Vx € [1; 4o, x <x+ 1. Soit 1
. lim — lim — = 0. Donc :
<1 xX—+00 2\/_ x—>+oo\/_
x+1 — lim X =
D’ou : —+00 Vx(x+1)
Vx € [1; +oof, = <—S1
J_ 2. Démontrons que : Vx € IR,
, . . XVX
Déduisons — en -xllrfoom et lcosxtsink<V2

li

x—>r-|¥loo\/§(x+1)
Ona:Vx €[1; +o], —<—<1

x+1
Alors :

Ona:

(cosxt siny
=coS$x+sifx
+2sinxosx

Prof : TEKPOLO (rédo
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=1+sidx
Vx € IR, —1<sidx<1
0<1+sidx<2
0<(cosxtsiny*<2
D’ou:
vx € IR, |cosx+ sink<+/?2
3. Déduisons les limites en 4o

et en —oo de la fonction :

cosxsinx
f(x)zT

lcosxtsink<\V2 =
cos&sim(i <\/§

x2 2

X

V2
f ol <

lim @z lim £f=0.
X—>+00 X X—>—00 X

Donc :

lim /G = Jim /) =0

Exercice 5 :

1. Démontrons que :
1-cos x_ 1

lim ——=-
x—0 X 2
X
1—cosx 1—2C05(§)
x° x°
X 1-cosx
Posons : X = > Alors : = =

1-co2X

4x*

Or:2sifiX=1—cof2X.1l vient:

1-cosx
> =

N |-

sin 2
x(55)
X X
. 1-cosx
lim

. 1 sin 2
= =11m—><( )j :
x—0 X X-0 2 X
. 1-cosx 1 sinX
lim = - - 1.

x—0 x* 2

2. Déduisons alors les limites

car

suivantes :
3
. X
a) lim
x—0 1-cosx
- x3 . x
lim —— = 1lim —
x>0 1—cosx x»0 1—cosx
x2
0
1
2
- x3
lim—=0
x~»01—cosx

Prof : TEKPOLO (rédo
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) sinx
b) lim
x—0 cosx1
)
sin
_ si fix _ (_x ?
lim — = lim ——=——
x>0 coSx—1 x>0 _1—cosx
x2
1 . sinx
== lim = -2
- x—0 cosx-1
; cosx—1
c) lim ——
x—0 Xxtanx
- co$x—1
lim ——
x-0 xtanx
—(1—cos3¥(cosx 1)
= lim -
x—0 Sl nx
COSX
. 1—-cos 1
=L1_I}(1]—(1+cos;}-cosyo<( e jX(M’)
X
. cos’x—1
lim ——— = —1| car
xr—0 Xxtanx
—(1+4+cosy—- -2
cosx1
1-cosx 1
_>_
x2 2
sznx_) 1
X
. Vv1l—cosx
d) lim ——
x—0 Sinx

23
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V1l —cosx 1
lim ——— 5
x—0 sinx N2
x| x 1—cosx 1
™ x? . VJ1-—cosx 1
= lim - lim . - _
x—0 Sinx x—0< siLnx \/E
1—cosx 1—-cosx
] x2 o li 1—cosx: lim w/ .xz
x| I Vli—cosx 1
Alors : x}f(}L Sinx NG
1—cosx
e i \/1—'cosx_ lim — J Si,;zx
x-0< sinx x—0 —
Exercice 6 :
1. Démontrons que : y Vi+3x—1
111’% x-;l_l = % xl—l;% X
- VitXx-—1
Soit p(x) =vVx+1.0na¢@(0) = =chi_r)r(1)3>< e
1. Alors : 1
Viti-1 0%
x J—
lim - Vi+3x-1 3
x=0 X lim ==
o) —@(0) x=0 X 2
= lim
x—0 x—0
= (p’(O) b) llm \/1+x2—1
Or ¢ est dérivable sur x=0 2% ,
1 , 1 Posons : X = x
=15 ool et 9'(0) =727 Ji+2-1
y s . x+1-1 1 lim
D’ou : lln(} — =3 X0 22
2. Déduisons les limites _ lim 1 o Vvi+X-—-1
suivantes : X—1>0 21 X
/ _ =-%XZ=
a) lirr& 1+;x ! 272
X— >
Posons : X = 3x lim 1+x _1:1
x-0 2 x2 4
. Vl+sine1
lim —————
x—0 SL12Xx
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Posons : X =si nx _lxl
o Vl+sinx1 2 2
lim ———~ L Vitsine1 1
im = —
IFsine1 20 sin2x 4
= lim -
x>0 2SIinNxosx
1 vi+X -1
= lim X lim ——
x—0 2C0S X X-0
Exercice 7 :
1. Etudions les limites d) lim sinx
. . x—0 \/_
sulvantzes : =51
. XA+2|x] e) lim ———
a) hrré ~ T2
X— ’
. w+2lx] . e2x Indication : : U'tlhser la méthode du
o= m = taux de variation.
= lim (x —2) . V3x-5-1_3
’HO_: 2% chl_)llzl -2 2
. x X _ \/E—l
xlll& X — 2. fl)= x—1
o lim 2l _ gy X2 a) Determinons Dy
x—>0> X x-0 X
D={x€IR, x=20et x—1
= lim (x + 2) =1
x—-0 + 0}
i 20Xl D;=[0; 1[U]1; +oof
x_>0>7 ) x 2 b) Montrons que f admet un
b) lim =—= lim —& prolongement par
x—+00 3x—1 x—+00 3—= ..,
continuité en 1.
7x—-2 7

lim = -
—-+00 3x—1 3
c) lim

Jim (\/ x>+ 1—
A

x 241-x%41

xﬁ+m VP14 22—

lim

X—+00 \/mh/x_
(Ve +1-Vx*—1)=0

lim

400

f n’est pas définie au point x = 1
et:

- }CI_IH (x— 1)(\/_+1)

.VE}V;+1 ;
1
lim = o
x—1 f(x) 2
f admet une limite en 1. D’ou elle
est prolongeable par continuité en 1.
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¢) Définition du gx) =f(x) si x€Dyg
prolongement g de f en 1 g(1) = 1
2

Exercice 8 :
1. Démontrons que (E) : x3 — 6x — 6 = 0 admet une solution unique .

Posons f(x) =x3—6x—6. (E) o f(x)=0

lim f(x) = lim x3 = —
X—>—00 X——00

. _ . 3 _
Jm, () = lim 3" = oo
f est dérivable sur IR , et f'(x) = 3x* — 6 = 3(x? — 2)
Tableau de signe :

X — 00 -2 V2 4w

F1(x) + 0 - 0 +

f est strictement croissante sur]—oo ; —\E[ et sur ]\5 ; +00[.

f est strictement décroissante sur ]—\/7 ; V2 [
Tableau de variation :

X — -2 V2 +
F'(%) + o - 0 +
442 - 6 + o
f(x)
—00 —4/2 -6

44/2 -6 <0 et —4v2 —6 < 0. Donc f ne change pas de signe sur
]—00 ; \/E] Donc (E) n’a aucune solution sur cet intervalle.

Par contre f est continue et strictement croissante sur [\/E ; +00[ et

f([V2 ; 40]) = [-6 —4V2 ; +oo].
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Or:0 € [—6 — 42 ; +00[. Donc : (E) admet une seule solution dans
[VZ ; +eo].

D’ou (E) admet une unique solution < dans IR.

2. Déterminons une valeur approchée a 10~ ?prés de cette solution.
Soit A une valeur approchée a 10~ 2prés.
Ona:|x —A| <1072
f(2)=-10 et f(3) = 3.
f(2)x f(3) <0.Alors 2 <x< 3.
En utilisant la méthode par balayage on trouve respectivement : 2,8 <x< 2,9 et
2,84 <x< 2,85
0 <x —2,84< 0,01 Soit : |« —2,84] < 1072

Soit : a 10 %pres.

Exercice 9 :

1. Démontrons que (E) : %x3 — x? 4+ 1 = 0 a trois solutions.

Posons : f(x) = %x3 —x2 41 f change de signe sur IR. Donc
(E) & f(x)=0 I’équation (E) admet au moins une
lim f(x) = lim 13- oo solution.
X——00 x——o00 4
. oy 13
xl—l>r-l¥loo f(X) - xl—1>r-|¥loo4-x =+

Tableau de variation :

Fiw =32 - 2x = x(3x-2)

X — 00 0 g + o0
£(x) + 0 - 0 +
1 + o0
3
~o0 -
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e f est continue et strictement
croissante sur |—oo ; 0] et
f(=c0; 0D =]-c0 ; 1]
contenant 0. Donc 1’équation
(E) admet une seule solution
X, € |—o;0].

e f est continue et strictement

.. 8
décroissante sur [0 ; 5] et

Floss)=1-5 1]

contenant 0. Donc 1’équation

(E) admet une seule solution

8

xelos 3

e f est continue et strictement
croissante sur E + 00[ et
8 37
FE+e) =[5+l
contenant 0. Donc 1’équation
(E) admet une seule solution

X3 € [§+ 00[.
3

2. Encadrement a 1072 prés des solutions

Indication : Utiliser la méthode par
balayage en remarquant d’abord
que :

—1<x;<0;1<x,<2 et
3<x3< 4.

Résultats :

—0,91<x, <—0,90
1,19 < x, < 1,20
3,70<x; <3,71

Exercice 10 :

Etudions les branches infinies des
fonctions suivantes :

a) f(x)=x—+x
Dy = [0 ; +oof
. . 1
Jm f(x) = lim x (1 ﬁ)
1
=400 car: = -0
Calculons alors :
m L9 = him (1-L
x1—1>1:|-noo X - xl—1>r-|poo (1 \/E)
=1
Ensuite :
lim (f(x)—x) = lim —+x
X—+ 00 xX—+0o0
= —O0O0

Prof : TEKPOLO (rédo
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La courbe représentative (C) de f
admet en +0o une branche
parabolique de direction celle de la
droite d’équation y = x.

lim

X—>—00 X

b) f(x)=2Jyx*—1—x
Df ={x€IR, x*—1=0}
Df=]- ; —1]U[1 ; 4o
o xl_i)moof(x)=+00.

lim £

X——00 X
<—2 /1 — 1 1>
X
= -3

Ensuite calculons :

Calculons alors :

T® — im

X—>—00
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Jim () - (—3x)) =
lim (2vx?2 —1+4 2x)

X—>—00

) 4x%—4—-4x*
lim

X—>—00 24/x%—1-2x

lim 0

-4
X——00 2+ x%-1-2x

Donc la droite d’équation
y = —3x est asymptote oblique a
(C) en —oo,

e lim f(x)=

X—+00

lim x<2 ’1—%—1)
X—+00 X

= 400 car

IR
xZ

( 0
zh—éez
X
2h—é—1ﬁ1
\ X

Calculons alors : lim AC)
X—+00 X
X 1
lim & = lim |2 |1-—=
x>+ X X—+00 X
-1
=1

Ensuite calculons :

Jim (-
= lim (2vx?-1

x—+o0
— 2x)
 4x*— 4 — 4x*
= lim

X2t o x?t—1+ 2x

—4
= lim =0

X2t o x? —1+ 2x

Donc la droite d’équation y = x est
asymptote oblique a (C) en +oo.

c) f(x)=+Vx*—2x+x
Df ={x € IR, x*—2x =0}
Dy =]— ; 0] U [2 ; +oof

lim f(x) = lim Xoaex
X—>—00 X——00
(Expression conjuguée)

I —2x
= lim
Xomox? —2x —x

) —2x
= lim

xX—=00 —x( /1—3+1>
X

xX?=2x—x

lim ——~
x"‘°°< /1—§+1>
lim f(x) = —1 car 250
X——00 X

La droite (A) : y = —1 est
asymptote horizontale a (C) en

—00

Proi : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir
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lim f(x) =400

X—+00
Calculons alors : lim G
x>+ X
o f( _ x> —2x+x
lim —— = lim
X—+00 X X—+00 X
= lim [1-2-1=2
X—+00 Ve
Ensuite : lirp flx)—2x =
X—+00
lim (\/ x%—2x — x)
x—)+00
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La droite d’équationy = 2x — 1

est asymptote oblique a (C) en +oo.

§ F0) =x 2

x+1
Df:{xEIR,

x—1

>0etx—1 iO}
Df =]—o0; =1] U ]1; +oo[

lim f(x) = lim x ’x+1 = —00
Xx—>— X——00 1

car ——-1
x—1
lim fe)

X—>—00 X

Calculons alors :

- f(x) x+1
lim — = =
x——o X x-—oo [x—1
Ensuite :
| ) I x+1
_1)moofx x = lim | x p— X
X+
= lim x| X (expression
X——00 x 1_'_1
x—1
conjuguée)
x+1—x+1
= lim x x—1
x+1

)

Proi : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir
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Voliume I  :  ANALYSF
P 2x
. _x=1
= xl_l)r_noo (JE+1> 1 car — — 2 et
x—1
ﬂ N 1
x—1

Alors la droite d’équation y = x +
1 est asymptote oblique a (C) en

_w.

, x+1
xl—1>r-|poof(x) xl—l>r-|¥loox x-1 R

car — -1
x—1
f(x)

lim —
X—->+o00 X

x+1
x—1

Calculons alors :

lim @= lim

x—>+00 X X—+00

Ensuite :

x+1
x—1

lim f(x) —x = lim | x - X

X—>+00 X—>+00

(expression

conjuguée)
x+1—x+1
x—1

x+1
-1
x—1

Alors la droite d’équation y = x +
1 est asymptote oblique a (C) en
400,
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{__X
x+1 : T x—1
lim f(x) = lim x = lim x - X
x—1> x-1> Jx—1 X—>— X
1+ x— 1
= t+00 clzar X .
X = Y x—1
x+1-2 = Jim —="3
x—1->0etx—1>0 I+ |3 —7
x+1
w1 ot Alors La droite d’équation

Alors la droite d’équation x = 1 est
asymptote verticale a (C).

o 1= (2

Df={xEIR,

3

x—1

>0 etx—lth}
Df =]-0;0] U ]1; +oo[

,x3
lim f(x) = lim [—= lim |x|
X——00 X——00 X X——00

= 400

Calculons alors :

x3
. fX) . x—1
lim —= = lim
xX—>—0o X X——00 X
_ X
_ XJx—1
= lim
X——00 X
I ad 1
= 11m - = —
X—>—00 X — 1
Par suite,
lim f(x) +x
X——00
X
= lim x <— + 1>
X—>—00 x—1

Proi : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

y=-—-x-— % est asymptote oblique a

(C) en —oo,
x3
lim f(x) = lim [—= lim |x]|
xX—>+0oo X—>+ 00 X X—>+ oo
= 400
Calculons alors :
%3
. ™) . x—1
lim —= = lim
x—>+00 X x—+00 X
X
_ XJx—1
= lim
X—+00 X
= i ¥
Par suite,
lim f(x) —x
X—+00
X
= lim x( — 1>
X—+o0o x—1
X
-1+
= lirp X x—1
X—>+C0 x
1+ ]
al 1
= lim —*=1 =
X—+00 X 2
1+ ]
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Alors La droite d’équation = 400

y=x+ % est asymptote oblique a

(C) en oo,
RSO0 = e

La droite d’équation x = 1 est
asymptote verticale a la courbe

©).

Exercice 11 :

f(x)=x3—3x—4

1. Tableau de variation
f est une fonction polyndome. Donc

f'(x) <0sur [—1;1]. Alors f est

Df = IR strictement décroissante sur
f est dérivable sur IR et f'(x) = [—1; 1].
3x*—3 lim f(x) = —c0 et lim f(x) =
X——00 X—+00
“+ oo
f'(x) =0 sur]—oo,—1] U [1,400].
Alors f est strictement croissante sur
]—OO,—l] et [1; +OO[
x — © -1 1 + o
f'(x) + 0 - 0 +
-2 + o0
fx)
—00 — 6
2. Montrons que (E): f(x) =0 f est continue sur |—o0 ;1] et
admet une solution unique & f(—=o0 ; 1]) =]—o0 ; —2].La
dans IR. fonction f ne change donc pas de
signe sur |—oo; 1].
Prof : TEKPOLO Crédo 39
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D’autre part, f est continue et
strictement croissante sur [1 ; +oo[
puis f([1 ; +oo[) =[-6 ; +oo[
contenant 0. D’ou I’équation (E)
admet une unique solution dans I/R.

3. Montrons que 2 <x< 3

f(2)=-2 et f(3) = 14.
f(2) X f(3) <0.D’0ou 2 <x< 3.
4. Signe de f(x)

f(x)<0six €]—o0 ; ]
f(x)=0six €[ ; +oof

Exercice 12 :

. f(x)=vx+1

Prouvons que Vx € [O ; %],
14— <fo)<1+=
— < x S —_—

/6 2

f est dérivable sur [O ; %], et

P = i

E[O 1] 0< <1
= o —
X > Sx =

Soit: 1<x+1<

1S\/x+1S§ équivaut a :
2<2Vx+1<+6

1 , 1
Alorsona.\/—gﬁf(x)sz.

Soit x € [0 ; %] En appliquant

I’inégalité des accroissements finis
sur I’intervalle [0 ; x]ona:

(=0 <f() ~f(0) <
~(x—0) et f(0) =1.

N W

2. Interprétation géométrique du
résultat obtenu

Sur D’intervalle [O ; %] ,(C) est au
dessus de la droite d’équation
X
y=1+ NG et en dessous de la
droite d’équationy = 1 + g
3. Encadrement de v'1,1
X X
Ona: 1+ﬁSf(x)S 1+5’
. X X
801t1+\/—g£\/x+1S1+5.
Posons x = 0,1
0,1
1+ 7 <V1L1<
1+=
2

1,04 <,1,1<1,05

Alors :

Exercice 13 :

flx) =vV1—xet I=[0; %]

Démontrons que pour tout x € I,

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir
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0= s

1
x€eEl & OSxSE.Onen

déduit I’encadrement :
1
NG <Vv1—x<1.

) 1 , 1
Son—\/—ESf (x) < .

En appliquant I’inégalité des
accroissements finis sur I’intervalle
[0 ; x]pourtoutx del,ona:

5 -0 <f)-f(0) <
—~(x—0) etf(0)=1
D’ou

xel 1—\/—_Sf(x)<1—i

Exercice 14 :

On donne 1’équation:
(E):x*+x—-1=0

1
f(x):x+1

1. Montrons que r est solution de
I’équation f(x) = x
rsolutionde (E) © r*+r—1=
0
eorr+1)=1

=1/

e =

D’ou 7 est solution de I’équation

fx) =x

2. Montrons que Vx €

3 1] reoe]

1
20 1
L. 1
f est dérivable sur [— ; 1] et
f0=-—=
On a : pour tout réel de I’intervalle

E ; 1]' f'(x) < 0. Alors f est

strictement décroissante sur

E ; 1]. Donc on a I’implication

suivante :

Sf(x)S%.or[l ; E]CE; 1]

feely ;1]

3. Montrons que Vx € E ; 1],
, 4
el <t

f' est dérivable sur[ ; 1] et

f(x) = (x+1)3.
f"(x) > 0. Alors f' est strictement

croissante sur E ; 1]. On déduit

Pour tout x,

I’implication :
1_
c<xs1 = f(3)<rw@
<1V
—i<f )< —5<0.
Do |f'(0)| <5, vxel;; 1

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir
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1
Vxe[z; 1],|f(x)—r|
Sgw—ﬂ
Ona:‘v’xEE ; 1], If'(x)|S%,
rEE; 1]ethE; 1].En

appliquant I’inégalité des
accroissements finis, on a :

fC) =M <5 lx—rlor
fr)=r.

D’oi Ver ; 1],|f(x)—r|$

4
g lx—l
9

Exercice 15 :

1
g(x)=1+ﬁ

1. Démontrons que (E): x3 — 2x* +
x — 1 = 0 admet une seule
solution a sur [1 ; +oo].

fx)=x3-2x*+x—-1
f est continue sur [1 ; +oo].
lim f(x) = lim x3 = +o0 et
x—>+00 x—+00

f(1) =—1. Alors f([1 ; +oo]) =
[-1; +oo[.Or0 € [-1 ; +oo].

D’autre part, f est dérivable sur
[1; +oofet:

fl(x)=3x*—4x +1

Pour tout x € [1 ; 4oo[, f'(x) > 0.
Alors f y est strictement croissante.

D’ou I’équation (E) admet une
unique solution a sur [1 ; +ool.

2. Montrons que (E) & g(x) =x
(E) © x(x?=-2x+1)=1

1
(E) (x—1)2=;

1
(E)@ x—1—\/—§

[1; +oof

pour x €

1
Ll x—1+7§

D’ou () & gkx) =x

3. Montrons que pour tout x €
, 1
[1; +oof, |g' ()| <2
g est dérivable sur pour [1 ; +oo[ et
, -1
g'(x) ==
XE[1l; 4o © x=>1 et
2v/x = 2. Alors 2xv/x = 2.

1 1 1 ,
Zxﬁgz.alors—gﬁg(x)SO.

D’ou pour tout x € [1 ; +oo,
g’ ()] <

N

4. Déduisons —en que pour tout
x €[1; 4o,

1
l9() —al <5 Ix—al

Onax €[1 ; +oof, |g'()| < 2.

En appliquant les inégalités des
accroissements finis, sachant que
@ € [1 ; 4oof, on obtient :

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir
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lg(x) —g()] < Ix—alor
(E) & g(x) = x.Donc
g(a) = a.

D’ou pour tout x € [1 ; +oof,
1
lg(x) —al < 2

x — af

Exercice 16 :

1. Démontrons que f réalise une
bijection de [0 ; %[ Vers un
intervalle I.

f est dérivable sur [0 ; l[ et

mSinnx
f (x) o COS X
‘v’xE[O [ cosmx >0 et
sinmx> 0. Alors f'(x) > 0.
Donc f est strictement croissante sur

o5 21

bijection sur [0 ; %[

Elle réalise alors une

De plus £(0) =1 et lim f(x) =

xX->-<
2

+oocarcosmx> 0etcosmx> 0.

D’ou f réalise une bijection de
[0 ; %[Versl =[1; 4+oof

2. vxelo; o, @) =0
Donc f est dérivable sur I.
3. a/ Tableau de variation de f 1
f~! ale méme sens de variation que
f.Donc f1
croissante sur I. On obtient alors :

est strictement

X 0

(f7'(x)

fH(x)

1
b/ Expression de (f~1)'(x) Sin*nx+ cos?nx =1
Ona: sinme=+1—coénx
1 _
') = S 1 7
F1(x) = TSinmgx = |1- [f_(x)]
cos$mx
1 alors :

fx) =

= COSTIX=——
COSTX f(x)

Prof : TEKPOLO (rédo
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[f ()] -
f)

On obtient ensuite :

Sinmx=

f'(x) =1 X sinmx !
c0§nx
__ TF@P
f(x)
f(x)
JIF@PE -1
0 X [f(0)]?
f'(x) =X f(x) Xy [f(0)]* —
Par suite :

D] =

TfI(F DN FIFDED? -
Or:

FIFHE] = fo(f H(x) =x

(fonction bijective).

¢/ Calculons (f~1)'(v2) de deux
facons différentes.
D) =
(V2 =5

Ou autrement :
1

—1\/ \/E —

Fe2) f’(f‘l(\/— )

f1(V2) = Z' Alors :
1

F'(V2) = p é) = (m %>

T
cofz

Soit :

FN2)=——

Exercice 17 :

Etdonc: f[(f D(x)]=mxx X
x?—1.
dvr~ 1
Enfin : FHx = T
f:10; n[ > IR,
1
X 1+ Cosx

1. Démontrons que f réalise une
bijection [0 ; m[ vers un
intervalle |

f est dérivable sur [0 ; 7| et
fr =~ ((11+-|_CC00529;)2
, sinx
fo = (1+ cosx)?
Pour tout réel x € [0 ; 7[;

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

(1+cosy* >0etsinx>0.Donc
f'(x) > 0. f est alors strictement
croissante sur [0 ; m[. D’ou elle
réalise un bijection de [0 ; [ vers

= [ £©@ ; limf(o)|

1
1=z o+
2. Dérivabilité de f~1 sur J
vx €[0; m[; f'(x) > 0et
F/(0) =0

Donc f~! n’est pas dérivable sur J.
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Elle est alors dérivable sur £~1 est dérivable sur ]1 4 Oo[ ot a
J={f(0)} -
1 le méme sens de variation que f.
soi Ik ; +00[ Donc elle est strictement croissante
1
3. Tableau de variation de f 1 sur ]5 ; +°0[
1
x = + 00
1)) +
T
1)
0
4. Explicitons (f 1) (x)
£1(x) Sinx
X)=—""——=
(1+cosy

f(x) =sinx (f(x))?

Ona:sifix+coéx =1;soitsi nx=+1—cosx

1 1

f(x)=mx = cosx:%—l

On écrit alors :

I1 vient alors que :

fr(f—l(x)) = \/1 — (ﬁ — 1) 2 % (f(f—l(x))) 2

Or f(f~*(x)) = x. Ce qui nous conduit a :

Prof : TEKPOLO (rédo 3
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1 (F() = s
f’(f‘l(x))=\/1—(;—1)2”2 f'(f~1(0)
Enfin :
I -1 _ 2 -1y xX) =
f(f (x)) + X X F ') 21
(') =
FI(F ) = xW2x — 1
D’autre part, on a :
5. Calculons de deux maniéres (f~1)'(2)
3 Utilis?tion Slella | F'(@) = 12
question précédente :

FH'@ =

1
2./2(2) -1

1
23

e Utilisation de la

définition :

(fF=H'(@)
1

@)
On pose f(x) = 2. Ce

: 1
qui donne : co S x= —3

. 2T
Soit x = ?

'@ =

&)

sin(5)
(1+eodF ))
(1+cof3)

s in(%”) 2
(1-9)

'@ =

@) =

fFH'@=

Y@=

a| -|a|~=u-|a

Prof : TEKPOLO (rédo
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Exercice 18 :

f(x) = tan;z(x— 1)

1. Justifions que f est bijective
f est continue et dérivable sur
I’intervalle |0 ; 2[ et

F(x) =g[1+ tarfg(x— 1)]

Vx, f'(x) > 0. Alors f est
strictement croissante sur |0 ; 2[.
D’ou f est bijective sur |0 ; 2[.

2. Démontrons que f ! est
dérivable sur IR.
Ona:

f'(x) =%[1 +taﬁ%(x— 1)]
Pour tout x , f'(x) # 0 et

fao; 2p =
i G0 s Jim o]
(f estune fonction croissante)

T
sin(x—1)

lim f(x) = lim 7;2;

x—0> x—>0> c 057 (X — 1)

sirg-(x—l)e—l
car cos%(x—l) -0

cos%(x—l) >0

lim f(x) = lim

sir(x—1)
T

x—-2< x—>2<c057 (x _ 1)
Si %(x— 1) -1
= 400 car cos%(x— 1)-0

cos%(x -1)>0
Donc: £(10 ; 2[) = |00 ; +oof

D’ou 1 est définie et dérivable
sur IR.

1 -1
xEDf S

Prof : TEKPOLO (rédo
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e Montrons que

F 1 (x) = —

m(1+x2)

Ona:

fr@=2[1+tatZ@- 1)
= Z[1+ (F@)?]

fof~1(x) = x car f est bijective.

Donc :

iy L
(F0) = 5o
1

NE

[1+ (fof ~(x))?]
1
7 (1+x2)

D’ou :
'@ = o
3. h@ =700+ (5)

e Dérivabilité de h.
1
th{xEDf‘1 et ;EDf‘l}
x€EDfl © x€lIR

%EIR et x # 0.
Soit x € IR*

Donc Dh = IR’|
Vx €10 ;2[, f'(x) # 0. Donc la
fonction x = f~1(x) est dérivable
sur IR et donc sur IR".

ANALESF
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Vx € IR*,i existe et f' G) + 0.
Donc la fonction x +~ f~1 G) est

dérivable sur IR*.

D’ou h est dérivable sur IR*
comme somme de deux fonctions
dérivables.

e Calculons h'(x)
1
KGO = (F' )+ (5)

4. Formule explicite de h
h(x)=0 =
fonction constante.
Pourx € |—oo0; O, h(x) =
h(-1) =2f7'(-1)
Pourx € 10 ; oo,

h(x) = h(1) = 2f (1)

h est une

Or:
1
Fg)=rer-7) =1
> D=5
f(;) =tan3)=1 = fQ)
3
"2
Alors :
h(x)=1 si x€]-o; 0
{h(x)=3 si x€]0; 4o

FTUDE DE FONCTIONS

<1y (3)
X
2 1
h'(x) = -
(1+x2) «x
o 2
1
T (1 + F)
/ _ 2 1 2x?
h (x) T or(+x2) 22T m(1+xd)
h'(x)=0
Proposé 1 :
x3+x%-4
fo0) =22

1. a)Ensemble de définition de f
Df ={x €IR/(x —1)*+ 0} ;
Df =IR—{1}

Calculs de limites :
xl_i)grnoof(x) =400 et

Jim £ ) = e
limf (x) = —oo

bp(x) =x3—-3x*—-2x+8

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

ona:p(2)=0
Factorisation de p(x) :

On pose :
p(x) =(x—2)(x>+bx+c)
La méthode des coefficients
indéterminés ou la méthode de la
division euclidienne permet d’avoir :
p(x) = (x —2)(x2 —x + 4)

Enfin
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— 1-V17 o 1+V17
p(x)—(x—Z)(x— 2 )(x— ]_Oo’_ 2 ]
1+;/ﬁ) sur]l; 2] etsur [1_m ; +00[
¢)Calculons f'(x) £(x) <0sur [1 —17 1[ U
p(x)
() = 22 LT
f0 =G 1y 2; =
d)Sens de variation Donc f est strictement décroissante
, 1+V17 _
f(x)ZOSW”]—OOF— > ]U ur[l;/ﬁ;l[ etsur[Z; 1+;/ﬁ]
11 ; 2]u [1_;/ﬁ : +00[.D0ncf
est strictement croissante sur
Tableau de variation :
1-v17 1-
X _ V17 7 V17 L oo
2 2
f'(x) + 0 - + 0 — 0 +
1-J/17
£ f@
f(x) / / \ /
1+\/_
—po
2. a)Déterminons a, b, c et d ona:f(x) — (x+3) = 2L et

cx+d
(x —1)*

Par division euclidienne on obtient :

5x-7
f(x)=x+3+ 1)’

Doncla=1; b=3; |
c=5etd=—7
b) Montrons que (C)posséde une
asymptote oblique (D)

f(x)=ax+b+

(x-1)*

5x— . )
X7 0 . D’ou la droite

lim
x—+o00 (x—1)?

d’équation

(D):y = x + 3 est asymptote
oblique a la courbe (C)

d) L’autre asymptote est la
droite verticale d’équation
x = 1car

Prof : TEKPOLO (rédo
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limf(x) = -

3. a)Positions relatives de
(Oet (D)

5x-7

f(x)—(x+3)——1)2 et

vx € Df,(x — 1)*> 0.
Donc f(x) — (x + 3) ale signe de
5x —7.

X — 0 1

+ oo

fO)—-(x+3) | -

S lulN

+

(C) est en dessous de (D)sur |- ; 1[ U ]1 : E]
(C) est au dessus de (D) sur E

b) Tracons la courbe représentative
(C)de f
4. (E): x>+ (1 —-m)x?+
2mx —4—-—m=20
fx)=m
En déplagant une regle
parallelement a [’axe des abscisses
du bas vers le haut, on obtient le
nombre de points d’intersection de
(C) et la droite d’équation (D).

> Sime ]—w;f(l_m)[, (E)
admet trois solutions
X <Xy <0< x5
» Sim = f( \/_) (E) admet

deux solutions x; < 0 < x,
> Si

elr(57)  r (57
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; +0°[
(E) admet une seule solution
x>0
» Sim=f (1+F) (E) admet
deux solutions 0 < x; < x,
> simelf(57) 5 @ @

admet trois solutions :
0<x <xy, <2y
» Sim = f(2), (E) admet deux
solutions 0 < x; < x,
» Sim € |f(2); +oo[; (E) admet
une seule solution x; > 0

T (x+1)?
a) Relation entre f et g
—x3 +x* — 4
90 =— oy = (D)
b) [(€") = S(op (O
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Propose 2 :
fx) = (x—1DVx+2 3x+9>3>0.

1. a)Calculons f'(x)et "' (x)
Df =[-2 ; +oof
f est deux fois dérivable sur
-2 ; +oof, et
x—1

f’(x)=-\/x+2+ﬁ
, _ 3x+3
f ) = x2

Ensuite :

3x+3
3VEF 2 —
2Vx + 2

2(x+2)
. 3x+9
10 = 2(x + 2)Vx + 2|
b) Sens de variation de f’
Vx €]-2 ; 4+,
2(x +2)Vx+2 > 0.Donc f''(x) a
le signe de 3x + 9.
XE]|-2; 4o & x>-2

f"(x) =

f"(x) >0 sur]—2 ; +oo|.

Donc f' est strictement croissante
sur |[—2 ; +ool.

c) Déduisons un encadrement de
f'x)sur(2 ; 7]
f' croissante. Doncsi 2 <x <7
frf@)sf'x) < f'(7N)
S<fl() <4
d) Encadrement de f(x)
Soitx € [2 ; 7].
Ona: % < f'(x) < 4. D’apres les
inégalités des accroissements finis
appliquées sur [2 ; x],ona;

-2 < f) - ()
<4(x—2)

0< Z(x—2)

4(x—2) <20

alors

Or2<x<7>= {
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Alorson a:
Vx €2 ; 7],
0<f(x)—f(2)<20
2<f(x) <22
2. a) Variations de f
lim f(x) = 400 car

Vx €]-2; +oof, Vx+2>0.
donc f'(x) alesignede x + 1
e Vxe€]|-2;-1[x+1<0.
Donc f est strictement
décroissante sur | -2 ; —1]
e Vx|-1; +oo[,x+1>0.

X—+00
{x —1- 4 Donc f est strictement
xX+2 - oo croissante sur |—1 ; +oo[
) 3(x+1)
) =—
2vVx +2
X — 2 -1 + oo
f(x) - 0 +
0 +
fx)
—2
b) Dérivabilité de f en 2 X = —2 une tangente verticale
I f(x)—f(=2) dirigée vers le bas.
o< x4+ 2 a) Construction de la courbe (C)
o (x—=DVx+2 Branches infinies :
= T2 f@) e
¥ —1 lim —— = lim (1——) x+2
— llm x—>+o0o X X—+00 X
X==2>+x + 2 = +o0

— oo car {x—1—>—3
Vx+2 - +oo
f n’est pas dérivable en —2 mais sa
courbe représentative (C) admet en

(C) admet une branche
parabolique de direction (0OY)
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\
\h
\

3. (C:glx)=(1—x)Vx + 2
C):h(x)=(—x—-5)V—x—2
(C3):k(x)=(x+5V—x—2

a) Expression de
g(x),h(x) et k(x)en

fonction de f(x)
Ona:g(x) = —f(x)
h(x) = f(=4 —x)
k(x) = —f(=4—x)

b) (Cy) = 5(01)(C)
(C3) = S (C) avec
(A): x=-2
(C3) = Swon(C2)
4. o(x) = f(x) sur[—1 ; +oof
a) Montrons que ¢ admet une
bijection réciproque notée @1

La fonction f est strictement
croissante sur [—1 ; +oo][. Elle est

donc monotone sur [—1 ; +oo.
D’ou ¢ est bijective et donc admet
une bijection réciproque ¢! définie
de [2 ; +oof vers [—1 ; +oo[
b) Do 1 =[-2; +o[etVx E
]—1; +oo[, ¢'(x) # 0 donc ¢’
est dérivable sur |—2 ; +oo]
c) Calculons

« 9(0)=1(0)=—V2
« PO=f0)=55
D) = o

p(0)=—2 &
¢ 1(—V2)=0.
Alors :
(0 (—V2) = =22
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Proposé 3 :

1. f(x) =x++|x*—1]

a) Dérivabilité de f en —1 eten 1.

Df =1IR
X — -1 1 + o0
x?—1 x?—1 0 1-x> 0 x?—1
. fx)=f(=1) _ 2 \_
¢ xLlEn1< x+1 - x-—-1< (x+1—m) - «©
lim f@) -7 = lim : = 4o
x->—1> x+1 x>=1>4 4 1 = \/ﬁ
Donc f n’est pas dérivable en —1 mais sa courbe admet en x = —1 une
demi — tangente verticale dirigée vers le haut.
m LOOTCD _ T e
* xliql< x—1 N xl)l£n1< x—1-VaxZ-1 «°
lim f@) =71 = lim - = 400
x—>1> x—1 ’H_1>x—1—\/ﬁ
Donc f n’est pas dérivable en —1 mais sa courbe admet en x = —1 une

demi — tangente verticale dirigée vers le haut

b) Sens de variation de f

f(x) =x++Vx*—1 sur]—oo ; —1JU[1 ; +oo[
e f estdérivable sur |—oo ; —1[ et sur |1 ; +oo[ et sa dérivée est

=
f(x)_ m

Vx € ]—c0 ; —1[U 1 ; +oo[, /x* — 1 > 0. Donc f'(x) a le signe de
x++/x*— 1.
Vx€]-oo;: —1], x2—-1<x®> = +Jx2—-1<—x
= x*—1+x<0.
Donc f'(x) <0

f est strictement décroissante sur |]—oco ; —1][.

Vx €]1 ; +oo[, x > 0 et vx*— 1. Donc f'(x) > 0.

f est strictement croissante sur |1 ; +ool.
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. L. V1-x*—x
est dérivabl —1 ; 1[etsadérivéelf' (x) =
e f estdérivable sur | [ et sa dérivée [f' (x) N

vx €]-1; 1[,v/1—x*>0.Donc f'(x) ale signe de v 1 — x*> — x.
Posons: Y1 —x>—x>0 = J1—x*>x

A2 1_x220
= {1 x" 20 ou{ x>0 = xE]—l;O]ouxE[O;j—E[

<
x=0 1—x*>x?
Donc f'(x) =20, Vx € ]—1 ; \/1_71 )
f est alors croissante strictement sur ]—1 ; \/%] et strictement décroissante
1
sur [\/_E ; 1[.
c) Démontrons que (C) admet deux asymptotes
lim f(x) = lim (x++yx2—-1 x
X—>—00 x—)—OO( ) l f( ) — 1 x + 1
_ 1 x—+o0 X x—+00
= lim
Ty —Jxt -1
= 1
0 + 1-—
Donc I’axe (Ox) est asymptote x
horizontale a la courbe (C) -9
: — L 2 _ li -2
xl_l)grnoo f(x) xl_l)rpoo (x ++/x 1) x_l)fpoo(f (x) — 2x)
— -1
=t = lim
X240 ¢ 4 yx2 — 1
=0
Donc la droite d’équation y = 2x
est asymptote oblique a la courbe
représentative de f en +oo

d) Construction de la courbe (C) de la fonction f
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Tableau de variation :

X — 0 -1 i_ 1 + oo
£ (%) - + 0 - +
0 V2 + o0
f(x)
-1 1

T T T T T T T
-05 0 05 1 15 2 25 3

2. g(x) = —x—+/|x*—1]
X —X
M(ren) et N (g<x)

a) Déterminons le milieu I du segment [MN ]

On g(x) = —f(—x) donc I (8

rapport a 0, origine du repere.

) = 0. Les points M et N sont symétriques par

On en déduit que (C') = S, (0).
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Proposé 4 :

_x Alxr =1
feo=g-"5
1. Etudions la parité de f
Df={x€IR/x+0} = Df=IR"
Vx €EIR* ,—x € IR et f(—x)=—f(x).

Donc f est une fonction impaire.

On peut donc réduire le domaine a un ensemble d’étude égal

Df N[0 ; 4+ =]0 ; +oo[. On complétera la représentation graphique

par symétrie centrale de centre O.

2. a)Dérivabilité de f en 1 et sur les intervalles |0 ; 1[et]1 ; +oo[

X 0 1 + oo
x 1—x? x x%-1
G . PR
e f(1)==
FOO - F(1) R
lim AL ANY) = lim 2 X 2
x—1< x—1 x—1< x—1

X
VLRI NI St i

x->1> x—1 x-1> x—1

fn'estpasiéri vablem x =1 mai ssacour b&C) admet en ce point un

demi — tangente verticale dirigée vers le bas.
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e La fonction x — g est dérivable sur |0 ; 1[ et ]1 ; +oo[ comme une

restriction de fonction dérivable et Vx € ]0 ; 1[ U ]1 ; +oo[; [x* —
1l>0 etx#0.

_,Ixi—ll est dérivable sur |0 ; 1[et]1 ; +ool.

Donc la fonction x = —
On en déduit que la fonction f est dérivable sur |0 ; 1[et]1 ; +oo| comme

une somme de fonctions dérivables.

b) Signe de f'(x)

Posonsu =+ x% —1

= x€]0; 1, f'@) =5+

x% 4/ 1—x?

On en déduit que pour toutx € 10 ; 1[, f'(x) > 0.

= x€]l; +oof, f'(x) =2——=
2 x?2\1-x?
xEJl;+o[eu€e]0; +to[etu=vx*—1 2x*=u*+1
fl(x)=0 & x* x> —1=2
e wW+u-2=w-D@?+u+2)=0
Soit u—1=0caru?+u+2>0.0Onaalors:x =+/2
f'(x) ale méme signe que u — 1 sur |0 ; +oo[. On obtient le tableau de

:

signe :
x 1 V2 + o0
f'x) - 0 +

Vx€e|-1; V2], f(x)<0
Vx € [VZ ; +oof, f/(x)=0

3.x>1
a) Mettons f(x) sous la forme f(x) = g -1+ ¢(x)

Ona:(p(x)zf(x)—§+1=1— fl—% et

1
limp(x)=1lim [1- |[1-—|=0

X— 400 X—+00 X

b) Déduisons — en une asymptote a (C)
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fe)=(5-1) =9 et lim p(x) =0

On conclut que la droite d’équation'y = g — 1 est asymptote oblique a la

courbe au voisinage de +oo.

4. Construisons la courbe (C) de f

20
. . 1—x?
lim, o5 f(x) = limy_ o> (g — xx ) = —o00  car _J1—a2 5 1
x>0
l I X x? — 1
m,f() = Jim |5
= lim [ = )
X—+00
= 400
Tableau de variation :
X 0 1 V2 + oo
f (x) + 0 — 0 +

; § o0
£ / \ /
—00 O
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Proposé 7 :

1
A'g("):E(l_Jﬁ)
Dg = IR

_ _ 1 X
Jim, 0 = Jim 31~ ﬁ)

a) Les variations de g

1 1
= lim - [ 1+———|=1

X——00 2
/1 + —12
X

1
lim g(x)= lim = 1—-—]=0
X—>—00 X

—>—002 1
/1+?

g est dérivable sur IR et g'(x) = — !

24/ (x%+1)3
Vx € IR, 2,/ (x* + 1)3 > 0. Donc g’ (x) < 0 surlR.

g est alors strictement décroissante sur IR.
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X — 00 + oo
g'(x)
1
g(x)
0

b) Signe de g(x)
Du tableau de variation on lit: g < IR > = ]0 ; 1[. Donc pour tout réel
x, gx)>0.

B. f(x) =%(x—\/x2 + 1)

1.
a) Variations de f
Df = IR
1 -1
lim f(x) = lim =X =0
Xt ool p X+ 1

1
lim f(x) = lim —(x —Vx*+ 1) = —oo
f est dérivable sur IR et f'(x) = g(x).
Donc d’apres la partie A, f est strictement croissante sur IR.

X — 00 + oo

f'(x) ——

f(x)
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b) Montrer que 1’axe (OI) est asymptote horizontale a (C) de f
lim, f = 0. D’ou I’axe (OI) est asymptote horizontale a (C) de f
Montrons que la droite d’équation A: y = x est asymptote horizontale a

(C)en —
f(x)—x=—%(x+ x2+1):%x

1
x—x*+1
Alors: lim (f(x) —x) =0carx —yx*+ 1 - —oo.

X——00

D’ou la droite A: y = x est asymptote oblique a (C).

c) Construisons (C)

2. a) Montrons que f est une bijection de IR vers |
f est continue et strictement croissante sur IR. Elle est donc monotone sur IR.

D’ou f est une bijection de IR vers ] = ]|—oco ; 0].

b) Vx € IR, f'(x) # 0. Donc f 1 est dérivable sur J.
c) Tableau de variation de f 1
f et sa bijection réciproque ont le méme sens de variation. On obtient donc des
variations de f, le tableau de variation suivant :
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X — 0 0

F '@ _|_

(f~H)

—C0

d) Calculons (f 1)’ (— %)

1 1
' (-3) =
)
fO=-3 o [7(-3)=0

N

( =1y ( 1) — 1 —
F\3) " Fo -
e) Représentation graphique de (C') de f~1
3. Explicitons f~1(x)

On résoud 1’équation d’inconnue x, f(x) =y

Sx-VEFl)=y > x=y-—

2 4y

On obtient alors f~1(x) = x — ﬁ

v 4. L
(FD' () = 1+

On vérifie aisément que |(f 1)’ (— %) =2

Proposé 9 :

f(x) :\/1+2x\/1—x2
1. Montrons que Df = [—1 ; 1]

Df={x€IR /1—x?>=0et1+2xy1—x*=0}
1-x2>0 & xe€[-1; 1]
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Vx€e[0; 1], 1+2x/1—x2 >0
1
Vx €[-1; 0], 1+2xy1—x*>0 = V1—x*< ——

2x
1—-x%2>0
! 0
A _ﬂ> & xe[-1; 0]

1
1-x*<— o —(2x?2+1)*<0

= 4x?
Dou |Df =[-1; 1]

2. Développons :

(x+ 1—x2)2=1+2x\/1—x2

Déduisons :

f(x) =\]1+2x\/1—x2

=\/(x+ 1—x2)2
D’oﬁf(x)=|x+\/1—x2|
3. Signedex ++/1— x?

= Vx€[0; 1], x+V1—-x*>0
= Résolvons Vx € [—1 ; 0] I'équation x ++/1 — x* < 0. Il vient alors :

1—-x%2>0
Vi-x*<—x & —x>0
1—x% < x?
x€[-1; 0]
x €]—c0 ; 0]
[ O S e
X€|-0; ——=|U|—=; +o
51 R NG,
1
&S x€el-1; ——
V2
Donc:x+V1l—x2<0 sixe[—l;—\/i_]
2
1
x+V1—x*>0 si xe[—— ; 0]
V2

En conclusion :
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1
f(x) =—x—/1-x* Si xe[—l;——
V2
1
fx)=x++J1—x* sixExe[—\/—E; 1]

4. Calculs de limites
lim_ f(x)=f(-1)=1
xXx->—-1>
lim f(x)=f(1) =1
x-1<
5. Continuité de f en — g

_ V2
hmﬁf(x) =f<—7> =0

X

: V2
f est continue en — >

6. Dérivabilité de f en :

e x=-1
- f)-f(=1) x—17 _
xl}zr%> x+1 _xLlEr%> -1t [1 — 42 -
f n’est pas dérivable en x = —1 mais (C) admet en ce point une demi —
tangente verticale dirigée vers le bas.
V2
° = ——
2
V2
f(x)—f<—7- x—@
lim = lim =-1
x—>—§.< x + g x—>—§.< v1-— x? —x
V2
f(x)—f<—7- L2
lim = lim 2 =1
x—>—€.> x + @ x—>—@.> —V1—x*+x

, , . 2 ) ) .
n’est pas derivable en — V2 mais la courbe (C) admet en ce point deux demi —
p > p

tangentes de coefficient directeur —1 et 1
e x=1
lim UORIIO = lim | 1-— x+1
x—-1< x—1 B x-1< /1 _ xz

= —00
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f n’est pas dérivable en x = 1 mais (C) admet en ce point une demi — tangente
verticale dirigée vers le haut.

7. Tableau de variation

fest dérivablel-slur 1[/{—%} et

t

f(x) =
V1—x%*—x

f(x) = sixexe |-
\

1
Ji-e 7

si x€|-1; ——

x—+1—x? ] 1
v1—x° V2

f'(x) <0.f est strictement décroissant

-3

Vx € ]—1 ; —%[,

e sur

Vxe]—\/%;o], f'(x)>0. fest strictement crois]s—agl:zteO]sur

Résolvomse [0 ; 1[, V1—x*—x <0
J1—x2—=x<0 = V1—x*<x

1-x2>0 =>x€[0; 1[
PN x>0 =>x€[0 ; +oof

1-2x*<0 = xE]—oo; —\% U[\/ii ; +oo[

On a xe[\/%;l[

" 7 " 1 "
Donc fest strictement decrms[ﬁmth{ sturstrictement cro

issante

sufo 1
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Tableau de variation :

1
x —1 -=

f'(x) - +

1 V2
f(x) \ / \
0 1

8. La restriction f de f est une bijection car f est strictement décroissante

sur [\% ; 1[.

© sl

Elle est définie de [\% : 1] versK=[1; V2]

~054
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

e FONCTIONS LOGARITHMES ET EXPONENTIELLES
Petils entrainements :

Limites de fonctions comportant l n:

Exercice 1 :
Dans chacun des cas suivants calculer la limite en +oo de la fonction f.
l 1
L f@=3E 6. [0 ="
_lnxe2 1 n(1+%2
2. f) =2 7. fy ="
3. f(x)=IBx—In(x+1) _ 1
4 e e 8. fe) =xln(1+2)
X
lnx
5 f) =+
Exercice 2:
Dans chacun des cas suivants calculer la limite de f en 0.
l nx-2 1 n(x?+1
L. f(x):lnx+1 S. f(x):%
2. f(x)=1lnxt+1nx _ 1
I n(1+x) 6 f(x) = xi n(l + x)
3. fx)= 2 7 Fx) = 1 n(1+3x)
4 _ 1n(1+x?) ' 2x
- fl) =—— 8.  f(x)=x%lnx

Exercice 3 :
Calculer dans chaque cas les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition :

a) F() =2 —lnx Q) f(x) =22
b) f(0) = = D e =50
o) f(x)=2x+1-Inx g)f(x):lnfc—l
d) f(x) _ 3x-|J-Cl nx
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Exercice 4 :
On donne la fonction f définie par: f(x) = [ 1l nx)

a) Montrer que le domaine de définition de la fonction f, est D = |1 ;

b) Déterminer les limites en 1 et en +o00.

Dérivée de fonctions comportant In :
Exercice 5 :
Calculer la fonction dérivée de f sur I’intervalle I.
a) f(x) =xlnxsur I =1]0; +oo[ c) f(x)=[(UnR3]sur [ =

b) f(x) === surl =10 ; +oo] 10 ; +oo]

+ool.

d) f(x)=$c sur [ =]1 ; +oof

Exercice 6 :

Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de dérivabilité de f puis

déterminer sa dérivée f'(x).

a) f(x) =In(—x) ) Flx) =1 n(x_“)
b) f(x) =In(2x + 1) N
¢) f(x)=1ln/x g)f(x)=l74m
d) f(x) =1n(2x? — 3x + 4) h) f(x) =coflny
Q) ) =17

Exercice 7 :
fX)=(x-12, six<1

Soit f la fonction définie par :{ fe)=lnx , six=1

a) Démontrer que f est continue sur /R.

b) Etudier la dérivabilité de f en 1. Interpréter graphiquement ce résultat.

Limites de fonctions comportant exp :
Exercice 8 :

Calculer les limites suivantes :

. e* . sinx
a) lim — d) lim—
x—+o0 1+x x—01-e
b) lim & ¢) lim e*sinx
x—+00 VX X——00
. v  e3X_g2x
c) lim = f) lim
x— 400 ¥ x—0 X
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. e¥oq
g) lim—
1
h) limx (eE — 1)

x—-0

i) lim (xe%)

x—-0

Exercice 9 :

Trouver dans chaque cas I’ensemble de définition de f et calculer les limites aux

bornes du domaine de définition.

2) f(x) = 5xe” ) f(x) = e - &) £x) = x2e V¥
b) f(x) = xex e +4 €) f(x)=xeﬁ

Deérivée de fonctions comportant exp :

Exercice 10 :

a) f(x) = 5xe* c) d) f(x) = x2eV**T
b) f(x) = xex fE) =eP—e*+4 | o) f(x)=xers

Fonctions comportant I net exp :

Exercice 11 :

f est la fonction définie sur I’intervalle [0 ; +oo[ par :

f(x) = x3-e V% FEtudier la limite de f en +oo.

Exercice 12:

Soit f la fonction définie sur

10 ; +oo[ par: f(x) =e* =l nx
On note (C) sa représentation
graphique. Unité graphique 2cm

1. a) Etudier les variations de la
fonction @ définie sur IR par :
d(x) = xe* — 1.

b) En déduire qu’il existe un
unique réel « tel que < e* = 1.

Donner un encadrement de «
d’amplitude 1073,

c) Préciser le signe de @ (x) suivant
les valeurs de x.
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2. a) Etudier les limites de f en 0 et
en +oo.

b) Etudier les variations de f.
Dresser son tableau de variation.

¢) Montrer que f admet un minimum
m =« + i Justifier que 2,32 <
m < 2,34.

3. Donner une équation de la
tangente (T) a (C) au point
d’abscisse 1. Déterminer (T) N
(0y).

4. Tracer (C)et (T).

Exercice 13:

f est la fonction définie sur
I’intervalle |0 ; +oo] par:

L nx

flx) = — tx— 1. on appelle (C)
sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthonormal

(0 ;1;]) d’unité graphique 2c m

1. a) Etudier sur |0 ; +oo[, le sens
de variation de la fonction g
définie par : g(x) = x3 — 21l nx+
1.

b)En déduire que pour tout réel x de
10 ; 4+oo[,g(x) > 0.

2. a) Calculer f'(x) et montrer que
f'(x) et g(x) sont de méme
signe.

b) Etudier les limites de f en 0 et en
+0o puis dresser son tableau de
variation.

c) Démontrer que la droite (D)
d’équation y = x — 1 est asymptote
a la courbe (C).

Etudier la position de (C) par
rapport a (D).

d) Construire (C), (T)et (D).

Exercice 14 :

On consideére la fonction f définie sur
I’intervalle [0 ; 4] par :
f(x) = (3x —4)e™ + 2.
1. On désigne par /' la dérivée de la
fonction f.
Montrer que I’on a, pour tout x
appartenant a ’intervalle [0; 4],
fx) = (7-3x)e™™
2. Etudier les variations de f'sur
I’intervalle [0 ; 4] puis dresser le
tableau de variations de f sur cet
intervalle. Toutes les valeurs du

tableau seront données sous forme
exacte.

3. a. Montrer que 1’équation

f(x) = 0 admet une unique solution «
sur I’intervalle [0;4].

b. Donner a I’aide de la calculatrice,
une valeur approchée de ¢ a 0,01
pres.

4. On considére la fonction F'

définie sur I’intervalle [0 ; 4] par :

F(x) = (1—-3x)e™ + 2x.
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a. Montrer que F' est une primitive [0; 4]par: f "(x) = (3x —

de f sur [0; 4].

b. Calculer la valeur moyenne de f
sur [0; 4]

5. On admet que la dérivée
seconde de la fonction f est la
fonction f'' définie sur I’intervalle

10)e™".

a. Déterminer I’intervalle sur lequel
la fonction fest convexe.

b. Montrer que la courbe
représentative (C) de la fonction f
possede un point d’inflexion dont on
précisera 1’abscisse.

Exercice 15 :

PARTIE A

On consideére la fonction f définie
sur I’intervalle [1; 6] par: f (x) =
ax +b —%oﬁaetbsontdes
nombres réels. On admet que f est
dérivable sur 'intervalle [1; 6] et
on note f” la fonction dérivée de f

sur cet intervalle. La courbe
représentative de f donnée ci -
dessous coupe 1’axe des abscisses
aux points d’abscisses 1 et 4 et
admet une tangente horizontale au
point A de coordonnées (2 ; 4).

1. a. Déterminer graphiquement
les valeurs de f (1),
fQ2), f(4)etf'(2).
b. En utilisant deux des quatre
résultats de la question 1. a.
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a. Calculer f'(x) puis étudier les
variations de la fonction f sur
I’intervalle [1; 6].

b. Dresser le tableau de variation
de la fonction f'sur ’intervalle [1 ; 6]
en précisant uniquement les valeurs
de f(1),f(2) et f(4).

c. En déduire le signe de f (x) sur
I’intervalle [1; 6].

3. On considere la fonction F

définie sur ’intervalle [1; 6]

par: F(x) = —2x* 4+ 20x —
18 — 16l nx.

a. Montrer que F est la primitive
de la fonction f sur [1; 6] telle que
F(1) = 0.

b. En utilisant les résultats des
questions précédentes, dresser le
tableau de variations de la fonction F
sur I’intervalle [1 ; 6], les valeurs
seront arrondies au millieme.

Exercice 16 :

On injecte a un patient un
médicament et on mesure
réguliérement, pendant 15 heures, la

A/ Etude graphique

Avec la précision permise par le

graphique, indiquer :

1. La concentration a I’instant
initial ;

2. L’intervalle de temps pendant
lequel la concentration est
sup€rieure ou €gale a
0,4 gramme parlitre

On fera apparaitre sur le graphique
les traits de construction
nécessaires.

B. Etude théorique :

concentration, en grammes par litre,
de ce médicament dans le sang. On
obtient la courbe suivante :

On admet que la concentration peut
étre modélisée par la fonction f
définie sur ’intervalle [0 ; 15] par :
f(x)=(x+2)e"* oux
représente le nombre d’heures
écoulées depuis I’instant initial et

f (x) la concentration, en grammes
par litre, du médicament dans le
sang.

1. On note f” la fonction

dérivée de la fonction f. Justifier
que f'(x) = —0,5xe%* eten
déduire le tableau de variation de la
fonction f sur [0; 15].

2. Justifier que 1’équation

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

06




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALYSF

f (x) = 0,1 admet une unique

solution a sur ’intervalle [0; 15].

3. Déterminer un encadrement de «
d’amplitude un dixiéme.

C. Interprétation des résultats :

En vous aidant des résultats obtenus,
soit dans la partie B, soit par lecture
graphique et en la justifiant,
répondre aux questions ci — dessous.

1. On estime que le médicament
n’est plus actif lorsque la
concentration est strictement
inférieure a 0,1 gramme par litre.
Pendant combien de temps le
médicament est-il actif ?

2. Au bout de combien d’heures

la baisse de concentration ralentit-
elle ?

Exercice 17 :

On considére la fonction numérique
f définie et dérivable sur IR telle

que, pour tout réel x, on ait :
2

X
f(x) = - xZe* 1,
On note f ' sa fonction dérivée sur

IR.

1. Calculer f'(x) et vérifier

que f'(x) = xg(x) ou

g(x) =1—(x+2)e* ! pour tout

x de IR.

Pour la suite, on admet que g est

dérivable sur IR et on note g’ sa

fonction dérivée.

2. Etude du signe de g(x) suivant
les valeurs de x.

a. Calculer les limites

respectives de g(x) quand x tend

vers +oo et quand x tend vers —oo,

b. Calculer g'(x) et étudier son
signe suivant les valeurs du
nombre réel x.

c. En déduire le sens de

variation de la fonction g puis

dresser son tableau de variation.

d. Montrer que I’équation

g(x) = 0 posseéde une unique

solution dans IR. On note a cette

solution.

e. Justifier que 0,20 < a < 0,21.

f. Déterminer le signe de g (x)
suivant les valeurs de x.

3. Sens de variation de la fonction f

a. Etudier le signe de f’(x) suivant
les valeurs de x.

b. En déduire le sens de

variation de la fonction f et dresser

son tableau de variation.

4. Construire la courbe

représentative de F dans un repere

orthonormé.

Exercice 18 :

Partie A
On considére la fonction g définie

sur [1; +oo[ par: g(x) = | nx— %
1. Ftudier les variations de g sur
[1; 4ool.

2. Résoudre I’équation g(x) = 0
dans [1; +oof.

3. En déduire que g(x) > Osiet
seulement si x > +/e
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Partie B b. Etudier le signe de f(x)
On considére la fonction f définie sur [1; +oo[ et en déduire le tableau
sur [1; +oo[ par: de variations de f sur [1; +oo].
f(x) =2x*(Inx—1) + 2. 3. a. Montrer que, dans
1. Déterminer la limite de f en +oo. I’intervalle [2 ; 3], I’équation
2. On appelle f’ la fonction f (x) = 0 admet une solution
dérivée de la fonction f sur unique notée «a.
I’intervalle [1; +oo]. b. Déterminer un encadrement
a. Montrer que pour tout d’amplitude 1072 prés de a.
nombre réel x de I’intervalle
[1; +oof, f'(x) = 4xg(x).

Fonctions exponentielles de base a et fonctions puissances

Exercice 19 :

. ) 1\ X*—2x
g est la fonction définie sur IR par :g(x) = (g)

a) Montrer que g est la composée d’une fonction polyndme et d’une
exponentielle de base a.
b) Etudier les limites de g en —oo et en +o00.

Exercice 20 :

x—1

e = (|5

X

f)=0

0,4
Soit f la fonction définie par : ) . On désigne par(C), la courbe

représentative de f.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 1.

2. Etudier f et tracer (C).

PROPOSE 1 :

On considére la fonction f définie 2. Etudier les limites en > et en +co,
3 2
sut ]5 ’ +oo[ par Qu’en déduit — on pour la courbe
3 représentative ?
x) =1 71(x2 — —x) p
&) 2 3. Calculer f'(x) et dresser le

1. Résoudre I’équation f(x) = 0 et
interpréter graphiquement ce 4
résultat.

tableau de variation de f.
. Déterminer une €équation de la
tangente au point d’abscisse 2.
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5. Construire (C) ainsi que la | tangente précédente.
PROPOSE 2 :
Soit g la fonction définie sur 2. Le plan est rapporté a un

10; +oo[ par :
g(x)=2?x—1—lnx
1. a) calculer g’ (x) eten

déduire le sens de variation de g
b) Calculer lirp g(x) et lirr(l) g(x)
xX—>+o0 xXx—

c) Calculer g G) et g (g) Dresser
le tableau de variation de g.

d) Calculer g(e) et justifier que
g(x)=0pourx =>e

1
e) Montrer que g s’annule sur [; ; g]
pour une valeur unique a. Donner un
encadrement de @ d’amplitude 1072,

repere orthogonal (O ; I ; J) d’unité
graphique 2 cm sur ’axe des
abscisses et 4cm sur 1’axe des
ordonnées. Tracer la courbe (C) de
g. Placer en particulier les points
d’abscisses a et e.

3. Soit f la fonction définie sur

10; 4+oo[ par f(x) = x:z — xl nx

a) Vérifier que f'(x) = g(x). En
déduire le tableau des variations
de f.

b) Justifier que f est positive ou

nulle sur E ; +00[

PROPOSE 3 :

Parti eA

1. Etudier le sens de variation de la
fonction h; définie par :

h, (x) = x — | nx En déduire le
signe deh, (x).

2. On définit sur

l'intervalle ]0 ; 4+oo[, la fonction f;
X .
par x — Etudier les

x—lnx’
variations def;.

3. On considere la fonction ¢,
sur]0 ; +oof par :
{‘P1(x) =f1(x); Vx€]0; +oof
»:1(0)=0

a) Montrer que ¢, prolonge f; par
continuité en 0.

b) Etudier la dérivabilité de ¢, en0.
En donner une interprétation
graphique.

c) Tracer (C; ), la représentation
graphique de ¢, un repere
orthonormé (0, I, J).

Partie B : Dans cette partie, n

désigne un entier naturel supérieur

ouégala?.

1. Etudier le sens de variation de la

fonctionh,, définie sur l'intervalle

10; +oof par: h,(x) = x™ — [ nx

En déduire pour tout nombre

réel x de l'intervalle]0 ; +oof, on a

h,(x)>0.

2. On définit sur l'intervalle]0 ; +oof
la fonction f,, par:

fn(x) ==

xN—1 nx
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a) On définit sur l'intervalle]0 ; +oo[
la fonctiong,, par:

In(x) =1+ 1 —n)x" -1l nx
Montrer que 'équationg,, (x) = 0
admet une unique solution
notéea, dans]0; +oof .

b) Comparer a,et 1. Quelle est la
valeur de a, ?

c) Démontrer que pour tout nombre
réelx de J0; +oof ona :

' _ In(x)
) =i

d) En déduire le sens de variation de
f» puis dresser son tableau de
variation.

3. Montrer que la fonction f,, admet

un prolongement par continuité ¢,
en 0.

4. Etudier la dérivabilité de
@nen 0. En donner une
interprétation graphique.

5. Préciser la valeur f, (a, ) puis

tracer la représentation, graphique
C, de ¢, dans un repére, orthogonal.
(Unité graphique 4 ¢ m).

PROPOSE 4 :

Partie A :

On considere la fonction g définie

sur I’intervalle ]0; 4o par :

glx) = xz—%—éll nx

1. Etudier les variations de la
fonction g. Préciser la valeur de
g.

2. En déduire le signe de la fonction
g sur chacun des intervalles]0; 1]
et |1; +ool.

Partie B :
On considére la fonction f définie
sur I’intervalle ]0; 4o par :
_1 2,1 2
f(x) = Xt (I n9=.
1. Montrer que pour tout x > 0,
1
f0=£(3)
2.
a) Déterminer la limite de f en +oo.
(On pourra mettre x> en facteur

dans I’expression de f(x)).
b) Déterminer la limite de f en O.

3.

a) Montrer que pour tout x > 0,
() = 5= g(x).

b) En utilisant la partie A-/, étudier
le sens de variation de la fonction
f sur I’intervalle ]0; 4+oo|.

4. On nomme (Cr) la représentation
graphique de f dans un repeére

orthonormé : (unité graphique :
5¢m). Tracer (Cr).
Partie C :
1. Montrer que 1’équation f(x) = x
admet une seule solution sur

I’intervalle ]0; 1[. (On pourra étudier
le sens de variation de la fonction h
définie sur]0; 1[ par h(x) = f(x) —
x. On nomme «a cette solution.

2. Montrer que I’équation f(x) = %

admet wune seule solution sur
I’intervalle ]0; 1[. On nomme f cette

solution.
3.
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a) Déterminer un encadrement de
f d’amplitude 1072,

b) En déduire un encadrement de
a.

PROPOSE S :

1. On considére la fonction f
définie sur ’intervalle [0 ; 4oo[ par :

f(x) =(ax+ b)e_g +3ouaeth
sont es réels a déterminer. La
fonction f est représentée par une
courbe (C) dans un repére
orthogonal d’unité 2cm en abscisse
et Scm en ordonnée. (C) passe par le
point A(0 ;2) et admet un
maximum au point d’abscisse 4.

a) Calculer f'(x)

b) Déterminer a et b

2. Par la suite, la fonction f est
définie sur [0 ; +oof par :

flx)=(x— 1)8_§ +3.

a) Déterminer la limite en 4. En
déduire I’existence d’une
asymptote A a (C).

b) Etudier la position relative de (C)
et A.

c) Etudier les variations de f puis
dresser son tableau de variation.

3. Construire (C)et A

PROPOSE 6 :

f est la fonction définie sur

10 ; +oof par f(x) = % — | nxet (C)
sa courbe représentative dans un
repere orthogonal.

1. a) Etudier les limites en 0 et +oo
b)Etudier le sens de variation de f
2. Démontrer que 1’équation

f(x) = 0 admet une unique solution
Xo dans |0 : +4oo[. Vérifier que

1,7 <xy < 1,8.

3. (D) est la tangente a la courbe au
point d’abscisse 1.

a) Déterminer une équation de D
sous laformey = ax+ b.

b) Etudier le sens de variation de la
fonction ¢ définie sur ]0 ; +oo]
par ¢(x) = f(x) — (ax+ D).

c) En déduire la position relative
(C) par rapport a (D).

4. Tracer la courbe (C)et (D)

PROPOSE 7 :

On considére la fonction f définie
sur |0 ; +oof par f(x) = (xT_l)l nx

et (C) sa courbe représentative dans
un repere orthonormal.

1. Etudier les variations de g définie
parg(x) =x—1+1nx

2. Vérifier que g(1) = 0. En

déduire, suivant les valeurs de x

le signe de g(x).
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3. Montrer que pour tout x €
10 ; +oo[, f'(x) :%. En
déduire les variations de f.

4. Etudier les limites de f en 0 et en
+o0.

5. Dresser le tableau de variation de
f et tracer la courbe
représentative.

PROPOSE 8 :

Soit f la fonction définie sur

[ =]-2; 4o par:

f(x) =1+ xl {x + 2). On note
(C) sa représentation graphique dans
le repere (O ; 1;J) d’unité 4cm

Partie A : Etude de la fonction

1. Etude des variations de f'

a) Calculer f'(x)et f'(x)

b) Etudier les variations de f'sur
I’intervalle |—2 ; +oo|

c) Déterminer les limites de f'en
—2 eten + oo.

2. Etude du signe de f'(x)

a)  Montrer que sur I'intervalle

]-2 ; +oo[, ’équation f'(x) = 0

admet une unique solution a

appartenant a I’intervalle

[—0,6 ; —0,5]

b) En déduire le signe de f'(x)
suivant les valeurs de x.

3. Etude des variations de f.

a) Etudier les variations de f sur
I’intervalle |—2 ; +oo|

b) Déterminer les limites de f en
—2 eten + oo.

c) Dresser le tableau de variation de

f.

Partie B : Position de la courbe (C)
par rapport a ses tangentes.

Soit x, € |[—2 ; +oo[. On appelle
(T,) la tangente a (C) au point
d’abscisse xy. On note pour tout
X E|-2; 4oof,
d(x) = f(x) = [f (x) (x = x0) + £ (x0)].
1. Etudie des variations de d
a) Vérifier que pour tout x €
1-2 5 +oo[,
d'(x) = f'(x) = f (x0)
b) En utilisant la croissance de la
fonction f', donner le signe de d (x)
selon les valeurs de x.
2. Déterminer les positions relatives
de (C) et (Ty,).

Partie C : tracés dans le repere
orthonormé (O ; I ; J)

1. Déterminer une équation de la

tangente (T,) au point d’abscisse 0.
Tracer (7).

2. Trouver x, pour que les tangentes

(Tx,) passent par I’origine du repére.
Construire ces tangentes.

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

12




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALYSF

3. Tracer la courbe (C). On prendra

pour a = —0,54¢et f(a) = 0,8.

PROPOSE 9 :

Soit la fonction numérique de la
variable réelle x définie par :

f(x)=x+1—exp(—|xi|)six¢0
f0)=1

1. Etudier la continuité et la
dérivabilité de f au point
d’abscisse 0.

2. Pour tout x de ]0; +oo,
calculerf’(x) et montrer que

1

., (2x —1)e «
OEE
Dresser le tableau de

variation de f' sur
10; +ool.

a)

b) Déterminer le signe de

f'(x) sur ]0; +oof.
c) Déduire le signe de la
fonction dérivée f'(x) sur
IR".
d) Dresser le tableau de

variation de f.
3. Montrer que la droite d'équation
y = x est asymptote a la courbe
représentative (€) de fet que (C) est
située en dessous de la droite
d'équation y = x + 1.
4. Tracer soigneusement

©).

PROPOSE 10 :

La fonctigest définidRsur
par: f,(x) = e* "% olla est un
réel donné.
1. Déterminer les valeurs de a
correspondant aux cas suivants :
a) fu(3) =1
b) fo(1)=2.
2. Onpose a = —1. Soit g, la
restriction de f_; a [0 . 4oo].

a) Montrer que gest une bijection
de [0 . 4oo[sur un intervalle que 1'on
précisera.
b) Donner I'expression explicite de
g~ 1(x) pour x donné.
3. Tracer les courbes
représentatives de g et
g~ 1 dans un méme
repere.

PROPOSE 11 :

Partie A :

a) Etudier le sens de variation de la

fonction g définie sur IR par

g(t) = et —t —1.Quel est le

minimum de g sur IR ?

b) En déduire que pour tout réel t,
el>t+1etef>t.

Partie B :

f est la fonction définie sur IR par

f(x) =x?—2In (e* — x).

1. a) Montrer que pour tout réel x :
f(x)=x?—2x—=2In (1 —xe™)

b) On admet que liin xe ™ =0
X—+00

Calculer la limite de f en +oo.
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2. a) Expliquer pourquoi f est

dérivable sur IR et démontrer que
pour tout réel x :

, 2x—1D(e*—x—-1)

fx) = "
ex —x

b) Dresser le tableau de variation de
la fonction f. On admet que f
admet +oo pour limite en —oo.

3. Dans un repere orthonormal
d’unité graphique 3¢ m on considere
la parabole P d’équation :

y = x?—2x et (C) la courbe

représentative de f.

Montrer que f(x) — (x? — 2x) tend

vers 0 lorsque x — +oo0.

a) Etudier les positions relatives des
courbes P et (C)

4. Donner une équation de chacune

des tangentes (D)et (D)

respectivement aux courbes P et (C)

au point d’abscisse 0.

5. Tracer dans un repere P, (C)
(D)et (D).

PROPOSE 12 :

Le but du probléme est I’étude de la

fonction f définie sur |0 ; 4oo[ par :
[ {e?* —1)

fxX) =————

e
Partie A :

1. On définit la fonction g sur

I’intervalle |1 ; +oo[ par
gx)=2x—(x—Dln(x—-1).
On admet le résultat suivant

lim x! nx= 0.
x—-0

a) En déduire la limite de g(x)
lorsque x tend vers 1.
b) Calculer g'(x) pour x
appartenant a I’intervalle
11 ; +oo].
c) Résoudre dans I’intervalle
11; 4o, 1-In(x—1)>0
d) Etudier le sens de variation de g
sur I’intervalle |1 ; +oo
e)  Démontrer que 1I’équation
g(x) = 0 a une solution unique

dans I’intervalle [e + 1; e3 + 1] et

¢tudier le signe de g(x) sur chacun

des intervalles |1 ; «[et]x ; oo

2. @ est la fonction définie sur
I’intervalle |1 ; oo par :

In (x2—-1)

o) =——"

a) Etudier la limite de ¢ en 1. On

admet que ¢ admet pour limite 0

en +oo.

b) Calculer ¢ (x) et montrer

qu’elle est du signe de g(x?) sur

I’intervalle |1 ; +oo]

¢) Démontrer que ¢ est croissante
sur I’intervalle ]1 ; \/E[ et
décroissante sur I’intervalle

Vo< ;5 +oo]

Partie B :
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1. Vérifier que pour tout x
appartenant a I’intervalle
105 +oof 5 f(x) = @(e¥).

2. En déduire :

a) La limite de f(x) lorsque x tend
vers 0

b) La limite de f(x) lorsque x tend
vers +oo

c) Le sens de variation de f sur
10 ; +oo[ et que f admet un
maximum en [ 7{v/)

3. Montrer que pour tout x de

I’intervalle [0 ; +oof, f(x) < g
4. Reproduire et compléter le
tableau suivant en donnant les

arrondis au centiéme.

X 0,1 0,5 1 1,5 2 3
fx)
5. Représenter graphiquement dans le plan muni d’un repére orthogonal

d’unité graphique Scm en abscisse et 10cm en ordonnée. On prendre 10 comme

valeur approchée de .

PROPOSE 13 : R.O.C (Restitution Organisée des Connaissances)

Partie A : On désire démontrer que

lim e* = 4o
X—>+0o0

Pour cela on considére la fonction h
définie sur IR par h(x) = e* — x

a) Calculer h'(x)

b) Résoudre e* —1 = 0. En

déduire le sens de variation de h sur
IR.

c¢) Justifier que pour tout x, e* > x.
d) A l’aide d’un théoréme de
comparaison, retrouver la limite de
la fonction exponentielle en +oo.

Partie B :

On considére la fonction f définie
sur |0 ; 4oof par f(x) = e* — | nxet
la fonction g définie par :

gx) = xe* — 1.
On désigne par (C) la courbe
représentative de f dans un repére
orthogonal d’unité graphique 5c m
en abscisse et 2c men ordonnées.

1. a) Etudier les variations de g sur
IR

b) Montrer que I’équation g(x) = 0

admet une unique solution a dans

I’intervalle [—1 ; 1]. Donner une

valeur arrondie de cette solution a

0,1 pres.

c¢) En déduire le signe de g(x)

suivant les valeurs de x.

2. a) Montrer que f (x) = @. En

déduire les variations de f sur
I’intervalle |0 ; +oo.
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b) Etudier les limites de f en 0 et en
400

c¢) Construire la courbe (C) de f

PROPOSE 14 : R.O0.C

Dans tout le probléme, le plan est
rapporté a un repere orthonormal
(0; I;]) d’unité graphique 5¢cm

Partie A :

On considére la fonction fdéfinie
sur [0 ; +oofpar: f(x) = xe ™
appelle (Cf) et sa représentation
graphique.

a) Montrer que pour tout réel positif
x, f'(x) = e™* —2x%e ™. En
déduire le sens de variation de f.

b) Etudier la limite en +co.
Interpréter graphiquement ce
résultat.

on

c) Dresser le tableau de variation de
f.

d) On appelle A la droite d’équation

y = x. Déterminer la position

relative de (Cf) par rapport a A.

e) Tracer (Cf) et A.

Partie B :

On considere la fonction g définie

sur [0 ; +oof par: g(x) = x3e™* et
on appelle (Cg) sa courbe

représentative.

a) Montrer que pour tout réel x
positif, g’ (x) a le méme signe que
3 — 2x*. En déduire le sens de
variation de g.

b) Déterminer les positions relatives
de (Cf) et (Cg).

c) Tracer (Cg) dans le méme repere

que (Cf). (on admettra que (Cg) a

le méme asymptote que (Cf) en

+00).

Partie C :
On désigne par n un entier naturel
non nul et on considere la fonction
frn définie sur [0 ; 4+oo[ par f,,(x) =
x"e~*". On note (C,,) sa corne
représentative dans un repere
orthonormé (O ;1;]).

1. Montrer que pour tout entier

n = 1; f, admet un maximum pour
n
x= | On notera «,, ce

maximum.
2. On note S, le point de (C,)

. . n
qui a pour abscisse \/; Montrer que

pour tout n, (C,,) passe par S,. Placer
S1; Sy ; S sur la figure.
3. Soit la fonction h définie sur

[—1+l n—’zc]

10 ; +oo[ par: h(x) = eg
b) Etudier le sens de variation de g
c) Montrer que pour tout entier
n =1, «,= g(n). En déduire
que tout point S,, a une ordonnée
supérieure a celle de S,

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

16




«le Pralicien »

Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALYSF

Proposé de corriges

FONCTIONS LOGARITHME ET
EXPONENTIELLE

Proposé 2 :
1. x €]0 ; +oof, g(x)=2?x—1—lnx

a) Calculons g'(x)
g est dérivable sur
10 ; +oof etg'(x)==—-=

2x—e

ex *
Vx € ]0 ; +oo[, ex > 0. Donc
g'(x) ale signe de 2x — e. Il vient
alors que :

b) Calcul de limites
lim g(x)
x—0
2x
—_— O

= 400 car e
—[ nx— +o

Jim 900 =

c¢) Calculons
1

2 1 In
lim x(—————’j
x>4+00 \e X X

g'(x)<0 si xE]O ; g[.gest

alors strictement décroissante sur
e

Jos 4l

gx)>0 sixe E ; +00[.gest

alors strictement croissante

e
sur ]E ; +00[

1
—>0
X
lim g(x) = +o0 car {1l nx
X—+00 __)O
X

g(—)zé et g(§)=—1+ln2

e

Tableau de variation de g

N|®

a'(x) —

g(x) =
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d) Calculons :
g(e) = 0. Or g est croissante sur E ; +00[. Doncx =>e = g(x) = g(e).
D’ou g(x) = 0.
e) Montrons que g s’annule sur E ; g] pour une valeur unique « On a
g e) X g (2) < 0 et de plus la fonction g est strictement décroissante sur cet

intervalle. D’ou 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique x€ E ; g]
Encadrement de < a 10™2 prés.
En utilisant la méthode par balayage on obtient 0,55 <x< 0,56.
2. Tragons (C)

2

3. f(x) = x;—xl nx
a) Vérifions que f (x) = g(x)
f est dérivable sur |0 ; +oo[ et f'(x) = Z?x — (l nx+ i X x) D’ou f'(x) =
g(x)

xZ

lim,_, f(x) =0 car{ e 0
xlnx- 0
I @) = li 2(1 lnx)
x—lgl-noof X) = xlﬁ-nmx e X
= 400

Prof : TEKPOLO (rédo
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X 0 e e + oo
f'(x) + 0 — 0 +

()

17

b) Justification

admet un minimum nul sur |~ ; +oof. D’ou: Vx € : ; Foo|, f(x) > 0.
e

e

Proposé 3 :
Partie A :
1. Etudions le sens de variation de h; définie par: hy(x) = x — [ nx
h, est dérivable sur |0 ; +oo| et h'y(x) =1 — i —x1

X

Vx €]0 ; 1[, hi(x) < 0. Donc h, est strictement décroissante sur |0 ; 1[,
Vx € ]1 ; +oo[, hi(x) > 0. Donc h, est strictement croissante sur |1 ; +oo[
Déduisons le signe de hq
h,(1) =mi nhy = 1. Donc Vx € |0 ; +oo[, hy(x) >0
2. Etudions les variations de f;

€ |0 =
x €10 ,+ool, (1) = ——
Vx €]0 ,+oo[, x — 1 nx> 0 (d’aprés la question 1). Donc Df; = ]0 ,+oo[

1-l nx
(x—1nxn*
Pour tout x € ]0 ; +oo[, (x — I n®* > 0. Donc f{ (x) a le signe de 1 — I nx
Vx €10 ; e], fi(x) = 0 donc f; est strictement croissante sur |0 ; e]
Vx € [e ; +oof, f{ (x) < 0 donc f; est strictement croissante sur [e ; +oo[

xllr(gl> fl (x) - xllgl> x— 1l nx

1
= lim
x—>0> [ nx

f1 est dérivable sur |0 ; +oo[ etsa dérivée est: f1(x) =

Prof : TEKPOLO (rédo
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li . 0
= |Im —m—m—— =
X-+0 14+ Xl nX
1
xl—l>r-Poo fl (x) - xl—l>r-l¥100 1 — l_nx: 1
X
Y 0 P + oo
f ’1 (x) + 0 -
£
e—1

f1(x)

3. a) f n’est pas définie en 0 mais lim,_ s f;(x) = ¢,(0) = 0. D’ou ¢,
prolonge f; par continuité en 0.

b) Dérivabilité de ¢, en 0.

() x—0
lim = lim =0 car {
x>0 X x>0x — Il nx —l nx— +oo
(C) admet en x = 0 une tangente horizontale
c) Tragons la courbe (C) de f
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Partie B

1. Sens de variation de h,,
h,(x) =x"—1lnx
Dy, =10 ; +oof
h,, est dérivable sur
10 ; +oof et h;(x) = "

h;,(x) ale signe de nx™ — 1.
Donc :

h,(x) <0 si xE]O ; n\/%]
h,, est strictement décroissante sur
R
h,(x) >0 six € [T;/% ; +OOI.

X
2. fn(x) T Xl nx
a) gn(x) =14+ 1 —n)x" -1l nx
Montrons que [’équation g,(x) =0

nx"—1

admet une solution unique %,
Ona:lim,_ s g,(x) = +o et

lim g,(x) = —o
X—+o00

De plus g,, est continue et dérivable
sur |0 ; +oof et
) n(l—n)x™"—1
In(x) = X

b) Comparons <,, et 1

h,, est strictement croissante sur

i

Déduisons que h, (x) > 0
h,, admet sur |0 ; +oo[ , un
minimum égal a :

h, <’;/%> = ~(1+In (n)).

Donc: Vx € ]0 ; 4+oo[, h,(x) =
%(1 + In (n)).
Orvn22, ~(1+In(n)>0.
D’ou h,(x) > 0.

Vx €]0 ; +oof et Vn = 2,

gn(x) < 0. g, est alors strictement
décroissante sur |0 ; +oo[ et
gn(]0; +oo[) = IR contenant 0.
D’ou g,(x) = 0 admet une
solution unique o<,

Ona:g,(1)=2-n
n=2 o g,(1) <0 et g,(x,) =0.Ilvient: g,(1) < g,,(x;,) or g,, est
une fonction décroissante. Donc o¢, < 1
Valeur de «,

g,(x,) =0 et g,(1) = 0. Or g, est une fonction monotone. Donc <,= 1.
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! _ gnx)
¢) Montrons que f;,'(x) = e
frn est dérivable sur |0 ; +oo],
(x" =1 nx — (nx"‘1 — %)x
fn(x) - (xn_ln)bz
1+ (A -n)x" —Inx
(=1 nw?
X)=———"=
fn ( ) (xn _ l n@Z
d) Sens de variation
Vx €10 ; +oof, (x™ — I n®? > Posons X = —.
0 donc f,(x) alesigne de g,,(x). Alors -
D’apres les questions précédentes on _ _ 1
a. xll»rgl>f" (x) = Xl—1>r-|I-loo 1 + X1 nX
gn(x) = 0sur]0 ; o,]. Donc f, Xn-1 n
est croissante strictement sur =0
: 1
105 o] lim f,(x) = lim l
gn(x) €0 sur [, ; +oo[. Donc x—+0o X4 poq  LTX
fn est strictement décroissante sur ~ 0 X
[y, 5 +oo[ -
AL S () = T
Tableau de variation
X 0 Xy + o0
) + 0 -
fa(%n)
fu(x)
0 0

Montrons que f,, admet un prolongement par continuité en 0
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fn n’est pas définie en 0 mais elle admet une limite finie en 0 soit
lim,_os f (x) = 0. D’ou f;; admet un prolongement par continuité en 0, ¢,,

Yo ‘Pn(x) = fn(x) Vx+0
définie ar{
P @n(0) = 0
Deérivabilite en 0
_on(x) x™ = 0
lim =lim—=0 car{
x>0 X x=0x™ — [ nx —l nx—> 4+

Donc f,, est dérivable en 0. L’axe (Ox) est tangente a la courbe (C,,) en 0.
5. Tragons (C,)

fa(x) =1

Proposé 7 :
x—1
flx) =

[ nx

X
1. Les variations de g
gx)=x—-1+1nx

g est continue et dérivable sur |0 ; +oo[ et g'(x) = "xLl

Vx €]0; +oo[,g'(x) > 0.
Donc g est strictement croissante sur |0 ; +oo].
liéng = —o0 et l+img = +o0

Tableau de variation

X 0 + oo
g'(x) +
-+ 00
gx)
—00

2. g =1-1+1M=0
Donc: g(x) <0 six €]0; 1]
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g(x) =0 six €[1; +oof
3. Montrons que f'(x) = %
fest dérivable sur |0 ; +oof et
( )_(x—l)'l +x—1(l »
f'(x) = o nxt — n
1 x—1 1 x—1+Inx
SRl TS T T
, gx)
fe0 =23

Déduisons les variations de f
f'(x) alesigne de g(x) sur |0 ; +oo[. Donc d’aprés la question 2, f est
strictement décroissante sur |0 ; 1] et strictement croissante sur [1 ; +oo.
4. Limites de f

x—l_ 1
lignf=+oo car{ X _1_;4_00

[ nx—» —o0

x—1
lJirmf=+oocar{ X -1
[ nx— +o0

5. Tableau de variation
X |() 1 + o

f'(x) — 0 +

+ +
f(x) /
0

Courbe représentative :
Branches infinies.

oo

limy f =400 = (C) admet ’axe (Oy) comme asymptote verticale

o f) oox—1 Inx
lim —= = lim X —
xX—>+oco X X—>+00 X X
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=0
(C) admet en +oo une branche parabolique de direction (Ox).
i

3.5 4

25

0.5

-0.5 A

Propose 8 :
1
=——1
fG) =——Inx

1. a) limites en 0 et en +oo

1
lignf=+00 car{ ;_)"_oo
—l nx— +oo
1
e car | 20
—l nx—» —oo

b) Sens de variation de f
f est dérivable sur |0 ; +oof et f'(x) = —% .

X

Vx €10 ; +oof, f'(x) < 0. Donc f est strictement décroissante sur |0 ; +oo].
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2. Montrons que 1’équation (E): f(x) = 0 admet une unique solution x,
f est continue et décroissante (monotone) sur |0 ; +oo[ et f(]JO ; +oo]) =
]—o0 ; +oo[ contenant 0. D’ou (E') admet une seule solution x, € |0 ; +oo.
f(1,7) =0,058 et f(1,8) = —0,032
f(1,7) %X f(1,8) <0.D’ou 17 < x, <18

3. (D) estlatangente a (C) en 1
a) Equation de (D)
D) y=fMDkx-1)+f(1).
(D):y=—-2x+3
b) Sens de variation de la fonction ¢ définie par :
p(x) = f(x) = (=2x + 3)
2x%—x—1

@ est dérivable sur |0 ; +oo[ et @' (x) = f'(x)+2 = =

¢'(x) ale signe de 2x*> — x — 1.

Soit: @' (x) >0 si x€[l; 4o et @'(x) <0 six €]0;1].
Donc ¢ est strictement croissante s ur [1 ; +oo[ et strictement décroissante sur
10 ;1].

¢) Position relative de (C)et (D)
On a: ¢(1) = 0. Donc pour tout réel x strictement positif, @(x) = 0.
La courbe représentative (C) de f est au dessus de (D)
4. Tragons (C)et (D)
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Proposé 9 :
1

f)=x+1—e I six#0
f(0)=1

1. Continuité et dérivabilité en 0

x+1-1
1
lignf(x) =1=f(0) car _m_’ —®
lim e* =0
X——00
Donc f est continue en 0
1
f)=f(O)  x—e I
lim————= = lim——
x-0 X x—0 X

: 1 -
= lim,_,, (1 —-e |xl)

1
~ limy, <1 _ %)
elxl|
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1 1 N
x) — 0 _ —_— (00]
limf() f()z im l—i1 =1car X
x—0> X x—0> E X
ex lim — = 0
X—>+00 e
1 1 N
x)— f(0 - -7 T®
limf() f()zlim 1+—9§ =1 car X
x-0< X x—-0< —= . X
e x lim — = 0
X—->+00 e
On a alors :
. f)—f0) . f(x)—f)
lim = lim =1
x—-0> X x-0< X

f est alors dérivable en 0.

2. Calculons f'(x)

1
f est deux fois dérivables sur |0 ; +o[ et f'(x) =1 — %e_E

1
e Montrons que " (x) = _(2x—x14)e -
!

o= (-2 et (A ()

a) Tableau de variation de f’
f0) =1

lim f" lim [14+2 (=2
= —|——e x
Jim 0o = Jim |1+ (-Ze)|

-0
x
=1 car 150
x
limXﬁOXGX =0
1

Pour tout x € |0 ; 4o, ex—f > 0 donc f"'(x) a le signe de 2x — 1. Alors :

ff(x) <0 SixE]O; %] et f'"(x) =0 si xe[zi ; +oo[,

On en déduit que : f' est strictement décroissante sur ]O ; %] et

. . 1
strictement croissante sur [2— ; +00[.
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1
X 0 5 + oo
@) - 0 +
1 1
/
F@)
1—4e™?

b) Signe de f'(x)
1—4e72>0.
Donc [Vx €]0 ; +oof, f'(x) >0
c¢) Signe de f'(x) sur IR*
x €]0 ; +oof, f'(x) >0

X €]—00; 0], f’(x)=1+%e% et f'(x)>0

Donc x € IR*, f'(x) > 0|
d) Tableau de variations de f

1
limf = lim <x+1—e5)=—oo

X—>—00

1
limf = lim <x+1—e_f)=+oo

X — 00 + oo
') +

+ 00
fx)

3. Montrons que A: y = x est asymptote a (C)
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1
lim(f(x) —x) = lim 1 —e K
X—00 X—00
1
=0 care M -e%=1

D’ou A: y = x est asymptote a (C).

1

1
fx)—(x+1)=—e K. Orx€IR*, —e K <O.

D’ou (C) est en dessousde (D) : y=x+1

4. Tragons (C)

Proposé 10 :

Partie A
[ =]-2; 4o, f(x) =1+ xl {x+ 2)
1. a) Calcul de f'(x)et f" (x)
f est deux fois dérivables sur [ et on a :

ff(x)=In(x+2) + x-I—LZ

X+ 4

[ (x) 127

b) Sens de variation de f’
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Pour toutx, (x + 2)? > 0. Donc f"'(x) a le signe x + 4.
Vx €]-2 : +oo[,x +4 > 0.
Donc f' est strictement croissante sur |—2 ; +oo|.

¢) Limites en —2 et en +oo de f'
lim f'(x) =—oc et lim f'(x) =+
X—->=2> X—+00
2. a) Montrons que f'(x) = 0 admet une unique <€ [—0,6 ; —0,5]
f' est continue et strictement croissante sur |[—2 ; +oo[. De plus
f'(]-2 ; 4+o[) =]—o0 ; +oo[ contenant 0.
f'(—=0,6) = —0,092
{ f'(—=0,5) =0,072
f'(=0,6) X f'(-0,5) < 0. D’ouxe[-0,6 ; —0,5].
b) Signe de f'(x)
fi(e)=0
ff(x) <0 si x€]0; «]
f[(x) =0 si x€[x; +oof
3. a) Sens de variation f sur /
f est strictement décroissante sur I et strictement croissante sur I.
b) Limites de f en —2 et en + o
lim f(x) = +o0 et lim f(x) = +o0

c) Tableau de variation f

X -2 X + o0

F(x) - 0 +

f(x)

f ()

Partie B

d(x) = f(x) = [f (xo) (x = x0) + f(x0)]
1. a) Vérifions que d'(x) = f'(x) — f'(xp)
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d est dérivable sur | -2 ; +oo[etd’'(x) = f'(x) — f'(xg)(x — x,)' or
(x —x0)" =1. D’oud'(x) = f'(x) — f'(x0).
b) Signe de d’(x)
f' est une fonction croissante. Donc :
Six€]-2; xol, ff(X)<f'(xg) = d'x)<0
Six € [xg ; +oof, f'(x) = f'(xp) > dx)=0

c) Positions relatives de (C)et (T,)
Vx]|—2 ; +oof , d(x) =0
Donc (C) estau dessusde (T,,)

X -2 X + oo
d' (x) — 0 +
d(x)
0
Partie C :

1. Equation de la tangente (T})
En 0.

(To):y = f'(0)(x — 0) + £(0)
(To):y=xln2+1
2. Valeur de x,, pour que (Tx 0)
(Txo) ty = f(x)(x — x0) + f(x0)

= f"(x0)x — xof " (x0) + f (%0)
(Ty,) passe par O si et seulement si: —xof " (xo) + f(x9) =0

X0
—xoln(x0+2)—XO+2+1+x01n(x0+2)=O
2
X
- _+1=0
Xo + 2
xoz_xO_2=0
Ona alors:xy =—1 ou x5 =2
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3. Tragons (C)

Proposé 11 :

Partie A
a) Etudions le sens de variation de g
git)y=et—t—1
g est dérivable sur IR et g'(t) = et —1
Vt € ]—c0 ; 0], g'(t) < 0. Donc g est strictement décroissante
sur]—co ; 0]
vVt €0 ; +oof, g'(t) = 0. Donc g est strictement croissante sur
[0 ; +oo] et mi ng(t) = g(0) =0
b) Déduisons que Vt € IR, et >t + 1
vt € IR, g(t) =mi ng(t) & g(t) = 0.D’ou le résultat.
VtEIR, et >2t+1>t.DouVteIR, et >t
Partie B
f(x) =x*— 2l He* — x)
1. a) Montrons que Vx € IR, f(x) = x* — 2x — 2]l {1 — xe™)
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ona: f(x) =x*—2l®*(1—xe*) =x*—2lre*— 2111 —xe™).Or
[ e* = x.D’ou

Vx € IR, f(x) = x* — 2x — 2l 11 — xe™)

b) Calculons la limite de f en +o0
lJirmf = lirJP x> —2x — 2l {1 — xe™™)
(00 X—>+00

= lim x® car xe™* -0
x—+00

limf =+

2. a) la fonction x — x? est dérivable sur IR comme toute fonction polyndme
Vx €IR, e*>x & e*—x>0.D’apres la partie A. donc la fonction
x — —21 e* — x) est dérivable sur IR.

D’ou f est dérivable sur IR comme une somme de fonctions dérivables.

fl(x)=2x—-2 e’ 1

eX—x
xeX¥—x?*—e*+1
- 2( eX—x )
2(e*(x—1)+(1—-x2))

eX—x

D’ou

2x—1D(e*—x—-1)
e —x

f'(x) =
Tableau de variation de f

Vx €EIR, e* —x >0 ete®*—x—1>0.D’aprés la partie A. donc f'(x) ale
signe de x — 1

f'(x) <0six€]—oo ;1]. Donc f est strictement décroissante sur
]-o0 ;1]
f'(x) >0 six€[1; +oo[. Donc f est strictement croissante sur [1 ; +oo[

limf = lim x* — 2l e* — x)

X——00

l e —x
= lim x<x+2M>
X——00 —X

e* -0
= +00 car lr(—x)_)o

—X

X — oo

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir 94




«le Pralicien »

Terminales Scientifigues Volumel : ANALYSF
X — 00 0 1 + oo
f'(x) — 0 — 0 +

+00 +
() \0

1—2l1e —1)

3. a) Montrons que f(x) — (x? — 2x) tend vers 0 lorsque x tend vers +oo
Ona: f(x) =x*—2x — 2l {1 — xe™™).
Donc f(x) — (x? —2x) = -2l 1 —xe™).Orlim, ., xe™*=0etlr =
0.
D’ou lim,_ . f(x) — (x* —2x) =0
On en déduit que (C) et P sontcourbesis ynpt ot es
Position relative de (C) et P

Vx €EIR; —xe ™ * <0 > l1l—-xe*<1

= [1—xe™)<0

Donc f(x) — (x* —2x) > 0. (C) estalorsaudessusle P

4. Equations de (D)et (D")
(D):y=-2(x—0) =—-2x
DY: y=0
5. Tragons (C)
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f a

w
I

N
i

=

Proposé 12 :

2x __
xel0; tof,  fly=e D

e
Partie A :
. x€]1; 4oof, glx)=2x—(x—Dlnx—-1)

Limite de g en 1

_ x—1-0
limg =2 car j1imxl nx=0
x—0

a) Calculons g'(x)

g est dérivable sur |1 ; +oo], g =1—1nx-1)
b) Résolvons :

1-Inx—1)>0
Ix—1)<1
x—1<e
x<l+e
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Ona:S=]1; 1+e[
c) Sens de variation de g
g'(x) >0sur]1; 1+ e[.Donc g eststrictement croissante sur |1 ; 1+ e].

9'(x) <0 sur]1+e ; +oo[. donc g est strictement décroissante sur
11+e; +oof

d) Montrons g(x) = 0 admet une solution unique
g est strictement décroissante sur |1 + e ; +o[ etg(fe+1; e3+1]) =
[2—e3; 2+ e] contenant 0. Dot g(x) = 0 admet une solution unique
x€e+1; e3+1]

On a alors :
gx)>0six€e]l; «[ et g(x) <0 six € |« ; +oo].
2 x €]t oo, () = HE
a) Limite de ¢ en 1
: 2-1-0
limgp = — {x
e woear x>—=1>0

b) Calculons ¢’ (x)
@ est dérivable sur |1 ; +oo[ et
2x

= — 2 _
27— X% [ xc—1)

@' (x) = =
2= (= DI rx* = 1)
B x2(x%2—-1)

o g
(p (x) - xz(xz _ 1)

Vx €11 ; +oo[,x*(x> —1) > 0.
D’ou ¢'(x) est du signe de g(x?)

c) Démontrons :
gx®)>0six*€]1; «[ et g(x*) <0 six* € Jox ; +ool.
Donc ¢'(x) >0six €]l ; Vx| et ¢'(x) <0 six € |V ; +oo].

D’ou @ est strictement croissante sur ]1 s 4 [ et strictement décroissante

sur [vVo< ; +ool.
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1. Vérifions que Vx € ]0 ; 4+oo[, f(x) = @(e¥)
[ {e?* — 1)

p(e*) = — Q= f(x)
2. Déduisons :
a) Limite de f(x) lorsque x — 0

Ona:
lim f(x) = lim @ (e*)
x—0 x—0
= lim ¢p(x) = —©
x—1

b) La limite de f(x) lorsque x tend vers +oo
lim f(x) = lim ¢@(e*)
X—+00 X—+00

= lim ¢(x) =0

X—+00
¢) Le sens de variation de f sur |0 ; +oo[

f est dérivable sur[]0 ; +oo, et f'(x)=¢e* ¢'(e¥)

Vx € IR+; e* > 0.Donc f'(x) ale signe de ¢'(e™)

@'(e*)>0 sie*€|1; V| doncx € |0 ; I V)|
gDr(ex) <0 sie*e ]OC ; +00[doncx € ]l 7(&) ; +oo[

f est alors croissante sur ]O 01 1(\/3)[ et strictement décroissante sur

Pintervalle |l 7{y/c) ; +oo[. D’ou elle admet un maximum sur ]0 ; +oo[

atteint pour x = [ 1(\/E)

X 0 l i{\/x) + o0

f') + 0 -

e

x—1

f(x)

—00 O

3. Vx€]0; 4o, f(x) <maxf(x) or

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir 98




«le Pralicien »

Terminales Scientifiques Volumel : ANALYSEF
maxf (x) = f(l 1(\/E) ) = ”(\7&_1). Org()=0 = 2x—(x—-1)=0.
Donc [ < —1) = ;T“A. Alors maxf (x) = %&1
D’ ot f (x) < 24
4. Complétons le tableau :
0,1 0,5 1 1,5 2 3

X
fx)

5. Tragons la courbe (C)

2.5

0.5+
0
T

T T T T T T T T T T T T
-15 - -05 0 05 1 15 2 2.5 3 35 4 45 5

-0.5

-254
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v' PRIMITIVES DE FONCTIONS

Exercice 1 :
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f sur K

que ’on précisera.

a) f(x) =3x*—x+7

b) f(x) = 5x—2+§
2

¢) f(x) =x+ N

d) f(x) =cosx5sinx

9 fl) ==
h) f(x) = xv/1—x?

1) f(x)_m

. 2x+3
e) f(x) = (2x*+1)* DI =ty
H foo) =27
Exercice 2 :

Déterminer une primitive de la fonction f sur 'intervalle K.

3x—1

a) f(x) = Gz &
1
K=]—§ |
b) f(x) = 1)zetK I-1; +oof
o) f(x) = m et
K =10 ; 4oof
3x%+2
d) fO) =550 ¢
K=]-o; 0]

e) f(x)=sinxosfcosx + 1)*
et K = IR

n) f(x)— sinx —etK = ] ;I ; g[
0) f(0) = 2ot et K =
[0 ; +oof
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f) f) =—simetk =]0; +oof
o) f(0) ==tk =]-2 ; 7

h) f(x) = ———=ectK = IR

i) f()= Cg"ffx etk =10 ; [

) f)=g==et K=]0; +oo

k) f(x) =x3(x +1)3 et K=1IR
) f(x)=cosxeSi™et K =1IR

m) f(x) = et

K =]-c0; —1]
p) f( )_x[lnx+3] etk =
[1; +oof
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Exercice 3 :
sur IR — {2} a) Calculer f'(x) et I’exprimer a
’aide de e*.

b) En déduire une primitive de g

8x—2x?
(x-2)?
a) Déterminer deux réels a et b tels

1. Soit f(x) =

que: b définie sur IR par :
f&x) =a+—5 8
e g(x) =
b) En déduire une primitive de f sur 4e* +1
12 ; +oo[ c) Déterminer la primitive de g qui
2. Soit £(x) = 2ex—13 sur 10 ; +oo| prend la valeur 0 en 0

eX— 4. Soit la fonction f:x =

a) Déterminer deux réels a et b tels X3P 8x+8

que : (x—2)?
x a) Déterminer trois nombres réels
f(x)=a+ex_1 a,b et c tels que :
b) En déduire une primitive F de f Vx € IR — {2},
sur |0 ; +oo[. Calculer Fx)=ax+b+ :
F(l®) et F(ln) (x—2)
c) Déterminer la primitive qui prend b) En déduire les primitives de f sur
lavaleur 1 enl 2. 12 ; +ool.

3. Soit la fonction f définie sur IR
par: f(x) =114+ e™¥)

Exercice 4 :
f est la fonction définie sur |0 ; +oo[ par :

(x) =2x+ . + .
fx) =2x x 52
a) Vérifier que f a pour primitive la fonction F définie sur ]0; +oo[ par :
1
F(x) = —;+x2 + 1l nx+ k

b) Déterminer la primitive G de f qui s’annule en 1.

v' INTEGRATION :

Exercice 5 :

Calculer les intégrales suivantes en se servant des techniques de calcul de
primitives:
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1
=f\/x+2dx
0
B=fx x*+ 2 dx
0

Vel nx
sz —dx
. X

2
D = J«l\/E(ZT;Jc) dx

0
= j (x + 1) (x?% + 2x — 7)?dx

-1
0
=f (e** + e*)dx
J1
4
= f (t artx + t anydx
0

T

2
Izj Si Axdx
0
T
2
jzj Cos®xdx:
0

2
K=j SiAxCos*xdx
0

2
L=f SitxCos®xdx

M = fxe‘xzdx
3

Exercice 6 :

1

N= | e*(e*—1)dx
[KEGER

-2
2

= j(2x+1)\/2x+1dx

Q=

~
I
—
i
_
S
=
N
L
=

14 tarx
—d

W
[l
N‘:"\Wlﬁ =
”
Q
S
=
=

><N| _
®
RliR
QU
=

ﬂ
Il
N—

t anxdx

Q
Il
\wh:l

|
o3

Calculer a I’aide d’une primitive, les intégrales suivantes :

a) f13xex2+3dx
b) fz 2x+1

1x+x 1

c) fnSl nxcosxdx
4

3ex

d [[ = dx
C) fle 1+9lcnxdx
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h)fom

k) flm (eX+e—X)3

102

x+1

) fO (sz+4x+5)3 dx

) J)

dx
T
E dx
0 Sirtx
fO Sinx
T
—ZCofx
118 eX—e™X
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1 dx 11-e*
l) )f0x+12d ) f01+3x
X
m) U= f3x+1 I‘) fl ;exdx
O xI nx S ) fO (x+1)zex+1 dx
0) f4 t anxdx
I . 1+e*
P J, f=d
Exercice 7 :
En utilisant une intégration par parties, calculer :
1 T
A=]x\/x+2 dx EzjnsziﬁSx)dx
(0] R , il
B=Llnxdx F=j(x+1)lr(x+1)2dx
1 1 R
= j (x + De”dx G = j x?e*dx
e
D =] xl nxdx
1

Exercice 8:
A I’aide d’une intégration par partie ou de deux intégrations par partie, calculer
les intégrales suivantes:

a) fOE(Z.X +1)cosadx g fO coszx
3
) [;2x+ 1)l nxdx ) f01(3x2 —x+1)e*dx

d) [ 1 nxdx
e) [; x I nxdx

f) fleZ\/El nxdx

i) fz_zcoﬁx e?* dx
2

Exercice 9:
xe*
On pose [ = fo Gro X et] = f 5 d
1. A Tl’aide d’une intégration par parties, exprimer I en fonction de J.

e—x

2. Démontrer que pour tout réel x =
! p > eX+1 e~ X+1
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3. En déduire la valeur de |
4. Calculer la valeur de I

Exercice 10 :

Onposel = [2xco$xdx et J= [2xsifxdx
1. Calculer + ]
2. Vérifierque I — ] = [?x co@xdx

3. A l’aide d’une intégration par partie, calculer [ — J.
4. En déduire la valeur exacte des intégrales I et J.

Exercice 11 :

a2
x3 6X“+x

f est la fonction définie sur IR — {1} par : f(x) =

1-x
1. a) Déterminer les réels a, b, c et d tels que pour tout x # 1,

f(x)=ax2+bx+c+1_x

1
b) Calculer I = [2 f(x)dx

2. Calculer a I’aide d’une intégration par parties, I’intégrale :

] = fO%(Bx2 —12x+ 1) In(1 — x) dx

Exercice 12 :

x3+3x2+5x+2
x+1

1. Déterminer quatre nombres réels tels que :

vx € IR — {—1},f(x) = ax2+bx+c+ﬁ

On considére la fonction f: x -

3 x343x%+5x+2

2. En déduire la valeur de [T ———— dx

0 x+1

Exercice 13 :

Partie A : Etude préliminaire On donne ci-dessous sa courbe

On considére la fonction g définie représentative C g dans un repére
sur ’intervalle ]0 ; +oo[ par : orthonormé (0; T ; J). Cette courbe
g (x) = 1-21nx). Cg coupe I’axe des abscisses au

point d’abscisse
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-6+

1. Déterminer la valeur exacte de a.
2. On admet que la fonction g est
strictement décroissante sur
I’intervalle ]0 ; +oo[. Donner, en
justifiant, le signe de g (x) sur
I’intervalle ]0 ; +oof.

Partie B - Etude d’une fonction
Soit / la fonction définie sur
I’intervalle |0 ; +oo[ par :
2l x) + 1
f) =———
1. Déterminer la limite de f'en +oo.

(On rappelle que : lim Inx_ 0).

xX—+w X
On admettra que lir% f(x) = —om.
X—

2. a. Calculer f'(x) et montrer que
x
Fre =23
b. Etudier le signe de f'(x) et en
déduire le tableau de variations de la
fonction f.
3. a. Déterminer une primitive F' de
la fonction f'sur I’intervalle
]0; +oo[. On pourra remarquer

que f (x) = 2><%><lnx+§

: 1.5
b. Soit I = Zfl f (x)dx.
Déterminer la valeur exacte de I,

puis en donner une valeur approchée
au centieéme pres.
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Exercice 14 :

Partie A : Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur IR par :

f(x) = xe* 1. (Cf) est la courbe

représentative de la fonction f dans

un repere orthonormé du plan. On

note f' la fonction dérivée de f et f’

la fonction dérivée seconde de f.

1. a. Montrer que pour tout réel x,
fl(x) = (2x% + 1)eX 1

b. En déduire le sens de variation de

f sur IR.

2. Montrer que pour tout réel x,
f(x) = 2x(2x* + 3)e* 1. En
déduire le sens de variations de f’
puis dresser son tableau de variation.
3. Soit h la fonction définie sur IR

par :h(x) = x(1—e*1)
a. Justifier que I’inéquation
1 —e* 1> 0 apour ensemble
de solutions I’intervalle [—1; 1].
b. Déterminer le signe de h(x) sur
I’intervalle [—1; 1].

y

!

c. En remarquant que pour tout réel
x, on a I’égalité :

h(x) = x— f (x), déduire de la

question précédente la position

relative de la courbe (Cf) et de la

droite (D) d’équation y = x sur

I’intervalle [0 ; 1].

4. Soit H la fonction définie sur IR

1 x%-1

e et
2

par H(x) = %xz —

I =[] h(x)dx
On admet que H est une primitive de

la fonction h sur IR. Calculer la
valeur exacte de /.

Partie B : Applications

Sur le graphique suivant, sont
tracées sur ’intervalle [0 ; 1] :

* la courbe (Cf) représentative de la
fonction étudiée en partie A ;

* la courbe (Cg) représentative de la
fonction définie par g (x) = x3;
* la droite (D) d’équationy = x.

0.125

®)

0|
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Les courbes (Cf) et (Cg) illustrent
ici la répartition des salaires dans
deux entreprises F et G :

* Sur I’axe des abscisses, x
représente la proportion des
employés ayant les salaires les plus
faibles par rapport a ’effectif total
de I’entreprise ;

* Sur I’axe des ordonnées, f(x) et
g(x) représentent pour chaque
entreprise la proportion de la masse
salariale (c’est-a-dire la somme de
tous les salaires) correspondante.
Par exemple :

Le point M(0,5; 0,125) est un point
appartenant a la courbe (Cg) . Pour
[’entreprise G cela se traduit de la
facgon suivante : si on classe les
employés par revenu croissant, le
total des salaires de la premiere
moitié (c’est-a-dire des 50% aux
revenus les plus faibles) représente
12,5% de la masse salariale.

1. Calculer le pourcentage de la
masse salariale détenue par 80% des
employés ayant les salaires les plus
faibles dans I’entreprise F. On
donnera une valeur du résultat
arrondie a I’uniteé.

2. Onnote Af D’aire du domaine
délimité par la droite (D), la courbe
(Cf) et les droites d’équations
x = 0etx = 1.On appelle indice
de Gini associé a la fonction | le
nombre réel noté If et défini par :
If = 2XAf.

a. Montrer que [f = i

b. On admet que, plus I’indice de
Gini est petit, plus la répartition des
salaires dans 1’entreprise est
¢galitaire. Déterminer, en justifiant,
I’entreprise pour laquelle la
distribution des salaires est la plus
¢égalitaire.

Exercice 15 :

La courbe (C) ci—dessous est la représentation graphique d’une fonction f
définie et dérivable sur I’intervalle [—1 ; 2].
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(&)

On note f” la fonction dérivée de la
fonction f.

Le point G a pour coordonnées (0;2).
Le point H a pour coordonnées (1;3).
La droite (GH) est la tangente a la
courbe (C ) au point G.

La courbe (C ) admet une tangente
horizontale au point S d’abscisse
In2. Le domaine hachuré est délimité
par I’axe des abscisses, I’axe des
ordonnées, la droite d’équation x = 1
et la courbe (C).

Partie A

Par lecture graphique :

1. Donner les valeurs de f(0) et
f(0).

2. Résoudre sur [—1 ; 2]
I’inéquation f'(x) < 0.

1

1,5 i 2, 5x

3. Encadrer par deux entiers
consécutifs 1’aire, exprimée en
unités d’aire, du domaine hachuré
sur le graphique.

Partie B

On admet que la fonction f est

définie sur [—1 ; 2] par :

f(x) =ax+b—e*ouaetbsont

deux réels.

1. Calculer f'(x).

2. Justifierquea = 2etb = 3.

3. Déterminer, sur [—1 ; 2], une
primitive F de la fonction f.

4. En déduire la valeur exacte, en

unités d’aire, de ’aire du domaine

hachuré sur le graphique.

Exercice 16 :

On considére la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par :
f (x) = 1+ 11x).Onnote (Cf) la courbe représentative de f dans un repére
du plan. Le point A(e ; 2) appartient a (Cf) et on note (Te) la tangente a (Cf)

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

108




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALYSF

au point A. Le point C est le point d’intersection de la tangente (Te) et de 1’axe
des abscisses. Le point E a pour coordonnées (e ; 0). On admettra que sur
10 ; 4oof, (Cf) reste en dessous de (Te).

yi

S

@

1. a. Le point B est le point
d’intersection de (Cf ) et de I’axe
des abscisses. Calculer les
coordonnées du point B.

, 1
b. Démontrer que, pour x = =

f(x)=0
2. a. Déterminer une équation de
(Te).

b. En déduire les coordonnées du
point C.

c. Vérifier que les points E et C sont
symétriques par rapport a O, origine
du repere.

On considére la fonction g définie
sur |0 ; +oo[ par: g(x) = xl nx

(€]
N
N
u

L e EEEEEEE R TR b

w
w
~

“n

3. a. Démontrer que la fonction g
est une primitive de la fonction f sur
10 ; +oof.

b. En déduire la valeur exacte de

e
fl (1+ 1 nydx
e
4. Déterminer la valeur exacte de

I’aire, exprimée en unités d’aire, du
domaine limité par (Cf) , (Te) et les
droites paralléles a 1’axe des
ordonnées passant par B et E.
Donner une valeur approchée
arrondie au millieme de cette aire.

Exercice 17 :

Soit f la fonction définie et
dérivable sur I’intervalle [0 ; 4] par :
fxX)=—x*>—x+4+11x +1)

On note (C) sa courbe représentative
dans le repére orthogonal. On note f’
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19
1.
2.

3.

4.

Donner un encadrement de «
d’amplitude 0,01. En déduire le
signe de f(x) sur I’intervalle [0 ; 4].

5

L’objectif est de calculer les
intégrales suivantes :

1

Volumel @ ANALYSF

intervalle [0 ; 4].

Calculer f'(x).

Etudier le sens de variation de la
fonction f sur 'intervalle [0 ; 4].
Montrer que sur ’intervalle

[0; 4], ’équation f(x) =0
possede une unique solution a.
Construire la courbe
représentative (C) de f.

. On définit la fonction F dérivable
sur I’intervalle [0 ; 4] par :

F(x) = —§x3 —%xz + 3x +
x+Dirnx+1)
Montrer que F est une primitive de
la fonction f sur ’intervalle [0 ; 4].
6. Soit A 1’ aire, en unités d’aire,
du domaine D délimité par la courbe
(C) , I’axe des abscisses, et les
droites d’équationx = Oetx = 1.
a. Hachurer le domaine D sur la
figure fournie.
Par lecture graphique, donner un
encadrement par deux entiers
consécutifs de A.
c. Calculer la valeur exacte en
unités d’aire de A. Vérifier la
cohérence de vos résultats.

b.

Exercice 18 :

1

dx

= | ——
) Vx?+2

1 2
= | ———dx
J E)f\/x2+2

1

K= f x*+2dx
0
. f est la fonction définie sur
[0; 1] par:

fe) =Un{x+x? +2)

a) Calculer la dérivée de la fonction

x P x?+ 2
b) En déduire la fonction dérivée f’
de f.

c) Calculer la valeur de I

2. Sans calculer explicitement | et
K, vérifierque ] + 21 = K

3. A l’aide d’une intégration par
partie, montrer que K = V3 —J

4. En déduire les valeurs de
JetdeK.

Exercice 19 :

On considere les intégrales :

I=["codxdx et J=["sitx dx

1. a) Vérifier que I'intégrale I peut s’écrire :

= foncosx[cosx— cosxsi fx] dx
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b) A l’aide d’une intégration par parties, démontrer que :

T

I:jsiﬁxdx—%]

0

¢) Démontrer de méme que J = [* c 0 $x dx — %I

3T

2. a) Démontrer que [ + ] = s
b) Démontrer que /] — I =0

c¢) En déduire la valeur des intégrales I et |

Exercice 20 : Calcul de f01 VX% + 3dx

Le repére (0, 1,]) est orthonormé.
Soit la fonction

f:xw» 1—x+vyx*+3et(0)
sa courbe représentative.

1. a) Etudier f et tracer (C)

b) En déduire que f admet une
fonction réciproque, dont on
précisera I’ensemble de définition D

2. a)Tracer sur le méme graphique
que (C), la courbe représentative
de f~1

b)Démontrer que Vx € D,

3—(x—1)2
10 —
f7 ) 2 =1
1+V3 4

3. a)Calculer: [, f~'(x)dx

b)En déduire

folf(x)dx et fol x* + 3 dx

Exercice 21:

Soit f la fonction définie par :

{f(x)leﬁxl, si x+0
f(0)=0

1. a) Etudier la continuité et la

dérivabilité de f sur son ensemble de

définition

b) Etudier f et tracer sa courbe

représentative (C)

2. a)Calculer I’aire, en unité d’aire,

du domaine du plan délimité par
(C), (0I), et les droites d’équation
x=a etx=10<a<1)
b)Quelle est la limite de cette aire
lorsque a tend vers 0 ?

3. en déduire I’aire, en unité d’aire,
du domaine délimité par (C), (0OI),
et les droites d’équation x = —1 et
x = 1.

Exercice 22 :

Le repére (0,1, ]) est orthonormé. Soit la fonction f : = x +

courbe représentative.

Zz et (C) sa

1—
1+
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1. a)Démontrer que f est une fonction impaire
b)Etudier f et tracer (C)
2. a)Déterminer les primitives de f. ( On pourra remarquer que :
1 e*
1+ex_1_ex+1)
b)Calculer I’aire en unité d’aire, du domaine délimité par (C), et les droites
d’équationx = a,x =0ety=x—1 (a > 0).

c)Quelle est la limite de cette aire si a — +00 ?

Exercice 23 :

f est la fonction définie sur IR par b)Tracer la courbe (C)
f(x) =e* (e*—2).Onnote (C) sa 4, o est un réel tel que x< [ 2.
courbe représentative dans un repere On note A () I’aire en ¢ n? du
orthonormal (0 ; 7, J) d’unité domaine D limité par (C), I’axe des
graphique 2c m abscisses et les droite d’équations
1. Déterminer les limites de f en x=I[l"Retx =x

+o00 et — 0. a) Calculer A(x)
2. Etudier le sens de variation de f b) Déterminer < tel que :

et dresser son tableau de variation A(x) = 2cnt
3. a)Calculer I’abscisse du point c) Calculer :

d’intersection de la courbe (C) lim A(x)

avec ’axe des abscisses. A

Exercice 24 :
A T'aide de la méthode des rectangles, trouver une valeur approchée de :

f_ll V1 + x* dx. On pourra partager I’intervalle [—% , 1] en 15 intervalles de
2

méme amplitude.

Exercice 25 :
f est une fonction définie sur IR par :

FO) = 1=

On cherche a calculer une valeur approchée de 'intégrale [ = [ 01 f(x)dx.
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1. Démontrer que :
a) Pourtoutx € [0 ; 1], 0 <x?e™* <1

b) Pourtoutu € [0, 1,1-u<s—<1-%
1+u 2

2. En déduire une valeur approchée de I 4 10~ pres.

Exercice 26 :

t
Soit F la fonction de |0 ; 4+oo[ vers IR par F(x) = ff% dx et (Cr) sa courbe

représentative.
1. Déterminer I’ensemble de définition Dr de F
2. Etudier les variations de F sur Dg
3. Etudier le signe de la fonction f définie par ;
f(x)=F(x)—lnx
En déduire lim F(x) et lim F(x)
x—-0> xX—+00

4. Etudier les branches infinies de (Cr) et tracer cette courbe.

Exercice 27 :

. . e 2x d . :
Soit G la fonction définie par G(x) = fx * Ttﬁ et (C;) sa courbe représentative.

1. Démontrer que la fonction G est impaire
2. Démontrer que : Vx € ]0 ; +oo [,

X X
< x) <
vi+16xt — G( ) — Vi4x4

En déduire la limite suivante : lim,_, o, G(x)

3. Justifier que G est dérivable sur IR et déterminer sa dérivée.
4. a) Dresser le tableau de variation de G.

b)Calculer une valeur approchée de G (\/2—5) en utilisant la méthode des
rectangles. (On partagera [’intervalle [\/2—E , \/i] en 10 intervalles de méme

amplitude).

Exercice 28 :
On considere la suite (U,,) définie par :

n
1
VneIN,n=> 2 Un=Z—
k=2klnk

1. Soit f la fonction définie sur |1 ; 4oo[ par: f(x) = =

xl nx

Prof : TEKPOLO (rédo 113
tekpolocredo@yahoo.ir




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques Voliume I :

ANALESF

Démontrer que f est strictement décroissante sur |1 ; +ool.

2. Prouver que, pour tout entier k = 2,on a :
k+1

! >

En déduire une minoration de la suite (U,,) par une intégrale.

3. Onpose J, = f2n+1 f(x)dx, donner une expression de J,, en fonction de n

puis calculer lim J,.
n—-+ow

La suite (U,,) a t — elle une limite quand n tend vers 4o0 ?

Exercice 29 :
Soit la fonction f définie sur |1 ; +oo[ par f(x) = | r

x t3-1"

1
x3-1
orthonormée d’unité graphique 6¢ m

On note g(x) =

1. a) Montrer que f est dérivable et calculer f'(x)

b) Etudier le sens de variations de f

2.a)Montrerque x > 1, (x2 —x)g(x?) < f(x) < (x? —x)g(x)
b) En déduire la limite de f (x) quand x tend vers +o0

3. a) Trouver les nombres réels a, b et c tels que :

a bx+c
gx)=—+

x*+x+1
x+c

: b :
b) Montrer que la fonction h : x +— est croissante sur [0 ; +oo]

x’+x+1

c) Démontrer que, pour tout :
2

X
x>1, (x?2—x)h(x) < f h(t)dt < (x? — x)h(x?)
X
d) En déduire la limite a droite en 1 de la fonction :
1 (-

5. Préciser le comportement de (C) au voisingge du point de coordonnées
(1 ; %l 72) puis tracer (C).
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Proposition de corrigés

PRIMITIVES ET INTEGRATIONS

Exercice 1 :

Déterminons une primitive F de f.
k est une constante réelle

a) f(x) =3x*—x+7

f est continue sur IR, car f est une
fonction polynome.

Alors F(x) = x3 —>x* + 7x + k,

b) f(x) =5x—2+-

f est continue sur

]—o0 ; O] etsur]0 ; +oof et
F(x) = gxz —2x + 4l x| + k.

2
¢) f(x) =x+ NE:
f est continue sur |0 ; +oof et
F(x) = >x% + 4Vx + k
d) f(x) =cosx5sinx
f est continue sur IR et
F(x) = sinxt 5cosx+ K|
e) f(x)=(2x*+1)?
=4x* +4x* + 1
f est continue sur IR et

F(x)=§x5+§x3+x+k

f) f(x) — x“+x—-1
f est continue sur |[—co ; Of et sur
]0 ; +oof et

1 1

x3  x!

1
x4 x?

F) = —~— bt k
T T T 222 3.3
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g f(x) =
f est continue sur IR et

F(x) =2Jx*+1+k
h) f(x) =xVv1—x?

= — % [—Zx (1- xz)%]

x%+1

f est continue sur |[—1; 1]
1|1 P
et F(x) = —E[?(l —x“)2 + k]
2

1

3./ (1—x?)3

x-1

D=

1 4x—4

x—
4 2x*-4x-6
f est continue sur
]—o0 ; —1[ et sur]3 ; +oo[ et

F(x) =>2x* —4x— 6+ k.

Soit [F(x) = — +k

D fl) = =22
J(x2+3x+1)3
3
=2x+3)(x*+3x+1)" 2
f est continue sur IR et

1
F(x)=-2(x*+3x+1)2+k
+ Kk

F(x) = —

Jx?+3x+1
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Exercice 2 :
Déterminons une primitive de f sur K. Sauf si mention est, f est continue sur K

et F désigne ses primitives sur K.

—_ X1
a) f(X) T (3x2-2x-1)2
1 6x—2
fO) =3 X Ga
N
K —] 3 11[
) = 1 +k
T IBx—2x—1)
b) f() = i 5 K= ]-1; 40
2
Fx) = _x +1 tk
) 10 = iy
1
B 2Vx
=2 — |
(Va +1)
K=10; +oof
2
FoO=-"mitk
3x*42 _ 1[ 3x*+2
d) f(x) 2(x3+2x)3 o _[(x3+2x)3]
1
F(x) =3 >< T 2(x3 + +2x)2] tk
1
F = -

e) f(x) =sinxosAca?x+1)*
=—%><[—2$inxcosx(coszx+
D4 et K = IR
F(x)=—%(coszx+1)5+k
B f)==sin etk =]0; +oof

f est continue sur K et
1
F(x) = —cos(;) + k
T T
g) f(x) = tK:]_E; ;[

f est continue sur K et

F(x) = —2vJcosx+ k

sim

coSsx

4x+2 2x+1
h) f(x) B Vxi+x+1 =2 (\/x2+x+1>
et K = IR

f est continue sur IR et

F(x) =4Jyx:2+x+1+k

cosx

) f) === et K=]0; m|
f est continue sur K et

F(x) = 2Vsinxt k
. —e*

f est continue sur K et
F(x) =2Ve*—1+ k
k) f(x) =x3(x*+1)3

1
= Z[4x3(x4 +1)3] et K=1IR

f est continue sur IR et

1 4 4
F(x)=ﬁ(x + 1"+ k

) f(x)=cosxe’™ etK =1IR
f est continue sur IR et
F(x) = eSi"*4 K
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Exercice 3 :

2x?

L f(0) =222 sur IR (2)
a) Determmons aetb
GO = a+
_ ax*-4ax+4a+b
o (x-2)?
: : . ffa=-2
On a par identification : { h—gl

Donc |f(x) = —2 + 2)2

b) Primitives de f sur]Z ; +oof
f est continue sur |2 ; +oo], elle
admet donc une primitive de
fonction définie par :

F(x)=-2x——+k , k€IR

2. f) =222 sur 10 ; +oof

a) Détermination de a et b

_ (a+b)e -a
o eX—-1
Par identification, on a :
a+b=2 a=3
{ a=-3 = {b——l'
Donc: f(x) =3— pra
b) Déterminons les primitives F de
f
F(x) =3x—In(e* —1) + K
Ona:F(IR)=3lR+k et
Fllh)=6l2—-1B+k
¢) Fl)=1=3l2+k=1.
Soitk =1—31 12

Alors :
F(x) =3x—In(e*—1) + 1
3. f(x)=In(4+e™)
a) Calculons f'(x)
. e ™ 1
f =533~ Trae
b) Primitives de g sur IR

g est continue sur IR et g(x) =
—8f"(x)
Donc G(x) = —8f(x) + k.
G(x)=—-8In(4+e ¥+ K
¢) G(0O)=0 = k=28l1n.
Alors :
G(x) = —8In(4 + e *) + 8l n5

x3—-x*-8x+8
4 f)=— "

a) Déterminons a, b et ¢
f(x)=ax+b +

2)2
__ax 3+(b- 4a)x +(4a—4b)x+4b+c
B (x—2)?

On a par identification :

a=1 g=
b—4a=-1 B
ta-4b=-8 = P73
4b+c =8 B
f) =x+3-—
X)=x 2y
b) Primitives F de fsur
12 ; 4oof

F(x) ! +3+ * + K
x—2x X —

Prof : TEKPOLO (rédo

tekpolocredo@yahoo.ir

17




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques

Volume I :

ANALESF

Calculons les intégrales :

A= [ x+2dx
1
= [, (x +2)z dx

=+ 2)3]1

—[\/(x+2 ] Soit :
A=2\/——§\/E
Bzfolx x* + 2 dx
101
=y 2xJx* +2dx
1[2 371 .
_E[E(x2+2)2]0 Soit :
2
=\/_—§\/E
C = f\/_lnx
—f -1 nxdx
—[—(l maz]vE Soit |C =
= |5 - =

D=4 gy

=f1\/5% (I nR?dx

- E (1 ma3]f. Soit

1

D=_

24

E= f_ol(x + 1)(x? + 2x — 7)%dx
_ 10 2 2
=) x4+ 2)(x* + 2x — 7)%dx

e

169
E ="
6

Soit
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Exercice 5 :

F = fol(ezx + e*) dx

1

=[lezx+ex] . Soit
2 0
F 1 2 4 3
2 2

H = [#(t arix + t anydx

= [#(t artx + Dt anxdx

= E (t aﬁx)]% . Soit

H =2
2

I=[2sinxdx
= [2sinf1l—cosx)dx

T

= [2(sinx-sinxo$x)dx

T

= [—c osael-lcos”x]2
3 0

[=1-1=2
3 3

T
= [2coSxdx
Linéarisons c 0Sx

eix+e—ix
COS X=
2

cosx = —(e”‘+ e‘”‘)

Soit

1
=—c05x+—c0§x+—cosx
16 16 8

Donc : ] = fg(ic 0$5x +

5 5
—cos’3x+—cosx) dx
16 8

= —SLﬁx+—SLBx+ Sln%
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K= [?sifxcosx dx P:E %dx
(3 _ 1 e’
nfﬂsmw(l coéx)codxdx =[E(l maz]l . P=4
=f05(sin9cos4x—simc0§x)dx R=f1e3 1 edx
) L g 5 x(Inxn?
=[——c055x+—c057x] 1
5 7 0 e’
K-l 1_2 =k G &
~ 5 7 35§ ’ e3
0 —y2 = -1 ; = 2
1 00 e ‘
= _§f3 —2xe " dx g = f§1+tanzx
1 2 0 1 1 - L tanx
==, iM=3(5-1) ' n
N = [1 e (ex - Dax - it ansly
1
~ [t -1 S =_In3
2 -2 11 1
_e? 11,1 1 T = | =exdx
2 e+2 4e4+ez 2 fzxz 1
e? 11 N -1 —
N—?—B—E‘FE _[ e]z ’ T_\/E £
5 m
0 = [/ (2x + Dv2x + 1dx U= [%tanxdx
. _m
=1 2x+ 07 d Co :
= —[lncoslt. ; U=Eln3

-3 [ve o,

1
0=5\/§—§

6

Exercice 7 :

Calculons a I’aide d’une intégration
par parties :

A= f01 xVx + 2 dx

Posons: u(x) =x=>u'(x) =1
V() = VAT 22 v(0) = 2 (x + 2)2

Donc :

A= Ex,/(x + 2)3]: AN 2)7 dx

Prof : TEKPOLO (rédo
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1
0
12 16
A=2V3—=3+—42
5 15
2 16
A = —E\/§+E\/E

B = flel nxdx

] - ]

Posons : u(x) =l nx=> u'(x) = i

vx)=1=vx)=x
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Donc B = [xI nA§ — fle dx

=[xl naf — [x]1
=e—e+1 =>
C= [l (x+1e¥dx
Posons:u(x) =x+1=u'(x) =1
v'(x) =e* = v(x) =e*
Ona:

=[(x+ 1)ex]£1 -

= [(x + De™]%, -

= 2e—e+§
D =flexl nxdx

2
- e -
=%——+— D=I

E =[x x*si 8x dx
2

Posons : u(x) = x? = u(x) = 2x

1
v'(x)=six=>v(x) = —§co§x
Ona:

1 T T 2
E = [——xzcos%x]n — Jz —=xco8xdx
3 3 2z 3
Posons : u(x) = éx =
2
! g
w(x) =

v'(x)=co8x =
v(x) = gsi Bx
Ona:

E = [—%xzc os%x]: +

2 , m
[;xSL‘Bx]E—
2 2
T2 .
Jz =siBxdx
59
s

= [—%xzc os%x]n +

2 2

Ex Si ‘Bx]g +
[22—7 cos%x]z

2

E="42-2

F = fl (x + Dln (x + 1)%dx
Posons : u(x) =In (x + 1)* =

u()_x+1

v'(x) = x+1:>v(x)=%(x+1)2
Ona:

= E (x + 1)%n (x + 1){ - 1f(x + Ddx

=[5+ 1% (x + 1)2]j -+ 1)2]j

=219 —20—2+2
2 2

F = 91 n3— 4l n2—>

G = flexzexdx

Posons : u(x) = x* = u'(x) = 2x
v'(x) =e* = v(x) =e*

Ona: G = [x%e*]§ — fle 2xe*dx

Posons : u(x) =2x= u'(x) =2
v'(x) =e* = v(x) =e*
Ona:
G = [x* e*]§ — [2x e¥]§ + [2e*]¢
=e’e®—e—2ee+2e+ 2e°
— 2e

G = e®*% — 2e°t1 4 2¢° — ¢
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Exercice 8 :

Calculons :

a) [2(2x + Dcosxdx

Posons:u(x) =2x+1=u'(x) =2

v'(x)=cosx» v(x) =sinx
Ona:

T

2
f(Zx + 1)cosxdx
0
n

2
s
=[(2x + Dsink —stinxix
0

T VA
=[x+ Dsink — [-2cos ¥
=n+1-2

J2(2x+1D)cosxdx=m—1
b) fﬂn(x —1)si Bx dx

Posons: u(x)=x—-1=u'(x) =1

v'(x)=sigx=>v(x) = —§co§x

fon(x—l)si Bx dx =
1 T T 1
[—;(x— 1)co§x]0 -/ —co8xdx
T T

= [—%(x -1 os%x] + Bsi ﬁx]

i
fon(x —1)sin3xx = %(n -2)
c) f23(2x + 1) nxdx

Posons :
W@ =2x+1=ux) =x%+x

v(x) = I nx=v/(x) = -
Ona: f23(2x + 1)l nxdx =
[(x? + 0l na} — [ (x + 1)dx
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= [(x? + x)l nA3 — Exz + x]z

3

7
j(Zx + 1)l nxdx = 121l n3— 61l n2— 2
2

d) flel nxdx = [xl nx— x]¢ =1
e

jlnxdx=1

1

e) J; xl nxdx = Ele nx— ixz]

e

1

e
j [ nxd _32+1
lnxdx = -+ 2
1

f) flez Vxl nxdx
Posons : u(x) =l nx=u'(x) = i

v/ (%) = Vx = v(x) = Zx

3
Ona:

eZ

eZ
2x
j Vxl nxdx = [?\/}l m]
1
1

eZ
2
—f—\/}dx
3
1
2x e 4y ¢’
= —\/Elm] — —\/E]
3 1 9 1
_463 4e3+4
3 9 9

e’ 8e3 4
J, Vxlnxdx ==+

X

g f()zcoszx dx
Posons: u(x) =x=>u'(x) =1
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v'(x) = ﬁ = v(x) =tanx

Ona:
T

T

4
f t anxdx
0

[-lHcos 3]%

T

____ )
ocmzxdx ” lm.

h) [fcosxedx
Posons : u(x) = cosx» u'(x) = —si nx
v'(x) =e*=>v(x) =e*

4 . E
,[cofxdx: [xt angy —
0

T
= [xt anit} —

T

Ona:

T T
Z Z
T
fcosxexdx— cosxe* 3+J51nxaxdx
0

Posons ensuite :
u(x)=sine=u'(x) =cosx
v'(x) =e* = v(x) =e*

On a alors :

T T

T — s
2 [rcosxe*dx = [cosxe*]} + [sine*];

n
1
j cos x e’dx

i) f()1(3x2 —x + 1)e*dx

Posons :

ux)=3x*—x+1=2>u'(x) =6x—-1
v'(x) =e* > v(x) =e*

Ona:

1

f(sz —x + De¥dx = [(3x? —x + De*[§

1
—f(6x —1e*dx
0

Posons ensuite :
ux)=6x—1=>u'(x)=6

v'(x) =e* > vx)=e*

Alors :
f01(3x2 —x+ 1)e*dx =
[(Bx% —x + De*]§ —
[(6x — 1)e*]5 + [6e*]5
= [(3x* — 7x + 8)e*]}

f(Sx2 —x+1)e*dx =4e—8

s

j) fz_E co8xe?*dx
2

Posons :
u(x) =co8x = u'(x) = —3si Bx
v'(x) =e?* =2 v(x) = Eezx
Ona:
_g T

1 2
co8x e®*dx = [—c 08x ezx]
2 T

N :l"’

T
23 . 2x
+fg ~siBx e**dx
Posons ensuite :
3 . 9
u(x) = SSix = u'(x) = SCo8x

v'(x) =e?* = v(x)= %ezx

On a alors :

T _r
-3 1 2
[z 2co8x e dx = [Ecos%x ezx]n +

2 2

_r T

3 . 2 -39

[ZSL Bx er]n — Ju?;co8x edx
z 2

T

ncos%x e?*dx = [ co8x e? ]_2 +

2 2

13

3 . 2
[—Sl Ax er]n
4

13 — 3 3
2co8xeXdx=e T +e"
4 E 4 4
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V(3
2
f cos 3xe**dx = i(e T+ e")
13
3
2
Exercice 9 :
1 s . 1 e
fO (1+e X)Z dxet ] = f X+1 Dou: 1+eX  1+e=%
1. Expression de I en fonction de | 3. Déduisons la valeur de J
. xe* 1 e
I'= fo ey ¥ +ex_1+e—x
1
Posons: u(x) =x=>u'(x) =1 J J e
e* -1 . 1+e
V() =——>=>vx) =
) (14+e%)? ) + e* = [l r(e‘x + D3
2e
Ona:lI= [1+ex] 0 1+ex J =1 1+ e)
| — ] 4. Calculons I
1+e B 1
2. Démontrons que: —— = —— Ona: I__+]
1+e* 1+e—*
O 1 1 — eix I = e + n(1+e)
na — = — or
e e(1rz)  (1+%)
i — e_x
ex

Exercice 10:

I = [2xcosxdx et

J = J2xsi fxdx
1. Calculons I + ]

A
2 s
1 2
I+]=fxdx=—x2]
2 Io
0
I + _7-[2
/=3
2. Vérifionsque: I — ] =

fOZ xc o 2xdx
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Ona:

1—] = fgx(coszx—si fx)dx or
cos$x —sifix =colx.
D’ou: |l — ] = [2xcos2xdx
3. Calculons I —]

Posons: u(x) =x=>u'(x) =1
v'(x) =co2x > v(x) = %si Ax

Ona:

Vs V3
/ _[1 _ﬁ]i 1[ 1 Q]z
J = szl x0 > 2co xO
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Donc : I—]=—l 1+]:”_2 5
> 8 o =X_2
4. Valeurs exactes de I et | I—J = 1 16 4
Posons le systéme : — i
et ] = E + Z

Les exercices 11 a 31 sont laissés a l’éleve pour une prise d’initiative.
Exercice 18 :

1. x€[0;1] et f(x) = = [P X2 gy
ln(x+ x2+2) 1x+2
) Calculons g'(x) vz
a) Calculons g’(x) avec
e D'oi: i+2r=K.
g(?c)= XT+2 3. MontronsqueK=\/§—]
g est dérivable sur L 2
[0;1] etg’(x)= X Ona:]:fo _x2+2dx
(12 On pose : u(x) = x = u'(x) = 1
b) Déduisons f'(x) npose-u a —
! ! = = 2 2
. ,  (x+Vx7T2) v'(x) - 2=>v(x) Vx©+
f estdérivable et f'(x) = e Onas vx©+
’ 1+\/xf_+2 . 1
/)=~ J = x\/x2+2]0—f01 x% + 2dx
N 1
f'(0) === dou: J=+v3-K
c) Calculons I 4. Valeurs de J et K
1 1 —K=-21
I=], g dx 1 Posons le systéme : {]] +K=+3
= [ln (x + \/m)] = _ V3 1+\/§)
0 J=—— et
~ 1+v3 2 1+4/2
I=1n (37) PR
2. Vérifionsque ] + 21 = K 2 1+v2
1( x* 2
J+2I= ( =+ T2+z) dx
Exercice 20 :
fX))=1—-x++Vx*+3 Vx € IR,\/x*+ 3 > 0. Donc f'(x)
1. a)Etudions f et tragons (C) a le signe de x — [+ 3
f est définie et dérivable sur IR et VE]- ; 0], x<O0
, _ x—/x’+3
[ ="
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et—V/x*+3 <0=f'(x)<0

sur |[—oo ; 0].

Donc f est strictement
décroissante sur |—co ; 0]

Vx €[0; +o[,x?+3>x? &
VxZ+3 > xsoitx —Vx2+3<0
f'(x) <0sur [0 ; 4+oo[. fest alors
décroissante sur [0 ; +oof

lim f(x) = (1—x+\/x2+3)

X——00

Tableau de variation :

X — 00 + oo
fx) -

+ oo
fx)

Voliumel :  ANALYSE
lim f(x) = +oo|car {\/x2+3—>+°°
— 0 1—x—> 4+
_ —2x —3
lim f(x) =
Xmhoo 1—x—+/x*+3
,.3
e
11+ 3
__3_)0
X
- - 1
gwa(x)—l car x—)O
i_)o
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b) f est strictement décroissante de
IR vers |1 ; +oo[. On en déduit que
f est monotone sur IR, d’ou f
réalise une bijection de IR —

11 ; +oo[. Elle admet alors une
bijection réciproque

f~1:]1; +oo[ - IR.

2. a)la courbe (C~1) s’obtient &
partir de (C) par symétrie
othogonale d’axe la premicre
bissectrice.

b)Démontrons que :

-1 _ 3—(x-1)?
i) =
Posons: f(x) =y
1—x++x2+3=y

Prof : TEKPOLO (rédo
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_3-(@y-1?
S 2 - 17

D’ou :

f10 =250, xell; +oof
3. a)Calculons f f1(x)dx

f1+\/_f 1(x)dx _f1+«/_(_x L
2(x3—1)) dx

[——x +=x +—1n (x — 1)]2

flw_f‘l(x)dx = -1431n3

2 2 "4

b) Déduisons f01 f(x)dx

fO) =1+V3 = f1(1+v3)=0
f=2=7f712)=1
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Posonsx = f(X) & X = f1(x)

Six=2 alorX=1

Six=1++v3 alorX=0
=f(X) =2 dx=f"(X)dX
Alors :

143

f F1)dx = j FAF) - f (X)X
1

_ .[Xf’(X)dX
Posons : u(X)O =X=2>uX)=1

v'X) = f'(X) = vX) = f(X)

On a alors :

143
f F100dx = [XFEOL j FO0dX

fof(x)dx 3 %l n3

Déduisons alors fo Vx? + 3dx
ff(x)dx—fl(l—x+ +3)dx

f(1—x)dx+fmdx

1 1 1
2 — _ _ a2
f\/x +3dx—2+4l18 [x x]
0

0
=343 -1+2
2 4 2

folx/x2 +3dx=1 +%ln3

Exercice 23 :

fx) =e*(e* —2)
1. Limites de f

— e* -0
xl_l)inoof(x) 0| car {ex 99
- — e* - 4
lim f(x) = +ool car {ex 9 5 4o

2. Sens de variation
f est dérivable sur IR et

f'(x) = e*(2e* — 1),

Tableau de variation :

Pour tout x, e* > 0. f'(x) a alors le
signe de 2e* — 1
Soit :

f'(x)=0sur[-1n
f'(x) <0 sur]

; +oof
—o0 ; —1 172].

Donc :

f est strictement croissante sur
[-1n2; +oo| et strictement
décroissante sur |—c ; —Il nZ

X — 00 — [ 12 + oo
f'(x) - 0 +

0 + oo
fx)

3. a)Abscisse de (C) N (0x)
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On pose f(x) =0
e*(e*—2)=0=>(*—-2)=0

- =ln2

b)Tracons (C)

054

4. a)Calculons A () A(x) = 2¢cn?
(C) est en dessous de (0x) sur A() =2cm? = (e*—2)*—1=0

I’intervalle |—oo ; [ 12]. Donc (e =3)(e*-1) =0
x=1011B ou =0

112
= — X 1.
c/q(OC) foc f(x)dx lmu a or < [ 12 N
=|-2(*-2?|  xua ¢)Calcul de limite
X
A(X) = 2(e* — 2)*cm’? lim A(x) = 8cm? car e*— 0
X——00

b)Déterminons « telle que :

Exercice 39 laissé a ['apprenant.

Exercice 25 :

1

f(x) - 14x%e—*
1. Démontrons que :
a) Vxe[0; 1], 0<x%e*<1
Ona:Vxe[0; 1]e0<x<1.

0<x*<1
Alorsona: 1

e
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DouVx€e[0; 1,0 <x’e*<1
b) Vu e [0 ; 1],
1 < <1 2
YETEuT T2
vu e [0 ; 1],
1-u*<1
1
(1—u)(1+u)§1=>1—u§m (1)
D’autre part :
1 ( u) _u(u—-1)
1+u 2/ 1+u
On montre ais€ément que :
u(u—-1) 1 u
TS0 =2 os(1-3 o
De (1) et (2), on obtient la double inégalité¢ : 1 —u < ﬁ <1- ;
2. Déduisons une valeur approchée de |
Ona:Vu e [0 ; 1], 1—uSLS1—E.
1+u 2
Or Vx€e[0; 1], 0 <x?e™* < 1.
Donc :
| 2t < 1 <1 x?e™*
1+ x%e™™ 2
1 1 1 2 —x
2 —x _x’e
j(l x°e )dxsj1+xze_xdxsj<1 5 )dx
0 0 0
1 1 1 1
1
fdx—fxze‘xdx <I Sfdx—zfxze‘xdx
0 0 0 0
1
or [ dx =
On a
1 1
1
1 —fxze_xdx <I<1 —ijze‘xdx
0 0

Calculons fol x’e *dx
Posons : u(x) = x? = u'(x) = 2x
v'(x)=e™* = v(x)=—-e*
Ona:
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1 1
fxze‘xdx = [-x%e ]} + f 2xe *dx
0 0
Posons ensuite :
ulx) =2x=>u'(x) =2
vVx)=e*v(x)=—e"*
1
fxze‘xdx = [—x*e*]} + [—2xe ]} — 2[e™*]
0
1 2 2
=—————= +2
e e e

On écrit alors :

1 (-2+2)s1s1-3(—2+2)
5 5
——1<I<—

e 2e
10,84<1<0,92
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EQUATIONY DIFFERENTIELLES

Exercice 1 :

On considere 1’équation différentielle :

(E):f"(x) —3f"(x) + 2f (x) = 8x* — 24x ou f désigne une fonction

numérique définie sur R.
1. Déterminer les nombres réels
a, b et ¢ pour que la fonction g
définie par: g(x) = axX* + bx+c¢
soit solution de (E;) sur R.
2. Démontrer que la fonction f est
solution de (E;) si et seulement si la
fonction h = f — g est solution de
I’équation différentielle :

(Ey):h" =3h" +2h = 0.

3. Résoudre (E,). En déduire les
solutions de 1’équation différentielle
(ED.

4. Déterminer la solution
particuliere dont la représentation
dans le plan rapporté a un repere
(0,1,]) passe par I’origine et admet
en ce point une tangente parall¢le a
la droite (OI).

Exercice 2 :

A/ On considere 1’équation
différentielle :
(E):y" —4y = 0.
a. Résoudre (E).
b. Déterminer la fonction h est
solution de (E) qui vérifie h(0) = i
1

et h’(O) = — E
B/ Soit f la fonction définie sur R
par f(x) = %e‘zx et (C) sa courbe
représentative dans le plan (P).
1-

a. Etudier les variations de f.

b. Construire (C).
2.
a. Montrer que f admet une

application réciproque f~1.

b. Construire dans le plan (P) la
courbe (C') représentative de f 1.
c. Donner I’équation de (C").

3- Soit (T) la tangente a (C) en son
point d’abscisse x = 0. Trouver
I’équation de la tangente (T') a la
courbe (C') et qui est paralléle a

(T).
4- Calculer I’aire du domaine plan
limit¢é par (C') et les droites

d’équationx =0,y =0ety = —%.
C/ Soit r un réel non nul et U, un

réel donné. On consideére la suite
arithmétique (U,,) de premier terme
U, et de raison r. Soit (V,,) la suite

définie par : pour tout n,
Vo = f(Un).
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a. Montrer que (,,) et une suite
géométrique dont on précisera la
raison q.

b. Déterminer suivant les valeurs de
r la limite de V,.

c. Calculer en fonction de U,, r et n

la somme
S, =Vo+Vy+--+V,.
d. Déterminer lim,_ . S, suivant
les valeurs de 7.
e. Déduire la limite de f(0)+

fAO+f@)++f(n).

Exercice 3 :

Partie A
Soit (E)I’équation différentielle du
deuxieme ordre :

(E):y" =3y"+2y=0.
1.
a) Quelles sont les solutions de (E).
b)  Quelle est la solution de (E)
dont la courbe représentative (C)
admet au point d’abscisse x = 0 la
méme tangente que la courbe (C")

représentative de y = e3* ? on dit
que (C) et (C") sont tangentes.
2. Représenter dans un méme repere
orthonormal les courbes (C) et (C")
dont on précisera les positions
relatives.
3. A étant un réel strictement positif,
soit h; les fonctions réelles telles
que :

hy(x) = —2A%e* + 21e?*,
a) Montrer que h, est une solution

de (E).

b)  Soit (C;) la courbe
représentative de h,. Apres avoir
calculé, en fonction de A, les

coordonnées du point commun a
(Cy) et (C"), montrer que ces
courbes sont tangentes en ce point.

c) Préciser les positions relatives de

(C) et (C).

Partie B

Soit (E")I’équation différentielle :
(EN:y" =3y +2y=—x*+x+
2.

1. Trouver un polynéme P du
second degré solution de 1’équation
(E").

2. On pose :

1

f() = g(0) =52 — x
Montrer que f est une solution de
(E") si et seulement si g est solution
de (E). En déduire les fonctions f
solution de (E").
3. Déterminer les solutions de
(E") dont la courbe représentative
passe par le point de coordonnées
(0; 2) et admet en ce point une
tangente de coefficient directeur 1.
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Exercice 4 :
1. Pour x = 0, calculer a I’aide d’une intégration par partie
fO) = [ 21— tetde
2. On considere I’équation différentielle :
(E):4y" +4y" +y =2(x—4)e™.
a- Montrer que f est une solution de (E).

b-

On pose g(x) = h(x) + f(x). Montrer que si g est solution de (E") alors
h est solution de 1’équation différentielle :

(EN):4y" +4y"+y =0.

c- Résoudre (E).

d- En déduire I’ensemble des solutions de (E).
e- Déterminer la solution (E) dont la courbe présente un extremum au point

A(0; 1).

Exercice 5 :

A/ n désigne un entier naturel

b) En déduire toutes les solutions de

supérieur ou €gal a 2. (2)
1. Résoudre I’équation c) Déterminer celle vérifiant
différentielle : y' —=y =0 (1). f(0)=0
" B/

2. On considere 1’équation
différentielle :

y -y = (2).
Déterminer deux réels a et b tels que
la fonction affine g définie sur R
par : g(x) = ax+ b soit solution de
(2).

3.
a)  Montrer que, pour que la

x+1
n(n+1)

fonction h définie sur R soit solution
de (2), il faut et il suffitque h — g
soit solution de (1).

1. Soit n un entier naturel
quelconque. Justifier I’existence de :

x t
L,(x) = j t"e 2dt
0
2. Soit n un entier naturel et x un
réel quelconque. Montrer que :

X
I, = —2x"t1e72

+2(n+ DI, (x)
3. Soit x un réel quelconque.
Calculer I,(x) en fonction de x. En
déduire les expressions de I, (x) et
I, (x) en fonction de x.
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Exercice 6 :
On considére 1’équation différentielle :
(D:y"—y ' —6y=—6x—1.

1-  Déterminer a et bréels tels que la fonction polyndome g définie sur R par :
g(x) = ax+ b soit solution de 1’équation (1).

2.

a-  Démontrer que f, fonction numérique de la variable x, deux fois

dérivables sur R est solution de (1) si et seulement si f — g est solution de
I’équation différentielle : y"' —y' — 6y = 0.

b- Résoudre I’équation différentielle : y'" —y' — 6y = 0.

c- En déduire I’ensemble des solutions de (1).

d- Trouver la solution de 1’équation (1) vérifiant: f(1) = 2 et f'(1) = 4.

Exercice 7 :

Les parties B. et C. sont b. En remarquant que x — — .
indépendantes de la partie A. (x+1)1
A. Le but de cette partie est de est la fonction dérivée de x = — L
déterminer les solutions définies et donner une fonction g, vérifiant
deux fois dérivables sur I’intervalle (1). En déduire une solution f, de
D = ]—1; +oo[, solution de I’équation (F).
I’équation différentielle : c. Prouver que f est une solution de
o . _xe™™ (E) si et seulement si f — f, est
() y"+3y 42y = (x +1)? solution de (H).
1. Déterminer les solutions de
I’équation différentielle : a. En utilisant les questions
(H): y"+3y"+2y=0. précédentes, déterminer toutes les
2. Soit une fonction définie et solutions de (E).
deux fois dérivables sur D. On b. En déduire la solution f définie
désigne par g la fonction définie sur sur D = |—1; +oo[ vérifiant :
Dypar: f(x) =e*. g(x). f(0)=0etf'(0) =1.
a. Démontrer que f est solution de B. Etude de la fonction f définie sur
(E) si et seulement si pour tout D =]-1; oo par:
¢lément x de D, f(x) =e*In (1 + x).
B , 1 1 : e e
9" () +g'(x)=— o +—(1) 3. Justifier la dérivabilité de f sur

D et démontrer que :
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f'(x) =e""p(x). Ou
p(x) = x_-lu_ In (1 + x).
4. Démontrer que p(x) =0

admet une unique solution réel, que
I’on notera «. Justifier

I’encadrement : % <a<l.

Déterminer le signe de p(x) suivant
les valeurs de x.

5. Démontrer que : f(a) = ﬁ

6. Dresser le tableau de variation
de f et tracer sa courbe
représentative (I') dans un repére
(0,7,7). On précisera les asymptotes
de (') et la tangente a (I') en O.

C. Recherche d’une valeur
approchée de a au moyen d’une
suite.

Soit h la fonction définie sur

,. 1

I’intervalle [ = [E ; 1] par :

1
h(x) =el+x — 1

1.
a. Démontrer que 1’équation
p(x) = 0 est équivalente a

h(x) = x.

b. Démontrer que h(I) est inclus
dans [.On définit une suite (U,,)
définie par :

Uy=1
{Un+1 =h(U,) VneN
2.
a. Etablir que pour tout ¢lément x

1
de [E,l]
4 1
_582/3 <h'(x) < —Zel/z

b. En déduire qu’il existe un réel k,

appartenant a |0; 1], tel que : pour

tout n naturel,

|Un+1 — al < k|U, —af

c. Démontrer que la suite (U,,) est
une suite convergente vers «.

b. En utilisant les variations de h,

démontrer que : pour tout naturel n,

(Un+1 —a)(Up —a) 0.

En déduire que a est compris entre

U, et U,,1. En justifiant votre

méthode, déterminer une valeur

approchée de a a 1072 pres.

Exercice 8§ :

On considére 1’équation

différentielle :

y'ty=e*—e™ (1)

1. Déterminer toutes les solutions de
I’équation différentielle :

y'+y=0 (2)

2. Onnote f une solution

quelconque de I’équation (1) et g la

fonction définie sur R par :

g(x) = f(x) —m(e* —e™) (3) ou

m est un réel donné.

a- Exprimer g" (x) en fonction de
f"(x) etm.

b- Déterminer la valeur du réel m
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pour que la fonction g soit solution
de I’équation (2).

c- Exprimer toutes les solutions f
de I’équation (1) qui sont définies
par la relation (3).

d. Parmi les fonctions f définies en
2. c-, on note h celle qui vérifie :
h(0) = 0 et h'(0) = 1. Déterminer
h.

Exercice 9 :

Partie A

1. Résoudre I’équation
différentielle : (E):y' +y = 0.

2. Soit I’équation différentielle :

(E):y' +y=e™

Vérifier que la fonction numérique

f définie sur R par :

f(x) =(x+a)e™,ouaestun

réel, est solution de I’équation

différentielle (E,).

3. Déterminer le réel a tel que

£(0) = 1.

Partie B

On considére la fonction numérique

f définie sur R par :

f(x) = (x + 1)e™™ et sa courbe

représentative (C) dans le plan

rapporté a un repere orthogonal

d’unités graphiques 2¢ men abscisse

et 5¢ men ordonnée.

1. Déterminer la limite de la
fonction f en +o0 puis en —oo.

2. Déterminer la fonction f”, dérivée
de la fonction f. Etablir le

tableau de variation de la fonction f.
3. Déterminer une équation de la
tangente (T') a la courbe (C) en son
point d’abscisse 1.

Partie C

Le but de cette partie est d’étudier la
position de la courbe (C) par rapport
a la droite (T"). Pour cela, on étudie
le signe de la fonction d définie par :

d(x) = f(x) += (x — 3).

1. Déterminer la fonction d’, dérivée
de la fonction d, puis la fonction d’
dérivée de la fonction d'.

2. Etudier le signe de d''(x) et
¢tablir le tableau de variation de la
fonction d'.

3. Etudier le signe de d’ (x) et
¢tablir le tableau de variation de la
fonction d. En déduire I’étude du
signe de d(x). Interpréter
graphiquement cette étude.

4. Tracer la droite (T) et la courbe

©).
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Exercice 10 :

Partie A
On se propose de déterminer
I’ensemble des fonctions numériques
g , dérivables sur IR, vérifiant pour
tout réel x :
. _ e—2

g —g)=x——7 [
ou e désigne la base du logarithme
népérien.

1. Déterminer 1’unique solution
affine g, vérifiant (1)

2. On note h la fonction :

h = g- go. Démontrer que g

vérifie (1) si et seulement si h vérifie

I’équation différentielle : y' —y = 0

)

3. Donner I’ensemble des

solutions de 1’équation différentielle

(2) et déduire I’ensemble des

solutions de 1’équation différentielle

(1). Déterminer la fonction vérifiant

(1) qui s’annule en 0.

Partie B
1. On considere la fonction
numérique f de la variable réelle x
définie par :

1

fo) = — —
On désigne par (C) sa courbe
représentative.
a) Calculer f(0) ; f(1) ; f(2).
b)  Etudier le sens de variation de
f et les limites de f aux bornes de
I’ensemble de définition.

e¥ —x —
1

Montrer que la courbe admet une
asymptote que I’on précisera.
c) Utiliser les variations de f pour
déterminer le signe de f(x) suivant
les valeurs de x.
d) Tracer la courbe. Unité graphique
2cm.

2. On considere la fonction
numérique H de la variable réelle x
définie par :

H(x) = ex—x—l— !

2 e—1

On désigne par I sa courbe
représentative dans le plan rapporté
au mé€me repere que précédemment.

a) Etudier le sens de variation de H
et les limites aux bornes de
I’ensemble de définition.

Montrer que I admet une droite

asymptote que I’on précisera.

b) Etudier les positions relatives des
deux courbes.

c) Tracer la courbe I" dans le méme
repere que précédemment.

3. Etablir que H(x) = f;ﬂf(t)dt.
Donner une interprétation
géométrique de H(0).

4. n désigne un entier naturel
supérieur ou égal a 1

a) Démontrer que :
f(mM)<HMm) < f(n+1).

Déduire I’existence d’un unique réel

U, élément de [n; n + 1] tel que

H(n) = f(Uy).

b) A I’aide des deux courbes
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représenter sur 1’axe des abscisses

les points d’abscisses U; et U,.

¢) On considére la suite de terme

général I, = U, - n oun estun

entier non nul.

- Montrer que la suite (V,) est
bornée.

- Etablir que (V;, )vérifie I’égalité :
en 1V

e—1

- Déduire que la suite (V,) admet

une limite que 1’on déterminera.

Exercice 11 :

Partie A : Questions préliminaires
h est une fonction continue sur
I = [0; 4oo] et positive. H est la
primitive de h sur I, telle que
H(0) = 0.
a) Montrer qu’alors H est positive

sur .
b) En utilisant plusieurs fois a) et
sachant que pour tout réel x = 0 on
ae* —1 > 0, démontrer que pour
toutréel x > 0, e* > x—4.

24

Partie B :
f estune fonction définie sur IR
par: f(x) =1—x%e™*
1. Etudier la fonction f.
2. Déduire de cette étude que
I’équation f(x) = 0 a une seule
solution. On note a cette solution.
Donner une valeur approchée de
cette solution a 10 prés. Préciser la
méthode utilisée.
3. L’unité de longueur choisie est
2cm ; tracer la courbe dans un repere
orthonormé. Préciser s’il y a lieu, les
tangentes horizontales.

4. A est un réel strictement positif.
On note D le domaine limité par la
droite d’équation y = 1, la courbe C
et les droites d’équations x = Aet
x = 0. onnote A(4) laire en cm?

de ce domaine.

VA A 2 —x
a) Montrer que : ——= = Jy x*e *dx

b) On veut savoir s’il est possible de
choisir A de facon a avoir
A(A) = 125.
e Sans calculer I’intégrale, montrer
que :
fo)‘ x*e™*dx < 1 lorsque
A<1letque:
[fatedx<24(1-1) <24
pourA =1
e De ces égalités déduire que I’on
ne peut pas avoir A(1) = 125c¢n?.

Partie C :
1. /7 et/ désignent respectivement
les dérivées premiere et seconde de f.
Vérifier que pour tout réel x :
£ +2f"(x) + f(x)
=—-2e*+1
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2. Ennote F'la primitive de f qui
s’annule en 0. Déduire de la question
précédente, la valeur explicite de
F(x), pout tout réel x.

3. Ecrire F(x) sous forme
d’intégrale. Retrouver le résultat de
la question 2. En calculant cette
intégrale.

Partie D :
On se propose de résoudre 1’équation
différentielle du second ordre,
d’inconnue y :

y'(x) +2y' () +y(x) =
—2e7*+1(E)
1. Résoudre I’équation différentielle

(E): vy +2y+y=0.

2. g estune solution sur IR de
I’équation (E,). Démontrer que
g + f estune solution de (E,).
Inversement, soit h une solution de
(E1). Démontrer que h — f est
solution de (E,).

Déduire alors I’ensemble des

solutions de (E,).

3. Déterminer la solution ¢ de (E)
telle que : @(0) = ¢'(0) = 0.

Partie E :

a est un nombre réel donné. g, est la
fonction définie sur IR par :

go(x) = (—x*+ax+ a)e ™ + 1.
1. Démontrer que les courbes C,
représentatives des fonctions g,
passent toutes par un méme point
fixe L.

2. On suppose a # —2. Démontrer
que admet deux extrema, dont I'un
est obtenu pour x = 0.

3. Onnote M, le point d’abscisse
a + 2 sur la courbe C, . Lorsque a
varie M, décrit une courbe I'.

Donner une équation cartésienne de
I.

Exercice 13 :

On désigne par f une fonction
dérivable sur IR et par f’ sa fonction
dérivée.

Ces fonctions vérifient les
propriétés suivantes :

(1)  Pour tout nombre réel x,
[f' )" = [f()]* =1

@ FO) =1

(3) La fonction f' est dérivable
sur IR.

1. a) Démontrer que, pour tout réel
x, f'(x)#0
b) Calculer f(0)
2. En dérivant chaque membre de
la proposition (1) démontrer que
pour tout nombre réel x,
f"(x) = f(x)ou f' ‘estla fonction
dérivée seconde de f.
3. Onpose u=f"+f et
v=f"—-f
a) Calculer u(0) et v((0)

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

139




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALKSF

b) Démontrer que u’ = u et
v =—-v
c) En déduire les fonctions u et v.

d) En déduire que pour tout réel
X _p=X

e
fo) =——"—

X, >

4. a) Etudier les limites de f en
+00 et en — o

b) Dresser le tableau de variation de

la fonction f et construire sa courbe

représentative.

Exercice 14 :

Partie A : Lectures graphiques

On donne dans le repere orthogonal
les courbes (C) et (F)
représentatives de deux fonctions
définies et dérivables sur IR. On sait
que I’une de ces fonctions est la
fonction dérivée de 1’autre, on peut
donc les noter g et g'.

1.  Associer a chacune des
fonctions g et g'sa représentation
graphique. On justifiera le résultat en
donnant un tableau ou figurera

: 3 :
I’intervalle [— 5 5] le signe de

g'(x) et les variations de g.

2 I~
et | e
2. Quel est le coefficient

directeur de la tangente a (C) au

point d’abscisse 0 ?

Partie B :
Soit I’équation différentielle
(E):y'+y=2(x+1)e™.
1. Montrer que la fonction f
définie sur IR par :
fo(x) = (x? + 2x)e™™ est
solution de (E)
2. Résoudre I’équation
(E): y'+y=0
3. Soit u une solution de (E").
Montrer que f, + u est solution de
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(E). On admettra réciproquement
que toute solution f de (E) estde la
forme f = f, + u.

En déduire, pour tout réel x
I’expression de f(x) lorsque f est
solution de (E).

4. Sachant que la fonction g de la
partie A est solution de (FE),
déterminer g (x) pour tout réel x.

5. Déterminer la solution h de
I’équation (E) dont la représentation
graphique admet au point d’abscisse
0 une tangente de coefficient
directeur 0.
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Proposition de corrigés

FOUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 1:
1. Déterminons a, b et ¢
g est solution de (E;)eg" (x) —3g'(x) + 2g(x) = 8x* — 24x.
g(x) = ax* + bx+ c et g est deux fois dérivable sur IR et g'(x) = 2ax+ b et
g'"'(x) = 2a.
Alors: g"(x) —3g'(x) + 2g(x) = 2ax* + (—6a + 2b)x + 2a — 3b + 2¢
2a =8

Par identificationon a :{ —6a + 2b = —24

2a—3b+2c=0

a=4; b=0etc=-4
Soit : lg(x) = 4x* — 4.
2. Démontrons que f est solution de (E;) si et seulement si h = f — g est
solution de (E5)

Supposons que f est solution de (E;)

Il vient: f" — 3f' + 2f = 8x® — 24x or d’aprés la question précédente, on a :
g"(x) —3g'(x) + 2g(x) = 8x* — 24x.
Alors: f" =3f'+2f =g" —3g' + 2g
f"=3f"+2f—-g"+39g'—2g=0
fF-9)"-3(f—-9)+2(f—-9)=0
Donc:lh=f—gestsol uti ode (E,)
1. Réciproquement, supposons h = f — g solution de (E;)
Il vient : fF-9)"-3(f-9)+2(f-9)=0
f'"=3f"+2f—-g"+39g'—2g=0
f'"=3f"+2f=g" -39 +2g =8x*—24x
Donc : f est solution de (E)

D’ou f est solution de (E;) si et seulement si h est solution de (E).

3. Résolvons I’équation (E,):h" —3h' +2h =0
Equation caractéristique :
r2—3r+2=0
A=1letry=1; r, = 2.
Alorsona: h(x) = ae* + be** ot aeth € IR,
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4. Déduisons les solutions de 1’équation (E;)
Ona:h(x)=f(x)—gx)
f(x) = h(x) + g(x)
f(x) = ae* + be?* + 4x* — 4, a et b étant des nombres réels.
5. Solution particuliere de (E;) telle que la courbe représentative de f passe
par le point O et admet en ce point une tangente parall¢le a ’axe des abscisses.
(fO)=0
On '{f’(O) —0

Ontrouvea = -8 ; b= —4

f(x) = —8e* — 4e** + 4x* — 4

Exercice 2 :

A/ Soit I’équation: M) =-- = a—-b=—-
2 4
. 1
(E):y" —4y =0 OnObtleilt. a=0et b= _et
a) Résolvons (E) h(x) = Ze_zx
Equation caractéristique : 7% — 4 = _ 1 o
0 B/ f(x) = 2 €
= —2 our = 1. a) Variations de f
5 Df =IR.
Alors : limf = +co et limf = —co
ly = ae** + be %*, a et blétant f est dérivable sur IR et
des nombres réels. f(x) = —%e‘zx .
b) Déterminons la fonction h Pour tout réel x. e-2% > 0. Donc
— qp2 -2 ’ '
h(x) = ile ¥+ be™* ) f'(x) < 0. Alors f est strictement
h(0) = " = a+b= " décroissante sur IR.
h'(x) = 2ae?* — 2be™?* Tableau de variation :
F10N _
+

f(x)

c) Courbe représentative :
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-154

/b

2. a) f est strictement décroissante
sur IR. Donc elle y est bijective.
D’ou f admet une application
réciproque f 1.
b) Courbe représentative (C") de
f
3. On al’équation de la tangente en

04 (C): (To):y=—x+1.
Equation de la tangente a (C') en 0
paralléle a (Tj).

(T_1) :y = = (x — x0) + £ 1(x%o)
On pose alors : (f 1) (x,) = —% =
xXo=1et:

(T_):y=—7x+7—1In2

4. Calcul de I’aire du domaine plan

Prof : TEKPOLO (rédo
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limité par (C") et les droites

d’équationx=0,y=Oety=—%.
Ona: A= [%f(x)dx
2
11 ,2]°
_4[ 2 € ]1

2
11
= —-+-e.Donc:
8 8

A==(e—1)
C/r+0 et Uy€IR
a) Montrons que (V;,) est une suite

géométrique.
Vo= fUp) =g,
Donc :
Vier = € 720m4 or Upyy = Uy +7

_1 oy —2r
Vel = Ze "
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_ —2r(l _—2u
Vn+1_ (Ze n)

— p—21,
Vn+1 - Vn .

D’ou (V,,) est une suite
géométrique de raison g = e~ 2" et

. 1 _
de premier terme Vo = _ e 2Uo

b) Déterminons la limite de la suite
|74
Ona:V, =V, (e ?")"
Sir > 0 alors e™?" < 1. Donc :
lim,,,,V,=0
Sir < 0 alors e™2" > 1. Donc :
lim,_,, ,V, =+
c¢) Calculons la somme :
Spn=Vo+Vi+ -+,

1_(6—21")n+1
Ona:S, =V, o

Exercice 3 :

(E):y" =3y"+2y=0

1. a) Solutions de (E)

Equation caractéristique :
r*—3r+2=0.

Ona:r=1 our = 2.

Les solutions de (E) sont donc sous
la forme : |y = ae* + be?¥ ou
aethb € IR.

b) Solution particulicre f, de (E)
(C"):y = e3*.

Donc la tangente en 0 a (C")

est (T):y =3x+ 1.

Il vient alors :

d) Limites de S,,

Sir>0alorse %" < 1.
1

Donc : nl_l)glooSn =Vo o=
Sir < 0alors e™2" > 1.
Donc:| lim §,, = —oo
m—+0oo

e) Déduisons la limite de
fO+fD+f@2)+ -+ f().
Vo= f(Up +nr) = f(n)
sionpose : Uy, = 0 et r = 1. Dans
ces conditions :
fO+fD+f@R)++f(n)=5,¢et
donc :

lim [ £(0)+ £(1) + £(2) + -
+f(M)] = nlir-lp Sn

: 1 _1
nl—1>r4¥lm5n B 4(1-e~2) VO T4
fo(0) =3

>a=-1;b=2
{fo(o) =1

Soit : [fg(x) = —e* + 2e%¥|

2. Représentation graphique de
(C) et (CH

Ona:D =1IR

Posons g(x) = e3*

lim g(x) = +o
n—+oo
limg(x) =0
n——oo
g(x)' = 3¢%*

Vx € IR; g'(x) > 0. Donc g est
strictement croissante sur I/R.

Tableau de variation :

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

145




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALYSF

+ oo

g'(x)

g(x)

fo(x) = —e* + 2e%*
fo(x) = —e* + 4e%*
fo(x) = e¥(=1 + 4e**)
Pour tout réel x, e* > 0. Donc :
fo(x) ale signe de —1 + 4e*
Alors : fy(x) = 0 sur
[-2l 2 ; +oo [et fy(x) < 0sur
]—o0; =21 12].Ona:

Représentation graphique :
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fo strictement croissante sur
[—21 12 ; 400 [ et f; strictement
décroissante sur |—oo ; —21[ 12].

lim f,(x) = 400
X——00

lim f,(x) = 400

X—+00

Tableau de variation :

X — oo -2l + oo
g'(x) - 0 +
+ oo + oo
900) \ /
_1
8
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3. 1>0, hy(x) = —1%e* + 21e%*
a) Montrons que h, est solution de
(E)
h, est deux fois dérivable sur IR

et hy est sous la forme ae* + be?*.

D’ou h; est solution de (E)

b) Calculons (C") N (Cy)
Résolvons hy(x)=y
—A%e* + 2)e?* = e3*
eX(e?* —21e*+1*) =0
eX(e*—21)2?=0>x=1lnl

Donc (C') N (C;) est le point
In

Montrons que (C") et (C;) sont
tangentes :

Ona g(x) = e3* et

hy(x) = —A%e* + 21e?*

B { 90M =Rl ) =2
‘g'(lnd) =h)/'(ln) =323

D’ou: (C') et (C;) sont tangentes
. Iln
au point [ ( /13/5.

c¢) Position relative de (C') et (C;)

h(x) — g(x) = —e*(e* — 1)?
Pour tout réel x, —e* < 0 et
(e*—212=>0.

Donc : hy(x) — g(x) < 0.

(C') est au dessus de (C)).

Partie B :
(E"):y" =3y'+2y=—x*+x+2

1. Trouvons p du 2™ degré tel

que p soit solution de (E")

Onpose p(x) = ax* + bx+c
p'(x) =2ax+betp'(x) =2a.
p"(x) —3p'(x) + 2p(x) = 2ax* +
(2b—6a)x+2a+ 2c—3b
Par identification :

2a = —1 .
{Zaz—b3b6f2_cl= 2 T p=1
p(x) = —%xz — .
2. f@) = g() — ;2% —x

Montrons que f est solution de (E")
ssi g est solution de (E)

e Supposons f solution de (E")
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Il vient :
f'"=3f"+2f =—-x*+x+2.

Or: p’ —3p'+2p=—-x*+x+2.

Donc :

f'=3f"+2f=p" =3p"+2p
f"=p")=3(f"=p)+2(f -p) =0
g"'—39"+29g=0

Donc : g est solution de (E).

e Réciproquement g est solution
Ona:g" —3g9"+2g=0
f=-p)"=3(f-p)+2(f=p) =0
f'"=3f"+2f=p" —3p " +2p.
Or:p" —3p" +2p=—x*+x+2.
Alors :

f'"=3f"+2f =—-x*+x+2.
Donc f est solution de (E")

Exercice 4 :
1. Calculons :

X

fx) = f 2(1 —t)e tdt
Posons :

u(t)=201-t)=>u'(t) = -2
vV't)=e tv(t)=—et

X

£ = [-2(1 — et]% — f 2e-tdt

fG) =[-2(1-te”"]5
—[-2e7']§
f(x) = 2xe™*
2. (E): 4y"+4y'"+y=
2(x —4)e™™
a) Montrons que f est solution de
(E)
f est deux fois dérivable sur IR et :
f'(x) =27 —2xe™*
f'"(x) =—-2e™* — —2e ¥+ 2xe™*

D’ou f est solution de (E’) ssi g est
solution de (E).

Déterminons les solutions de (E')

f@) = g(x) — 32" —x or g(x) =
ae* + be?*
D’ou:
f(x) = ae* + be** — %xz — xjou
a,b € IR
3. Solution particuliére de (E")
telle que f(0) =2et f'(0) =1
f(0O)=2 = a+b=2
f(0)=1 = a+2b=2
Ontrouve:a =2 etb =0 et

f(x) = 2e* —%xz — X

Alors : 4f"(x) +4f'(x) + f(x) =
2(x —4)e™

D’ou: f est solution de (E).

b) g(x) = h(x) + f(x)

Montrer que si g est solution de (E)

alors h est solution de :
(E"):4y"+4y"+y=0
g solutionde (E) = 49" +4g' +
g=2(x—4)e™*

Ah+ )" +4h+f) +
(h+f)=2(x—4)e™
(4h" +4h" + h) + (4f" +4f" + f) =
2(x —4)e ™™

Or:4f" +4f" "+ f =2(x —4)e™.
Alorson a:4h’ +4h' + h =10
h est solution de (E').

¢) Résolvons (E")
Equation caractéristique :
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4r®°+4r+1=0

2r+1)?=0
1

2

r =

On a alors :

1
h(x) = (ax + b)e 2"
a et b étant des constantes réelles.
d) Ensemble des solutions de (E)

Exercice 6 :

1): y'—y' —6y=—-6x-1

1. Déterminons a et b tel que g soit
solution de (1)

glx)=ax+b

gx)=acet g"(x)=0

9" (x) —g'(x) —6g(x) = —6ax—

a—6b
. M < . _6a = _6
Par identification : {—a —6b = —1
a=1letb=0
Ona:

2. a) Démontrer que f est solution
de (1) ssi f — g est solution de
I’équation (2) : y" —y'—6y =0
eSupposons que fest solution de (1)
Alors: f" —f'—6f =—6x —1.
Or: g¢g'—g —6g=—-6x—1
Donc: f"—f'"—6f=g"—g —6g
F-9"-(F-9)-6(f-g)=0
D’ou: f — g est solution de (2)
e Supposons que f — g est solution
de (2)

Exercice 8 :
(1) = y"+ty=e'—e™
1. Résolvons:y" +y =20

1
(x) = (ax + b)e 2" + 2xe ™, a
etb € IR.
e) Solution de (E) présentant un

extrémum en A ((1))

{f(o) =1
f'(0)=0
f(x) = (—%x + 1) e 2 + 2xe™*

b=1 et a=—E
2

fF-9)"-(f-g)—-6(f—-9)=0

(fll_fl_6f)_(gll_gl_6g):O
fr—f' = 6f —(~6x—1) =0
f'—f —6f=—6x—1

D’ou : f est solution de (1)

b) Résolvons (2)
Equation caractéristique :
”"—r—6=0
A=25.Donc:r=—-2 our =3
Alors: y = f(x) — g(x)
ly = ae ** + be3* ou a et b sont
des réels.
¢) Solution de (1)
Ona:f(x)=y+gx)
f(x) = ae ?* + be3* + x|
d) Solution de (1) vérifiant :
{f (1) =2
ff() =4
{ ae %2+ be3 =2
—2ae”%* 4+ 3pe3* =4
b=e3eta=0

f(x) = e +x

Equation caractéristique:r®> + 1 = 0

r=1i our=-—i
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Alors :

y=acosx+bsinx aethbh€ IR

2. f estsolution de (1) et
gx) = f(x) —m(e* —e ™) (3)
a) Expression de g''(x) en
fonction de f" (x) et m
g' () =f"(x) —m(e* +e™)
9" (%) = f"(x) —m(e* — ™)
b) Déterminer m pour que g soit
solution de (2)
9"(x) +gx) =1 -2m)(e* —e™)

Exercice 9 :
Partie A
1. Résolvons (E): y'+y =0
On a une equation différentielle
d’ordre 1. Donc: ly = ae™®, a € IR|
2. (ED): y'+y=e™
Vérifions que f est solution de (E;)
fx)=x+a)e™
f'fx)=e*—-(x+a)e™
ff)=e™=fx) = f'(0)+
f(x) =e*.
D’ou f est solution de I’équation
(E1)

3. Déterminons a

g estsolutionde (2)si1l —2m = 0.

1
m = -
2

c) Expression de f
f(x) = g@x) +5 (e —e™)

f(x) = acosx+ bsi nxt % (e* — e™™)

Donc :

d) Déterminons h

h(0)=0 = a=0
HO)=1 = b=0
Donc : |h(x) = %(ex —e¥)

f0O)=1 = @a=1

Partie B
fx)=(+1e™

1. Déterminons les limites

lim f(x) = —oo

im0 =0
2. Calculons f'(x)

f'(x) = —xe™

Ona:

f est strictement croissante sur
]—o0; 0] et strictement décroissante
sur I’intervalle [0; +oo].

Tableau de variation :

1 3
(T)y = —Zx + -
Partie C

X — 00 + 00
f'(x) + —
1
1 VRN
—00 0
3. Equationde (T) enx =1
(M: y=f D=1+ f(1)
Prol : TEKPOLO (rédo 15'0
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Volume I :

d(x) = f(0) +;(x—3)
1. Déterminons d'’(x)
d'(x) =f"(x) +§= —xe™™ +§
d"(x) = (x—1)e™*
2. Signe de d"'(x)

d' admet un minimum nul atteint
pour x = 1. Donc pour tout x réel,
d'(x) =d'(1). Donc :
d'(x) >0,vx € IR
3. Déduisons le signe de d(x)
d'(x) = 0,Vx € IR . Donc d est
strictement croissante sur IR.

l_imd = —00
{limd = 400
+0o

Enplusd(1) = 0.

Prof : TEKPOLO (rédo
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Pour tout réel x, e™* > 0. Donc :

d’'(x) <0six €]—o0;1]
d’'(x) = 0six € [1;4+]

Tableau de variation de d’

ANALESF

X — 0o 1 + o0
d" (x) — 0o +
d'(x)

0

d(x) <0 si x € |—o0; 1]
d(x) >0 si x € [1;4o00]

Interprétation graphique :

(C) est en dessous de (T) sur
]=o0;1]

(C) est au dessus de (T) sur
[1; +oo[

4. Représentation graphique
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Exercice 10 :
Partie A

D) :
1. Déterminons la solution g,
vérifiant (1)
Posons : go(x) =ax+b.Ona
go(x) =acet
go(x) — go(x) = —ax+a —b. Par
1dentification :

a=-1eth=——
1

e-2

g x)—gx) =x——

e—-1

1

e—1

Soit:|go(x) = —x —

2. h=g—g9
Démontrons que g vérifie (1) ssi h

vérifie (2)
e Supposons que g (1)

Ona:g'(x) —glx) =x —gor

9o’ (x) — go(x) = x — g

I1 vient alors que :

9'(x) = g(x) = go' (x) — go(x)

(9=90)"(x) = (g —go)(x) =0
Donc h est solution de (2).

e Réciproquement supposons que h
vérifie (2)
Ona:h'—h=0
(9= 90)' () = (g = go)(x) =0
g'(x) —g(x) = go'(x) = go(x)

g —g)=x-=

e—1

Donc : g est solution de (1)

D’ou : g vérifie (1) ssi h vérifie (2)
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3. Déterminons les solutions de e*>e—1
1I’équation (2) x=>In(e—1)
2): K'(x)—h(x)=0 Donc :
Equation différentielle du premier f est strictement croissante sur
ordre sans second membre. Donc : [In(e — 1) ; +oof
h(x) = ae*, a € IR f est strictement décroissante sur
Il vient alors d’apres la question ]—o0;In (e — 1)]
précédente que : lim f(x) = +oo
1 X——00
f(x):aex_x—;,aEIR. xginmf(x)z_l_oo
e Déterminons la solution Montrons que la courbe admet une
particuliere verifiant (1) qui asymptote que 1’on précisera :
s’annule en 0 Remarquons :
g(0) =0 (e LY L x
1 f(x) ( x e—1) - e—1e et
a— ; =0 . .
a:i xll’rpme_le =0
e-1 . . D’ou la droite (A) d’équation :
Donc:lg(x) =—e*—x — 1
. e—1 e—1 y=—X— ; est asymptote
Fartie B 1 1 oblique a la courbe (C) en —c©
l. f(x)=—e*—x—— .
e—1 e—1 c) Signe de f(x)
a) Calculons :
f0)=0f1)=0;f2)=e—-1
b) Sens de variation de f
f est dérivable sur IR et
f'(x) = ﬁe" -1 Tableau de variation de f :
Posons : f'(x) =0
x| —o 0 In(e—1) 1 4o
f'(x) - 0 +
+00 + oo
f(x)
f(lre—1)
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Ona: d) Représentation graphique
f(x) = 0 sur ]—o0; 0] U [1; 400 Courbe représentative

f(x) <O0sur[0;1]

2. Hx) =e* —x — E — % Donc H est strictement
e 14 . .

a) Sens de variation de H decrmss.ante sur |—oo; 0].
D, = IR {E{.{,’H =+
H est dérivable sur IR , et lirorol H =+

H'(x) = e* — 1 e Montrons que (I') admet une
H'(x) = 0six € [0; +oo]. droite asymptote
Donc H est strictement croissante Remarquons que :

sur [0; +ool. H(x) — ( x—X_ %)
H'(x) < 0six € ]|—o0;0]. 11m eX = 0
X—>—00
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D’ou la droite d’équation :

(A": y——x—l——est

e—1
2 1 Vx € |—o0;l le(e—_z)]
asymptote oblique a (C) en —© H(x) < f(x)
b) Positions relatives de (C) et (I) Donc (C) est au dessus de (I') sur
-2 1
H(x) - f(x)———+ v 2 |-oos |
—=- .72 _ e —
Posons : + e* — 0 Vx € [l foo [
. e—1 2(e —2)’
€ “2(e—-2) H(x) = f(x)
e—1 Donc (C) est en dessous de (I') sur
x=ln——
2(e—2) [ 2( —2) oo [
X | l e—1 + oo C) Représe.ntatlon,gltaphlque de (I).
2(e —2) Voir graphique précédente.
HE) = f() -0 * Tableau de variation :
X — 0 + o
H'(x) - 0 +
+ oo + oo
H(x)
11
2 e-1
3. Etablissons que : et l( FPICE. +1 et
_pxtl “e—1 2% e—1 e—1
H(x) —f f(t)de 1 N
x+1 x+1 +sx% +
J.T f®)dt = [ (;—t——)dt 2 e—1
G PR
" le-1 2 e—1l,
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ex+1 ex
=<e—1_e—1>
1 2 2
+§(x —(x+1)%)

x+1 X

e—1+e—1
1 1

—_ X __ o
S R

x+1

Dou: H(x) = [~ f(t)dt

Interprétation graphique de H(0) :

H(0) = f, f(t)dt
vt e [0;1],f(t) <O.

Donc : H(0) est ’opposé de I’aire
de la partie du plan délimitée par
la courbe (C), ’axe des abscisses et
les droites d’équation x = 0 et x =
1.

4. n=>1
a) Démontrons que :

fM)=sHMm) < f(n+1)
n=>1=[n;n+1] c [1; 4oo[. f
est alors croissante sur [n;n + 1].
Donc:n<x<n+1=

f=f)=sfn+1)

fn+1f(x)dx <

n

jnﬂf(n)dx <

fnﬂf(n + 1)dx

f) x[x]z™ <H@) < f(n+ 1) x [x]3*.

Or [x]7*! =
Dou:[f(n) <HM) < f(n+1)

e Déduisons I’existence d’un
unique réel U, € [n;n + 1] tel
que H(n) = f(U,)

f est continue et monotone sur

[n;n+ 1] et Hm) € [f(n); f(n + D]

D’apres le théoréme des valeurs

intermédiaires il existe un réel

unique U, € [n;n + 1] tel que

H(n) = f(Un).

b) Représentons U; et U,
H(D) = f(Uy) et H(2) = f(Uy).
On projette x = 1 etx = 2 sur la
courbe (I") de H. On obtient sur
I’axe (0y) , H(1)et H(2)

On trace les droites d’équations

y=H(1) et y=H(2).Elles

coupent la courbe (C) de f dont les

abscisses sont respectivement U; et
U,.
c) ,=U,—n, n€IN”

e Montrons que (V,) est bornée
Ona:
n<U,<n+1=0<U,—n<1

0V, <1
D’ou la suite (V,,) est une suite
bornée.
: eVn 1 v
e Etablissement: —=1-—+-=+
e—1 2en en
Hm) = f(Uy) = f(V, + n)
Vnt+n
em _'n,—'l'—'—l— ::e —-L% —-n'_._l_
2 e—1 e—1 e—1
1 Vp+n
en—n—-=12 —V,—n
2 e—1
1 an n
en—n—-+V, +n="A"
2 e—1

En divisant chaque membre de
I’égalité par e™, on a :
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e Déduisons que (1;,) admet une
limite que I’on précisera :
Ona: 0V, <1

1 < eVn 1
;— en en—l
1 1 1 eVn
l-—+—-<1-—+-<1-
2em e — en e —
1 1
— + —
Ze” en 1
1 1 eVn 1 1
1- 2en e_” S e— =1- 2en  en—1

lim
n—-+oo

1 1
(1-gen+ ) =1
d’apres le théoréme des gendarmes,

ona:

eVn

lim =1
n-+oe — 1
lim e’ =e—1
n—+oo

D’ou (V,,) tend vers l (e — 1).

Exercice 11 :

Partie A

h est continue sur [ = [0; +oo et
Vx € I,h(x) = 0. H est une
primitive de h sur [ telle que
H(0)=0

a) Démontrons que H(x) = 0

H est une primitive de h sur [ telle
que H(0) = 0= H(x) = [ h(t)dt
Pour tout réel t strictement positif,
h(t) = 0.1l vient que : [ h(t)dt >
0 par une intégration membre a

membre. D’ou : H(x) = 0.
4
b) Démontrons que : e* > =

24
Ona:vx=>0,e*—1>0
e*>1
Jy etde > [ dt
e*—1>x = e*=>x+1
En intégrant membre la nouvelle
relation, on a :

exZ%x2+x+1

Ensuite une intégration donne:

e* 2%x3+%x2+x+1

Et une quatrieme intégration conduit

a:

e > —x*+ix o +x+ 1.
24 6 2

1 4 1 3 1 2 x4
Or—x*"+-x"+-x“+x+1=—.
24 6 2 24

>

D’ou : pour tout x > 0, e* > ”

Partie B
f(x) =1—x%e"*
1. Etudions f
Df = IR
f est dérivable sur IR et

f'(x) = x(x = 2)e™
Vx € IR,e ™ > 0 donc f'(x) ale
signe de x(x — 2). Alors :
f'(x) = 0 sur |—o0; 0] U [2; +00].
Donc f est strictement croissante sur
]—o0; 0] et sur [2; +oo
f'(x) <0sur [0; 2].Donc f est
strictement décroissante sur [0 ; 2].
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lir_El fx)=1 Tableau de variation :
n—->+4+oo
X — 00 2 + 00
f'(x) + - 0 +
1 1
£ / \ /
— 0 1 — iz

2. Déduisons que f(x) = 0 admet
une solution unique «

Ona:1 —§> 0. Donc f ne change

pas de signe sur [0; +oo[. Par contre
elle est strictement croissante sur

]=o0; 0] et f(]—00; 0]) = ]—00 ;1]
contenant 0. D’ou 1’équation

3. Représentation graphique

f(x) = 0 admet une unique solution
o dans IR et x€ |—o0;0].

Valeur approchée de o< 3 10~2 pres
f(-=1)=1—-eetf(0)=1
f(-1D)xf(0)<0 =—-1<x<0.
En utilisant la méthode par balayage,
ona:—0,8 <x< —0,7. Donc

x=~ —0,75
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4. 1>0

AN _

a) Montrons que : ”

f;xze‘xdx
Y

AA) = f (1-f(x))dx Xu.a
0

2
=j x’e Xdx X 4cnt
0

AR _ f'1 x’e *dx

'\
D'ou ” 0

b) Montrons que fOA x’e *dx <1
lorsque 4 < 1

0<x?*<A?

< < =
O<x<4 L*Se”S1

Alors : x’¢™* < A?. En intégrant
membre 2 membre cette nouvelle

. A —
relation, ona : [~ x’e*dx < 4°. Or
<1

S Ao
D’ou: [ x’e*dx <1

A,
¢ Montrons que : [ x*e *dx <

24(1—%) < 24pouri=>1

4
On a d’aprés la partie A, e* > =—

24

x>x4 2 -z - 24
et >— o xet<—
24 x?

En intégrant cette relation membre a
membre, on obtient :
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X

A 1
j x?e *dx < 24(1 ——)
0 A

maz1=:1—%s1

A 247
x‘e *dx < [——]
0 0

D’ou

4 1
f x’e *dx < 24 (1 — —) <24
0 A

e Déduisons qu’on ne peut pas

avoir A(1) = 125

&0<ASL#?S1

A(A) < 4cn?
&AEL#9324

A1) < 96¢nt

D’ou il n’est pas possible de
réaliser A(4) = 125.

Partie C
1. Vérifier que f"'(x) + 2f'(x) +
f(x)=—-2e*+1
f est deux fois dérivable sur IR et :
f'(x) = —2xe™ + x%e™™
f'"(x) = —2e™* + 4xe™* — x*e™™
On trouve aisément :
[l +2f'(0) + f(x)
=—2e*+1
2. Déterminons la primitive F de f
sur IR vérifiant: F(0) = 0
") +2f'"(x)+f(x) =—-2e*+1
f'x)+2f(x)+F(x) =2e*+x+k
F(x)=—f"(x)—2f(x)+2e ™ +x+k
F(x) = x2" +2xe ™ + 2™ +
x—2+k
F(0O)=0 = k=0
Soit :
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F(x) =x?e*+2xe *+2e *+x—2
3. Ecrivons F(x) sous forme
d’intégrale :

F(x) = j f(t)dt

F(x) = fx(l — t’e b)dt
0

Une double intégration par parties
permet d’obtenir le résultat
précédent.
Partie D
y'+2y'+y=-2e*+1 (E;)
1. Résolvons:(E,)y" + 2y +y =0
Ona:r*+2r+1=0

r=-—1

Donc :

y=(ax+b)e*ouaetheclR

2. Soit g solution de (E,)
e Démontrons que g + f est
solution de (E;)
g solution de (E,) =
9" +29"+g=0

Or f"+2f'+f=-2e7*+1

Il vient alors que :
f+9"+2(+9)'+(f +9) =
—2e7*+1

D’ou f + g est solution de (E,)

) h est solution de (E;).
Démontrons que h — f est solution
de (E;)
h est solution de (E;) =
h'" +2h' + h=-2e7* +1

or f'"+2f +f==-2e"*+1.1
vient alors que :

h" +2h"+h=f"+2f"+f
(h=f)"+2h—=f)+h-f)=0
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D’ou h — f est solution de (E,) x+1=0 = x=-1
—x’e™*+1—y=0 y=e—1

Ensemble des solutions de (E;)
Onah(x) = g(x) + f(x)

h(x) = (ax + b)e ™ + 1 — x’e™*|
3. solution ¢
p0)=¢'(0)=0=>a=b=-1

o(x)=1—(x*+x+1)e™
Partie E
a€IR,g,(x) = (—x*+ax+
a)e ™ +1
1. démontrons que toutes les
courbes passent par un point fixe.
Posons : g,(x) =y
—x2 7 a(x+De*+1—y =0

Toutes les courbes passent par le

point I (e i 1).

2. a # —2. Montrons I’existence de
deux extrémas

Ona:gy(x)=x(x—a—2)e ™.

La derive s’annule en x = 0 et en

X = a + 2 en changeant de signe.

D’ou I’existence de deux extrémas.

3. M, (a + 2)

y

Yy =gala+2)

y=(—a—4)e @2 41

Donc: (I : y=(—x—2)e *+1]

Exercice 13 :

1. a) Démontrons que Vx €

IR, f'(x) # 0
D e [f'@OF =1+[f®]
Or pour tout x, 1 + [f(x)]* > 0.
Donc [f'(x)]? # 0.

D’ou: f'(x) # 0

b) Calculons f(0)

De la relation (1), on écrit :

[f' (O = [f(0)]* =1

1-[fO* =1

2. Démontrons que [ (x) = f(x)

Ona: [f'()]* = [f(x)]* =1
(Lf'CPP = [f )] =0

2f"C) X f1(x) = 2f' () x f(x) =0

2f" (" () = f(x)] =0

Or f'(x) # 0.

Donc f"'(x) — f(x) =0

Dou: f"(x) =f(x)

B.u=f"+f etv=f"—f
a) Calculons u(0) et v(0)

u(0) = f'(0) + f(0) = 1
v(0) = f'(0) - f(0) =1

b)  Démontrons que u' =
u et v=-v
Ona: f (x) =f(x)
ulx) = f'(x) + f(x)
u'(x) =f"(x)+f'(x)
u'(x) =f(x) +f'(x)

D’ou : u'(x) = u(x)

v(x) = f'(x) = f(x)
v'(x) = f"(x) = (%)
v'(x) = f(x) = f'(x)
v'(x) = —-(f'(x) - f(x)

D’ou : v'(x) = —v(x)

c) Déduisons u et v
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u' —u=0. £lx) = u(x) —v(x)
Equation différentielle du premier B 2
ordre. Donc : u(x) = ae*,a € IR Soit : f(x) = ex_: i
u@®=1 = a=1. 4. a) Calcul de limites
Donc : u(x) = e* limf = —o
vAv=0. | lim f = +oo
Equation différentielle du premier +00 o
ordre. Donc : v(x) = be™*,b € IR b) Tableau de variation
, x+ —-X
v(0)=1 = b=1 f(x):eze
Donc : v(x) = e Vx €IR, f'(x) > 0. fest
d) Déduisons que:f (x) = ex—ze_x strictement croissante sur IR
Ona:{f/-l_f:u X — +
fr-f=v ;
f'x) +
00)
fx)
—00
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Exercice 14 :

Partie A

1. (F) est la représentation graphique de g’ et (C) celle de g.

Tableau de variation :

3
X — E —1 1 5
g'(x) - 0 + 0 -
(1)
gx)
2. Le coefficient directeur est Or fo(x)+ folx)=2(x+1)e ™.
a=1. donc :
Partie B
W+f)+Ww+f)=2x+1e™
. Ayt — -x
(B):y' +y=2(x +,1)? D’ou : u + f est solution de (E)
1. Montrons que f, définie par .
£o(x) = (x% + 2x)e* est solution Déduisons pour tout x, f(x)
e () FOO) = u(@) + fo00) et u(x) =
£10) = (—x2 + 2)e* ae™ car u est solution de (E).
I(x) = (-
D :
f30) + fo(x) = 2(x + 1)e ™ = T
D’ou : f est solution de (E) f) _ (x” +2x +aje
. ; 4. Déterminons g
2. Résolvons (E") lution de (E) et g(—1) = 0 =
(E') est une équation de premier g S_O; 1;)n.t 'e (E)etg B
ordre sans second membre. a= > S0t
g(x) = (x+ e
Donc:y =ae™, a€lIR 5. Déterminons h solution de (E)
3. u est solution de (E"). Montrons tel que h'(0) =0
que fo + u est solution de (E) h'(0)=0 = a=2.
u solutionde (E') @ u' +u =0. Donc h(x) = (x% + 2x + 2)e™*
Proi : TEKPOLO (Crédo 163

tekpolocredo@yahoo.ir




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques Volumel : ANALYSE

SUITEN NUMERIQUES

Exercice 1 :

Dans chacun des cas suivants, préciser la fonction f telle que :
U,, = f(n) puis déterminer la limite de la suite (Up,),es &

1 1

a) Up=n—— c) Un=n(eﬁ—1)
3n%-1
b) Uy = (2n+1)?

Exercice 2 :

Soit (Up)ne; nla suite géométrique de raison S ¢t de premier terme 2.

Etudier la convergence de la suite (U,,) ¢ €t de la suite (V,),¢; y de terme
général V, = ¥70_, Up,.
Exercice 3 :

Dans chacun des cas suivants, utiliser les propriétés de comparaison pour étudier
les limites de la suite (U,)ner &

a) U, =cosn—n ¢) U, =Inn+(—1)"
b) U, =n+(—1)"cosn dUu,=(C-D"-3"

Exercice 4 :

1. Soit (U,)ne; yla suite de terme 2. Dans chacun des cas suivants,
il [T — T utiliser une méthode analogue

general . Un = m ) . s g
pour déterminer la limite de la

a) Déterminer la limite de cette suite (V,)e; y définie par son

suite. N
_ o ' terme général :
b) En déduire la limite de la suite -
n?+1
(V) ner v de terme général a) V, = /(n 11y
,=cod
n n b) Vn .y "(1:2n)
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1 1-n?
C) mn = - d) I/n =en

Exercice 5 :

U est une suite numérique définie N*). Exprimer ¥}, en fonction de U,,.
par : U, = \/i_, (n € N b) Quelle est la limite de la suite
n
(')
1- Quelle est la limite de la suite U ? ! . :
2- p est un nombre entier naturel c) Quelle est la limite de la suite
Sin?

non nul. §; ,, est la somme
Uy + Uy + -+ Up.
a) Calculer en utilisant la

5- (wy,) est la suite numérique
définie par :
= 1+i+i+...+i

méthode des rectangles d’amplitude Wn NNE yn
1, un encadrement de I’intégrale : (n € N)
f5 i dn. a) Démontrer que : Vn €

N*2Vvn+1-2<w,.

b) En déduire f dn <Sia- On établira d’abord la relation :

3- Démontrer que : Vn € . _ 1
N*f”“ld g vn € N*,vn + \/ﬁ<2ﬁ
X < o1n- b) Déterminer la limite de (w,)n €
4- N*.
a) OnposeV, = fn+1ld (ne
Exercice 6 :

Soit f la fonction définie sur Et:
[n/3 ; 7T/2] par : L f”/z dx

cosx 0 '

F) =<8 m, Si fix
s inx

a) Calculer I, et ;.

1- Calculer f’(x) et étudier le signe .
f') 8 b)  Montrer que pour tout entier

) T
de f'(x) sur [3 ’ 2]' naturel non nul et pour tout réel x de

2- On pose pour tout entier naturel I’intervalle [ / 3; /2] ona :
non nul : cofx 4 1
1 _f/2<cosyl CESim 3T
no m, S fx c) Montrer que :
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0<[ <—" d) En déduire la limite de I,,.
— n—g9 2n-1

Exercice 7 :

On pose]=f0n/4c(f;x et pour tout 1 _ aco'sx_l_ bcots*x
, cosx 1l—sinx 1+sinx
entier naturel n,n En déduire la valeur de I,.
I, = f /+  dx 3- Montrer que (par une intégration
o Ccogntlx par partie) pour tout entier naturel
1- Montrer que pour tout entier non nul, 2nl, = (2n—1) I, +
naturel n, I,, existe et est strictement 2"
positif. . V2
2-  Montrer qu’il existe deux réels En déduire le calcul de J.
a et b tels que pour tout x élément
de [O; E],
4
Exercice 8 :
On considére I’intégrale I,,, n € N a- Calculer I; obtenue pourn = 1.
définie par : b- Donner I’expression de I,,,; en

[ = fex(l nY" dx fonction de I,,.
A 3- Calculer en utilisant les
1- Calculer I obtenue pour n = 0. résultats précédents 1’intégrale :

5 » Py . J4 . e
2- A l’aide d’une intégration par j x[1 41 nx— (L nd? + 21 n dx
1

parties :
Exercice 9 :
Soit (Uy) la suite de terme général : a) A l’aide d’une breéve étude de
1 . 1
U, = fo la fonction : x +— N montrer que,
l. Calculer UO et Ul. pour tout n de N,
2. Quels sont le sens de V2 g < L

<U,< )
variation et la nature de la suite 2(n+1) n+1
b) Déduire lim U,

(Un)? n-+coo
3. 4.
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a) Montrer que pour tout entier

naturel non nul n,

Unsr + Up < 2.

b) En déduire un nouveau
majorant de (U,,) pour tout n non
nul, puis la valeur de

lim nU,
n—+oo

Exercice 10 :

1. Pour chaque entier naturel n, on
pose :

1 x"
U"_fo a1
a. Montrer que I’on a ainsi
définie une suite (U,), dont chaque
terme est positif ou nul.
b. Etudier le sens de variation
de la suite (U,). En déduire qu’elle

converge.

4
c. Montrer que < 3

4x*+2x+1
pour x € [0; 1]. En déduire la limite

de la suite (Up,).
2.
a) Justifier, pour tout entier

naturel n, ’existence de 1’intégrale
2n+1

1x
dx
fO x%+1

On pose alors

x2n+1

1
U, =2 d
" fox2+1x

On ne cherchera pas a calculer U,,.

b) Démontrer que, pour tout
entier naturel n,ona: 0 < U, et

1
Uns1 +Un = 5555

c) Calculer U,. En déduire Ila
valeur U,, puis celle de U,.
d) Etudier les variations de la suite
(Un)nEN-
e) Démontrer que, , pour tout entier
naturel n, on a :

1
o<vu, <——
" Tn+1

f) En déduire que (Uy,)nen €5t
convergente et préciser sa limite.

Exercice 11 :

On considére la suite (U,) définie

par U, et pour tout n de N par:
Un+1

VUn%+1

1. Démontrer que la suite (U,,)

Upy1 =

est constante si, et seulement si U,

prend deux valeurs que ['on

précisera.

2. On prend U, dans [intervalle
1-1;0[.

a) Démontrer que pour tout
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n €N, -1 <U, <0.Etque Uy, est ¢) On pose k = \/1T Démontrer
une suite décroissante. Vo™l

que pour tout n€N, on a:

b) Démontrer que pour tout

Uy+1
nEN,0< Upyy +1< 22

0<Upy1 +1<K™Uy+1).
En déduire que la suite (U,) admet
une limite [ que I’on précisera.

Exercice 12 :

On considére la fonction f définie

par:x € R},
f(x) =242l nx

1. Démontrer que 1’équation

f(x) = x admet une solution unique

a dans ’intervalle [5; 6].

2. On considere la suite (U,,)
Uy=5

Un+1 = f(Un)

a) Démontre que pour tout entier
naturel n, U,, € [5; 6].

b) Prouver que la suite
croissante.

définie par : {

U, est

3. a/ Prouver que pour tout x de
Iintervalle [5;6],ona: |f'(x)| <

vl N

b/ En déduire que pour tout entier
naturel n,on a :

2
Unsr = al < 2|U, —al.

¢/ Démontrer que pour tout entier

naturel nona:

U, — a| < (é)n

d/ Conclure que la suite (U,)
converge et préciser sa limite.

4. a/ Déterminer un entier

naturel p tel que U, soit une valeur
approchée de a a4 1073 pres.

b/
approchée de a a 1073 pres.

En déduire alors une valeur

Exercice 13 :

Le but de ce probleme est I’étude
d’une fonction f et la recherche
d’une valeur approchée de la
solution de I’équation f(x) = x.

I.  Soit la fonction g définie
sur R par :

glx)=e*(1—x)—1.

Etudier le sens de variation de g et
en déduire le signe de g(x).

II.  Soit la fonction f définie sur

R par :
{f(x) = exx—1 +2 six#0
f(0)=3
On désigne par (C) la courbe

représentative de f dans un repere

orthonormal (Unité : 2¢ m).

1. Etudier la continuité et la
dérivabilité de fen 0.
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2. Etudier les variations de f

(sens de variations, limites aux

bornes de Df et tableau de

variation).

3. Montrer que la droite (D)

d’équation y = —x + 2 est

asymptote a (C). Préciser la position

de (C)rapport a (D).

4. Tracer (C), la droite (D)

ainsi que la tangente a (C) au point

d’abscisse 0.

5. Soit la fonction h définie sur R
par: h(x) = f(x) — x.

a- Montrer que pour tout réel x,
h'(x) < 0.

b- En déduire que I’équation

f(x) = x admet une solution unique

a dans I’intervalle [2; 2,5].

III.  Dans cette partie, on se

propose de déterminer une valeur

approchée de a.

1. Démontrer que si x € [2;2,5]

ona:g(x) =—-20et

(e* — 1)* = 40.

En déduire que si x € [2;2,5], alors :

—-05<f'(x)<0.

2. Soit la suite (U,) ey définie par :
Uy=2
{Un+1 = f(Un)
a- Montrer que si U,, € [2; 2,5],
U,+1 € [2;2,5].
b- Montrer que pour tout n
¢lément de N,

|Unss = al <510, —al
c- Montrer que, pour tout n de N :
Uy — al < Q"Uo —al < ()™
puis que la suite (U,,) converge vers
a.En déduire un entier n,, tel que
pour n = ngonait: |U, —a| <

1073,

3.

a- En utilisant le sens de

variation de fsur [2; 2,5], montrer

que pour toutnde N, ona:

(Upyr —a)(U, — a) < 0.En

déduire que a est compris entre U, et

Un+1-

b- Donner une valeur de U; ; U, ;
...; Ujp. (Alaide de la
calculatrice). Améliorer la valeur
de n, trouvée dans le 2.c-.

Exercice 14 :

Partie A :

Soit f la fonction numérique définie
par :

f(x)=e*In(1+e*). Pour tout
nombre réel strictement positif a, on

pose I(a) = foaf(x) dx.

1. Montrer que f est une

fonction a valeurs positives. Quel est
le signe de I'(a) ?

2. a/ Déterminer les réels a et b
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tels que : pour tout nombre réel x,

eX

=a+

. En déduire le
1+eX 1+eX
3 1
calcul de dx.
Jb 1+e*

b/ Calculer f + f.
¢/ Calculer alors I ().

Partie B :

On considere la fonction numérique

définie pour tout xréel par: f(x) =

. On désigne par (C) sa courbe

e*+2
représentative dans le plan muni
d’un repére orthonormé (o,1,))
(Unité 5¢m)

A/

1- Etudier les limites de f aux
bornes de son ensemble de
définition et en  déduire
I’existence d’asymptotes a (C).

2- Etudier les variations de f et
dresser son tableau de variation.

3- Construire la courbe (C) et ses
asymptotes.

B/
1) Déterminer une primitive sur
R de la fonction g définie par:
X

g(x) - ex+2’

2) Calculer f(x) + g(x) eten
déduire une primitive sur R de la

fonction f.

3) a étant un réel strictement

positif, calculer en ¢ n?, aire A(a)
de la partie E du plan définie par :
E=M(xy))0<x<a e 0<
y = f(x)}

4) Déterminer la limite de A(a)

quand a tend vers +oo0. On pourra
vérifier que :
ea

_ a —
a—In(e*+2)=In (ea+z)'

C/ Soit h la fonction définie pour

tout x réel par : h(x) = f(x) — x.
1. Etudier les limites de h aux
bornes de son ensemble de
définition, ainsi que ses variations.
2. En déduire que I’équation
f(x) = x admet une racine unique
a dans R. Déterminer par le calcul
un encadrement de @ 2 1077 pres.
D/
1) En utilisant le sens de
variation de f, démontrer que
I’image par f de I’intervalle
[ = E, 0,6] est inclus dans E, 0,6].
2) Démontrer que pour tout x de
Rona:|f'(x)] < % et en déduire en
utilisant I’inégalité des
accroissements finis que : pour tous
x de R

f () —al <5 lx~al

3) On considere la suite définie
pour tout entier naturel n par

Unyr = f(Up) et Uy = %

a. Démontrer que tous les

termes de la suite U appartiennent a
I’intervalle I.

b. Démontrer que pour tout

entier naturel non a :

1
Unss = al < 21Uy — al.

4) Démontrer que pour tout
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entier naturel n, on a I’'inégalité :
1 1
U, — a| < —

10 "2n’

En déduire que la suite U converge
et préciser sa limite.

Exercice 15 :

L’objet du probléme est de montrer

que, pour n trés grand, n! est
n"(Vn)

en

. A cette fin on

comparable a

introduit une suite obtenue en faisant

le quotient de ces deux quantités. A

I’aide de fonctions étudiées dans les

parties 1 et 3 on montre d’abord que

cette suite a une limite positive ou

nulle ( partie2) puisque cette suite a

une limite strictement positive

(partie4).

Soit donc la suite (U,,) définie pour
nle™

nt(\n)

PARTIE 1 : Etude du signe d’une

premiere fonction auxiliaire

Soit f la fonction numérique définie
sur |1; oo par :

flx) = ﬁ+ In(x — 1) — In (x).

1. Calculer la dérivée f' de f et
vérifier que, pour tout xdans
]1; +oo[,0on a:

flx) =

n=1par: U, =

1

4x(x — 1) (x — %)2

2. Calculer la limite de f(x) quand
x tend vers 1.

3. Montrer que la limite de f(x),

quand x tend vers +oo, est égale
ao.

4. Déterminer le tableau de fsur

]1; 4+oo[. En déduire le signe de f(x)

pour tout xdans |1; 4oo].

5. Tracer la courbe représentative de
f dans un

repére orthonormal (0;7; 7). (Unité

graphique 4cm)

PARTIE 2 : Etude de la
convergence de la suite (U,,)

Soit (V) la suite définie pour n > 1
par:V, =In (U,).

1. En remarquant que :

In(n) =ld+12+ +In(n),
montrer que, pour tout entier n > 2,
ona:

= Vooy = (n=3) F(0) (Douf
est la fonction étudiée a la partie 1.
2. Etudier le sens de variation

de la suite (V,,), puis le sens de
variation de la suite (U,,).

3. Montrer que la suite

(U,,)converge vers un nombre réel
positif ou nul, noté [.

PARTIE 3 : Etude du signe d’une
deuxiéme fonction auxiliaire.

Soit g la fonction définie sur
12; +oo[ par :
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1

2052
5x*(x 2)

gx) =fx) +

fonction a la partie 1.

,ou f estla

1. Calculer la dérivée g’ de g et
vérifier que, pour tout x dans
12; +oo[,0on a:

—7x* 4+ 16x — 4

20x3(x — 1) (x — %)2

g'(x) =

2. Dresser le tableau de variation de
g. Calculer la limite de g(x),
quand x tend vers +oo et déduire
que, pour tout x dans ]2; +oo],
g(x) est strictement positif. (On
ne demande pas de tracer la
courbe g.)

Exercice 16 :

Partie A

Dans cette partie, on se propose de
résoudre le probléme suivant :
trouver une fonction f définie et
dérivable sur I’intervalle ]0; +oo],
s’annulant pour x = 1 et vérifiant la
propriété pour tout x > 0,
(E): xf'(x) —3f(x) = 3l nxou
[ ndésigne le logarithme népérien.
1- Trouver toutes les fonctions
polynémes P du 3™ degré telle que,
pour tout x réel,
xP'(x) —3P(x) = 0.

2-  Soit une fonction f définie et
dérivable sur I’intervalle ]0; +oo
telle que f(1) = 0. Soit h la
fonction définie sur ]0; +oo[ par la
relation f(x) = x3h(x).
a. Calculer h(1).
b. Calculer f'(x) en fonction de

h'(x) etde h(x).
C. Montrer que f vérifie la
propriété (E) si et seulement si pour

l
tout x > 0, k' (x) = =2

x4’

d. On suppose que fvérifie (E).
Montrer que h est définie sur

10; +oo[ par : h(x) = flxgi—ftdt.

Déterminer h(x) a I’aide d’une
intégration par parties.

3-  Montrer qu’il existe une
fonction f et une seule solution du
probléme posé et en donner
I’expression.

Partie B

I.  f la fonction définie sur
10; +oo[ par :
1

(1) = 750 —
fx—gx nx3

1- Etudier les variations de f et
dresser son tableau de variations.
2- Construire dans un repére
orthogonal (unité 10c men abscisse,
5c¢men ordonnée) la courbe
représentative (C) de fsur |0; 1].
3- Soit A un réel strictement positif.
a. A l’aide d’une intégration par

partie, calculer [ 1'1 | ntdt.
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b. En déduire I(2) = [ f(t) dt.
Donner une interprétation
graphique du résultat.

c. Déterminer lim,_,, I(1).

1- Soit n un entier naturel supérieur
ou ¢égal a 2.

a. Soit k un entier naturel tel que
1<k<n-1.

Montrer que : % f (ﬂ) <

n
k+1

f%T fdt<f (S)

b. En déduire les inégalités :

G+ ()=

fgf(t) de < 2[f(3) + -+
FE] 0

2- Pour tout entier n = 2, on pose :
o=l () + -+ G)
" n / n / n
k=n
=22 )
n f n
k=1
a. Déduire des inégalités (1)
I’encadrement :

Q=5 =1G)+27 ()

b. Déduire lim;_,, A f(A) et prouver

: 3
que lim,_,» S, = "

Exercice 17 :

A. On désigne par g la famille de

fonctions sur [—1; +oo] par :

g(x) =a—xe 1 ¥oua € R.

1- Etudier les variations de g,,.

2- En déduire le signe de g, g; et
g-1/,

B. Soit la famille de la famille de

fonction définie sur [—1; 4o par :

L) =(x+1D(a+e ™) dela

courbe représentative (C,) dans le

plan muni d’un repére orthonormal

(0,7,7). (unité graphique 4c m).

1- Etudier suivant les valeurs de a la
limite de f,en +oo.

2.

a) Montrer que la droite

(D,):y = ax + a est asymptote a
(Cp) en oo,
b) Etudier la position relative de
(Ca) et (Dg).
3-
a) Calculer f',(x).
b) Dresser le tableau de variation
de f, puis f; (utiliser la partie
A).
4-
a) Déterminer les tangentes T et T;
respectives aux courbes (Cp) et (C;)
au point d’abscisse —1.
b) Tracer Dy ; D, ; Ty ; Ty ;Cy et Cy.
C.
1- Montrer que I’équation

f' 1(x) = 0 admet une solution
2
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unique solution et que : —1 <
a < —0,5.
2-  Soit h I’application de

I = [—1; — %] sur R définie par

h(x) = — % el** ; démontrer que a

est I’unique solution de 1’équation
h(x) = x.

3- Etudier les variations de h et

montrer que Vx € I, h(x) € I.

e

Montrer que : Vx € I, |h'(x)| <
4- On considere la suite (U,,)
définie par Uy, = —1 et

vn € N,U,41 = h(U,).
a) Démontrer que Vn € N, U,, € I.
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b) Démontrer que Vn €
Ve
N, |Un+1 - CZI = Py |Un - CZ|.

c) Démontrer que Vn €
n

N, U, —a] < (\/Z—E) % En déduire

que la suite (U,,) converge et

donner sa limite.

d) Trouver le plus petit entier p tel
que |U, —a| < 1072

5- Démontrer que :

_ (a+1)?
fale) =-=

tableau de variation de f 1 puis
2

. Dresser le

tracer (C 1).
2
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Proposition de corrigés

SUITES NUMERIQUES

Exercice 4 :
nm _ 1+n
1. OndonneUn—m b)Vn—ln(nz)
a)Déterminons la limite de la suite lir_El 1 +2n _ lirP % —~0
. n-+o n n-+oo
Soit: f(x) = (x+1)2 Donc :
X1 lim V,, = —
lim f(x) = lim —=m notoo >
X—+ 00 X—>+oo X 1
Donc : xl—1>r-|pooU ©) Vo= |3 nn)
b)Déduisons la limite de 1, Posons U,, = #ﬂn) Ona:
V, =coqU,) et 1
x1—1>£-nmU = m. Alors n1—1>r-|¥loo Un = n1—1>r-|¥loo n ( 1— l T(TL))
llr+n V,=cosmt= -1 n
2. (V,)ner yune suite numérique L) -
Car— - 0. Donc .
2) v, n’+1
(n+1)? llr+n V, O‘
n®+1 _ e
lim V, = lim |[—— d) Vh=en
n—+oo n-+oo [(n+ 1) 1 — n?
lim = lim (—n) = —o0
2 n-+oo n n-+oo
n
= lim |= Donc :
n‘”’“’\}" lim V, 0‘
lim V, =1 e
n—+oo
Exercice 6 :
cosx T n
XE[ ] f()_SLnx Z-InszZ(C?”b dx
1. Calculons f’(x) -
_ (2_1
F0) = - o= i Gm
siNnx
a)Calculons I, et I;
Vx € [ ] flx) <0

Prof : TEKPOLO (rédo 175
tekpolocredo@yahoo.ir 1




«le Pralicien »

Terminales Scientifiques Volumel : ANILKSF
7 1
2 *
_jn -ﬁxdx vn € IN ‘v’xe[3 2]
3 St 0<cos"x<4 1
cosf T sinx” 3°2m
= | — - T
S i AT c) Montronsque 0 <1 S owgni
f 1 Ona: Vn€IN*, Vx €
0~ Tom cos*x _ 4 1
3 53l o= <in
I jicosx cofx 2% 1
= X —_
V7o osi OssiﬁxSB'Zn
T T
1 > 0 < Eco.snxd <1 1 id
N  festtocsd o
sin T T
; 1 1 T
2
I ——1+\/7§ OSInS§.2n_2[x]%
b) Montrons que Vn € IN*, 0<] <l 1 (E_E)
— N = 9'9n-2
T ow cos*x 4 1 32 2 3
VxE[—;—],OS . 11
3’2 sifix — 3'2m 0<[ <= (7T
T<x<Z 3 0<cosx<= et -~ hT3'2mn2\2x3
3 2 2 7T
<
f sims1 ‘0 In—g on-1
O<co§’x<zin ot Z<Siﬁx<1 d) leltedela;ulteln
lim ———=0
0<codx<— et 1< g— n-+w 9 X 2n-1
2" lﬁx lim I,,=0
Le produit membre a membre donne n—+co
alors :
Exercice 7 :

etvn €

z dx
— (2
] fO cossx

T

IN, I,

1. Montrons que pour tout n, I,
existe et est positive

f dx
0 cogntly

La fonction x — c 0 €™ 1x est

continue et non nulle sur [0 ; E]

Donc la fonction x + est

cosggntiy

. T N .
continue sur [O ; Z]' D’ou I’existence

de l'intégrale I,,.

T V2
0<x<- > —<cosx1
4 2
. n+1 . 1
Donc:cos™x >0; — >0
D’ou: I,, >0
2. Montrons que 3 a, b tels que
1 _ acosx bcosx
cosx 1-sinx 1+sinx

Prof : TEKPOLO (rédo
tekpolocredo@yahoo.ir

176




«le Pralicien »
Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALYSF

acosx bcos x

— + -
l1—sinx 1+sinx
_(a—b)sinxt(a+b)

CoSX
o . fa—b=0
Par identification : {a tbh=1
1
a=>b= 2

Déduisons [,

T
7 dx
I():f
g COSX
T
_fZl( COSX N COSX 4
N o 2\l —sinx 1+sin)' x
[ H{1+siny—

lr(l—sin}]g

fo = (22

3. Montrons que Vn € IN*, 2nl,, =
2n—1DIL_, +%

NIH

V2
T
| _J‘Z dx
"), cogntiy
T
_fZ 1
), codx
X 1 d
cog™"1x x
Posons :
sinx
u (x) coszx = u(x) " cosx

v(x) = —y DV (x) =
(2n-1)sinxoss™ %x
cosin=2y

v(x)=(2n-1) .

Sinx
0$M"x
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TC
. [si nx>< 1 ]Z 5
" lcosx cognlxl, (2n
T sifx
- 1)]() co§n+1xdx
T
_[ Sinx]Z 5
" lcognxl, (2n
TT
21 —codx
B 1),]; cosntly dx
In = [cz;rzc] _(Zn_l)f 52"+1x copnig dx
(2n—1) f04c052n —dx
sinx
[Coszn] —@2n- DI, +
(Zn— Din-1
2nl, = [CZ‘SZ?] +@2n - DI, ,

. I
Sl nxj4

2nl, = [c 0§nx]0 - (2n-DI,_4

1
V2

@)

D’ou:

—(2n-—

DIh-q

2
2nl, = 2n—- 1)1,  +—

vn € IN*

n

V2

Calculons |
J =1
Pourn=1,ona: 2], =

2
10+\/_§

1 2

11 =_10+

20" o

Pourn=2,ona:4l, =

3
]=12=ZI1+
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_3I+3ﬁ+1 _3, +7\/i
J=ghtg V2 J=glt 3
Exercice 9 :
1 3. fixe 1
U, = f dx, Yvn €IN " Vitx
" oV 1+x 1

1. Calculons U, et U,

1
U =f dx
0 ()\/1+X
= [2vT+7x],
UO :2\/2_

T x
U=j dx
! 0\/1+x
1
=j (\/1+x—
0

1
dx
i)
1
=j\/1+xdx—U0
0
2 1
=[§(x+1)\/1+x] —2vV2+2
0
4 2
=—V2Z-Z--2vV2+2
sV2-z—-2V2+
2 4

2. Sens de variation et nature de
la suite (Un)

U v = [(eD
n+1 n — 0 W
> -1 <
vx €[0;1], —= \/_ Oet(x—1)<0
Il vient :
x™(x—1) 1x™(x-1)
et S0= ) T
Upsy — U, <0
(U,,) est donc une suite
décroissante.

a) Montrons que

<
2(n+1) — T n41

Ak 2+ DVx + 1
Pourtout x de [0;1],f'(x) <O. f
est donc strictement décroissante sur
[0;1]. 1l vient :
0<x<1=f(D)<f(x)<f0)

1
— < <1
V2 T N1+ x
xn x"
— < x
\/_ V1+x +x
1
R f
0 1 +.X,'
1 1
n+1 n+1
Sl = v <],
, V2 1
D’ou : 2+ 1) < Un el
b)  Déduisons la limite de la
suite (U,)
lim —\/E = i !
n—1>+00 2(n+1) B n—1>r-|poon +1
Donc :
lim U,=0
n—+oo
4. a) Montrons que Vn €
. V2
INF, Un+1+UnS7
U U 1xn+1 + x" p
= | ————dx
n+1 n o \/m
.[1 n( x+1 )d
=] x X
0 Vvx +1
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1
2
Un+1+Un=fx"\/x+1dx UnSL
0 2(n—1)
O<x=s1= l=x+1s<2 (U,,) est majorée par
1<Vx+1<V2 " JOTEE P By
X" < x"x F 1< x™2 Déduisons la limite de nU,, :
! ! Ona: U, < V2
f xMdx < f x™Vx + 1dx T T 2(n-1)
0 0 L U _ n\/i
S\/E-fox dx nn_Z(Tl—l)
Or: Et:
! 1 o1 V2 2
j xMdx = [n n 1xn+1] = ——— 2(n+1) < Un 2(n+1) < nUy
° NGl ’ NGl Alorsona: /2 nU. /2
E < U n+1 + U < : < 7 2(n+1) n= 2(71—1)
D’ou : ; nv2
: lim ————
2 n-+o2(n+ 1)
VnEIN*, Un+1+UnS: \/E n
‘Zl I();dl)liSOl’lS un nouveau majorant = nl_i)rjloo > X n—1)
n 5 B \/E
Un+1 + Un = no B 2
Upey — U, <0 V2
ﬁ lim nU, =~
U,+U,.1 <— =200
-1 pour toutn > 1
U, — Un_ S 0
V2
2U, <
"Tn-1
Exercice 10 :
l.nl—>Un=012L Dou:U,=>0
4x>+2x+1 —
a) Montrons que U, > 0 b)  Sens de variation de (U,,)
1 n+1 n
L (4P +2x+1>0 U.. —U :j L r g
VxE[O,l],{ X" >0 n+1 n 04x2+2x+1 X
Donc :

xn

> >0
4x“+2x+ 1

1 x"
dx =0
f04x2+2x+1 *
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_x _ lim U, =0
Vx € [0;1], T et X 1<0. ; J ;_,J,ool ;
. . t ’ t
Alors - xz(x 1) < 0.1 vient - a) 2ufll ions 1’existence de
4x°+2x+1 fl x n dx
U1 —U, <0 0 x*+1

(U,,) est une suite décroissante.

e Déduisons qu’elle converge
On a: U, = 0 donc la suite est
minorée. En plus elle est
décroissante.

D’ou (U,,) est une suite
convergente.

1 4
c) Montrons que ——— < -
4x°+2x+1 ~ 3

1?3
4x* + 2 1=4( —) —
X+ 2x + x+4 +4

2

1
Vx € IR, 4<x+Z) =0

1l +1)2+3>3
*Ty) Ta=x
3

4x2+2x+IZZ

D’ou:

T Ax?+2x+1

IA

4
3

e Déduisons la limite de la suite
1 4

2 =3
4x“+2x+1 3

3
1 x" 4 1
f > de—fx"dx
o 4x°+2x+1 3

U, <—
n=3hF1"

U<4>< !
"3 " n+1
li 4>< !
n—HIL>3 n + 1

Donc :
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2n+1
. X
La fonction x = =
x“+1

est continue
sur [0 ; 1]. D’ou I’existence de
I’intégrale.

b) On pose U,, = Zf -4
montrons que pour toutn, 0 < U, et
Unsr + Up = —

n+1
x2n+1

2n+1

vx €[0;1]; S —=0.

Donc:0 < U,

Uny1 + Un
.f1x2n+3+_x2n+1
0

x’+1

dx

1 x?+1
=2f x2mH ———dx
0 x°+1

1
— zf x2"+1dx
0

1
2
x2n+2] —

[2n+2 o 2n+2

Dou:U,,1+U, =

c) Calculons U,

U zfl *
O ), ¥ +1

= [l 1x* + D]

U1=1_U0
U;=1—-1n2
1
UZZE_Ul

U, = ! I n2
2——§+ na
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d)  Variation de (U,) x2ntl < y2n+1
Upy1 — Up x*+1"
1 2 1 ,.2n+1 1
x“—1 X
= 2] xZ2MH ———)dx 2f —dx < 2f xZMH dy
0 x“+1 o X°+1 0
1
Vx €[0;1],x2—1<0 et x?"*! U <2[ 1 x2n+2]
n —
>0 2n + 2 .
Donc:U,;;1 —U, <0 I < 1
La suite (U,,)) est donc une suite "Tn+1
décroissante. D’ou:vnelIN, 0<U, < ﬁ
e) Démontrons que Vn € 1
li =0
IN, 0< U, < — noabo 1 + 1
Ona: 0<U,. D’ou (U,,) converge vers 0.
Deplus: x**+1>1=> —<1
x2+1

Exercice 11 :

Uo
U = Untl
N

1. Démontrons que (U,,) est

-1

constante ssi U, prend deux valeurs
(U,,) est constante si :

Upyr1 =Up = Uy
On a alors :
U= Ut _
° = o
_ Upt1
U0+1—m
_ Ug+l _
Upy+1 m_o
1
(U0+1)<1_ U02+1)_0
1
Ug+1)=0 0u<1—m)—0
Ug=-1 ou Uy,=0

a) Démontrons que vn,—1 < U, <0
et démontrons que (U,,) est
décroissante

Ona:—-1<U,; <0

Supposons alors que :

vn > 0,—1 < U,, < 0 et montrons

que: —1<U,41 <0

-1<U,<0 = 2U,<0.

Donc :

0<U2+2U,+1<U,2+1

0<U,+1D*<U,2+1

0<U,+1<U,2+1

Up+1

< —
0<m_1=> 1<U,;1 <0
Dou:vn>0, —-1<U,<0
e Sens de variation
Up+1
Ups1 —Up = Un2+1_1_Un
1
—(Un+1)< Un2+1_1>

Ona: -1<U,<0
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<1

-1<0

0<U,+1<letl<U,>+1<2
1<JU2+1<2
1 - 1
V2o U t+1
1 1
__1<—
V2 JU2+1
Alors :
1
Wnt ) (77
Upsr — U, <0

—1><O

D’ou la suite (U,,) est décroissante.

b) Démontrons que :
U, +1

VU2 +1
Up+1

Ona:U,;; =——-1

JURP+1
(U,,) est une suite décroissante.
Donc pour tout entier naturel,
U, <U, = U,+1<Uy+1
Ul2+1>Uy2+1

JUZE+1> U2+ 1

0< Uy +1<

1 1
0
< JURP+1  JU?+1
Up+1 Up+1
0< JULAHT U +1
u,+1

0<Un+1+1<

JUp®* +1

1
Up?+1

c) k=

Démontrons que Vn € IN, ona:
0<Uppq1 +1<k™Uy+1)

Ona:0<tgﬂgr1<j#;T
0
Alors :

Up+1

0<Up+1<Es
Ui +1

0<Up+1<7Ee

VU2 +1
Le produit membre & membre donne
apres simplification
O0<Upp1 +1<WUy+1) X
1 1 1

X X .. X
JU*+1

JU§+1 JU§+1

(n+1)facteurs

1
VU +1
0< Uy +1<(Uy+1)xknt?
(Up+1) x k™" < (Uy+1) x k™

Posons k = .On a alors :

D’ou :
0<U,;1+1<Kk™(Uy+1)

Déduisons la limite de (U,,)
lim k"(Uy+1) =0 cark < 1.

n—-+oo

Donc : limU,=0

n—-+oo

Exercice 12 :

f(x) =242l nx

1. Démontrons que 1’équation
f(x) = x admet une seule
solution dans [5 ; 6]

Posons : h(x) = f(x) — x

Ona: f(x) =x © h(x) =0.

h est continue et dérivable sur [5; 6]
eth'(x)=f"(x)—1
2
h'(x)=—-1
() =~
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Pourtoutx € [5 ; 6], h'(x) <O.
Donc h est une fonction décroissante
sur [5 ; 6].

D’autre partona: h(5) = 0,22
eth(6) = —0,42. h(5) X h(6) < 0.

D’ou I’équation f(x) = x admet
une solution unique <€ [5 ; 6].

2. Soit la suite
UO == 5

CORR FRRarS
a) Démontrons que Vn € IN,
U,€[5; 6]
Ona:U,=5 = U,€|[5; 6]
Supposons que U,, € [5 ; 6] pour
tout n > 0 et démontrons que
U,+1 €E[5; 6].
U,€[5; 6] 5<U,<6
f étant une fonction croissante, on
a:  f(5) = f(U) < f(6)
522< f(U,) <5,58
[5,22; 5,58] c [5.6].
Donc U, ., €[5 ; 6].

D’ou:vnelIN, U,€[5; 6]

b) Prouvons que (U,,) est une
suite croissante

ona:U;, =2+ 2l1,=05,22.
Donc U; > U,
supposons que pour toutn > 1,
U, > U,_;. f étant une fonction
croissante, f(U,) > f(U,_1).
Donc: U, ;1 > U,

D’ou la suite (U,,) est une suite
croissante.

3. a) Prouvons que Vx € [5 ; 6],

THOIEE

2

ona: f'(x) ==

X

viels; 6] = I<f()<2

Dou: Vx€e[5; 6], |f(¥)] <2

b) Déduisons que Vn € IN,
|Up sy = < 2 |Up—cx]
vx e[S ; 6], If(0)] < Zet
Ve [5 ; 6]. D’apres les inégalités
des accroissements finis, on a :

Vx €[5 ; 6],
If () = f(e)| <=|x—|. Et étant
donné que U, €[5 ; 6],ona:
If W) —ox| < 2|U,—o].

D’ou:Vn €N, |U, ;—«| <

2
E |Un—OC|

c) Démontrons que Vn €
n
IN, U, < (2)
Ona: |U,y;—] S% |U,,—|.

Alors :

2
|U;—| < H |Up—|
2
|U,—| < H |U;—«|
2
|Us—o| < c |U,—«|
2
|Un—OC| < g |Un—1_°c|

Le produit membre & membre donne
apres simplification :
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|Un—0C| <

2 2 2 2
=X =X=X..X= | |[Uy—]| et
5 5 5 5

nfacvteurs
|U0_0C| S 1.

2n
9Ny o —_ —_
Doit : vn € IN, |U,,—| < (2)

d) Déduisons que la suite

converge
2 n
lim (—) =0> lim (U,—x) =0
n—o+o \5 n—-+o0

D’ou la suite est convergente et
converge vers .

4. a) Déterminons le plus petit
entier p tel que U, soit une valeur
approchée de &< 4 1073 pres.

2

U~ < (2)" < 10°2

pl1{2) < -3In10

30 carl n(%) <0

pzw

p=>754 = p=28

b) Déduisons la valeur approchée de
«a1073 pres

x~ Ug 2 1073 preés

Exercice 13 :

Vgx)=e*(1—x)—1 g est dérivable sur IR, et
Etudions les variations de g et g'(x) = —xe ™.
déduisons son signe Pour tout x,e™ > 0. Donc f'(x) a
Dg = IR le signe de - x. Donc :
lim g(x) = lim (% n _T’:C) 1 g est strictement croissante sur
xome e e ]—o0 ; 0] et g strictement
-1 car ie_" =0 décroissante sur [0 ; +oof .
eTJ; -0 Tableau de variation :
lim g(x) = +o0
x—+00 X — 00 0 + oo
gl + 0 -
0
g(x)
—1 — 0
g(0) = 0 est le maximum de g(x) flx) =— -+ 2 six#0
ex_
sur IR. I/ f(O) =3
Donc : Vx € IR, g(x) < 0 1. Continuité et dérivabilité de en 0
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lim,eo f(x) = lim <e,3_1 + 2> or
X—

lim ©=% = 1.

x—0 X

limf(x) = £(0) = 3.

f est donc continue en 0.

JS(x)—f(0)

lim = lim (L + 2)
x—0 X x—0 \e¥—1

lim f(x)-£(0) - —»

x—-0< X

lim f(x)—1(0) = 400

x—-0> X

f est dérivable sur |—co ; O] et sur
10 ; 4ool.

e*-1-xe* _ g(x)

f'x) = (eX-1)> _ (e*-1)?
Pour tout x non nul, (e* — 1)* > 0.
Donc f'(x) a le signe de g(x).
Donc :

f est strictement décroissante sur
]—o0 ; O[ etsur ]0;+ool.

lim f(x) = 4o

X——00

f n’est pas dérivable en 0 mais sa lim f(x) = lim [ ——+2
. . xX—+00 x—+oo |\ €% 1
courbe admet en ce point une demi ~ %
— tangente verticale. lim f(x) = 2

2. Variations de f X
Tableau de variation :

X — © 0 + o

f(x) - -

+o00

3. Montrons que (A) : y=—x+2 y = —x + 2 est asymptote oblique
est asymptote a (C) a(C) en —oo,
fl)—y= ’; exl Positions relatives :
_ x _ Déterminons le signe de f(x) — y
lim i lim —=—= = 0car
meTh e X ~0 0 4o
1
PN O
X
= xe* — 0 +
— — 400
—-X
D’ou la droite d’équation e* —1 — 0 +
£ —
Proi : TEKPOLO (Crédo ; J (X) y T T
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(C) est au dessus de I’asymptote

Q).
4. Représentation graphique de (C)

5. h(x) = f(x) — x
a) Montrons que pour tout x,
h'(x) <0

Ona:h'(x)=f"'(x)—1
Or f'(x) <0.D’ouh'(x) <0

b) Déduisons que I’équation
f(x) = x admet une solution unique
o« dans l’intervalle [2 ; 2,5].

Ona:f(x)=x h(x)=0

h'(x) < 0. Donc h est continue et
strictement décroissante sur [2 ; 2,5].
Et: h(2) = 0,3:h(2,5) = —2,28
h(2) X h(2,5) < 0.

D’ou I’équation f(x) = x admet
une unique solution < dans
Pintervalle [2 ; 2,5].
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11/
1. Démontrons que si x €

[2; 2,5],g(x) = —20 et

(e*—1)2 =40
g est décroissante . donc :
2<x<25=
9(2,5) =g(x) =9(2)

Or g(2,5) = —18,27.

D’ou g(x) = —20

2<x<25 © e?<e¥<e?
(e* —1)* = (e* — 1)?
et (e2—1)?=4082

D’ou: (e* —1)% > 40

Déduisons que si
x€[2; 25,-05<f'"(x)<0
Ona: f'(x) <0

(e*—1)2>40>0< —— < -

(eX-1)> — 40
et 0 <-g(x) < 20. 11 vient :

< 9 _ 20
— (e¥*-1)* T 40

Doi: —><f'(x)<0

Uy=2
2. (Un)nEIN' {Un+1 — f(Un)
a) Montrons que si U,, €
[2; 25]alor¥,., €[2;2,5]
Uy=2=>U,€[2; 2,5]
Supposons que :
vn > 0,U, € [2;2,5] et montrons
que U,41 € [2;2,5]
f estune fonction décroissante.
Donc :
2<U, <25 f(25) < f(U,) <
f(2)
2,2<Uy41 2,31
Donc U, € [2 ; 2,5].

D’ou:silU, €[2; 2,5]
alorsU,.; € [2 ;2,5]

b)  Montrons que Vn €
IN,|Ups1 =] < 3 |Up=]
Ona:—%sf’(x) <0 =
')l <3, vx e [2; 25].

D’apres les inégalités des
accroissements finis, on a :
() = ()] < 5 |x—| . Or
U, €[2; 2,5]. Alors:

If U)ol < 21U, =]

D’ou: Vn € IN,

1
Upyr=| < 5 |Up o

c) Montrons que Vn €
n n+1

1
IN, |U,—x]| < (E) |Up—x| < (E)
Ona: |Up;—x| <
% |U,,—]|. Alors :
1
|U;—| < 5 |Up—|

1
|Up—| < 5 |U;—«|

1
|Un—OC| < E |Un—1_°<|

Le produit membre a membre
donne apres simplification :
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|Un_°c|S
1. 1 1 1
—X=X=X..X=||Uy—x| et
2 2 2 2
nfadteurs
1
— < Z
Uy °<|_2-
D’ou: Vn € IN,

n n+1

1 1
v = (5) 1o = )

e Montrons que la suite converge

n+1
lim (l) = (. Donc :
x—+oco \2
lim (U,—«) = 0.
X—+00

D’ou la suite est convergente
et converge vers .

e Déduisons n, tel que Vn = n,,
|U,—x| <1073

11 vient : (%)n+1 <1073

_(m+ 1)< -3110
3l o
-1
L
n28,96 = n0=9

3. a) Montrons que Vn € IN, ona:
(Un+1—) (Up—x) <0
Supposons que :

Up == f(Up) 2 f(x)

Un+1 = X
Donc: U,—x<0=>U,;;—x=0
Supposons alors que :
Up 2 =f(Up) < f(x)

Un+1 =
Donc:U,—x=>0=> U, ;—x <0
Alors : Vn € IN, U, 1—% et
U,,— sont de signes contraires.

D’ou: VnelIN, ona:
(Un41—x)(U,—x) <0

b) Valeurs de U;, U,, ..., Ujg
U | U, | Uz | Uy
2,3112,25]2,26 (2,263

Us |Us | Uy | Ug | Ug | Usgq
2,263

x=~ Uy = 2,2634 10 3prés. Or :

|Urp—| < (%)11-

Soit : ng = 10

Exercice 14 :

Partie A
f(x) =e*I {1+ e%)
X

Vx> 0,[(x) = ff(x)dx

1. Montrons que f(x) > 0

Vx €EIR, e *>0ete*+1>1
[ e* + 1) > 0.1l vient

alors:e ¥l {1 +e*)>0

D’ott: f(x) > 0

fx)>0 = ff(x)dx>0

D’ou : I(x) > 0

2. a) Détermination de a et b
b ae*+a+b

a+ =
1+e* 1+e*

Par identification : et
a+ b = 0.Donc
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e Déduisons f (
3
ex
j e* f
0

[ (e* + D5 = [x]§ —

3

! x) dx

O\w
VR
[y
+
Q)

=]

b) Calculons f(x) + f'(x)
F)+ /00 =<

+ e*
c¢) Calculons I(x)
FOO+ ') = o=
ff(x)dx+ff (x)dx

0
I(e) + [f ()5 =

« — e +1)+ 12
() +e Xl e*+1)—1Ln

I(x)=—e*Ine*+1)— Ine*+ 1)+
X +2ln2

Partie B

f(x) =
A/
1. Limites de f aux bornes de
Df
Df = IR
l_i)moof(x) =1
l_i)grnoof(x) = 0‘ care* + 2 - +oo

ex+2

care* - 0

Les droites d’équations y = 0 et
y = 1 sont des asymptotes
horizontales a la courbe (C)
respectivement en +0o et en —oo.

2. Variations de f
f est dérivable sur IR et

ff(x)=- m-
vx € IR, f'(x) < 0.

Donc f est strictement
décroissante sur IR.

=3—11Me*+1)
+172
Tableau des variations :
X — 00 + oo
f'(x) -
1
f(x)
0

3. Représentation graphique de (C)

Prof : TEKPOLO (rédo
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-0.24

-04+4

-0.6

-0.8 1

B/

ex
eX+2
g est continue sur IR et est sous la

1. Primitive sur IR de g(x) =

forme %’ Donc elle admet une

primitive G définie par :

G(x)=Ilne*+2)+k kelR.

2. Calculons f(x) + g(x)
f(x) +9(x) =1

Déduisons une primitive F de f sur
IR

f+g(x) =1
f est continue sur IR et une

primitive, calculée membre a
membre donne :

Prof : TEKPOLO (rédo
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Fx)+G(x)=x+k

F(x) =x—1lne*+2)+kkecIR
3. a)a > 0, calculons I’aire A (a)
du domaine défini par :
E={Mx;y),0<x<aet0<
y<f®)}

A(a) = ff(x)dx Xu.a
= [(F(x)]g Xu.a

A(a) =25(a—1ne* + 2)
+1ln3,
u.a = 25cm?

4. limites de A (a) lorsque a —» +oo
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ea
lim A(a) = lim 25<l n—-—-+1 73)

x—+00 xX—+00 a4?
= lim 25(ln—_a+l18)
X—+00 2

lil}l A(a) = 251 n3cm? car

e *—-0

LN

1+2e~4

I1=0

C/h(x)=f(x)—x
1. limites de h aux bornes de Dh
Dh = IR
lim h(x) = lim (f(x) — x)
X——00 X—+00

lim h(x) = +oo car {f(x) -1

X——00 — 400

lim h(x) = lim (f(x) —x)

lim h(x) = —oo car {f(x) =0

X—+co X > —00
Variations de h

h est dérivable sur IR et
' (x) = f'(x) — 1.
Vx € IR, f'(x) <O.

h'(x) < 0. h est alors une
fonction décroissante sur IR.

Donc :

Tableau de variation :

X — 0 + o
h'(x) -
—+o00
— 00
2. Déduisons que 1’équation
f(x) = x admet une solution 0 0,1 02 (0,304
unique X€ IR + + + + | +
h est continue et strictement 05/06/07/08]09 | 1
décroissante de |—oo; 40| vers tl-l=1l=-1=1=

]—o00; +00[ contenant 0. Donc

h(x) = 0 admet une solution unique
x.Orh(x) =0 & f(x)=nx.

D’ou I’équation f(x) = x admet
une unique solution x€ IR

Encadrement de < 4 10~1 prés :
Ona:h(0)=1 et h(1) = -0,58
Donc: 0 <x< 1

Méthode par balayage :

D/

1. Démontrons que f(I) c I
Etant une fonction décroissante,
alors :

S<x<06 = f(06) < f(x) <
f(0,5)

0,52 < f(x) < 0,55. Donc f(x) €
I

Prof : TEKPOLO (rédo
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D’ou: f(I) cI

2. Démontrons que Vx €

1
LIff()l =35
, 2e*
xX) =———
f ( ) (ex+2)2
1
> <x<06=>
1
202 < 2e* < 206
1 1 1
= T
(e96+2)? (eX+2)? (ef+2)2
1
2e2 2e% 2006

(e06+2)2 = (eX+2)? =T
(e242)

1
2ez2

290 < fr(x) < —
1 = (e%6+2)?

(eZ+2)2 B

<
1 \*~
2

I1 vient alors que: —% <f'(x)<O0.

Doii: VxelL|f (x)|<;

e Déduisons que Vx €
1
LIf@)—o| < 2 [x—c]
OnaVvx € L|f' ()| <+ et «€ .

D’apres les inégalités des
accroissements finis, on écrit :

f () = F ()] < 5 bx—ex].

Dou:Vx el |f(x)—x| < %Ix—oc|

1
3. { Yo=3
Uns1 = f(Uy)

a) Démontrons que U, € [
Up=7 = Ug€l

Supposons que U,, € I, ¥Yn > 0 et
montrons que U, € [

Uu,el = fU, € fd).Or

f)cl.
Donc f(U,) =U,;1 €1

D’ou: VnelIN, U, el

b) Démontrons que, |Uy,4;—%| <
1
2 IUn_OCI
Ona: Vx € I,|f(x)—x]| < % |x—|
or U, € I. Donc:
1
If(Un)—0C| < 2 |Un—OC|

\ 1
D’ou: |Upp1—| < > U, —]

4. Démontrons que Vn €

1 1
IN,|Up—o| < =X~

1
Ona: |Upyy—| <3 |Up=edl.

Alors :

1

U —x| < 5 |Up—|
1

|Up—| < 5 |U;—|

1
|Us—| < 5 |U,—«|

1
|Un—OC| < E |Un—1_°c|

Le produit membre & membre
donne apres simplification :
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|Un—0C| <

1 1 1
- X=X=X..X
2 2 2

N |-

|Up—|

n fac't eurs
1

et|U0—OC| < 10°
D’ou :
vn € IN, |U,—x| < 1 2
_M —_— —_—
nEL TR =10 " 20

e Montrons que la suite converge

. 1 1
lim —x—=0.
x—+00 10 2n

Donc : lim (U,—x) = 0.

xX—+00

D’ou la suite est convergente
et converge vers <.

Exercice 16 :

Partie A
1. Trouvons toutes les fonctions

polyndmes p telles que :
xp'(x) —3p(x) =0
xp'(x) = 3p(x)
pPix) _3 _
o x=>l np(x)| =31 1x| + k
()| = e¥ x 37!

k k

En posanta = e* oua = —e”, on

a.

px)=alx]®, a€lR
2. f est dérivable sur |0 ; +oof et
f(1) = 0. h est la fonction définie
sur |0 ; +oo[ par f(x) = x3h(x)
a) Calculons h(1)
h(1)=f(1)=0
b) Calculons f'(x) en fonction
de h'(x) et de h(x)
f'(x) = 3x%h(x) + x3h'(x)
f'(x) = x*(xh'(x) + 3h(x))
c) Montrons que f vérifie (E) ssi
h’(x) — 3l nx

e Supposons que f vérifie (E).
Alors: xf'(x) —3f(x) =3l nx
x X x*(xh'(x) + 3h(x)) —
3x3h(x) = 31 nx

x4

x3(xh'(x) + 3h(x) — 3h(x)) =
3l nx
x*h'(x) = 3l nx

D’ou b’ (x) = 222

x4

e Réciproquement supposons que
W =24

f(x)=x3h(x) © h(x)=

x73f (x)

h'(x) = =3x7*f(x) + x> f'(x)

3lnx _ _ 3f(0) +f’(x)

x)}’(x) — ';f(x) =x31 nx

D’ou f vérifie (E).

3l nx

=

f vérifie (E) si et seulement si
h'(x) =

3lnx
x4’

d) f vérifie (E)
e Montrons que Vx > 0,

h )_]x3l ntdt
x) = T

D’apres la question précédente, on
a:

f vérifie () © h'(x) = — Or
h(1) = 0. h est alors la primitive de

3l nx

3l nx A
x — ——et qui s’annule en 1.
X
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oL _ x3lnt 1.3
D'ou: Vx > 0, h(x)—flt—4dt lir%f(x)=+oocar { 3x -0
X—
e Calculons h(x) . — lnx—> 1+°°
. . 2 nx
%3] nt Jim £ = Jim x (327 =55 0)
h(x)=| ——dt
( ) L t4 % 50
Posons : car I nx
3 - 0
u) =3lnt = u'(t)= t f est dérivable sur [0 ; +oo[ et
' _ 1 _ 1 , 1 3-1
vi=5 = v(tz——ﬁ f(x)=x2—;=xx.
I Tllx dt ' _ (x—1)(x%*+x+1)
h(x) = [——3 = f'(x) :
t 1 t Pour tout x € ]0 ; +oo[,x > 0 et
I ng” 11¥ x>+ x+1>0.Donc f'(x) ale
- [_t_311 + _FL signe de x — 1. Alors :
Inx 1 1 Vx €10,1],f (x) < 0. f est
h(x) = ——5 - 313 + 3| strictement décroissante sur ]0; 1]
Partie B Vx € [1,+0o[, f'(x) = 0. f est
I/ x €]0 ; 4o, strictement croissante sur [1, +oo
1, 1
f(x)=§x —lnx—§ N 0 1 + o
1. Variations de f £1(x) . 0 N
+ oo + co
0

2. Représentation graphique de (C) de la fonction f
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3.4>0
a) Calculons | f [ ntdt

Posons :

u(t)=Ilnt = u'(t)=

v)=1 = v@)=t
A

A
flntdt=[tln]tf—1fdt

I ntdt = [t | g — [t]]

Intdt=Alni-1+1

?
|

b) Déduisons I(A)

Prof : TEKPOLO (rédo
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— (Mgt
I =[] (3t [ nt 3)alt
11 A 101
= [, stidt — [ Intdt - [ dt

1/1—1/14+2/1 Al na >
W =g 4 +z4-Mni-yg

Interprétation graphique :
e Vxe€]0;1] etA€
10;1],f(x) =0 et I(A) <0

Donc c’est le cinquantiéme de
I’opposé de ’aire de la partie du
plan délimitée par la courbe (C),

I’axe des abscisses et les droites

d’équations x = 1 et x = A.

e Vx€|[l;4+o[etAE
[1; +oo[, f(x) = 0et I(1) =0
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Donc c’est le cinquantiéme de k+1 k1
YSai : ( )X X k
I’aire de la partie du plan n =
délimitée par la courbe (C), I’axe k+1
des abscisses et les droites < " f(Hdt<f <_)
d’équations x =1 et x = A. %
¢) Déterminons la limite de I(A) o [x]%
lorsque A tend vers 0 X
i —lim (=24 +21— k+1
}11—%1(1) B }11—% (12/1 +34 Or: [x]* = %
Alni-2) n
4 3 D’ou
limI(4) = — 7 1 k+1y [
—fl—| <
11/ ! ( n ) B j_ f(Ddt
1. Soitn > 2 1k
a) Soitl <k <n-1. )l \n

Montrons que :
k+1

() < f r@de<3f ()

n-—1

IA
IA

n

&3 =
+
[S=Y
IA

1<k<n-1->=

IA

1

SINI |-

|

I1 vient alors que :
£ e [0 ; 1] or f est

[H n
décroissante sur [0 ; 1]. Donc :

~Sxs<—=f T)Sf(x)sf(f)

n

Prof : TEKPOLO (rédo
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b) Déduisons :
@) Q) <
[rwyde<2[f(2)++
]
a:yf(57) fgk%f(t)dt <
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1 n—1< n
Ef(n>_n—2

< 1 (n — 1)
o nf n
La somme membre a membre
donne :

@+ r Qs ()
()] = fFr@ade+ 7 Fede+
et fif(t)dt <=[F(3)+

FG)+f () + -+ (50)

En appliquant la relation de Chasles,

FO)] < £ pwde<t[r(D)+
FE)+7E)++ (2]

D’ou le résultat :

@)+ )

1
< [ rae

Prof : TEKPOLO (rédo
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2. Pour tout entier n =2, on
pose :

21+ r ()] -
L2 ()
a) Déduisons des inégalités (1)

I’encadrement,/ (%) <S,<I (%) +

G ()] =5
S Qs roa=1()
Sl ()= 1() =530 ()
S()=rm=o0

/(5)=s.

s-2r():

pou:1(Y) <s, <1(D+1r(d)

b) Déduisons : lim,_y A f(4)
f) =223 — I na—

1 1
AfQA) = 5/14 — Al nA— 5/1
. (1 1
ﬁl_rglf(l) = }11_r>r(1) <§ A — A nA— 51)
lima f(2) = 0\

. 3
e Prouvons que : lim,_ o, S, = "

Jim 1 (7) = ~limi )

27 ()

n-+oon

|

limA f(4)
=0
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Exercice 17 :

Al x €]-1; +oof, Jq est dérivable sur [—1 ; +oof et
go(x) =a—xe™'* a€lIR 9a(x) = (x —1)e™*7
1. Variations de g, Vx € ]—1 ; +oo[,e 17* > 0. Donc
nL_}{r%ga(x) =a+1 car ga(x) ale signe de x — 1. Alors : Si
x> 1 x €]-1; 1], go(x) < 0.Donc la
{e‘l‘x -1 fonction g, est strictement
nl—i>I-Poo ga(x) = nIi,iP; (a - ﬁ X el’ix) décroissante sur |—1 ; 1]. Si
X1 x €[1; 4+oo[, go(x) = 0. Donc la
lim g,(x) =a] car X+ Lo fonction g, est strictement
el+x croissante sur [1 ; +oo].

Tableau de variation :

X -1 1 + oo

a(x) - 0 +

a+1 a
@) \ /
a2

e

2. Déduisons le signe de go, g1 etg 1
2

Poura =0 x -1 0 1 +
g0 (x) = 0 +
1 0
go(x) )
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Vx€]-1; 0], go(x) =0
Vx €[0 ; +oof, go(x)<0
Poura =1
X -1 1 + oo
g1(x) - 0
2 1
g1(x)
1-5
e
1-=>0.
e
Donc:Vx € |-1 ; +oof, g1(x) >0
Poura = — 1
2 x —1 1 + oo
g 1(x) — 0 +
2
1 1
2 2
g_1(x)
2
11
2 e?

g_1 s’annule pour une valeur x, € |—1 ; 1]. Donc:

2

Six€|-1; xol, g_1(%) =0
2

Six € [xg ; +oof, g_1(x) <0
2

B/ x € [-1; 4o,
fa) = (x+D(a+e7)
1. Limite de f, en +oo

lim f,(x) = lim [a(x+1) +
n—+oo n—+oo

(x + 1)e 17%]
Ona: lim (x + 1)e 1™* = 0.

n—-+oo
Donc :
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lir_El fao(x) = —00 si a <0 b) Position relative de
n—-+oo

lim f,(x) = +osia>0 (Da) et (Cq)
"l‘_’+°° _ ) fa(x) —(ax+a) = (x+1)e 17
n—1>r-|poof o(x) = Pour tout x € [—1 ; 4o,
2. a) Montrons que { x_-|1-_}c > 0- Alors -

(D,):y = ax + a est asymptote e >0
oblique a la courbe en +o0 fa(x) —(ax+a) 2 0.

lim f,(x) — (ax+a) = (D,) esten dessous (C,)
n—-+oo ,

lim (x + 1)e~17% = 3. a) Caleulons f'_(x)

n—-+oo

f'a0) = a—xe™ ™" = ga(x)

D’oit la droite (D,):y — ax + a b) Tableau de variation de f, et f;

est asymptote oblique a la courbe

(O)-

X -1 0 + oo X -1 + oo

| + o - £ +

fo(x) e fi(x) /
0 0 0

4. a) Déterminons (T,) et (T;)
(To): y=fy(=Dx+1)+ fo(=1)

y=x+1
(T)': y=f,DEx+D+f1(-1)
y=2x+2

b)Représentation graphique

Prof : TEKPOLO (rédo
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b
5.
N
34
2
1
0 \
g 0 1 2 3 4 5 6
,1 4
C/ 2. h(x)= —%e“x sur
1. Montrons que I’équation

f' 1(x) = 0 admet une solution
2

unique & et que —1 <x< —0,5
fa(x) = g_1(x)
2 2

Or g 1 est strictement décroissante
2

sur I’intervalle [—1 ; 1] en
changeant de signe. D’ou I’équation

f' 1(x) = 0 admet une solution
2

unique . D’autre part :
fla(=1)=3et
> 2
f' 1(—=0,5) = —-0,19.
2

D’ou: —1 <x< —-0,5

Prof : TEKPOLO (rédo
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=13

Démontrons que « est I’unique
solution de I’équation h(x) = x.

flix)=0 & —%—xe‘l_x=0
2
— 1 —1-x
S x=-—-e
2

& x = h(x)

D’ou « est 'unique solution de
I’équation h(x) = x.

3. Variations de h
h est dérivable sur I et
1
——e

B(x) = —1
Pour tout x de I, h'(x) < 0. Donc h
est strictement décroissante sur /.

1+x
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e Montrons que Vx € I, h(x) €]
xele-1<xr<—-

h(=3) <h(x) < h(-1) carh
est une fonction décroissante. Or
h(-2) =136 e -
puis h(—1) = —%. Alors: —1 <

h(x) < — %

D’ou:Vx el h(x) el

e Montrons que Vx € I,
/ Ve
R0 <%
Ona:h'(x) = h(x) et donc :
—VeSh'(x)<—-2<0

e

SB

D’ou: Vxe€l, |h(x)| <

4 { Upy=-1

" W1 = h(Uy)
a) Démontrons que Vn €

IN, U, €l

Uy=—1 = Uyel
SupposonsqueV n >0, U, €1let
montrons que U, ., € [
Vx €I, h(x)€l. DoncU, €
I > h(U,) €l SoitU,, 4 €I
D’ou: Vn €IN, U,el
b) Démontrons que ¥Yn €

IN Upsr =] < 2 |Up—]

OnaVx €, |h'(x)| < \/;

Donc d’aprés les inégalités des
accroissements finis, on établit :

IhGe) = h(e9)| <35 |x—c]

Prof : TEKPOLO (rédo
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Volumel : ANALYSF
U, €I. Alors: |h(U,) —h(x)| <
/e
76 |Un_°<|

D’ou: Vn € IN,|U,  ,—x| <
\/_
7e|Un_°c|

c) Démontrons que Vn €
ve\" 1
IN,|U,—| < (?) x 3
Ona:VvVn € IN,|U, 4 ;—x]| <

\/;lUn—ocl. Alors :

Ve
|U; —«| 37|U0_°C|

Ve
|Un_°c| < 7 |Un_1—OC|

Le produit membre & membre donne
apres simplification :
IUn_OCI <

Ve Ve Ve

e e
— X—X .. X—
2 2

. |Uy—| or

n facteurs

|Up—o| <.

\/En

D’ou: |U,—«| < (7) -

X =
2

e Déduisons que la suite (U,,)
converge
n
lim (\/—E) X £ = 0. Donc
n-+oo \ 2 2

lim (U,,—«) = 0.

n—-+oo
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D’ou la suite (U,,) est convergente
et converge vers X

d) Déterminons la valeur de p

vpe < (5) x5 et
|U,—| < 1072

Il vient alors :

N
) xZ<102
(2 ;=10

-2
pzlr(2.10 )

9

p > 20,25

On trouve alors : p = 21
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Problemes de synthese

PROBLEME 1

Le plan est muni d’un repere
orthonormé (0 ; 7 ; 7°) d’unité
graphique 2cm. On considére la
fonction numérique f définie par :

f(x) =xe* —x ;
{f(x) =2x(-1+1n® ;

si x<0
six>0

A/Soit la fonction g définie sur
]—o0; 0] par: g(x) = xe* —x

1. Calculer la limite de g en —o0

2. (a) Pour tout nombre réel x de
I’intervalle ]—oo ; 0], calculer g '(x)
et g (x) ou g'et g" désignent les
dérivées premicre et seconde de g

(b) Démontrer que la courbe (Cg) de
g admet un point d’inflexion I/ dont
on déterminera les coordonnées

(c) Dresser le tableau de variation de
g' puis en déduire le signe de g'(x)
suivant les valeurs de x

B/

1. Déterminer I’ensemble de
définition de f

2. Démontrer que f est continue en
0

3. (a) Etudier la dérivabilité de f en
0. En déduire une interprétation
graphique du résultat

(b) Calculer f'(x) pour tout x de
I’intervalle |0 ; 4oo[ et étudier son
signe

4. (a) Calculer la limite de f en +o0

(b) Dresser le tableau de
variation de f sur son ensemble de
définition

5. Soit ¢ I’application définie par :

p:]->f(); xp k) =f(x)ou
J=1[1; +oof

(a) Démontrer que @ est une
bijection

(b) Soit @1 Ia bijection réciproque
de ¢. Montrer que la fonction

dérivée (@~ 1)"de @1 est positive

sur f(J) — {=2}

C/ On désigne par (Cf) la courbe
représentative de la fonction f dans
le repére orthonormé (0 ; T; 7).

1. Justifier que la droite (A)
d’équation y = —x est asymptote
oblique a (Cf) au voisinage de
—00

2. Etudier la branche infinie de (Cf)
au voisinage de +o0

3. Construire la courbe (Cf) et les
tangentes en 0 dans le repere

0;7T;7)
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4. Soit A la fonction numérique par :

h(x) = —f(x), et (Ch) sa courbe
représentative. Construire (Ch)
dans le méme repere que (Cf)
5. Soit: H(x) = ffh(t)dt,‘v’x €]
(a) Démontrer que la fonction H est
bien définie et continue sur J

(b)Calculer H(e). En donner une
interprétation géométrique

(c) Calculer en cm? I’aire A de la
région du plan délimitée par
(Cf) ; (Ch) et les droites
d’équations x = letx =e

PROBLEME 2

A- Préliminaire
Démontrer que pour tout x réel, on

a:vx*+ 3 > |x|. En déduire le

signe de v x* + 3 + x et celui de
(m — x) sur R.
B- On considere la fonction f
définie sur R par :

f(x)=vx*+3—|x—1].On

désigne par (C) sa courbe
représentative dans le plan muni
d’un repére orthonormé (0,7, 7).
1.
a./ Montrer que f est continue en
xo = 1.
b./ Etudier la dérivabilité de fen
xo = 1.
c./  Etudier le sens de variation de
f sur |]—oo; 1] et sur |1; +oo[. On
pourra utiliser les résultats de la
Partie A-
d./ Compléter 1’étude des variations
de f.
e./ Préciser le comportement de la

Prof : TEKPOLO (rédo
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courbe (C) en x, = 1 et construire

().

2. Soit g larestriction de f a
I’intervalle ]|—oo; 1].

a./ Montrer que g admet une
application réciproque notée g 1.

b./ Définir explicitement g~ 2.

c./ Construire la courbe (T)
représentative de g~1 dans le
méme repere (C).

d./ Déterminer la fonction G
primitive de g~ et telle que
G(0) =0.

e/ Soit A l’aire du domaine plan

limité par la courbe (C) I’axe des

abscisses et les droites d’équations

x = —letx = 1. Calculer A4 en

utilisant la courbe (T).

C- On désigne par I I’intervalle
[1; 2]. On définit la suite (U,),en
par: Uy =1et U,,1 = f(U,).

1.
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a./ Démontrer que 1’équation
f(x) = x admet une solution
unique « dans .

b./ Démontrer que pour tout x de I,
ona f(x) dans I.

c./ Démontrer que pour tout x de I,
ona:|f'(x)] < %

d./ En déduire que pour tout x de I,
ona: |f(x)— «a S%Ix—al.

2.

a./ Démontrer que : n € N, U,, € I.
b./ Démontrer que : n € N,

1
Unss = al < 21U, —al.

c./ Etablirque : n € N,
1
|Un - CZ| < z—n

d./ Déduire de 2.c./ que la suite
(Up)nen €St convergente et
préciser sa limite.

PROBLEME 3

Partie A :

Soit la fonction f définie sur

[0; +oo par: f(x) = 4x + 1 — xe*

(C) est sa courbe représentative dans

le plan rapporté a un repére

orthonormé d’unité graphique 2cm.

1. a) Calculer la dérivée f” et la
dérivée seconde ' de f

b) Etudier le signe de f' /Etablir le

tableau de variation de f’et préciser

la limite de f' en +o0. (on ne

demande pas de construire f").

c) Montrer que 1I’équation

f'(x) = 0 admet une solution

unique & et que 0,79 <x< 0,80.

d) Etablir le tableau de variation de

f en précisant la limite de f en +oo.

2. Montrer que I’équation f(x) =0
admet une solution unique f.

Vérifier que S <p<?2
3. Construire la courbe
représentative (C) de f.

4. a) Soit u un réel positif. A
I’aide d’une intégration ar partie,
calculer [ Ou xe* dx.

En déduire en fonction de u
lintégrale I, = fou f(x)dx.

b) Utiliser £ () = 0 pour donner
une expression de Iz en fonction de

£ ne contenant pas e

c) Quelle est I’interprétation
geometrique de Ip

Partie B

On se propose de donner une valeur

approchée de S solution de

I’équation f(x) = 0. On considére la

fonction h définie sur I’intervalle

E ;2] par h(x) =1 n(4 + %)

1. a) Montrer que S est solution de
I’équation h(x) = x

b) Etudier les variations de h et en

déduire que h(E ; ZD C E ; 2].
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c) Montrer que Vx € E ; 2] ,

, 1
En déduire que : Vx € E ; 2],

1

Ih(x) = Bl < = |x = B

2. (U,) avec n € IN est la suite
numérique définie par : U, = ; et
vn € IN,U, ;1 = h(U,).

a) Montrer que Vn € IN, U, €
3
2]
b)  En déduire Vn €
1 :
IN,|Uny1 — Bl < = Uy — Bl puis

1
que: Vn €IN,|U,, — B| < P

c) Déterminer le plus petit entier
~_ <10

1o0m —

naturel n tel que
2x

PROBLEME 4

On considere la fonction numérique
définie par :

f)

2 x4
(x_l)zex—l Si x €]—o0; 1]

(1—%)([ nx—2)six €[l ; +oof
On désigne par (C) sa courbe
représentative d’unité graphique
2cm

Partie A
. 2
2. a)SoitX = oD
Prouver ’égalité :
2 x+1 e

En déduire alors 1’étude de la
continuité et la dérivabilité de f en
1.

b) Déterminer les limites de f aux
bornes de son ensemble de définition
et étudier les branches infinies de

©).

3. a) Montrer que est dérivable sur
]—o0 ; 1[etsur]1; +oo[, puis
calculer f'(x).

b) Etudier les variations de la

fonction u définie sur [1 ; oo par

u(x) = [ nx+ x — 3 puis montrer

que I’équation u(x) = 0 possede

une solution unique « dans

[1 ; +oof et vérifie

2,20 < x< 2,21,

4. a) Etudier les variations de f sur

IR

b) Montrer que f(x) = — .En
déduire un encadrement de f ()
d’amplitude 2 X 1072,

5. a) Etudier le signe de f(x)

b) Tracer la courbe (C)
représentative de f.

(x—-1)*
x

Partie B

Soit F la primitive de f sur

[1 ; 4oo[ qui s’annule pour x = 1.
On appelle (I') la courbe
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représentative de F dans le repere
précédent.

1. a) Sans calculer F(x), étudier le
sens de variation de F sur [1 ; +oo[
b) Que peut — on dire des tangentes
a la courbe au point d’abscisse
lete®?

2. a) x étant un réel supérieur ou égal
1.

Calculer Pintégrale [, I ntdt.

b) En déduire I’expression de F (x)
en fonction de x.

3. a) Montrer que pour x strictement
supérieur a 1,

1 Inx 2 3
1__><—+———X)+3
2 X x Iln

En déduire la limite de F en +co.
b) Dresser le tableau de variation de
F

c) Tracer la courbe (I") dans le

F(x)=xln

repere précédent.

4. Calculer en ¢ n? I’aire du domaine
délimitée par la courbe (C), ’axe
des abscisses et les droites
d’équations x = 1 et x = e>.

PROBLEME 5 : BAC 2019

Partie A

1. Résoudre I’équation différentielle
(E): 2y"'—y =0dont
I’inconnue est une fonction
définie et dérivable sur IR

2. On considere 1’équation
différentielle (E'); 2y' —y =

(1—-x)ez
(a) Déterminer deux réels m et p tels
que la fonction f définie sur IR

par: f(x) = (mx + p)eg soit
solution de (E")
(b)Soit g une fonction définie et
dérivable sur IR
(b1) Montrer que g est solution de
(E") si et seulement si g — f est
solution de (E)
(b2) Résoudre 1’équation (E")

3. Déterminer la solution g, de (E")
dont la courbe représentative
passe par le point A(1; 0)

Partie B

Soit la fonction h définie sur IR

par: h(x) = —%(x — 1)235. On

désigne par (C) sa représentation

graphique dans le plan muni d’un

repere orthonormé d’unité graphique

Icm.

1. Déterminer les limites de h en
—oo et en +oo

2. Etudier la dérivabilité de h sur
IR, et déterminer la fonction
dérivée h' de h

3. Etudier le sens de variation de h
puis dresser son tableau de
variation
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4. Soit ¢ la fonction définie sur IR

par (x) = ez et par (I') sa
courbe représentative .

(a) Etudier la position relative
de (C) et (I') dans le
repere précedent

(b) Construire les courbes (C)
et (I') dans le méme repére

5. (a) Déterminer les réels a, b et ¢
tels que la fonction :

H:xv (ax?+bx+ c)eg soit
une primitive de h sur IR

(c)

A du domaine du plan limité par la
courbe (C), (I') et les droites
d’équations x = —1letx = 3

Calculer en cm? ’aire

Partie C
On considére la suite (U,,) définie

pour tout entier naturel n par :
n+2

j —h(t)dt

n+1
1. Interpréter géométriquement U,

U, =

2. (a) Démontrer que pour tout

entier naturel n,

—h(n+1) < U, <—h(n+2)

(b) En déduire le sens de variation de

la suite (Uy,)

3. Lasuite (U,,) est—elle
convergente ?

PROBLEME 6 :

Le plan est muni d’un repere
orthonormé d’unité Icm. On
consideére la fonction f définie par :

{f(x)ze%l—x+1 st x<0
f(x)=In(x+e) si x=0

On note (C) sa courbe
représentative.

Partie A :

1. (a) Montrer que I’ensemble de
définition de f sur IR

(b) Calculer les limites de f en —oo

eten +oo

2. (a) Etudier la continuité de f en 0

(b) Démontrer que :

—Vx € |—o0; 0]; f(x)_1=ge%—1
X x
1 Inf1+2
— Vx € ]0; +oof; ACY ink Y8 n( +e)
x x

(c) Etudier la dérivabilité de f en 0.
Interpréter graphiquement ce résultat

3. (a) Etudier les variations de f
(b) Etudier les branches infinies de
la courbe (C) représentative de f
(c) Tracer la courbe (C)

4. Calculer I’aire du domaine limité
par la courbe (C), ’axe des
abscisses, I’axe des ordonnées et
la droite d’équation x = 2e
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Partie B

Soit k la fonction définie sur
|—o0; 0[ par :

X
t+1

k(x) = j(eT—t+1>dt

-1

1. Montrer k est dérivable sur
]—o0; 0[ et calculer k’(x). En
déduire le sens de variation k

2. Calculer la valeur approchée de
k(—2) par la méthode des
rectangles (on divisera

I’intervalle [-2; —1] en 4
intervalles de méme amplitude)

Partie C

1. Montrer que la restriction F de f
sur ]0; +oo[ réalise une bijection
de ]0; +oo[ vers un intervalle que
I’on précisera

2. Résoudre dans |0; +oo]
I’équation : [ {x +e) = 2

3. Montrer que F~1 est dérivable en
2 et calculer (F1)'(2)

PROBLEME 7 :

Partie A

On considére la fonction définie sur

IRpar: p(x) =2 —x)e* -1

1. Déterminer les limites de la
fonction ¢ en —oo et en +00

2. (a) Montrer que la fonction ¢ est
continue et dérivable sur IR

(b) Calculer ¢'(x) et étudier son

signe

(c) En déduire les variations de ¢ et

préciser les valeurs de ¢ (—2); ¢(0)
; (1) et o(2)
3. (a) Prouver la fonction ¢
s’annule uniquement en deux valeurs
que I’on nommera « et 5. On
prendra: a < f
(b) Etudier alors le signe de ¢ sur IR
4. A I’aide de la calculatrice, fournir
un encadrement d’amplitude
107 2%présdeaet

1
5. Montrer que : e% = P

Partie B : Etude de la fonction f

définie par : f(x) = Zi—j et calcul

d’aire

1. Montrer que : e* — x ne s’annule

pas sur /R. En déduire que f est

définie sur IR

2. Déterminer les limites de f en
—o0 et +00

3. Calculer f'(x) puis a I’aide de la
partie A, dresser le tableau de
variation de f

4. Montrer que : f(a) = L

a-1
5. Déterminer une primitive de f
sur IR. Donner une valeur exacte
puis une valeur approchée a 0,01prés

de I’intégrale : [ 01 f(x)dx
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Partie C : Etude de deux suites
1. Préciser I’ensemble de définition
Dg de la fonction g définie par :

9t =1 n<21x>

Prouver que la fonction g est

croissante sur son ensemble de

définition et que g(I) € I, ou

I =[-2;0]

2. (a) Soit la suite (U,) définie
pour tout entier naturel

_ { Uy =-2

P W41 = 9(U)

e Montrer que U; appartient a
I’intervalle [

e Prouver par récurrence que
vne€lIN,U, €l

e Prouver que la suite (U,,) est
croissante
(b) On considére la suite (V)
définie pour tout entier naturel n

. { Vo =0

P Whiar = 9

e Calculer V;

e Montrerque =2 < U; <V, <
Vo <0

e Etablir par récurrence, a I’aide de
la croissance de g sur I, que pour
tout entier naturel n non nul, on
a: 2<U, <V, <V,.1<0

e Préciser le sens de variation de
(V)

3. (a) Soit h la fonction définie sur
[0; +oof par:
h(x)=x—In(1+x)

e Montrer que h est croissante et
calculer h(0)

e En déduire que, pour tout nombre

réel x positif,ona:In (1 +x) < x

(b) Vérifier que, pour tout entier

naturel n,
Un
Vs = Unss =In (14252
(c) En déduire que :
V,—U
Vie1 = Upyr < Z_ Vnn

(d) Sachant que pour tout entier
naturel n, les termes de la suite
(V) appartiennent a I’intervalle I,

donner un encadrement de

n

(e) En déduire que pour tout entier

naturel n :
(V - n)

4. Prouver alors que pour tout entier

Vn+1 - Un+1

naturel n ;

Vn - n = on (VO UO)
5. Que peut — on en déduire pour la

suite de terme générale V,, — U, et
pour les suites (U,,) et (1},) ?
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PROBLEME 8 :

On considére la fonction f définie
sur IR par :

fo) = e*+e™*
On désigne par (I") sa courbe
représentative dans le plan muni

d’un repére orthogonal (0 ; T; 7).
Partie A

1. Etudier la parité de f. Que peut —

on conclure pour la courbe (I") ?
2. Démontrer que pour tout réel x
positifounul,ona:e ™ < e*
3. (a) Déterminer la limite de f en
+co.
(b) Etudier les variations de f sur
[0 +oof
4. On considére la fonction g et

la fonction h définies sur [0 ; +oo]
1

par: g(x) = eix eth(x) = pyr Les
courbes représentatives de g et h
sont notées (C;) et (C,)
(a) Démontrer que pour tout réel
x positif ou nul,
h(x) = f(x) = g(x)

(b) Que peut — on en déduire pour les

courbes (I"); (Cy) et (C,)

Partie B

Soit (I,,) la suite définies pour tout

entier naturel n par :
n+1

Inzf f(x)dx

n
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1. Justifier I’existence de (I,,) et
donner une interprétation
géométrique de (I,,)

2. (a) Démontrer que pour tout
entier naturel n, on a :

fmn+1)<I,<f(n)

(b) En déduire que la suite (I,,) est
décroissante

(c) Démontrer que la suite (I,,) est
convergente et préciser sa limite

Partie C

Soit (J,,) la suite définie par :

Jn = jnf(X)dx

1. En utilisant I’encadrement obtenu
dans la question A.4.(a), démontrer

que, pour tout entier naturel n :
%(1—3‘")S]ngl—e‘n< 1

2. Démontrer que la suite (J,,)

est croissante. En déduire qu’elle

converge

3. Onnote L la limite de la suite
(/) donner un encadrement de L

4, Soit u la fonction définie sur
1

1+x%
primitive de u sur IR telle que

IR par : u(x) = On note v la
v(1l) = %. On admet que la courbe
représentative de v admet en +oo

une asymptote d’équation y = g
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(a) Démontrer que pour tout réel (b) Démontrer que pour tout réel
__ e x , f estla dérivée de x —» v(e¥)
xa f(x) - (ex)2+1

(c) En déduire la valeur exacte de L

PROBLEME 9 :

Partie A 2. Etudier le sens de variation de f
puis dresser son tableau de variation

O .d‘ 19 r t
n considere 1'equation 3. Tracer la courbe (C)

ifférentielle :
différentielle 4. Pour tout réel @ non nul, on
—3e pose :
E):y -3y=——"—7—
(E):y" =3y A+ o2 )
On donne une fonction ¢ dérivable I(a) = f f(x)dx
sur IR et la fonction f définie sur IR 0

: — -3
par: f(x) = e™ o (x) (a) Donner le signe et une
interprétation de graphique de I ()
en fonction de a

1. Montrer que f est dérivable

sur IR et pour tout réel x, exprimer _ .
@' (x) — 3¢(x) en fonction de f’(x) (b) Exprimer I(a) en fonction de a
2. Déterminer f de sorte que ¢ soit (c) Déterminer la limite de /()

solution de (E) sur IR t vérifier

que : @(0) = % Partie C

lorsque a tend vers +oo

Partie B On définit sur IN* la suite (U,,) par :

Soit la fonction f définie sur IR par : ! X
p1-3x U, = .[f(x)eﬁdx
- 0
f&) 1+e 3%
Ou f est la fonction définie dans la

On désigne par (C) sa courbe partie B. on ne cherchera pas a

représentative dans le plan muni calculer U,

d’un repere orthonormal d’unité
graphique 2cm. 1. (a) Donner pour tout entier naturel

non nul, le signe de U,

(b) Donner le sens de variation de
- oo eten +oo U,)

1. Déterminer les limites de f en
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(c) La suite (U,,) est —elle
convergente ?

2. (a) Montrer que pour tout entier
naturel non nul,

1
11 < Un SBEXIl 0]:111 est

I’intégrale de la partie B obtenue
pour « égal a 1.

(b) En déduire la limite de la suite
(U,,). Donner sa valeur exacte

PROBLEME 10 :

Partie A

1. Résoudre I’équation différentielle
(2):y"—2y =0, ou y désigne
une fonction dérivable sur IR

2. Soient a et b deux réels et soit u
la fonction définie sur IR par
u(x) = (ax+ b)e*

(a) déterminer a et b pour que u soit
solution I’équation :

(D:u'(x) — 2u(x) = xe*

(b) Montrer que v est solution de
I’équation si et seulement si
u + v est solution de (1)

(c) En déduire I’ensemble des
solutions de (1)

(d) Déterminer le solution de
I’équation (1) qui s’annule en 0

Partie B

Soit la fonction g définie par
gx) =2e*—x—-2

1. Déterminer les limites de g en
—oo et en +oo

2. Etudier le sens de variation de g
puis dresser son tableau de
variation

3. On admet que I’équation
g(x) = 0 admet exactement deux
solutions réelles

(a) Vérifier que 0 est I’une de ces
solutions

(b) L autre solution est notée a.
Montrer que —1,6 < a < —1,5

4. Déterminer le signe de g(x)
suivant les valeurs de x

Partie C

Soit f la fonction définie sur IR par :
fx) =e* — (x + 1)e*

1. Déterminer la limite de f en —oo
eten +oo

2. Calculer f'(x) et montrer que
f'(x) ale signe de g(x)

3. Etudier le sens de variation de f

a’+2a

4. Montrer que f(a) = — ou

a est défini dans la partie B. en
déduire un encadrement de f(«)
5. Etablir le tableau de variation de

f
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6. Tracer (C)
rapporté a un

de f dans le plan
repere orthonormal

d’unité graphique 2cm

Partie D

1. Soit m un réel négatif. Interpréter
géométriquement en le justifiant

I’intégrale :

0
j f(x)dx
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3. (a) Calculer f:l xe*dx a laide

d’une intégration par partie
(b) En déduire :

jof(x)dx

(c) Calculer la limite de fr(r)l f(x)dx

lorsque m tend vers —oo
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Proposition de corrigés
PROBLEME 1
X o
oo oettr iy siest r e -z 0
A/g est définie sur |—oo; 0] par : g(x) = 9" () - 0 +

xe* —x
1. Calculons la limite de g —oo
lim g(x) = lim (xe* —x)
X—>—00

X——00
*>0

lim = {xe ~

x_)_oog(x) +co car 5 too

2. (a) Calculons g'(x) et g"'(x)
g est deux fois dérivable sur |—oo; [ et :
g'(x)=e*+xe* -1

gx)=(x+1e*-1

D’autre part: g"'(x) = e* + (x + 1)e*

9" (x) = (x +2)e”

(b) Coordonnées du points d’inflexion I
Onpose:g"'(x) =0 & x=-2.Et
puis g(—2) = —2e7%+2

oo =2-3)

Doncl epointd'i nfl exi oastl epoi nt‘

(oa-2)

(c) Tableau de variation de g’
Ona:g"(x) = (x+2)e*
Pour tout réel x de I’intervalle
]—00;0],e* > 0. g”"(x) ale signe de
(x+2)

Vx € |—0; -2 ,g"(x) < 0. g’ est
strictement décroissante sur |—oo; —2[
vx €1-2;0] ,g"(x) > 0. g est
strictement croissante sur |—2; 0[

Tableau de variation :

X — 00 -2 0
g" (x) - 0 +
—1 0
g'(x)
1
i 1

B/

1. Déterminons 1’ensemble de
définition de f

Dy = |—0;0] U ]0; +oo] = IR

2. Démontrons que f est continue en 0
Ona:f(0)=0
: L X_ ) —
i f() = Jip (xe* =) =0
xll)rgl>f(x) = xllr51>2x(—1 + 1 ny
xlir(r)1>f(x) = xll)rgl>(—2x + 2xl nx
—2x—-0

lim f(x) = 0 car {xl o 0

x—0>
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Ona: lim f(x) = lim f(x) = £(0).

Donc f est continue en 0

3. (a) Dérivabilité de f en 0
e Six €]-x;0], f(x) =xe*—x

f@-fO _ |
=e*—1
x—0
i S = Jip et
LR (OJ

x—-0< x—0

f est dérivable a gauche en 0.

e Six €]0;4oo[,f(x) =
2x(—1+ 1 nx
f—(x;_f( ) _a-141ny
I f(x) = £(0)
im ——=
x-0> x—0
= lim 2(-1+1n®

x—>0>

lim f(x) — f(0)
1m = —O00
x—0> x—0

f n’est pas dérivable a droite en 0

Conclusion
fn'estpas déri vabl e
en0
Interprétation graphique du résultat :

La courbe (C) de f admet a gauche
en 0 une demi — tangente horizontale
d’équation y = 0 et a droite en 0 une
demi — tangente verticale dirigée vers

les bas

(b) Calcul de f'(x) pour tout x de
10, +oof
f est dérivable sur |0 , +oo[ et

f'(x) = 2(—1+lmb+2x><§

f'(x) =2lnx
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Signe de f'(x) et sens de variation:
vx € ]0;1], f'(x) < 0. Donc f est
strictement décroissante sur |0 ; 1|
Vx € [1; +oo[; f'(x) = 0. Donc f est
strictement croissante sur |1; +oo
4. (a) Limite de f en +o0
lim f(x) = 11m 2x( 1+1ny

X—+00

lim f(x) = 400 car
xX—+00

{ 2x > 4
1+Ilnx—>

(b) Tableau de variation de f

g est une restriction de f a ’intervalle
]—o0; 0] et g’(x) < 0 sur |—o0; 0] d’apres
le sens de variation de g'. Donc f est
strictement décroissante sur | —oo; 0]

ffx - - 0+

\ + o0
S N /

5. 90:]=>f(D; x= k)= f(x)ou
J=11; +oof
(a) Démontrer que ¢ est une bijection
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@ est la restriction de f sur J. Or f est
strictement croissante sur /. Donc ¢ est
strictement monotone sur /. D’ou ¢ réalise
une bijection de ] = [1; +oo[ vers f(J) =
[—2; +oof

(b) Montrons que (¢ ~1)"est positive sur
fU) —{-2}
Ona: ¢'(1) = 0. Donc ¢~ est dérivable
sur f(J) —{—2}et:
_1 4 — 1
@0 = ey
vx e ] —{1}, f'(x) > 0.Donc
F (1) > 0.

Dol : (@~ 1)'(x) > O sur f(J) — {2}
C/

1. Justifions que la droite (A) : y = —x
est asymptote a (C) en —o0

fx) = (=x) = xe”
lim (f(x) — (—x)) = lim xe* = 0
X——00 X—>—00
D’ou la droite d’équation y = —x est
asymptote oblique a (C) en —oo,

2. Branches infinies de (C) au voisinage
de +oo

@zZ(—l+lm§

o fx) _
lim —= = lim 2(—1+1lnxY =+
x—=>+o00 X X—+ o0

(€) admet une branche parabolique de
direction (Oy)

3. Représentation graphique
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4. h(x) = —f(x). Construction
de (Ch) voir figure

5. H(x) = [ h(t)dt
(a) Démontrons que H est bien

définie et continue

[1;x] € [1; 4oo[ et h est continue
et dérivable sur /. Donc H est bien

définie et continue sur /

(b)Calculons H(e)

H(e) = j h(t)dt

H(e) = f —2t(—1+ L nddt

1

Posons :

u' = -2t = u=—t?
.1

v=—-1+Ilnt = V=g

H(e) = [—t3(—1 + [ nd]¢ — j _tdt

1

Volumel :  ANILYSE
1 e
H(e) = -1 + [—tz]
2 1
Hie) = —1+5 42
€)= 2 72
H()_e2 1_62—1
¢ =TT

H(e) est ’aire du domaine
délimité par la courbe (Ch), ’axe
des abscisses et les droites
d’équations x = letx =e

(c) Calculons en ¢ n? ’aire A
A = j(—f(x) + h(x))dx Xu.a
1

A = j(Zh(x))dx Xu.a
1

A =2H(e) Xu.a
A = 2(e? —1)cm?

PROBLEME 2

A/ Démontrons que pour tout réel x ,

Vx?+ 3> |x|

Pour tout nombre réel x ona : x* 4+ 3 > x?
VX2 +3>4x%

D’ou Vx € IR, Vx*+ 3 > |x|

B/ f(x) =vx*+3—|x—1]

1. (a) Montrons que f est continue en
xO == 1

Ona: f(1)=2
}Ci_r)r}f(x) = }Ci_r)r}(\/xz +3—|x— 1|) = 2.

On conclut que f est continue en 1

(b) Dérivabilité de f en 1
e Vx€]—oo;1[,0n:
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fx)—f(D _ Vx*+3—-—(—x+1)-2

f(xX)=vx*+3+x—1 six€]—o0;1]
f(xX)=vx*+3—x+1 si x€[l; +oof

e f estdérivable sur |—oo; 1]

x—1 x—1

x)—-f@1 x*+3—2

e
f@Q-fO_,,  @+3)—4

x—1 (x—1D(Vx2+3+2)

f(X)—f(l)=1 x+1

+
x—1 (Vx2+3+2)

x> +3+x

x
\/x2+3_ Vx?+3

foo=1+

lim f—(x) ACY = lim <1 + xtl >
x-1< x—1 x-1< (\/m + 2)
L@ _3
x-1< x—1 2

e Vx€]l; 4o
fG—f) _Jx*+3-(x-1)-2

x—1 x—1
fe)—fA) _ x> +3—2
x—1 T x—1

f(x)—f(l)z_1+ (x*+3)—4
x—1 (x—D(Vx2+3+2)
fOO-f@ __  _ x+l
x—1 (VxZ+3+2)
L f@) —F)

x—1> x—1

" < L+ x+1 )
= lim | —
x-1> (Vx2+3+2)

fO-f@O _ 1
m -z

li

x—-1> x—1 2
Y f)—FfQ) . fl)—=f(1)
m ——- +# llm _—
x—1> x—1 x—-1< x—1

f est n’est pas dérivable en —1.

(c) Etudions le sens de variation de f
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Ona:Vx € IR, \x*+ 3 > |x|. Donc sur
I’intervalle |—o0; 0] on a :

vx*+ 3> —x. Soityvx*+ 3+ x> 0.
D’autre part sur ’intervalle [0 ; 1]

Vx*+3+4+x>0.
Vx € |—o0;1[; f'(x) > 0.
Donc f est strictement croissante sur
]—o0 ;1]

o f estdérivable sur |1 ; +oof

X
‘() = -1+
/ Vx2 +3
, —Vx*+3+x
Fio =Y
vx+3
Vx € IR, +x*+ 3 > |x|. Donc pour tout

réel de ’intervalle |1; +oo[ ona:

Vx2+3>x © Jx*+3-x>0
Vx €]1 ; +oo[; f'(x) <O.
Donc f est strictement décroissante sur
11; +oo[

(d)Calcul des limites
mnf@)=1m1(x2+3+x—1)
X——00 X——00

. (P +3) = (x—1)?
Jim f(x) = lim (Vx2+3-x+1)
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lim £(x) I 2x + 2
im f(x) = lim
X==0 x=>-o (x2+3 —x+1)

2
2+§

lim f(x) = lim
X—>—00 X—>—00 3 1
<— ’1 + P -1+ ;)

lim f(x) = -1

X——00

lim f(x) = lim (\/x2 +3—-—x+ 1)
X—+00 x—+00

(x2+3)— (—x + 1)?

lim f(x) = lim
A O = T T s o D)
lim £(x) I 2x + 2
im f(x) = lim
X2+ x=>to (Vx2 43 +x—1)
2+2
lim f(x) = lim X
X—+0o0 X—+00 3 1
< ,1 + ? +1-— E)
lim f(x) =1
xX—+00

Tableau de variation de f :

X — 0o 1 + oo
fr@ + -
2
f(x)
-1 1
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(e) Comportement de (C) au point
d’abscisse 1
La courbe (C) admet au point
d’abscisse 1, deux tangentes
d’équations :
(T,) : y:%x+%et
(Tq) :y = —%x+§
Les droites d’équationsy = —lety =1
sont des asymptotes horizontales a (C) en
—oo et en +0oo
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Représentation graphique de (C) :

34

2. g estlarestriction de f a I’intervalle
]—o0;1]
(a) Montrons que g admet une application
réciproque
g est strictement croissante sur |—oo; 1]
comme restriction de f. Elle est donc
monotone. D’ou elle admet une bijection
réciproque g~ définie de ]—1 ; 2] vers
]—o0; 1].
(b) Explicitons la bijection réciproque
Posons g(x) =y

Vx*+3—x+1=y
VP+3=(—x+1D+y

(x2+3)=(x—-12+2y(—x+ 1) +y?
x2+3=x%—-2x+1-2xy+2y+y?
2x(1+y) =2y — 2+ y?
Y42y -2

2y + 1)
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g l:1-1;2] 5 ]—o0;1]
x>+ 2x—2
2(x+1)

(c) Construction de (T)
(d) Déterminons la fonction G primitive de
g ttelleque G(0) =0

_ Xt 42x -2
=56
_ _(x+1)*-3
g7 () = 2(x + 1)
g_l(X)=X+1—m

g~ ! est continue sur ]—1 ; 2]. Elle admet
une primitive G telle que :

1 3
G(x)=§x2+x—§ln(x+1)+a; a

€ IR
G0)=0 & a=0




«le praﬂcien »
Terminales Scientifiques

Volumel @ ANALKSF

1 3
G(x) = Exz + x —Eln(x +1)

(e) Calculons I’aire :

A = ff(x)dx

A = .[(1 — g7 (x))dx

A =[x =GR
A =2—-G(2)+G(0)

3 2
c/l=(2+§ln3)cm

C /1 = [1; 2]. On définit la suite (U,,) nen
par: Upyq = f(Uy)

1. (a) Démontrons que I’équation f(x) =
x admet une solution unique a dans /
Posons u(x) = f(x) — x
u est continue et dérivable sur /. On a:

u'(x) = f'(x) -1

vx €1, f'(x) <0.Doncu'(x) < O0surl.

u est alors strictement décroissante sur /.
Elle réalise une bijection de I vers
[u(2);u(1)] =[-0,34;1].0r0 €

[—0,34; 1]. D’ou I’équation f(x) = x
admet une unique solution dans /

(b) Démontrons que pour tout x de I, f(x)
est dans [

f étant décroissante sur /, on a :

1<x<2 = fQ<fx)<fQ)

VE—-1<f(x)<2et[V7-1;2] .
Douvxel ; f(x)el

(c) Démontrons que pour tout x de I,

THGIES:
Onaf’(x)=\/%—
[42 + 3 — X
v o Vvx?+3
f (.X')— 2
x“+3
"(x) =

(x2+3)Vx*+3
Pour tout x de I, f''(x) > 0. Donc f" est
strictement croissante sur /. Alors :
1Sx<2 = f’(1)<f'(x)Sf'(2)

——<f(x)<\/—_—1<0

Jury

D’ou pour tout réel x de I ; |f'(x)| < 3

(d) Déduisons que pour tout réel x de [ ;

If(x) —al <3 |x —al

On a pour tout réel x de I ; |f'(x)| S%et

a € 1. D’apres I’inégalité des
accroissements finis, on a :

() = f(@)] <3 Ix—al or f(a) = a

\ , 1
D’ou le résulat : |[f(x) —a| < 5 |x — a|
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2. (a) Démontrons que pour tout entier
naturel, U, € |

Up=1.Donc U, €1

Supposons que pour tout entier naturel /I,
U, € I et montrons que U,,,1 € [
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On a : pour tout x de [ f(x) appatient a |
d’aprés C/1. Donc U, € I implique
f(Un) €let Un+1 = f(Un)

1
|Us — af SE|U2_(1|

1
Dou:vnel, U, €l Un —al = 5|Up-y — @
) Le produit membre & membre donne en
(b) Demontrons que::n €N, simplifiant :
|Upyr —al <= |U —al. 1 1 1 1
m |Un—a|§§x2x2>< X = ><|U0—a|

Ona:vx €l ,|f(x) —al <jlx—alor v
n facteurs
U, €l. \n
Donc : |f(Un)_0-’|< |U —a |Un_a|S<§> X Uy — a

OI‘|U0—CZ| < 1.

D’ou: neN, |U,,, —al SEIUn—al

\ 1
D’ou pour toutn €N, |U, —al| < -

(c) Etablissons que : n € N, |U,, — a| < 1 (d) Déduisons que la suite (U,,) est
: , U, <

_ convergente
D’apres le résultat de la question
précédente on peut écrire par itération : Uy —al < o
1 lim — = 0
U; —al <510y — af n—1>r-|p002_n_
1 Donc lim U,, = a. D’ou la suite est
Uy —al << |U; — «af nokee
2 convergente

PROBLEME 5 : BAC 2019
Partie A : f est dérivable sur IR et f'(x) =
1. Résoudre I’équation différentielle
(E):2y —y=0

! ' 1
2y —y=0 e y—-75y=0

(2mx +p)ez + %(mx2 + px)ez
X

f(x)-( mx +(2m+;p>x+p> 2

f est solution de (E) si et seulement si

(E) est une équation différentielle du
premier ordre sans second membre. Donc 2f' () = f(x) = (1 — x)e2
la solution généralexest ; 2 (% mx? + (Zm n %p) x + p) e%
=ae2 ; a€lR x
' x — (mx?* + px)ez
2. (EN:2y —y=(1—x)ez x
(a) Détermination de m et p = (1 —x)e2

X
— P, Tréd
f(x) = (mxtukpoage it | gy
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X
(mx? + (4m + p)x + 2p)ez

X
2

— (mx? + px)e
X
= (1 —x)ez

X X

(4mx + 2p)ez = (1 —x)e2
Par identification :

{4m =-1

2p =1

1 1
S Pz m=Tg

(b) g est définie et dérivable sur IR
b1) montrons que gest solution de (E) si
et seulement si g — f est solution de (E)
g solution de (E) si et seulement si :

29 (x) —g(x)=(1— x)eg or :
2f () — f(x) = (1 — x)ez
2f ()~ F() = 29'(0) — g0)
2(9() — F) = (9(x) = f(x)) = 0.

1 x
go(x) = —Z(J\C2 —2x+1)ez ou

1 x
go(0) = —5 (x— 1)e?

D’ou g — f est solution de (E)

b2) Résolvons (E)
g — f estsolution de (E). Alors g(x) —

f(x) = aez et g est solution de (E). Donc
la solution générale de (E) est: g(x) =

f(x)+ aez ; a€lIR

NI &

1 1
g(x) = (—Zx2+—x+a)e ;a

2
€ IR

3. Déterminons la solution g,
La courbe passe par le point A(1 ; 0).

go(1) =0
(1+1+>%—0

213 alez =
1+ B !
gte=0;| a=-3
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Partie B :
1 x
h(x) = —Z(x — 1)%:2
1. Limite de 4 en —oo et en +0

1 x
lim A(x) = lim — Z(x —1)%2
X—>—0

Xo—
xl_i)rp@h(x) = xl—i}zlw — %(x2 —2x + 1)3%
lim 2(x) = lim
X——o0 Xo>—
— %(xzeg — 2xeZ + eg)
x%eZ - 0
xl_i)l}looh(x) =0 car xe% -0
x
ez -0

1 X
lim A(x) = lirP — Z(x —1)%2
X—+o0

X—+0
X
lim h(x) = —o car| ©€> 2 1%®
x>+ (x — 1)2 - 4o

2. Dérivabilité de 4 sur IR
Les fonctions x = — i (x—1)’etx > e2

sont dérivable sur IR. Donc 4 est dérivable
sur IR comme produit de deux fonctions.

3. Sens de variation de &
h est dérivable sur IR et

: 1 x 1 x
h(x) = —E(x— 1)e2 —g(x— 1)%?2
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h(x)= —E(x— 1)e2

1 x
—g(x2 —2x + 1)ez

: 1 1 1 1 1\ x
h(x)=(——x2+—x————x+—>ez

8 4 8 2 2
, 1 1 3\ x
h(x) = (—gxz —Zx+§>ez

' 1 X
h(x)= —g(x2 + 2x — 3)e2

h'(x) = —%(x —1)(x+ 3)3%

X

Pour tout réel x ; ez > 0. Donc 42’(x) ale
signe de —%(x —1D(x+3)

Volumel @ ANALKSF

4. p(x) = —eg
(a) Position relative de (C) et (I")

h(x) — @(x) = —%(x — 1)28% + e%
1 X
h(x) — o(x) = [—Z(x _1)2 4 1] e2
h(x) — (x) = (1 ~lx- 1)) (1 +
%(x — 1)) eg

- 0= (e (e

h(x) — o(x) = %(—x +3)(x + 1)e?

X —o =1 3 + o0

Vx € |—o0; =3[ U ]1; +oo[ , h'(x) < 0.
Donc h est strictement décroissante sur
|—o0; —3[ et sur |1; oo
vx € 1-3;1[,h'(x) > 0.

Donc h est strictement croissante sur

h(x) — @(x) - 0 + 0 -

oVx € |—00,—1[ U ]3; +o[; h(x) —

@(x) < 0. Donc (I') est au dessus de (C)
1-3;1] sur |—oo, —1] et sur |3; +oo[
ovVx € |-1;3[; h(x) — @ (x) > 0. Donc
X — -3 1 + o
(I') est en dessous de (C) sur |—1; 3|
h' (x) — 0 + 0 -— (b) Construction de (C) et (I")
0 0
- \ / \
—4e_% — 0
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5. (a) Détermination de
a,betc

X

H(x) = (ax? + bx+ c¢)e2
H est une primitive de 4 sur IR si
H'(x) = h(x)

X
H'(x) = 2ax+ b)ez
1 x
+§(ax2 + bx+ c)ez
, 1 1
H(x) = (Eaxz + (Eb + Za)x +b

i1 )
> cle
Par identification :

(1

1
24T 7y

N R

<1b+2 =
2 =

1
Kb+EC = -
13
a=—E,b=3;C=—7
(b) Calcul d’aire :

1
2
1
4

Proi : TEKPOLO (rédo
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A = j(h(x) — go(x))dx
“1

3

A = jh(x)dx— f(p(x)dx

-1
3

A = [H@, - |-2¢2]
3

A=[HGB)—H(=1D]+2 [eg]_l

-1
A=8e2 =—cm?
Ve
Partie C :
n+2
U, = j —h(t)dt
n+1

1. Interprétation géométrique de U,

Uy = f—h(t)dt

U, est ’aire du domaine délimité
par la courbe (C), ’axe des
abscisses et les droites d’équations

x=1letx =2
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2. (a) Démontrons Vn € IN, D’ou :
—h(n+1) < U, < —-h(n+2) vneIN,-h(n+1) < U,
n+l<t<n+2= < —-h(n+2)

h(n+2) < h(t) <h(n+ 1) car hest
décroissante. Alors : —h(n+ 1) <
—h(t) < —h(n+2)
Une intégration membre a membre
donne :

n+2 n+2
—h(n + 1) f dt < f _h(t) dt

n+1 n+1
n+2

< —-h(n+2) f dt
n+1

Or:

n+2

[ ae=1

n+1

(b) Sens de variation de (U,,)
—h(n+2)< Uy <—h(n+3)
hn+2)<-U,<h(n+1)

0<Upny1—Uy
<h(n+1)—h(n+3)

0<U,+1-U,
Donc la suite (U,,) est une suite
croissante

3. Convergence
lim (—h(n + 1)) = 400 car

n—-+oo
lim h(x) = —oo.
xX—+0oo
Donc lim U,, = +o
n—-+oo

Donc elle n’est pas convergente

PROBLEME 6 :

x+1
{f(x)ze x —x+1si x<0
f(x)=In(x+e) si x=0
Partie A :
1. (a) Montrons que Dy = IR

x+1

fx)=ex —x+1si x<0
D ={x € ]—o0;0[,x # 0} ;
D =]-o0;0[

f(x)=In(x+e) si
D'={x€e[0;+o[,x +¢€
>0} ; D' =[0;+oo[
Ona:Df=DUD’;
D’ou: D;=IR

x=>0

Prof : TEKPOLO (rédo
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(b) Limites de f

x+1
lim f(x) = lim (e x —x+1>
X—>—00 X——00

lim f(x) = +oo car

X——00

{ E—>1
X
—X+1- 4

lim f(x) = lim In (x + e)
xX—+oo X—+ 00

ligrn f(x) =+4+0carx+e —> +
xXx—>+00

2. (a) continuité de f en 0

f(0)=1

228
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x+1 D’ou :
lim f(x) = lim (ex —x+1> =
x-0< x-0< f(x) -1 In (1 + E)
XT"'l_) — Vx € ]0; +oof; p = p
lim f(x) =1 car x+1 (c) Dérivabilité de f en 0
x—0< ex —0
 f)-1 el
—-x+1->1 lim ——— = lim (—ex—1>
D’autre part : *20< 1x xo0< X
lim f(x) = lim In(x +e) =1 Posons X =2, ona:
x—0> x—-0> f(x) -1
lim ——— = lim (exe* — 1)
- - — x-0< X X—>—00
lim £(x) = lim f(x) = f(0)
Donc f est contin int x)—1
f .l ue atipom lim & = —1carXe* - 0
d’abscisse 0 x-0<  x
(b) Démontrons que : Et d"autre part : N
e I =S NOEER n(1+3)
x+1 x—-0> X x—=0> X
Ona:f(x)=ex —x+1six<0 Posons X = X -
+1 e
fo)-1 ex —x+1—1 Lof@-1 1 ()
X B x xir(gl> x B X—>0>z X
1+1
flx)—1 e x—x
X B X . -1 1
1 fp e
f(x)—lzexex—x In(1 + X)
X X —_—
D’ou: X
x)—1 e 1
Vx € |—o0; 0[; A 1 =;ex—1 Par suite :
x x)—1 x)—1
e VxE€ ]O, +OO[, fx)-1 — ! r(1+e) lim & + lim &
x x x—=0> X x—-0< X
Ona: f(x)=In(x+
e) si x=0 Alors f n’est pas dérivable en 0
fx) -1 _ In(x+e)—1 Interprétation graphique :
X l ne(l _):E) i (€) admet au point d’abscisse 0
f) -1 _ e deux demi — tangentes d’équations
X X .
respectives :(T,):y=—x+1et
f(x)_l_lne+ln(1+§)—1 (g) 1
P = (Ta): y=-x+1
fx)—1 _ ln(l +§)
X B X
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3. (a) Etudions les variations de

f

e f estdérivable sur |—oo; 0[ et sa
dérivée f’(x) s’écrit :

1) = (x + 1)’

x+1

e x —1

x+1

! —_ 1 v 1
fx)=—-—ex -

Vx €]—o;0[ ,f'(x) <O.
Donc f est strictement
décroissante sur |—oo ; 0
e f estdérivable sur |0 ; +oof et sa
dérivée f'(x) s’écrit :

f(x) =

x+e

Pour tout réel strictement positif,
f'(x) > 0. Donc f est strictement
croissante sur ]0; +oo|
Tableau de variation :

x — o 0 + o0
G| - +
+o0 + o0
f)
0

(c) Tragons (C)

(b) Branches infinies de (C)

im @ (lexTH—1+l>

li
xo—00 X X X

= lim

X——00

1
Posons X = ona:

lim £ _ lim(Xe(* — 1 4+ X)
x—>—00 X X-0
X
im 72— 4

Calculons ensuite :
Jim (G0 = (=)

x+1
(e x + 1)
X——00

= lim
Jlim (f0) - (-0) = e +1

La droite d’équation y = —x +
e + 1 est asymptote oblique a (C)

en —oo
D’autre part :
. f(x) . In(x+e)
lim —= = lim
xX—>+0oo X xX—>+o X
X
lim & =0
X—>+o00 X

(C) admet en +oo une branche
parabolique de direction (Ox)
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4. Calcul d’aire

2e
A= f f(x)dx X u.a

2e

c/lzfln(x+e)dx><u.a
0

Posons :
1
u=In(x+e) = u =
X+e
v=1 > v=x
2e
A =[xl Ze—f d
[xl x + e)]; 1o X
0
2e
leZelr(Be)—f(l— © )dx
x+e
0

A = 2el 13e)
— [x — el r{x + e)]2°

: v é ;

A =2el 3e) —2e+ el f3e) —e
A = 3el 3e) — 3e
A = 3el B + 3e — 3e

A = 3el n3cm?

Partie B

X € ]—o0;0[ ;
X
t+1

k(x) = j(eT—t+ 1>dt
1
1. Montrons que k est dérivable sur
]—o0; 0[
f est continue sur |—oo; 0[ et k est
une primitive de f sur |—oo; 0[ qui
s’annule en x = —1. D’ou k est
dérivable sur |—oo; 0[
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Soit F une primitive de f sur In(x+e) =2
]—o0; 0[. On a alors : In(x + ) = 2
k() = FGx) — F(=1) e
K0 = F@) = f@) et
f(x) > 0 sur |—o0; 0[. Donc k est S=(e(e—1)}

strictement croissante sur |—oo; [

2. Valeur approchée de k(—2)

-2
k(=2) = j f(Odt
-1

k(—2) =3,87
Partie C
1. Montrons que la restriction F de
f sur ]0; +oo[ réalise une
bijection
f est strictement croissante sur

]0; 4+oo[. Donc F réalise une
bijection de ]0; 4oo[ vers |1; +oo[

2. Résolvons dans ]0; +oo[,

3. Montrons que F~1 est dérivable
en 2

1
F'(x) =m ;F'(x) #0

On conclut que F~1 est dérivable
en 2.

F1Y(@2) = ——
F'(F~1(2))

ANty 1
(FY@2)=e(e—1)+e

(F)@)=e

PROBLEME 7 :

Partie A
p(x) =(2—x)e* -1
1. Limites de ¢
lim p(x) = lim ((2 —x)e* — 1)

lim ¢@(x) = lim (2e* —xe* —1)
X——00 xX——00

{ex—>0

li =-1
im ¢@(x) car | ox o

X——00

ol (2 e
Jim, 0() = lim (2 -x)e” ~1)

lim ¢@(x) = — car

X—+o00
{ e* - +oo
2—x—> —

2. (a) Montrons que ¢ est continue
et dérivable sur IR

Les fonctions x = (2 — x) et

x — e* sont continues et dérivables

sur IR. Donc x » (2 — x)e* est

continue sur /R comme produit de

deux fonctions. De plus la fonction
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constante x = —1 est continue et o @ est continue et strictement

dérivable sur IR.

D’ou ¢ est continue et dérivable
sur IR
(b) Calculons ¢’ (x)
o' (x) =—e*+ (2 —x)e*

¢'(x) = (1 -x)e*

Signe de ¢’ (x) :
Pour tout réel x, e* > 0. Donc

@'(x)alesignede 1 —x

X — 00 1 + oo

@' (x) + 0 -

VX E [—oo; I, @ (x) >0
Vx € ]1; +o[,@'(x) <0
@'(1)=0

(c) Sens de variation de ¢

@ est strictement croissante sur

]—o0; 1]
@ est strictement décroissante sur
11; 4o
X -2 0] 1 2
p(x)|—-046|1|1,72| -1

3. Prouvons que ¢ s’annule
exactement pour deux valeurs
o @ est continue et strictement
croissante sur |—oo, 1[. Elle réalise
une bijection sur |—oo, 1[. [-2,0] C
]—oo,1[ et p(—2) X ¢(0) < 0.
Donc I’équation ¢ (x) = 0 admet
une unique solution a € [—2, 0]
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décroissante sur |1; +oo]. Elle réalise
une bijection sur |1; +oo[. [1; 2] c
11;+oo[ et (1) X ¢(2) < 0. Donc
I’équation @ (x) = 0 admet une
unique solution f € [1; 2]

(b) Signe de ¢ (x) suivant les valeurs
de x

X —oo a 1 [ +o
@' (x) + 0 -
1,72

@(x)

On a alors en lisant le tableau de
variation :

Vx € |—oo;a[ U |B; +oo[; p(x) < 0
Vx € Ja; B ; p(x) > 0
p@)=¢ep)=0

4. Encadrement de de a et 8

o a€[-20]

x| —-13|-12|-1,1| -1
- | -+ |+

x|-1,16 -1,15 —1,14 —1,13
- -1+ | +

-1,15<a < -1,14

e BEL;2]
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x|1,7[18]1,9]2 . . er—1
IR Am fC) = lim ——
lim f(x) =0care* - 0; 150
x| 1,8/1,8{1,8[1,8]1,8 Xo=00 al
+ 1+ -] -]~ I = im &1
x—1>r-|¥loof(x) B x—1>r-|poo eX —x
e*(—e ™ +1
1,84< <185 lim f(x) = lim ( — )
. i x—+00 x>+ eX(1 — xe™%)
5. Montrons que : e% = P y o (—e* +1)
Ona:@(a)=0 x_lﬂloof(x) = e (1 —xe™™)
1 . _ —x
(2—6{)6“—1:0(:)6“:2_“ xuglmf(x)_lfare —0et
—xe * -0
Partie B 3. Calculons f'(x)
e —1 f est dérivable sur IR :
f) =— eX(e* — x) — (e* — 1)?
v fx) =
1. Montrons que e* — x ne s’annule (e* — x)*?
pas sur IR f'(x)
Posons u(x) = e* — x e?* — xe* —e?* +2e¥ —1
u'(x) = e*—1 - (e¥ — x)?
Vx <0, u'(x)<0. , —xe* + 2e* —1
Donc u est strictement fre) = (e* — x)?
décroissante sur |—oo; 0[ , (2-—x)e—1
Vx> 0;u'(x) > 0. fl(x) = (e* — x)2
Donc u est strictement croissante @(x)
sur |0; +oo[ fix)= (e* — x)?

D’autre part u(0) = 1. On conclut
que Vx réel u(x) > 0.
D’ou elle ne s’annule pas sur IR

Dy = {x € IR; e* —x # 0}
D’apres ce qui précede on conclut
que :

Df=1IR

2. Les limites de f

Vx € IR, (e* — x)* > 0. Donc f'(x)
a le signe de ¢ (x)
Alors :

f est strictement décroissante sur
]—o0; af et sur |B; +oo[
f est strictement croissante sur

la; Bl
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Tableau de variation : e -1
fla) =—
x — 00 a 5 + 00 . er—a
Or : e* = — donc on obtient :
f'(x) - 0 + 0o - 1
-1
_2—«
0 (B fla) ="
2—a ¢
-1
f(x) __ ¢
f(@) a’?—2a+1
Fla) =21
Q) =——
f(@) 1 (a ‘1“2
4. Montrons que : f(a) = —
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5. Déterminons une primitive de f ( 1 )'
sur IR g'(x) = Z—Tx
=5 7=%
fx) = er —x 1
(e* —x)’ 2 —x)?
f&) =~ g =¥
f est continue sur IR. Elle admet 2—x
alors une primitive F définie par : g'(x) = > i p

F(x)=In(e*—x)+k ;k€IR

e Valeur approchée de : fol f(x)dx

1
f f()dx = [In(e* — D)1}
0

1
jf(x)dx =In(e—1)
0

1
jf(x)dx =0,54
0

Partie C
1. Ensemble de définition de g

9t =1 n(Zix)

1
Dg:{xEIR;m>O}

1
—>02—-x>0
2—Xx

x <2

Dg = ]_00;2[

e Prouvons que g est croissante sur
son ensemble de définition

g est dérivable sur |—oo; 2[ et sa

dérivée g'(x) s’écrit :

Vx € |—x;2[,g'(x) >0.D’0ou g
est strictement croissante sur
]—00; 2]

e Prouvons que g(I) c I
I =[-2;0]
g est croissante sur I comme une
restriction. Donc on a :
—2<x<0
9(=2) < g(x) < g(0)
2l <gx)<-ln.
Or [-2l2; -l ] c[-2;0]
Dou:g(I) clI

2. (a) (Uy) est la suite définie
_ { Uy =—2
P Wi = 9(U)
e Montrons que U; appartient a [
U, = g(Up)
U =9(=2)=-2lnR
—2 < =20 12. Donc U, appartient
al
e Prouvons que:Vn € IN,U, €1
U, appartient a [ et U; appartient a .
Supposons que pour tout entier
naturel n, U,, € I et montrons que
Uny1 €1
D’apres la question 1. précédente :
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Donc U, €I = g(U,) € I soit
Un,i €1

D’ou:VnelIN, U, €l

e Prouvons que la suite (U,) est
croissante

Ona:U; > U,
Supposons que pour tout entier
naturel non nul n, U, > U,_; et
montrons que U, ., > U,

Un > Un—l = g(Un) > g(Un—l)
Uns1 > Up.

D’ou la suite (U,,) est une suite
croissante

(b) (V) définie pour tout entier

turel n { Vo=0
nature ar :
P Ve = 9()
e Calculons V;
v, =gWp)

V; =9g(0)=—-1n
e Montrons que :
25U, sV <V, <0
Ona:Uy=-2;U,=-21%;
Vi =—=11n.0r:
—2<-2l2<-I2<0

D,Ol‘l:—ZSU1SV1SVOSO

e Etablissons par récurrence que :
—2<U, sV, sV,.1 <0
Ona:-2<U; SV <V, <0
Supposons que :
—2<U, sV, sV, <0et
montrons que :
—2< U1 S V1 SV <
—2<U, sV, sV,.; <0.
croissante, on a :

0
g ¢tant

9(=2)<gWU,) = gV,)
<g(Vn-1) < g(0)
_ZSUn+1SVn+1SIZnSO

Dou:-2<U,<V,<V,.1<0

e Sens de variation de (V;,)
D’apres les inégalités précédentes,
ona:l, <V,_4

Donc (V,,) est une suite
décroissante

3. @h(x)=x—In(x+1)
e Montrons que h est croissante
h est dérivable sur [0 ; +oo].
1 X

x+1=x+1
Pour tout réel positif ou nul,

W (x) > 0.

h'(x)=1-

D’ou h est croissante sur [0 ; +oo[
h(0) =0

e D’aprés ce qui précede, on a:
h(x) = 0 sur [0 ; 4oof.
Dou:In(1+x)<x

(b) vérifions que :

Visr —Upyr =1n (1 + V;L_;;Jnn)

Vg1 —Upy1 = g(Vn) - g(Un)

1 1
V"+1_U"+1:l"<2—m>_l"(2—un>

Vier = Unyr = =12 = Vo) + 112
- n)

Vi1 = U1 = 1n<

2—Un>

2=V, +V,—-U
Vi1 = Unsa :1n< g—l}:l n)
2-Vv, V,—-U

D’ou:
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V,—-U
Vn+1 - Un+1 = zn_ V =
n

(c) Déduisons que :
V,—U
o < n n
2=V
On a pour tout réel x positif

Vn+1 - Un

In (1 + x) < x. En posant x = %

V,—U ,—U
1n(1+” ”)s” Z
2 -V, 2 -V,
D’ou :
V,—-U
Vn+1 - Un+1 —_ Zn_ Vnn
(d) Encadrement de z—lv
Ona:-2<V1,<0
0<-V, <2
2<2-V, <4
1 1 1
4 2-V, 2

(e) Déduisons que :
1
Vn+1 - Un+1 < E (Vn - Un)

D’aprés la relation précédente, on
écrit :

1 1
< -
2—-V,~ 2
V;l_UnSVn_Un
2 -V, 2
Or:
V. —U
Vit = Unyr < Z—V;

1
Vn+1 - Un+1 < E(Vn - Un)

4. Prouvons alors
1
Un < 2_" (VO - UO)

Ona:

que : V, —

1
Vn+1 - Un+1 = E (Vn - Un)
En procédant par itération :
1
Vi—=U; = E(VO — Up)

1
V, — U, SE(Vl - Uy)

1
Vs—Us <5 (V2 =U>)

- Un—l)

Le produit membre a membre donne
en simplifiant :

1 1 1 1
V”_U"SEXEXEX ...xE(VO—UO)
n facteurs
D’ou :

1
Vn_Un S_n(VO_UO)

5. Ona:
1
0<Vn—UnS2—n(Vo—Uo)
Et:

pim o =0
On peut déduire que la suite de
terme générale (V,, — U,,) est

convergente
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PROBLEME 8
() = —
xX)=———
f eX+e™

Partie A
1. Parité de f
Vx € IR, e* +e™* % 0.
Donc Dy = IR

Il vient alors que Dy est symétrique.

(=) = o = f®

On conclut alors que f est paire.

Alors la courbe (I') représentative
de f admet I’axe des ordonnées
comme axe de symétrie.

2. Démontrons que Vx = 0 ;
e *<e*
Vx = 0,—x < x.
D’ou e * < e* car la fonction
exp est croissante
3. (a) Déterminer la limite de f en
“+ oo

lim

lim f(x) = —
x—>+oof( ) x—>+ooeX + =X

e’ - +oo

xl—lfrnoof(x) = 0 car { e *->0

(b) Variations de f sur [0 ; +oo[
f est dérivable sur [0 ; +oo[

) __(ex+e‘x)’
fr = (eX + e~%)?
eX —e*
f(x)=—m
f'x)=0 = e¥—e™*=0
x=0

Orvx>0; e * <e*.

Donc —(e* —e™*) <0
On en déduit que f est strictement
décroissante sur [0 ; +oof

X 0 + oo
f'(x) |0 +
f()

0

4. x>0 g(x)=e—1xeth(x)=$

(a) Démontrons que pour tout
x=20 h(x) < f(x)<g(x)
Ona:

1

FO) = o
Vx>0; e*<e”

_ 1

e x+exSZex®ﬁsf(x)

D’autre part :
1 1

X X —-X
e <e*+tetoeo—<
eX+e X eX

1
exSe"+e‘x(:>f(x)Se—x

En conclusion :
Vx>0 h(x) < f(x) < g(x)

(b)La courbe (I') est au dessus de
(C,) et en dessous de (C;) sur
[0; +oof
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Partie B

n+1

Inzf f(x)dx

1. Justifions I’existence de (I,,)

[n;n+ 1] € [0; +oo[. Donc f est
continue sur [n;n + 1].

Donc la suite (I,,) est bien définie.

De plus f est positive sur
[n;n+1].

Donc (I,,) représente I’aire de la
région du plan délimitée par la
courbe (I'), I’axe des abscisses et
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les droites d’équationsx = n et
x=n+1
2. (a) Démontrons que pour tout
entier naturel n,on a :

fr+D) <L <f(n)

n<x<n+1

f(n+1) < f(x) < f(n)car f est

décroissante sur [n;n + 1]

(b) Déduisons que la suite (I,,) est
décroissante

fn+ D =fl) = f()

n+1 n+1 n+1

f(n+1)f dxsf f(x)dxsf(n)f dx

f+ D) <h<fm)
fm+2) <L, <f(n+1)
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—f(n) < -1, <—f(n+1) D’ou :

Donc :

fn+2)=f() <lhy1 =1, <0

La suite (I,,) est donc décroissante

(c) Démontrons que la suite (1)
est convergente

vnE€IN; I, >0

(I,,) est décroissante et minorée.
Donc elle est convergente

lim f(n) = llm f(n+1) = 0.

n—-+oo
Donc llm I,=0
n-+oo
Partie C
n
= j f(x)dx

1. Démontrons que :

1
E(l—e‘”)ShSl—e‘”Sl

Ona: h(x)<f(x)< g(x)

fh(x)dx<ff(x) dx<fg(x)dx

0

1
E(l—e‘")S],,Sl—e‘"Sl

2. Démontrons que la suite (J,,) est
croissante

= .[nf(x)dx
n+1

Joss = j Fx)dx

St —Jn = Tf(x)dx - j f)dx
St —Jn = Tf(x)dx ¥ f f)dx
n+1

== | fG0dx

n
Jns1—In=0,=20

D’ou la suite (J,,) est croissante

]nSl_e_ngl.

(J.) est majorée et croissante. Elle
est donc convergente

3. Encadrement de L

1
E(l—e‘”)ShSl—e‘"

1
— —e M <
2 nl—1>r-|¥loo(1 € ) nl—l>r-Poo Jn
< lim (1—-e™)
n—+oo

1
ESLSI care "> 0

4. u(x) = =
ex
(e¥)2+1

(a) Démontrons que : f(x) =
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F0) = Gye=

1
fe) = e X(e** +1)

X

f(x)=m

D’ou:

ex
f(x) = W

(b) Démontrons que f est la dérivée
de x » v(e¥)

(v(ex))’ =e*xv'(e¥)orv =u.

Donc :

(v(ex))’ = e* X !

1+ (eX)?
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X

(v@) = T3 e = F®

(c) Valeur exacte de L

Jn = jnf(X)dx

Jn = (v(ex))’dx
/
Jn = [v(eM)]o
Jn =v(e™) —v(1)
On en déduit que :
L =v(+) —v(1)

T T TT

L=3-271%

242




