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AVANT-PROPOS

Le sujet de ce livre concerne 2 la fois ’algébre et la géométrie. Les liens
entre ces deux disciplines sont trés divers et trés féconds pour chacune d’elles.
Depuis la plus lointaine antiquité de nombreuses applications réciproques
étaient déja connues. Plus prés de nous on a vu naitre et se développer la
géométrie analytique d’ou est sortie la géométrie algébrique en constant
développement. Les méthodes algébriques de la géométrie projective sont
un exemple de cette évolution. Et on ne saurait dire, au stade ou elles sont
parvenues actuellement, s’il faut considérer la géométrie descriptive comme
une division de la géométrie ou de I’algébre. De méme 1’étude des nombres
complexes commencée en algébre est maintenant étroitement liée A la géo-
métrie. A tel point que la contribution des géométres au développement
de cette science est peut-&tre plus importante que celle des algébristes.

Les différents aspects des nombres complexes font 1’objet d’études trés
poussées et posent d’importants problémes encore non résolus.

11 n’est pas dans le propos de ce livre d’exposer au lecteur 1’état actuel
de la question, mais d’étudier un des nombreux chapitres communs aux
nombres complexes et 3 la géométrie. Et nous ne prétendons nullement
épuiser le sujet méme dans ce domaine limité. Cependant, nous avons essayé
de présenter de fagon assez large 1’ensemble des questions abordées. Nous
ne nous sommes jamais bornés 3 introduire les notions fondamentales en
nous efforgant de les utiliser pour la démonstration des théorémes géo-
métriques.

Ce livre est destiné & un cercle de lecteurs assez étendu. Si les premiers
paragraphes de tous les chapitres peuvent &étre utilisés dans un cycle d’études
élémentaires, les paragraphes suivants sont d’un niveau un peu supérieur.

Cela nous a astreint & un systéme assez complexe de désignations pour
distinguer les différentes parties du livre.
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Les paragraphes 1, 4, 7, 9, 13 et 15 constituent la ligne fondamentale de
I’exposé ; ils sont sans astérisque. On y trouvera, 3 I’intention” des profes-
seurs et futurs professeurs de mathématiques, de nombreux exemples de
géométrie élémentaire. Dans les paragraphes 8, 10, 14 et 16 marqués d’un
astérisque, sont exposés les procédés d’applications des nombres complexes
a la géométrie élémentaire. Chacun de ces quatre paragraphes a pour titre
« Applications et exemples ». Il comprend différents théorémes géométriques
démontrés A I’aide de nombres complexes. Bien entendu les théorémes ras-
semblés ici ont uniquement une valeur d’illustration. Seuls, peut-étre, les
théorémes sur la puissance du point et de la droite par rapport a la circon-
férence (paragraphe 8 et 10) se rapprochent un peu plus de la ligne fondamen-
tale de ’exposé. Ils sont utilisés dans le paragraphe 16 pour une nouvelle
dénomination (« géométrique ») de I’inversion axiale (de LAGUERRE) qui
joue un role essentiel dans le paragraphe 15.

L’étude des paragraphes 8, 10, 14 et 16 pourrait étre omise sans nuire &
la compréhension du reste du livre. Nous recommandons au lecteur de ne
pas trop s’y attarder en premiére lecture. Par la suite, si I’on s’intéresse 2 la
géométrie élémentaire on pourra retourner a ces paragraphes afin d’en assi-
miler les principes fondamentaux. Les paragraphes marqués de deux asté-
risques 5, 6, 11, 12, 17 et 18 ont un tout autre caractére. Nous y dépassons
les fronti¢res du sujet qui (de fagon d’ailleurs souvent artificielle) est classé
dans la géométrie élémentaire. En fait, les applications essentielles des
nombres complexes & la géométrie ne se rapportent pas i la géométrie
d’Euclide telle qu’on I’étudie dans le second degré mais & ce qu’on appelle
les « géométries non euclidiennes » dont la plus connue est la géométrie de
LoBATCHEWSKY. Il nous a semblé inadmissible, méme dans un livre de vulga-
risation, d’ignorer ce domaine essentiel des applications géométriques des
nombres complexes (1). Nous avons donc introduit dans ce livre un
court exposé sur le role des nombres complexes dans la géométrie de
LoBATCHEWSKY. Les paragraphes correspondant 3 cet exposé sont destinés
a un lecteur ayant quelques notions du principe de cette remarquable géo-
métrie. Les connaissances nécessaires peuvent ne pas dépasser le niveau d’un
livre de vulgarisation sur la géométrie non euclidienne. Le caractére particu-
lier des paragraphes marqués de deux astérisques nous a contraint 3 modifier
notre exposé. Les démonstrations dans ces paragraphes ne sont pas toujours
intégralement développées, le soin en étant laissé au lecteur. Celui-ci pourra
négliger les paragraphes 5, 6, 11, 12, 17 et 18, le reste du livre formant un

(¥) On pourra consulter & ce sujet les livres et articles indiqués dans les notes en bas
des pages 14, et 25.
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tout dans sa partie élémentaire (celle qui ne concerne pas la géométrie non
euclidienne).

L’origine de ce livre est le cours fait par I’auteur en 1958 dans les écoles
moscovites aux membres du cycle d’Enseignement mathématique auprés
de I’Université d’Etat de Moscou. Un exposé élargi de ce cours a été publié
dans le numéro 6 des Bulletins de I’ Enseignement mathématique (M. 1961).
Les étudiants de 'Institut pédagogique de la Faculté de Moscou ont aussi
bénéficié de ce cours.

L’auteur exprime sa reconnaissance & A. M. YAGLOM pour ses conseils,
a ses éleves M.M. ArarovA et F. M. NAvIAICK], auxquels revient le mérite
de certaines démonstrations, aux rédacteurs M.M. GORIATCHA et
I. E. MoRrOZOVA, qui nous ont fait de nombreuses remarques utiles. Enfin
Pauteur remercie le professeur Roland DEAUX, de P’Institut polytechnique
de Mons (Belgique) qui nous a aimablement envoyé la derniére édition de
son livre sur les nombres complexes.

I. M. YAGLOM.
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CHAPITRE I

LES TROIS TYPES
DE NOMBRES COMPLEXES

§ 1. NOMBRES COMPLEXES ORDINAIRES

L’introduction des nombres complexes en algébre est liée & la résolution
de I’équation du second degré.

Si par le mot « nombres » nous entendons seulement les nombres ordi-
naires réels, on est amené 3 considérer que I’équation du second degré :

X +px+qg=0 (1)

a deux racines si 4 = p2 — 4q > 0; une racine si 4 = 0; pas de racine
si 4 < 0. Ainsi, de trés nombreuses équations, par exemple

¥+1=0 xX—2x+2=0, *X+x+1=0, )

sont insolubles, c’est-a-dire n’ont pas de racines. Ce fait complique considé-
rablement la théorie des équations. Afin d’éliminer cette difficulté, on a été
amené a élargir la notion de nombre et on est convenu de considérer que
I’équation x2 4 1 = 0 a une racine : c’est un nombre d’une nature particu-
liére (imaginaire) différente de celle des nombres ordinaires réels. On dési-
gnera ce nombre par une lettre spéciale « i ». En ajoutant & 1’ensemble des
nombres réels le nombre «i», nous sommes tenus d’expliquer comment
s’effectuent la multiplication des nombres réels par i, et leur addition avec i.
Nous pouvons multiplier les nombres 1’un par 1’autre et les additionner,
mais tant que nous ne définissons pas ces opérations pour 1’ensemble
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«élargi » des nombres, nous n’avons pas de motif suffisant d’appeler i un
nombre. De plus, il apparait impossible de se borner & I’introduction du
seul nombre i. Tous les produits bi du nombre réel b par i et toutes les sommes
a + bi du nombre réel a et du nombre bi (b # 0) sont aussi considérés comme
nombres d’une nature spéciale et sont inclus dans I’ensemble des nombres,
en plus des nombres réels et du nombre i. Une grande quantité de nombre
de la forme a -+ bi est ainsi obtenue (pour b = 0 qui comprend tous les
nombres réels, et pour a = 0 — tous les nombres de la forme bi) et elle
constitue I’ensemble des nombres complexes.

L’addition, la soustraction, et la multiplication des nombres complexes
sont alors définies de la fagon suivante :

@+ b))+ (c+d)y=@+c)+ G+ di,
(@+ b)) —(c+di)=(a—c)+ (b—4d)i,
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i (3)

(on utilise ici le fait que, par définition, i est la racine de 1’équation

x24+1=0,

de telle sorte que i 4 1 = 0 et i2 = — 1).
On peut alors établir de fagon simple la régle de la division du nombre
complexe par le réel :
. ~ 1 ¢ d.
(c+d1).a—(c+d1)-;—a—|-21.
Si donc nous devons diviser un nombre complexe quelconque z1 par

un autre nombre complexe z, il suffit alors de leur associer un nombre Z,
pour que le produit zZ soit réel. Nous aurons alors

z1:z = (z12) : (22), C))

Mais les régles de la multiplication des nombres complexes z; et Z, et la
division du nombre complexe obtenu z1Z par le nombre réel zZ nous sont
déja connues.

Posons z = a + bi ; dans ce cas, pour Z, il est commode de choisir le
nombre a — bi, pour lequel

2z = (a + biYa—bi) =a’ + b°. ©)
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Nous pouvons maintenant écrire la régle de la division par un nombre
complexe de cette fagon :
c+ di= (c + a’i)(a—bi)= (ca + db) + (— cb + da) i
a+bi (a-+ bi)a— bi) a4+ b
=ca+db —cb + dai.
a + b @+ b

©)

Le nombre Z = a— bi est appelé le conjugué du nombre complexe

= a + bi (¥) ; il est évident, inversement, que le nombre z est le conjugué
du nombre Z (¢’est-a-dire (£) = z). Notons que non seulement le produit z - Z,
mais aussi la somme z 4+ Z des nombres complexes sont des nombres réels.
La somme z + Z = 2a représente le double de la partie réelle a du nombre
complexe z = a + bi ; le produit zZ = a2b? est le carré du nombre (positif)

r=+vVa+ b,

appelé module du nombre z et désigné par |z| - z est réel s’il coincide avec
son conjugué et seulement dans ce cas (on a alors Z = z). On vérifiera faci-
lement que les équations suivantes

Z1+ Zs = z1 + 2o, 21— Zs = z1 — Z2, Z1Z2 = Z1+ 22,

Z1:1Z2 = Z1: 23 0]

découlent de la définition du nombre conjugué. (Autrement dit, la somme,
la différence, le produit et le quotient des nombres conjugués de deux nombres
complexes donnés, sont les complexes conjugués correspondant a la somme,
la différence et le quotient de ces nombres.)

Nous nous servirons souvent du fait que la différence z — Z de 2 nombres
complexes conjugués est un nombre purement imaginaire (c’est-a-dire qui
a la forme bi, ol b est réel).

Ainsi, nous pouvons additionner, soustraire, multiplier et diviser les
nombres complexes, et toutes les lois auxquelles obéissent ces opérations
coincident exactement avec les lois des opérations sur les nombres réels
ordinaires (2).

(1) Par la suite on désignera par le symbole Z le nombre complexe conjugué de z.
(%) On peut dire que les nombres complexes, de méme que les réels forment un champ
commutatif.
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En particulier, comme pour des nombres réels, la division par un nombre
complexe z = a -+ bi n’est pas toujours possible : pour qu’elle le soit il est

indispensable que le module |z| =4/a2 + b2 soit différent de zéro, et il
existe un seul nombre complexe 0 = 0 4 Oi pour lequel la division est
impossible. Quand I’impossibilité de diviser par zéro est génante on procéde
de 1a fagon qui nous est déja familiére : on convient de considérer que le
quotient 1 :0 existe, mais que c’est un nombre de nature spéciale pour
lequel on introduit la notation co ; en d’autres termes on élargit I’ensemble
des nombres complexes en introduisant un nouveau nombre oo égal par
définition & 1/0. Les régles des opérations avec le symbole oo sont définies
de l1a fagon suivante

z4+ 00 =0, zZ—00 =00, Z+00 = 00, =0, (8

(e 0]
— = 00,
z

z
e}

oll z est un nombre arbitraire, non nul dans la 3¢ équation, et différent
de oo dans la deuxiéme et les deux derniéres. On considére d’une fagon
générale que la différence co — oo, le produit 0o - 0o et le rapport cofoo
(et aussi le quotient 0/0 = 0 ; 1/0 = 0+ 00) n’ont pas de signification. Nous
n’en aurons d’ailleurs pas I’emploi ici ().

Il est important de ne pas perdre de vue que, si dans le domaine des
nombres ordinaires, seuls les nombres positifs ont une racine carrée, dans
celui des nombres complexes on peut extraire une racine carrée de n’importe
quel nombre z = a + bi. Effectivement, en posant

a+ bi = (x + yi)’,

on obtient facilement
2 2
x —y =a, 2xy = b.

(1) Notons d’ailleurs que le rapport
a+* o + b’
c-o +d

ol a, b, ¢, d sont des nombres complexes arbitraires en vertu des identités

1

a+ b--
az 4 c _ z 1
cz+b= 1 fe’s)
c+d--

z

conduit & penser qu’ils ont une signification tout a fait définie & savoir a/c. Cette remar-
que nous sera utile par la suite.
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En résolvant ce dernier systéme d’équations on trouve

_/1z1+a A/lzl—a
x= [—: y= [———
2 2

Izl:\/a2+b2?a

ou

(Les signes des radicaux x et y sont choisis de telle sorte que le produit xy
ait le méme signe que b.) Cela conduit aux formules

VaTH= (/_'zlj“+/_'zl;“i),

Va—bi=+t (A/Iz—';'—“—u/l—zlz;“i),bzo. ©)

Il en découle immédiatement que dans le domaine des nombres complexes
chaque équation quadratique (1) (avec des coefficients réels ou quelconques
complexes p et q) a deux racines (différentes ou identiques) :

—p + \/ 2__4
X1,2 = pz*p q. (10)
2
En particulier pour p et g réels cette équation aura 2 racines réelles diffé-
rentes
—pz V4
X1,2 = —————
2
pour 4 > 0 ; deux racines identiques (réelles aussi) x1,2 = — p/2 pour
4 = 0 ; deux racines complexes (conjuguées) distinctes pour 4 < 0 :
—p+vV—4
X1,2 = P !
2

Ainsi, par exemple, les équations (2) ont les racines suivantes

V3

x12==%1i; x,2=14%1; x1,2=—1i——i. (1)
2 2
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Dans une série de cas, il sera plus facile d’écrire autrement le nombre

complexe z = a + bi, en mettant en évidence son module |z| = Va® + b2
Mettons en facteur le nombre |z :

N a b
== b'= 2 2( + i)-
2=t b =Val 1o\t U

Les nombres réels
a b

- et —
Va4 Va4 b}

ont la propriété d’avoir la somme de leurs carrés égale a 1.
I s’ensuit ’existence d’un angle ¢ tel que :

a ) b
CosSp = ———, sin p =

2 . (12)
\/az + b2 \/a.z + 2

Si on désigne le module ]z] = 1/a? + b2 du nombre z par la lettre r,
alors nous aurons

z = r(cos ¢ + isin ¢), (13)

(13a)

~ Qe

r=\/;2_|_b2 et cos<p=:-z, sin ¢ =

L’angle ¢ [défini par 1’équation (13 @) & un multiple de 2 = prés] est
appelé argument du nombre z et on le désigne par Arg z. Si, par exemple,
on lui impose de ne varier que dans lintervalle — 7 < ¢ < m, il sera alors
nul pour les nombres réels positifs, et égal 4 7 pour les négatifs. Les nombres
conjugués auront le méme module r et des arguments de signes opposés
@et—o.

Cette forme d’écriture (113) des nombres complexes s’appelle forme tri-
gonométrique. Elle est trés utile lorsqu’on doit multiplier deux ou plusieurs
nombres complexes.

En effet

r(cos ¢ -+ isin ¢) « ri(cos g1 + i sin ¢1) =
rri[(cos @ « cos @1 — sin ¢ « sin @1) + i(cos @ sin @1 4 sin @ cos @1)]
= rrifcos (p + @1) + isin (¢ + Q1)) (14)
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Ainsi, le module du produit de deux nombres complexes est égal au produit
des modules de chacun des facteurs, mais I’argument du produit est égal a la
somme des arguments des facteurs [comparez avec la formule (3), beaucoup
moins commode], et le module du quotient de 2 nombres complexes est égal
au quotient des modules de ces nombres, et I’argument du quotient a la diffé-
rence des arguments correspondants

z1 _ ri(cos g1 +ising1)
z r(cos ¢ + isin )

% [cos (p1 — @) + isin (p1— )]  (15)

De ces égalités on déduit immédiatement les lois qui permettent d’élever
un nombre complexe z & n’importe quelle puissance et d’extraire les racines

[r(cos @ -+ i sin )]" = r"(cos np + i sin ne);

A/r(cos ¢ + isin @) ={/;(cos ;—7: + isin %) (16)

(Il y a n racines différentes de z suivant qu’on détermine I’argument
@ = ¢0 + 2 km, selon les valeurs k =0, 1,..,n—1, @o étant une des
valeurs possibles de 1’argument.)

La méthode purement formelle utilisée ici pour introduire les nombres
complexes est tout & fait générale et peut étre utilisée dés le début du cours
d’algébre pour les nombres rationnels (fractionnaires) et relatifs (positifs et
non positifs). En effet, seuls les nombres positifs entiers (et zéro) peuvent sans
restriction s’additionner et se multiplier, bien que leur soustraction ne soit pas
toujours possible. Afin de la rendre possible (c’est-3-dire de rendre résolubles
toutes les équations x + a = b) il faut « élargir » I’ensemble des nombres posi-
tifs, en ajoutant, par exemple, la racine de 1’expression x 4+ 1 = 0, considérée
comme un « nombre de nature particuliére » ; cette racine est représentée par
— 1. A partir de cette expression — 1, par addition et multiplication, on obtien-
dra tous les nombres négatifs entiers, et toutes les équations x +a =5 (@
coefficients entiers) deviennent solubles. Par le méme procédé, pour rendre
possible la division (c’est-3-dire rendre solubles toutes les équations ax = b
2 coefficients entiers) il nous faut élargir encore plus 1’ensemble numérique, en
introduisant d’autres « nombres de nature particuliére » : les solutions 1/a de
toutes les équations ax = 1, ou a est entier positif ; aprés quoi nous obtenons
naturellement un ensemble de fractions (de nombres rationnels) a/b, et toutes
les équations du 1er degré ax = b A coefficients entiers deviennent résolubles.
De fagon analogue, on peut introduire aussi les irrationnels du second degré
et les irrationnels de degrés plus élevés.

YAcLOM. — Nombres complexes. 2
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Soulignons enfin que !’intérét fondamental des nombres complexes en
algébre est de permettre de passer de 1’équation du second degré aux équations
de degrés supérieurs sans ajouter aux nombres de formes a + bi un nouveau
nombre de « nature particuliére » : il se trouve que n’importe quelle équation
de degré n, & coefficients réels ou complexes arbitraires, a obligatoirement une
racine complexe, ce qui constitue le théoréme fondamental de I’algébre.

§ 2. NOMBRES COMPLEXES GENERALISES

Revenons 3 I’introduction des nombres complexes. Pour résoudre une
catégorie d’équations du second degré insolubles dans le domaine des nom-
bres réels, nous avons ajouté & I’ensemble de ces nombres un nouvel élé-
ment, i, qui est par définition la racine d’une de ces équations non soluble
a savoir de I’équation x2 + 1 = 0, ceci nous a conduit 3 ’ensemble des
nombres complexes a + bi (a, b réels) qui permettent de résoudre désormais
toutes les équations du second degré. Voyons maintenant si I’utilisation de
I’équation x2 4+ 1 = 0 est indispensable ou si on peut utiliser n’importe
quelle autre équation du second degré ?

I1 est facile de voir que [’équation x2 + 1 = O ne se distingue pas fonda-
mentalement des autres équations non solubles dans le domaine réel. Le
choix de cette équation particuliere n’est dicté que par sa simplicité relative
(les coefficients p et ¢ étant ici égaux a 0 et 1). En effet, désignons par I le
« nombre de nature particuliére » qui est par définition la racine de 1’équa-
tion du 2¢ degré arbitraire 4 discriminant négatif :

X+ px+q=0Ad=p°'—4g<0 17
et considérons 1’ensemble des nombres complexes généralisés Z de 1a forme :
a + bl, a, b réels (18)

On peut additionner, soustraire et multiplier ces nombres suivant les
régles :

@+dD+(c+dh)=(@+c)+ @ +4aL
(@+bl)—(c+d) =(a—c)+ (b—d)], (19)
(a + bI)(c + dI) = ac + adl + bel + bd1’ =
(ac — gbd) + (ad + bc — pbd)1

(I2 = — pI — ¢, puisque par définition I est la racine de I’équation
x2 + px + q = Q).
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A chaque nombre complexe généralis€é Z = g + bl, on pourra associer
un nombre Z tel que le produit ZZ soit réel ; ainsi, par exemple,

Z = (a— pb) — bI;

on a alors

2 2
ZZ =a" —pab + gb® = (a—gb) +4l-_4—_—p—b2-

Ceci permet de définir la division des nombres complexes généralisés, a
partir de 1’égalité (4) ; ainsi pour la méme valeur ZZ = 0, pourvu que

a=0etb=0car
2
4 4

le seul nombre par lequel la division n’est pas possible est le nombre
0(= 0 4 0 I). Enfin, chaque équation du second degré (a coefficients réels
ou complexes généralisés) dans le domaine des nombres complexes géné-
ralisés a deux racines (distinctes ou non). Ainsi, si par I on désigne la racine
de la deuxi¢me des équations (2), les racines des trois équations (2) seront
égales A :

x1=—1+4+1, xe=1—1; x1 =1, x2=2—1

_V3i—1_v3 - Vi+1l V3
2

—-——I’ 2 = +—_‘Iy
2 2

X1

et si I est la racine de la 3¢ équation (2), les racines de ces mémes équations
auront la forme

_ V3 2V3 V3 2V3

1=—+ I, Xg = = — — —— I3}
3
343 2V3 3—V3 2V3
1= + I, X2 = ———— — I
3
X1=I1, X2=—1—Il°

Tous ces résultats deviennent évidents si on se souvient que la racine I
de I’équation (17) a la forme :

=—-§+—2:£i (ouI=—1—7———:—Ai); (20)
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Inversement, on peut exprimer i & partir de I

. p 2 . p 2 )

i=—+ — 1 oui=— ——1I]. @D
V=4 V=4 ( v=4 v—4

Ainsi : les nombres complexes généralisés a + bl sont les mémes nombres
complexes ordinaux a + bi, mais écrits de fagon un peu différente :

a+bI=a+b(——§+ ‘/_"i) =a1 + bii,
ou
a=a—"b, h=Y—=4,. 22)
2 2

D’ou il ressort que toutes les propriétés algébriques des nombres
Z = a + bl sont semblables aux nombres complexes ordinaires (¥).

§ 3. NOMBRES COMPLEXES TRES GENERALISES

Pour une plus grande généralisation de la notion du nombre complexe,
voyons & quel point est essentiel dans le raisonnement du paragraphe pré-
cédent le caractére négatif du discriminant 4 de I’équation (17).

Il est clair, que si 1’on considére les nombres complexes comme un moyen
de résoudre les difficultés liées 4 la non résolution d’une catégorie d’équations
du second degré, dans le domaine des nombres réels, le caractére négatif du
discriminant 4 apparait tout 2 fait essentielle. En effet, nous supposerons

(1) L’identité des propriétés algébriques des nombres complexes généralisés Z et des
nombres complexes ordinaires z découle de I’isomorphisme de ces deux ensembles de
nombres, c’est-a-dire de I’existence d’une relation biunivoque z <> Z entre ces nombres,
telle que de z, > 2Z,, z, > Z, il découlez, + z, > Z,+ Z,, 2, — 2,2, — Z,
2,232, Z,, 2z, :2,>Z, : Z,, (nOus obtenons cette représentation en associant
au nombre z = a + bi le nombre Z = a,+ b,I, ol

pb 2b
—4 V=4

a =a+

et par conséquent
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qu’en qualité « de nombre de nature particuliere », nous avons ajouté a
I’ensemble des nombres réels ordinaires, le nombre E, qui est par définition
la racine de ’équation (1) avec un discriminant positif. Dans ce cas, dans le
domaine des nombres de la forme a + bE 1’équation (1) aura au moins
trois racines différentes : 2 racines réelles (10) (car 4 =p2— 44 > 0) et
une racine E (en réalité il y aura méme quatre racines).

On démontre aussi facilement que toutes les équations & discriminant néga-
tif restent insolubles (*). Nous ferons par la suite abstraction de la question
de la résolution des équations du deuxiéme degré et nous ne considérerons
les nombres complexes que comme certains nombres de nature particuliére,
proches des nombres ordinaires quant aux régles des opérations algébriques
et ayant, comme nous le verrons, d’intéressantes applications en géométrie.

De ce nouveau point de vue, ’élargissement de ’ensemble des nombres
réels par addition d’un nouvel élément E qui satisfait par définition a I’équa-
tion (1) apparait 1égitime indépendamment du signe du discriminant 4 de
cette équation. Toutes les combinaisons linéaires possibles

a-+ bE, ou a,bsontréels (23)

nous les appellerons les nombres complexes trés généralisés.
L’addition, la soustraction et la multiplication seront effectuées d’aprés
les régles habituelles suivantes

(@+bE)+ (¢ + dE) = (a +¢) + (b + d)E,
(@ + bE)—(c + dE) = (a—c¢) + (b — d)E, 4)
(@ + bE)+ (c + dE) = ac + adE + bcE + bdE *=
(ac — gbd) + (ad + bc — pdb)E.

() Menons la démonstration correspondante pour le cas particulier des équations
de forme x*+ ¢ = 0, ¢ > 0. Du fait que E? = — pE — g, s’ensuit que

(a -+ = bE) = (a® = qb* + (2ab — pb)E ;

c’est pourquoi (@ + bE)? sera un nombre réel seulement lorsque 2ab — pb* = 0, c’est-
a-dire b = 0 ou b = 2/p-a. Mais ou bien (@ + bE)* =a® > 0 (si b = 0), ou bien

(a+ BE)* = a*(1 — 4q/p®) >0

(si b = 2/p-a; ici on utilise le fait que par hypothése p* — 4g > 0). Ainsi pour aucune
valeur de x = a + bE le nombre x? ne peut étre égal au nombre négatif — c¢. De maniére
analogue, peut étre démontrée la non résolution dans le domaine des nombres de forme
a+ bE de I’équation arbitraire du 2¢ degré a discriminant négatif.
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Il n’est pas difficile de voir que toutes les lois concernant 1’addition, la sous-
traction et la multiplication des nombres complexes trés généralisés coin-
cideront avec les lois des opérations sur les nombres réels ordinaires. Il n’en
est pas tout 2 fait de méme pour la division (dans le paragraphe précédent
nous avions essentiellement utilisé pour cette opération le caractére négatif
du discriminant 4 = p2—44) ; et nous laisserons pour le moment la
question de la division des nombres complexes tres généralisés.

Il y a de nombreux systémes de nombres complexes trés généralisés : &
chaque paire de nombres réels p et g on peut associer une équation de second
degré () et par conséquent son systéme.

Cependant, comme nous le savons déja d’apres le paragraphe précédent,
tous les systémes numériques semblables qui correspondent aux paires p et
q tels que

4d=p"—4g<0,

ne différent pas fondamentalement parmi : les nombres de forme a + bE on
trouve toujours un nombre i = « + BE tel que i = — 1 (on doit seulement

pour cela poser a =p/V/— 4, B=2V—4; ainsi E= o + Bii, ou
a1 = —p[2, Pp1 ="V —4/2), on peut alors identifier le nombre a + bE
au nombre complexe ordinaire a1 + bii (o a1 = a — pb/2, b1 = V. —4/2.b.
De méme dans le cas ol

4=p"—4g=0,

parmi les nombres de la forme a + bE se trouve le nombre ¢ = o + BE tel
que €2 = 0 : on peut, par exemple, poser ¢ = p/2 + E ; on a alors
2 2

f=%+ﬂ+@wﬂ—ﬂ=%—q=Q

C’est pourquoi I’ensemble a + bE, pour p2 — 4 g = 0, peut toujours étre
ramené a la forme suivante qu’on appelle nombre_dual) :

a + be, a, b réels, e =0. 25

Il convient d’identifier le nombre a + bE au nombre dual a; + b;¢&;, ou
ai=a—pf2,b1=>b.

(*) On exprime le fait que les nombres complexes trés généralisés peuvent s’addi-
tionner, se soustraire et se multiplier selon les lois habituelles de ces opérations mais
qu’ils ne puissent absolument pas se diviser entre eux en disant que ces chiffres forment
un anneau.
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Enfin, pour
4 =p2——4q >0

e = o + bE, est le nombre complexe tel que €2 = + 1 ; effectivement, si

on pose
e=? 2 g E=—’—’+%Ze,

v 4 2

on aura :

2 2
e’ = (—-I-— ) =p—+2E+E— E—gq) =1
Vi Vi 2 y A( PE—9q)

Ceci permet de ramener notre systéme de nombres complexes trés généra-
lisés & ce qu’on appelle les nombres doubles.

a+be, abréels, e =1; (26)

il suffit d’identifier le nombre ¢ 4+ bE au nombre double :

ai + bie = (a—-bg) + (b ﬂ)e-
2 2

Et ainsi nous voyons qu’en fait tous les systémes de nombres complexes
trés généralisés sont ramenés aux trois systémes différents suivants (%) :

nombres complexes ordinaires a-+t+bi, i =—1;
nombres duals a+be, £2=0;
nombres doubles a-+t be, e2=1.

Les nombres complexes ordinaires sont étroitement liés & la question de
la résolution des équations du deuxiéme degré et de degrés plus élevés. Ils
jouent un réle fondamental en algébre et en analyse mathématique. Il n’est
pas aisé de remonter & ’origine de ces nombres. On pense que ce sont des
mathématiciens italiens du xvie siecle qui, les premiers commencérent 2 les
utiliser ; Girolamo Cardona (1501-1576) et Raphaél Bombelli (né en 1530 ;
son « Algebre » parut en 1572) ; cependant on peut déja trouver ces nombres,

(Y) De fagon plus précise, pour 4 < 0 les nombres complexes trés généralisés
sont isomorphes des nombres complexes ordinaires, pour 4 = 0 — des nombres duals,
pour 4 < 0 — des nombres doubles (comparez note de bas de page 10). On appelle
parfois ces nombres, nombres complexes elliptiqgues pour A < 0, nombres complexes
paraboliques pour A = 0, nombres complexes hyperboliques pour 4 < 0.
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de fagon assez confuse dans des travaux antérieurs ; et, encore longtemps
aprés Cardona et Bombelli d’excellents mathématiciens n’avaient pas
une notion claire des nombres complexes. Par contre, les nombres duals et
doubles n’ont aucun lien avec la théorie des équations du deuxiéme degré
a coefficients réels et d’une fagon générale relativement peu de liens avec
I"algébre ; les applications essentielles de ces nombres se trouvent en géo-
métrie (). Les nombres duals, ont été sans doute étudiés pour la pre-
miére fois par un géométre allemand renommé, de la fin du siécle dernier
et du début de ce siécle, Eugéne Studi (1862-1930). Les nombres doubles
ont été introduits par un contemporain de Studi, le géometre anglais
William Clifford (1845-1879).

Les applications essentielles des nombres doubles appartiennent & la géo-
métrie non euclidienne de Lobatchewski (2) ; c’est pourquoi dans notre
exposé, nous concentrerons en premier lieu notre attention sur les nombres
ordinaires et sur les nombres duals.

§ 4. NOMBRES DUAUX

L’addition, la soustraction et la multiplication des nombres duaux sont
définies par les formules :

(@+be) + (c+de) =(a+c)+ (b +ds
(a+ be) —(c+ de) =(a—c) + (b —d)e, 27
(a + be)(c + de) = ac —l—'(ad -|—'bc)c,

La derniére de ces formules montre que le produit du nombre duals
z = a + be par un autre nombre z; = ¢ + de sera réel seulement dans le
cas ou ad + bc = 0 ; si a 7% 0, alors la derniére égalité peut s’écrire sous la
forme b/a = — dfc. En particulier le produit des nombres

z=a-+be e Z=a—be

() Quelques applications de ces systémes de nombres complexes se trouvent aussi
dans la théorie des nombres.

(®) Et & quelques autres géométries différentes de la géométrie d’Fuclide (par exemple
a ce qu’on appelle la géométrie pseudoeuclidienne, qui joue un role fondamental dans
la théorie physique de la relativité. La question du lien des nombres complexes avec les
géométries non euclidiennes est étudiée d’un point de vue général dans ’article :
I. M. YaGLoM, « Travaux du séminaire sur 1’analyse vectorielle et tensorielle »; VII,
M. L., 1949, p. 276-318 ; il convient de préciser que cet article n’est pas un article de
vulgarisation et s’adresse a un lecteur averti.
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est réel :
z+%Z=(a+ be)Ya—be) =a". (28)

On appelle Z = a — be, nombre conjugué du nombre z = a -+ be (et
réciproquement, z est le conjugué de ) ; la racine carrée a du produit zZ (qui
coincide avec la demi-somme (z -+ Z)/2 des nombres conjugués z et Z) est
appelée module du nombre dual z et on la représente par |z| (remarquons
que le module d’un nombre dual peut méme &tre négatif !). La somme
z + Z = 2a de deux nombres conjugués est réelle ; la différence z — Z = 2be
est un nombre purement imaginaire (c’est-a-dire qui ne différe de z que par
un facteur réel). Remarquons aussi que, en compléte analogie avec les
nombres complexes ordinaires, le nombre dual z est réel lorsque, et seule-
ment lorsqu’il coincide avec son conjugué Z. Les formules (7) elles aussi
restent entiérement valables pour les nombres duaux.

Nous pouvons maintenant écrire la régle de division du nombre dual
z=a+ be:

c —|—ds=(c +ds)(a—bs)=ca+(—cb+da)e
a+ be (a+ be)a— be) a

=2+ =21 % 29)

Ainsi, pour que la division d’un nombre dual soit possible, on voit qu’il
est indispensable que le module Iz] = g de ce nombre soit différent de O ;
et, 4 la différence des nombres complexes ordinaires, un nombre dual de
module nul peut lui-méme étre différent de zéro. Dans les cas ou la non
division d’un nombre de module nul est génante, nous pourrons considérer
que les quotients 1/¢ et 1/0 sont des nombres de nature particuliére, que
nous conviendrons de représenter par w et oo ; considérons aussi tous les
nombres possibles de forme cw, ol ¢ % 0 est réel, n’importe quel nombre
dual aura alors comme inverse :

I
8

l=1w pour b+£0;
be b

(=2

Les régles des opérations sur le symbole co sont définies ici par les mémes
formules (8) que plus haut (et le nombre z dans ces formules peut aussi
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étre un nombre de la forme cw) ; les lois des opérations sur les nombres aw
sont définies ainsi (1) :

(a + be) + cw = cw, (@ + be) — cw = (— ¢)w,
(a + be)cw = (ac)w,

cw c a+be a (0)
=—-w, ==,
atbe @ cw c
cw + dow = (¢ + dw, cwdw = 0.
Posons aussi
cw = — cw, 00 =0 ; (30a)

’égalité Z = z et toutes les régles (7) restent valables lorsqu’on ajoute les
nombres cw, 00 3 I’ensemble des nombres duaux. Les expressions 0/0, co/o0
et 0. 0o restent sans signification, de plus il est naturel de poser

(az + b)/(cz + d)

pour z = oo égal A a/c [cf. la note (), p. 4; pour z = kw la fraction
(az + b)/(cz + d) est égale & (ak + be)/(ck + de), puisque kw = k/e].

Le nombre ce de module nul peut étre caractérisé par 1’existence d’un
nombre dual z(= dt) différent de zéro, dont le produit avec le nombre ce
est égal a zéro :

ce - de = (cd)e” = 0. 31
C’est pourquoi on appelle ces nombres diviseurs de zéro.

(1) Nous utilisons ici la possibilité d’assimiler

co  cfe

a + be a + be

_°c £,
e(a + be) ae
et de considérer égales
a + be a + be

co e

ea + be) ag,
c T e
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Les nombres duaux de module a non nul peuvent aussi s’écrire sous la
forme, proche de « la forme trigonométrique » (13) du nombre complexe :

a -+ be = a(l + g e) =r(l 4+ &p). (32)

comme précédemment, r = g est le module du nombre z = a + be ; quant
au rapport b/a = ¢ on I’appelle argument de ce nombre et on le désigne
par Arg z (r peut étre un nombre réel arbitraire, différent de zéro ; ¢ est un
nombre réel arbitraire). Il est évident que les nombres réels a =a + 0- ¢
sont caractérisés par la valeur nulle de leurs arguments ; les nombres duaux
conjugués z = a -+ be et Z = a — be ont le méme module et des arguments
de signes opposés ¢ et — ¢.

La forme (32) des nombres duaux est trés commode pour la multiplication
et la division. En effet,

r(1 + &) - ri(l + ep1) = rra(l + ep + o1 + &'pp1)
=rrll + o(p + p1)]; (33)

par conséquent, le module du produit de deux nombres duaux est égal au produit
des modules des facteurs (1), et I’argument du produit a la somme des argu-
ments (cf. plus haut, p. 7). D’ou le module |du quotient de deux nombres
duaux est égal au quotient des modules de ces nombres, et I’argument du quo-
tient a la différence des arguments correspondants

a_ntree N 1— @)l 34
2 = A+ ow) r[+8(¢ ?)l (34)

Enfin, on déduit aussi de ces régles, les lois permettant d’élever un nombre
dual & un degré quelconque et d’en extraire sa racine :

Pl + )] = r"(1 + eng) ;

. . (35)
Vr(l + ep) = \/;(1 + c%)
(de la derniére formule, il s’ensuit que la racine d’ordre impair d’un nombre

() Cette proposition reste valable méme dans le cas ou le module d’un ou des deux
facteurs est nul (car si rz = 0, alors |zz,| = 0; ainsi, par exemple ce(a + be) = (ac)e).
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dual pour r #% 0 est déterminée de la méme fagon ; la racine paire elle
n’existe pas, si 7 < 0, et a deux valeurs, si r > 0 (1)).

§ 5**. NOMBRES DOUBLES

Suivant ce qui a été exposé précédemment nous dirons que les nombres
z et Z sont conjugués s’ils sont de la forme :

z=ua -+ be et Z = a— be.

La somme z 4 Z = 2a et le produit z+Z = a2 — b2 des nombres doubles
conjugués sont réels ; la racine carrée du nombre |zZ| = |a2 — b2| dont le
signe coincide avec le signe du plus grand en valeur absolue des nombres
réels a, b, se nomme module du nombre z = a + be et est représenté par |z].
Il est aisé de vérifier que, pour les nombres doubles, toutes les formules (7)
restent valables ; de plus, il est clair que 1’égalité z = Z caractérise les nombres
réels a + 0+ e = a, et I’égalité z = — Z — les nombres purement imagi-
naires 0 + be = be.

L’addition, la soustraction, la multiplication et la division des nombres
doubles sont déterminées par les formules :

(@+be) £ (ctde)=(azxc)+(+de
(a + be) + (c + de) = (ac + bd) + (ad + bc)e,
¢+ de _ (c + de)(a— be) _ (ca—db)+ (—cb +da)e !  (36)

a-+ be (a-+ be)a— be) a—b
_ca—db —cb+da
_aa—bz— a—b &

Donc ici aussi la division de z = a + be n’est possible que dans le cas

olt |z| = V/|a2 — b?| 0. Les nombres doubles a + 1, dont le module
est égal 4 zéro, s’appellent « diviseurs de zéro » (remarquons que :

(a+ ae)+(b—be) =ab(l + e)(1 —e) =0.

(M) 11 n’est pas difficile de voir qu’il est impossible d’extraire la racine d’un ordre
entier n > 1 d’un nombre dual z = be dont le module |z| est égal & zéro (d’un nombre,
qui est diviseur de 0).
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Dans certains cas, il est commode de considérer les quotients :

1
= w1, = w2 et

1+e 1—e 0

= 00

comme des nombres de nature nouvelle ; et il apparait indispensable d’élar-
gir encore la notion de nombre double en introduisant complémentaire-
ment, le produit cw; et cwy des nouveaux nombres w; et wg par tous les
nombres réels ¢ possibles et les quotients :

1—e 1+e
@ =01 et el + = o2.

w2 1+4e w1 1—e

Les régles des opérations sur les symboles cwi, cws, 00, o1 et o sont défi-
nies par les formules (8) et par ’ensemble des relations de méme nature (30) ;

par exemple (1) :

(a + be) + cw1 = (£ C)wa,
(a + be) « caz = (a + b)cas,
at+be a—b
2 220,
? L (37)
a+be a+b
— 0'2,
Co1 [4
ab
aws » bwz = o0, awi * bos = abws, awi + bwi1 = — w1
et ainsi de suite...
() Car il est naturel de penser que, par exemple
(a + be)co, = s i’e-)-(-ce-'- 2 = L lb)-c—(le-l- 9 =(a + b)c- o,
a + be _ (a + be)(1 —e) _ a_b(l—e),
cw, c c
a+be=(a+be)(l + e) =(a+b)(l +e)=a+ba
co, P c(l1 —e) c °
ab ab ab
aw, * bw, = ;.

T+e 20 +e0 2
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11 est naturel de poser aussi
w1 = (w3, (w2 = CwW1, O©1 =02, 02 = 01, ® = o, (37 a)

ce qui méne a I’identité Z = z pour I’ensemble des nombres doubles élargi,
comme nous 1’avons montré, et & toutes les relations (7).

Les nombres doubles de module non nul peuvent aussi s’écrire sous une
forme analogue aux formes (13) et (32) des nombres complexes ordinaires
et des nombres duaux, soit

r=t A|d—b
le module |z| du nombre double ; de plus [cf. (13) et (13 a)]

a b
z=a-+be=r T—I—Te .

D’aprés la définition du module, il s’ensuit que

RO

et que la plus grande (en valeur absolue) des fractions a/r et b/r est positive.
D’ou b b

a a

T—Ch(}), —;——Sh(p, ou T—Sh(p, T—Ch(P, (38)

ol ¢ est un certain nombre [défini par les formules (38), et ch ¢ et sh ¢ sont
le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique de ’argument ¢ (V)].
Ainsi, nous avons

z=r(che + eshe) ou z=r(she + echo). (39)

¢ s’appelle ’argument du nombre double z et on le représente par
Arg z ().

(®) Au sujet de ces fonctions on peut consulter V. G. Chervatov, Fonctions hyper-
boliques, 1958.

(*) Dans certains cas il est commode de considérer que ’argument des nombres
doubles ayant la 2¢ des formes (39) est un nombre complexe (ordinaire) :

Arg{r(shtp+ech¢p)}=¢_i%.

Cette convention est utile, car dans ce cas on a toujours :
. z = |z| [ch (Arg z) + e sh (Arg z)]
puisque
ch(tp—i;)=shtp, sh(:p—i%):chtp ;

Voir par exemple, I’article de V. L. Goncharov, « Fonctions élémentaires d’une variable
complexe » dans I’Encyclopédie de Mathématiques élémentaires, t. 111, 1952,
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La forme (39) des nombres doubles est trés utile dans les cas ou I’on
doit multiplier deux ou plusieurs de ces nombres. En effet, des formules
d’addition des fonctions hyperboliques il résulte que

r(che + esh @)+ r1(ch @1 4 e sh 1) =

rrifch (p + @1) + e sh(p + ¢1)]
r(sho +echg)eri(sher + echer) = | 40)

rrifch (p + @1) + e sh(p + ¢1)];
r(cho +eshe)-ri(shei 4+ echel) =

rr1[sh (p + ¢1) + ech (p + 1)l

ainsi, le module du produit de 2 nombres doubles est égal au produit des modules
des facteurs, et 'argument du produit est égal a la somme des arguments} de
plus, le produit a la I*® ou la 2¢ des formes (39) suivant que les facteurs ont
une seule et méme forme ou des formes différentes. Des formules (40) découlent
immédiatement les régles de division des nombres doubles :

ri(chei+esher) ri(shoi + echen)
r(che + esh ¢) r(she 4+ echg)

=r—:[ch(<p1—<p)-l— esh (p1—9)];
41
r1(sh o1 + ech ¢1) _n (ch g1 + esh ¢1)

r(che + esh @) r(she + ech ¢)

r

= 71 [sh (p1 — @) + e ch (p1 — @)].

Des formules (40) on déduit aussi les reégles, qui permettent d’élever un
nombre double A n’importe quelle puissance positive n et d’en extraire la
racine de degré n :

[r (ch @ + esh )] = r" (ch np + e sh ng),
r" (shnp + ech ne) pour n impair,

[rshe + ech<p)]" = {
r" (ch np + e sh np) pour n pair,
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V7 [ch %— + esh %) pour n impair,

\n/r(chq>+esh<p)=‘ vr ch% +esh%
pour n pair,

\77 shi—l—ech?i-
n n

» vr (sh ¥ + ech z pour n impair,
Vr(sho + echg) = | n n
n’existe pas pour n pair.
42

§ 6**. NOMBRES HYPERCOMPLEXES

Les nombres étudiés précédemment sont formés de la fagon suivante :
4 ’ensemble des nombres réels on ajoute I’élément E, dont le carré est, par
définition, égal A :

E'=—pE—gq; 3)
on considére ensuite toutes les sommes possibles de forme (23), dont la
multiplication, la soustraction et la division sont définies par les formules (24).

Les nombres hypercomplexes sont une généralisation des nombres com-
plexes obtenue par adjonction a 1’ensemble des nombres réels de certains
éléments complexes E1, Es, ..., Ey. Ils sont de forme :

Z = a0+ a1E1 + azEz + ... + anEn,
ao, ai, ..., an réels  (44)

La somme, la différence et le produit des nombres hypercomplexes sont
définis par les formules :

(a0 + a1E1 + ... + anEn) + (bo + b1E1r + ... + brEn)
= (ao £ bo) + (a1 £ b1)E1 + ... + (@n £ ba)En,
(ao 4+ a1E1 + ... + anEs) « (bo + b1Ev + ... + baEy) =
= aobo + aob1E1 + ... + aobnEn +
+ aiboE1 + arbrE: + ... + a1bsErEa + ...
w + anboEn + anbiEaE1 + ... + awbaEn. (45
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Pour que le produit de deux nombres hypercomplexes soit un nombre de
méme nature, il est indispensable d’établir une table de multiplication des
éléments complexes Eji, E, ..., En (V) :

E-E=po"+p\"" Ev 4 . + paPEn, i,j=1,2,..,n, (46)

c’est-a-dire de se donner n%(n 4 1) nombres réels p"?, i, j=1, 2, ..., n;
k=0,1, .., n Sin=1, alors n?(n + 1) = 2 et les nombres — g et — p
jouent le role des nombres p{"?, p et g étant les coefficients de ’équation (1),
a laquelle satisfait 1’élément complexe (unique) E.

Pour n > 1 le systétme de nombres hypercomplexes sera, de fagon géné-
rale, « non commutatif » et « non associatif », c’est-a-dire que le produit
Zy + Z3 sera, comme il se doit, différent du produit Zs« Z;, et le produit
(Z1Z3)Z3 — du produit Zi(Z2+ Z3). La commutativité et ’associativité
exigent des nombres p{"? certaines conditions (comme par exemple, si
E,E; = E;E,, alors, évidemment, p{ = p{*) pour n’importe quelle valeur
de k), conditions qui en général ne sont pas satisfaites.

La théorie générale des nombres hypercomplexes constitue un chapitre
de I’algebre. En géométrie, on utilise principalement les systémes de nombres
hypercomplexes dans lesquels 2 chaque nombre Z on peut associer de fagon
univoque un conjugué 7 de méme module |Z| ayant les mémes propriétés
que dans le cas des nombres complexes (C’est-a-dire z = Z, | Z|2 = ZZ réel,
|Z1Zs| = |Z1| + | Zs], et obéissant aux équations (7). Il a été démontré que
le nombre d’éléments complexes pour ces systémes de nombres hypercomplexes
ne peut étre égal qu’a 1, 3 ou 7 ; et dans le cas n = 3 le systéme sera toujours
non commutatif, dans le cas n = 7 — il sera de plus non associatif. Pour
n =1 nous arrivons aux nombres étudiés plus haut, ordinaires, duals et
doubles. Pour n = 3 les conditions énoncées conduisent au systéme des

(*) On ne comprend pas toujours le nombre 1 dans la définition des nombres hyper-
complexes, et le nombre hypercomplexe se définit :

Z = aoEo + a1E1 + ... + anEx 44"

la table de la multiplication des éléments complexes est alors définie par les formules
(1,j (t, i, . .

Ei+« E; = pg 'Eo + p1 DEy + ... +p§. D Ea, i,j=0,1,..,n (46"

Si I’élément complexe Ey est tel que EoE, = E¢Ey = Ei, i = 0,1, ... n, on peut le
représenter par 1 et écrire les nombres hypercomplexes sous la forme (44).

La forme (44) des nombres hypercomplexes est aussi pratique dans le cas des
nombres doubles z = a -+ be, dont 1’étude est souvent basée sur deux éléments com-
plexes e; = (1 + €)/2 et ey = (1 — €)/2. Il est clair que n’importe quel nombre double
peut s’écrire sous la forme z = a,e, + a.e;, ol «la table de multiplication » des élé-
ments de base a une forme extraordinairement simple : e} = e,, e} = e,, ¢,e; = 0. Nous
n’utiliserons jamais par la suite cette forme des nombres doubles.

YAGLOM. — Nombres complexes. 3
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quaternions (du latin quatuor-quatre), introduit par le célébre mathémati-
anglais (plus exactement irlandais) du xixe siécle William John Hamilton
(1805-1865) :

2 2 2

Z=a+bi+cj+dk, i=j=k=—1,
j=—ji=k jk=—kj=i, ki=—ik=j, 7

Z=a—bi—cj—dk, |Z|'=2Z2Z=a"+ b+ + 4,

et aux systémes parents des quaternions, pseudoquaternions, quaternions
dégénérés et quaternions doublement dégénérés.
Z =a -+ bi+ ce + df, Z =a + bi + ce + dn,
Z=a-+ be+ ce+di et Z =a+ be + cq + dn, (48)

pour lesquels les tables de multiplication des éléments complexes ont la forme

i e f i ¢ 7 e ¢ ¢
i|—1 f —e¢ i|—1 n —e¢ e 1 ¢ ¢
e|—f 1 —i e| —n O 0 e| —¢ 00
f e i 1 1 e 0 0 {|—e¢ 00

e n ¢
£ 0 ¢ 0 49
et 7/—¢ 00
s 000
(C’est-3-dire i2 =1ii = — 1, ie =f, if = — ¢, etc...), quant aux nombres

hypercomplexes conjugués et aux modules, ils sont définis par les formules
Z=a—bi—ce—df, |Z|"=2Z=d"+b"—"—d°;

Z = q—bi— ce — dn, [Z|2=Zz=a2+b2;
> 2 = 2 2 (50)
ot Z=aq—be—ce—dl,|Z|"=ZZ=a"—b

Z=a—be—cn—di, [Z|2 =77 =d".
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Enfin, pour » = 7 nous arrivons au systéme des octets (du latin octo-
huit), étudié pour la premiére fois par le céleébre géométre anglais de la
fin du xixe siécle, Arthur Kiel (1821-1895),

Z = ao + aii1 + aqiz + asis + asis + asis + asis + aziz (51)

avec la table de multiplication des éléments complexes

i1 ia is is is is i

ih| —1 is —i2 is —is — iy is

iog | —is —1 i is i7 —is —1Is

is s —i1 —1 i — s is —1ia
. . . ) . . . (52)

i | —is —isg —i7 —1 i1 ia is

is ias — iy s —ih —1 —is ia

is iz ia —is —ia is —1 —i

iv | —is is is —iz —i2 h —1

et & la définition suivante du nombre conjugué et du module :

Z = ao — a1i1 — aziz — asis — asis — asis — asls — dqiz,

(53

|Z|* =ZZ =as + ai + a3 + a3 + ai + a5 + a5 + a7,

mais aussi 4 plusieurs systémes de nombres hypercomplexes apparentés
aux systémes octets que nous pouvons appeler, pseudo octet et octet
dégénéré. Tous ces systémes de nombres hypercomplexes ont une application
en géométrie, cependant, 1’exposé des questions relatives & ces sujets nous
emménerait trop loin (1).

(?) Voir a ce propos, par exemple, B. A. Rosenfeld et [. M. Yaglom.






CHAPITRE II

INTERPRETATION GEOMETRIQUE
DES NOMBRES COMPLEXES

§ 7. NOMBRES COMPLEXES ORDINAIRES
CONSIDERES COMME POINTS D’UN PLAN

Le développement de la théorie des nombres complexes est lié pour une
part importante 3 Dinterprétation géométrique des nombres complexes
ordinaires pris comme points d’un plan, mentionnés croit-on pour la pre-
miére fois, par un arpenteur danois du xvime siécle, Karl Vessel (1777-1885),
mais introduits en mathématique, par les travaux des célébres mathémati-
ciens Karl F. Gauss (1777-1855) et Auguste Koch (1789-1857). Cette inter-
prétation consiste 3 identifier un nombre complexe 3 un point d’un plan
de coordonnées cartésiennes rec-
tangulaires x, y ou des coordonnées ‘y
polaires r, ¢ |

z=x+4iy=r (cose -+ isingp) ;sj(\ = \\\)‘//,1;
no
(fig. 1). Ainsi, aux nombres réels ]
z=x40.y i ' S
N TSNS
(=r@os0+isin0) 2 ™| . F

correspondent les points de ’axe x FiG. 1.
(axe réel 0); aux nombres de module
r = 1 correspondent les points du cercle S dont le centre est 4 1’origine O
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des coordonnées, et de rayon 1 (cercle unité). Aux nombres complexes
conjugués
z = x + iy(=r (cos ¢ + isin ¢))
et
z=x—1iy (=r(cos(—¢)+ isin(—¢)))
correspondent des points, symétriques par rapport i la droite o. Par la

suite, nous désignerons souvent le point correspondant au nombre complexe z
par ce méme signe z; et les égalités

L’I /gz'-z'q

Y //é 2 =—z (€Y
s

0 7 =3 @

|

| peuvent étre considérées comme notations
Fiac. 2. des transformations ponctuelles déterminées
qui associent & chaque point z un nouveau
point z’. Les transformations (1) et (2) représentent respectivement une
symétrie par rapport au point O et une symétrie par rapport a la droite o.
Soit les nombres complexes déterminés (points) g =a -+ ib et p=1¢

(cas a + i sin a) I’égalité

Z=z+q (('+H)=G+i)+@+ib) (€)

signifie que x" = x + a, ' = y + b, c’est-a-dire que le vecteur zz' (vecteur
dont I’origine est au point z et I’extrémité au point z’) coincide avec le vec-
teur Oq (interprétation géométrique de ’addition des nombres complexes).
C’est pourquoi 1’égalité (3) définit une translation paralléle du plan selon
le vecteur Ogq (fig. 2). L’égalité

z' = pz(r'(cos ¢’ + isin ¢”)

=t(cos « -+ isin a) X r(cos ¢ -+ isin ¢)) “)
signifie (fig. 3), quer’ = tr, ¢’ = @ + «, c’est-a-dire que (0, z) = ¢ - (0, z) (ou
(O, 2) est la distance entre les points O et z), / {0z, 0z'} = « (interpré-
tation géométrique de la multiplication des nombres complexes). Le symbole
/ {0z, Oz} représente ce qu’on appelle I’« angle orienté » entre les rayons
Oz et OZ', c’est-a-dire I’angle dont il faut faire tourner Oz dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre pour I’appliquer sur Oz’ (si la rotation s’opére
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dans le sens des aiguilles d’une montre, I’angle sera alors affecté du signe
moins; I’angle orienté entre deux rayons est défini & 2z pres). Ainsi 1’éga-
lité (4) définit ce qu’on appelle une similitude rotation centrale de simi-
litude qui se compose d’une rotation d’un angle autour de O et d’une
transformation centrale de similitude (homothétie) de centre O et de coeffi-
cient de similitude 7. En particulier, si le module # du nombre complexe p
est égal 4 1, la transformation (4) est une rotation d’un angle « (fig. 3, b).

On peut présenter chaque déplacement du plan comme une rotation
autour d’un point fixe O, accompagnée d’une translation parallele, ou comme

Ay
gz | WA
A ~p AN
\* s’ Tt »repz
Iz 7 | | N7
A N7 d [V
/ \\7’7/‘/ ‘.‘. |/>/ Y
‘anm + o= : &Q - o>z
' 0y H ”: ~o /
| ! \ ¥
I A .. I - "p
~...i.'-- _____ I, _____
! (a) | (b)
Fi1G. 3.

une symétrie par rapport & une droite fixe o, accompagnée d’une rotation
autour d’un point O déterminé et d’une translation paralléle (1). D’ou il
s’ensuit, que chaque déplacement d’un plan peut s’écrire sous la forme (2)

2 =pz+q, |p|=1 )

ou
2 =pz+gq, |p|=1 (5a)
11 est évident que la distance d = (z1, z2) entre deux points z1 et zs d’un
plan coincide avec le module |w| = |z2 — z1| du nombre complexe w = z3—z
(car le vecteur zizo est égal au vecteur Ow, fig. 4). En d’autres termes,
d=|nn—zn|, & =@E—z2)G—7n). (6

(1) Voir par exemple I. M. YAGLOM, Transformations géométriques, 1, M., Editions
d’Etat, 1955.

(%) De fagon analogue on peut montrer que chague transformation de similitude d’un
plan peut s’écrire sous la forms

Z=pz+q ou pztaq
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La valeur de I’angle 8 entre les deux droites qui se coupent & I’origine O
des coordonnées et qui sont déterminées par les points z§ et z3 (fig. 5), est

évidemment,
0
8o=ArgZ (= Argzi— Argz). 0
21

Ce qui permet de définir aussi 1’angle 8 entre les droites, qui se coupent
au point arbitraire zo et qui passent par les points zJ et zJ. La transla-
tion paralléle qui transfert zo en O est un déplacement élémentaire :

z =z—2z0;

22

Yi /’ Z YV 2pe2rg //

I wzz | £ / U

I 7 45 |/ /}/

| / I //az,”az,-z,,z

v > i

0‘ 0 2T alk g =T

Fi1G. 4. Fi1G. 5.

les points z; et zo sont transférés par cette translation paralléle aux points
2) = 21—z et 3z = z5 — zo (fig. 5). D’ou il s’ensuit que I’angle 8 entre
les droites qui se coupent & 1’origine des coordonnées et qui passent par
23 et 23,

22 — 2o

d = Arg (= Arg (22 — zo) — Arg (z1 — 20)). ®

21— 20

Le nombre complexe
23— 20

V(zs, 21, 20) = ——
(2’ 1, 0) Z1— 2o

pourra s’appeler rapport des trois points (trois nombres complexes) zg, 21, Zo.
Ainsi, Pangle 8 entre les droites, qui se coupent au point zg et passent par les
points z1 et zs, est égal a ’argument de I’expression V(zs, z1, o) des points
z22, 21, Z0.

Notons que 3 est I’angle dont il faut faire tourner, dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre, le vecteur zoz1 de la premiére droite pour I’amener
sur le vecteur zozz de la deuxiéme droite. La droite, sur laquelle une des deux
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orientations possibles a été choisie (on peut donner cette orientation, en
désignant un rayon déterminé de la droite ; sur les figures 1’orientation
choisie est habituellement désignée par une fléche), s’appelle droite orien-
tée ou « axe » ; la direction choisie de la droite orientée est souvent qua-
lifiée de positive. Nous représenterons par [z1zg] la droite orientée passant
par les points z; et zz, dont 1’orientation positive coincide avec 1’orien-
tation de z vers za. L’angle orienté / {h, I} entre les droites orientées
I et Iy est défini comme 1’angle dont il faut tourner dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre la droite /;, pour que sa direction positive coincide
avec la direction positive de la droite s ; cet angle est donné & un multiple
de 2 7 prés. Ainsi, & est I’angle orienté entre les droites orientées [zoz1] et

[z022] :
8 =/ {[zoz1], [z02] }-

Pour que les trois points zo, 21 et z3 soient sur une méme droite il faut que
Pangle / {[z123], [z0z2] } soit égal a O ou & 7 ou, en vertu de la formule (8)
que le rapport de ces trois points
20— Z2

V(zo, z1, z3) = P

soit réel. On peut aussi écrire cette condition sous cette forme

20—22=§o—§2' ©)

Z1—2Z2 Z1—2Z2

D’ou il s’ensuit que la droite / qui passe par les points z1 et z3 est le lieu
géométrique de ces points z pour lesquels :

Z— 22 _ z———22‘ (10)

Z1—2z3 Z1—2Z2

En d’autres termes on peut dire que 1’équation de cette droite a la forme (10)
ou bien la forme

(21 — 22)# — (21 — 22)7 + (2172 — F122) = 0. (10 a)
Ainsi, I’équation de chaque droite peut s’écrire sous la forme suivante :

Bz— Bz 4+ C =0, a1



32 LES NOMBRES COMPLEXES [cH. 1]

C est purement imaginaire (%).

Il n’est pas difficile de montrer qu’inversement, chaque équation de
forme (11) exprime une certaine ligne droite (qui passe par les points z; et za
tels que z1 — z2 = B, 2172 — 7122 = C).

Pour que les quatre points zo, z1, 22, z3
soient sur un seul cercle (ou droite) il faut
que la différence des angles (fig. 6)

Z {[z0z2), [z122) } — / { zozs), [z123] }

soit égale 3 0 ou & =, ou en vertu de (8)
que le nombre suivant soit réel :

V(z0,21,22) _ z0o—22 zo—1z3

V(zo, z1,23) z1— 22 ‘z1—2zs

FiG. 6.

Le quotient des deux rapports des trios de
points zo, z1, 23 et zo, z1, z3 nous ’appellerons rapport anharmonique des
quatre points zo, z1, z2, zs et nous le désignerons par W(zo, z1, z2, Zz3).

(*) 11 est évident que I’angle / {l, a} que forme la droite / décrite par 1'équation (11)
avec I’axe réel o est égal &

Arg B = Arg (z, — 2,) = — Arg (z; — z,) ,
puis, comme
|c| = |Bz—Bz| <2 |B| - |
(d’ailleurs
|Bz —Bz| = 2|8]|4|,
seulement si Bz est purement imaginaire, c’est-a-dire si
Arg B + Arg z = 4 Argi),

on a pour les points z de la droite / |z| < ICI/ZIBl, d’ou il s’ensuit que |C|/2|B| est la
distance de / & ’origine des coordonnées.

On peut aussi déduire I’équation (11) du fait que I’on peut transférer la droite / par
un déplacement (5) sur I’axe réel z — Z = 0. D’ou nous obtenons

Wz+q9 —(pz+9g =0 ou Bz—Bz+C=0, ou B=p,C=4g—3q.

Ce qui permet aussi de conclure que / {l, o} = Arg p = Arg B et que ]C’/ZIBI
est la distance de / A ’origine des coordonnées.” L’équation (11) s’écrit auss; souvent
sous la forme,

bz+l72-+c=-0,

ou c est réel ; ici b = Bi, ¢ = Ci.
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Ainsi : La condition pour quatre points zo, z1, 23, z3, soient un seul cercle (ou
droite) est que le rapport anharmonique
Z0—Z2 Z0o— 23

WA(zo, 21, z2, 23) = - :
(20, 21, 23, 23) Z1—2Z3 z1— 23

de ces quatre points soit réel.
On peut écrire cette derniére condition ainsi :

Zo—2Zz3 Zo—2Z3 _Zo— Zz Zo— Z3 12)

Z1—2Z2 Z1—23 Z1—Z2 21— 1Z8
D’ou il s’ensuit, que 1’équation du cercle ou de la droite passant par les
points zi1, z2 et z3 a la forme

Z—2Z2 2—2Z3 __ zZ—722 . zZ—72s (13)

Z1— 22 21— 23 -2-1—22 2_1—23
ou

(2 — 22 — 23)l(21 — 23)(Z1 — Z2)] = (2 — z3)(z — Z2)[(21 — 22)(Z1 — Z3)),

c’est-a-dire _ -
Azz+ Bz—Bz+ C =0,

A = (21 — z3)(Z1 — Z2) — (21 — 22)(z1 — Z3),
B = — Zz3(z1 — z3)(z1 — Z2) + z2(z1 — z2)(Z1 — Z3),
C = 23Z3(z1 — z3)(Z1 — Z2) — z3Z3(21 — z3)(Z1 — Z3).

N

ou

Ainsi, P’équation de chaque cercle (ou droite) peut s’écrire sous la forme
suivante : _ ~_
Azz + Bz— Bz + C =0, (14)

A4 et C sont purement imaginaires (1). Réciproquement le lieu géométrique
des points z qui satisfont a I’équation de forme (14) (si seulement ces points
existent ; note (1) est un cercle ou une droite.

(1) L’équation (14) peut aussi se déduire du fait que n’importe quel cercle S peut par
translation parallele (3) étre amené & coincider avec le cercle zZ = r® dont le centre est
4 I’origine des coordonnées O (r est le rayon du cercle). De 12 nous obtenons 1’équation
de S : - . - —
+z+q—r=0 ou azz+bz+bz+c=0,
oua=1et c=qgq—r®sontréels, b = g. D’aprés cette équation on voit que le carré
du rayon r du cercle S est égal &

bb — ac

a? ’
et que son centre est au point — b/a. [Ainsi, pour b5 — ac = 0 seul le point z = — b/a
satisfait & ’équation du cercle S, et pour bb — ac < 0 aucun point du plan n’y satisfait.]

L’équation de S sous la forme donnée ici, est évidemment équivalente 3 1’équation
(14) (pour passer de I'une a I’autre il suffit de poser a = Ai, b = Bi, ¢ = Ci).
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Nous savons déja, que I’équation (14) représente une ligne droite dans le
cas (et seulement dans ce cas) ot

A=0. (15)

Notons aussi qu’en vertu des lois énoncées plus haut des opérations sur
le symbole oo il convient d’écrire

Z1—23 21— 0 _Z1—2Z3
Z3—23 z3— OO Z2—Z3

W(z1, z2, 23, 0) =

= W(z1, z3, z3)

[car (z1 — o0)/(zz — o0) = 1 ; voir la note (1) de bas de page 4]. Par consé-
quent, le rapport anharmonique W(z1, z2, zs, 00) n’est réel que si le rapport
simple V(z1, za, z3) est réel, c’est-a-dire lorsque les points z1, 23 et z3 sont
alignés. C’est pourquoi, par analogie, on considérera que le point infini-
ment éloigné qui correspond au nombre co (et dans certains cas il parait
1égitime de considérer aussi ce « point fictif ») est commun a toutes les droites.
En effet, si les trois points z1, z2, z3 sont alignés, on peut alors définir la
droite passant par ces points comme le lieu géométrique des points z tels
que W(zi1, z2, z3, z) soit réel ; méme le « point » oo satisfait alors 2 cette
condition.

§ 8*. APPLICATIONS ET EXEMPLES

Ce qui précéde permet déja d’utiliser les nombres complexes pour la
démonstration de nombreux théorémes, concernant les droites et les cercles.
Nous en donnons ici quelques exemples.

Commengons par le théoréme suivant. Soit quatre cercles donnés Si,
S2, S3 et Sy sur un plan, et soit z1 et wy les points d’intersections de Sy et
Sa ; z3 et wg les points d’intersection de Sa et Ss ; z3 et ws les points d’inter-
sections de Ss et Su ; enfin z4 et wa les points d’intersection de Ss et S1. Si
les points z1, z2, z3 et z4 Sont sur un seul cercle (ou sur une seule droite) %,
les points w1, we, wg et wa sont eux aussi sur un méme cercle (ou sur une
méme droite) X' (fig. 7).

Utilisons le fait que les points z1, za, w1 et wg sont tous sur Sz ; les points
Z2, z3, wa et wg sont tous sur Ss3 ; les points z3, zs, ws et wa sont tous sur Sy ;
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et z4, 21, wa et wy sur S1. Les quatre rapports anharmoniques suivants sont
donc réels :
Z1—22 Z1—W1

W(z1, wa, z2, w1) = : s
(@1, wa, z2, wi) We—Zs Wz — w1

Zz— 23 Za— W2
. b
W3 —2Z3 W3— W2

W(zz, ws, z3, ws) =

23— 24 23— W3
. b
Wa4—24 Was— W3

W(zs, wa, 24, ws) =

Z4—21 | Z4— W4
W1—Z1'W1—-—W4’

W(za, w1, 21, wa) =

Par conséquent, est aussi réelle I’expression :

W(z1, wa, 22, w1) « W(zs, wa, 21, w3)

Wi(z2, ws, z3, wa) « W(za, w1, 21, wa)

21— 22 21— 24 Wi1— W2 Wi1i— W4
Zs— 22 Z3— Z4 W3 — Wz~ W3z — W4

I

= WA(z1, z3, z2, Ze) W(w1, ws, wa, wa).

C’est pourquoi, le rapport anharmonique W{(z1, zs, zs, z4) étant réel, le
rapport W(wi, ws, wa, ws) I’est aussi,
ce qui démontre le théoréme.

Cette proposition est assez élé-
gante mais ne parait pas particulié-
rement féconde — simple théoréme
comme il y en a beaucoup en géo-
métrie élémentaire. Cependant, les
conséquences qu’on peut en tirer
peuvent, sans exagération, étre qua-
lifiées de remarquables.

Comme premiére application nous Fic. 7.
considérons une série de théorémes
établis par le géométre anglais William Clifford déja cité plus haut. Convenons
d’appeler n droites d’un plan, droites de « position commune » si deux quel-
conques d’entre elles ne sont pas paralléles et si trois quelconques d’entre elles
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ne sont jamais concourantes. Nous appellerons le point d’intersection de deux
droites de position commune (c’est-a-dire de droites qui se coupent) leur point
central (fig. 8, a). A partir de trois droites de position commune on peut choisir

2
Zz 7
/ Seee?
FiG. 8 a. FiG. 8 b.

de trois fagons différentes une paire de droites ; & ces trois paires de droites
correspondent trois points centraux ; le cercle passant par ces points (c’est-a-
dire le cercle circonscrit au triangle formé par les trois droites), nous 1’appel-
lerons cercle central de nos trois droites (fig. 82). De fagon analogue, 3
partir de quatre droites de position commune on peut choisir de quatre fagons
différentes un trio de droites ; & ces
quatre trios correspondent quatre cercles
centraux, qui foujours passeront par un
méme point ; ce point (fig. 8, ¢) est natu-
rellement appelé point central des quatre
droites. A partir de cing droites de
position commune on peut de cing fagons
choisir quatre droites ; aux cinq quatuors
de droites obtenues correspondent cing
points centraux, qui seront toujours sur
un méme cercle — cercle central des cinq
droites (fig. 8, d). [Cette proposition est
équivalente 3 la suivante : Si on prolonge
Fic. 8 c. tous les deux cotés, les cotés d’un pentagone
arbitraire (qui peut ne pas étre convexe ou
méme se couper lui-méme (étoilé) !] jusqu’a I'intersection de ces cotés, et que I’'on
trace les cercles autour des cing triangles formés, alors les cing points d’inter-
section des cercles associés sont sur un seul cercle, cercle central des cotés du
pentagone (fig. 8, ¢).
On peut, de fagon analogue, prolonger indéfiniment nos définitions — et
a chaque nombre pair de n droites de position commune correspondra leur point
central, o se coupent les n cercles centraux de tous les systémes possibles de
n— 1 de ces droites, mais a chaque nombre impair n de droites correspond leur
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cercle central— auquel appartiennent les n points centraux de tous les systémes
possibles de n — 1 de ces droites !

Pour démontrer ceci considérons d’abord le cas de quatre droites 1, 2, 3
et 4. Les points d’intersection de ces droites — points centraux des paires de
droites — seront désignés par zi2, z13, z14, z23, z34, comme on I’a fait sur la
figure 8 ¢, le point d’intersection des cercles passant par les points z23, z34, Z24
et 213, z34, z14, — cercles centraux Ses4 et S134 des trios de droites 2, 3, 4 et
1, 2, 4, ce point différant de zs4, nous le désignerons par zi23s. Dans ce cas,
nous nous trouvons alors
dans une situation qui nous
est déja familiére ; le role
des quatre cercles S1, S2, Ss
et Si est ici joué par le
cercle Sas4, la droite 2, la
droite 1 et le cercle Sis4 ;
le role des points z1, z3, z3
et z4 — par les points za3,
le point oo « indéfiniment
éloigné » (par lequel « pas-

L INE ¥
sent » toutes les droites ; ‘?égga’

voir la fin du paragraphe \
précédent), zia et zsa; le 7 %
(—

role des points wi, wa, wa !

et wqg — par les points z24, 'l

212, 214 €t Z1234. Les points Spsis 1 L, \;
Zg3, 00, z13 €t z34 apparte-

nant 3 une seule « circonfé- FiG. 8. d.

rence ou droite (en fait — a

la droite 3), les points za4, z12, z14 et z1234 sont aussi sur le méme cercle, c’est-
a-dire que passant par zi12, z24 et z14 le cercle central Si24 des droites 1, 2 et 4
passe par le point z1234. De fagon tout & fait analogue on démontre que le
cercle central Si2s des droites 1, 2 et 3 passe lui aussi par ce méme point
21234 (pour démontrer ceci il suffit de prendre pour z;1 et z3 les points z24 et 214,
et pour wy et wg — les points z23 et z13), d’ol1 il s’ensuit aussi que z1234 est le
point central des quatre droites 1, 2, 3 et 4.

Considérons maintenant le cas de cinq droites 1, 2, 3, 4 et 5. Représentons
par zi234 le point central des quatre droites 1, 2, 3, 4 et agissons de fagon ana-
logue pour les autres quatuors de droites ; le point d’intersection des droites
1 et 2 — point central de ces deux droites — nous le représenterons par zi12, etc.
le cercle central des droites 1, 2 et 3 sera représenté par Sizs nous opérons de
fagon analogue pour les autres trios de droites (voir fig. 8 e). Il nous faut démon-
trer que les points z1234, Z1235, Z1245 Z1245 €t Z2345 appartiennent au méme cercle.
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Mais pour cela, il suffit de s’assurer que quatre quelconques de ces points, par
exemple les points zias4, z1235, Z1245 €t Z1345 sont sur un méme cercle. Ce qui
résulte immédiatement du théoréme démontré plus haut, puisque nous pouvons
considérer ces quatre points comme les points d’intersection des cercles Si34
et S123, S123 et S125, S125 €t S145, S145 et S134, dont les deuxiémes points d’inter-
section — les points z13, z12, z15 €t z14 sont sur un seul « cercle » ou une seule
droite » (en fait la droite 1).

De la méme fagon, on démontre aussi les théorémes recherchés dans le cas
d’un nombre arbitraire n de droites, qu’on désigne naturellement par les nom-
bres 1, 2, 3,..., n. Supposons
que pour n’importe quel nom-
bre m de droites, inférieur & n,
notre théoréme est déja démon-
tré ; le point central de k droites
(ou k est pair), obtenues a par-
tir de nos n droites en excluant
de n—k droites i, j, ..., r, sera
désigné par zi ... r, quant au
cercle central de / droites (ou /
est impair), obtenues i partir
de nos droites par rejet de n—/
droites i, j, ..., s, nous le dési-
gnerons par St j..... Si n est
impair, le probléme se réduit
alors 4 démontrer qu’en des
points centraux z1, 22, ...,2Zn de
tous les ensembles possibles de
n— 1 de nos droites sont sur un
méme cercle ; afin de s’en assu-
rer il suffit de démontrer que quatre quelconques de ces points sont sur un
méme cercle, par exemple, les points zi, z2, z3s et z4. Mais nous pouvons
considérer ces points comme les points d’intersection des cercles S14 et Si2,
S12 et Sa3, S23 €t S34, S3s et S14 dont les seconds points d’intersection — les
points z124, z123, Z234 €t z134 — sont sur le méme cercle Si1234 ! Si n est pair, le
probléme revient & démontrer que n des cercles Si, S, ..., Sn de tous les
ensembles possibles de n — 1 de nos droites se coupent au méme point ; il suffit
ici de vérifier que chaque trio de nos cercles, par exemple les cercles S1, Sz
et Ss se coupent au méme point ().

FiG. 8 e.

(V) Il n’est pas difficile de construire quatre cercles qui, pris trois par trois ont un
point d’intersection commun, mais qui n’ont pas tous le méme point commun. Cepen-
dant il est assez simple de s’assurer que si le nombre de cercles dépasse quatre, puisque
chaque trio de cercles se coupent au méme point, tous les cercles ont nécessairement
un point commun.
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Mais ceci découle de 1’étude des quatre cercles S1, S134, S234 €t S2. De ce que
les points auxquels ces cercles se coupent deux par deux, sont sur un seul cercle
S124, il s’ensuit que les seconds points de leurs intersections eux aussi — les
points z13, z34, za2s et le point d’intersection de Ss et de S1 — appartiennent a
un seul cercle, c’est-3-dire que le point d’intersection de Sz et S est aussi sur
le cercle Ss, qui passe par les points z13, z34 et 223 !

Voici encore une série de théorémes analogues. Considérons deux droites
de position commune ; sur chacune de ces droites choisissons arbitrairement
un point différent de leur point d’intersection. Le cercle qui passe par ces deux
points, et par le point d’intersection des deux droites données, nous 1’appel-
lerons « cercle pilote » des deux droites munies des points donnés (fig. 9, a).
Considérons ensuite trois droites de position commune munies de points don-
nés ; dans ce cas les trois cercles pilotes, correspondant aux trois paires de droites,
que nous pouvons choisir a partir de nos trois droites, se coupent en un méme point
(fig. 9 b) ; on peut appeler ce point point pilote des trois droites. Prenons main-
tenant sur le plan quatre droites de position commune et sur chacune d’entre
elles choisissons un point par droite ; exigeons aussi que tous ces points soient
sur un méme cercle (ou droite). Dans ce cas les quatre points pilotes des quatre
trios de droites que nous pouvons choisir a partir de nos quatre droites, seront
toujours sur un seul cercle ; on peut appeler ce cercle cercle pilote de nos
quatre droites (fig. 9, ¢). [Cette proposition est identique 3 la suivante : Si on
prend sur les cotés d’un quadrilatére arbitraire (il peut ne pas étre convexe ou se
couper lui-méme !) un point par cété et de telle sorte que tous ces points soient
sur un méme cercle (ou une méme droite), en les unissant successivement entre
eux et en tragant les cercles circonscrits aux triangles formés, les quatre points
d’intersection des cercles voisins sont sur un méme cercle, « cercle pilote » des
cOtés du quadrilatére (fig. 9, d).]

De la méme fagon, on peut associer & un nombre quelconque impair de
droites de position commune, sur chacune desquelles on a pris un point (tous
ces points étant sur un seul cercle ou sur une seule droite) un point pilote de ces
droites ; et 3 un nombre quelconque pair de droites de position commune (les
points pris sur ces droites étant sur le méme cercle ou sur la méme droite), un
cercle pilote. Le point pilote de n droites se définit comme le point d’intersection
des n cercles pilotes de tous les ensembles possibles de n — 1 de ces droites
données, quant au cercle pilote de » droites on le définit comme le cercle
auquel appartiennent les n points pilote de tous les ensembles possibles de
n— 1 de ces droites données.

Pour la démonstration du cas de trois droites, il suffit de prendre comme
cercles S1, S2, S3 et Ss du théoréme de départ la droite 1, le cercle pilote Si3
des droites 1 et 3, le cercle pilote Sa23 des droites 2 et 3 et 1a droite 2 (fig. 9, ¢). Pour
tous points z1, z2, z3 et z4 on a les points u13 d’intersection des droites 1 et 3,le
point usy pris sur la droite 3, le point u23 d’intersection des droites 2 et 3 et

YAGLOM. — Nombres complexes. 4
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«le point 0o », commun aux droites 1 et 3 ; ces quatre points appartiennent a la
méme « circonférence ou droite » (en fait & 1a méme droite 3). Le role des points
w1, we, us et us sera joué par le point u, pris sur la droite 1, le point u123 d’inter-
section des cercles Si3 et Sa3, le point uz, pris sur la droite 2, et le point u12
d’intersection des droites 1 et 2 ; comme ces points doivent aussi étre sur un
méme cercle, le point u123 sera aussi toujours sur le cercle pilote S12 des droites
1 et 2, passant par les points u1, uz et ui2.

Pour démontrer le cas de quatre droites, il suffit de prendre pour cercles
S1, Se, Ss et S, les cercles figurant dans 1’énoncé de notre théoréme initial,
S12, Sa3, S34 et Sa1, ou, par exemple S12 est le cercle pilote des droites 1 et 2,
et pour points z1, z3, z3 et z4 — les points uz, us, us et ua, pris sur les droites 2,
3,4 et 1 (voir fig. 9, d ; les points u1, u2, us et us sont sur un seul cercle ou sur
une seule droite selon le théoréme). Dans ce cas les seconds points d’intersec-
tion de nos cercles seront les points ui23, usa4, #134 et w124 ol le point w123 est
le point pilote des droites 1, 2 et 3 ; en vertu du théoréme démontré plus haut
ces points seront sur un méme cercle S1234, cercle pilote des droites 1, 2, 3 et 4.

Considérons maintenant » droites de position commune 1, 2, 3, ..., n, et les
points pris sur elles w1, ug, us, ..., u, qui appartiennent a une seule droite ou a
un seul cercle. Supposons encore, que pour n’importe quel nombre de droites
inférieur & n, notre théoréme est déja démontré et désignons le cercle pilote
de k droites (ol & est pair) droites obtenues & partir des » droites données par
rejet de n — k droites avec les numéros i, j, ..., ¥, par Sij...r, quant au point
pilote des / droites (ou il est impair) obtenues & partir des droites données par
rejet des n — I droites de numéros i, j, ..., s par uij...s. Si n > 6 est pair alors
le probléme est de démontrer que n points pilotes ui, uz, ...,ur de tous les ensembles
possibles de n — 1 des droites données sont sur un méme cercle, il suffit de s’assu-
rer pour cela que quatre quelconques de ces points sont sur un seul cercle, par
exemple les points w1, ug, us et ua. Si n > 5 est impair, il faut alors démontrer
que n cercles pilotes S1, S2, ..., Sn de tous les ensembles possibles de n— 1 de
droites se coupent au méme point, il suffit pour cela que trois quelconques de
ces cercles, disons les cercles S1, S2 et S3 se coupent en un méme point. En
fait, ces démonstrations ne différent pas des raisonnements utilisés dans la
démonstration des théorémes de Clifford (pour » arbitraire).

Tournons-nous maintenant vers d’autres notions et d’autres faits dont
I’examen pourra nous aider dans 1’étude des nombres complexes. Rappelons
I’équation du cercle S

Azz + Bz— Bz + C = 0, 14)

A et C sont purement imaginaires.
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Posons qu’une certaine droite /, passant par le point O coupe S aux
points z; et zz (fig. 10). Déterminons la valeur du produit :

{0,21}-{0,2:},

ou les accolades soulignent le fait qu’ici il est question de segments de
droites orientées, c’est-a-dire que le produit {0, z1} - {O, 22} est considéré
comme positif, si les directions des segments Oz et Ozz (de O 4 z1, et de 0 &
zg respectivement) coincident et si les points z1, zz sont d’un seul c6té de O,
et comme négatif, si les directions de ces segments sont opposées (les points
z1 et z3 sont de chaque c6té de 0).

o0\
~.
~
A

FiG. 10.

Comme les points z3 et z2 sont sur le cercle S, on a
Az:iZ1 + Bzsn— Bz + C =0 (16)
t -
© Azs52 + Bza— Bia + C =0 an

D’autre part, puisque ces points sont sur une méme droite passant par
I’origine des coordonnées O, on a alors Arg zs = Arg z1, Arg 22 = — Arg z1
(fig. 10 @) ou Arg zz = Arg z1 + w, Arg Z = — Arg z; — = (fig. 10, b) et
par conséquent, le produit z1Zs. Dans tous les cas est réel

nza=k, Tizmm=znza=k=k (18)

Multiplions maintenant 1’égalité (16) par zs, I’équation (17) par z: et utili-
sons les égalités (18) ; nous obtenons

Akzy + Bzizs— Bk + Cz2 =0 (16")

t -
¢ Akzz + Bzizo — Bk + Czy = 0. an”
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Soustrayons ’'une de I’autre les deux égalités nous aurons
Ak(z1 — z3) — C(z1 — z3) = 0.

d’ou il s’ensuit que si z1 7 z3 et z; — z3 7 0 alors

k = C/A.

Mais le produit

zniza=k
justement coincide avec le produit {0, z1} - {O, z3} des segments (orientés)
de droite Oz: et Ozs. En effet, il est évident que

k| = |22 + [Zo] = |21 - |zs]

est égal au produit (0O, z1) « (O, z3) des segments (orientés !) de longueurs
Oz et Oz ; d’autre part, le nombre k est positif, si les points z; et z2 sont

d’un seul c6té de O, et Arg Zs = — Arg z;1 ; le nombre k est négatif si les
points z; et z3 sont de chaque c6té de O et Arg Z; = — Argz; — .
Nous avons finalement
{0,21}-{0,22} =k = C/A. (19)

Cette relation a été établie en supposant que les points z1 et zz sont dis-
tincts ; mais si z1 « z2 = z¢ (voir fig. 10, a), le produit

{0,21}-{0,22} ={ 0,20 }*

sera alors aussi égal & C/A4 ; ceci découle de ce que nous pouvons considérer
la grandeur {O, zo}2 comme le cas limite de ’expression {0, z1} « {O, z2},
ol z; et zz sont les points d’intersection avec S de la sécante [0, zi], trés
proche de la tangente [0, zo] (et qui tend vers [0, zo]). D’autre part, si le
cercle S dégénére en un point (« ce cercle de rayon nul »), alors I’expression
k = C/A sera égale au carré de la distance (O, S) (car dans ce cas il y a une
seule « sécante » [0z129] du « cercle » S, pour laquelle

{0,21}-{0,2:} = (0, 5)*).

si le cercle S passe par le point O (fig. 10 ¢) alors un des points z; et z2 coin-
cide avec O et

{0,21}-{0,22} =0;

dans ce cas on a aussi k = C/4 = 0, puisque dans I’équation (14) C =0
(car le point z = 0 satisfait & cette équation).
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L’expression de k = C/A s’appelle « puissance du cercle S » (plus pré-
cisément « puissance du point O par rapport au cercle S» (1) ; son sens
géométrique est donné par 1’égalité (19) (ainsi, « le produit {0, z1} « {0, za}
ne dépend pas du choix de la sécante I, passant par O, au cercle !). Si le point O
est en dehors du cercle S, la puissance de O par rapport & S peut étre définie
aussi comme le carré {0, zo}? de la longueur du segment de tangente, menée
de O vers S (fig. 10, a) ; ensuite, en menant la sécante / par le centre a du
cercle S et en représentant la distance OQ par d et le rayon de S par r, nous
obtenons que la puissance de O par rapport a S, dans tous les cas est égale
(en grandeur et en signe) a

d+rd—r) =d—r

On peut aussi définir la puissance (arbitraire !) w d’un point par rapport
au cercle S comme le produit

{w,21}-{w,22},

oll z; et z2 sont les points d’intersection de la droite passant par w avec le
cercle S (fig. 11, a-c). Si w est en dehors de S, alors la puissance de w par
rapport & S est égale au carré {w, zo}2 de la longueur du segment de la
tangente menée de w & S (fig. 11, a) ; si le rayon de S est égal & r, et la dis-
tance du centre de S 4 w égale 4 [, 1a puissance de w par rapport & S est
égale a

d+nNd—r=d—r.

D’ou il s’ensuit, que la puissance de w par rapport a S est positive, si w est
situé en dehors de S, négative si w est situé a lintérieur de S, et égale a zéro
si w est sur S.

Afin de déterminer la valeur numérique de la puissance du point w (ol
w est un nombre complexe déterminé !) par rapport au cercle (14) il suffit

(Y Le rapport C/4 = k ne dépend pas seulement du cercle .S, mais aussi du syst¢me
de coordonnées (complexes, dans lequel 1’équation S a la forme (14). Cependant, il est
facile de voir, qu’en fait la grandeur C/4 dépend seulement de la position de I’origine
des coordonnées O, et non de la direction de I’axe réel 0. Ceci découle du fait que par
rotation autour de O

z = pz, z=p'7, ou |p| =1, lp’l =|:;‘= 1
[cf. formule (4), p. 28] le cercle (14) devient le cercle
Ap’p-’z';’ + Bp’z’ — E—E’z_' + C=0,
pour lequel O a la méme puissance C/ApP’ = C/4A = k (car pp’ = 1).
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d’introduire dans le plan de la variable complexe un nouveau systéme de
coordonnées (complexes) :

Z=z—w, z=2Z+w,

auquel le point w servira d’origine. Le cercle (14) a dans le nouveau systéme
de coordonnées 1’équation
AZ+wWZ+wW)+BZ+w—BZ+w+C=0
ou
AZZ + (A% + B)Z — (— Aw — B)Z + (Aww + Bw — Bw + C) = 0.

(b) (c)
FiGc. 11.

En considérant I’expression (19) comme la puissance de I’origine des coor-
données O par rapport au cercle (14), nous conclurons, que la puissance du
point w par rapport au cercle (14) est égale a

AwW + Bw—Bw + C _
A

wi+2w—_B54+C. (20)
A A A

En d’autres termes, la puissance du point w par rapport au cercle (14) est égal
au nombre réel, obtenu par substitution de w dans I’équation du cercle norma-
lisée en posant le coefficient de zZ = a 1" (C’est-3-dire obtenue a partir de
I’équation (14) par la division de tous ses termes par A).

Ce résultat permet de résoudre d’emblée toute une série de problémes
se rapportant A la recherche des lieux géométriques. Ainsi le lieu géomé-
trique des points w, dont la puissance par rapport @ un cerlce donné (14) a la
valeur comme k" est décrit par I’équation :

Aww + Bw—Bw + C
A

=k ou Aww + Bw— B + (C— 4k) =0,
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c’est-a-dire que c’est aussi un cercle (de plus, c’est un cercle concentrique au
cercle d’origine ; cf. la note de la page 33). D’autre part, si on a deux cercles
S et Sz d’équations :

Azz+ Biz—Biz+ Ci=0 et Azz+ Buzz— Bz + C2 =0,
ol pour simplifier nous considérons les coefficients de Zz identiques (cette

condition " ne restreint pas la généralité des raisonnements puisqu’on y
satisfait facilement en multipliant tous les termes d’une des équations par

FiG. 12.

un nombre réel approprié), le lieu géométrique des points w qui ont des puis-
sances égales par rapport @ S1 et S est décrit par 1’équation

AwW + Biw — B1w + C1 __ Aww + Baw — Baw + Ca
Y A

ou
(B1 — Ba)w — (El — B + (C1—C3) =0,

c’est-a-dire que c’est une ligne droite q ; cette droite s’appelle axe radical
des cercles S1 et Sa. Il est clair que si les cercles S1 et Sz ont des points com-
muns, g passe par ces points (puisque chacun de ces points a une puissance
nulle par rapport & S1 et S3), c’est-2-dire coincide avec la corde commune
a Sy et Sz (fig. 12,a) ; si S1 et Sz n’ont pas de point commun, on peut
caractériser g par le fait que les segments de tangentes, menées de chacun de
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cette droite & S1 et S2, sont égaux (fig. 12, b). Si on considére ensuite trois
cercles S1, Sz, et S3 d’équations

Azz + Biz— Biz + C1 =0,
AzZ + Baz — Baz + C2 =0,
Az7 + Bsz— Bsz + C3 =0,
leurs axes radicals pris deux a deux sont caractérisés par les équations
(B1 — Ba)w — (B1 — Ba)w + (C1— C3) =0,
(B1 — B3s)w — (B1 — Bs)w + (C1 — Cs) =0,
(B: — B3)w — (B2 — B3)w + (Ca— C3) = 0.

En conséquence si les deux premiers axes radicaux se coupent en un
certain point Q, par ce point passera aussi le troisiéme axe radical (car la der-
niére de nos trois équations est la diffé-
rence des deux premiéres et par consé-
quent la satisfont toutes les solutions du g 3
systéme, formé par les deux premiéres

opérations)): Les axes radicaux de trois
cercles pris deux a deux se coupent en un

point appelé centre radical des trois cer- @
cles (fig. 13), ou sont paralléles entre eux. s
L’axe radical des deux cercles Si, ’
et S2 peut se définir comme le lieu Fio. 13
1G. .

géométrique des points dont le rapport
des puissances par rapport a Sy et Sz
est égal & 1’unité (ou la différence des puissances par rapport & S1 et Sz est
égale A z€ro). On peut aussi considérer le lieu géométrique des points dont
la différence des puissances par rapport aux cercles S1 et Sz a une valeur
donnée a (pour a = 0 nous arrivons a 1’axe radical des cercles Sy et Sa) et
le lieu géométrique des points dont le rapport des puissances par rapport a
S1 et S2 a une valeur donnée « (nous retrouvons ici ’axe radical de S et Sz,
en posant a = 1). Il est clair que le premier de ces deux lieux géométriques
s’exprime par 1’équation
Aww + Biw — Bub + C1 _ AwW + Bow —Baw + Ca _

A A

ou
(B1— B)w — (B1 — Ez)ﬁ +(Ci—Ca—a)=0,
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c’est-a-dire que c’est aussi une ligne droite. Le deuxiéme lieu géométrique
conduit a I’équation
Aww + Biw — Biw + Cy JAww + Bow — Baw + Ca —
A ' A

ou
(1 — &)Aww + (B1 — aB2)w — (B1 — aBa)w + (C1— aC3) =0

pour o = 1 elle représente une ligne droite (axe radical de S et S3), et pour
a 7%= 1, un cercle.

-

- p—————
P

En particulier, si des points jouent le réle des cercles S et Sz, nous avons
alors : Le lieu géométrique des points dont la différence des carrés des dis-
tances a deux points donnés S1 et Se a une valeur donnée, est une droite ; le
lieu géométrique des points, dont le rapport des carrés des distances & deux
points donnés S1 et Sz a une valeur donnée o, est une droite pour o = 1 et
un cercle pour o 7 1. Il est clair que dans le dernier cas on peut aussi parler
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non plus du rapport des carrés des distances du point w 4 S1 et S, mais
simplement du rapport des distances (w, S1) et (w, S3). Le cercle, lieu géo-
métrique des points, dont le rapport des distances 3 deux points donnés
S1 et Sz une valeur constante o, est souvent appelé cercle d’Apollonius
des deux points (du nom d’un remarquable géométre de la Gréce ancienne
Apollonius de Pergame, qui vivait dans la ville d’Asie Mineure de Pergame
au IIe siécle environ avant notre ére).

Tournons-nous maintenant vers 1’étude du triangle @i azas (la parenthése
droite au-dessus des lettres signifie que c’est le triangle de sommets a1, as,
as qui est précisément étudié mais non le produit des trois nombres complexes
a1, a2 et as; nous utiliserons aussi des désignations analogues plus
loin ; cf. aussi plus haut (p. 42-43). Convenons de considérer, que
|a1| = |as| = |as| =1 ; géométriquement cela signifie, que tous les som-
mets du triangle appartiennent au « cercle unité » zZ = 1 (fig. 14) ainsi nous
prenons le centre du cercle circonscrit du triangle considéré, comme origine
des coordonnées, et le rayon de ce cercle comme unité de longueur). Dans
ce cas, il est évident que le point a1 -+ az = hs est le sommet du losange

Oaihsaz et par conséquent, les droites [Ohg] et [a1a2] sont perpendiculaires
entre elles (comme diagonales du losange) ; le point

___iﬁ;=a1+a2
2 2

msa

est le milieu du c6té aiaz du triangle aiazas , le point
h =a1 + a2 + as(= hs + as)

est le sommet du parallélogramme Ohshas. En d’autres termes, la droite
[ash] ” [Ohs] [aia2),

c’est-a-dire que la droite [ash] est la hauteur du triangle a1, as, as et le point
hs, le point d’intersection de cette droite avec le cdté [maz), pied dela hauteur.
On démontre de méme que les droites [a1/] et [ash] sont aussi hauteurs du
triangle aiaszas ; c’est pourquoi ai + az + as = h est le point d’intersection
des hauteurs (orthocentre) du triangle a,asas.

La figure 14 montre aussi que

(h3, b)) = (0, as)(=1)

distance de I’orthocentre h du triangle aiazas au point hg symétrique du centre
O du cercle circonscrit par rapport au coté [aiaz), est égale au rayon du cercle
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circonscrit S du triangle. D’ol il s’ensuit que le lieu géométrique des ortho-
centres des triangles aiasas inscrits dans S, dont les deux sommets ay et as
sont fixes, alors que la troisiéme glisse sur le cercle S, est le cercle égal @ S
avec son centre au point h3 = a1 + aa, symétrique de O par rapport au coté
[aias] (1). Si hs et by sont des points symétriques du centre O du cercle cir-
conscrit par rapport aux cotés [a1as] et [azas], on a alors :

[hza h] = (0’ az) =1, (h19 h) = (09 al) =1

C’est pourquoi orthocentre du triangle quelconque aiazas coincide avec le
point d’intersection des cercles S1, Sz et Ss, égaux au cercle circonscrit S, dont
les centres sont les points hi, hs et hs, symétriques du centre O du cercle S par
rapport aux cotés du triangle (voir la méme figure 14).
Considérons ensuite le point
L]

e!_h _m+ta: +.a3

11 est clair que c’est le point d’intersection des diagonales du parallélogramme

Oashhs, la ligne médiane [mscs] du parallélogramme passe aussi par lui,
cg est donné par

=a3+h=a1-|-a2
2 2

+ as

Cs

(au point c3 correspond le milieu du segment ash de la hauteur [ashs] du
triangle). De plus,

(esms) = (&, c9) = - (0, as) =
2 2

ainsi, le cercle o de centre c et de rayon 1/2 passe par le milieu mg du cété

@1az du triangle et par le milieu cs du segment E de la hauteur, compris entre
le sommet et I’orthocentre. On démontre de fagon analogue que ce cercle
passe aussi par les milieux my = (az + as)/2 et mz = (a1 + a3)/2 des deux
autres cétés, et par les milieux c1 = (a1 + as)/2 + a1 et ca = (a1 + as)/2 + a2
des segments 'a—lfz et ash des deux autres hauteurs. Le cercle o a &té étudié pour
la premiére fois pour le grand mathématicien suisse Léonard Euler (1707-
1783), on I’appelle cercle d’Euler du triangle aiazas. Puisque les cordes
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[csbs] et [msbs] du cercle o sont perpendiculaires entre elles, et que csmsg est
diamétre de ce cercle, le cercle d’ Euler o passe aussi par la base bs de la hau-
teur asbs ; on démontre de méme que o passe aussi par les bases by et ba des
deux autres hauteurs aibi et asbs du triangle. (Ainsi le cercle o passe par
neufs points significatifs du triangle aiazas, par les points mi, ma, mg ; b,
bs, b ; c1, ¢2, cg ; c’est pourquoi on I’appelle souvent « cercle des neufs
points » du triangle.)

Remarquons aussi, que le point 7 d’intersection des médianes du triangle
a1azas (centre de gravité ou centroide du triangle) partage la médiane asms
dans le rapport :

(as,m):(m,ms) =2:1.

Il n’est pas difficile de voir & partir de cela, que ce point coincide aussi avec

le point d’intersection des médianes du triangle Ohsas (car asms est aussi la
médiane de ce dernier triangle), et par conséquent, m partage la médiane
Oe dans le rapport :

O, m):(m,e) =2:1.

Nous voyons ainsi, qgue le point m appartient a la droite [O¢] et
2 1
(0, m) = 5 (0’ e)(= 5(0’ h)) ’

c’est-a-dire

2 a1+ as + as
m=-e=————— .

3 3

La droite [Oh] s’appelle «droite d’Euler» du triangle ; lui appar-
tiennent le centre O du cercle circonscrit du triangle ‘@igzas le point
m = (a1 + a2 + as)/3 d’intersection des médianes — centroide du triangle,
le point h = a1 + a2 + as d’intersection des hauteurs — orthocentre du
triangle, et le centre e = (a1 + a2 + as)/2 du cercle d’Euler, de plus

©. =108 ©m="L0n.
2 3
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On déduit aussi facilement par un calcul direct les théorémes sur le cercle
d’Euler. Remarquons avant tout qu’en vertu de la formule (6) (page 29)

_ _|letata ata| Jas| 1
(e,ms)—le m3| = ————2——— ‘-—"““2 = —E- —-—2-
et
|
(e, c5) = e — ca = ax+az+as_(a1+aa+as)‘= —asi=_l_;
2 2 2 2

de fagon analogue on démontre aussi que
(e, m1) = (e, ms) = 1/2, (e, c1) = (e, cs) = 1/2.

1l est un peu plus difficile de montrer que le cercle o de centre e et de rayon 1/2
passe par les points by, be, bs. Afin de calculer le nombre complexe b3, menons
par ag la droite [asds]||[42a1]; nous désignerons par d3 et f3 les points d’inter-
sections des droites [asds] et [asbs] avec le cercle S. De 1’égalité des arcs asas
et dsa; du cercle S découle 1’égalité des angles centraux

/ as0as = / dsOas = o ;
c’est pourquoi :
as ai . e
— = —(=cos isin o) -
az ds ( -+ a)

Ainsi, nous avons :

D’autre part, puisque [dsf3] est le diamétre du cercle S (car[asds]| [a2a1]
1 [asbs]) alors
aiaz

fo=—ds=——.

De plus, puisque
(a1, h) = |a1 —h| = |a1 — (a1 + a2 + a3)| = |az + as
et

(a1, f3) = [a1 —fsl =|a + %—? = lfﬁl Iaz + as| = 'az + as|

-~ as|




[§ 8] INTERPRETATION GEOMETRIQUE 53

(caz | a1 | = |as| = 1), alors le triangleraj:sI est isocéle; c’est pourquo’i_igl.
hauteur [a;1bs] coincide avec la médiane et bs est le milieu du segment Afs,
d’ou il s’ensuit

_h+fs_aitata  aa

T2 2 2as

bs

Il est facile de voir & présent que
a1+az+as__(a1+az+_c9_ alaz) ‘

(e, bs) = |e —bs| =
2 2 2as
@maz | _ ]a; . lazJ =1.
2as 2 |as| 2

On démontre aussi de fagon analogue 1’égalité

(e, b1) = (e, be) = % .

Passons maintenant au quadrilatére gig:asas inscrit dans le cercle S
(fig. 15); le centre de ce cercle d’aprés ce qui précéde est pris comme ori-
gine des coordonnées O; quant au rayon de S nous le considérons comme
égal A I'unité. Par analogie A ce qui a été exposé plus haut nous appellerons le

point

a1+ a2+ as + as
m =
4
centroide (ou centre de gravité) du carré aiaz=asas; le point
h=ai+ a4 as+ as
sera son orthocentre et le cercle o de rayon 1/2 avec son centre au point

e=a1+aa+a3+a4
2

sera le cercle d’Euler du quadrilatére.
Notre probléme le plus immédiat consistera & donner A toutes ces
figures une interprétation géométrique.
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Examinons encore les centroides ma, ms, ma2 et my, les orthocentres
ha, h3, ha et hy et les centres des cercles d’Euler ey, es, ez et e1 des triangles

r 1 r 1 T 1 ~—
aiazas, aiazaa, aiasay et Qa2asas.

Fic. 15.

Remarquons tout d’abord que
(b, he) = |h— hs| = |(a1 + a2 + as + a0) — (a1 + a2 + a5)| = |a4|

I
—_

et par analogie
(h, h1) = (h, he) = (h, hs) =1

Ainsi, quatre cercles, égaux au cercle circonscrit S d’un quadrilatére,
dont les centres coincident avec I’orthocentre des triangles

T 1 r 1 T 1 ~—
aiaq:as, aiazas, aiasaa et Qa2a3as,
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se coupent en un point h; nous appellerons aussi ce point orthocentre du
quadrilatére aig2asas. Nous avons ensuite :
(e, e) = |e — ey
_ 'a1+az+as+a4_a1+az+as
1 2 2

et par analogie

(e, e1) = (e, e2) = (e, e3) = % .

D’ou il s’ensuit que « les cercles d’Euler » des quatre triangles

r 1 T 1 r 1 ——
aiazas, aiazaa4, aiasas et as2aza4

se coupent en un point e, et les centres de ces cercles sont sur un cercle o de
centre e et de rayon 1/2 ; nous avons appelé ce cercle cercle d’Euler du

quadrilatére aiaz2asaa.
Enfin du fait que

a1+ as+as+ as ___3a4~—a1—az—as
4 4

as—m = a4 —

et
_a + az + as +a4__a1 +az+as=3a4——a1—az—as
4 3 12

as—m = 3(m — my),

m-—mgy

b

il s’ensuit que le point m appartient au segment ‘qums et le divise dans le
rapport

(as,m) :(mymq) =3:1,

Par analogie, on montre que le point m appartient aux segments aimi,
azmz et ‘asms et partage ces segments dans le rapport :

(a1, m) : (m, m1) = (a2, m) : (m, m2) = (as,m) : (m, ms) =3 :1.

En d’autres termes quatre segments aimi, azmsz, asms €t asmas, qui relient
chaque sommet d’un quadrilatére centroide du triangle formé par les trois
autres sommets se coupent en un point m et s’y divisent dans le rapport 3 : 1.

Nous appellerons aussi ce point centroide du carré aiazasas.

YacrLoM. — Nombres complexes. 5
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On peut aussi remarquer, que Jes points
motatata e=Btatasta
4 2

0,

et
h=a1+ az+ as+ aa

sont sur une droite, de plus :

o.m=2wn ©o=Lon;
4 2

On peut appeler cette droite droite d’Euler du quadrilatére.
Ce qui a été dit plus haut résoud le probléme de la définition géométrique
du centroide m, de I’orthocentre 4 et du cercle d’Euler o du quadrila-

tére aiazasas. Cependant, nous ne nous bornerons pas & ces définitions
et nous donnerons ici encore quelques théorémes qui caractérisent ces
mémes points. Tout d’abord, on voit facilement que

a1+az+as+a4

m=a1+az+aa+a4= 2 2
4 2
al+a4+as+a2 a1+a_s+az+a4
2 2__ 2 2
2 2

. .ge ro—
Par conséquent, le point m est le milieu commun aux segments mramss,
— e . .
mismss, Mismas4, qui unissent les
milieux mjs et msaq des codtés opposés
aiasz et asas du quadrilatére; les
milieux mi4 et meoz des cOtés opposés
aias et gz:as3 ; les milieux myg et mog
des diagonales aias et azas : trois
segments, unissant les milieux des cotés
opposés et les milieux des diagonales

9, . 2\ ——

d’un quadrilatére aiasasas se coupent
en un point m, centroide du quadri-
latére, et s’y divisent par moitié
Fic. 16. (fig. 16).
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Le centre e du cercle d’Euler o d’un quadrilatére aiazasas est symétrique
du centre O du cercle circonscrit par rapport au centroide m. Remarquons
aussi que

e=a1+aa+as+a4=(a_1+az+as)+a4=h4+a4
2 2 2

et par analogie
e=h1+a1 =h2+az =hs+as
2 2 2

(a) (b)
FiG. 17.

Par suite, les segments a1h1, azhz, ashs et ashd passent tous par le point e
ets’y divisent par moitié: quatre segments arhi, azhs, ashs et asha, qui unissent
chaque hauteur d’un quadrilatére par I’orthocentre du triangle formé par les
trois autres sommets se coupent en une pointe — centre du cercle d’Euler du
quadrilatére — et s’y divisent par moitié (fig. 17, a).

Considérons encore 1’angle @12 entre les droites [mize] et [asas] (ou
miz2 = (a1 + a2)/2, comme précédemment, est le milieu de cdté @iaz).
Suivant la formule (8) (p. 30) nous avons

e—m
Q12 =Arg— 2
as — aa
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Remarquons que si e1z est le point d’intersection des droites [mige] et
[asas], alors on peut considérer que
Arg(e — e12) = Arg(e — m2), Arg(as — e12) = Arg(as — aa)).
Mais
m+@+m+m_m+m=w+m
2 2 2

e—miz =

et en vertu des lois de division des nombres complexes, nous obtenons :

e—ma _ (as + a4)(ds— aa)

as — aa 2(a3 d a4)(5s —_ 54)

a33s + a4Gs — Asda — Aada dsas — asda

2(asas — asas — asas + asas) 22 — Gsas — asas)

(rappelons que asas = asaa = 1). 1l en ressort que ce rapport est un nombre
purement imaginaire (car il y a un nombre réel au dénominateur de la deuxiéme
fraction alors que le numérateur — différence de deux nombres conjugués —
est purement imaginaire) et donc
asais — asa

334 344 + 11'

— = s [maise] 1 [asas).
2(2 + asas + asas) 2

p12 = Arg

On démontre de méme que
[mase] 1 [asa1],  [mase] L [maz],  [mare] 1 [azas],
[maise] 1 [aza4], [m2ae] 1 [aras).

Ainsi, six perpendiculaires abaissées du milieu de chacun des cotés et des
diagonales d’un quadrilatére aiaxasas au coté opposé (o & la diagonale
opposé dans le cas des diagonales) se coupent en un point e, centre du cercle
d’Euler du quadrilatére (fig. 17, b).

Enfin, ’orthocentre h du quadrilatére aiazasas est symétrigue du centre O
du cercle circonscrit par rapport au centre e du cercle d’Euler.

Il n’y a aucune difficulté & appliquer la plupart des résultats obtenus a
des polygones quelconques inscrits dans le cercle S. Considérons, par
exemple, le pentagone aiazasasas, nous prendrons, comme nous 1’avons fait
plus haut, le cercle S qui lui est circonscrit comme cercle unité zZ = 1 du
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plan de la variable complexe (fig. 18). Soit aussi mi, ma, ms, ma, ms;

h1, ha, hs, ha, hs et e1, ez, es, es, es les centroides orthocentres et centres des
cercles d’Euler des quadrilatéres

asasa4as, a1a3a4as,

c’naza4a5', aiazasas et aiasasas

mmem————

N

-
~

- ———

FiG. 18.

Les points

m=a1+az+t;3+a4+a5, h=ai+ az + as + as + as,

e=01+a2+as+a4+is
2
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nous les appellerons respectivement centroide, orthocentre et centre du

cercle d’Euler du pentagone aia2asasas; posons le rayon du cercle d’Euler o
égal 2 1/2.

On démontre, exactement comme plus haut, que les cinq cercles, égaux
au cercle circonscrit S du pentagone aigsasasas €t ayant comme centres
les orthocentres hi, he, hs, ha et hs des quadrilatéres

T 1 T 1 T 1 T 1 [r——)
a2asaqas, ai1asaaas, aiazasas, ai1a:2asas et aiazasas,

se coupent en un point 4 (définition géométrique de I’orthocentre du pen-
tagone). Les cing cercles d’Euler o1, o3, 03, 04 et o5 de ces cinq quadrilatéres
se coupent en un point e, et leurs centres sont sur un cercle o de centre e
et de rayon 1/2 (définition géométrique du cercle d’Euler du pentagone).
Enfin, cing segments aimi, azmz, asms, aams et asms qui relient les sommets
du pentagone aigsasasas aux centroides des quadrilatéres formés par les
quatre autres sommets, se coupent en un point m et s’y divisent dans le
rapport 4 : 1, en comptant & partir du sommet (définition géométrique du
centroide du pentagone). Il est clair aussi que les points O, m, e et h sont sur
une méme droite, avec cela

©O.m=30,h, (0,9=50h;

il est naturel d’appeler cette droite droite d’Euler du pentagone. On voit
aussi facilement que I’orthocentre / du pentagone est symétrique du centre O
du cercle circonscrit par rapport au centre e du cercle d’Euler.

On peut aussi aisément s’assurer que les dix segments reliant les milieux
de chacun des c6tés et de chaque diagonale d’un pentagone au centroide
des triangles, formés par les trois sommets, par lesquels ne passe pas ce
cOté ou cette diagonale, se coupent en un point m, « centroide du penta-
gone » et s’y divisent dans le rapport 3 : 2 (en comptant 3 partir du milieu
du coté ou de la diagonale). Ensuite, les cing segments, reliant chacun des
sommets d’un pentagone 3 l’orthocentre du quadrilatére formé par les
quatre autres sommets, se coupent en un point — centre du cercle d’Euler du
pentagone — et s’y divisent par moitié. En outre les dix perpendiculaires
abaissées des centres des cercles d’Euler des triangles, formés par trois
quelconques des sommets du pentagone, sur les segments qui relient deux
autres de ses sommets (sur un c6té ou une diagonale du pentagone), se
coupent en un point e — centre du cercle d’Euler du pentagone. De fagon
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analogue, si nous considérons les notions de « centroide », d’« orthocentre »
et de cercle d’Euler déja définies pour tous les polygones inscrits dans un
cercle, dont le nombre de cotés est inférieur & un nombre donné « n»,

Porthocentre & du polygone & n cbtés aia: ... an, inscrit dans le cercle S
peut étre défini comme étant le point d’intersection de « n » cercles égaux a S
ayant pour centres les orthocentres des polygones de « n— 1 » cé6tés, formés
par les groupes de n — 1 sommets du polygone de n cétés. Le cercle d’Euler o

du polygone de n cdtés aiaz ... an a comme définition : Le cercle, auquel
appartiennent les centres des cercles d’Euler, o1, o, ..., o de ces mémes
n polygones de n— 1 cé6tés, de plus le centre e de ce cercle o sera le point
d’intersection des n cercles o1, oz, ..., on). Enfin, le centroide « m » du
polygone de n c6tés inscrit dans le cercle S sera le point d’intersection des
«n» segments qui relient chaque sommet du polygone de n cotés au centroide
du polygone de (n — 1) c6tés, formé par tous les autres sommets S ; (le point m
divise tous ces segments dans le rapport (n — 1) : 1, & compter du sommet
du polygone de n cdtés). Les points h, e et m ainsi définis appartiennent & une

seule droite, qui passe aussi par O (de plus (O, m) = '11(0, h) (0, e) = %(0, h)
— droite d’Euler du polygone de n c6tés.

Notons aussi, que tous les segments qui relient le centroide du polygone

de k cdtés, formé par k sommets du polygone de n cdtés aias ... an, au
centroide du polygone de (n — k) cOtés formé par les n— k sommets
restants, passent par le point « m », centroide du polygone de n cotés (qui
les divisent dans le rapport n — k : k, & compter du centroide du polygone
de k c6tés). De plus, les n segments qui relient chaque sommet du polygone
de n cbtés a I’orthocentre du polygone de (n — 1) cotés, formé par les n — 1
sommets restants, se coupent en un point e — centre du cercle d’Euler du
polygone 4 n c6tés — qui les divise en deux.

Nous pouvons généraliser aussi ce dernier théoréme : tous les segments
qui unissent 1’orthocentre du polygone de k cotés, formé par k quelconques
des n sommets de notre polygone, et ’orthocentre du polygone de (n — k)
cdtés formé par les n— k sommets restants, passent par un point e qui
les divise en deux. [Ici par « orthocentre » de la corde @;a; du cercle S il
faut comprendre le point h;,; = a; + aj, symétrique du centre O du cercle S
par rapport & cette corde.[ En outre, n(n — 1)/2 perpendiculaires abaissées
des centres des cercles d’Euler du polygone de (n — 2) cdtés, formé par
n— 2 quelconques des sommets du polygone de n cdtés, sur les segments
qui relient les deux sommets restants (coté ou diagonale du polygone de
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n cdtés), se coupent en un point e, centre du cercle d’Euler du polygone
de n cdtés. On pourrait allonger la liste des théorémes de ce genre.

Considérons maintenant les pieds u1, w2, us des perpendiculaires abaissées
d’un certain point # du « cercle unité » .S du plan complexe sur les cotés [a1az],

[azas] et [asai] du triangle aia2as inscrit dans le cercle S (fig. 19). On a montré
a la page 53 que le pied de la perpendiculaire abaissée du point as du cercle S

sur la corde aiaz du cercle est défini par le nombre

a1+ as +as—‘—1%13) .

us=% a1+az+u—£lf—z)

u1 =% az+as+u—9—i‘-13)

asai

U = ;(aa-!—m +u————)

FiG. 19.

Notons maintenant que
V(u1, uz, us) = (U1 — us) : (uz — us)

1 asas  aas) 1 asay | aiaz
—5(“3‘“"1—T+7) E(““_““_T+T)

fea =) el )

_(as—di)(u—a2) (as— as)(u—ai)
o u ) u

as—ai .as—az
u—ar u—a

= W(as, u, a1, as).

Mais puisque les points as, u, a1 et a2 sont sur un seul cercle S, le rapport anhar-
monique W(as, u, a1, as) est réel ; c’est pourquoi le rapport V(ui, uz, us) est
lui aussi réel, et, par conséquent les trois points u1, 2 et us sont sur une méme
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droite. On appelle cette droite droite de Simson (du point u# par rapport au

triangle aia2a3 du nom du mathématicien anglais Robert Simson (1687-1768)
qui établit le premier cette proposition.

Ecrivons maintenant 1’équation de la droite de Simson /. Nous partirons
de la forme (10 a) de I’équation de la droite qui passe par les deux points z1
et zz (voir p. 32) ; nous normaliserons en outre encore cette équation en divi-
sant tous ses membres par le coefficient de z :

7 21 22 7+ 212_2 2_122 —0. (21)

Z1— 122 Z1 — 22

En posant ici z1 = w1 et z2 = us, nous obtenons 1’expression suivante pour le
coefficient de Z :

(ur — us) I (i1 — us) = (as — a1)(u — a2) . (as — a1)(i — ay)

u u
1 1\(1 1
(as — a1)(u — az) (E:; o 21—1) (_12 - ?1;)
- u : 1
u
(as — a)(u — az) (a1 — as)(as — u) _ @aqas
u a1a:as3 u

(puisque a1@1 = 1, @1 = 1/a; et de méme @z = 1/az, as = 1/az et u = 1/u).
Maintenant, afin de déterminer le terme constant C de 1’équation (21), il suffit
de rapprocher cette équation

21— 22 _ Q13203

Z1— 22 u

et
1 azas
z=wm=xlaz+as+u——|;
2 u
nous obtenons alors

%(az+aa+u__azas) la1azaa( +as+u_@@) +C=0,
d’oll, puisque @z = 1/az, a3 = 1/as, u = 1/u et a1 = 1/a1, nous avons :

1 a1aza3

=——(a1+az+aa+u)+—

(a1 + a2 + as + u).
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Ainsi, nous aboutissons finalement a 1’équation suivante :

—%(al+a2+a3+u)+%al—am—f’(61+52+ﬁa+ﬁ)
* @2

L’équation (22) montre d’emblée, que la droite de Simson du point u relatif

aia:as -
Z — ————Z

. r_| .
au triangle aia2as3 passe par le point
z_al+a2+as+u.
- ’
2

si on convient d’écrire a4 a la place de , alors la droite de Simson du sommet a4

I3 by L. . K3
du quadrilatére aiazasas inscrit dans le

. . p—
cercle S, relativement au triangle aiasas
formé par les trois autres sommets de

—
aazasas, passe par le centre
e__a1+az+as+a4
2

du cercle d’Euler de ce quadrilatére.
Ce qui permet aussi de donner une
définition du centre du cercle d’Euler
du quadrilatére. Les quatre droites de
Simson des quatre sommets du quadri-

by L . .
latére arazasas inscrit dans le cercle S,
Fic. 20. relativement aux triangles, formés
par les trios de sommets restants de

P . N .
arazasas se coupent en un point e — centre du cercle d’Euler du quadrilatére

——
aiazaszay (fig. 20).

Remarquons aussi, comme il est facile de le calculer que le pied de la per-
pendiculaire abaissée du point u sur la droite (22) est représenté par

a1 + az ~: as + 3u __01:2‘73 (@ + a2 + a3 — ). (23)
u

On peut, de cette formule, par un calcul direct déduire que si u est un point du

p——1
cercle S circonscrit au quadrilatére aiazasas alors les pieds des perpendiculaires,
abaissées du point u sur les droites de S de ce point relativement aux triangles

aiazas, a1axa4, arasas et azasds, sont sur une méme droite (fig. 21) ; on appelle

e 0 . 0 03 3 I
cette droite droite de Simson du point « relativement au quadrilatére aiasasaa.
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Par analogie, les pieds des perpendiculaires abaissées du point # du cercle S

. . L — . . .
circonscrit au pentagone aiazasasas sur les droites de Simson, de ce point rela-
tivement aux cing quadrilatéres

r 1 r 1 T 1 —
ai1a:2asas, a1a2a3as, Qa1a20a4as et QA20a3a4as,

sont sur une seule droite, droite de Simson du point u relativement au pentagone

—
aiaqzasasas. Si enfin on
définit de fagon semblable
les droites de Simson du
point u du cercle S rela-
tivement & n’importe quel
polygone inscrit dans S,
ayant moins de n cOtés et
si on considére ensuite le

rm—,
polygone aias ... an inscrit
dans S alors les pieds des
perpendiculaires abaissées
du point u sur n droites de
Simson de ce point relati-
vement a tous les polygones
de (n — 1) c6tés possibles,
formés par n’importe les-
quels n — 1 sommets du
polygone & n cétés, seront S
aussi toutes sur une droite
— droite de Simson du
point u relativement au

Fi1G. 21.

————
polygone de n cOtés aias ... an. Si on prend le cercle S comme « cercle unité »
du plan complexe, 1’équation de la droite de Simson du point u relativement

——
au polygone de n cotés arasas ... an peut s’écrire ainsi

(2n-2 _ l)un + Slu”-l _ Szu”—z

24 (=)=

2n-2un—1
n-3 n BoaAn—2
n sst + a + ( I)Zit;xtij— —D'Q"—1sn . @4
u
ou
s1=a1+ a2+ as+ ... + an, S2 = a1az + aias + ... + an-1as,

S3 = a1az:as + a1a2a4 + ... + An-2an-1an, ..., Sn = Q142 ... An.
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[Remarquons que 1’équation (22) peut s’écrire aussi :

aiqa:as —
z——— p—d
u
3 2 2 2
u + aw 4+ au” + asu’ — asasu — arasu — aras:u — aa=as
2
2u
ou
3 2
S3 _ 2—Du + sit” — sau — (2 — 1)ss
;= 2;-020 it LY
2u

on voit que cela revient 3 un cas particulier de 1’équation (24) a laquelle nous
parvenons en posant n = 3]

o, L . .
Enfin, la définition du cercle d’Euler d’un polygone aias ... as inscrit dans le
cercle S peut étre considérablement généralisée. Associons au polygone de
n cOtés aiaz ... an, O n > 2, inscrit dans « le cercle unité » S n cercles o1, o(2),
a3, ..., 6(" ; prenons pour centres de ces cercles les points

e? _a +ax+ ..+ an
2

e(n) _a + a2+ ... + an
= S,

1
e(’=a1+az+...+an,

@ a+a+ ..+ an
e = - - 3 esey
3 n

et posons leurs rayons égaux a 1, 1/2, 1/3, ..., 1/n. On peut appeler ces cercles
1er, 2e 3¢ p-iéme cercles d’Euler du polygone de n cotés ; de plus le 2¢ cercle
d’Euler — est ce méme cercle que nous avons appelé plus haut simplement
« cercle d’Euler », quant aux centres du 1¢r et du n-iéme cercle d’Euler ils coin-
cident respectivement avec I’orthocentre A et le centroide m du polygone de n
cdtés. Il est clair que pour le segment aias le 1¢T cercle d’Euler o(1) sera symétrique
du cercle S par rapport 2 la droite [aias], tandis que le 2¢ cercle d’Euler o(2
aura son centre au milieu du segment et un rayon égal a 1/2 (fig. 22, a). Pour le
triangle aiazas le 1¢r cercle d’Euler o(1) sera centré i I’orthocentre du triangle
et aura pour rayon 1; le 2¢ cercle d’Euler ¢(® coincide avec le cercle des neuf
points ; le 3¢ cercle d’Euler ¢(3) aura son centre au centroide du triangle et aura
pour rayon 1/3 (fig. 22, b). De plus, comme il est facile de s’en assurer, les
centres des n-iémes cercles d’Euler des n polygones de (n — 1) c6tés, formés par

) -~ — . 3
n— 1 quelconques des sommets du polygone & n cé6tés airaz ... an inscrit dans le

, .. R L
cercle S, appartiennent au i-iéme cercle d’Euler du polygone a n c6tés aiaz ... an
(et ces mémes n cercles se coupent en un point — centre et*) du cercle o)),
Enfin, le segment qui relie le centre du i-iéme cercle d’Euler du polygone a k c6tés

—
formé par k quelconques des sommets du polygone aias...an, au centre du
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J-iéme cercle d’Euler du polygone a (n — k) cétés, formé par les n — k sommets
restants, passe par le centre e*9) du (i + j)-iéme cercle d’Euler du polygone a
(n— k) cotés, formé par les n — k sommets restants du polygone a n cétés (et
se divisent en ce point dans le rapport j : 7, 2 compter du centre du cercle d’Euler
du polygone 2 k cdtés). De plus, les perpendiculaires abaissées des n(n — 1)/2
centres des i-iémes cercles d’Euler de tous les polygones possibles a (n — 2) cétés,

FiG. 22.

S S
formés par n — 2 quelconques des sommets du polygone a n c6tés aias ... an, sur

le segment reliant les deux sommets restant de aias ... an (c6té ou diagonale du
polygone & n cOtés) se coupent en un point el — centre du i-iéme cercle
d’Euler du polygone a n c6tés. Il est clair aussi, que les centres de tous les cercles
d’Euler d’un polygone sont sur une droite, qui passe par le centre du cercle cir-
conscrit, — droite d’Euler du polygone.

Considérons maintenant le rapport

21— 23
V(z1, 23, 23) = ——
22— 23
des trois points z1, z2, zs du plan et le rapport anharmonique
Z1—23 21— 24
W(z1, 22, 23, 24) = —— 1 ———
Z9—2Z3 22— 24
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des quatre points z1, za, zs, za. Eclaircissons de quelle fagon ces valeurs
changent par permutation des points qu’elles contiennent.
Désignons la premiére expression :

Z1—2Z
V(z1, 23, z3) = ! ?

Z2— 273

par A; on a alors,
zs—zz 1

V(ze, z1, z3) = -
z1—z3 A

° (22— 29) )

n1—zz_(22—2s —(z1—2z3 —1—2 25)

Z3— 22 22— 23

V(z1, zs, z2) =

L’expression V relative A trois points se change en son inverse par permu-
tation des deux premiers points; la somme de ’expression V originale et
de P’expression ¥V obtenue par permutation des deux derniers points est
égale A I'unité.

En appliquant ces régles, nous obtenons par conséquent

1
V(zs, z1,22) = ——
— )\
1 2A—1
V(zs, 23,21) =1 — - = s f 25a)
A A
V(Zs, Z2, 21) 1: —A-—j = )\
A /\ — l

Ainsi, le rapport ¥ de trois points du plan (2 trois nombres complexes z,
zg et z3) suivant I’ordre dans lequel sont pris les points peut avoir les six
valeurs suivantes :

A=t Mm1—A =1,
A 1—a
A4_A_——_1 et A5=__)\__

A—1

Considérons maintenant un triangle quelconque z1z2zs. On peut associer
a ce triangle le nombre complexe

z1—z3,
’

A= V(z1, 22, 23) =
Z2—2Z38
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Cependant on parlera plus précisément de 1’ensemble des six nombres A,
A1, Az, As, A4 et A5 qui correspondent A notre triangle. Les nombres complexes
A, A1, Az, Ag, Ag, A5 sont les sommets z

de ’hexagone AAsA1d2Asd4) il peut
étre dégénéré ou étoilé); cet hexa-
gone (fig. 23) (1) a une relation
étroite avec lespropriétés du triangle
de départ (ainsi, par exemple,
tous les sommets de I’hexagone

[
AMgAA2AsAs sont alignés dans le
cas et seulement dans le cas ou
tous les sommets du triangle Z1zsz3
sont eux aussi alignés). Nous nous
donnerons cependant a éclaircir ici
un seul probléme. Dans quels cas

[
I’hexagone AA\gA1A2A5)4 est dégénéré
dans le sens que deux ou un plus
grand nombre de ses sommets coin-
cident ? Ainsi, on peut prendre
comme « valeur initiale » de A rap-
port des trois points n’importe
quelle valeur des six valeurs pos- FiG. 23.
sibles de ce rapport, et pour
résoudre le probléme posé il suffit de voir dans quels cas la valeur de A est
égale 4 I'un des nombres complexes A;, Az, As, A4 et As. Mais si

A=Al=l’
A

Y

alors

71— 23
A= -

=1,

23— 273

—

() Du reste, il apparait clairement que I’hexagone A434,4,454, est entiérement défini
par un seul de ses sommets S. Afin de s’assurer de cette propriété, il suffit de remarquer
qu’en vertu de la définition des nombres 4, 4,, 4., 45, 44 et A5 les droites [04] et [O4,],
[04,] et [043], [0A,] et [0O45] sont symétriques par rapporﬂ’%xi‘ 0; '(&, A) = 1/(0, 4),
(0, A5) = 1/(0,4,) et (0, As) = 1/0, ) ; les segments Ady, 1,4, et 4,45 se coupent au
point 1/2, qui est leur milieu commun (cf. fig. 23).
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ce qui est impossible si les points z1, z2 et zg sont distincts ou bien A = — 1;
si
A=2A=1—]
alors
h=1 et A4=A:—-l—=—l,
2 A
si
/\ = As = -'A— ’
—1
alors
A F43 Z3 — 0
T za—2zs

ce qui est aussi impossible si les points z1, zz et 23 sont distincts ou bien
A=2etdzg =1—A=—1. D’autre part si
1

A=As=- )
1—2A

alors A satisfait a 1’équation du second degré

X—2A+1=0
et par conséquent
)‘=1+\/§i
2
ou bien
_1—v3i,
2
si
A=)\5=A_—l,
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alors A satisfait & cette méme équation du second degré. Notons que si

A= 1—vV3i ,
2
alors
Ao=1—2= 1+V3i
2
Z
%
% 7+VFi
/’ ’
Z,
g - 2
0 7
_ o 7-V3i
-7 o L 7 2 2
¢ (a) (b)
FIG. 24.

r—1
Nous parvenons ainsi 3 la conclusion suivante : L’hexagone AAsA1A2AsA4

[ ey
(ou AyAzA3Ag)s) est dégénéré seulement dans le cas ol une des six valeurs
du rapport des trois points z1, z3 et z3 est égale & — 1 ou si une des six valeurs
du rapport des trois points est égal &

I—t\—@i—l (= cos 60° + isin 60°).

Dans le premier cas un des trois points z1, z2 et z3 est le milieu du seg-
. ’_——— .
ment reliant les deux autres et I’hexagone AA1A2AgAsA5 dégénéré en « triangle »

—152,

YAGLOM. — Nombres complexes. 6
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dont trois « sommets » sont sur la droite O (fig. 24, a). Dans le deuxiéme

/e ;3
cas, le triangle zi1zazs est équilatéral et ’hexagone AAjAgAsAads dégénére en
un segment (fig. 24, b).

1+43i1—43i
2 2

On peut tirer des conclusions analogues & propos du rapport anharmo-
nique
Z1—Z3 . 21— Z4
Za—2Z3 Za—Za

W(z1, 22, z3, z4) =
des quatre points du plan. De la définition méme du rapport anharmonique
il s’ensuit que si W(z1, ze, z3, z4) = A, alors

Zg—2z3 zzs—2za 1
Z1—23 z1—2za A’

W(z2, 21, z3, z4) =

zi—za zn1—zz 1
. b
Za—24 Z2— 23 A

W(Zl, 22, Z4, 23) =

23— 21 '23_22—21_23‘22_23—A

Wi(zs, za, 21, 22) = : :
24— 21 24— 22 Z1—2Z4 Z2—2Z4

J

— le rapport anharmonique de quatre points se change en son inverse
par permutation des deux premiers ou deux derniers points ; il ne change
pas de valeur quand on échange la premiére et la deuxiéme paire de points.

De plus
z1—2z2 z1—2zs (22— z1)(23 — z4)

2322 2324 (zp— z3)(z1— z4)

W(z1, 22, 23, z4) =

_ (z2 — z3)(21 — 24) + (22 — z4)(z3 — z1)

(z2 — z3)(z1 — z4)

21—23 Z1—Za
Zo— 23 Zs—Z4

=1—2A

=1—

le rapport anharmonique de quatre points ajouté au rapport anharmonique
obtenu par échange des 2¢ et 3¢ points, donne ’unité.
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L’application de ces lois simples permet de conclure qu’a tout change-
ment de ’ordre des quatre points correspond six valeurs différentes du rap-
port anharmonique :

WA(z1, z3, 23, 24) = W(z3, 21, 24, Z3)

q
= W(z3’ 24, 21, 22) = W(Z4, 23, 22, 21) = A,

WA(z1, z2, 24, 23) = W23, 21, 23, 24)

1
= WAzs, z4, 22, 21) = W(z4, 23, 21, 22) = 3= A1,

WA(z1, zs, 22, 24) = W(z2, 24, 21, Z3)

= Wizs, 21, 24, 23) = W(zs, 22,23, 21) =a— X = g,
WA(z1, zs, 24, 22) = W(z2, 23, 21, Z4) L (26)

1
= W(Za, Z1, 22, 24) = W(Z4, Z2, 21, Zs) = — = As,

1—2A

WA(z1, z4, 23, z3) = W22, 23, 21, Z4)

= Wzs, 22, za, 21) = W(z4, 21, 23, 22) = /\—:—l = A4,

W(z1, 24, 23, 23) = W(z2, 23, 24, 21)
A

= W(zs, ze, 21, 24) = W(za, 21, 22, 238) = —— = As

A—1

. . . [re— .

Ainsi, a chaque quadrilatére 712223z, est associé un hexagone A\ A2AzAsAs (1)
dont les propriétés sont étroitement liées aux propriétés du quadrilatére
initial.

. P—_—' r

Voyons maintenant dans quels cas I’hexagone AA1A2A3A4As5 sera dégénéré,
c’est-2-dire aura moins de six cotés distincts. Pour P’essentiel, cette question
a déja été résolue plus haut, au cours de I’étude du rapport V(z1, z2, z3) des
trois points d’un plan : en effet les nombres A1, A, A3, A4 et A5 sont formés
a partir du nombre A exactement par le méme procédé que précédemment.
Ainsi, un quatuor de points tels que

W(z1, z2, 23, 24) = — 1 27
(») Cf. note du bas de page 69.
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est un exemple de 4 points z1, z2, z3 et z4 dont le rapport anharmonique lors
du changement de I’ordre des points ne prend pas six valeurs distinctes
mais un nombre de valeurs distinctes inférieur au nombre des points; dans
ces conditions, en changeant de toutes les fagons possibles 1’ordre des
points z1, z2, z3 et z4 nous obtenons en tout trois valeurs différentes : — 1, 2
et 1/2. Le groupe des quatre points z1, z2, 23 et z4 satisfaisant & ’équation (27)
s’appelle quatuor harmonique (fig. 25 @) et le quadrilatére qui lui correspond

—————
——

FiaG. 25.

quadrilatére harmonique. Puisque dans ce cas le rapport anharmonique

W(z1, z2, 23, z4) est réel on peut circonscrire un cercle au quadrilatére har-

monique (cf. plus haut, p. 32-33; ce cercle peut dégénérer en droite).
D’autre part, de 1’égalité

|W(Z1 Z2, 23 Z4)| = 18,124 = |Z1—23 ' 22—24l
PEm S Zo— 23 Zz— 24| zo — 23] + |21 — 24|
_nziEnz)

(22, 23)(21, 24)

il s’ensuit que
(21, 23) « (22, z4) = (21, 24) * (23, 23) ;
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ainsi, les produits des longueurs des cotés opposés d’un quadrilatére harmo-
nique sont égaux. 1l est clair que ces deux conditions caractérisent entiére-
ment un quadrilatére harmonique : Si autour du quadrilatére Z1z2zsza
on peut circonscrire un cercle, alors le rapport anharmonique W(z, zs, zs, z4)
est réel, et si de plus

(z1, z3)(z2, 24_) _ ‘21 — 23|+ |22 — Z4i _
(21, z4)(22, z3) 21— 24' * lza —z3
alors |W(zl, z3, 23, 24)| =1, d’olt W = — 1 (car le rapport anharmonique

de quatre points distincts ne peut étre égal & + 1). D’ou il résulte, par
exemple, que le quadrilatére harmonique est un carré.

Pour trois points quelconques zi, z2, z3 on peut toujours désigner un
point z4 tel que le quatuor zi, z2, z3, z4 soit harmonique : z4 est le point
d’intersection du cercle S circonscrit au triangle Zzszs avec le cercle
d’Apollonius S3 des points z; et zs, passant par le point z3 (c’est-a-dire
avec le lieu géométrique des points w, tels que

(w, z1) _ (zs, z1)

w, z2)  (zs, z2)

ou

(W, 21) + (23, 22) = (W, 22) (23, 1),

(cf. p. 47-48). Dans le seul cas ou le point z3 est le milieu du segment z1z2
et ou les deux « cercles » S et S3 dégénérent en droites, leur point d’inter-
section n’existera pas; dans ce cas z4 jouera le rdle de « point indéfiniment
éloigné » oo (car lorsque

Zy1— 23

W(z1, z2, z3, ©) = V(z1, 22, z3) = =—1;
Z2— 23

cf. plus haut, p. 34).

Nous obtenons un autre exemple d’un quatuor de points zj, z2, z3, z4
auquel ne correspondent pas six valeurs de rapport anharmonique W, mais
un nombre inférieur au nombre de points en posant

1+\/-1

(28)

W(z1, z3, 2s,



76 LES NOMBRES COMPLEXES [cH. 1]

en changeant par tous les moyens possibles 1’ordre des points z nous aurons
en tout deux valeurs différentes de rapport anharmonique :

cos 60° + i sin 60°
et .
cos (— 60°) + i sin (— 60°) = L_——@ .
le quatuor des points z1, 22, 23, z4 qui correspond 3 1’équation (28) s’appelle
quatuor équi-harmonique des points, et le quadrilatére Z1z2zsza — quadri-
latére équiharmonique (fig. 25 b). Comme dans ce cas
(21, z35)(z2, z4)

= | cos 60° +isin60°] =1,
(22, 2z3) * (21, z4)

W(Z1, Z2, 23, 24) =
on a comme précédemment
(21, 23) + (22, z4) = (21, Z4) * (22, 23).
D’autre part, des égalités
Wz, zs, 22, 28)| = |(cos — 60°) + i sin (— 60°)| =1

et
WA(z1, za, 22, 23) = | cos 60° + i sin 60°| =1
il s’ensuit :
(21, 22) + (23, 24) = (21, z4) * (22, 23)
et

(21, 22) . (23, 24) = (21, zs) N (22, 24).
ainsi, le produit des longueurs des cotés opposés (quelconques!) d’un quadri-
latére équiharmonique est égal au produit des longueurs de ses diagonales
(21, 23) * (22, 24) = (21, 24) + (22, 23) = (21, 22) * (23, Z4).
11 est facile de voir que la derniére condition caractérise entiérement un quadri-
latére équiharmonique ; en effet, on en déduit que |A| =l et [1—A| =1,
ol A = W(z1, 22, z3, z4), ce qui n’est possible que pour

_1+V3i
2
ou
1—vV3i
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En particulier, le losange est un quadrilatére équiharmonique, dont le
produit des diagonales est égal au carré du coté (losange de coté 1 et de

diagonales (\/5 + vV 2 et « 3— 1)/\/5). Pour chaque triangle Zizezs
on peut trouver deux points z4 et zj tels que les quadrilatéres Z1zszsza et
21237274 soient équiharmoniques. Ce sont les points d’intersection du cercle
d’ Apollonius S3 des points z1 et za qui passe par z3 et du cercle d’ Apollonius S»
des points z1 et z3 qui passe par zz (d’ou on peut déduire déja que par ces
points passe aussi le cercle d’ Apollonius Sy des points z3 et z3 passant par zi).
En effet, des égalités :

w, z1) _ (zs, z1) ot (w,_zQ _ (z2, z1)
(w, z2) (23, z2) W, zs) (22, z3)

on obtient aussi 1’égalité

(w, z2) _ (21, z2)
(w,z3) (21, 23)
et
(21, 22) « (W, 23) = (21, 23) * (W, 22) = (22, 23) * (W, 21).

Les points z4 et z3 peuvent étre définis comme des points dans le plan
du triangle z1zszs dont les distances 3 deux sommets quelconques sont
dans le méme rapport que les longueurs des cotés correspondants (cotés
issus du troisi¢tme sommet); on les appelle quelquefois centres isodynamiques
du triangle z1z2z3. Chaque triangle a deux centres isodynamiques z4 et zj;
c’est seulement pour un triangle z1z2z3 équilatéral pour lequel les deux cercles
d’Apollonius S3 et Sz (et aussi le cercle .S1) sont des droites, qu’il n’existe
qu’un seul centre isodynamique w4 qui coincide avec le centre du triangle
(le point infiniment éloigné oo joue dans ce cas le role du centre wj puisque

1+43i ou =1-V§i)
2 2

En considérant la représentation et non le calcul on peut obtenir six
valeurs du rapport des trois points du plan de fagon « plus géométrique ».
Notons que le rapport double

W(z1, 22, 23, ©) = V(z1, 22, 23) =

Z1— 23

V(z1, z2, z3) =
(@1, 22, 29) Z3—z3
caractérise le groupe des trois points z1, z2, zs & une transformation de simi-
litude prés; cette fagon de parler signifie que deux trios de points zi, zs, z3
et 21, z5, z§ ont des rapports égaux V(z1, zs, z3) = V(ziz2z5) dans le cas
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. . p——
et seulement dans le cas ol des triangles z1z2z3 et z12523 semblables sont
formés par ces points; de plus dans cette similitude le point zi doit corres-
pondre & z1, le point z3 4 z et le point z§ 3 zs; notons aussi que

. — 11 s A .
les «triangles » Zizazs €t zizhz3 peuvent aussi étre dégénérés puisque les
points z1, z3 et z3 peuvent étre alignés). Cette affirmative est directement
déduite du fait que le module | V| d’un nombre complexe
Z1— 23
V(ZI, Z2, Za) = ;2—:2—3
est égal au rapport des longueurs des cotés ziz3 et Zz,zs du triangle z;zez3
et son argument Arg ¥ — 2 ’angle / {[zsz2], [z3z1]} de ce méme triangle.
Mais il est clair que 0
z —
V(iz 1,0) ="—— =2z
1i—0
c’est pourquoi, si
P auoL V(Zl, 22, Zs) =A= V(Aa L 0),
. [r—— . = .
alors le triangle z1zszs est semblable au triangle A10. D’ou il résulte que
pour trouver toutes les valeurs du rapport de trois points z1, zs, z3 pris dans

~—
n’importe quel ordre, il faut construire sur le segment 01 tous les triangles

possibles semblables au triangle donné Z1zaz3. On peut le faire de six fagons :

| | [r— el [rm—— | eammamn! — = [
A10 oo z1z223, A110 o0 222123, A210 00 212323, Asl0 oo 232122,

. — 1 —
A4l0 0 zazsz1 et As10 o0 232221,

ol les sommets correspondants sont désignés par ’ordre dans lequel ils
sont écrits (fig. 26). De la similitude des triangles

[ mremamn lunmen] sl ol ~—
110, A201, 102, 0Aql et 015

au triangle m on peut aussi déduire que
él=—l, C’est-a-dire A1=1; &=l—_—§=l——)\;
1 2 A 1 1
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Pour établir dans quelles circonstances le rapport des trois points a moins
de six valeurs différentes, il suffit d’éclaircir dans quels cas deux quelconques
des six triangles formés sur la figure 26 coincident. Un de ces cas parait tout

| e
4 fait évident, il correspond au cas ou le triangle 014 est équilatéral et au lieu
de six triangles nous n’en avons que deux : les points 4, 43 et 14, de méme que
les points 41, A2 et 45 coincident entre eux (fig. 24 b). Dans ce cas

X =Xs = A =1 (cos 60° + i sin 60°) =L'_]‘;\§l
et
A =Xz = Xs = 1 [cos (— 60°) + i sin (— 60")] =L‘:.;_/—ﬂ,

Un deuxiéme cas qu’on peut aussi observer sans peine, correspond au cas ou

les sommets 4 et A2 du parallélogramme 041142 coincident ; il est clair que cela
n’est possible que lorsque 4 = 42
= 1/2 et le point 4 est le milieu du
segment 6_1_: tandisque &y = 3 =2, A,
A4 = A5 = — 1 de telle sorte que 2,
tous les rapports possibles des trois z,
points zi, zs et zs ne prennent que
trois valeurs : — 1, 2 et 1/2 (cf. A5
fig. 24, a). Sur la figure 26 on voit
aussi facilement que ces deux cas de
diminution du nombre des triangles 0
tracés sur cette figure sont les seuls.
Par analogie, dans le cas de \ /
quatre points z1, zz2, z3 et z4 on peut v
aussi au lieu de six valeurs 4, 4,
A2, 43, 24 et As du rapport anhar- 29
monique W de ces points consi-
dérer le triangle m, donné « A une
transformation de similitude prés »,
c’est-3-dire de fagon telle que deux F1G. 26.
de ces triangles semblables entre eux
(cette fois — sans tenir compte de I’ordre de leurs sommets !), soient iden-

tiques ; cette derniére condition associe & chaque triangle ’5'17 encore cinq
triangles « semblables & lui » 0141, 0142, 0143, 01244 et 0145 (cf. fig. 26). Le

. P I . oy —— ,
triangle 012 est étroitement 1ié au quadrilatére z,z3z3z4 ; nous I’appellerons
triangle associé du quadrilatére z;z,z3z4. Le lien entre le quadrilatére z;zsz324

4

Aj
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et le triangle Fﬁ permet de déduire de nombreuses propriétés du quadrilatére
des propriétés (plus simples !) du triangle qui lui est associé ; ainsi, par exemple,
aux triangles dégénérés 014 (c’est-a-dire tels que leurs sommets soient alignés)
correspondent les quadrilatéres 7;z:23z2 qu’on peut inscrire dans un cercle
(plus exactement tels que leurs sommets soient sur un cercle ou une droite —
le rapport anharmonique W(z1, z2, z3, z4) ne sera réel que pour ces quadrilatéres
z1292324). Nous aurons plus bas une occasion de nous attarder de fagon plus
détaillée sur les propriétés du triangle associé 3 un quadrilatére donné et
d’expliquer clairement sa construction géométrique (voir § 14, p. 150). Nous
nous bornerons ici 4 retenir que le triangle associé d’un quadrilatére harmoni-
que dégénére en un segment et son milieu, tandis que le triangle associé 3 un
quadrilatére équiharmonique est rectangle.

§ 9. NOMBRES DUAUX
PRIS COMME DROITES ORIENTEES D’UN PLAN

Nous allons traiter dans les pages suivantes exclusivement de droites
orientées ; au cours de cette étude nous omettrons souvent le qualificatif
« orienté ». Nous appellerons angle orienté /~ {a, b} entre les droites orien-
tées (p. 31) I’angle entre les droites a et b ; la dis-
tance entre les deux points 4 et B de la droite/
0 désignera la longueur orientée du segment 4B,
a) (b) A -

sera représentée par {4, B} et aura pour signifi-
Fic. 27. cation une longueur ordinaire, prise avecle signe
«plus» ou «moins » suivant que la direction de 4
a B coincide ou non avec la direction positive de la droite /. Nous appellerons
distance au point m a la droite orientée / la distance orientée {M, [} de M &
1, 1a distance prise avec le signe « plus » ou « moins » suivant que le point M
est & gauche ou a droite de la droite orientée /. Nous dirons que deux droites
orientées sont paralleles dans le cas ou elles sont paralléles au sens ordinaire
et ou les directions de ces droites coincident (fig. 27, a) ; des droites orientées
paralléles de directions opposées nous dirons parfois qu’elles sont anti-paral-
Leles (fig. 27, b). Par distance de la droite a & la droite b qui ne la coupe pas
nous entendrons la distance orientée {a, b} de a 4 b, c’est-3-dire la distance
orientée d’un point quelconque de la droite a & la droite b ; il est évident que
{a, b} = — {b, a} si a et b sont paralléles, et {a, b} = {b, a}, si a et b sont
antiparalléles.
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Rappelons maintenant que les coordonnées polaires des points d’un
plan sont déterminées a I’aide d’un point quelconque O (pdle du systéme de
coordonnées) et de la droite orientée o qui passe par le point O (axe polaire) ;
la distance r = OM du point M au pdle et ’angle ¢ /{0, m} formé par la
droite (orientée) m qui relie avec O et M (cf. fig. 1, p. 32) avec o servent ici
de coordonnées au point M. Par analogie, on peut déterminer les coordonnées
polaires de droites (orientées) d’un plan pour lesquelles il faut aussi se
donner une certaine droite (orientée) o (axe polaire) et un point O sur elle
(pole) ; ’angle § = / {o, I} formé par / avec I’axe polaire o et la distance
(orientée) s = {0, L} de O au point L d’intersection de / et de o (fig. 28 a)

(b)

QV
N~)
N
Q

N

P
>\§\

Fic. 28.

servent de coordonnées a la droite /. Il est évident que la coordonnée s de la
droite orientée / peut avoir n’importe quelle valeur comprise entre + o0
et — o0 ; la coordonnée 6, n’importe quelle valeur comprise entre 0 et 27.
11 est naturel de penser que 8 = 0 pour les droites paralléles & 1’axe polaire o,
et § = = pour les droites antiparalléles & o ; si la droite ne coupe pas 1’axe o,
elle n’a pas de coordonnée s (on peut estimer dans ce cas que s = + 00).

Convenons maintenant d’associer a la droite orientée / de coordonnées
polaires 6 et s le nombre dual

z=tgg(1+es)=u+ev, u=tgg, v=tgg-s (29)

(fig. 28). De plus, il est naturel d’attribuer des nombres de module nul, c’est-
a-dire diviseurs de Ocv (cf. plus haut p. 16) aux droites paralléles & o pour
lesquelles 8 = 0. Afin d’établir la correspondance exacte entre les droites
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paralléles 2 o et les diviseurs de 0, remarquons que la distance d = {0, I}
de la droite / non parallele & o0 au pdle O est égale 2 :

2tg62  2stgf2 v

d=s-sinf =5s. 5 = ~ = <
14+tg7 602 14tg62 14|z

(30)

(fig. 28, a). Si nous voulons que la formule (30) soit aussi valable pour la
droite paralléle 2 o, située & une distance {o, m} = d de o, il nous faut asso-
cier A cette droite le nombre z = df2¢, c’est-a-dire z=u -+ ev, ou u =0
et

—2—0—— =2=d

L+ 2|’

De plus aux deux droites / et /; coupant o, ne différant que par leur direc-
tion, et, par conséquent ayant des coordonnées polaires (0, s) et (= + 8, s),
correspondent les nombres duals

z=tg-§(l + &5)

et

z-—tg—i— ¢! +e:s)=—cot (1 + &)

En admettant que cette relation reste valable pour les droites qui ne coupent
pas o, nous convenons d’attribuer & la droite m; antiparalléle 2 o, située &
une distance {0, m1} = di de o, le nombre

(Notons, que si la distance {0, m} de o 2 la droite m paralléle 2 o, coincidant
par sa position sur le plan avec la droite m, est égale 4 d, alors d = — d1.)
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Enfin nous associerons a la droite 01, ne différant de 1’axe polaire o que par
sa direction (axe inverse), le nombre :

1
- = 00.

0

Ce faisant nous établissons une compléte correspondance entre les droites
orientées du plan et les nombres duals, y compris les nombres de forme ww,
ol w % 0 est réel, et le nombre 0.

Il est évident qu’aux nombres réels

=u=tgg(l+e-0)

correspondent les droites qui passent par le pdle O ; aux nombres de module
1, les droites perpendiculaires 3 o (plus exactement les droites / telles que
{o, I} = =/2 ; de fagon générale aux nombres de module constant u corres-
pondent les droites / qui forment avec o un angle constant / {o, I} = 2
arctg u) ; aux nombres purement imaginaires ve (aux nombres de module
nul) et « aux nombres de module infini » ww correspondent respectivement
les droites paralléles et antiparalléles & ’axe 0. Aux nombres conjugués

2=tgg(l+ss)

et

z

tgg(l — &)
2

correspondent les droites symétriques par rapport au pdle O, et aux nombres
opposés
0
z=1g 5 A+ e

et
27— 80

—z=—tgg(1+£s)=tg (1—e¢s)

les droites symétriques par rapport a 1’axe polaire o (c’est-a-dire qui coupent
o en un seul et méme point L et qui forment avec o des angles égaux :

L{oz}y=L{—z0};
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(voir fig. 28, b) ; aux nombres z et — 1/Z correspondent les droites qui ne
différent que par leur direction. Ainsi, les égalités

' =z@), z'=—z@b) 2z =—

© €2)

N

peuvent étre considérées comme définissant des transformations déterminées
de I’ensemble des droites orientées d’un plan : symétries par rapport au
point O, symétries par rapport i la droite o et changements d’orientation
(changements de la direction de toutes les droites du plan en la direction

opposée.)
2 z ! f2 12
I
s 'Ae /J , JFL% .
0570 0
77 :
|
(a)

().

Fia. 29.

Ftudions maintenant le probléme de la description a 1’aide des nombres
duals de déplacements arbitraires (au nombre desquels nous compterons
aussi le changement d’orientation qui laisse invariantes les distances entre
les points d’un plan). En premier lieu, il est clair qu’une translation paralléle
a I’axe o d’une distance ¢ transforme la droite, & laquelle correspond le
nombre dual

z=tgg(1 + &s),

en une droite a laquelle correspond le nombre

0'
z' =tg 2—(1 + &) = tgg(l + e(s + )
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(fig. 29, a ; par la suite nous parlerons par abréviation dans ce cas de :
« transfert de la droite

z= tgg (1 + ¢)

en la droite
0
z' =tg5(l + (s + »).
Par conséquent, on peut aussi écrire cette translation parallele sous la

forme :
z=pz, o0 p=1+a, |p|=1 32)

(car
0 0
1-Q+ en]- tgi(l + &) =tg£[1 +e(s + 0l
Ensuite une translation paralléle d’une distance ¢, dans une direction

perpendiculaire 4 o (dans la direction de la droite J, telle que / {/, o} = =/2)
transfére la droite

z=tgg(l + &s)

en la droite

= tgg-(l +es') = tgg[l + ¢ (s + t1 cot 0)]
(fig. 29, b). Mais
2 = tgg [1 + e(s + t1cot 6)]

0 t1(l tg 0/2)

tg0(1+ss)+e tg
2 2 2tg6/2

—tg0(1+83)+€— A ’£g2-£9—2+z—t1—e:—t1z.2
2 2 2 2 2 2
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On peut écrire la derni¢re formule sous une forme plus élégante. Remarquons

que
1

z+¢ t—
z4¢ %1 —¢ % &= [z-l—e g][l—e t2—lz] =—t————£—,
e 2 z+1
2
ainsi, le transfert paralléle considéré se définit par la relation
g =211

= , ou g=¢ b lq] =0. 32a)
qz + 1 2

F1G. 30.

Par suite un transfert paralléle arbitraire, c’est-3-dire un transfert d’une
distance ¢ dans la direction de I’axe o et & une distance #1 dans une direction
perpendiculaire & o se traduira par la formule :

I=.(_m._q_, P=l+€t’ q=€t_l,

q(pz) + 1 2
ou, avec la notation p = p§ (c’est-3-dire p1 = 1 + ¢#/2) et en utilisant le
fait que :

q=ct—1=ct—1(l+s~t)=qp1, n=1—e¢
2 2 2

z

!
2 pm;
par la formule :
z,=p1:z+qpl _pztqg  pztg 33)
gpiz +pipr gpiz+p1 —qz+pa

p=1+el, g=c¢2; |m|=1 | =0.
2 2
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Passons maintenant aux rotations d’un plan. Il est évident qu’une rota-
tion autour de O d’un angle « transfert la droite

z=tgg(l + &5)

en la droite

2’=tg%(l+cs');

ol §' = 0 + « (fig. 30). Ainsi

¢ =g 012
tgd 4 tg 2 2| +tg 2 +tg =
0 o o o (34)
1—tg5-tg 5 —tg-2—]2|+1 —tg5z+1

(ici on utilise le fait que si z; et z2 sont des nombres duals, alors

Z1
V4]

1 Z2

zli

|21 + za| = |z1| & |z2|,  |z1eze| = |z1] + |22 et ) .
Ensuite si d et d’ sont les distances des droites z et z’' du pdle O, alors

sesinf=d=d =s"+.sin6’

[cf. 1a relation (301)]; c’est pourquoi

Argz'=s’=ssmo s sin 6 .
sin 0’ sin (0 + o)

D’autre part, puisque

Arg (u + ev) =

b

Rie

YAcLoM. — Nombres complexes. 7
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alors

z+tg =
Arg——————z—=Arg (z+tg %) Arg(—-tgi z {—1)

o
6
= Arg ltg§(1+ss)+tg g]

0
— Arg [——tg %‘ tg-2-(1 + es) + 1]

0 2 O 0 [ 2 :
tgisec E COSECOS -2- SIDECOSE

a+oos°‘+0 sina+ oﬁj—o

2 2 2 2
_sm0 o A (34 a)

De (34) et (34 a) il s’ensuit que notre rotation se traduira par la formule () :
. Z4qu , 35)

—qiz + 1
ol q1 = q1 = tg o/2, Arg q1 = 0.

(*) Dans cette formule pour le nombre ¢, = tg «/2 on peut aussi prendre la valeur oo,
qui correspond 3 une rotation d’un angle de 180°. Si g¢; = oo, nous aurons alors
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Enfin, le déplacement le plus général (cf. plus haut p. 29) représente une
rotation (35) autour de O d’un certain angle o, cette rotation peut de plus
étre accompagnée d’une translation paralléle (33) :

z4+q1
—_— +
, P Giz + 1 1 (1 — 999z + (7191 + 9)
zZ = =
— (Big + Dz + (r— )
—q Z._+ 9 +
—qiz+1
On peut écrire cette transformation sous une autre forme :
2 = P2+ 0 (36 @)

—0z+ P

oo P=p1—pq, Q=piq1+gq.

11 est possible aussi que le déplacement initial soit une symétrie (31 b) par
rapport a la droite o, accompagnée d’une transformation (36 a) (rotation
autour de O et translation paralléle) :

g =—Ft+Q (36 b)
Qz+ P
Enfin le déplacement peut représenter un changement d’orientation (31 ¢),
accompagné d’une des transformations (36 @) ou (36 b) :

1
—P - +4+0 Ps
P S o k2 36 ¢)
é:1+1-5 —Q12+P1
z
ol Pr=Q, Q1= —P,oubien
1
P-40 p
s = z =— 1Z+Q1 (6 d)
=1 Q1Z+P1
A

ouPr=—Q, Q1=

(voir p. 16-17) ; il est évident que cette rotation conduit 2 une symétrie par rapport au
point O (31 a) et au changement d’orientation (31 ) (notons que la symétrie définie
plus haut (31 @) par rapport & O ne colncide pas avec la rotation de 180° autour de O).
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Il est évident, que ’angle orienté § = / {z1, z2} entre les droites

Z1==tg%1 (1 4 &s1)

et

z2 =1tg 02—2 (1 + &s59)

est égal & 0; — 0, (fig. 31, a).

Z
P L4
LCIN
0/ 0
(a)
Fia. 31.
On peut I’écrire aussi :
02 0,
tg — —tg —
e = 2 2 _ |z2] — |z1] _|z2—=n
l+tg%2tg%1 l+|22-121| 14 z1z3

On peut aussi présenter le résultat obtenu sous la forme symétrique suivante :

¢ 2§ _ (z2 — z1)(Z2 — 21)

. 3
2 (14 z1Z2)(1 + Z1z9) &7

Déterminons maintenant la distance (orientée)
d = {[z1z0], [2220] }
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entre les points [z1zq) et [z220] d’intersection de la droite déterminée zy avec
les deux autres droites z1 et za (fig. 31, b). Il est évident que la distance dp
entre les points d’intersection de la droite o avec les droites

0 6
71 =tg 5 (1+cs(1’)

et 0°
z5 = tg—;— (1 + es2)

est égal 3 :
0
do =ArgZ: (= Argzs— Argzi = 53— sY).

0
21

Un exemple de déplacement, transférant une droite donnée zp en la
droite o est donné par la formule
’ zZ—20 ,
z = ;
Zoz + 1

ce déplacement tranfére les droites z; et zz en droites

0 Z1— 20
1 = =

zoz1 + 1

z

I

et

[

Z2— 20
Zoza + 1
D’ou nous obtenons (1)

(z2—zo0) : (Zozz + 1)

(z1—2z20): (Zoz1 + 1)

— Arg Ze —Zo  ZoZz + 1 =Arg22—-Zo_ArgEozz+l . (39)
21720 Zgz 41 ni—2 Zoz1 + 1

d = Arg

() Si une des droites droites z,z, (ou méme ces deux droites) ne coupe pas z, (ou
colncide avec z, par leur position), alors une des expressions

@G—2): Gz + 1) et (z—z): G + 1)

(et peut-étre méme les deux) ne meéne pas a la formule (32) du § 4 (c’est-3-dire est un
diviseur de zéro, ou son inverse et par conséquent n’a pas d’argument).
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Pour que trois droites zo, z1 et z3 soient concourantes, il faut que la dis-
tance entre les points d’intersection z; et zo avec z3 soit égale A zéro, c’est-
a-dire en vertu de la formule (38) que le rapport

Zo— 22 Z220 + 1

2122 Zo7 41

soit réel. On peut aussi &crire cette condition ainsi :
(zo — z2)(z2z1 + 1) _ (Zo — Z2)(z2z1 + 1) (39)
(z1 — z2)(Z2zo + 1)  (Z1 — Z2)(z220 + 1)

Par conséquent, I’équation du point, c’est-a-dire la condition & laquelle
satisfont les droites z, passant par le point [z1z2] a la forme :

(z—z2)(zZ2z1 + 1) _ (Z—zZ2)(z2z1 + 1)
(Z1—23)(Zaz+ 1) (Z1—2Z2)(z2z 4+ 1)

ou ()
AzZ 4+ Bz—Bz — A =0, (40)
A, imaginaire pur.

Ici :

A = zo(z1 — 22)(Zez1 + 1) — Za(z1 — z2)(Z2Z1 + 1)

= (2221 — z122)(1 + z222),

B = (71 — 72)(Zaz1 + 1) + Za(z1 — z2)(ze21 + 1)).

Inversement, il n’est pas difficile de s’assurer que chaque équation de forme

(40) définit un point.

(1) Ceci découle aussi de ce que par une translation paralléle (33) on peut amener
n’importe quel point M au pdle O, dont 1’équation a la forme :

z—z=0.

C’est pourquoi nous pouvons aussi écrire « 1’équation » de M de cette fagon

pf+q-_;l;'_+a‘=0’
—qz+p —q9z+p
c’est-a-dire sous la forme (40), ou :
A=pi—pg=—et, B=p+g=p=1+s,

Ici ¢ et ¢, sont respectivement les valeurs du déplacement dans la direction de I’axe o
et dans la direction perpendiculaire & o qui transfére le point M en O (¢ et ¢, sont les
coordonnées rectangulaires du point M).
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Ftudions maintenant & quelle condition quatre points orientés zo, z1, za,
z3 sont sur un seul cercle orienté. Sous le nom de cercle orienté nous enten-
dons ici I’ensemble (« le lieu géométrique ») de toutes les droites orientées /,
dont la distance orientée (O, /) & un point donné O (centre du cercle) a une
valeur fixe r. Le nombre r est appelé rayon du cercle ; ainsi, le rayon d’un
cercle orienté peut étre aussi bien positif que négatif. (Si r =0, le cercle
orienté dégénére alors en un point qui apparait ainsi comme un cas parti-
culier du cercle.) Sur les dessins, le cercle orienté est
représenté comme un cercle ordinaire avec une fleche !
indiquant une direction déterminée de circulation
coincidant en chaque point avec la direction du cercle
tangent en ce point (fig. 32). Suivant la définition de
la distance orientée (0, I) du point O A la droite /

(p. 80), le rayon du cercle orienté sera positif si la
direction de circulation est l'inverse de celle des
aiguilles d’une montre et négatif dans ’autre cas. Fic. 32.

On peut montrer, que guatre droites (orientées)

Zo, 21, Z2 et zg sont sur un Seul cercle (orienté) ou passent par un point dans
le cas et seulement dans cas oi le (V)

{[zoz2], [2122] } + { [z2123], [z023] } = {[z3z0), [z220)} + {[z2z1), [zsz1] }. (41)

Pour le vérifier, étudions la figure 33 sur laquelle sont représentés quatre
tangentes (orientées) 2o, z1, z2 et z3 du cercle (orienté) S [si les droites zo, z1,
z5 et z3 passent par un méme point alors la condition (41) est naturellement
remplie !), qui touchent le cercle S respectivement aux points M, N, P et
Q ; les points [zoz2), [z122], [z123] et [z0z3] par souci de bridveté seront désignés
par 4, B, C et D. De plus, nous aurons évidemment (tenez compte du fait
que toutes les distances figurées plus bas sont orientées !) (2) :

1A4,B}+{CD}={4,P}+{P,B}+{CQ}+{Q, D}
et
{D,A}+{B,C}={D,M}+{M,A}+{B N}+ {N,C}

() CA. la condition pour que quatre points z,, z,, z; et z, soient sur un cercle (con-
dition qu’on peut écrire ainsi :
L{lzem), (2121} + L{{z.23), (2023} = L{{zaz0), (202} + Z{[z71), [2s2]} 5
Voir § 7, p. 32, en particulier la figure 5).
(?) On utilise ici le fait que si x, y, z sont trois points d’une droite orientée on a dans

tous les cas {(x, Y}+{r,z}={x 2}
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Mais de méme qu’en vertu de la propriété connue des tangentes & un cercle
{4,P}={M,A},{P,B}={B,N}
{C.o}={NCL{Q,D}={D,M}

FiG. 33.

Ainsi dans tous les cas la condition (41) est remplie (¥)

{AB}+ {CD}+ {DA}+ {BC}

11 est facile de s’assurer que de méme inversement, si on a 1’égalité (41)
alors les quatre droites zo, z1, z2 et zg sont sur un méme cercle ou passent par

() Ceci est la forme correspondant exactement au théoréme connu de 1’égalité des
sommes des cOtés opposés du quadrilatére circonscrit. [Sans ’aide des distances orientées
I’énoncé du théoréme est beaucoup plus complexe. Dans ce cas on a soit 1’égalité
AB+ CD = AD + BC (fig. 33, a et b), soit 1’égalité AB— CD = AD — BC (fig. 33,c-d).]
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un méme point (1). En utilisant maintenant (38) nous pouvons transcrire
(41) ainsi :

ArgZI_za—Argiazl+ 1 +Argz°—za——Argfaz°+ 1 _
Zo—2z3 Zazo + 1 12 Zsz1 + 1
Argzz—Zo__AIgZon-l- 1 +Arg23——-21_Arg21Zs+ 1,
zZ3 — 20 2023_}_1 23— 21

z1za + 1

en simplifiant le terme de gauche de la derniére égalité et en transformant
le terme de droite, on obtient

Arg (21—22 _21——-23) — Arg (Ezn + 1 Zzszi + l)

Zo—Z3 Zo—Z3 Zazo + 1 Zszo + 1

_ Zo—Z2 Zo—Z3 zoz1 + 1 zsz1 + 1
—Arg(h—Zz' )+Arg( )

21— 23 zoZo + 1 z3Zo + 1
mais
21— 23 21— 23 20— 22 20— 2Z3
Arg : = —Arg :
Zo— 22 20— Z3 Z1—22 21— 2Z3
Z1— 22 21— 23 20—22 20— 23
car : =1: :
Zo—Z2 20— 23 21— 22 21 —2Z3
et

Arg (2221+ 1, Zez + 1) — Arg (zzz1+1:zgl+ 1)
Z2Zo + » Zszo + 1 z2Z0 + 1 z3Zo+ 1

3220+1.5320+1 Zon—I-l'Zsfo-l-l

Ainsi, on peut écrire 1’équation (41) sous la forme simple suivante :
20— 22 ‘ZO"‘ZS .
Arg (21 —z3 71— za) =0. “2)

Zo—22 20— Z3

(carzm +1 Foz+1_ (zzzl +1 2% + 1)) .

Le nombre dual

Z1—23 21— 23

(1) Cf. par exemple J. HADAMARD, Géométrie élémentaire, 1t° partie (M. 1957),
solution du probléme 87.
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s’appellera naturellement rapport anharmonique des quatre droites zo, z1,
23, z3; nous le représenterons par le méme symbole W(zo, 21, 22, z3)
que nous avons utilisé pour le rapport anharmonique de quatre points
(cf. p. 32). Ainsi, pour que quatre droites zo, z1, z2 et z3 appartiennent & un
seul cercle (orienté) (de rayon non nul ou de rayon nul, c’est-a-dire & un
point) le rapport anharmonique

Zo—Zz2 Zo—Z3

W(zo, z1, 23, 23) = :
21— 22 Z1— 23

de ces quatre droites doit étre réel (cf. plus haut p. 32-33).
La derniére condition peut aussi prendre la forme (12) qui nous est déja
connu :
Zo—2Z3 Zo—23 _ Zo— Z2 Zo— Z3
z1—z3 z1—z3 '

) (12)

Z1—2Z2 Z1—2Z3

D’ou il s’ensuit que 1’équation d’un cercle orienté (qui peut dans un cas
particulier étre un point) déterminée par trois droites données a la forme
(113) @) :
zZ—2z2 z—2Z3 Z—Z3 Z—1Z3
21—22‘21—23—5 )

. (13)

1—Z2 Z1—Z3

Ainsi, nous avons ici aussi ’assurance que /’équation de tout cercle (orienté)
(ou de tout point) d’un plan peut s’écrire sous la forme (14) (3) :

Azz + Bz — B+ C = 0. (14)
A et C purement imaginaires.

() Notons que tandis que trois droites non orientées données sont tangentes, en
général, A quatre cercles distincts non orientés
(fig. 34, a), trois droites orientées définissent un
seul cercle orienté (fig. 34, b). [Cette derniére
affirmation signifie seulement que trois droites
orientées données ne peuvent étre tangentes a
deux cercles orientés; si deux des trois droites
sont paralléles, il n’y a pas alors un seul cercle

(a) (b) orienté qui contienne nos trois droites z,, z,
et z; — dans ce cas le rapport anharmo-

Fic. 34. nique W(z, z,, z:, z,) ne peut étre réel quel que
soit z.]

(*) Ce résultat peut aussi étre obtenu en partant du fait que n’importe quel cercle S
peut par une translation parallele (33) étre transformé en un cercle :

erzz—z + z + er =0
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Il n’est pas difficile de vérifier, qu’inversement, I’équation (14) définit tou-
Jours un cercle (ou un point).
Nous savons déja que I’équation (14) définit une droite lorsque

A+C=0. 3)

§ 10*. APPLICATIONS ET EXEMPLES

La théorie développée plus haut permet d’utiliser les nombres duals dans
la démonstration de nombreux théorémes géométriques concernant les
points, les droites et les cercles ; de plus la parenté des résultats des para-
graphes 7 et 9 permet quelquefois d’utiliser un seul et méme formalisme pour
démontrer deux propositions différentes, il suffit pour cela de faire figurer
dans le raisonnement dans un cas les nombres complexes ordinaires, et dans
P’autre les nombres duals. Nous nous bornerons ici & donner quelques
exemples illustrant ce qui a été dit.

Commengons par le théoréme suivant : Soit sur un plan quatre cercles
donnés (orientés) S1, Sa, Ss et Sa ; z1 et w1 sont les tangentes communes a
S1 et Sq ; z2 et wa, les tangentes communes a Sz et Ss ; z3 et ws, les tangentes
communes d Ss et Sy ; 24 et wy les tangentes communes d Sy et S1. Si les droites
21, 23, 23 et z4 Sont tangentes & un seul cercle (orienté) X ou passent par un
seul point, alors les droites w1, wa, wa et wy elles aussi seront tangentes a un
seul cercle (orienté) 2 ou passeront par un seul point (fig. 35).

[On appelle naturellement « tangentes » du cercle orienté S les droites
orientées qui font partie de S, compris comme le « lieu géométrique des
droites ». 1l est évident que, alors que deux cercles ordinaires (non orientés)
ont, en général, quatre tangentes communes, deux cercles orientés S et Sa

dont le centre est A 1’origine des coordonnées O [r est le rayon du cercle ; cf. la formule
(30)]). D’ou il s’ensuit que 1’équation S a la forme suivante :
g 2Ztae o pmitad  pmzta | mzta
—qz+p —qz+p, —qz+p —aqz+p

c’est-a-dire la forme (14), ol

A= erpp 4+ pg—pig + erqqg = e (1 + 1),

2 2
=—p —q =—(1+ e,

C = erqq — qps + qp1 + erppy = € (r — 1)’
ou ¢ et ¢, sont les coordonnées du centre S (cf. 1a note de pied de page 91).
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ne peuvent avoir plus de deux tangentes communes : ce seront les tangentes
communes extérieures, si S1 et Sz ont une seule et méme direction, et ce

seront les tangentes communes inté-
rieures dans le cas contraire (fig. 36,
a, b). Notons aussi que le théoréme
énoncé devient faux si on considére les
cercles S1, Sa, S3, S1 et 2 comme étant
non orientés ; ainsi sur la figure 37 les
droites wi, we, wg et wa de fagon évi-
dente ne sont pas tangentes a un seul
cercle.]

D’aprés le théoréme, non seule-
ment les rapports anharmoniques
W(z1, z2, w1, wa2), W(za, z3, w2, ws),
Wi(zs, 24, ws, wa) et W(z4, 21, wa, W1)
sont réels, mais aussi le rapport anhar-
monique W(z1, z3, 22, z4) ; il importe de

démontrer que le rapport anharmonique W(w1, ws, wa, wy) est réel (voir plus
haut p. 96). Cette démonstration a été donnée au début du paragraphe 8
(p. 35) ; les raisonnements développés démontrent 3 la fois le théoréme qui
a été énoncé pages 34-35 et le théoréme qui nous occupe ici.

Yy 7, w

(a) (] r4 (4
=4
Gl NE)

Py .
e =4

®)
Fi1G. 36. Fic. 37.
Considérons maintenant un cercle arbitraire (unique)
AzZ 4+ Bz— Bz + C =0, (14)

A et C purement imaginaires.
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Prenons un point quelconque L de I’axe o, extérieur & S ; par ce point passent
deux tangentes z; et zz au cercle S (fig. 38). Notre probléme sera de définir
la valeur du produit :

tgé{o,z:}.tgé{o,n}

(cf. § 8, p. 42).

(a)
S
2?
G~ 122
,{)\
”
-~ \\“ Z
22
54
f 7 7 Z
Yy
(6)
FIa. 38.

Du fait que les droites z; et z3 sont tangentes au cercle S, elles satisfont
a P’équation (14) :

Az1Z1 + B2y — Bz 4+ C =0 (16)
et
AzsZ2 + Bz — Bz: + C =0, an
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Mais d’apres la définition de 1’argument d’un nombre dual z correspon-
dant & une droite déterminée d’un plan (voir fig. 28, p. 81) Arg zz = Arg 21,
ArgZs = — Arg z;. D’ou il s’ensuit que le produit z1Zs est un nombre réel :

27 =k, Fiza=k=k (18)

En multipliant ’équation (16) par z2, et ’équation (17) par z1 et en utilisant
les équations (18), on obtient

Akzy + Bzizs— Bk + Cz2 =0 (16"

t -
© Akzs + Bzaza— Bk + Cz1 = 0. a7

Soustrayons (17°) de (16"), nous aurons
Ak(z1 — 2z3) — C(z1 — z2) =0,
par conséquent pour z; — zz 7 0 (c’est-a-dire pour z2 # z1)
k = C/A.
Notons maintenant

z1Z2 =tgé%—}(l + es)-tgé—{;—’zz}(l—cs)

=tgé{o,zl}tg4{o,22}.
2 2
Ainsi, nous avons s { } J/ { } c
tgs 0, z1 g 0,22} _,_C, 44)
2 2 A

L’expressive C/A = k s’appelle puissance du cercle S [plus exactement,
puissance de la droite o par rapport & S (V)] ; sa signification géométrique
est donnée par I’équation (44) (ainsi, le produit

tgé{o,zl}.tgé{o,z"x}
2 2

(Y La valeur de k = C/A dépend non seulement du cercle (14), mais aussi du choix
du systéme des coordonnées. Il est facile cependant de voir que 4 ne dépend que de la
position de 1’axe polaire o et ne dépend pas du choix du pdle O sur cet axe. Car pour
un déplacement le long de o

Z=pz, z=pz, ou |p|=1, |p|= I%l =1,
[voir la formule (32) du § 9, p. 85] le cercle (14) devient le cercle
Ap'p'z’z’ + Bp'z’ — Bp’z’ + C = 0,
avec la méme puissance k = 4/C (car p’p’ = 1).
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ne dépend pas du choix du point L de I’axe 0). L’équation (44) a été obtenue
dans I’hypotheése ou les tangentes z; et zs du cercle S sont distinctes. Mais
si Lo est un point d’intersection de I’axe o avec le cercle S, par lequel on ne
peut mener qu’une seule tangente zo au cercle (fig. 38, a), et z1 = zz = zo,
alors le produit

tg 4_:{_9;_2_1l . tg é{_(;,iz_}_ = th 4__{._0_’ 20 }_

sera aussi égal & C/A4 : ceci vient de ce qu’on peut considérer la valeur de

g Z{p, 20}
2
comme la limite de ’expression
tgé{o,n}.tgé{o,n}’
2 2

ol z; et zz sont les tangentes au cercle S passant par le point mobile de la
droite o qui tend vers Lo. Ainsi, la puissance de la droite o par rapport au
cercle S qui la coupe est égale au carré de la tangente du demi-angle / {o, S},
formé par o et S (puisque par angle ./ {o, S} entre la droite orientée o et
le cercle orienté S' qui la coupe on entend justement aussi 1’angle entre o
et la tangente 4 S' 4 son point d’intersection avec o).

Désignons maintenant par P le pied de la perpendiculaire p abaissée
du centre Q du cercle S sur la droite o et posons { Q,0} ={Q,P} =d
(ces égalités définissent aussi ’orientation de la droite p) et

{Q,21}={Q,22}=r (ﬁg' 38);

dans le cas ol o coupe S, désignons par ¢ la droite [Q, Lo], dont 1’orienta-
tion est définie par la condition { Q, Lo } = r (fig. 38 a). On voit facilement
que /{0,20} =/ {p,q} (comme angles ayant leurs cbtés mutuelle-
mentper pendiculaires) et cos / { p, ¢ } = d/r. Par conséquent

= gzé{;,zo}=tgzé{p,q}=1——cosé{p,q}

2 14+cos L {pq}
12

_ r _r—d

l+g r+d
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D’autre part, si 0 ne coupe pas S (fig. 38 b) menons alors par P les
tangentes z) et zJ au cercle S; nous désignerons par q; et ¢z les perpendi-
culaires abaissées de Q sur 2z et z3 et orientées de telle sorte que
{Q, M1} ={Q, Mz} =r, (M1 et My étant les points de tangence de z;
et z2 avec le cercle S).

Dans ce cas

1{o,z2}=é{p,q1},4{o,zg}=é{p,qz}

(comme angles ayant leurs c6tés mutuellement perpendiculaires) et
cos £ {p,qi}=cos L {p,qa} =§1-
Comme de plus il est évident que

Z_{o,zg}=—é‘,{0,2(1)}, tg

_tg__..

_/;{_t_J_,_ig_}___ ZA{oz1}
2 2

Nous avons alors

gé{;,z&’},tgé{o,zz}

k=

_tgsé{o,zg}
2

2
g llpa}_ 1—cosZipa}
2 1+cosZ{p,q1}
1 I
___4d_r—d
1+‘—; r+d
Ainsi, dans tous les cas :
r—d
=< )
r+d

D’aprés la formule (45), la puissance de la droite o par rapport au cercle S
est positive si o coupe S; égale A zéro si o est tangente & S; infinie si o est
anti tangente 3 S (c’est-a-dire si la droite o; est tangente & S, et ne se dis-
tingue de o que par la direction); négative si o ne coupe pas S (dans ce
dernier cas la puissance de o par rapport & S est égale a

0 0
—tg ém{ z‘:, ze} o J{A,zn}=¢

est I’angle sous lequel est vu le cercle S du pied P de la perpendiculaire
abaissée de Q sur o.
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La notion de puissance d’un point par rapport & un cercle permet de
donner une signification géométrique aux cas ou les coefficients 4 ou C de
1’équation (14) du cercle S deviennent nuls. Si C = 0, 4 5% 0, alors la puis-
sance (45) de la droite o par rapport & S est égale a zéro et, par conséquent,
o est tangente & S. Si A =0, C# 0, alors la puissance de o par rapport
a S tend vers Pinfini, c’est-a-dire que o est antitangente & S. Enfin les éga-
lités 4 = C = O signifient que o est a la fois tangente et antitangente a S,
c’est-a-dire que la droite o, de méme que la droite o1 de direction opposée,
sont tangentes & S; mais cela n’est possible que dans le cas ou S est un point
de la droite o [cf. 1a condition (43) pour que I’équation (14) corresponde &
une droite]. Définissons maintenant la puissance k de la droite w (de direc-
tion arbitraire) par rapport au cercle S (orienté) comme le produit :

tgé{w,zl} tgé{w,Zz}’

2 2

ol z; et zz sont les deux tangentes (prises dans un ordre indifférent) au
cercle S, qui se coupent au point L de la droite w (fig. 39). De ce qui a été
dit plus haut, il s’ensuit que si w coupe S la puissance de w par rapport 3 S
est égale a :

tgzé{w,S},

ol par angle / {w, S} entre la droite w et le cercle S on entend 1’angle
Z {w, zo} entre w et la tangente zo & S au point d’intersection de w avec S;
si d est la distance (positive ou négative) du centre S & w, tandis que r est
le rayon (positif ou négatif) de S, la puissance de w par rapport a S est
égale 2

r—d

r+d

En particulier, la puissance de w par rapport & S est positive si w coupe S;
négative si w ne coupe pas S; égale 3 zéro si w est tangente 4 S; elle tend
vers ’infini si w est antitangente a S.

Calculons la puissance de la droite arbitraire w (o w est un certain
nombre dual :

w=tg§(1+cs)

YAacroMm. — Nombres complexes. 8
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par rapport au cercle (14). Notons que si on introduit un nouveau systéme

de « coordonnées duales » des droites (%)

zZ—w Z+w
7=

Z=_ ’ - 1)
wz +1 —wZ+1

(46)

le rdle de I’axe o de ce systéme de coordonnées sera alors rempli par notre
droite w (car de Z = 0 il s’ensuit que z = w). L’équation du cercle (14)
dans le nouveau systéme de coordonnées prendra la forme

Z4+w . Z—l—w 4+ B Z+w B Z-l_—w +c=o.
—wZ+1 —wZ+1 —wZ + 1 —wZ+1

A

ou
(4 — Bw + B + CwW)ZZ + [(4 — C)w + B + Bww]Z —

—[(C— A)yw + B + Bww)Z + (Aww + Bw — Bw + C) =0.
et comme la droite w est I’axe du nouveau systtme de coordonnées, la
puissance de la droite w par rapport au cercle (14) est égale a
Aww + Bw —BWw + C
A — Bw + Bw + Cww

k= 47)

[car la puissance de 1’axe o par rapport au cercle (14) est égale & C/A.]
Remarquons encore que d’aprés la formule (47) on a aussi

k—1 _(4— C)ww + 2Bw — 2B + (Cc—4)
k+1 4+ OCOww+1)

(1) La droite z’ & laquelle correspond dans le nouveau systéme de coordonnées le
nombre dual z est obtenue a partir de la droite z, 4 laquelle correspond ce méme nombre
dans I’ancien systéme de coordonnées par un déplacement

RN £ 2 *)
—wz 4+ 1
qui représente un transfert paralléle z; = z(1 — &s) le long de o sur une distance — s,
accompagné d’une rotation

47 a)

zl+tg§
5 = ————
—mga+1

autour de O d’un angle @ et encore d’un transfert parallele z’ = zy(1 + &s) dans la
direction de o, mais maintenant sur une distance + s. On dit aussi quelquefois que le
systéme de coordonnées Z est obtenu a partir du systéme de coordonnées z par déplace-
ment *.
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on voit d’emblée d’aprés (47) par exemple que foutes les droites w de puis-
sance donnée k par rapport au cercle déterminé (14) satisfont a I’équation

Aww + Bw—Bw + C
A — Bw + Bw + Cww

k

ou
(A — kC)ww + (k + 1)Bw — (k + 1)Bw + (C — kd) =0,

c’est-3-dire sont tangentes 4 un certain cercle (et de plus, comme il est facile
de le voir, ce cercle est concentrique au cercle initial).

S
S
Z,
4
L w L w
% ;
{ Z z/ 2
4 (a) (b)
Fi:. 39.

Considérons ensuite deux cercles S1 et S d’équations

Awww +Biw—Biw+Ci=0 et  Asww + Bow — Baw + C2 =0,

pour simplifier les calculs nous considérerons que dans ces équations les
sommes des coefficients extrémes sont semblables

A1+ Ci=A42:+ Cs

(si la derniére condition n’est pas remplie, on peut toujours la réaliser en
multipliant une des équations par le nombre réel qui convient).
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Il résulte de la formule (47 a) que toutes les droites w, dont les puissances
par rapport a S1 et Ss sont égales satisfont a 1’équation

(41 — C)ww + 2B1w — 2B1w + (C1 — A1) _
(41 + C)(wwv + 1) B
(A2 — C2)ww + 2Baw — 2Baw + (Ca — As)
Az + C)(ww + 1)

Fi1G. 40.

ou (notons qu’en vertu de notre convention Ay — As = — (C1— Cd),
c’est-a-dire (41 — Az) — (C1 — C2) = 2(41 — A92)) :

(A1 — A2)ww + (B — Ba)w — (B1 — Ba)w — (A1 — As) =0,

c’est-a-dire que toutes ces droites passent par un point Q [cf. I’équation (140)
du point, p. 92].

Si les cercles S; et Sz ont deux tangentes communes, Q coincide alors
avec leur point d’intersection [puisque les deux tangentes ont a la fois par
rapport & Sp et par rapport & Sz une puissance nulle (voir la figure 40 a)].
Dans le cas général le point Q est caractérisé par le fait que toutes les droites
passant par lui coupent S; et Sz sous un seul et méme angle (dont le carré
de la demi-tangente est égal & la puissance de cette droite par rapport
a 51 et Sp). Le point Q s’appelle centre de similitude de S; et de Sz (fig. 40) ().

(M 11 est facile de s’assurer que le point est le centre de la transformation centrale de
similitude (homothétie), qui transfert S, en S, ; le coefficient de cette transformation
est égal au rapport r,/r; des rayons des cercles( cf. I. M. YAGLOM, Transformations géo-
métriques, 1. M., 1955, § 1, ch. I, 2¢ partie).
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Considérons enfin trois cercles Si, Sz et Ss d’équations
A177 + Biz— BiZ + C1 =0,
A227 + Baz — Baz + C2 =0,
Aazz + Boaz — Bsz + Cs =0,

de plus, comme précédemment, nous considérerons que
A1+ Ci= Az + C2 = A3 + Cs.

Les centres de similitude des cercles S1, Ss et Ss pris deux & deux seront
caractérisés par les équations

(Al _ Az)ww + (Bl —_ Bz)w —_ (31 —_ Bz)ﬁ' — A1 — Az) = 0,
(A1 — As)wiw + (By — Bs)w — (B1 — Bs)w — (41 — As) =0,
(Az -_— Aa)wﬁz + (Bz —_ Bs)w —_ (Ez —_ Ea)ﬁl —_ (Az —_ As) =0.

Ces équations montrent que la droite qui passe par les deux premiers centres
de similitude, passe aussi par le troisi¢me (car la derniére des trois équations
écrites est la différence des deux
premiéres, et toute droite w qui
satisfait aux deux premiéres équa-
tions doit inévitablement la satisfaire
aussi). Ainsi, nous savons que les
centres de similitude des trois cercles
S1, So et S3 sont sur une méme
droite gq. Cette droite s’appelle axe
de similitude des trois cercles Si,
Ss et Sz (fig. 41).

Tournons-nous & nouveau vers la
notion de rapport anharmonique de
quatre droites z1, z, z3 et z. Il est
clair que si ces droites ou certaines de
ces droites sont déplacées le rapport anharmonique W sera changé; de plus
d’aprés la définition du rapport anharmonique W, W se change en son
inverse lors du changement de I’ordre des deux premiers ou des deux derniers
points, ne change pas de valeur quand la premiére et la deuxiéme paire de
points s’échangent ; se change en I'unité moins la valeur initiale quand le
deuxiéme et le troisiéme point échangent leur place (cf. plus haut, p. 72).

Fic. 41.
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D’ou, exactement comme précédemment, on peut conclure que pour tous les

déplacements possibles des quatre points on a en tout six valeurs différentes

de leur rapport anharmonique

Ao=h om=1—a =1, a2zl oA
A 1—2A A A—1

[cf. les formules (26), p. 73]. Ainsi, & chaque « quadrilatére » Z;z2zsza
(c’est-a-dire I’ensemble des quatre droites zi, zg, zs et z4 — « cOtés » du
« quadrilatére ») correspond un « hexagone » déterminé, formé par les six
droites (par six nombres duals) A, Ay, Az, Ag, Ag et A5 (1).

Ftudions le cas ol I’hexagone A1A2AsAg)s dégénérera, c’est-3-dire aura
moins de six « c6tés ». Il nous faut pour cela trouver dans quelles conditions
le nombre (dual) A sera égal 3 un des cing nombres suivants :
=l =1 =1, =Tl o A=A

A 1—2A A A—1

Nous savons déji, que I’égalité A = A; donne A = — 1 (notons que
#1,

21— 23 21— 24
22—23‘22——-24

W(z1, z2, 23, 24) =

si les droites z1, z2, z3 et z4 sont différentes deux & deux); 1’égalité A = Az
donne A =1/2 et Ay =—1 de D’égalité A = X5 il s’ensuit que A =2 et
A2 = — 1 (rappelons que 1’égalité

Z21—23 Z1—24
A= : =0

Z2— 23 22— 24

est impossible si les droites zi1, zz, z3 et z4 sont toutes différentes); enfin de
I’égalité A = Az et A = A5 il s’ensuit que A2— A 4 1 = 0 (cf. p. 70-72).
Mais I’équation A2— A + 1 =0 n’est pas soluble dans le domaine des
nombres duals (cf. plus haut, p. 71) : en effet, si A = a + bc (ou a et b sont
réels), alors

N — X+ 1=(a"+ 2abe) — (a + be) + 1
=@ —a+ 1)+ (ab— b)e,

et alors la « partie réelle » 42— a 4 1 du dernier nombre n’est pas égale
A zéro quel que soit a (réel !).

(1) Cet hexagone est entiérement défini par un seul de ses « cdtés ) A.
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Ainsi, le seul cas oll le rapport anharmonique W de quatre droites
(distinctes) prend moins des six valeurs possibles par échange des droites
est le cas ol les droites désignées par z1, za, z3 et z4 satisfont & la condition (27)

W(Z1, Z3, 23, 24) =—1. (27)

Ce quatuor de droite s’appelle quatuor anharmonique; le quadrilatére
formé par ces droites s’appelle quadrilatére harmonique (fig. 42). Comme

Nojw

4

Zy

-1
FiG. 42.

le rapport anharmonique des quatre « c6tés » d’un quadrilatére harmo-
nique est réel, on peut I’inscrire autour d’un cercle. D’autre part,
_|m—z| |z —z

IZz — zal ’ Izz —_— Z4|

I W(z1, z2, z3, 24)|

P1_ P o P P4
BTy Byl
P2 P8 P2 P
te5—tey 513
sin P2 92 gip PO
_ 2 2
sin P29 i P2 P4
2 2

ol
pr=2L{z,0}, @2=2L{z,0}, et

(On utilise ici la formule
tg o — tg B = sin (« — B)/cos a cos B).
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Et puisque

pr—ps=L{z,0}—L{zs,0} =/{z1,23},
pr—ps=L{z0}—L{zs0}=L{z1,2}, ete.

I’égalité IW(zl, 22, 23, 24)| = 1 peut s’écrire aussi :

/
siné{n,Za} sin_{21,24}
2 2

pEN— . —-—-—-=1
sin'é{zz’ z3 } siné{n’ z4}
2 2
ou
/
siné{n’zs}-siné{zz’“} =sin—{zz’zs}-siné{h’z"}.
2 2 2 2

Ainsi, le produit des sinus de la moitié des angles opposés d’un quadrilatére
harmonique z1zsz3z4 (par angles du quadrilatére en entend les angles orientés
/ {z1, 28}, / {z1, za}, etc.) sont égaux entre eux. On comprend facilement
que ces deux derniéres conditions caractérisent entiérement un quadrilatére
harmonique; c’est pourquoi le carré peut servir d’exemple de quadrila-
tére harmonique (ses c6tés étant orientés de telle fagon qu’ils soient tous tan-
gents 4 un seul cercle dont le centre est au centre du carré).

Le rdle de I’hexagone AA;A2A3A4A5 correspondant au quadrilatére harmo-

nique Z1zzzsz4 est joué par le trio des droites —1, 2 et 1/2 concourantes au
pble O du systéme des coordonnées (voir la méme, fig. 42).

§ 11**. CORRESPONDANCE
DES NOMBRES COMPLEXES ORDINAIRES ET DES POINTS
D’UN PLAN DE LOBATCHEWSKY

On connait bien la représentation des points d’un plan de Lobatchewsky
sur des points a ’intérieur d’un cercle unitaire, par laquelle les droites du
plan de Lobatchewsky sont représentées par des diamétres du cercle et par
des arcs de cercles orthogonaux & la circonférence 2' (1) qui limite notre

(Y) Voir par exemple : I. M. YAGLOM, Transformations géométriques, 11, M., 1956,
annexe du chapitre II, 3¢ partie.
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cercle; cette représentation fut étudiée pour la premiére fois par 1’éminent
mathématicien et physicien frangais Henri Poincaré (1854-1912) et elle
porte d’aprés son nom l’appellation de « modele de Poincaré » d’un plan
de Lobatchewsky. ’

On peut aussi considérer le « Modele de Poincaré » comme la représen-
tation du plan de Lobatchewsky sur le plan complexe (1); elle permet
d’établir un lien entre les nombres complexes (ordinaires) et les points
d’un plan de Lobatchewsky. Cette correspondance est établie de la fagon
suivante : & un point du plan de Lobatchewsky de coordonnées polaires (r, ¢)
on associe un nombre complexe

z=th % (cos ¢ + isin @) (48)

(ou, en d’autres termes, le nombre complexe
z = p (cos ¢ + isin ¢)

est représenté par les point du plan de Lobatchewsky de coordonnées
polaires (r, ), oil r = 2 Arg th p, c’est-d-dire th »/2 = p. Ainsi tout le plan
de Lobatchewsky est représenté par 1’ensemble des nombres z tels que
|z]2 = zZ < 1, c’est-d-dire par I’ensemble des points du cercle unitaire
(cf.§7).

Afin d’étendre la correspondance entre les nombres complexes ordinaires
et les points d’un plan de Lobatchewsky a tous les nombres complexes, on
peut agir de fagon analogue A ce qui a été fait
au § 9 pour la représentation de droites eucli- B
diennes par les nombres duals. Nous convien- ,/
drons notamment de considérer tous les points A ~~~<_
du plan de Lobatchewsky comme étant orientés,
c’est-a-dire munis d’indication d’une direction
définie de circulation autour de ce point, prise Fic. 43.
comme positive; sur les dessins l’orientation
du point (c’est-a-dire son sens de rotation déterminée) sera indiquée par
une petite fleche courbe (fig. 43). De plus la distance d = (4, B) entre les
deux points orientés 4 et B du plan de Lobatchewsky nous ne la considé-
rerons égale & la longueur (non euclidienne) r du segment AB que dans le
cas ol les sens positifs de rotation autour de 4 et de B coincident; dans

~~~SB1

(*) Voir par exemple A. I. MARKOUCHEVITCH, Eléments d’une théorie des fonctions
analytiques, M., 1944, § 4, chap. V.
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le cas d’orientations différentes des points 4 et B (fig. 43) nous admettrons
que la distance entre ces points est complexe — elle est égale & r + in.
Dans ce cas, en accord avec (48), & deux points orientés A et 4; d’un plan
de Lobatchewsky de coordonnées polaires (7, ), ne différant que par la
direction, correspondront les nombres complexes

z=th%(cos<p+isin<p)

et
21=th(% +i g)(cos<p+isin<p)

= coth % (cos ¢ + isin @) = 1/z.

Les points correspondants du plan complexe, sont « symétriques » par

rapport au cercle zZ = 1; ces points sont sur un méme rayon issu de 1’ori-

,  gine des coordonnées O; de plus (O, z1) = 1/(0, z),

z ,-Z  ou (0, z) et (0,z1) sont les distances euclidiennes du
point O aux points z et zi.

Nous aurons encore [’occasion de nous arréter de

fagon détaillée sur la notion de symétrie par rapport au

cercle (inversion). Sur la figure 44 le nombre complexe z

FiG. 44. correspond au point 4, orienté comme le pdle O du

systéme de coordonnées polaires, et le nombre z;, au

point A1, qui ne différe de 4 que par son orientation (I’orientation de A4; est

P’opposée de ’orientation de O). Il est clair, qu’a I’axe O et & « ’antip6le »

0: (point ne se distinguant de O que par son orientation) correspondront les

nombres 0 et 00. Si on convient encore d’appeler les points du cercle zZ = 1

(absolu du modeéle de Poincaré) points indéfiniment éloignés du plan de

Lobatchewsky (1) et d’estimer que pour ces points le rayon vecteur r = o,

nous obtenons une correspondance biunivoque entre tous les points (en

incluant les points orientés et infiniment éloignés) du plan de Lobatchwesky

et tous les nombres complexes ordinaires (au nombre desquels on compte

aussi le nombre c0).

I' () Notons que les points indéfiniment éloignés du plan de Lobatchewsky n’ont pas
d’orientation ; on peut illustrer de fagon concréte et évidente ce fait en notant qu’autour
d’un tel point on ne peut décrire un cercle dont la direction de rotation donnerait I’orien-
tation du point.
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Ainsi on peut interpréter géométriquement les nombres complexes ordi-
naires non seulement comme des points d*une surface ordinaire (euclidienne),
mais aussi comme des points orientés d’un plan de Lobatchewsky. De plus,
comme précédemment, aux nombres réels correspondent les points de
I’axe polaire 0; aux nombres opposés z et — z correspondent les points
symétriques par rapport au pole O, et aux nombres conjugués z et Z corres-
pondent les points symétriques par rapport a 1’axe polaire o (cf. plus haut,
fig. 1); aux points ne différant que par leur orientation, correspondent les
nombres complexes z et z; tels que z; = 1/Z. Ainsi les égalités

2 =—z(@, z'=z@b) et z'= :1 (© (49)
z

définissent dans le plan de Lobatchewsky une symétrie par rapport au
point O, une symétrie par rapport a la droite o et une réorientation (un
changement de I’orientation de chaque point en son opposée).

Un déplacement arbitraire du plan de Lobatchewsky est décrit par une
de ces formules (%) :

S L ' P L A=|u'¢0- (50)
gz +p + ?

ST

La distance do du pdle O du systéme de coordonnées au point z est
définie, en vertu de (48), par la formule

do
th_f— |z|, th" — = zz,

d’ol, en utilisant (50) nous obtenons facilement 1’expression de la distance
d(z1, z3) entre n’importe quels deux points z; et z3 :
n2 d_ (z2—z1)Z2—121)

2 (1 — z1Z2)(1 — 7120)

(5D

I’angle & entre deux droites, concourantes au pdle O et passant par les points
23 et z, en vertu de cette méme formule (48) s’exprime par la méme rela-

(*) Cf. A. I. MARKOUCHEVITCH, Eléments d’une théorie des fonctions analytiques,
M., 1944, p. 513.
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tion (7) que dans le cas d’un plan euclidien. En utilisant (50) on peut obtenir
I’expression suivante pour 1’angle (orienté)

8 = £ {[z021], [z02:] }

entre les droites (orientées) [zozi[ et zoz2[ () :

5 — Arg (Zz—ZO,l—ZOZz). 52)

\Z1— 20 1 —Zoz;

En vertu de (52) pour que trois points zo, z1 et zs Soient sur une méme
droite il faut que le rapport

20— 22 1 —Zazo

2122 1z

soit réel. 11 est facile d’obtenir maintenant 1’équation de la droite non-
euclidienne de la géométrie de Lobatchewsky :

Azz + Bz— Bz + A =0, (53)

A imaginaire pur (cf. plus haut, p. 31-32 et 92 ; par droite nous entendons
I’ensemble de tous les points orientés appartenant & une droite donnée) (2).

On sait que les cycles de la géométrie de Lobatchewsky, c’est-a-dire les
cercles, les lignes limites (horicycles) et les équidistantes (hypercycles; au
nombre des équidistantes on compte aussi les lignes droites considérées
comme cas limite de 1’équidistante) sont représentées par des cercles et des
lignes droites du plan de la variable complexe (3).

Il convient de préciser un peu cette affirmation en précisant comment
on doit comprendre le mot « cycle » en tenant compte de ce que les points
d’un plan de Lobatchewsky sont considérés comme orientés. Il est naturel
de penser ici que les cycles sont aussi orientés, de plus il convient de consi-
dérer le point 4 comme appartenant au cycle orienté S, si le sens de rotation
autour de A est le sens de rotation lors du déplacement par rapport au
cycle (voir la figure schématique 45, @, ol le point 4 appartient au cycle S,

(V) Cette formule ne coincide pas, bien entendu, avec la formule (8) du § 7, en dépit
du fait que «1’angle non euclidien » entre deux courbes sur le modéle de Poincaré est
représenté par l’angle ordinaire (euclidien) : c’est que la « droite non euclidienne »
[2o2,] (du point de vue de la géométrie d’Euclide, — c’est le cercle orthogonal X') est
différente de la droite ordinaire (euclidienne) [z,z,].

(*) L’équation (53) peut aussi se déduire du fait que chaque droite d’un plan de
Lobatchewsky peut par un déplacement (50) étre transformé en axe polaire o dont
I’équation a la forme z— 2z = 0.

(®)) Cf. par exemple les livres cités plus haut de A. I. MARKOUCHEVITCH et
I. M. YaGgLoMm.
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tandis que le point B n’est pas considéré comme lui appartenant. Ensuite,
par équidistante (orientée) de base PQ nous penserons lieu géométrique
des points situés a une distance constante 4 de la droite PQ et des deux cotés
de cette droite; avec cela les points des branches inférieure et supérieure
de I’équidistante doivent étre orientés différemment (fig. 45 b) (1).

Les droites d’un plan de Lobatchewsky seront considérées comme non
orientées, comme dans le paragraphe 9 nous avions considéré les points
comme non orientés () ; enfin nous
compterons aussi parmi les cycles le ~ BB .

« cercle infiniment éloigné » (absolu) X, m
. . . S A

lui aussi non orienté. L’ensemble de tous

les cycles (orientés) du plan de Lobat- (a)

chewsky coincidera exactement avec

I’ensemble de tous les cercles et droites Wm

du plan de la variable complexe (cf.,en . . ___ _ ____.
particulier, fig. 46, sur laquelle sont ™o < o
représentées la droite dans le plan de T e
Lobatchewsky et I’équidistante S pour ()
laquelle cette droite sert de base).

Ceci permet d’utiliser ici les résultats A
du § 7. En rappelant, en particulier, la (c)
condition d’appartenance des quatre Fi. 45

points d’un plan complexe & un seul
cercle (p. 32-33), nous conclurons en
disant que la condition d’appartenance de quatre points donnés (orientés) zo,
z1, z3 et zg d’un plan de Lobatcheswky a un seul cycle (orienté) est la réalité
du rapport anharmonique
Zo—Z2 Zo—Z3
W(Zo, Z1, 22, 23) _——
Z1—2Z2 21— 2Z3
de ces points.

() De méme que nous considérons la droite comme un cas limite de 1’équidistante,
auquel nous parvenons quand 4 tend vers zéro, il convient de considérer les points de la
droite comme des points doubles en attribuant a chacun d’eux les deux orientations
possibles (cf. fig. 45, b et ¢) ; ceci signifie que sur le plan de la variable complexe la
droite est représentée par un cercle parfait orthogonal a 1’absolu X' (cercle zz = 1).

(®) La notion de cycle orienté a été introduite afin de fixer I’orientation des points
appartenant a ce cycle : la direction des fléches, sur ’arc qui entoure le point, menées
a partir du c6té convexe du cycle doit coincider avec la direction du cycle (fig. 45, a).
Cependant, comme la droite n’est absolument pas convexe, nous ne pouvons pas dis-
tinguer la direction des points qui lui appartiennent (cf. fig. 45, ¢); c’est pourquoi on
est amené a considérer les droites comme étant non orientées et tous leurs points comme
étant des points doubles.
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D’ou il s’ensuit enfin que 1’équation de tout cycle d’un plan de Lobat-
chewsky peut s’écrire sous la forme :

Azz + Bz— Bz + C =0, (54)

A et C purement imaginaires.

L’équation (14) correspondra & un cercle, une ligne limite ou une équi-
distante suivant que le cercle (14) du
plan de la variable complexe aura 0,
1 ou 2 points d’intersection avec le
cercle zZ = 1 (absolu), c’est-a-dire
dépendra du nombre de solutions du
systéme d’équations

27=1, Bz—Bz=—A—C.

D’ol nous obtenons sans peine les
résultats suivants :

Le cycle (14) est un cercle si :
AC + BB > 0,
A+ CP’ +4BB <0 (54a)

(au nombre des cercles on compte
aussi le cercle infiniment éloigné X)) ;

Le cycle (14) est une ligne limite si
AC + BB > 0,
Fig. 46. A+ CF +4BB=0; (54b)

Le cycle (14) est une équidistante si
AC+BB>0, (A4+C)+4BB>0 (54 ¢)

(au nombre des équidistantes on compte aussi les lignes droites (1)
Nous avions déja vu que 1’équation (14) représente une droite dans le cas
ou
A—C=0. (35)

O] Si AC+ BB =0 alors I’équation (14) représente un point unique; si
AC + BB < 0 aucun des points du plan de Lobatchewsky ne satisfait & 1’équation (14).
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[§ 11]
On peut déduire de ce qui a été dit la démonstration de nombreux théorémes
de la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky. Ainsi, par exemple, exac-
tement comme aux pages 34-35 on démontre que si Si1, S2, S3, S4 sont quatre
cycles (orientés) d’un plan de Lobatchewsky, et que de plus les cycles S et
Sa2 se coupent aux points (orientés) z1 et wi : les cycles Sz et S3 aux points z2
et wa, les cycles Sz et Ss aux points z3 et ws, les points S4 et S1 aux points z4 et
wa et si les points (orientés) z1, zz, z3 et z4 appartiennent & un seul cycle (orienté),
alors les points w1, wa, ws et ws appartiennent aux aussi a un seul cycle (1).
D’autres exemples de ce genre pourront étre trouvés par le lecteur.
Signalons encore que par « modéle de Poincaré » de la géométrie plane de
Lobatchewsky on entend souvent
une représentation du plan de
Lobatchewsky un peu différente
de celle utilisée plus haut.
On appelle notamment « points »

o

d’un plan de Lobatchewsky tous
les points de n’importe quelle

Sead]
N,
S-o
e

N H |
! : |
. . ' y J 1,/
demi-surface, sans les points de | \* \\xﬁ I S
la ligne qui limite cette demi-sur- ! RSN S i ]
face, et par « droites » on entend ! ! !
Fia. 47.

les rayons et demi-cercles perpen-
diculaires 4 o (autrement dit les
rayons perpendiculaires 4 o et les demi-cercles de centre o ; voir fig 47) (). La
« distance non euclidienne » entre deux points de « coordonnées complexes »
z1 = X1 + iy1 et z2 = x2 + iyz (ouy1 > 0, y2 > 0, puisque les points du demi-
plan supérieur y > 0 jouent ici le role « des points » d’un plan de Lobatchew-
sky) est définie par la formule :

2d _(z2—2z1)(z2—71)

th" - =

> (56)

Ge— z1)(z2— 1)

« I’angle non euclidien » entre deux droites est mesuré par 1’angle euclidien
entre les cercles qui représentent ces droites (ou par la droite et le cercle).
Convenons maintenant, comme nous 1’avons fait auparavant, de considérer
comme orientés les points d’une surface de Lobatchewsky, nous associons a
deux points ne différant que par leur direction, deux points z et z du plan dela
variable complexe, symétriques par rapport a I’axe o. Si, de plus, on appelle
les points de la droite o (absolu du modeéle de Poincaré étudié sur la demi-sur-

(1) Notons d’ailleurs que ce théoréme découle automatiquement du théoréme
démontré p. 34 -35 du fait que les cycles de la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky
sont représentés par les cercles du plan euclidien.

(*) Voir, par exemple B. V. Koutouzov, Géométrie de Lobatchewsky et éléments
fondamentaux de géométrie, M., 1950, § 45.
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face) « points infiniment éloignés » du plan de Lobatchewsky (les points n’ont
pas d’orientation), nous obtiendrons alors de nouveau la représentation de
tout le plan de la variable complexe (tout ’ensemble des nombres complexes)
par Pensemble des points (orientés et indéfiniment éloignés) des points d’un plan
de Lobatchewsky. En prenant, comme plus haut une convention d’orientation
des cycles et d’appartenance des points (orientés) & des cycles (orientés), nous
établirons de plus que l’ensemble de tous les cyles d’une surface de Lobatchewsky
est représenté par I’ensemble des droites et des cercles de la surface de la variable
complexe. D’ou il s’ensuit que, comme précéddemment, /a condition d’appar-
tenance de quatre points (orientés) zi1, za, z3 et z4 & un seul cycle est la réalité
du rapport anharmonique

Z1—Z3 Z1—Z4

Ze—2z3 zZ2— 24

W(z1, 23, 23, 24) =

de ces quatre points et que I’équation du cycle (orienté) a la forme qui nous est

bien connue : _

Azz + Bz— Bz + C =0, (149)
A et C purement imaginaires.
Et comme le cycle (14) est une équidistante, une ligne limite ou un cercle sui-
vant qu’il a deux, un ou aucun point commun avec 1’absolu z—7Zz = 0 (axe
des nombres réels 0), nous obtenons alors facilement les résultats suivants :
Le cycle (14) est un cercle pour

(B— B’ —44C > 0,

une ligne limite pour _ 9
(B—B) —44C =0

et une équidistante pour
(B— B)® —44C > 0.
On vérifie aussi facilement que le cycle (14) est une ligne droite dans le seul cas
ou -
B+ B =0. 57

Enfin, notons que les déplacements d’une surface de Lobatchewsky s’écri-
vent, dans leur représentation par les points de coordonnées complexes consi-
dérés ici, de la fagon suivante :

, ezt )
z =T ou ad — bc > 0,
et (58)
,=az+b’ ou ad —bc < 0;
cz+d

ou a, b, ¢, d sont des nombres réels.
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Nous nous attarderons 3 nouveau plus loin sur la question du lien entre
deux « modéles de Poincaré » différents d’une surface de Lobatchewsky [de
deux représentations d’une surface de Lobatchewsky sur le plan de la variable
complexe (voir § 17, p. 185)].

§ 12**, NOMBRES DOUBLES ET DROITES ORIENTEES
D’UN PLAN DE LOBATCHEWSKY

De fagon tout A fait analogue & ce qui a été fait au paragraphe 9 de ce
chapitre, on peut associer aux droites orientées d’une surface de Lobat-
chewsky les nombres doubles. Et notamment, nous introduirons, comme
dans le paragraphe 9, un systéme

polaire de- coordonnées pour les 2 \_ig__/’z
droites et nous attribuerons a :
chaque droite orientée / coupant Y2 P 14
I’axe polaire o, ayant les coordon- o« 2 s 2
nées polaires 0, s, le nombre double g (a) N ¢ ( b)”

z=1g g (chs 4+ eshs), (59) F1G. 48.

et A la droite m qui diverge de o, dirigée du méme coté que o de la perpendi-
culaire PQ, le nombre:

z = thg(sh s" + echys’), (59 a)

ol

d={mo}={P0Q}
est la plus petite distance (orientée entre les droites m et o, c’est-a-dire la
distance orientée de la projection P sur la droite m de la perpendiculaire
commune aux droites m et o (cf. plus haut, p. 80), s’ = {0, 0} — distance
orientée du pdle O du systéme des coordonnées a la projection Q de la per-
pendiculaire commune sur o (fig. 48) (%).

(%) L’égalité (59 a) signifie qu’en conformité avec les formules générales de la géo-
métrie non euclidienne de Lobatchewsky les coordonnées polaires de la droite m sont
considérées égales :

. , ..
O0=id et s=¢ i3

cartg%l [ch (s’—izz—t) + e sh (s’—i g)] = thg(shs' + echs’).

YAGcLoM. — Nombres complexes. 9
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Ensuite, de méme que d’aprés la formule (59) il s’ensuit qu’on associera a
deux droites / et /1 coupant o qui ne différent que par leur direction les nom-
bres doubles

z=tgg(chs+eshs)

et
0+

(chs+eshs)=—cotg(chs+eshs)=—§.
zZ

z1=1g

Ainsi A la droite m; ne différant que par sa direction de la droite m qui cor-
respond au nombre (59 a) et qui diverge de o, nous associerons le nombre

z=— 1 = —coth-g(sh s'+echs’). (59b)

thg(sh s'+ echs’)

Les droites paralléles & 1’axe o peuvent étre considérées comme le cas
limites des droites coupant 1’axe o, qui correspondent a la valeur nulle de
I’angle 6, ou comme le cas limite des droites qui divergent de la droite o et
qui correspondent & la valeur nulle de la distance d. Comme des formules
(59) et (59 a) il s’ensuit respectivement que zZ = tg2 0/2, et zZ = — th2 d/2,
alors il est naturel d’attribuer aux droites paralléles a o, orientées de la méme
fagon que la droite o, les diviseurs de 0, c’est-a-dire les nombres de forme
u + ue. De plus, aux droites paralléles & o de direction positive ou négative,

correspondent les nombres u + uv, pour lesquels v = u ou v = — u, car
il découle de (59) et (59 a) que la relation v = u est équivalente & la relation
s = oo ous’ = o0, et larelationy = — w a P’égalité s = — oo ou s’ = — co0.

Ensuite d’aprés les formules de la trigonométrie non euclidienne la distance
(orientée) p = {0, I} du pdle O a la droite /, qui coupe o (fig. 48) et corres-
pond au nombre double

z=u+ev=tgg(chs+eshs),

se trouve 2 partir de la relation
2@9 2@gms
. 2 2 2v
shp=shs.sinf =shs 0= 9: .
1+tg2§ 1-|—tg25 1+ |z

(60)
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[comparez avec (30) !]. C’est pourquoi aux droites paralltles & o, n et n’,
situées & une distance

{0,n}={0,n'}=p,
de O, on doit associer les nombres # + ev (ol v + u) pour lesquels v = sh p/2
C’est-3-dire les nombres :

—§113(1+) o 2= sh"’(l—)

Enfin, en partant de la relation z; = — 1/Z, entre les nombres doubles
z et z1, qui correspondent aux droites coupant 1’axe o ou divergent de o, ne
différant I’une de ’autre que par leur orientation, nous associerons aux
droites 71 et ni antiparalléles 3 o (c’est-3-dire aux droites paralléles & o
et de direction opposée), & une distance de O

{O,n}={0,nm } =p,
les nombres
Z1=——2——w2 et z1 =——-—%—w1
sh p1 shp,
oll w et wg sont les nombres inverses des diviseurs de zéro w1 = 1/(1 + e),
wz = 1/(1 — e) (notons que si # et n1 sont deux droites ne différant que par
leur orientation, alors

p={0,n}=—{0,m}=—p).

A D’axe polaire o et 3 « ’antiaxe » o1 (c’est-a-dire 2 la droite ne différant de o
que par sa direction) nous associerons les nombres 0 et co.

Pour le moment, aucune des droites ne correspond aux nombres doubles
z tels que zZ = — 1 (car th? d/2 5= 1 et coth? dj2 5~ 1 quelle que soit d).
Afin d’étendre la correspondance entre les droites d’une surface de Lobat-
chewsky et les nombres doubles a tous les nombres, nous allons introduire
«les droites infiniment éloignées » de la surface de Lobatchewsky qu’on
peut se représenter comme des tangentes a I’absolu 2' du modéle de Klein
(fig. 49) (1), ces droites de méme que les points infiniment éloignés du § 11

(1) Pour ce qui concerne le modeéle de Klein d’une surface de Lobatchewsky, voir
par exemple, I. M. YAGLOM, Transformations géométriques, 11. Applications : chap. I,
3e partie du livre. [On appelle aussi souvent ce modéle de la géométrie de Lobatchewsky
« modele de Beltrami-Klein » ou « modele de Beltrami-Klein », car elle fut étudiée par
le remarquable géométre italien Fugéne Beltrami (1835-1900) avant de 1’étre par le
célebre mathématicien Felix Klein (1849-1925) ; cependant ce travail de Beltrami ne
fut pas du tout remarqué de son temps et on n’y préta attention qu’aprés la parution des
travaux de Klein.
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n’ont pas d’orientation (). Une droite k « non paralléle A o » (c’est-3-dire
distincte des tangentes & X' aux points d’intersection de X' avec o) est carac-
térisée par le fait que d = {k, o} = + o0 ; de plus il convient de considérer
que d = 00 si le « point infiniment éloigné » S de la surface de Lobatchewsky
correspondant & k est disposé & droite de o, et d = — oo dans le cas con-
traire. Il est naturel de considérer SQ perpendiculaire A o, comme « la per-
pendiculaire commune » & k et o ; de plus la grandeur s’ = {0, Q} peut
prendre n’importe quelle valeur et conformément & cela & chaque nombre
double z = + (sh s" 4+ ech §) tel que zZ = — 1, on peut associer la
droite déterminée k « infiniment éloignée » aux droites infiniment éloignées »
i1 et i, « paralleles & o » (fig. 49) nous associerons les nombres o1 = wi/we
et o3 =ws/wi.

v

)
PR

FIG. 49. FiaG. 50.

Nous avons maintenant établi la relation biunivoque entre 1’ensemble
des droites (orientées et infiniment éloignées) d’une surface de Lobatchewsky
et I’ensemble des nombres doubles (complétés par les nombres w1, cws, o1, o2
et 00). De plus les droites / qui coupent 1’axe polaire o, correspondent aux
nombres doubles z = u + ev pour lesquels zZ = u2 —p2 > 0, c’est-a-dire
aux nombres représentés sur la surface (u, v) par les points de la région mar-
quée sur la figure 50 par le chiffre I. Les droites m, divergeant de o et dirigées
du méme c6té que o de la perpendiculaire commune a o et m correspondent
aux nombres z pour lesquels 0 > zZ > — 1, ¢ 3 d aux nombres représentés
sur la figure 50 par les points de la région II. Divergeant de o les droites m,
dirigées & I’opposé de o par rapport 2 la perpendiculaire commune 3 m;, et

(1) On peut expliquer cela de fagon évidente par le fait qu’il serait impossible de
disposer sur ces droites un segment dont la direction indiquerait 1’orientation de la
droite (il n’y a pas ou poser la fleche!).
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3 o correspondent aux nombres z, pour lesquels zZ < — 1, c’est-a-dire aux
nombres représentés par les points de la région III. Enfin, les droites » paral-
léles & o correspondent aux nombres de module nul, représentés par les
deux droites v = + u, quant aux droites #n; antiparalléles & 0, elles corres-
pondent aux nombres cw1, cws [ces nombres n’ont pas de représentation sur
la surface (4, v)] ; «les droites infiniment éloignées » k correspondent aux
nombres z tels que zZ = — 1, c’est-3-dire aux nombres représentés par les
points de I’hyperbole v2 — u2 = 1 et aussi aux deux nombres o1, o3.
11 est évident que, comme dans le cas d’une surface euclidienne, les rela-
tions : 1
z'=z(@), zZ=—z@B) et z' =-(c) (31)

z

expriment une symétrie par rapport au point O, une symétrie par rapport
a la droite o et une réorientation (changement d’orientation de toutes les
droites dans la direction opposée). Les déplacements arbitraires, comme on
peut le démontrer, sont exprimés ici par les mémes formules que dans le cas
de la géométrie d’Euclide :

zl= PZ+Q ou zf=_Pz+Q (36)
—0z+ P 0z + P
ou 7 =" PZ+Q ou z'=_—_}ii:_Q;
—Qz+P Qz+ P

seulement, ici, z’, z et les coefficients P, Q en tant que « paramétres » figurent
ici non pas en tant que nombres duals, mais en tant que nombres doubles,
en vertu de quoi il est de plus nécessaire que I’expression PP + Q@ soit
positive (si P et Q sont des nombres duals, alors cette derniére condition
est automatiquement remplie, car les produits PP et Q0 ne peuvent étre
négatifs). De méme I’angle (orienté) 8 = / {z1, z3} entre les droites z1 et
23 et la distance (orientée) d = {[z, zq], [z220]} entre les points d’intersection
des droites z; et z3 avec la droite zg sont définis par les formules connues (%) :

28 (22— z21)(Ze —Z1)

tg s 37
2- (1 + z1z2)(1 + Z1z2)

d = Arg ( — 20 5022 + l) , (%)
z1—z0 ozt +1

(*) Si les droites z, et z, sont divergentes, alors la partie droite de la formule (37)
est négative, et cette formule définit la valeur complexe de 1’angle § = id entre les
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D’apres (38), la condition pour que trois droites zo, z1 et z3 se coupent
en un seul point est la réalité du rapport

Zo— 22 Z22o + 1
21— 23 z2z1+ 1

D’ou il s’ensuit ’équation d’un point de la géométrie non euclidienne de Lobat-
chewsky a la forme (%)

Azz+ Bz— Bz — A =0, (40)

A imaginaire pur.
Les ensembles de (droites orientées et « infiniment éloignées ») d’une sur-
face de Lobatchewsky qu’il convient de qualifier de « cycle » sont :

a)-c) I’ensemble des droites tangentes d’un des cycles orientés étudiées
dans § 11, c’est-a-dire d’un cercle, d’une ligne limite ou d’une équidis-
tante (2) ;

d) les « faisceaux de méme pente », c’est-a-dire le faisceau de toutes les
droites (orientées), formant un angle (orienté) constant avec 1’axe fixe du
faisceau (?) ;

e) le «faisceau paralléle », c’est-3-dire le faisceau de toutes les droites,
paralléles (dans les deux directions) a I’axe fixe du faisceau (2) ;

f) «le cercle infiniment éloigné (non orienté) .

droites, ol 4 est la plus courte distance entre z, et z, [cf. note de bas de page (), p. 119;
nous considérons ici que z, et z, sont orientées du méme c6té de leur perpendiculaire
commune].

Par analogie, si par exemple z, diverge de z, alors le nombre entre parenthéses dans
la formule (38) aura la deuxiéme des formes (39) du § 5 et la distance d, définie d’aprés
la formule (38) sera complexe : d = D — in/2, ou D est la distance du point [z,z,] & la
projection de la perpendiculaire commune 2 z, et z, sur la droite z, (cf. notes p. 20et 119).

(%) La distance d = {[z,z,], [2.2,]}, définie par la formule (38) sera égale & zéro non
seulement dans le cas ou z, et z, coupent z, en un seul point, mais aussi lorsque les
droites z,, z, et z, divergentes ou paralléles supérieures ont une perpendiculaire com-
mune (cf. note au bas de la page précédente), ou quand les trois droites z,, z, et z, sont
paralléles entre elles. C’est pourquoi au nombre des points de la géométrie non eucli-
dienne de Lobatchewsky s’ajoutent aussi ici les « points infiniment éloignés » (c’est-
a-dire les points de 1’absolu du modele de Klein) auxquels correspondent les faisceaux
des droites paralléles entre elles, et les « points idéaux » (les points situés en dehors de
I’absolu sur le modele de Klein), auxquels correspondent les faisceaux de droites paral-
leles supérieures.

(*) Parmi les cercles on compte aussi les points d’une surface de Lobatchewsky
(cercles de rayon nul); parmi les équidistantes — les droites; parmi les faiceaux de pente
égale on compte « les points idéaux » (faisceaux de pente /2 ou « faisceaux ortho-
gonaux »); enfin au nombre des faisceaux parall¢les on compte « les points infiniment
éloignés » (faisceaux paralltles, dont 1’axe est « une droite infiniment éloignée »).
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Avec cette conception du terme « cycle » nous obtenons que la condition
(nécessaire et suffisante) pour que quatre droites (orientées) zo, z1, za, z3 d’une
surface de Lobatchewsky appartiennent a un seul cycle est la réalité du rapport
anharmonique
Zo—22 Zo— 23
Z1—2Z2 21— Z3

W(Zo, Z1, 22, Zs) =

de ces quatre droites. D’ol il s’ensuit & nouveau que ’on peut écrire I’équa-
tion de chaque cycle sous la forme :

Azz +Bz— Bz + C =0, (14)
A et C imaginaires purs.

Afin de résoudre la question de savoir si le cycle est un cercle, une ligne
limite, une équidistante, un faisceau paralléle ou un faisceau de pente cons-
tante il faut trouver combien de droites communes avec « le cercle infini-
ment éloigné » (absolu) zZ = — 1 a ce cycle (c’est-2-dire combien de solu-
tions a le systtme zZ = — 1, Bz — BZ = 4 — C) et si ’angle (37) est réel
ou imaginaire, entre les deux droites voisines du cycle). En utilisant cela,
nous obtenons :

le cycle (14) est un cercle si
AC+BB>0, (4—C)’—4BB<0; (61 a)

le cycle (14) est une ligne limite si
AC+BB>0, (4—C)}—4BB=0, B#0; (61b)
le cycle (14) est une équidistante si
AC+BB>0, (4—C)—4BB>0; 61¢)
le cycle (14) est un faisceau paralléle si
AC+ BB =0; (61d)
le cycle (14) est un faisceau de pente égale si
AC + BB < 0; (61 ¢)

le cycle (14) est I’absolu 2 si
A=C, B=0. 615
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Nous avons déja vu que I’équation (14) représente un point (habituel-
lement infiniment éloigné ou « idéal ») dans le cas ol est satisfaite la rela-
tion :

A+C=0. 43

Les résultats peuvent étre appliqués 3 la démonstration de nombreux
théorémes de la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky. Ainsi, par exemple,
exactement comme dans les pages 34 et 35, on peut démontrer que si S1, Sz, S3
et S4 sont quatre cycles d’une surface de Lobatchewsky et z1, w1 des tangentes
communes (orientées) a S1 et S2, z2, w2 les tangentes (orientées) communes a S
et S3 ; z3 et w3 les tangentes (orientées) communes & Ss et S4 ; z4 et wa les tan-
gentes (orientées) communes & S et S1, dans le cas o les points z1, za, z3 et 24

at

FiG. 51.

appartiennent @ un seul cycle alors w1, wa, ws et wa eux aussi appartiennent a un
seul cycle.

Le lecteur peut trouver de lui-méme d’autres exemples d’application du
formalisme des nombres doubles & la démonstration de théorémes appartenant
a la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky.

Remarquons pour conclure qu’on peut donner aussi une forme un peu
différente a la représentation de I’ensemble des droites (orientées et infiniment
éloignées) d’une surface de Lobatchewsky par 1’ensemble des nombres doubles.
Tournons-nous & nouveau vers le « modéle de Poincaré » sur un demi-plan de
la géométrie de Lobatchewsky décrit & la fin du paragraphe précédent (voir
p. 117 et 118). Dans ce modéle (non orienté) les points d’une surface de Lobat-
chewsky sont représentés comme des points de la demi-surface (supérieure),
tandis que les droites sont représentées par des demi-cercles centrés sur la
droite o limitant le demi-plan et par des rayons perpendiculaires a o (fig. 51).

Convenons maintenant d’attribuer & une droite (orientée) d’une surface de
Lobatchewsky représentée par un demi-cercle de rayon r (r pouvant étre ici
positif ou négatif), ayant son centre au point Q d’abcisse x (c’est-3-dire en un
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point Q tel que {OQ} = x, ol O est choisi sur une droite orientée o comme

origine, le nombre double
z=2x -+ er.

La formule (62) établit une relation entre ces deux droites (orientées) d’une
surface de Lobatchewsky qui sont représentées sur le modéle de Poincaré par
des demi-cercles, et les nombres doubles z = « 4 we, ou v 3£ 0. De plus aux
« diviseurs de zéro » u 4 wue correspondent les demi-cercles passant par le
point O ; aux nombres u + ev tels que #2— v2 > 0 (aux nombres représentés
par la premiére des formes (39) § 5 ; sur la figure 50ils sont représentés par les
points de la région I), — les droites représentées par des demi-cercles pour
lesquels le point O est extérieur ; aux nombres u + ev tels que #2 —v%2 <0
(aux nombres représentés par la deuxiéme des formes (39) § 5 ; sur la figure 50
ils sont représentés par les points des régions II et IIT), — les droites, repré-
sentées par des demi-cercles, parlesquelsle point O est intérieur (1). Les nombres
« purement imaginaires » de forme ve correspondent aux droites, représentées
par des demi-cercles dont le centre est au point O. Les nombres doubles conju-
gués z = u + ev et Z = u — ev correspondent A des droites, ne différant que
par leur orientation (pareillement a ce qui a été étudié & la fin du § 11 du « modele
de Poincaré sur un demi-plan » les nombres complexes conjugués correspon-
daient aux points qui ne différent que par leur orientation). Il est clair d’autre
part que si on considére comme souhaitable d’étendre cette représentation aussi
aux « droites infiniment éloignées » d’une surface de Lobatchewsky représentées
par les points de 1’absolu (cf. p. 121-122), il est alors naturel d’associer & une
« droite » semblable qui joue le role de « tangente & I’absolu o au point Q
d’abscisse x » le nombre réel z = x (de telle sorte qu’a la « tangente de 1’ab-
solu o au point O, correspondra le nombre 0, tandis qu’a la « tangente » de
I’absolu o en son « point infiniment éloigné » correspondra le nombre o).

Les nombres doubles « particuliers » cwi, cws, 01, o2 restent inutilisés pour
le moment. D’autre part aucun nombre ne correspond aux droites représentées
sur le modéle de Poincaré par des rayons (et non par des demi-cercles). Cepen-
dant, il est évident, qu’aux demi-cercles qui passent par le point fixe P(y) et
sont tangents en ce point du rayon / représenté sur la figure 51, correspondent
les nombres doubles de forme w = (y —r) + re. De telle sorte que :

y
___(y—r)—re=_7+(l +e

1
i y2 —2yr

2
¥
. + 2y

() D’une fagon générale le nombre u* — v* (carré du module du nombre double
z = u+ ew pris avec le signe qui convient) sera égal 4 la puissance du demi-cercle cor-
respondant & ce nombre (en d’autres termes, 4 la puissance du point O par rapport au
cercle correspondant voir § 8, p. 44).
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pour |r| - oo, tend vers le diviseur de zéro (1 + e) il est alors naturel d’associer
au rayon / le nombre

z = 2yw:. (62a)

De méme on montre qu’au rayon /1, de direction opposée au rayon /, il convient
d’associer le nombre z; = 2yws (ol comme auparavant z1 = Z ; cf. la formule
(37a) § 5, p. 117). Les nombres doubles

l—e=5_o_1 ot az:l-{-e

=l-|—e wse

=01

g1

—
I
Q

sont associés aux rayons i (paralléle & /) et i; (paralléle 4 /) passant par O.

Fic. 52.

Cherchons maintenant I’angle 6 = / {z, zg} entre deux droites d’une
surface de Lobatchewsky correspondant aux nombres zi = x1 + er1 et
z2 = X3 + erz ; ces droites sont représentées sur le modéle de Poincaré par
les demi-cercles Sy et S2 se coupant au point P de centres Q1(x1), Q2(x2) et de
rayons r1, rz. Suivant que les demi-cercles Si et S2 sont orientés pareillement
ou différemment nous aurons :

18] =Z£01PQs  ou |8 =180° — 2 Q1PQ:

(fig. 52, a, b ; notons que ’angle ¢ est égal & I’angle euclidien entre les demi-
cercles S1 et Sz2). Mais d’apreés le théoréme des cosinus nous avons

_ QlP2 -+ QgP2 — Q1Q§ _ r + rs— (x1— xz)2
201P - QsP 2 |ra| |re]

cos /. 01PQ>

C’est pourquoi dans tous les cas

2 2 3
r rs—(xXx1—Xx
c058=1+2 (x1 2),

2rir2
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D’ou nous obtenons

tg” 8 _1—cos ) _ (1 — x2)° — (r1 — r2)”
2 14cosd (r1+ rz)2 — (X1 — xz)a

ou
t 2 § — (Zz _ 21)(22 —-21)
2 (Za—z1)(z1—z2)

[cf. formule (56), p. 117]. Il est facile de vérifier que la formule (63) reste valable
aussi dans le cas ol une des droites considérées est représentée non par un demi-
cercle mais par un rayon [il faut seulement alors substituer dans (63) — disons
— 4 la place de z; un nombre de forme a/(1 + ¢) ou a/(1 —e].

Nous n’écrirons pas non plus la formule un peu plus complexe de la distance
entre deux points [proche de la formule (38) p. 91]. Notons seulement que pour
cela aussi il faut démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que
quatre droites (orientées) zo, z1, z2, zs d’une surface de Lobatchewsky appar-
tiennent a un seul cycle est la réalité du rapport anharmonique

(63)

Zo— 22 Zo— Z3
W(zo, z1, 22, 23) = P—

zZ1—2z2 zZ1— 23

de ces quatre droites. D’ou il s’ensuit que pour cette représentation aussi de
I’ensemble des droites (orientées et infiniment éloignées) d’une surface de Lobat-
chewsky par I’ensemble des nombres doubles, les équations des cycles d’une
surface de Lobatchewsky, comme précédemment aura la forme (14)

Azz + Bz — Bz + C =0, 14)

A et C imaginaires purs.

Afin de déterminer si le cycle (14) est un cercle, une ligne limite, une équi-
distante, un faisceau paralléle ou un faisceau de pente constante, il faut trouver
le nombre de « droites infiniment éloignées » appartenant au cycle, et aussi
savoir si I’angle (63) entre deux droites voisines du cycle sera réel ou imaginaire.
En conclusion, nous parvenons au théoréme suivant :

le cycle (14) est un cercle si
AC+BB>0, (B—B)'—44C<0;
— une ligne limite si
AC+BB>0, (B—B)—44C=0, A"+ C*#0;
— une équidistante si
AC+BB>0, (B—B)’—44C>0;
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— un faisceau paralléle si

AC+ BB =0;
— un faisceau de pente constante si
AC + BB <0;

— P «absolu » o si

A=C=0, B—B<O.

11 n’est pas difficile de prouver aussi que dans le cas et seulement dans le
cas ol intervient 1’égalité (57) le cycle (14) est un point (ordinaire, « infiniment
éloigné » ou « idéal »)

B+ B=0. 57

Indiquons enfin que les déplacements d’une surface de Lobatchewsky pour
les « droites de coordonnées complexes (plus exactement, doubles)» consi-
dérées ici s’écrivent ainsi :

, az+b
z' = Ta (64)
ol a, b, ¢, d sont des nombres réels et ad — bc 5 0 [cf. formule (58) du para-
graphe précédent].

Le lien entre les deux représentations indiquées dans ce paragraphe de
I’ensemble des droites d’une surface de Lobatchewsky par I’ensemble des
nombres doubles sera établi dans le § 18 (p. 191).



CHAPITRE III

TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES
ET GEOMETRIES CIRCUL.AIRES

§ 13. TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES
(TRANSFORMATIONS DE MOEBIUS)

Nous considérons dans ce paragraphe des fonctions homographiques
arbitraires de la variable complexe z et les transformations homographiques
@’un plan qui leur correspond d’aprés ce qui a été exposé dans le para-
graphe 7, c’est-3-dire les transformations qui sont décrites par les formules

, _az+b
rTzrd O

et -
z'=‘-zf——i-—é. (1a)
cz+d
Si
ad
cb

c’est-a-dire a = kc, b = kd, les fonctions (1) et (1 a) sont réduites 3 z' = k ;
ainsi seul présente un intérét le cas ou

la b
A=|c d';éo’

(?) Cf., par exemple, A. I. MARKOUCHEVITCH, Eléments d’une théorie des fonctions
analytiques, M., 1944, § 3, chap. V.

4= =0,
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et par la suite nous supposerons toujours cette derniére condition remplie.
Dans ce cas les transformations (1) et (1 a) seront des transformations bi-
univoques du plan de la variable complexe complété par I’introduction du
nombre 1/0 = co0. En effet, & chaque nombre z correspond un seul nombre
Z', défini par la formule (1) ou (1 a), et & chaque valeur de z’ correspond une
seule valeur z obtenue a partir de ces mémes équations (1) et (1 a) :

I el SN Bl )

—cz' 4+ a —cz + a-

En particulier, au nombre z = oo les formules (1) et (1 a) associent la valeur
z' = afc (1), tandis qu’au nombre z = —d/couz = —d/c,telquecz +d =0
ou cZ 4+ d = 0, en vertu de ces mémes formules correspond la valeur z’ = oo,

Les transformations linéaires sont un cas particulier des transformations
homographiques

"=pz+q, p#0 (@ ou z'=pz+p p#0 B)

auquel nous parvenons, en posant dans les formules (1) et (1 @) c =0 et
en supposant p = a/d, ¢ = b/d. On appelle parfois les transformations (1)
transformations homographiques propres et (1 a), transformations homo-
graphiques impropres.

Nous avons déja vu plus haut qu’une transformation linéaire représente
une transformation de similitude constituée par une rotation centrale de
similitude (homothétie et rotation de centre commun O), accompagnée d’un
transfert paralléle et, peut-étre, d’une symétrie par rapport & une droite ;
en particulier, pour |p| = 1 la transformation linéaire est un déplacement
(cf. § 7, p. 29). Nous avons aussi étudié les exemples concrets les plus simples
de transformations linéaires — les transformations

Z=—z (@ e 2=z (b), O]

qui représentent une symétrie par rapport au point O et une symétrie par
rapport i la droite O, et aussi les transformations

Z’=z+4+q (@ e 2z =pz (b) ®

transfert paralléle et rotation centrale de similitude (§ 7, p. 28). Nous étu-
dions ici de fagon plus détaillée les propriétés géométriques des transfor-
mations homographiques arbitraires.

(1) Cf. note (1) du bas de page 4.
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Remarquons avant tout que le produit (résultat d’opérations successives)
de deux transformations homographiques est aussi une transformation homo-
graphique ; une transformation identique (ou singuliére) qui laisse tous les
points d’un plan 2 leur place est un cas particulier de la transformation homo-
graphique ; la transformation inverse de la transformation homographique
(c’est-a-dire qui transfére chaque point z’ du plan au point z & partir duquel
a été obtenu z’ par la transformation initiale) est aussi une transformation
homographique. En effet, si, par exemple

az+b ,_a1Z1+b1

1=cz+d et z T az+di’ ©a)
et
aaz+b+b
,_Datd " (@a+ bi)z + (@b + bid) 65
1 az+‘b1+d (c1a + dic)z + (e1b + did)
z +

alors et par analogie on trouve le produit de transformations homogra-
phiques propre et impropre ou de deux transformations homographiques
impropres (1). La transformation identique se traduit par la formule

' =z @)

qui est un cas particulier de la formule (1) (pour b=c=0,a=d=1).
Enfin, la transformation inverse de (1) ou de (1 a) a la forme

Pl PSP i N ®
—cz+a —Z+a

[cf. les formules (2)].
Notons la propriété fondamentale suivante des transformations homo-
graphiques : si z1, 25, z3 et z4 sont quatre points d’un plan en lesquels la trans-

(M) 11 n’est pas difficile de prouver que le produit de deux transformations homogra-
phiques propres ou de deux transformations homographiques impropres est une trans-
formation homographique propre, par contre le produit d’une transformation propre
et d’une transformation impropre (prises dans n’importe quel ordre) est toujours une
transformation homographique impropre.
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Jormation homographique (1) ou (1 a) transfére quatre points donnés z1, zs,
z3 et z4 alors

W(Zi , 23,23, 24 ) = W(z1, 23, 23, 24) )
ou
W(Zi ’ z2 ’ 23' s z4 ) = W(Z1, 22, Z3, 24)’ (9 a)

21—23.21—24
Zs— 23 Zs— Z4

WA(z1, 23, 23, 24) =

est le rapport anharmonique des quatre points (propriété de l’invariance du
rapport anharmonique). En effet, nous obtenons, par exemple 3 partir de la
formule (1) :

Z21 —zs  Z1—24

W(z1,25,25,24) = - = -
Z2 — 23 22 —Z4

azv+b azs+b azi+b azsa+ b
_czl+d_cza+d.621+d—c24+d
T azs+b azs+bazz+b aza+ b
cze+d czs+d czz+b czatd

_[(ad— be)(zr — z3)] 1 (cz1 + d) : [(@ad — be)(z1 — z4)] : (cz1 + d)
[(@d — bc)(zz — z3)] : (cz2 + d) [(ad — bc)(zz — z4)] : (cz2 + d)

_Z1—z3 Z1—2z4
Zs — 23  Zo — Z4

= Wz, z2, 23, 24)

et par analogie on prouve que
WAz1,22,23,24) = W(zy, 22, z3, 24)

si z et 2’ sont liés par la formule (1 a@).

De la propriété d’invariance du rapport anharmonique découle immé-
diatement qu’une transformation homographique tranfére quatre points d’un
cercle ou d’une droite, en quatre points qui appartiennent, aussi a un seul cercle
ou a une seule droite (propriété circulaire des transformations homogra-
phiques). En effet, de la réalité du rapport anharmonique W(zi, z2, zs, z4)
des quatre points initiaux découle aussi la réalité du rapport anharmonique
W(z1, 25, z3, z4) des points transformés, d’ou résulte aussi notre proposi-
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tion (cf. § 7, p. 32-33). De ceci découle & son tour qu’une transformation
homographique transforme chaque cercle ou chaque ligne droite du plan a
nouveau en un cercle ou une ligne droite (1), Cette derniére circonstance
explique I’appellation de transformations circulaires (on peut aussi parler de
transformations circulaires propres et impropres) qu’on donne aux trans-
formations homographiques du plan. Comme ces transformations furent
étudiées pour la premiére fois 3 fond par le géométre allemand Auguste
Moebius (1790-1868), on les appelle souvent transformations circulaires
de Moebius.

On peut démontrer qu’il existe une seule transformation homographique
propre (1) qui transfére trois points donnés zi, zs et zg en trois autres points
donnés w1, we, et ws. En effet, si la transformation (1) transfére les points z1,
z3, z3 aux points wi, wa, ws et le point arbitraire z du plan en un point z’,
alors en vertu de ce qui a été démontré plus haut

WAz, 21, 23, z3) = W(Z', w1, wa, ws)
ou

z—Wazz—Ws =z—22:z—-23. (10)
Wi1i— W2 Wi1—Ws Z1—22 21—2Z3
Mais 1’égalité (10) définit une transformation homographique ; si on s’en
sert pour exprimer z’ en fonction de z on obtient
s = Az + B
T Cz+D’

A = (21 — z2)wiws + (22 — zs)waws + (23 — z1))wawi,

B = [(z3 — z2)wswz + (W2 — wa)wazz + wi(zaws — zswz)](z1 — z3),
C = (w1z2 — waz1) + (Wazs — wazz) + (Wsz1 — waizs),

D = (w1 — ws)(z1 — z3)(z2 — z3).

(?) Il n’est pas difficile de montrer par un calcul que, par exemple, la transformation
homographique (1) transforme un cercle ou une droite dont 1’équation a la forme
Azz + Bz— Bz + C =0,
A et C imaginaires purs, (cf. § 7, p. 33) en un cercle ou une droite
Azz + Bz — Bz + C' =0,
ou _ .. _ _ _ __ _
A’ = Aaa + Bac — Bac + Ccc, B’ = Aab + Bad — Bcb + Ccd,
C’ = Abb + Bbd — Bbd + Cdd.

YAGLOM. — Nombres complexes. 10
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De méme on démontre qu’il existe une seule transformation homographique
impropre (1 a) qui transfére z1, z3 et z3 en wy, we et ws ; cette transformation
est donnée par la formule

W(Z', w1, We, Ws) = W(z, 21, Z2, Za)
ou

’ ’ - - - -
=W Z—Ws I—7 Z—7 (10 )
Wi—Wwz Wi—Ws 7,7, Z1—1Zs
Ces mémes raisonnements démontrent que pour que quatre points donnés
Z1, 23, Z3 et zy puissent étre transférés par une transformation circulaire en
quatre autres points w1, wa, wa et wa, il faut et il suffit que I'on ait
W(w1, wa, wa, wa) = W(z1, 22, 23, Z4)
ou -
W(w1, wa, ws, wa) = W(z1, 23, zs, Z4).
De ce qui a été démontré il s’ensuit qu’on peut transformer un cercle ou
une droite quelconque (et de plus, de diverses fagons) par une transformation
circulaire (1) ou (1 a) en un autre cercle quelconque donné ou en une autre
droite quelconque donnée, de telle sorte que trois points quelconques du premier
cercle soient transférés en trois points (n’importe lesquels !) du deuxiéme
cercle. En particulier, on peut transformer d’une infinité de fagons, un cercle en
une ligne droite — possibilité qui apparait souvent utile. Ainsi, du point de
vue des transformations circulaires tous les cercles et les droites sont absolu-
ment semblables ; c’est pourquoi dans les problémes liés aux transformations
circulaires on ne distingue pas habituellement lignes droites et cercles, en
considérant les premiéres comme des cas particuliers des secondes (« cercles
de rayon infiniment grand »). Plus loin, nous parlerons souvent simplement
de « cercle » dans des cas ol il serait plus juste de dire « le cercle ou la droite».
Précisons maintenant quel sens géométrique a le rapport W(z1, z3, z3, z4)
des quatre points zi, zs, z3 et zs. Nous savons déji que si ce rapport anhar-
monique est réel, c’est-a-dire si I’argument Arg W du rapport anharmo-
nique W est égal & zéro, les points z1, zs, z3 et z4 appartiennent 3 un seul
cercle (ou droite). Nous avons donc, évidemment, en régle générale

Arg W(z1, 22, 23, 24) = Arg (2_1—____23 21— 24)

Z2—23 .22—24
Z1 — 23 21— Z4
=Arg 22— 22 _Arg2—2%
Z2 — 23 Za — 24

=/ {[zsz2], [z821] } — Z {[zaz2], [z4z1] }
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[cf. formule (8) du § 7, p. 30]. Considérons deux cercles (dont 1’'un ou méme
les deux peuvent devenir des droites) passant par les points z1, 23, 23 et z1,
29, z4 ; nous pouvons désigner ces cercles par [z122z3] et [z1z2z4) (fig. 53) ;
de méme par la suite nous désignerons le cercle passant par les points z, v et
w par le cercle [zuw]. Menons encore les tangentes ¢ et ¢’ & ces cercles au
point z;. D’aprés les théorémes connus sur les angles inscrits, il s’ensuit que,
indépendemment de la position des points zs et z4 sur les cercles [z122z3]
et [z12224)
L {[zsz3), [z321] } = 2 {[z122], ¢ }

ou

yd {[zaz2][zaz1] } = £ {[z122), t" } -

2
————— /| t
..... /
cegmmmtT /
Z4 - j /
4 /
. g / ' [zlﬁ’?z.a/
‘,~‘\ /II
I'
227
\\(l
ZJ h: \\
o,
2z

FiG. 53.

C’est pourquoi nous aurons :

Arg W(z1, 23, 23, 24) =
L{lnz) 1} — L {lazd 'y =L {11} (D)

L’angle entre les tangentes aux cercles S1 et Sz menées au point z de
leur intersection, s’appelle I’angle entre les cercles S1 et Sz et il est désigné
par / (S1, S2) ; si on considére I’angle orienté entre les tangentes, on parle
de I’angle orienté / {S1zS2} entre les cercles S1 et S2. Nous voyons ainsi
que argument Arg W(zi, z2, z3, z4) du rapport anharmonique W(z1, zz, 23, z4)
des quatre points z1, 23, z3, et z4 est égal a I’angle (orienté)

Z { [z1z224)z1[212225] }

entre les cercles [z12224] et [z12223).
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De la propriété d’invariance du rapport anharmonique de quatre points
il s’ensuit que les transformations circulaires propres ne changent pas I’angle
que font les cercles sécants tandis que les transformations circulaires impro-
pres changent le signe (c’est-a-dire le sens d’orientation) mais non la valeur
absolue de cet angle (1).

Cette propriété importante des transformations circulaires s’exprime
souvent de la fagon abrégée suivante : Les angles entre les cercles sont
conservés par les transformations circulaires (2). En particulier, des cercles
tangents (cercles dont I’angle entre eux est nul) sont transformés par la
transformation circulaire en des cercles tangents.

Passons maintenant 4 1’étude du module IW(zl, 23, 23, z4)| du rapport
anharmonique W des quatre points du plan. En vertu de la formule (6)
du § 7 (p. 55) nous avons :

21— 23 .21—24[

IW(Z1, Z2, 23, 24)| = P —— !

_ 121 —Zs| . |21 —-Z4| __(21, Zs) . (21, 24)
o |22 —-23| ’ l22 —Z4| " (22, z3) (22, 20)

(12)

ol (21, 23), (22, 23), etc. sont les distances entre les points z; et z3, z3 et z3, etc.

(%) En d’autres termes, si une transformation circulant propre (ou impropre) trans-
forme les cercles S, et S, en cercles Si et S; et le point z, d’intersection de S, et S,
au point zj, on a respectivement

{81218} = {Siz1 88}, L{S1z1Se}=—L{Siz 85 }
[Notons que si deux cercles S, et S, se coupent aux points z, et z, (cf. fig. 53):

£ {81218} = — / { 812282 }

c’est pourquoi en parlant d’un angle orienté entre deux cercles qui se coupent, il est
indispensable de désigner le point d’intersection ol considéré cet angle (un angle
non orienté entre deux cercles ne dépend pas du choix de leur point d’intersection).]
(*) De méme, I’angle entre deux courbes quelconques ¥, et y, se coupant au point z
(par définition cet angle colncide avec I’angle
[ entre les tangentes & y, et ¥, au point z), est égal
t 4 I’angle entre les cercles, passant par z, Sy, et S,,
tangents & nos courbes (fig. 54), et la transforma-
tion circulaire qui transforme les courbes y, et y,
S en de nouvelles courbes y{ et y;, transforme S, et
S, en cercles S; et S;, tangents a y; et y;, il
s’ensuit que les angles entre les courbes arbitraires
\ se conservent au cours de transformations circu-
5 laires. Toutes les transformations possédant cette
derniére propriété s’appellent transformations
conformes. C’est ainsi que les transformations

FiG. 54. Sz circulaires sont des transformations conformes.
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Nous appellerons le nombre réel
(z1, z3) (21, 24)
(22, 23) " (22, z4)

rapport anharmonique des distances entre les quatre points z1, za, z3 et z4 et
nous le désignerons par W(zi1, za, z3, z4). Nous avons ainsi

| W(z1, 22, 23, 23)| = W(z1, 23, 23, 2a), (12a)

Cest-a-dire explicitement : le module |W(z1, z2, zs, z4)| du rapport anhar-
monique W(z1, z2, 23, 24) des quatre points zi, z3, z3, z4 est égal au rapport
anharmonique des distances entre ces points. De la propriété d’invariance
du rapport anharmonique nous pouvons maintenant conclure en disant
que les transformations circulaires conservent les rapports anharmoniques
des distances entre quatre points.

On peut maintenant énoncer de fagon nouvelle les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’un quatuor de points zi, za, z3, z4 puisse étre transformé
par une transformation circulaire en un quatuor de points w1, wa, ws et wy :
11 faut notamment pour cela que l’angle entre les cercles [z1z223] et [z12224)
soit égal & Pangle entre les cercles [wiwaws] et [wiwaws] et que le rapport
anharmonique des distances entre les points z1, zz2, 23, z4 Soit égal au rapport
anharmonique des distances entre les points wi, wa, w3, Wa.

Considérons aussi un peu le probléme de la description géométrique
des transformations circulaires arbitraires. Comme nous le savons les trans-
formations linéaires (3) représentent des transformations de similitude. De
plus le produit aussi, de deux ou de plusieurs transformations linéaires est
une transformation linéaire (1); c’est pourquoi on ne saurait ramener toutes
les transformations circulaires aux seules transformations de similitude.

Les transformations circulaires les plus simples, différentes des transfor-
mations de similitude sont les transformations

, 1 ;1
2= (a) et 2= ), (13)
que nous pouvons aussi transcrire par les égalités :
Argz' =—Argz, || = ﬁ (@)
z
et 1 (14)
Argz = Argz, |z'| = 2 (®).

(1) Ainsi, par exemple, siz, =az+ betz =a;z,+ b,,2 = Az+ B,ou 4 = a,a,
B = a1b+ 1
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De ces deux transformations, la transformation (13 b) ou (14 b) a le sens
géométrique le plus simple, on I’appelle inversion singuliére. Par inversion
chaque point z du plan est transformé en un point z’ du rayon Oz (I’appar-
tenance de z’ au rayon Oz dérive de 1’égalité Arg z’ = Arg z) tel que

©,z) = 1 ou (0,2):(0,z"Y=1 15)
0, 2)
(fig. 55); I’inversion transforme le point O en « point » 0.

L’inversion est I’une des transformations circulaires les plus simples.
Comme toute transformation circulaire elle
transforme chaque cercle ou droite & nou-
veau en un cercle ou une droite ; I’inversion
conserve les angles entre des cercles (sécants)
(par ailleurs les angles orientés changent de
signe par inversion). L’inversion est une
transformation circulaire (impropre); les
rapports anharmoniques des distances d’un

FiG. 55. quatuor de points ne changent pas non plus
par inversion. Les points du cercle unité
zZ = 1 se changent par inversion en eux-mémes. Ceci et aussi le fait que
chaque point z extérieur au cercle zZ = 1 se change en point intérieur z’
[situé sur le rayon Oz et tel que le rayon (O, zo) = 1 du cercle unité soit la
moyenne géométrique entre les longueurs des segments (O, z) et (0z');
cf. fig. 55], tandis que le point z’, inversement, se change en z, donne une
base pour attribuer aussi & la transformation (13 ) ou (14 b) I’appellation
de symétrie par rapport au cercle unité (1).

(1) A ceci s’ajoute le fait que n’importe quel cercle passant par les points z et z’ qui
correspondent l'un a Pautre dans inversion singuliére sera orthogonal au cercle unité
2z = 1 (fig. 56 a) de méme que n’importe quel cercle passsant par deux points z et z,
symétriques par rapport a3 une droite /, est orthogonal a /.




[§ 13] TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES 141

La transformation (13 a) ne mérite pas d’attention particuliére — c’est,
manifestement le produit d’une inversion singuliére (symétrie par rapport
au cercle unité) (13 b) et d’une symétrie (4 b) par rapport a 1’axe o. L’inver-
sion de degré arbitraire k est aussi assimilée aux transformations déja consi-
dérées

, k
Z=:

z

) k réel, (16)

représentant le produit d’une inversion singuliére (13 b) et d’une homo-
thétie z’ = kz avec comme coefficient d’homothétie k (1). Et en général
toute transformation circulaire représente une transformation de similitude et
une inversion; la démonstration de cette proposi- ;

tion reste notre but fondamental.

Précisons avant tout les formules qui décrivent ———
la transformation d’inversion. Une inversion sin-
guliere se définit géométriquement comme une
transformation qui transforme un point arbi-
traire z du plan en un point z’ du rayon Oz (ol le point O est fixe) tel que la
relation (15) soit satisfaite. Ainsi, le point O joue le role important dans la
description géométrique de I’inversion; ce point s’appelle centre de I’inver-
sion. Si le centre de ’inversion coincide avec le pdle du systéme des coordon-
nées (avec le point O), alors ’inversion est décrite par la formule (13 b). Si
le point arbitraire w du plan sert de péle (fig. 57) alors I'inversion, cela est
évident, s’écrira ainsi :

w V4
FiG. 57.

1 ou ;' =wz+(1—wW).
z—w z—w

17

Zi—w=

On vérifie aisément que foute transformation circulaire propre
S = az+b
T ezt d

différente d’une transformation de similitude (c’est-3-dire telle que ¢ # 0)

est le produit de la transformation de similitude z' = pZ + q ou

=__E_2 =a63—~c5t7—-ic_’lz A
R a

() Pour k > 0 on dit aussi d’une inversion de puissance k que c’est une symétrie

par rapport au cercle de rayon \/ k (du cercle zZ = k). On peut considérer I’inversion

de puissance k < 0 comme le produit de I’inversion de puissance positive k et de la
symétrie (4 a) par rapport au pole O.

#£0

ab
cd
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et de linversion (17), oit w = afc; chaque transformation circulaire impropre

7 = az + b ’
cz+d
ou ¢ # 0, est le produit de la transformation de similitude z' = pz + q, oit
’ N g — 204 — ctd—ach,
4 ¢4

et de la méme inversion que plus haut. En effet, si, par exemple
¢'_ . aad— céd— ath
ni=——-z+ e
4 cd
— transformation de similitude transformant le point z en point z;, et

‘131+(1—-"i),
7 =€ cc

Z1—

o Q1

— inversion transformant le point z3, en point z’, nous avons alors

2 - - - -
a _g_z+aad—ccd—acb +(1_£¢_1_)
;=€ cd cc =az+b
¢ aad—ccd—ach @ cz+d
_Zz+_____._____
cd 4

Ainsi, toutes les transformations circulaires du plan différentes des trans-
formations de similitude se raménent de fagon univoque & I’inversion
singuliére (1).

En conclusion de ce paragraphe, arrétons-nous encore sur quelques
principes fondamentaux relatifs aux transformations circulaires. Nous
avons vu précédemment que I’ensemble de toutes ces transformations :

a) contient le produit de deux quelconques des transformations de cet
ensemble;

(1) De ce qui a été démontré, il s’ensuit aussi que foute transformation circulaire
différente d’une transformation de similitude peut étre présentée sous forme du produit
d’une inversion ayant une certaine puissance k et d’un déplacement,
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b) contient une transformation inverse d’une quelconque transforma-
tion de cet ensemble ;

¢) contient une transformation identité (singuliére).

L’ensemble des transformations possédant toutes les propriétés de a) a ¢)
est un groupe de transformations. Ainsi, les transformations circulaires
forment un groupe.

Voyons parmi les propriétés géométriques des figures planes celles qui
se conservent au cours des transformations circulaires; parmi ces propriétés
seront classées, par exemple, la propriété d’une ligne d’étre un cercle ou
une ligne droite (mais non la propriété d’une ligne d’étre une droite, puis-
qu’une ligne droite peut étre transformée en cercle aprés une transformation
circulaire) ou la propriété pour deux cercles de se couper sous un angle
déterminé o. On peut appeler ces propriétés, propriétés circulaires des
figures, et la science qui se restreint & 1’étude de ces propriétés la géométrie
circulaire.

La définition de la géométrie circulaire s’apparente 3 celle de la géomé-
trie ordinaire, comme science étudiant les propriétés des figures, ne dépen-
dant pas de leur position sur le plan, c’est-a-dire qui se conservent au cours
de tous les déplacements possibles (notons, & ce propos, que I’ensemble de
tous les déplacements possibles forme, évidemment aussi un groupe) (1).
De plus, comme I’ensemble des transformations circulaires est plus étendu
que ’ensemble des déplacements (puisque chaque déplacement z’ = pz + ¢,
ol pp = 1 est un cas particulier d’une transformation circulaire, alors qu’une
transformation circulaire ne peut se traduire entiérement par un déplace-
ment), la géométrie circulaire est « partie intégrante » de la géométrie tout
entiére. Il convient de comprendre cette derniére affirmation dans le sens
que des propriétés circulaires des figures — c’est seulement quelques-unes
d’entre elles qui sont étudiées par la géométrie ordinaire (d’Euclide).

Du point de vue de la géométrie circulaire, des figures d’un plan sont
considérées comme indiscernables (possédant les mémes propriétés) si elles
se transforment 1’une en 1’autre par transformation circulaire; en géométrie
circulaire, on peut qualifier ces figures de « semblables » ou « d’égales ».
Comme les transformations circulaires forment un groupe, en géométrie
circulaire :

a) si la figure @ est « égale » 4 la figure P4, et la figure D; « égale» 4 la
figure @, la figure D est, elle aussi, « égale » A 1a figure D3 (car P est trans-

(1) Voir a ce propos I. M. YAGLoM, Transformations géométrique, 1 et II, Introduc-
tions aux 1ve, 2¢ et 3¢ parties du livre.
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formée en P par le produit des transformations qui transforment @ en @,
et @, en Dy);

b) si la figure @ est « égale » A la figure @, la figure @, elle aussi est
« égale » 2 la figure @ (car D, est transformée en @ par une transformation
inverse de la transformation qui transforme @ en @y);

¢) chaque figure @ est « égale » A elle-méme (car @ est transformée en
elle-méme par une transformation d’identité, et cette derniére transformation
est aussi circulaire).

Ainsi, «’égalité » des figures en géométrie circulaire posséde les trois
propriétés indispensables & 1’emploi du terme « égalité ». Le fait que les
transformations circulaires forment un groupe est fondamental parce que
A partir d’elles découlent les propriétés a) & ¢) de « I’égalité » des figures,
définie & I’aide des transformations circulaires.

La notion de géométrie circulaire désigne une certaine classe de pro-
priétés géométriques des figures que 1’on ne peut étudier que par ces seules
et mémes méthodes. En particulier, I’utilisation des transformations circu-
laires apparait trés utile pour la démonstration des propriétés circulaires
des figures; grice A elles on peut parfois simplifier considérablement la
figure correspondante; c’est que du point de vue de la géométrie circulaire
toutes ces figures obtenues les unes des autres avec 1’aide des transformations
circulaires sont semblables et c’est pourquoi nous pouvons utiliser n’importe
laquelle & notre convenance. Le lecteur trouvera dans le paragraphe suivant
une série d’exemples d’une semblable utilisation des transformations cir-
culaires.

11 existe une autre méthode d’approche de la géométrie circulaire qu’il
convient de n’utiliser pour la démonstration des « propriétés circulaires »
des figures que les théorémes et les notions qui se rattachent a la géométrie
circulaire (c’est-a-dire qui conservent leur signification au cours des trans-
formations circulaires). De ce point de vue, aucune des figures obtenues
I’une A partir de 1’autre par transformations circulaires n’a de raison d’étre
préférée, puisque toutes les figures représentées ont exactement les mémes
« propriétés circulaires ». Le rétrécissement de 1’ensemble des propriétés
qu’il est permis d’utiliser pour I’élaboration de la géométrie circulaire,
complique naturellement le probléme de la démonstration des théorémes
se rattachant a cette géométrie; ceci est en partie compensé par le fait que
la limitation de I’ensemble des démonstrations possibles peut parfois faci-
liter la recherche de la bonne voie. La valeur de la méthode d’approche
indiquée pour la géométrie circulaire consiste en ceci qu’elle permet de
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considérer cette géométrie comme une discipline indépendante dans ce sens
qu’elle a la méme signification intrinséque que la géométrie ordinaire
(euclidienne). Cette science représente une nouvelle branche de la géométrie
semblable, disons, & la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky.

§ 14*. APPLICATIONS ET EXEMPLES

Nous avons vu plus haut qu’un triangle quelconque zizazs peut étre
transformé par une transformation circulaire déterminée en un autre

triangle quelconque wiwsws, c’est-3-dire que les points z1, z2 et zs peuvent
étre transformés en points w1, we, et wa (bien entendu les c6tés du premier
triangle en général ne se transforment pas en cotés du deuxitme triangle,
ils se transforment en cercle). Pour les quadrilatéres cela n’est déja plus

valable; — pour qu’un quadrilatére zizszszs puisse étre transformé en un

quadrilatére wiwswaws (C’est-d-dire les sommets du premier — en sommets
du second, il faut (et il suffit) que

W(w1, wa, ws, wa) = W(z1, z2, 23, za)
(ou W(w1, we, ws, wa) = W(zy, 23, 23, 24)) ;
en d’autres termes que
L ((wmiwawslw, [wiwawd]) = £ ([z12223]z, [212224])

et

W(w1, wa, ws, wa) = W (z1, 22, 23, 24)

(cf. p. 136 et suivantes; les angles ne sont pas orientés, car au cours de
transformations circulaires impropres 1’orientation des angles est changée
en sens inverse). Mais

LA [z1zazalzaz1z024) } = £ { [z323), [2321] } — £ { [zaz2], [2421] }

(cf. p. 136-138) et

~ 21,23) + (22, 2
Wz, 23, 23, 24) = (_1,_3)_iﬁ_4);
(22, 23) * (21, z4)
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de plus si on se limite pour simplifier le tableau au cas des quadrilatéres
convexes zizezsz4 et wiwawsws, les angles orientés

L {lzsz2), [zaz1] } et £ {[zaz2), [2421] }

seront orientés différemment et c’est pourquoi leur différence se réduit a la
somme des angles z3 et z4 du quadri-
latére (fig. 58). Dol nous obtenons :

Pour qu’un quadrilatére convexe

Z1Z223Z4 puisse étre transformé par une
transformation circulaire en un qua-
drilatére convexe wiwswswa, il faut et
il suffit que la somme des angles oppo-
sés z3 et zy du premier quadrilatére
soit égale a la somme des angles opposés
wa et wa du deuxiéme quadrilatére et
que le rapport

(21, z3)(z2, 24)

(z2, z3)(z1, z4)

Fic. 58.

des produits des cétés opposés du premier quadrilatére soit égal au rapport

(w1, wa)(ws, wa)

(ws, wa)(wi, wa)

des produits des cotés opposés du deuxiéme quadrilatére.
De cette proposition, découle en particulier que tout quadrilatére convexe

Z1z2z3z4 peut par transformation circulaire étre transformé en un parallélo-

F——
gramme 239232323 dont les angles sont égaux & la demi-somme des angles
opposés du quadrilatére z,z2z3z4, et les carrés des cotés — aux produits des

cotés opposés du quadrilatére Z1zazszd. Dans le cas ou le quadrilatére 21722324
peut s’inscrire dans un cercle (c’est-a-dire le cas ol les sommes de ses angles
opposés sont égales), ce quadrilatére peut étre transformé en un rectangle
par une transformation circulaire; si les produits des cotés opposés du

quadrilatére z1z2z3z4 sont égaux entre eux il peut étre transformé en losange;
enfin si le quadrilatére Zizezsza peut étre inscrit dans un cercle et que le
produit de ses cotés opposés sont égaux (c’est-a-dire si le quadrilatére z1zazszs
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est harmonique; cf. § 8, p. 74), on peut par une transformation circulaire
le changer en carré. Il n’est pas difficile d’extraire de ce qui précéde toute
une série de propriétés différentes des quadrilatéres.

Notons tout d’abord que si un quatuor de points z1z2z3z4 peut étre trans-
formé par une transformation circulaire en un quatuor de points 29, 22, 23, 23 :

(21, 22)(z3, 24) = W21, z4, 29, z5) = W(z1, 24, 29, zg)
(21, z3)(z2, 24)
(21, 22) - (3, 29)
B (21, 28) « (22, z2) .
C’est pourquoi, par exemple, si on peut inscrire un quadrilatére z1zsz3za

dans un cercle, et que les produits de ses cétés opposés sont égaux entre eux,
le produit de ses diagonales sera égal au double produit de deux cétés opposés

e
(ce sera évidemment le cas du carré 29292329; fig. 59 a).

On peut généraliser cette derniére hypothése au quadrilatére arbitraire

z1z22z3z4 que ’on peut inscrire dans un cercle ; pour un tel quadrilatére
la somme des produits des cétés opposés

(z1, 22) - (23, 24) + (22, 23) * (21, 2z4)
est égale au produit des diagonales (z1, z3) + (22, z4) (théoréme de Ptolémée).
En effet, si le quadrilatére Z1z2zaza peut étre transformé par une transfor-
mation circulaire en un rectangle 29292929 (fig. 59 b),
(21, z2)(zs, 242 (22, z3)(z1, 24)

(21, 23)(z2, za) (21, z38)(22, Z4)

= W(Z1, Z4, 23, Z3) + W(Z1, 232, Z4, Z3)

= W(z‘f, 24, 79, zg) + W(z(f, 29, 29, zg)

_ (Z(I,, zg)(zg, 29) (zg, zg) . (Z(l), zg) _ (Z(I), zg)z + (zg, z(s;)2 _
(z?, zéb(zg, zg) (zg, zg) . (zg, 22) (Zg, zg)z

Ainsi, on peut considérer le théoréme de Ptolémée comme une généra-
lisation du théoréme de Pythagore qui établit un lien entre les longueurs
des cdtés et la longueur des diagonales du rectangle.

Essayons maintenant de trouver une relation analogue reliant les lon-

gueurs et des diagonales d’un quadrilatére entiérement arbitraire z1z2z3za.

1.
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Supposons que ce quadrilatére soit transformé par une transformation

e
circulaire en un parallélogramme 29232323 avec un angle aigu / 2z = ¢

(fig. 59, ¢). Alors, il est évident que :

0 0,2 0 0,2 0.2 0 0.
(22, 2z4)” = (21, 22)" + (Z(l), z4) — 2(z1, zZ)(zg, zg) Ccos

(z‘f, zg)2 = (zg, zg)2 + (2(1), zg)z + 2(22, zg)(zg, zg) cos g ;

et

par conséquent
(zg, zg)z(zg, zg)2 = [(zg, zg)2 + (2(1,, zg)]2 — 4(22, zg)(zg, zg)2 cos® @
= (23, z9)" + (21, zﬁ)4 — 223, zg)z(zg, 22)2(2 cos” p—1)
= (z1, zg)4 + (2(1), z)' — 2(z(1’, zg)z(zg, zg)2 cos 2.

Mais 2¢ est la somme des angles opposés z{ et z du parallélogramme
29292929, elle est égale, comme nous le savons, A la somme des angles opposés
du quadrilatére Z1z2zsza. D’0ol1 nous obtenons :

(z1, 22)2(23, 24)2 + (z1, 24)2(22, 23)2 _
(21, 23)"(22, 24)"
7;[_(51, 22)(z3, z4)[(21, z4)(22, 23)] co&p _
N (21, 25)°(z2, 20)" B
= [W(z1, 24, 22, Zs)]2 + [W(z1, 22, 24, z:a)]2
— 2W(z1, 24, 22, 23) W21, 22, 24, 23) COS 2¢
= [W(Z(l), zg, zg, z(:;)]2 + [W(z(l);zg, zg, zg)]2
— ZW(zf, zg, zg, z.fb W(zg, zg, zg, zg) cos 2¢p
_ (zg, zg)4 + (z?, zg)4 + 2(22, zg)z(zg, zg)2 cos 2¢p _

(2(1), zg)2 . (zg, zg)Z

1,
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c’est-a-dire que la somme des produits des carrés des cétés opposés d’un
quadrilatére arbitraire moins le double produit de tous ses cétés par le cosinus
de la somme des angles opposés est égale au produit des carrés des diagonales
du quadrilatére. En particulier, pour 2p = w/2 on obtient : si la somme
des angles opposés d’un quadrilatére est égale a w2, la somme des produits
des carrés de ses cOtés opposés est égale au produit des carrés des diagonales
du quadrilatére (comparez avec le théoréme de Ptolémée : si la somme des
angles opposés d’un quadrilatére est égale a w, la somme des produits de ses
cOtés opposés est égale au produit des diagonales du quadrilatére).
On peut parvenir & ces résultats par un autre chemin.

Transformons par une transformation circulaire le quadrilatére z1z2z3z4
en un «quadrilatére » Z1Z2Z300, ou 00 — est un « point infiniment éloigné »
du plan; avec cela nous aurons :

W(z1, 22, 23, za) = W(Z1, Z3, Z3, ©0) = V(Z1, Z2, Z3)

(voir § 7, p. 34). La relation

Z—Z
W(Z1, Zs, Zs) = 22— =2
Zys— 23

donne la relation des cotés

(Zl’ Z3) _ Igl—"ZSl — IVI

(Z32, Zs) IZz — Zsl

[rem—

du triangle Z1Z»73 et son angle

Z,—Z
{12123}, [Z2Z5) } = Arg =222 = Arg V;
Zs—2Z3
ainsi, le triangle Z1Z2Z3 est déterminé par le quadrilatére z1z2zaz4 « 4 une
similitude prés ». (Cette derniére expression signifie que toute paire de

triangles Z1Z73 et rZiZéZ:’;Zi tels qu’on puisse transformer zizszszsa par
1 1 1 : 1 1
des transformations circulaires 3 la fois en Z1Z2Z300 et en Z1Z3Z300

sont semblables entre eux.) Le triangle Z1Z2Z3 s’appelle triangle associé
au quadrilatére z1z2z3z4 (cf. § 8, p. 79).



150 LES NOMBRES COMPLEXES [cH. m]

Il est évident que
(Zla Z3) —

IW(Z1, Z2, 23, 24)| = W(21, Z3, 23, Z4)
(Z2, Z5) |

_ (21,29)+ (22, 29)
B (;1;4) + (22, z3) ’

d’autre part
(2, Z,) _ [Z1 — Zzl

= |V(Zl, Zs, Zz)' = IW(Z1, Z3, Z3, 00)
(Zs,Zs) |Zs— Zo|

(1, 22) - (23, 29)

= |W(z1, 23, z2, 24)| = Wz, 23, 22, 24) =
(21, z4) * (22, 23)

| |
Ainsi, le rapport des longueurs des cétés du triangle associé Z1Z:Z3 est égal
au rapport des produits des cotés opposés et des diagonales du quadrilatére

e
21222324 .
(21, Z3) : (21, Z3) : (Z2, Z3) =
[(z1, 22) + (23, 24)] : [(21, 23) * (2, za)] : [(21, Za) * (22, 23)].
D’ou il s’ensuit que si on transforme par une transformation circulaire
le quadrilatére Z1z2zs5za en un « quadrilatére »

VA 9. . /! ! !’ ’
2125z3z4 ou I’un des points z1, 23, 23, et z4 est
un « point infiniment éloigné » oo, le triangle
formé par les trois autres points sera associé a

21222374 (C’est-a-dire sera semblable au triangle

. 0 .
considéré plus haut Z1Z2Zg). En effet, si, par
exemple, z3 = 00, Z1zazaza est transformé en

n_r N e .
21222400, d’ol il s’ensuit que
(21, 22) : (21, 24) : (22, 22) = (21, 22) * (23, 24)] :

[(z1, za) . (22, 23)] : [(21, 23) * (22, z4)]

. r——— — .
et, donc, les triangles Z1Z2Z3 et zjz5z) sont semblables (ils ont un seul
et méme rapport de c6tés). D’oun il s’ensuit que le triangle associé du qua-
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drilatére z3z223z4 peut étre obtenu, par exemple, en transformant trois som-

mets de Zz1z3z3z4 & 1’aide d’une inversion ayant son centre au quatriéme
sommet (n’importe lequel !) du quadrilatére (fig. 60). Notons maintenant
que si le quadrilatére z1zazsz4 est convexe :

£ {(Z2Zs), [Z2Z1) } = Arg V(Z1, Zs, Zs) = Arg W(Z1, Zs, Za, )
= Arg W(z1, 2,23, 20) = L 21 + L 2z = 29

(voir p. 34 et 146). D’ot il s’ensuit que la relation obtenue plus haut
(21, 29)™ (22, 20)" = (21, 28)" * (25, 24)" + (21, 28)" + (2, 25)’ —
2(z1, z2) * (22, 23) * (23, 24) * (24, 21) COS 2¢p

représente simplement le théoréme des cosinus appliqué au triangle associé.
Par analogie, le théoréme se rapportant au cas de 2p = 900 et le théoréme
de Ptolémée peuvent aussi facilement &tre déduits de 1’étude du triangle

associé au quadrilatére Z1zazsz2 (qui est dans ces cas rectangle ou dégénéré).

YAacroM. — Nombres complexes. 11
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Voici encore un groupe de résultats se rattachant aux quadrilatéres que
I’on peut déduire de cette méme possibilité de transformer un quadrilatére
quelconque en un parallélogramme (ou en un losange ou en un carré). Les
diagonales [29z9] et [z3z9] du rectangle sont des « cercles » menés par les

[r—1
sommets opposées du rectangle 29292329 orthogonalement (¥) au cercle
circonscrit; le centre O du rectangle et le point co (par lequel passent toutes
les droites du plan) sont les points d’intersection de ces cercles. Ensuite,

les cotés du rectangle sont les cercles z9z900, 292900, 232300 et [232900]; il
est facile ainsi de se représenter de quelle fagon on choisit les cercles
[29290], [29230], [23290] et [29290] (voir plus haut, fig. 59 b). D’olt nous
obtenons : si S1 et Sz sont les cercles passant par les sommets opposés du qua-

drilatére z1z2z3z4 inscrit dans le cercle S et orthogonaux a S, tandis que v et w
sont les points d’intersection de ces cercles, les cercles [z1z20] et [z3zav), [z2230]
sont tangents entre eux, de plus les deux premiers cercles sont orthogonaux
aux deux derniers ; par analogie les cercles [z1zow] et [z3zaw)], [z124W] et [z2z3w]
sont eux aussi tangents, et les deux premiers de ces cercles sont orthogonaux

aux deux derniers (fig. 61). Le fait que le point O est le milieu des diagonales
~ = r— . . .. .
2923 et 29z du rectangle 29232929 conduit aussi & des propositions intéres-

santes concernant un quadrilatére arbitraire z1zsz3z4 que 1’on peut inscrire
dans un cercle : de ceci s’ensuit que

W(z1, zs, v, w) = W(z2, 24,0, W) = 1,

c’est-a-dire que
(z1,v) _ (z1, w) ot (z2,v) _ (z2, W) .
(7'3’ 1.7) (zsa W) (24’ U) (24’ W)

De la figure 59 a découle que si les produits des cétés opposés d’un quadrt-

latére z1z3z3z4 (inscrit dans le cercle S) sont égaux entre eux, les cercles S1
et Sz seront orthogonaux; de plus les cercles [z1z20), [z2z3v], [z3240] et [z4z10]
seront orthogonaux aux cercles [z1zew], [z2z3w], [z3zaw] et [zaziw] respecti-
vement. Enfin, on peut aussi utiliser la plupart de ces résultats pour un qua-
drilatére absolument arbitraire (qui n’est pas obligatoirement inscrit dans

un cercle) Z1z,z5z4; mais alors on doit comprendre pour S; et Ss, un cercle
passant par les sommets opposés z1 et zs du quadrilatére et formant des

(%) On dit des cercles qu’ils sont orthogonaux quand ’angle entre eux est égal a /2.
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angles égaux avec les cercles Z1zaz3 et Z1zsza, respectivement, — cercle pas-
sant par zz et z4 et formant des angles égaux avec zazsza] et [zez4z1] (si le
quadrilatére initial est un parallélogramme S; et Sz sont les diagonales du
parallélogramme; voir fig. 59 ¢). Nous laissons le lecteur étudier seul ce cas.
Remarquons, pour conclure, que les exemples considérés illustrent bien
cette méthode de démonstration des théorémes de la géométrie circulaire
dont nous avons parlé 2 la fin du précédent paragraphe : Notre démarche
consiste & formuler une certaine propriété « circulaire » d’un quadrilatére
212327324, C’est-a-dire une propriété qui se conserve au cours des transfor-
mations circulaires (par exemple liée au rapport anharmonique des sommets
du quadrilatére), et nous transformons ensuite le quadrilatére en une forme

FiG. 62.

telle que cette propriété soit plus facile a étudier que dans le quadrilatére
de départ (par exemple, nous transformons z1zsz5z4 en un parallélogramme

e—— | e ——— |
29292329 ou en un « quadrilatére » Z1Z2Z300. Cette méthode permet de
démontrer une grande variété de théorémes se rapportant aux polygones
et aux cercles. Nous nous bornerons encore ici & un seul exemple trés simple.
Considérons quatre cercles non sécants deux a deux Si1, Ss, S3 et Sy
tels que S1 et Ss soient tangents & Ss et Sa (fig. 62, a); il faut démontrer
que les quatre points de tangence des cercles [représentons-les par z1, zz, zs et z4
appartiennent a un seul cercle (ou droite) 2 (1).
Transformons par une transformation circulaire le point z4 en « point
infiniment éloigné » ; les cercles S; et S4 qui passent par z4 sont transformés

(%) Si les cercles S, et S ou S, et S, sont sécants, la condition du théoréme peut ne
pas étre remplie (on peut ne pas exiger aussi que les cercles ne se coupent pas, si on
suppose qu’ils sont orientés : cf. note p. 161).
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en droites paralléles Si et S3 (fig. 62 b ; Si et Si ne peuvent étre sécants,
puisque S1 et S4 ont un seul point commun z4). D’aprés la figure 62 b il
s’ensuit que les points zi, z2 et z3 transformés des points z1, z3 et zg appar-
tiennent A une seule droite 2" ; en effet,

L (2 vz8) = L (zwzh),
et par conséquent,
(21 z5v) = £ (28 zw)
D’ou il s’ensuit que le nombre
V(z1, 23, z3) = W(z1, z2, 28, 0O)

est réel, et donc que le'rapport anharmonique W(z1, za, zs, z4) est réel ; mais
justement ceci démontre le théoréme.

Arrétons-nous encore sur les connexions entre les transformations d’in-
version et la notion de puissance d’un point par rapport & un cercle intro-
duite dans le § 8 (p. 44 et suivantes). Dans le § 8 on a montré que le rapport

c_ k (18)
A
des coefficients C et A de I’équation du cercle S
Az 4+ Bz— Bz +C=0 19
est égal au produit
{0,21}:{ 0,22} (20)

~ =
des longueurs (orientées) des segments Oz; et Ozg, ol z1 et z3 sont les points

d’intersection de S avec la droite arbitraire passant par O ; nous avons
appelé ce produit puissance du cercle S (ou puissance du point O par rap-
port au cercle S). Mais, d’autre part, I’inversion de puissance k

_

z' =

»  kréel, (16)

z
transforme chaque point z en un point z’ de la droite [0z], tel que
{0,z}-{0,z' } =k

(cf. la description géométrique de l’inversion singuliére, p. 140). D’ou il
s’ensuit immédiatement que si la puissance du point O par rapport & S est
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égale A k, l'inversion de degré k transforme S en lui-méme (transforme
chaque point z; du cercle S en un deuxiéme point zs d’intersection de la
droite [0z1] avec S).

Il n’est pas difficile de démontrer le fait que le cercle (19) tel que C/4 =k
est transformé en lui-méme par I’inversion de puissance k sans avoir recours
3 la notion de puissance d’un point par rapport a un cercle ; de cette démons-
tration on peut ensuite déduire la constance des produits (20), ol z1 et z2
sont les points d’intersection de notre cercle S avec la droite passant par O
(c’est-3-dire le théoréme sur la puissance d’un point par rapport au cercle).
En effet, I’inversion (16) que nous pouvons aussi écrire sous la forme
k E' , (16 a)

z

Z = — z=
’

z

transforme le cercle (19) en lieu géométrique des points z’, pour lesquels

A.;"l’..’i+3._if_§f,+c=o

z z z z

ou
Cz's’ + Bkz' — Bkz' + Ak® = 0.

Comme C = Ak, A = CJk, la derniére équation peut s’écrire ainsi :
Akz'z’ + Bkz' — Bkz' + Ck =0,

d’ol1 il s’ensuit que I’inversion (16) transforme le cercle (19) en lui-méme.
Pour chaque inversion (16) il existe une infinité de cercles que cette inver-
sion transforme en eux-mémes. Ce sont les cercles de puissance & ; ils sont
décrits par les équations (19), ou C/4 = k est fixe, c’est-a-dire par les équa-

tions
Azz + Bz — Bz + Ak = 0. (19 @)

Les droites Bz — BZ = 0 qui passent par O qui sont aussi transformées en
elles-mémes par ’inversion (16), sont décrites par ces mémes équations (19 @)
(ol I’on doit seulement poser 4 = 0). L’ensemble des cercles (et des droites)
(19 a) qui sont transformées en eux-mémes par les inversions (16) de puis-
sance k s’appellent faisceaux de cercles ; le nombre k, puissance du fais-
ceau, quant au point O : son centre. On peut démontrer que chaque faisceau
de cercles est formé de tous les cercles (et droites) coupant un certain cercle
fixe 2’ sous un angle droit ; ou de tous les cercles (et droites) tangents 4 un
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certain cercle fixe, cercle X' ; ou de tous les cercles (et droites), coupant un cer-
tain cercle fixe 2 en des points diamétralement opposés. Nous ne nous
attarderons pas ici sur ces considérations.

§ 15. TRANSFORMATIONS AXIALES CIRCULAIRES
(TRANSFORMATIONS DE LAGUERRE)

Nous considérerons dans ce paragraphe les fonctions homographiques

, _a+b
Y ==t ®
et -
;% +0b 1)
cz+d
d’une variable duale, ou il convient maintenant de poser que le déterminant
ab
4= cd

n’est pas un diviseur de 0. A ces fonctions correspondent les transformations
des droites orientées (axes) de la surface euclidienne, que nous appellerons
transformations homographiques (2). Comme précédemment il nous sera
parfois commode d’appeler les transformations (1) : transformations homo-
graphiques axiales propres et les transformations (1 @) : transformations
homographiques axiales impropres. Les fonctions homographiques (1) et
(1 a) d’une variable duale sont des fonctions univoques, appliquées a
I’ensemble de tous les nombres duals, élargi par I’introduction des nom-
bres cw, ¢ réel, et oo (3) ; conformément a cela les transformations homogra-
phiques axiales sont des transformations biunivoques de I’ensemble de tous
les axes (droites orientées) du plan. La symétrie par rapport au point O,
la symétrie par rapport a la droite O et la réorientation sont des cas parti-
culiers des transformations homographiques axiales

=7 (@ z'=—z (b) et =z = ——-i ), 21
z

(*) Voir par exemple B. H. DeLoONE et O. K. JITOMIRSK, Recueil de géométrie, M,
1959, problémes 273-291.

(?) Par opposition avec les transformations étudiées dans le précédent paragraphe
ou les transformations homographiques de ’ensemble des points du plan pourraient
étre appelées transformations homographiques ponctuelles.

(®) Voir plus haut page 16-17.
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et aussi le déplacement arbitraire

e e O e
—qz+p 9z +p —qz+p
. @)
#="PYD . s=pitagro
gz +p

[voir les formules (36 a-d) du § 9, p. 89].

En particulier comme dans le § 13, on démontre que le produit de deux
transformations homographiques axiales et une transformation inverse de la
transformation homographique axiale, seront aussi des transformations de ce
type-la; enfin la transformation identique peut, elle aussi, étre considérée
comme homographique axiale. Ce qui sera trés important pour nous c’est le
fait que si 21, 25, z§ et z4 sont quatre droites (orientées du plan, en lesquelles
une transformation homographique circulaire (1) ou (1 a) transforme quatre
droites données z1, z3, z3 et z4 on a la relation :

W(zi, 25,25, 24 ) = W(z1, z2, 23, Z4)

Wizi, 23,25 ,z4) = W(z1, 23, 23, z4) ()]

ou

propriété d’invariance du rapport anharmonique) ; la démonstration de
cette propriété ne se distingue pas non plus de la démonstration corres-
pondante au § 13. D’ou s’ensuit immédiatement que les transformations
homographiques axiales transforment quatre droites (orientées) appartenant
& un seul cercle (orienté) ou & un point, en quatre droites appartenant aussi @
un seul cercle ou point ; en d’autres termes, une transformation homographique
axiale transforme chaque cercle (orienté) ou point @ nouveau en un cercle ou
un point (1). Cette circonstance permet d’appeler les transformations homo-
graphiques axiales du plan : transformations axiales circulaires (de plus on
appelle les transformations (1), transformations axiales circulaires propres,
et les transformations (1 @) : transformations axiales circulaires impropres (2).
Comme les transformations axiales circulaires furent étudiées pour la premiére
fois par I’éminent mathématicien frangais Edmond Laguerre (1834-1886) on
les appelle souvent transformations de Laguerre.

(V) Cf. note () page 135.

(*» On peut montrer que toutes les transformations de 1’ensemble des droites
orientées du plan transformant les cercles (orientés) (parmi lesquels on compte aussi
les points) & nouveau en cercles sont épuisées par les transformations homographiques
(1) et (1 @) accompagnées aussi dans certain cas, d’une transformation de similitude
(cf. I. M. YAGLOM, Transformations géométriques, 11, § S, chap. 11, p. 314-321).
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Tout comme dans le § 13 on montre qu’il existe une seule transformation
homographique axiale propre (1) et une seule transformation homographi-
que axiale impropre (1 @) qui transforment trois droites (orientées) données
z1, z3 et z3, dont deux quelconques ne sont pas paralléles, en trois autres
droites données (orientées) w1, wz et ws dont aussi deux quelconques d’entre
elles ne sont pas paralléles (¥). Ces transformations sont décrites par les
égalités (10) et (10 @) démontrées dans le § 13 :

2 —ws 2'—ws  z—2z2 z—2z3
. - . s
Wi— W2 Wi1i— w3 21—22 Z21—123

(10)

2'—ws zZ'—ws z—2z22 zZ—1z3

(10 a)

wi—We Wi—Ws oz 3 53

D’autre part, quatre droites (orientées) z1, zs, zs et z4 ne peuvent pas tou-

jours étre transformées par une transformation axiale circulaire en quatre

autres droites (orientées) wi, wa, wg et wa. Afin que cela soit possible, il faut
et il suffit que l'une des égalités suivantes soit satisfaite :
ou W(wl, w2, W3, W4) = W(Zl, Z2, Z3, Z4)

W(w1, wa, ws, wa) = W(z1, 22, zs, z4). )]

De ce qui a été démontré s’ensuit qu’on peut transformer (et cela par de
nombreux moyens) un cercle quelconque (orienté) ou un point en un autre
cercle quelconque ou en un point par une transformation axiale circulaire, pour
cela il faut seulement que trois tangentes (orientées) au premier cercle soient

(M) 11 est facile de voir que chaque transformation axiale circulaire transforme des
droites paralléles @ nouveau en paralléles; ceci vient, par exemple de ce que, en vertu des

formules (1) et (1 a) :
| = ol + Lo
le] || + |d]

et cela signifie que si |z,] = |z,| on a aussi |z{] = |z|;. C’est pourquoi si les droites
z, et z, sont paralleles, w, et wy doivent aussi &tre paralléles (si z; — z, est un diviseur
de zéro, tandis que w; — w, n’est pas un diviseur de zéro, le déterminant 4 de la trans-
formation homographique (10) est un diviseur de zéro]. En général, pour que puisse
exister une transformation axiale circulaire (propre), qui transforme trois droites z,,
z4, Z3 €n trois droites w,, w, et w,, il est indispensable que deux quelconques des droites z
et deux quelconques des droites w ne soient pas paralleles, ou que deux droites z et
les deux points w leur correspondant soient paralleles, tandis que la troisi¢tme droite z
et la troisiétme droite w ne sont pas paralléles aux deux premiéres, ou bien que z,|} z;|| zs,

willwallwy et: {mma}i{za}={wm}:{wwm}
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transformées en trois tangentes (n’importe lesquelles !) orientées du deuxi¢me
cercle. En particulier, on peut par une transformation axiale circulaire
transformer un cercle quelconque (orienté) en un point, en vertu de quoi, dans
les problémes liés & ces transformations on ne distingue pas habituellement
entre eux les points et les cercles, considérant le point comme un cas parti-
culier du cercle (« cercle de rayon nul »).

Eclaircissons maintenant ce que représente géométriquement 1’argument
Arg W et le module | W| du rapport anharmonique
21— 23 Z1— 24

WZ1 Z2, 23, 24) = - .
(21, 22, 25, 24) Zo—2z3 za—za

des quatre droites (orientées) zi, za, z3 et z4. Nous avions démontré effecti-
vement plus haut (voir § 9, chap. IT) que
Z3 Z1—Z4

Arg W(z1, z2, 23, z4) = Arg Z : pra Ar P

({[z123], [z223] } + {[z224], [2124] } —
{[z421], [z321] } — { [2522], [2422] } )

(cf. p. 95-96). Considérons maintenant deux cercles (orientés) Si et S, déter-
minés par les droites z1, za, zg et z1, z2, z4, ou, comme nous les désignerons
souvent par la suite, les cercles [z1z223] et [z1z224] (fig. 63). Désignons res-
pectivement les points de tangence des cercles S1 et Sz avec les droites z1, za,
zg et z1, 23, z4 par P1, P2, P3, et Q1, Q2, Q4 ; de plus convenons pour sim-
plifier d’écrire au lieu de [z1z3], [z2z3], [z224] et [z1z4] A, B, C et D. Il est
évident que nous obtenons (cf. plus haut, p. 94-95)

(ST

%({A,E}-{—{C,D}—{D,A}—{B,C})=

3 ({4 Pa} + (P B} +{C 0} +{ Qs D} —
(D, 0} —{Qu P} —{PL A} — (B Ps}—{Ps 0s}—{0sC}:

Ensuite, en vertu des propriétés des tangentes
{APs} ={Pid}, {PsB}={BP:}, {CQs}={0Q:C},
{Q4D} ={DQ:}
{P:Q2}={Q1P1} =—{Pi101 }

et
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D’ol nous obtenons
Arg W(z1, zs, zs, z4) = P10:. (23)

La longueur du segment de la tangente commune (orientée) z aux cercles
S1 et S2 compris entre les points de tangence, s’appelle distance tangentielle
de ces cercles et on la désigne par
(S1S2) ; si on considére la longueur
srientée du segment de la tangente
commune aux cercles S et Sz on
parle de distance tangentielle orientée
{S12S2} de ces cercles. Ainsi, nous
voyons que l’argument Arg W du
rapport anharmonique W(z1, zs, z3,
z4) des quatre droites (orientées) zi,
Z3, z3 et z4 est égal a la distance tan-
gentielle orientée {[21, z3, z3)z1[z12224]}
des cercles [z1z223] et [z12224).
De la propriété d’invariance de
rapport anharmonique de quatre
Fic. 63. droites (orientées) il s’ensuit que Jes
tranformations axiales circulaires pro-
pres ne changent pas la distance tangentielle orientée des cercles, tandis que les
transformations axiales circulaires impropres changent le signe, mais non la
valeur absolue de cette distance. Cette importante propriété des transforma-
tions axiales circulaires est habituellement énoncée ainsi : les transformations
axiales circulaires conservent les distances tangentielles des cercles (1). En
particulier, les cercles (orientés) tangents (cercles dont la distance tangen-

(*) Soient y, et y, deux courbes arbitraires et z leur tangente commune (fig. 64); la
distance (A4,, A;) = (y1, ¥.) entre les points 4, et 4, de contact de y, et de y, avec z

s’appelle distance tangentielle de y, et y,. Mais évi- ——
demment, (¥, y2) = (S1, S»), ou S, et S, sont les EIRAN
cercles tangents aux courbes y, et . aux points 4, et ,’ \

A,; de plus, une transformation axiale circulaire qui \ ,' ¥
transforme les courbes y, et y, en d’autres courbes y; 2 A N\,

et y;, transforme S, et S, en cercles S} et S; tangents / \

a y; et ;5. C’est pourquoi de ce qui a été démontré il { )

s’ensuit que les transformations axiales circulaires con- pNC n

servent les distances tangentielles des courbes arbi- FiG. 64.

traires. Les transformations de ’ensemble des courbes

du plan possédant cette derniére propriété s’appellent

transformations équilongales ; ainsi les transformations axiales circulaires sont des
transformations équilongales.
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tielle est égale & zéro) sont transformés par les transformations circulaires
axiales en cercles tangents (1).

Prenons maintenant le module |W| du rapport anharmonique
W(z1, z2, 23, za) des quatre droites (orientées) z1, z2, z3 et z4. En utilisant la
formule de base (29) § 9 (p. 81) et aussi le fait que le module du quotient ou
de la différence de deux nombres duals est égal au quotient ou 2 la différence
correspondante des modules de ces nombres on obtient

l W(z1, z2, zs, Z4)| =

tgé{zw}_tgé{z:;o} tg_/_{ZIO}_tg_/_{Zdo}

2 2 2 2 )
tg_/_{zw}__tg_é{z:;o} tg[.{zw}_tgé{zw}
2 2 2 2

En tenant compte aussi que

sin (@ — B)

tgoL—_tgﬁ:cosa-cosﬁ’

sin (
sin (

sin (% {zs21 }) ' sin (% {zaz1 })
sin (% { zaz2 }) sin (:—lz { zaz2 })

(*) Notons qu’on dit de cercles orientés qu’ils sont tangents s’ils ont une seule direc-
tion commune de contact ¢’est-a-dire s’ils sont tangents au sens habituel et si leurs sens
de rotation au point de contact coincident. Des cercles tangents au sens habituel dont
les sens de rotation au point de contact sont opposés peuvent étre transformés par des
transformations axiales circulaires en cercles qui se coupent ou en cercles n’ayant pas
de point commun.

nous aurons

/ {2 }) sin (% {2422 })

4 { Z3Z2 }) sin (% { Z4aZ2 })

I W(z1, z2, z3, Z4)| =

NS IR S T

le nombre réel
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nous 1’appellerons rapport anharmonique des angles entre quatre droites
(orientées) z1, za, z3 et z4 et nous le désignerons par W(z1, zs, zs, z4) ; ainsi

A
| W21, 22, 23, 24)| = WA(z1, 23, 23, z4).

De ’invariance des rapports anharmoniques d’un quatuor de droites orientées
dans les transformations axiales circulaires nous pouvons conclure que les
transformations axiales circulaires conservent les rapports anharmoniques des
angles entre des quatuors de droites (orientées). Nous pouvons aussi dire
maintenant que quatre droites (orientées) z1, z3, z3 et z4 peuvent étre trans-
formées par une transformation axiale circulaire, en quatre autres droites
w1, wa, wg et wy dans le cas, et dans ce seul cas oit la distance tangentielle
des cercles [z12223] et [z12224) est égale a la distance tangentielle des cercles
[wiwews] et [wiwaws] et oit le rapport anharmonique des angles entre z1, zs,
zg et z4 est égal au rapport anharmonique des angles entre w1, wa, w3 et wa.
Voyons encore la question de la représentation géométrique de toutes
les transformations axiales circulaires. L’une des transformations les plus
simples de ce genre, distincte des déplacements (22) est la transformation

. _k ,_k
z'= (@ et z'= . ), k réel

Pour le différent de + 1 (%), ces transformations peuvent aussi s’écrire
ainsi :

Argz = — Argz, |z'| = ﬁ (@)
z

et (26)
Argz’ = Argz, |z'] = ﬁ ()
z

La transformation (25 b) ou (26 b) est la plus simple de ces deux transfor-
mations, on I’appelle inversion axiale de puissance k ; la droite o s’appelle
axe de cet inversion. Une inversion axiale de puissance k transforme chaque
droite (orientée) z du plan en une droite z’, coupant 1’axe d’inversion o en
un méme point M que z et telle que

Z /{z
L L3 GRTESS CATS Sy @7
2 2
(1) Pour k = 4 1 les transformations (25 a) et (26 b) sont évidemment des dépla-

cements — ce sont des cas particuliers des transformations (22) pour p =0, g = 1;
ainsi la transformation z’ = — 1/Z représente une réorientation [voir la formule (21 c)].
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(fig. 65 ; il est évident que la droite z’ se transforme en z). L’inversion axiale
(25 b) transforme la droite ¢ = p¢/2 paralléle A o, & une distance orientée de o
{o, t} = p, en droite ¢’ = k/i = — 2 kw/[p antiparalléle 4 o et A une distance
de o {s, t'} = p/k (tandis qu’elle

transforme ¢’ en ¢) ; en particulier z

notre transformation transforme ) z
I’axe o en droite 01 qui ne différe 0
de 0 que par sa direction, tandis ﬂ\ia
que cette transformation change N
’axe o1 en o. En ce qui concerne Z
la transformation (25 @) on voit FiG. 65.
ainsi qu’elle est composée d’une
inversion axiale (25 b) de puissance k et d’une symétrie (21 a) par rapport
au péle 0.

Sur le méme plan que les déplacements

2= 211 @, 7 =—EEL g,
—qz+p 9z +p

r=PT1 oy o r=T"PF1 22)
—qz+p 9z +p

et l’inversion
2’ kz (25b)

une autre transformation axiale circulaire intéressante mérite aussi une
attention particuliére, & savoir

,r_ _Z2+g . _ .t _
7 =—pay o d=cp lg] =0 (28)

(cf. le transfert paralléle dans une direction perpendiculaire & 1’axe polaire

= (z + 9)/(gz + 1), out g = ¢t/2 ; cf. la formule (324a), § 9, p. 86). Le
sens géométrique de cette transformation est tout a fait simple : elle trans-
forme chaque droite

0
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en droite 0 ;
tg§(1 + &) + £3

z'=tg€2—(l+cs')= . 5
——tg-2—(1 +ss)e-2—+ 1

o t 6 t 0
--tg-2—_1+e(s+§cot§)].(l——e-2-tg§)

0 t 0 0
=tg-2— l+e)[s+§(tg-2—+cot-2—)]

A t
=yl ”(”m)]“

paralléle & z, (car |2’| = |z|) et telle que les distances p et p’ des droites z et
z' du péle O du systéme polaire des coordonnées soient liées par la relation
[cf. formule (30), § 9, p. 82]

e I Y _
p=s smH_.(s+sin0)sm0——ssm0+t—p+t. (29)

En d’autres termes la droite z' est paralléle & la droite z, et la distance {z, z'}
de la droite z a la droite 2, est égale a t (fig. 66). La transformation (28)
s’appelle extension (positive ou néga-
tive!) par la grandeur ¢. Il est évident
que le cercle (orienté) S de rayon r (posi-
tif ou négatif) est transformé par I’exten-
sion en un cercle S’ concentrique a4 S
derayon r + ¢ ; en particulier, les points
sont transformés en cercles de rayon ¢,
tandis que les cercles de rayon — ¢ sont
transformés en points.

Montrons maintenant que foute
transformation axiale circulaire (1) ou
(1 a), distincte du déplacement (22)
représente le produit d’un déplacement et
d’une inversion axiale ou le produit d’un déplacement et d’une extension. On
pourrait s’en assurer par un calcul direct, semblable a celui que nous avons
indiqué au § 13, en combinant le déplacement et I’inversion axiale (ou le
déplacement et 1’extension) dont le produit fournit la transformation axiale
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circulaire (1) ou (1 @) donnée. Cependant, comme cette méthode comprend
des calculs assez complexes nous donnerons ici la préférence a 1’autre
méthode.

Remarquons avant tout qu’on peut réaliser une transformation axiale
circulaire (1) ou (1 a) par la succession d’un déplacement et d’une inversion
axiale dans le cas, et dans ce seul cas ou cette transformation transforme au
moins une paire de droites z et z1 ne différant que par leur orientation, en droites
2’ et 2 ne différant aussi que par leur
orientation. En effet, supposons
qu’une transformation axiale circu- S
laire représente le produit d’un dépla- N
cement et d*une inversion axiale d’axe P -
2} ; cette transformation transforme \
les droites ne différant que par leur .
orientation en droites zj et z' (ol “

" = — 1/# ne différe de zi que par z
son orientation). Considérons main- Z
tenant une transformation axiale
circulaire propre arbitraire (1) pos-
sédant la propriété de transformer %
les droites z et z1 = — 1/Z endroi- FIG. 67.
tes 2’ et z; = — 1/Z'; supposons
encore que cette transformation change la droite zz paralléle ni 3 z ni &
z; en droite z5 (fig. 67 ; z5 n’est paralléle ni & 2z’ ni 3 zi, car les transfor-
mations axiales circulaires ne transforment en paralléles que des droites
paralléles (1). Nous affirmons que notre transformation coincide avec le
produit du déplacement « impropre » (22 ¢, d) qui transfére z en z1, z1 en
Z’, et la droite zz en une certaine droite z3, coupant z; au méme point que
23, par ’inversion axiale d’axe z et de puissance
k=tgé{zizé } .tgl{zizé } .
2 2

En effet, le produit considéré du déplacement et de I’inversion axiale trans-
forme z en 2, z; en z] et z3 en zj, et il n’existe qu’une seule transformation
axiale circulaire propre qui transforme trois droites données non paralléles
deux A deux en trois droites déterminées. On démontre aussi exactement de

(1) Voir la note (*) p. 158.
(%) Si la transformation initiale elle-méme est un déplacement k = + 1.
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la méme fagon que si une transformation axiale circulaire (1 @) impropre
transforme une paire de droites ne différant que par leur orientation en
droites ne différant que par leur orientation, elle représente le produit d*un
déplacement « impropre » (22 4, b) et d’une inversion.

Montrons maintenant qu’on peut présenter toute transformation axiale
circulaire (1) sous la forme du produit d’un déplacement (22 c, d) et d’une
inversion axiale ou d’un déplacement (22, a, b) et d’une extension. Le premier
cas se produit lorsque (1) transforme une paire de droites qui ne différent

que par leur orientation z et z; = — 1/Z en des droites qui ne différent que
par leur orientation
z,_az+b ot ,__azl—l—b__-—-a+b2___l
T cez+d YT+ d —c+dz 7
Ainsi, nous parvenons a ’équation
az+b . ¢+ dz
cz+d —a+ Bz

que nous pouvons écrire sous la forme
(az+b)Y(—a+bz) +(cz+dY(—c+dz)=0

ou
Az + 2Bz — A4 =0, (30)

ol
A=ab+cd, B =12(——a5+ bb—cc+ dd);  Bréel (30a)
11 nous faut établir dans quels cas 1’équation (30) a une solution. Sup-

posons en premier lieu que |4| 7 0, c’est-a-dire 4 = #(1 + &), t 5~ 0. En
posant z = r(l + ¢p), nous obtenons

tr’(1 + (o + 2¢)) + 2Br(1 + ep) — (1 — ea) =0

ou
[tr* + 2Br — 1] + [(tr" + 2Br — Do + (" + (o + ¢)le = 0.

D’ol I’on voit que le nombre z = r(1 + ¢p) est la solution de (30) ou
=—a; tr4+2B—t=0, r=—B+VB 4+
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Puis, si |4| = 0, mais 4 5 0 c’est-a-dire 4 = £a, « 0, alors en posant
z = ¢gp on obtient & partir de (30) :

2B+ ep + e =0;

ainsi, si B ## 0, la solution de I’équation (30) a la forme

o

Zz = — EE £,
Enfin, si 4 = 0, on a comme racine de 1’équation (30) :
z=0.

Cependant, si 4 = ¢, ot « 7% 0 et B =0 en posant z = r (1 + &p), nous
obtenons :
caer + ea =0,

ce qui est impossible quel que soit r ; en posant |z| =0, z = &p nous par-
venons & 1’égalité ex = 0 qui n’est pas non plus satisfaite. Ainsi, nous arri-
vons 4 la conclusion qu’une transformation axiale circulaire (1) ne peut étre
représentée sous forme du produit d’un déplacement et d’une inversion
axiale que dans le cas et dans ce seul cas ou

ab+cd#0, |ab+cd| =0, ad+cc=>bb+dd (31)
(c’est-a-dire si dans 1’équation (30) 4 # 0, |4| =0, B = 0).
Voyons maintenant dans quel cas la transformation (1) peut étre mise

sous la forme du produit d’un déplacement et d’une extension. Supposons
que (1) soit le produit des transformations (22 a) et (28) ; nous avons

Z1+c-t2—

, az+b
7 = -

pz+4q
T ez+d ou

=0
—az+p

H

—c%n—l—l
|4| = |pp + q4] # 0.
d’oul nous obtenons
t . t_
az+b (p——siq)z+ (q+e§p)
z’= =
cz+d t _ t _
—Esp—q)z+ | —¢E59+P

YAGLOM. — Nombres complexes. 12
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c’est pourquoi nous pouvons poser

amp—ifa  bmotel
(32a)

¢ t -
¢c=—¢t5p—q d=—¢t59+p

Des égalités (32 a) il s’ensuit
ab+cd=—e(p’+3)=—et|p" +§| =—et|d| #0,
l|ab+ cd| =0, aa+cc=bb+di=pp+qz=4;

donc, si on peut représenter la transformation (1) par le produit d’un dépla-
cement (22 a) et d’une extension (28), les conditions (31) sont parfaitement
remplies.

Soit maintenant, inversement, une transformation (1) telle que les condi-
tions (31) soient satisfaites ; supposons aussi que |a| et |d| ont le méme
signe. Démontrons que notre transformation peut se mettre sous la forme

(32) c’est-a-dire qu’elle représente le produit du déplacement (22 a) et de
I’extension (28.) Notons tout d’abord que de (31) il s’ensuit

|ab + cd| = |a] - |b] + |e| - |d] =0, |a] : [c| =—1d] : |3]
et
lal* + lel* = ld]" + J8]";
comme nous avons supposé que |a| et |d| ont le méme signe il s’ensuit que
la| =ld| et le| =—13]

En vertu de cela et d’aprés les équations (32 a) on peut définir p, g et ¢ :

. (33)

p=a+d =b—-c’ d—a=2b+c=
c

> q =
2 2 b— atd

Ainsi si les conditions (31) sont remplies et si |a| et |d| ont le méme signe, la
transformation axiale circulaire (1) peut se représenter sous la forme du pro-
duit d’un déplacement (22 a) et d’une extension (28). On démontre exactement
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de la méme fagon que la condition nécessaire et suffisante pour pouvoir repré-
senter les transformations (1) sous forme de produit d’un déplacement (22 b)
et d’une extension (28) consiste en ce que soient satisfaites les conditions (32)
et les égalités

la| =—1ldl,  [e| = 2]

(nous parvenons & ces égalités en supposant que |a| et |d| ont des signes
différents).

Nous avons constamment parlé plus haut de transformation axiale cir-
culaire propre (1) seulement par souci de précision. Tous les raisonnements
exposés s’appliquent aussi presque sans changement au cas ou la transfor-
mation axiale circulaire initiale est impropre ; les conditions pour que
la transformation (1 a) représente le produit d’un déplacement (22 c-d)
et d’une extension (28) ont la méme forme (31). Ainsi on peut affirmer que
toute transformation circulaire axiale (1) ou (1 a) qui ne satisfait pas aux con-
ditions (31) peut se représenter par le produit d’un déplacement (22) et d’une
inversion axiale ; par contre dans le cas ou les conditions (31) sont remplies, la
transformation (1) ou (1 a) représente le produit d’un déplacement (22) et
d’une extension.

Nous avons déja noté (voir p. 157) que les transformations axiales cir-
culaires forment un groupe. Ce fait permet de considérer I’étude des propriétés
des figures, qui se conservent au cours de toutes ces transformations comme
une division spéciale de la géométrie. On peut donner 2 cette division le
nom de géométrie axiale circulaire. Dans le paragraphe suivant nous citons
une série d’exemples de théorémes qu’on peut classer dans la géométrie
circulaire axiale.

§ 16*. APPLICATIONS ET EXEMPLES

Pour que quatre droites (orientées) données zi, z2, zset z4 du plan
puissent étre transformées par une transformation axiale circulaire en quatre
autres droites w1, we, wa et wg (condition de I’« égalité » de ces quatuors
de droites au sens de la géométrie axiale circulaire) il faut comme nous le
savons que la distance tangentielle des cercles [z1z2z3] et [z1z224] soit égale
3 la distance tangentielle des cercles [wiwews] et [wiwews] et que le rapport
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anharmonique des angles entre les droites z1, 2, z3 et z4 soit égal au rapport
anharmonique des angles entre les droites wi, wa, wg et wy :

([z12223], [z12224]) = ((Wawews], [wiwews])

et
A A
W(z1, 23, 23, 24) = W(w1, wa, Ws, wa)

(voir p. 162). Mais comme
{ [z12225)21[212224] } = % {[z125], [z225] } +

{ [z224], [z124] } - { [z4z4], [zsz1] — { [2sz2], [zaz3] }

sin (%é{z:m )-sx (% {2422} )

sin (%4{2322 }-sin )5 {zaz1}

et

W(z1, z2, 23, z4) =

b

P

Nous obtenons en particulier : un quadrilatére convexe zizazaza (1) peut
étre transformé par une transformation axiale circulaire en un autre quadri-

latére convexe wiwswawa lorsque et seulement lorsque la différence
= [zoz3], C = [z224], D = [2124])

entre les sommes des c6tés opposés du 1°T quadrilatére est égale a la différence
des sommes des cotés opposés du deuxiéme quadrilatére et lorsque le rapport

sin (%4 { z3zx }) - sin (%Z { zazs })
sin (-12— yd { zsz2 }) . sin (%L {24z })

des produits des sinus de la moitié des angles opposés du premier quadrilatére
est égal aux produits des sinus de la moitié des angles opposés du deuxiéme

() On appelle ici un quadrilatére — convexe —, z,z,2,z,, un quadrilatére qui est
entiérement situé d’un seul c6té (4 gauche ou a droite) de chacun de ses cotés z,, z., z,
et z,. [Notons que les angles / zlz‘}, /Z z,z.} et les autres colncident avec les angles
externes du quadrilatére compris dans le sens ordinaire.
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quadrilatére. D’oit il s’ensuit que tout quadrilatére convexe peut, par une
transformation axiale circulaire, étre transformé en parallélogramme ; avec
cela, si un cercle peut étre inscrit dans le quadrilatére de départ, ce paral-
lélogramme sera un losange ; si les
produits des sinus des demi-angles
opposés du quadrilatére sont égaux, le
parallélogramme sera un rectangle ;
enfin, si les deux conditions sont rem-
plies ensemble, le quadrilatére peut
par une transformation circulaire
axiale &tre transformé en carré. Ainsi,
le quadrilatére harmonique (voir § 10,
chap. II, p. 109-110) peut étre carac-
térisé comme celui qui peut étre trans-
formé en carré par une transformation
axiale circulaire (comme celui qui « est
égal » & un carré au sens de la géo-
métrie axiale circulaire). De ce qui a
été dit il s’ensuit que toutes les « pro-
priétés axiales circulaires, disons, d’un
quadrilatére harmonique (les pro-
priétés qui se conservent au cours
de transformations axiales circulaires)
coincident avec les propriétés cor-
respondantes du carré ; les propriétés
axiales circulaires du quadrilatére ou

est inscrit le cercle z1z2z3z4 coincident
avec les propriétés du losange, etc...
cette circonstance peut étre utilisée
pour déduire une série de propriétés
des quadrilatéres (cf. § 14, p. 146 et
suivantes) ; cependant nous laissons
le lecteur faire cela lui-méme. (b)
Voici encore un exemple de théo- FiG. 68.

réme pour la démonstration duquel

peuvent étre utilisées les transformations axiales circulaires : si quatre cercles
(orientés) S1, Sz, Ss et Sa tels que Sy et Ss soient tangents 3 Sz et Sy, les
tangentes communes wi, wa, wa et wg aux cercles Sy et Sa, Sz et S3, S3 et
S4, S4 et S1 menées A leurs points de contact, sont tangents a un seul cercle
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2 (fig. 68 a; cf. p. 153, en particulier, fig. 62, a). Pour la démonstration,
transformons le cercle S1 en point S1 ; supposons avec cela que Sz, Ss et Sa
soient transformés en cercles S, S3 et Sz, tandis w1, we, ws et wy en droites
wi, wh, wi et wi. Les points de tangence des cercles S5 et S3, S3 et S
nous les désignons par 4 et B, et les points d’intersection des droites w3
et wh avec les droites wy et wa et entre elles respectivement par M, N et P
(fig. 68, b).

D’aprés la propriété connue des tangentes A un cercle nous avons

(Si,M}={M,A},{B,N}={N,S{ },{B,P}={P,A)

En additionnant les deux premiéres de ces égalités et en en soustrayant leur
somme de la troisiéme, nous obtenons

{Si,M}+{PN}={M,P}+{N,S1 },

d’ou il s’ensuit que 1’on peut inscrire le cercle X dans le « quadrilatére »
S1MPN (c’est-3-dire qu’il existe un cercle 2’ tangent & quatre droites orien-
tées wi, wa, wg et wj ; cf. p. 95).

Passons maintenant au probléme du lien entre I’inversion axiale et la
notion de puissance d’une droite (orientée) par rapport a un cercle (orienté),
lien qui nous permet de donner une description « géométrique » de la trans-
formation d’inversion. Nous avons appelé plus haut le rapport des coefficients
extrémes de 1’équation (19) :

ClA=k,; (18)

puissance du cercle S représenté par 1’équation
AzZ + Bz— Bz + C =0, (19)

[ou plus exactement puissance de la droite o par rapport au cercle (19)].
Cette puissance est un nombre réel (ou le « nombre » oo ; la puissance k
est égale & oo si 4 = 0). En particulier comme aux pages 154-155, on montre
que P’inversion axiale de puissance k

z' =

NpoR

(25 b)

transforme S en lui-méme. D’ol il s’ensuit que si zo et zo sont deux tangentes
(orientées) au cercle S, se coupant au point M de 1’axe o

> EO’Z(,) =k

’
Zo =

3=
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(puisque ces droites se correspondent 1’une a ’autre dans I’inversion (25 b)
et donc

tg4{0,20}.tg Z{o,z }=k;
2 2

(34)

les tangentes #9 et #¢, paralltle et antiparalléle A o, au cercle S sont telles que

Toeti=k ou Lot} _ 4 (34 q)

{o, 16}

(fig. 69). Ainsi, nous arrivons de nouveau a la définition donnée dans le
§ 10, chap. II (p. 101) de la puissance k du cercle .S comme étant le produit
(34) o1 zg et zg sont les deux tan-
gentes (orientées) & S menées 2 ce \L ¢
cercle par un quelconque des points —F
M de I’axe o (n’importe lequel !).
L’ensemble de tous les cercles
(19) transformés en eux-mémes par
une inversion (25b) de puissance
fixe k, c’est-a-dire 1’ensemble des
cercles ayant un seul et méme degré k

A2z 4+ Bz — Bz + Ak =0 (19 @) FIG. 69.

s’appelle un faisceau de cercles ; le nombre k s’appelle puissance du fais-
ceau, et la droite o son axe. Puisque la puissance de S (puissance de o par
rapport A S) est égale & (r — d)/(r + d) ou r est le rayon (positif, nul ou
négatif) de S, d la distance (positive nulle ou négative) du centre de S 4 o
[cf. § 10, chap. I, en particulier la formule (45), p. 102], le faisceau comprend
toutes les droites (orientées) d’un plan, pour lesquelles

r—d r_1+4+k
rrd ¢ (d“l—k)'

En particulier, pour k positif le faisceau représente I’ensemble des cercles,
coupant o sous un angle constant ¢ tel que tg2 ¢/2 = k (car la puissance
du cercle S coupant o sous ’angle ¢ est égale & tg2 ¢/2) ; pour k =0 le
réseau consiste en tous les cercles tangents & o ; pour k = oo le réseau con-
siste en tous les cercles antitangents 4 o ; pour k négatif le réseau consiste
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en tous les cercles que ’on voit du pied de la perpendiculaire abaissée sur o
du centre du cercle, sous un angle constant i, tel que tg2(y/4) = k (fig. 70 a-
d ; cf. plus haut p. 102-103).

Tournons-nous maintenant vers I’inversion axiale d’axe o et de puis-
sance k. Choisissons un cercle 2 (n’importe lequel) du faisceau d’axe o et
de puissance k ; appelons ce cercle cercle directeur de notre inversion axiale
(ainsi I’inversion axiale a une infinité de cercles directeurs). Il découle de
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la définition de I’inversion axiale que si z et z’ sont les droites correspondant
I’une A ’autre dans cette inverssion, on a

tgé{o,z}.tgé{o,z'}=k

2 2
ou (si z est paralléle, et z’ antiparalléle 4 o)
{oz} k.
{o,2"}
to /
/( %Zé
b4
1 >
— ¢
4 2o Z
Fic. 71.

D’autre part pour les tangentes zq et zo aux cercles X coupant 1’axe o au
point M et pour les tangentes #o et zo ne coupant pas o, on a les relations
(34) et (34 a). D’ol il s’ensuit que pour construire I'image z’ de la droite z
dansfl’inversion (25 b), il suffit de mener la tangente zo paralléle A z au cercle
2, puis la tangente zo & ce méme cercle, coupant o au méme point que Zzo,
et enfin la droite z’ paralléle & zy coupant 0 au méme point que z (ou si z
ne coupe pas o mener la tangente #o | z au cercle 2'; puis la tangente # a
ce méme cercle, elle aussi ne coupant pas o, et enfin la droite z' || #5 telle
que

{o,z} - {O,to} .
{o,2} {o,1n}
(voir fig. 71). Cette description de la construction de la droite z’ 4 partir de

la droite z peut étre prise comme une définition de I’inversion axiale (donnée
par I’axe o et le cercle orienté X).
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La description géométrique de ’inversion axiale et le théoréme suivant
lequel chaque transformation axiale circulaire représente le produit d’un
déplacement et d’une inversion axiale ou d’un déplacement et d’une exten-
sion (voir § 15, p. 165) permettent de donner une signification géométrique
assez concréte d’une transformation axiale circulaire. En particulier, la
multiplication d’un nombre dual z par un nombre fixe p

z' =pz (5b)
z 4
\\ 1
:/\ >
reE % g2 4
N 2
A 1N
zﬂ /I \“/, N Zl
¥z20 £ P 2
(a)
Py
(,/"V\\
L o fa
,l \\-l:—/l
VAT
Z”f’ sy @ 7
eV AN
/‘l///Zg \{) — o
d] p\’@ g / /
%
(b)
FiG. 72.

pour p réel, représente le produit d’une réorientation (21 c) et d’une inversion
axiale (25 b) de puissance k = —p :

1. _
z1=-—=-; 2z =-—p[7
z

Si par contre p = r(1 + ¢gp), la transformation (5 b) se réduit & un transfert
parallele z; = (1 + ep)z dans la direction de 1’axe o sur une distance ¢,
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une réorientation zg = — 1/Z; et une inversion axiale z’' = — r/Za de puis-
sance — r.
, r
Z'=——=ran=r(1+¢p)z
Z2

(« représentation géométrique de la multiplication des nombres duals » ;
voir fig. 72 aet b, sur lesquelles tg2(a/2) = — r, et respectivement tg2(B/4) =r).
De fagon analogue, on peut décrire aussi la transformation z' =z 4 ¢
(c’est-3-dire donner une interprétation géométrique a 1’addition des nombres
duals) ; nous laissons le lecteur le faire.

§ 17**. TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES
DU PLAN DE LOBATCHEWSKY

L’interprétation géométrique des nombres complexes ordinaires qui a
été exposée dans le § 11, chap. II, permet de considérer les transformations
homographiques (propres et impropres) comme des transformations dans
I’ensemble des points orientés du plan de Lobatchewsky. De la propriété
d’invariance du rapport anharmonique

Z1—2z3 Z1—24
Za— 23 23— Z4

W(Z1, Z2, Z3, 24) =

(voir plus haut p. 133-134) et de la condition, introduite au § 11, d’appar-
tenance de quatre points (orientés) & un seul cycle (orienté) s’ensuit que ces
transformations transforment chaque cycle (orienté) de Lobatchewsky a
nouveau en cycle (!) — circonstance qui permet d’appeler les transformations
(1) et (1 a) transformations circulaires (propres et impropres) du plan de
Lobatchewsky (2). Comme dans le paragraphe 13 on démontre qu’il n’existe
qu’une seule transformation circulaire propre (et une seule impropre) qui
transforme trois points donnés z1, zs, zs en trois autres points déterminés

(») Ceci, d’ailleurs, découle d’emblée de la propriété correspondante des transfor-
mations circulaires de la surface euclidienne et le fait que les cycles de la géométrie
non euclidienne de Lobatchewsky sont représentés par des cercles de la surface eucli-
dienne.

(*) On appelle aussi quelquefois ces transformations transformations de Moebius
du plan de Lobatchewsky.
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w1, wa, ws. Cependant quatre points (orientés) du plan de Lobatchewsky
peuvent &tre transformés en quatre autres points déterminés wi, we, w3, wy
dans le cas, et dans ce seul cas ol

W(w1, wa, ws, wa) = W(z1, 22, zs, Za)
ou W(w1, wa, ws, wa) = W(z1, 22, 23, 22). (9)

Précisons maintenant le sens géométrique du rapport anharmonique de
quatre points. I est facile de comprendre que

Arg W(z1, z3, 23, 24) = £ { [212228)z1(z12023] }),

£ { [z12224)z1[z12225] }

est ’angle orienté que forment au point z les angles [z1z2z4] et [z12223] qui
passent respectivement par les points z1, zz, z4 et z1, z2, z3 (1). On peut mon-
trer ensuite que :

sh (% { zsz1 }) sh (% {zaz1 })
sh (% { zsz2 }) sh (% {zaz2 })

ou, par exemple {zsz;} est la distance entre les points orientés zs et z1 (qui
peuvent aussi étre imaginaires ; voir § 11, chap. II). Il est logique de désigner
I’expression qui est & droite, dans la derniére formule par un signe spécial,

par exemple ﬁ’(zh 22, 73, z4) ; nous ’appellerons rapport anharmonique des
distances entre les points z1, zs, z3 et z4 (cf. § 13, p. 137). Ainsi de la propriété
d’invariance du rapport anharmonique de quatre points s’ensuit que les
transformations circulaires du plan de Lobatchewsky conservent les angles

|W(21, Z3, Z3, 24)| =

b

(Y) En d’autres termes,
/ { [z12224)z1[z12225] }

est I’angle (orienté) entre les tangentes aux cycles [z,z,z,] et [z,z:25] au point z,. La
démonstration de la proposition correspondante découle immédiatement de ce qui a
été dit au § 13 (p. 136-137) au sujet du sens géométrique de I’arg W(z,, z;, zs, Z4), OU
z,, zs, 23, Z, sONt quatre points arbitraires de la surface euclidienne, et du fait que les
cycles du plan de Lobatchewsky sont représentés par des cercles euclidiens, de plus
I’angle entre les cycles qui se coupent est égal A ’angle entre les cercles qui les repré-
sentent.
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entre les cycles (orientés) (1) et conservent les rapports anharmoniques de la
distance entre les points, ce qui permet d’utiliser ces transformations dans
de nombreux problémes.

Arrétons-nous encore sur le probléme de la description géométrique de
toutes les transformations circulaires du plan de Lobatchewsky. Notons
tout d’abord que foute transformation homographique (1) ou (1 a) du plan
de Lobatchewsky qui transforme en lui-méme Iabsolu zZ = 1 est un dépla-
cement (2)

e N Y NV T e
gz+p gz +p pa

(on compte ici au nombre des déplacements aussi la « réorientation des
points » z' = 1/2). D’oui il s’ensuit que deux représentations quelconques
transformant un seul et méme cycle S en absolu X' ne différent que par un
déplacement (c’est-a-dire que chacune de ces deux transformations repré-
sente le produit de ’autre transformation et d’un déplacement) ; c’est pour-
quoi la classification de toutes les transformations circulaires du plan de
Lobatchewsky revient a rechercher certaines transformations « typiques »
qui transforment en 2, un cercle, une ligne limite ; une équidistante (en par-
ticulier une ligne droite).

Un exemple d’une transformation qui transforme en absolu 2 un cercle
S de centre O et de rayon p (équation du cercle)

zE=k2=th2§

est fourni par I’inversion de premiére espéce
z' = kfz. 36)

Cette transformation change chaque diamétre du cercle S en lui-méme. La
transformation (36) transforme chaque point intérieur au cercle S, orienté

() D’ou il s’ensuit que toute transformation circulaire du plan de Lobatchewsky
conserve les angles entre des lignes arbitraires, c’est-a-dire est une transformation
conforme (ce qui d’ailleurs découle d’emblée de la conformité des transformations cir-
culaires de la surface euclidienne et de ce que 1’angle « non euclidien » entre les lignes
arbitraires est égal 4 1’angle ordinaire entre leurs représentations sur le modele de
Poincaré).

(®) Cf. A. I. MARKOUCHEVITCH, Eléments d’une théorie des fonctions analytiques. M,
1944, p. 513-514,
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comme O, en un point z’ du rayon Oz, d’orientation contraire 3 O, tel que
les distances r et r’ de ces points & O soient liées par la relation

L Y
thz.th2 k th2

(et transforme le point z’ en z) ; ainsi, chaque rayon OM du cercle S (M,
point du cercle) « s’étend » sur tout le rayon OM. La transformation (36)

- -
D ——

~.

Fi1c. 73.

transforme le point z extérieur par rapport au cercle, orienté comme O, en
un point z’ du rayon Oz tel que les distances z et r’ des points z et z' &4 O
soient liées par la relation

ot g P
th2 th2 k th2

(z et z’ sont pareillement orientés) ; ainsi le segment du rayon OM exté-
rieur par rapport au cercle se change en lui-méme, de plus le point M
passe au point infiniment éloigné et le point infiniment éloigné passe au
point M.

On peut encore décrire autrement la transformation (36). On voit faci-

lement que cette transformation transforme en lui-méme le cercle S1 d’équa-
tion

5 — & — 2_8_]_.
zz=k th 2a
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c’est-a-dire le cercle dont le rayon p; est défini parlarelation th p/2 = th2 p1/2.
De plus chaque point z se change en un point z’ du rayon Oz tel que

th (-;—{Oz})-th (%{02 }) = '8

autrement dit, chaque point z passe en un point z’ tel que tous les cycles
perpendiculaires & S1 de la géométrie non euclidienne de Lobatchewsky
qui passent par z, passent aussi par z’ (fig. 73) cf. note (1) p. 139. Cette der-
niére circonstance permet d’appeler la transformation (36) : symétrie par
rapport au cercle 7.

Un exemple de transformation circulaire qui transforme une ligne
limite S d’équation _

27 +iz—iz =0,
est donné par I’inversion de deuxiéme espéce
4 = iz+4+1
3z +i @GN

Cette transformation transforme chaque diameétre de la ligne limite en lui-
méme. Chaque point z situé & ’intérieur de la ligne limite, orienté comme les
points de la ligne elle-méme (c’est-a-dire comme le point O) se change ainsi
en un point z’, d’orientation contraire 3 z, tel que les distances orientées
d et d’', mesurées par rapport au diamétre [zz'], des points z et z’ de la
ligne S sont liées par la relation

d- k1
cot 7 cot 5 = 1
(ici d est I’angle de parallélisme, correspondant au segment d), et le point
2’ passe en z ; ainsi le rayon du diamétre intérieur & S « s’étend » sur toute
la droite. La transformation (37) transforme le point z, orienté comme le
point S, en un point z’, tel que les distances d et d’ des points z et z' & S soient
liées par la relation
i, &
cot 3 -+ cot 5 = 1
(z et 2’ sont pareillement orientés) ; ainsi un rayon du diamétre extérieur a
S se change en lui-méme, de plus le point M de la ligne S passe au « point
infiniment éloigné » et « le point infiniment éloigné » passe en M.
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On peut encore décrire autrement la transformation (37). Il n’est pas
difficile de voir que cette transformation transforme en elle-méme la ligne
limite S, définie par I’équation

3zz4+iz—iz—1=0;

enfin, chaque point z passe en un point z’ tel que tous les cycles perpendi-
culaires 2 la ligne S1 et passant par le point z, passent aussi par le point 2z’
(fig. 74). La transformation (37) peut s’appeler symétrie par rapport i la
ligne limite S;.

FiG. 74.

Un exemple de transformation circulaire transformant 1’équidistante S
d’axe o, et de distance des points S a I’axe (largeur de ’équidistante) &, en
absolu est donné par une inversion de troisi¢éme espece

—(—a)iz+ (1 + a) h
= , a=th=. 38
1+ a)z—(1—a)i 2 %)

Cette transformation transforme en lui-méme chaque diamétre de 1’équi-
distante. Avec cela le segment PM du diamétre compris entre 1’axe et 1’équi-
distante dont les points sont orientés comme le point M de I’équidistante
s’étend sur un rayon infini limité par le point M; du diamétre tel que
M1 P = by soit un segment complémentaire du segment MP = h, ¢’est-a-dire
que les angles A et h; soient complémentaires (A + A1 = #/2) : sid et d’ sont
les distances du point z du segment considéré et de son image 2, A I’axe o
de I’équidistante :

z

d—d =h



[§ 17 TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES 183

(labarresurle segment représente comme précédemment 1’angle de parallélisme,
les orientations des points z et z’ sont opposées ; z’ inversement passe en z).
Le rayon du diamétre situé en dehors de 1’équidistante, limité par le point M,
se change lui-méme, de plus M passe au « point infiniment éloigné », tandis
que « le point infiniment éloigné » passe en M ; si d et d’ sont les distances
du point z de ce rayon et de son image z’ 4 I’axe 0. On a

d+d'=h

(z et 2’ sont orientés comme le point M de 1’équidistante). Enfin les points
du segment PM; orientés inversement 4 M se transforment en les points
d’un segment PMj qui lui est égal, situé de I’autre c6té de 1’axe ; si d et d’
sont les distances correspondant 1’une & ’autre dans les transformations
(38) des points z et z’ des segments PM et P'M a
I’axe o, on a

J+J'=E1

(d est considéré comme positif, I’orientation des
points z et z’ est opposée).

En posant, en particulier, la largeur 2 de
I’équidistante égale a zéro nous obtenons la trans-
formation

,  —iz 41
7=,

(39 Fic. 75.

z—i
qui transforme en absolu la droite o du plan de Lobatchewsky. Cette trans-
formation transforme en elle-méme chaque droite perpendiculaire 3 o. De
plus le point z du rayon de cette droite limité par le point p de la droite o
passe, suivant son orientation, soit au point z' de ce méme rayon (si les
distances non euclidiennes (p, z) et (p, z') sont égales d d et d’ :

d+d =2,

c’est-a-dire que d et d’ sont des segments complémentaires (fig. 75), soit
en un point z’' du deuxiéme rayon de cette droite (de plus dans ce cas les
segments pz et pz’ sont complémentaires). Le géométre allemand Heinrich
Liebman parvint le premier a cette transformation a partir de considéra-
tions tout 2 fait différentes (%) :

() Cette transformation a été étudiée en détail dans le livre de V.F. KAGAN, Fonde-
ments de la géométrie, 17 partie, M. L., 1949, § 34. Notons que V. F. Kagan, comme
Libman lui-méme, n’utilise pas de points orientés ce qui complique un peu 1’exposé.

YAGLOM. — Nombres complexes. 13
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La transformation (38) transforme en elle-méme 1’équidistante S1
d’équation
e'zz—izt+iz—e" =0,

c’est-a-dire I’équidistante d’axe o et de largeur A, telle que sh i1 = eb; elle
transforme chaque point z du plan en un point z’ tel que toutes les perpen-
diculaires du cycle Sy passant par z passent aussi par z’ (fig. 76). Il est naturel
d’appeler cette transformation symétrie par rapport a 1’équidistante Si.
En particulier, la transformation de Liebman (39) représente une symétrie
par rapport 3 1’équidistante de largeur 41, ou sh Ay = 1.

fal SRS 2

Ainsi, une classification compléte des transformations circulaires du
plan de Lobatchewsky est donnée par le théoréme suivant :

Chagque transformation du plan de Lobatchewsky représente soit un dépla-
cement, soit un déplacement accompagné d’une symétrie par rapport @ un
certain cycle S1 (inversions de premiére, deuxiéme ou troisiéme espéce).

Remarquons aussi que chaque transformation homographique (circulaire)
du plan des nombres complexes fournit une modification déterminée du modéle
de Poincaré de la géométrie de Lobatchewsky. En effet, soit un point 4 sur un
modéle de Poincaré initial du plan de Lobatchewsky représenté par le point z
(nombre complexe). Nous obtenons la modification indiquée du modéle de
Poincaré en convenant de représenter un point 4 du plan de Lobatchewsky
non par le point z, mais le point z’ (nombre complexe), en lequel notre transfor-
mation change le point z. Les propriétés des transformations circulaires per-
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mettent d’affirmer que les cycles seront aussi représentés par des cercles du plan
des nombres complexes et 1’« angle non euclidien » entre les cycles sera égal a
I’angle (ordinaire) entre les cercles qui représentent ces cercles dans le « modéle
de Poincaré modifié » obtenu de cette fagon. En particulier, ce qu’on appelle
la transformation de Kiel
, iz 41
=— 40

T | (40)

qui transforme le cercle zZ = 1 en axe réel z— Z = 0, connecte « le modéle de

Poincaré a I’intérieur du cercle unité » avec « le modéle de Poincaré sur le demi-
plan » (voir § 11, chap. 11, p. 117-118).

§ 18**. TRANSFORMATIONS AXIALES CIRCULAIRES
DU PLAN DE LOBATCHEWSKY

Considérons maintenant les transformations homographiques

, _az+b
i M
et
p=Zt0 1 a)
cz+d

ou z et z’ sont des nombres doubles; de plus comme précédemment nous
supposerons que le déterminant

4 =

a b’
c d
n’est pas un diviseur de zéro. En vertu de ce qui a été dit au § 12, chap. II,
on peut interpréter ces transformations comme des transformations dans
Pensemble des droites orientées du plan de Lobatchewsky. Exactement
comme précédemment de la propriété d’invariance du rapport anharmo-
nique

Z1—23 Z1— 24

Za—23 Z2— 24

W(z1, z2, z3, 24) =

et de la condition indiquée au § 12 de I’appartenance de quatre droites
orientées z1, zs, z3, z4 & un seul cycle s’ensuit que les transformations (1)

YAaGLoM. — Nombres complexes. 13*
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et (1 a) transforment chaque cycle du plan de Lobatchewsky & nouveau en un
cycle ; en vertu de ceci il est normal d’appeler ces transformations :
transformations axiales circulaires (propres et impropres) du plan de
Lobatchewsky (%).

Le rapport anharmonique de quatre droites (orientées) z1, z2, z3 et z4
est l'invariant fondamental des transformations axiales circulaires; plus
exactement, si la transformation (1) ou (1 @) transforme les droites z1, za,
z3 et z4 en droites z}, z5, z5 et z3 on a

W(zi, 25,23 ,21) = Wz, z2, 23, 24)

ou
W(Zi s z2 ’ Zé ) z4 ) = W(Zl, Z2, Z3, 24)' (9)

11 est facile de préciser le sens géométrique de I’expression W(z1, zs, z3, z4).
Et notamment 1’argument Arg W du rapport anharmonique est égal 3 la
distance tangentielle orientée {[z1z2z4]z1[z12225]}, mesurée par rapport 2 la
tangente zi, entre les cycles [z1z223] et [z12z2z4] déterminés par les trios des
droites z1, z2, z3 et z1, 22, z4; quant au module | W| de ce rapport il est égal
au rapport anharmonique des angles entre les droites, déterminé exacte-
ment comme dans le § 15,

sin (% /{ zszs }) sin (% /A zazs })
sin (%  { z3z2 }) sin (% Z{ zazs })

W(z1, 22, 23, 24) =

De la propriété d’invariance du rapport anharmonique il s’ensuit que
les transformations axiales circulaires du plan de Lobatchewsky conservent
les distances tangentielles entre les cycles (2) et les rapports anharmoniques
des angles entre les quatuors de droites ; ceci permet d’utiliser les transforma-
tions circulaires axiales dans de nombreux problémes de la géométrie non
euclidienne.

Donnons encore pour conclure la description géométrique du plan de
Lobatchewsky. On peut facilement vérifier que chaque transformation

(1) On appelle aussi quelquefois ces transformations Transformations de Laguerre
du plan de Lobatchewsky.

(® D’ou il s’ensuit que les transformations axiales circulaires du plan de Lobatchewsky
conservent les distances tangentielles entre des courbes arbitraires c’est-3-dire sont des
transformations équilongales du plan de Lobaichewsky, cf. note (1), p. 160.
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axiale circulaire (1) ou (1 a) du plan de Lobatchewsky qui transforme en lui-

méme 1’absolu zZ = — 1 est un déplacement
z’=Lz_+q_, ou z,___—T__pz—l:q, ou z'=—p—z__+q__,
—qz+p 9z +p —4qz+p
ou z'= ——fz—-!-_q s pp+q7>0. (4D
9z +p

Comme, de plus, toute transformation axiale circulaire transforme un
faisceau paralléle, comme il est facile de le voir, @ nouveau en faisceau
paralléle, le probléme de la classification de toutes les transformations
axiales circulaires du plan de Lobatchewsky conduit 4 la recherche des
transformations « types » qui transforment en absolu X' I’équidistante, la
ligne limite, le cercle (en particulier le point), un faisceau de pente égale.

Pour la suite, il nous sera commode d’introduire la notion suivante.
Associons aux droites (orientées) du plan de Lobatchewsky perpendiculaires
a P’axe fixe / (aux droites « du faisceau orthogonal » d’axe /) les points
orientés d’intersection de ces droites avec /, et ceci de fagon qu’aux droites
dirigées d’un seul coté de / correspondent les points pareillement orientés.
En vertu de cette correspondance, A chaque transformation dans I’ensemble
des droites orientées (axes) du faisceau orthogonal correspondra une cer-
taine transformation dans I’ensemble des points orientés, appartenant a la
droite . Ces transformations — ponctuelles et axiales — nous les nomme-
rons associées.

Un exemple de transformation axiale circulaire qui transforme en
absolu 2 ’équidistante S d’axe o et de largeur 4 donnée par I’équation

27 =—Kk" =—thzg,

est fournie par ’inversion axiale de premiére espéce
7' =—kfz “42)

La transformation (42) transforme chaque droite z coupant 1’axe de 1’équi-
distante S en un certain point M, en une droite z’, coupant o en méme
point M; de plus
oz oz’
glozd. g oz}

3 o tg 3 =k.
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La droite z, paralléle & o dans I"une des deux directions de cette droite est
transformée en droite z’ antiparalléle & o de direction opposée, tandis que z’
est transformée en z; de plus si p et p’ sont les distances orientées du pdle O
a z et & 2’ du systéme polaire des coordonnées situé sur o, on a :

shp:shpr =—k.

Enfin chaque faisceau orthogonal, construit sur le diamétre / de 1’équidis-
tante S, est transformé en lui-mé&me, avec cela, la transformation des droites
de ce faisceau est associée a la transformation que subissent les points du
diamétre / du cercle S « inscrit » dans ’équidistante S (le rayon du cercle §
est égal & A, et le centre coincide avec le point P d’intersection de / avec
I’axe 0) une inversion ponctuelle de premiére espéce qui transforme S
en absolu.

L’exemple d’une transformation axiale circulaire transformant en
absolu X' la ligne limite S d’équation

2zz+ ez—ez =0,
est fourni par I’inversion axiale de seconde espéce
, _ez—1

T 3%te

(43)

La transformation (43) transforme le faisceau des diamétres de la ligne
limite en lui-méme. Le faisceau orthogonal dont 1’axe est le diamétre / de
la ligne S est aussi transformé en lui-méme, de plus la transformation des
droites de ce faisceau est associée a la transformation des points de diamétre /
dans une inversion ponctuelle de deuxiéme espéce (37).

Un exemple de transformation axiale circulaire qui transforme en X
le cercle S de rayon r, ayant son centre au pdle du systéme des coordon-
nées O (I’équation de ce cercle a la forme

shrezz—ez+ ez +shr =0)
est donné par I’inversion axiale de troisiéme espéce

g =0z td+0 T (44)
— (1 + &)z + (1 —a)e 2

La transformation (44) transforme en lui-m&me chaque faisceau ortho-
gonal dont I’axe est le diamétre / du cercle; de plus la transformation des
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droites de ce faisceau est associée a la transformation des points / dans une
inversion ponctuelle de premiére espéce qui transforme en X 1’équidistante §
«inscrite » autour de S (la largeur de I’équidistante S est égale A r, son axe
est perpendiculaire & / et coupe / au point O). En particulier, en posant que
le rayon r du cercle est égal a zéro, nous parvenons a la transformation
g+l @)
—z+te

qui transforme en absolu 2’ le point O. Au cours de cette transformation
la droite z est transformée en droite z’ perpendiculaire a la droite OP 1 z
et la coupant en un point P’ tel que les distances OP = d et OP' = d’ de
O i z et A 2’ sont les segments complémentaires

¢1_+(7'=17/2

(fig. 77).

Remarquons encore, que les transformations (42), (43) et (44) laissent
respectivement en place toutes les droites (orien-
tées) appartenant a 1’équidistante S1, d’équation
zZ = —k, 4 la ligne limite S; d’équation

3zz4+ez—ez+1=0,
ou au cercle S1 d’équation

azz—ez+ez+a=0,

ol a est un nombre réel, lié au rayon r du cer-
cle S par la relation a = e'; ici e & 2,7 est la base FiG. 77.
des logarithmes naturels (non des unités dou-
bles !). De plus, toutes ces transformations transforment chaque point z en un
point z’' qui & son tour est transformé en point z. C’est pourquoi on peut
aussi respectivement appeler ces transformations symétrie axiale par rap-
port d I’équidistante, par rapport @ la ligne limite ou par rapport au cercle Si.
En particulier, la transformation (45) représente une symétrie axiale par
rapport au cercle S1 de rayon r qui est défini  partir de la relation sh r; = 1.
Considérons enfin la transformation circulaire spéciale suivante du plan
de Lobatchewsky :
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La transformation (46) transforme chaque droite z qui coupe 1’axe o en
droite z’ divergeant de o, tandis que z’ se transforme en z; la droite z paralléle
3 o est transformée en droite z’ paralléle & o(z et z’ sont paralléles & o dans
des directions opposées; z’ se transforme en z) et les droites antiparalléles
4 o sont transformées de fagon analogue. De plus le faisceau des droites
qui coupent o en un certain point M, se transforme en un faisceau ortho-
gonal qui a pour axe la perpendiculaire / 4 I’axe o menée au point M;
’angle ¢ = / {o, z} est lié 2 la distance d = {0, z'} de o de 'image z’ de
la droite z par la relation

’>l,

NI

l
ctg %’ ) si l tg

pour |tg ¢/2| < 1 la droite 2 est dirigée du méme c6té de I que o, et pour
Itg (p/2| > 1 du cdté opposé. Le faisceau de droites, coupant 1’axe polaire o
sous un angle constant ¢ 7 m/2, se transforme en équidistante d’axe o;
le faisceau orthogonal d’axe o se transforme en absolu 2'; inversement X est
transformé en faisceau orthogonal d’axe o. La transformation (46) trans-
forme chaque équidistante, ligne limite ou cercle en un faisceau de pente
égale et inversement. On peut appeler la transformation (46) « retour-
nement ».

Il nous est facile maintenant de donner un exemple de transformation
qui transforme en 2 un faisceau de pente égale ¢ avec 1’axe o (un faisceau
de droites qui coupent o sous un angle constant ¢ ; 1’équation de ce faisceau
a la forme

z=k = tg’

I8

Cet exemple est formé d’une inversion axiale de premiére espéce (42) et
d’un « retournement » (46)

z' = —k/zi, ol z1 = ez,
c’est-a-dire CY))
z' = ke/z.

La transformation (47) peut s’appeler inversion axiale de quatri¢éme
espéce.
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Finalement nous obtenons que chaque transformation axiale circulaire
du plan de Lobatchewsky représente un déplacement ou un déplacement
accompagné d’une symétrie axiale par rapport @ un certain cycle S1 (inversion
axiale de premiére, deuxiéme ou troisiéme espéce), ou, enfin, un déplacement
accompagné d’une symétrie axiale par rapport a [Iéquidistante et d’un
« retournement » (c’est-a-dire accompagné d’une inversion axiale de qua-

triéme espéce).

En conclusion, indiquons encore que chaque transformation axiale circulaire
permet de donner une nouvelle représentation de 1’ensemble des droites orientées
du plan de Lobatchewsky par I’ensemble des nombres doubles ; en d’autres termes,
de nouvelles « coordonnées complexes (plus exactement doubles) » des droites :
pour cela il suffit d’associer A la droite ayant la « coordonnée » z, le nombre

Z,_az+b
T ez +d

De plus dans le nouveau « systéme de coordonnées » la condition d’appartenance
des quatre droites zo, z1, z2, zs & un seul cycle aura la méme forme qu’avant

WA(zo, z1, 22, 23) = W(zo, 21, 22, 23) ;

les cycles seront décrits par les équations habituelles (19) (p. 154) ; les transfor-
mations axiales circulaires auront la forme (1) et (1 a), etc. En particulier, la trans-
formation

z,=ez—|-1 48)

z—e

transforme les coordonnées complexes (59), (59 a), (59 b) les droites du plan de
Lobatchewsky étudiées dans la partie essentielle du § 12, chap. II, en « coordonnées
complexes » que I’on trouve a la fin du § 12 (p. 126-129).
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