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Préface

Nous avons tous appris a lire ! Roman, cours d’histoire, mode d’emploi, poéme. ..
On commence en haut a gauche par une majuscule, on cherche a comprendre la
premiére phrase, avant d’enchainer, ligne apres ligne, jusqu’au point final.

Cette méthode, linéaire donc, convient a la majorité des textes.

Sauf aux livres de mathématiques!

Le cours, qu’on le prenne en classe ou dans un ouvrage imprimé, est le port
d’ou nous partons a ’aventure et ot nous revenons chaque fois que nous devons
mettre a jour nos compétences, nos techniques, ou que nous devons préciser un
point, un théoréme, une preuve.

Cependant lire un cours de mathématiques demande une technique et une
méthode particuliére.

Hélas celles-ci ne sont pas ou peu enseignées. Faute de temps, faute d’en avoir
conscience, les enseignants se concentrent sur ce que dit le livre et non sur com-
ment le lire.

Car nous avons tous appris a lire!

Force est de constater que la plupart des lycéens, s’ils apprennent bien leur
cours comme on apprend une poésie, par coeur, ne lisent pas leur livre comme il
le faudrait.

Nous avons voulu dans cette collection, en plus de proposer un cours de ma-
thématiques réorganisé, solide et cohérent, fournir les outils vous permettant de
le lire.

Comment lit-on une définition, un théoréme, une démonstration?...

Une ligne apreés I’autre pas forcément, mais surtout lentement, en allant et reve-
nant, par passage successif sur la méme page. En se posant les bonnes questions :

A quoi sert cette hypothése ? Que se passe-t-il si je la modifie?...



Préface

Vous trouverez dans ce livre les cours de professeurs confirmés et chevron-
nés, des exercices corrigés et une méthode originale de lecture, qui, un pas apres

Pautre, vous permettra de prendre votre envol mathématique.

Yan Pradeau
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Introduction

Chaque partie de cet ouvrage représente plusieurs chapitres du programme

regroupés en un seul théme.

— La premiére partie de cet ouvrage présente les méthodes générales com-

munes a toutes les publications de la collection.
— La deuxieme partie contient le cours détaillé.

— Viennent ensuite les exercices, en ordre progressif, du plus simple au plus

difficile. Puis des thémes de recherches — ainsi que des conseils.
— Etles corrections.

Et ceci théme par théme.

A qui s’adresse ce guide?

— Aux lycéens évidemment.

— A toutes celles et tous ceux qui accompagnent au quotidien un adolescent

dans ses apprentissages.

Comment lire ce livre?

— Si vous étes un lecteur pressé — pour un survol, car il faudra y revenir -
a la recherche des méthodes et des techniques précises disséminées dans

I’ensemble du cours, cherchez dans le corps du chapitre le symbole Q, qui

se trouve en marge du texte comme ceci :

— Les preuves et les démonstrations sont signalées par le symbole o, qui se

trouve en marge du texte comme ceci :
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Introduction

Les propositions qui sont autant des propriétés et qu’il faut connaitre par

cceur sont signalées par le symbole [, qui se trouve en marge du texte

comme ceci :

Chaque section se termine avec un tableau d’apprentissage ou figurera le

temps de lecture/relecture.

Les définitions sont encadrées comme ceci :

Définition o.1. Ceci est une définition. ]

Les théoréme sont présenté comme cela :

I Théoréme o0.1. Ceci est un théoréme.

Pour vous éviter d’attendre, des exercices de compréhension vous sont
proposés sitot énoncé un théoréme, une propriété, une définition, afin de

vous aider a en saisir 'importance, les tenants et les aboutissants.
Enfin, une méthode générale de lecture est proposée au début du chapitre.

Vous trouverez un index des méthodes en page 573 et un index général,

page 575.

Bonne lecture



Premiere partie
LA METHODE

POUR ORGANISER
SON TRAVAIL






Méthode générale

1.1. Le premier jour

La rencontre avec un nouvel outil mathématique est un processus complexe

et comporte six moments :

1. La rencontre proprement dite, le premier jour ou, souvent par une activité

d’introduction, on vous présente un nouveau chapitre.
2. L’exploration et ’émergence des techniques.
3. La construction théorique des techniques. Le cours tel qu’on 'entend.
4. L’institutionnalisation®.
5. Travail et répétition des techniques, entrainement.

6. Evaluation.

Ces moments ne se suivent pas forcément, encore moins dans cet ordre, mais ils
constituent une trame classique que I'on retrouve dans I'essentiel des chapitres
du manuel et dans leur enseignement. Au collége, ces six moments se réalisent
en cours et durant le temps scolaire, cela est particulierement vérifiable chez les
éléeves n’ayant aucune difficulté. En seconde, cela devient périlleux — une partie
du travail devra étre fait en autonomie et chez soi —, en premieére spécialité maths,

ca n’est plus possible.

1. J’entends par 1a le moment ou le professeur commente le cours, le détaille, souvent a 'oral,
donne a ses éleves les « trucs et astuces » du professionnel, mais aussi les annotations en marge
des copies, le rappel des notions anciennes qu’il faut savoir et maitriser et sur lesquelles on ne
reviendra pas... Hélas, les lycéens, prennent peu, voire jamais ces commentaires en notes, ce qui
est dommageable.
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Chapitre 1

1.2,

Le « mal-travail »

Vous refusez de vous y mettre ou vous vous acharnez, sans résultats probants,

vous n’y arrivez pas. Voici ce que nous appelons le mal-travail. Les situations

de «blocage » sont épineuses. Intersection de trajectoires personnelles autant

que scolaire, circonstancielles autant que structurelles et sociales. En didactique,

nous parlerons volontiers d’« obstacles épistémologiques ». Regardons de plus

prés les caractéristiques d’un obstacle épistémologique :

— L’intériorité. Conceptions et mises en forme personnelles d’un savoir que

1.3.

’on retrouve en chacun de nous, éléve et professeur, un réseau d’images
|
qui nous appartient en propre. C’est la maniére dont vous voyez le sujet

que l'on vous présente.

La facilité. Disons-le autrement, la sécurité. Image naive, bien qu’erro-
née, parfois intuitive de considérer I'objet nouveau. « L’obstacle est donc
d’abord une facilité que Pesprit s’octroie ».

La positivité. Ca n’est pas 'absence de savoirs qui empéche 'acquisition,
mais la présence de savoirs préexistants, personnels et solidement installés

en nos fors intérieurs. Les intériorités des savoirs précédents.

L’ambiguité. C’est de supposer 'existence d’une présence, un obstacle, un
blocage et d’émettre ’hypothése d’'un dépassement possible. Ce franchis-
sement est-il seulement désiré ? Quelque part vous vous attendez a ne pas

y arriver.

La récursivité. L’obstacle existe et prend forme consciente dés lors qu’il
est franchi. Il n’apparait que dans le regard rétrospectif. C’est alors dans

les structures de controle que se trouvent les moyens de ce passage.

Apprendre ou comprendre?

Qui ne s’est jamais posé la question : « A quoi ca sert d’apprendre, si je ne

comprends pas? »

La premiére approche — apprendre — est une démarche active elle suppose de

la part d’un éléve qu’il s’inscrive, avec son corps, dans apprentissage >, qu’il

fournisse I’énergie nécessaire pour ce faire. Alors que « comprendre » c’est bien,

2. Notez I’étymologie commune entre ces deux mots.
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c’est un plus, dont nombre d’entre nous aimeraient bien étre capables. Quelque
chose d’aussi courant que I'idée de « nombre », simple d’emploi, est une notion
complexe et répondre a la question : « Qu’est-ce quun nombre ? » est une ceuvre
a part entiere. Cela n’empéche personne de calculer et plutdt deux fois qu'une.
« Comprendre » est un luxe offert a qui « apprend », et si « apprendre » permet
de « comprendre », mettre cette derniére revendication comme obligatoire reléve

plus d’une stratégie d’évitement et de mauvaise foi.

Une lecture rapide du chapitre permet d’affirmer que 'on « comprend », comme
dire je comprends le film, mais apprendre suppose de se confronter au test et re-
léve d’une action. C’est aussi une question de niveau et de timing. Comprendre
peut s’entendre lors d’un cours, alors qu’apprendre intervient au moment de se

remémorer, lors d’'un controle.
Vous ne pouvez pas comprendre si vous n’apprenez rien.

Enfin, le « ou » mathématique est inclusif. Apprendre OU comprendre, permet

d’apprendre ET comprendre.

1.4. Apprendre, quand et comment?

Son cours, d’accord! Mais quand et comment? Car il n’est rien de pire pour
un éléve que de passer des heures a apprendre le cours et n’en rien sortir le jour

du controle.

1.4.1. Comment?
Les quatre appuis

Selon le psychologue spécialisé en neuropsychologie Stanislas Dehaene 3, I’ap-

prentissage repose sur quatre appuis :

3. Ses travaux portent notamment sur les représentations mathématiques. Certains sont en
ligne sur le site du Collége de France.
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1. L’attention : — Faire des fiches.

— Le questionnement durant .. .
3. Retour de I'information :
le cours

— La prise de note — Corrigés détaillés

— La disponibilité. _s Commentaires

2. L’engagement actif :

) — Bilan des erreurs
— Faire

— Expérimenter — Diagnostic.

— Questionner 4. Renforcement :

— Refaire sans corrigés

— Sommeil
— Se rappeler le cours avant

de le lire, anticiper — Répétition.

7 . .-
Q Les cinq piliers
Les cing piliers d'un bon apprentissage sont :
1. Qulest-ce?
Ce sont des vecteurs, des regles d’algebre, un cours sur les droites, de la
géométrie... bref, en vrac et avec des mots simples, savoir de « quoi » ¢ca
parle. Tout comme l'on peut décrire un film par son style avant d’envisa-

ger de le résumer. Ensuite, la mémorisation des définitions, formules et

propriétés du cours.

Ici dessins et représentations graphiques viennent en support, car ils valent
souvent mieux qu'un long discours dit-on, a juste titre. A main levée ou

avec un logiciel, comment s’illustre la définition de fonction croissante ?
2. D’oui ¢a vient?

Chaque année, les professeurs de mathématiques revoient leurs « progres-

sions » c’est-a-dire de quelle maniére ils vont enchainer les chapitres. En ef-

fet, ordre n’est pas neutre. Que ’on panache en alternant théme d’algébre

avec géométrie, cela ne change rien a la question que 'on pose toujours :

De quels outils ai-je besoin avant d’aborder cette notion? Cette question
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pour ’éléve est un point important, situer dans quel sens un théoréme in-
tervient, d’ou vient-il et o va-t-il? Aide & comprendre, a donner du sens
a ce que 'on apprend.

3. A quoi ¢a sert?
Question similaire a la précédente, mais plus précise, a quoi ca sert tres
concrétement (sous-entendu en mathématique et pas ailleurs)? Les vec-
teurs servent & montrer que des droites sont paralléles... La factorisation

sert a étudier le signe d’'une expression algébrique... La fréquence en sta-

tistique introduit la notion de probabilités. ..

4. Comment s’en sert-on?

Dans cet ouvrage, les exercices sont corrigés, il y ales méthodes a connaitre.

5. Quels points communs avec d’autres chapitres ?

Laissez flotter votre imagination, batissez des ponts, I’addition de nombres
réels est commutative, tout comme celle des vecteurs. .. Quand on multiplie
deux entiers, cela reste un entier, peut-on procéder de la méme maniére

avec des vecteurs ?

La fiche de cours

Qu’on les appelle fiche de cours, fiche a bulle ou carte mentale, fiche de révi-
sion avec les réponses au verso, qu’on les réalise a la main ou sur ordinateur, le
principe reste le méme : participer de maniere active a son apprentissage.

Prendre le temps de résumer son cours en fiche, parce qu’il faut se poser la
question : Ai-je besoin de savoir ¢a? Voire, de réaliser une anti-séche, autrement
dit un ultra résumé sur un ticket de métro. Comment procéde-t-on?

Vous pouvez, a titre d’exercice pratique, mettre les points évoqués par Stanislas
Dehaene en fiche ou en carte mentale.

Mettre son cours en fiche est important en soi, c’est-a-dire que lactivité est
aussi, voire plus, importante que le résultat, car la mémoire est reconstructive. Ca
n’est pas en relisant son cours qu’on 'apprend, mais en fournissant un effort pour
s’en souvenir. Et la mémoire est un outil substantiel de la compréhension. C’est 1a
que I'association entre le cours et les exercices prend son sens. En mathématiques,
si le cours peut s’apprendre comme une poésie, ¢ca n’est pas pour le réciter, mais

pour se doter d’un catalogue conséquent. Pensez au plombier qui intervient en



20

Chapitre 1

urgence sur un dégét des eaux, que sait-il du probléme qu’il va devoir résoudre ?

Rien ou si peu, il n’a pour lui que ses outils et son expérience. Et s’il venait a ne

pas avoir la bonne clé? Le bon tuyau?...

Et pour finir sur ce point, voici un exemple personnel de carte mentale portant

sur le chapitre des vecteurs que 'on construit a aide des cing piliers :

1.

Qu’est-ce?

Ce sont des vecteurs, un outil de géométrie. Ici on fait un dessin. Un vec-
teur se caractérise par trois idées : sens, direction et norme. On fait bien
attention au fait que dans la langue francaise, « sens » et « direction » sont
des synonymes, pas en maths. On peut s’imaginer ¢ca comme une ligne de

métro, que ’on peut prendre dans un sens ou 'autre...

D’ou ¢a vient ?

C’est en relation avec les parallélogrammes et les translations (les « glisse-
ments »).

A quoi ca sert ?

A montrer que 3 points sont alignés, que deux droites sont paralléles, qu'un
point est le milieu d’'un segment ou le centre de gravité d’un triangle, qu'un
quadrilatére est un parallélogramme. ..

Comment s’en sert-on?

Les regles algébriques de manipulation des vecteurs ressemblent beaucoup
a celles que 'on peut voir en algébre, addition, multiplication et factorisa-

tion par un nombre, développement...
Quels points communs avec d’autres chapitres ?

Géométrie pour commencer, transformations du plan, translation et ho-
mothétie, donc théoréme de Thalés, mais aussi en physique, position d’'un

solide en équilibre. ..
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Voici ce que ¢a donne :

Prouver que :

3 points sont alignés
— —
AB = M\AC

I milieu d’'un segment

d g —
IA+1IB =0
2 droites sont paralleles
= R
AB = \XCD
ABCD parallélogramme Une direction
TGN | Un sens
AB =DC Une norme
X A
Sert a Qu’est-ce?
> Vecteurs <
Comment ? Oou?
Y
Géométrie :
- Parallélogrammes
- Droites
— Triangles, carrés
A_, — = = Transformations :
AB + AC = AD — Translations
Relation de Chasles - Homothéties
T T Physique :
AB + BC = AC — Forces
4o =0 +u — Point d’équilibre
k@ +7) = kv + kT
(k+ k0 =kt +ku
74 (—u)=0

1.4.2. Quand?

L’apprentissage s’améliore avec la répétition 4, sans elle, on oublie vite et plus
le savoir a retenir parait dénué de sens a 'apprenant, plus I'oubli est rapide. Evi-
demment, la capacité a retenir est propre a chacun de nous, certains sont plus

doués que d’autres. Il n’en demeure pas moins des « évidences » :
— Le taux de mémorisation réel dépend du nombre d’apprentissages.
— Une répétition espacée fixe I'apprentissage.

— Le sur-apprentissage lutte contre ’oubli.

4. Hypothése sur le déclin de rétention de la mémoire formulée en 1885 par le philosophe
allemand Hermann Ebbinghaus (1850-1909).
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— Fatigue, manque de sommeil et d’attention sont des ennemis de la mé-
moire.
Voici un graphique, la « courbe de la mémoire », laquelle explique ’hypothése
formulée par Ebbinghaus, ses effets et les solutions pour y remédier.
La courbe représente (en pourcentage) I’oubli du cours qui, si 'on n’y revient
pas vite, on peut le voir est rapide. La deuxiéme montre ce qu’il se passe lors de
la premiére révision, et ainsi de suite avec les graphiques suivants. L’échelle de

temps est relative, il n’est pas dit quand intervient le travail de mémorisation, on

pose que le plus tot est le mieux > :

Mémorisation (en %)

100%
80%
60%

40%

" i i 1 1
0% T T T 1
FIGURE 1.1. — Révision n°1 Révision n°2 Révision n°3 Révision n°4 Temps

Pour aider le lecteur dans son apprentissage, chaque section se termine sur le

tableau suivant a cocher soi-méme :

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

| Début de lalegon le : |

J+1 [ J+3|J+10| J+30 | J+90

‘ Vu

5. Source : https://fr.wikipedia.org/wiki/Courbe_de_1’oubli



Comment lire un cours
de mathématiques ?

Alors lire cet ouvrage — ou son manuel de cours — demande de suivre une autre
routine. Un cours n’est pas un roman, surtout en mathématiques, voici comment

procéder.

2.1. Méthode systématique de lecture

Q
L/
1. Premier passage, noter ce qui vous semble important
Lire les introductions de chapitre, mais aussi la table des matiéres au préa-
lable. Survoler un chapitre avant de le relire avec plus d’attention et de

noter les points cruciaux (les thémes abordés, les objets présentés...).

2. S’interroger
Quelle est la propriété importante du chapitre ? Autour de quelle définition
s’articule-t-il? A quoi servent les objets introduits ?

3. Repasser avec minutie

Nouveau passage, mais cette fois, une ligne apres 'autre dés lors que la
premiére est comprise, on enchaine. Prendre aussi une pause et relire ce

qui a été lu. Lire les théorémes d’abord, puis les démonstrations.

4. Creuser

Si Pauteur laisse des points a votre charge de les vérifier, c’est a vous. Les
mentions « un calcul rapide » ou « bien preuve laissée au lecteur » indique

que c’est votre tour. Un livre a deux auteurs, vous étes le second.
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5. Aller plus loin
Faire les exercices du chapitre, pas tous, mais un nombre consistant et re-
présentatif des points abordés. Ecrire une fiche de cours, ou une carte men-

tale.

2.2. Lire une définition

r ’ oy ’ .
Q Les cours, souvent commencent par des définitions. C’est qu’en mathématiques,
la premiere étape est de définir sans, confusion possible, les termes.
Or cette démarche — donner le signifiant d’un terme - passe par I’énoncé d’'une

propriété mathématique.

Définition 2.1. Un entier pair est le produit de 2 avec un entier quel-

conque.

Définition 2.2. Un entier impair est un entier qui n’est pas pair. ]

Définition 2.3. Un entier est dit premier s’il posséde deux et seulement

deux diviseurs : 1 et lui-méme.

On le voit sur ces deux exemples qu’une définition peut dépendre d’une autre.
La propriété sera intrinseque ou extrinseque.

Le but premier d’'une définition est de se mettre d’accord et de poser le cadre
des discussions a venir - ce paradigme remonte a Euclide. Elle peut aussi intro-
duire un concept ad-hoc, répondant a un probléme particulier - c’est le cas du

nombre complexe ¢ qui sera vu en classe de terminale.
1. Lire et observer
Comme un chasseur observe sa proie, prendre le temps de comprendre le
contexte, d’ou vient 'objet ? Quelles sont les conditions a remplir ?
2. Qui est quoi?
Explicitez, identifiez clairement a quoi vous avez affaire. Nombres entiers,

fonctions usuelles, triangles... Rapportez la définition a celles qui la pré-

cedent, en quoi est-elle nouvelle ? Qu’apporte-t-elle de plus?
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2.3.

Ai-je des exemples?

Autrement dit ai-je connaissance d’exemples prouvant que les objets défi-
nis existent.

Trouvez des exemples types

De ces exemples qui mettent en évidence toutes les propriétés.

Trouvez des exemples triviaux et extrémes

Interrogez les « limites » de la définition. O est-il premier ? 1 est-il premier ?

Trouvez des « non-exemples »

A TI'image des contre-exemples, les non-exemples se disent d’objets qui
n’entrent pas dans le cadre de la définition, tout en restant dans le domaine
général d’intervention. L’entier 39 n’est pas premier car 39 = 3 x 13, il a

donc quatre diviseurs.

. Cherchez des propriétés simples

La suite du cours viendra en fournir ensuite. La somme de deux entiers

pairs est-elle paire ? La somme de deux entiers impairs est-elle impaire ?

Lire un théoreme

Voici trois théorémes de votre cours de seconde :

Théoréme 2.1. Le produit de deux nombres pairs est pair.

Théoréme 2.2. Le nombre \/2 est irrationnel.

Théoréme 2.3. L’ensemble des nombres premiers est infini.

1.

Analyse des théorémes

— Quelles sont les hypothéses, quelles sont les conclusions. Identifier le

«si..., alors... » implicite. Réécrire le théoréme avec des symboles.

Pour le Théoréme 2.1. Si m et n sont des entiers pairs, alors m x n est
pair.

— Forces/contraintes des hypotheses et des conclusions : Sont-elles res-

treintes, générales? Plus les hypothéses sont générales, plus elles

sont fortes. Plus les conclusions sont précises, plus elles sont fortes.

Hypothéses faibles et conclusions fortes est une situation idéale.
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Dans le cas du Théoréme 2.2. Les hypothéses sont trés restrictives, on
peut ouvrir le probléme en se demandant si la conclusion reste vraie pour
/P ou p est un nombre premier (voir plus bas).

2. Comparer avec d’autres théorémes
D’ou vient-il, ou va-t-il ?

3. Quelles sont les conditions d’application et qu’énonce le théoréme ?

4. Faire un dessin

Fondamental!
5. Appliquez le théoréme a des exemples triviaux et extrémes

6. La réciproque est-elle vraie?

Exemple 2.1. Sile produit de deux entiers est pair, alors ces deux entiers

sont pairs.

Montrer que c’est faux a I'aide d’un contre-exemple.
7. Quelle est la contraposée du théoréme?

8. Généralisez

Théoreme 2.4. Sip est premier alors \/p est irrationnel.

2.4. Lire une démonstration

Ce qu’est une démonstration en mathématique est un trés vaste sujet. Disons
pour faire court que le sens varie selon les époques et les cultures, ce qui était
acceptable pour Euler ne lest plus de nos jours, la Chine ancienne se satisfaisait
d’un dessin pour établir le théoreme de Pythagore, ce que les Grecs refusaient. 11
n’en reste pas moins que la recherche de la preuve et, derriére elle, de la vérité est
Pactivité centrale des mathématiques. Or comme un joueur d’échec apprend les
parties de ses ainés, 'apprenti mathématicien doit apprendre les démonstrations
par cceur avant de pouvoir les comprendre. Cela suppose évidemment de savoir
les lire correctement. Un exercice difficile et pas comme les autres.

D’autant que faute de temps, les éleéves s’en abstiennent, jugeant accessoire
Pexercice : « Je sais le théoréme, c’est déja pas mal! » ou « Pourquoi faire ? Je sais
que C’est vrai, vous I’avez dit, j’ai confiance en vous! » ou bien « Parce que c’est

évident! ».
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Enfin elles sont difficiles a lire par ce qu’elles supposent d’oubli de soi. Il faut
se fondre dans la pensée d’un autre, accepter de chercher a comprendre ou il veut
en venir, le suivre lentement et pas a pas.

Faites donc I'effort avec les démonstrations votre cours. Difficile certes, mais
passionnant et redoutable d’efficacité a la longue.

Enfin la lecture et la compréhension d’'une démonstration rend 1’éléve auto-
nome, non seulement il connait la vérité — au sens mathématique s’entend -,
mais il peut I’établir par lui-méme et avec elle c’est de sa liberté dont il s’agit.
Il ne dépend plus du professeur ou d’un camarade plus doué, il est son propre
maitre a son niveau.

Vérité, autonomie, liberté, ce qu’apportent les mathématiques.

Enfin, par ’habitude et '’entrainement, les démonstrations permettent d’envi-
sager de partir a ’'aventure de problémes a résoudre et d’y trouver une satisfac-
tion a nulle chose égale. Répétons-le, ca n’est pas par hasard si, depuis si long-
temps, autant de personnes y consacrent I’essentiel de leurs journées I’espace de

leur existence.






Préparer le contrble

Nous y voila! Une évaluation est annoncée, notée quelque part sur un agenda
partagé et en ligne : C’est dans trois semaines a partir de maintenant. Le contréle
de mathématiques arrive et comme souvent, s’y prendre au dernier moment est
la pire des manieres de procéder... ce que font une grande majorité des éléves,
une stratégie inefficace pour beaucoup, mais qu’importe, on ne change pas une
équipe qui perd! Pourtant, il existe des astuces simples et faciles a mettre en
ceuvre, de celles qui marchent!

D’autant que 'ennemi principal, I’énorme difficulté, le rocher au milieu de la
route... n’est pas les mathématiques, mais le stress! Cette fichue tension qui nous
désarme et nous fait perdre la moitié de nos moyens, celle qui nous fait dire apres :
« Pourtant je savais tout! » C’est comme monter sur scéne, on répeéte et le jour J,

le trou de mémoire!

3.1. Des le début du chapitre... travail régulier plutét

qu’intense!

Premier conseil, peut-étre le plus difficile & mettre en place : les révisions com-
mencent le premier jour, dés le début d’un nouveau chapitre. Apprendre la lecon
le jour méme, ce qui veut dire essentiellement la relire. Il ne s’agit pas de pas-
ser une heure tous les soirs, pas encore, juste de se remettre en mémoire le jour
méme ce qui a été vu. Connaitre son cours sur le bout des doigts est un préalable
nécessaire et suffisant! Les propriétés viendront aisément a lesprit le jour du
contrdle, il ne s’agira pas de « chercher ses mots » ce jour-la. Le cours dans sa
totalité doit devenir un savoir profondément ancré, afin de pouvoir étre mobilisé

sans peine.
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O Résumons-nous :
w

1. Lire son cours le jour méme, apprendre les définitions, les propriétés, les

théorémes. ..

2. Refaire les exercices vus en classe, ne pas hésiter a poser des questions

le lendemain, tant que c’est frais a 'esprit.

3. Prolonger avec les exercices d’entrainement, puis d’approfondissement.

3.2. Jusqu’a la veille du jour J...

Cela peut sembler contre-intuitif : I’avant-veille du contrdle, ne révisez plus!

La premiére raison est que le cerveau est un organe, il a besoin de temps lui
aussi, afin d’organiser ce que vous avez appris... de se reposer.

La deuxieéme raison est plus prosaique : a ce moment-13, tout est joué, ce que
vous savez est 14, il devient inutile de s’inquiéter avec ce que vous n’arrivez pas a
faire. Rien de pire que des questions sans réponses la veille d’'un examen ou d’'un
contrdle. On laisse redescendre... on se relaxe...

C’est le moment pour un diner de fétes, votre plat préféré, une tisane et au lit
de bonne heure! Surtout pas d’écrans et bien stir pas de maths! Pendant ce repos,
la poussiére retombe et les choses se mettent en place, on croit ne rien faire, et
pourtant. ..

@ Résumons-nous :
w

1. On arréte les révisions 'avant-veille du contréle et on ne parle plus de

maths.

2. Un bon diner, pas d’écran, du repos, on laisse mémoire et cerveau finir

leur travail.

3. Au lit de bonne heure.

3.3- Nous y sommes!

Un conseil de bon sens, tellement qu’il faut le dire encore et encore : il faut

manger le matin! Il n’est pas rare de voir des jeunes gens débordant d’énergie
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arriver a une évaluation, un examen ou un concours le ventre vide. « Je ne peux
rien avaler! » disent-ils, & cause de la tension... Prévoir un en-cas, des barres
aux céréales, n’importe quoi a grignoter avant! Il faut du carburant pour que la

machine fonctionne.

3.3.1. Lire le sujet, d’accord, mais comment? La stratégie LTR

(Lire, Trier, Répondre)

Le sujet est 13, devant vous, on se calme et on s’organise.

D’abord et avant tout, il est primordial de prendre quelques minutes pour lire
le sujet, crayon en main. Cette lecture n’est pas superflue, c’est du temps « perdu »
a en gagner.

Premier effet, et non des moindres, il permet de baisser son stress.

Gardez a 'esprit que votre professeur n’a pas rédigé ces questions en pen-
sant a vous, mais aux points abordés durant les semaines passées. C’est un sujet
de contrdle quelconque, ¢a n’est pas votre « sujet », celui que aimeriez avoir, il
s’adresse a un éléve théorique, pas a vous en particulier. Vous allez travailler, en
le lisant attentivement a le transformer, a ce qu’il devienne « votre » sujet. C’est
pourquoi, lors de ces quelques minutes, repérez les points que vous connaissez
le mieux et ceux que vous préférez éviter. Le premier exercice est peut-étre le
plus ardu, vous mettre en difficulté en commencant par lui est contre-productif.
Vous n’imaginez pas un sportif se lancer dans une compétition, bille en téte, sans
s’échauffer non? Vous étes ce compétiteur!

Notez en marge vos réflexions — une de mes éléves y allait franchement et ne
se privait pas d’exprimer ce qu’elle en pensait, en des termes simples et crus...
Prenez possession des lieux, c’est une épreuve et de cette maniére vous vous
mettez en position de relever le gant.

Imaginez-vous lors d’'une randonnée de montagne, vous ne savez rien du ter-
rain et, col aprés col, métre aprés metre, vous découvrez une nouvelle hauteur a
franchir. L’énergie vous quitte peu a peu, il vous semble que I'air lui-méme vient
a manquer. Chaque pas est un pensum, votre sac s’alourdit. Alors qu’il aurait été
plus simple de préparer le parcours, carte en main, de repérer les endroits dif-
ficiles a ’avance, dans votre canapé... Maintenant de retour a votre contrdle de
maths, c’est exactement comme cela que ¢a se passe. Enchainer les exercices dans

Pordre et les uns apres les autres, rencontrer avec horreur une difficulté, ajouter



Q

32 Chapitre 3

du stress... c’est une stratégie perdante et c’est celle que tant d’éléves mettent en
ceuvre, pourquoi?

Résumons-nous :

1. Lire le sujet pendant quelques minutes, crayon en main.
2. Trier les exercices dans un ordre croissant de difficulté pour vous.

3. Répondre.

3.3.2. Viser moins haut pour mieux réussir

Puisque vous avez pris le temps de lire le sujet, d’en avoir une idée plus claire,
de le réorganiser, je vais maintenant vous donner ’astuce supréme, le « truc de
pro »...

Le sujet du contrdle, je le répéte, est un passe-partout, une liste d’exercices
correspondant a un éléve théorique. Ce que vous n’étes pas, mais un étre en chair
et en os, avec des inquiétudes — avoir la moyenne par exemple —, du stress...

Il faut assurer? Alors assurons... Trois exercices sur cinq seulement! Quoi?
Oui, vous avez parfaitement entendu, vous n’allez pas répondre a toutes les ques-
tions — on suppose que vous y répondez sérieusement, pas en picorant des points
avec des embryons de calculs. Bien au contraire, vous allez vous concentrer sur
les exercices sélectionnés lors de la lecture préalable (disons trois sur cinq pour
fixer une idée). Vous allez assurer la moyenne ! A votre rythme, sans vous presser.
C’est le contrat que vous passez avec vous-méme.

Il est fondamental de comprendre que chaque minute de temps passée sur une
question doit aboutir au résultat correct! Tout exercice entamé doit étre terminé,
et du mieux possible! De cette maniére, vous serez efficace !

I va se passer ce qu’il se passe toujours pour celles et ceux qui mettent en
ceuvre cette technique : les trois exercices, vous allez y répondre en moins de
temps que le temps maximal imparti, dés lors vous allez partir a assaut de ce
qu’il reste, satisfait d’avoir rempli votre contrat, d’avoir assuré la moyenne et de
n’avoir rien a prouver. Cette décontraction, vous verrez, est le meilleur moyen

de réussir.
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Le raisonnement par récurrence

4.1. Introduction

Avant de vous lancer, allez donc revoir la méthode générale de lecture, page 13.
Pour comprendre la puissance du raisonnement par récurrence, nous allons
commencer par un exemple.

Dans 'ouvrage précédent, nous avons calculé la somme :
1+2+3+...4+n

Nous allons maintenant raisonner autrement. Dans un premier temps, nous « in-
tuitons » le résultat. Alors, a aide de ce nouveau type de raisonnement, nous
montrons que c’est le bon.

Premier étage : 1 + 2 = 3. Rien ne semble apparaitre.

FIGURE 4.1. - Récurrence — premiere étape

Raisonnant comme Pythagore, c’est-a-dire géométriquement, nous complé-

tons la figure afin de voir un rectangle se dessiner.

©
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FIGURE 4.2. — Récurrence — deuxiéme étape

L’aire, en points, du triangle vaut la moitié de I’aire, toujours en points, du

rectangle.
o x x x
o o x x
o o o x
FIGURE 4.3. — Récurrence - troisieme étape
smu1+2+3:3;4

Si nous prolongeons mentalement la figure, jusqu’a n points sur la derniére

ligne, nous « intuitons » que :

nx (n+1)

1+24+3+...+n= 5
Supposons que cela soit vrai — nous savons depuis ’année derniere : ¢a I’est!

Et regardons au rang suivant.

14243+...4+(n+1) = 1+243+...4+n+(n+1)
nx(n+1)

= oyt

= (n+1) [g—i—l}
(n+1)(n+2)
2
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Or, posant N = n+ 1, nousavonsn +2 = (n+ 1) + 1 = N + 1. Le résultat

1 2 N (N +1
obtenu, w, n’est-il pas de la forme % ?
Nous avons bien montré que
1
1+2+43+...4+n= %

Cette maniére de procéder s’appelle un raisonnement par récurrence.

Remarque 4.1. Ce type de raisonnement ressemble beaucoup a un autre, plus
courant, qu’on appelle I'induction. C’est celui qui vous permet de devinez une
vérité — on dit « inférer » — a partir d’une observation répétée d’'un méme fait.
C’est de cette maniére que vous pouvez prévoir que demain le soleil se levera,

car depuis que vous étes né, vous 'avez toujours vu se lever.

4.2. Axiomes

L’ensemble des entiers naturels est gouverné par cinq axiomes, dit « axioma-
tique » de Peano. Nous les avons exposés dans le volume de la classe de seconde

de cette collection.
Axiome 4.1. Il existe un entier naturel appelé zéro et noté 0.

Axiome 4.2. Tout entier naturel n admet un unique successeur s (n) qui est un

entier naturel.
Axiome 4.3. 0 n’est le successeur d’aucun entier naturel.
Axiome 4.4. Deux entiers naturels ayant le méme successeur sont égaux.

Les régles arithmétiques que vous rencontrez, apprenez et manipulez jusqu’a
la classe de terminale se déduisent des quatre premiers axiomes. Le cinquieme
et denier axiome est une nouveauté et constitue le principe du raisonnement par

récurrence.

Axiome 4.5. Si un sous-ensemble A de N contient O et tout successeur de

chaque élément de A, alors A = N.

Il existe un autre axiomatique, contenant moins d’axiomes et qui permettent

d’en déduire le principe du raisonnement par récurrence. Nous pouvons donc
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considérer ce type de raisonnement, soit comme un théoréme, soit comme un

axiome. Voyons-le dans sa forme développée :

Proposition 4.1 (Récurrence a partir du rang 0). Soit une proposition dépen-
dant d’un entier n et notée p (n).

Si:

— p(0) est vraie

— pour un entier n quelconque, l'implication p (n) = p (n + 1) est vraie

Alors :

Pour toutn de N, la proposition p (n) est vraie.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer ’axiome de récurrence au sous-ensemble :
A={neN|p(n) vraie}

L

Note 4.1. La premieére condition est « I'initialisation » du raisonnement. On la

note Hj.
Note 4.2. La deuxiéme condition est appelée « hypothése de récurrence » ou « hé-

rédité ». On la note H,, = Hp 1.

Remarque 4.2. Le raisonnement par récurrence ressemble aux constructions de
dominos que 'on voit sur internet. Le principe est de s’assurer que la chute de
chacun des dominos entrainera celle du suivant et de pousser le premier pour

que tout s’écroule.

Exercices de compréhension

Exercice 4.1. Soit (u,) une suite et soit 'hypothése H,, : u,, > 3. Quelle est

I'hypothése au rang n + 17
Solution 4.1. Correction 7.1 page 51

Exercice 4.2. Méme question avec Hy, : u, < n2.
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Solution 4.2. Correction 7.2 page 51

Exercice 4.3. Soit 'hypothése de récurrence H,, : 4" — 1 est un multiple de 3.

Quelle est ’hypothése au rang n + 17
Solution 4.3. Correction 7.3 page 51

Exercice 4.4. Soit I'hypothése de récurrence H,, : u,, = 8" + 3. Quelle est
Ihypothése au rang n + 17

Solution 4.4. Correction 7.4 page 51

Proposition 4.2 (Inégalité de Bernoulli). Soit a un réel strictement positif. Alors

pour tout entier naturel n :
(1+a)">1+na
Démonstration. Nous montrer cette inégalité par récurrence. Posons H,, :

(1+a)">1+na

Initialisation Pour n = 0, comme a > 0, nous avons : 1 +a > 1. L’hypothese

H est vérifiée.

Hérédité Nous posons que ’hypothése de récurrence est H,, : (1 +a)" >

1 + na. Nous allons montrer que H,, = H,,11. Nous savons que :

(140" =1+a)" x (1+a)

Donc, en appliquant 'hypothése de récurrence H,,, nous obtenons :

(14a)"tt (14+a)" x (1+a)

> (1+4+na)(l+a)

V

Or (1 +na) (1 +a) = 1+(n + 1) a+a?, nous avons que 1+ (n + 1) a+a? >
1+ (n+1)a
Dot (14+a)"™ >1+ (n+1)a
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La propriété est héréditaire.

La propriété est bien montrée par récurrence. ([

Proposition 4.3 (Récurrence a partir d’un rang entier ng). Soit une propo-
sition dépendant d’un entier n et notée p (n) et un entier ng.
Si:
— p(ng) est vraie
— pour un entier n > ng fixé, 'implication p (n) = p (n + 1) est vraie
Alors :

Pour toutm > ng de N, la proposition p (n) est vraie.

Exemple 4.1. Montrons par récurrence que :
Vr € R*,Vn € N, [2"| = |z|"

Nous supposerons donc que x est réel non nul et poserons : H,, I'hypothése

précédente.

Initialisation  Pour n = 0, nous avons : [2°| = [1| = 1 = |2|°. L’hypothese

H est vérifiée.

Hérédité Nous supposons vraie ’hypothése |2"| = |z|" et cherchons a4 mon-

n+1| _ n+1

trer que |z |z|""". Or, nous savons que :

|x”+l| =lz" x x| = |2"] x |z]
Donc, en appliquant hypothése de récurrence H,,, nous obtenons :

"] x | = |2 x |2] = |2

La propriété est héréditaire.

Nous avons bien démontré la propriété voulue.
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Exemple 4.2 (Un contre-exemple). !
On considére 'hypothése, H,, : 6™ + 1 est divisible par 5. Nous la supposons
vraie et regardons le rang suivant.
Hyy1:6" +1.0r

6" 1 =6x6"4+1=(+1)x6"+1=>5x(6")+(6"+1)

Les deux termes, (6™ + 1) et 5 x (6™) sont divisibles par 5. La somme des deux
I'est. Donc 6™ + 1 est divisible par 5.

Or, pour n = 0, 6° + 1 = 2, qui n’est pas divisible par 5!

Nous illustrons par cet exemple 'importance de vérifier I'hypothése au rang

n = 0 et d’initialiser le raisonnement.

Exercices de compréhension

Exercice 4.5. Montrer par récurrence que :

n(n+1)(2n+1)

12422+, . 4+n%= .

Solution 4.5. Correction 7.5 page 51

Exercice 4.6. Montrer par récurrence que :
Vn € N, 5divise 6" — 1

Solution 4.6. Correction 7.6 page 52

Proposition 4.4 (double récurrence). Soit une proposition dépendant d’un
entier n et notée p (n) et un entier ny.

Si:

— p(0) etp (1) sont vraies

— pour un entier n > 1 fixé, U'implication p (n — 1) et p (n) sont vraies

et entrainent p (n + 1)
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Alors :
I Pour toutn > 1 de N, la proposition p (n) est vraie.

Méthode : Monotonie Montrer par récurrence qu’une suite est monotone.

Les méthodes vues en classe de premiére ne permettent pas toujours d’étudier
et de prouver la monotonie d’une suite. Le raisonnement par récurrence est donc
un outil supplémentaire.

On rappelle que :

Définition 4.1. Une suite (u,,) est

— Croissante a partir d’un certain rang si :
Ino, Vn > no, ung1 > up
— Décroissante a partir d’un certain rang si :

dnog, Vn = no, upt1 < up

U = —u,+3 L
el 5" . Nous allons étudier sa

(%) = 5

Soit la suite (u,,) définie par :

monotonie.
Nous calculons les premiers termes pour commencer, certes nous ne prouve-

rons rien de cette maniére, mais nous pouvons intuiter un chemin d’étude.

1 1 1
up = —upg+3 Uy = —u1+3 us = —ug + 3
15 15 15
= —x5+4+3 = —x4+43 = —-x3,8+3
5 + 5 + 5 , 8+
= 4 = 378 — 3776

Nous allons prouver que cette suite est décroissante. Au passage, cette étude
préliminaire nous permet d’initialiser la récurrence.

Nous posons donc : H,, :

Vn > 0,upt1 < up
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Initialisation Nous avons prouvé plus haut que u; < ug.

Hérédité Nous supposons vraie H,,. Etudions ;12 — 1.
1 1
Up+2 — Up+1 = gun—}-l +3 - 5un +3
1

= g (un+1 - Un)

Or, il découle de H, que : up+1 — up < 0. Nous en déduisons donc que :
Unt2 — Un4+1 < 0. La propriété est bien héréditaire.

Nous avons prouvé que le suite (u,,) est décroissante a partir de 0.

Méthode : Suite bornée Dans le chapitre consacré al’analyse de cet ouvrage, (’)
-

vous trouverez a la section 14.2.6 page 132, un certain nombre de résultats relatifs

ala convergence des suites et leurs majorations — en ce domaine, le raisonnement

par récurrence est extrémement utile. Rappelons la définition suivante :

Définition 4.2. Une suite (u,,) est majorée si:
IM e Ryu, <M

Le nombre M s’appelle un majorant de la suite (uy,).

v = o, +4
Montrons que la suite (v;,) définie par : e T% est majorée
Vo =

par 6. Nous posons donc 'hypothése de récurrence suivante :
H, :Vn>0,v, <6
Initialisation Comme vy = 6, I’hypothese est évidente a ce rang.
Hérédité Nous supposons I'hypothese vérifiée au rang n.
Un, < 6

= ouv,+4 <644

= Vv, +4 <10
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Or, v10 < 6 nous avons donc montré que v,+1 < 6. L’hypothése est bien
héréditaire.

Nous avons montré que la suite (v,,) était majorée par 6.

Exercices de compréhension

Exercice 4.7. Montrer que la suite (v;,) définie plus haut par :

Un+1 = v +4
Vo = 6

est minorée par 3.
Solution 4.7. Correction 7.7 page 52

U = 2u
Exercice 4.8. Soit la suite (u,,) définie par : il "

U = -3
On consideére la propriété suivante : « u, > 0 ».
1. La propriété est-elle vraie au rangn = 07?

2. La propriété est-elle héréditaire ?

3. Cette propriété est-elle vraie pour tout n?
Solution 4.8. Correction 7.8 page 53

Exercice 4.9. Soit la propriété « 5 — 2 est un multiple de 3 »
1. Cette propriété est-elle initialisée au rang n = 17
2. Cette propriété est-elle héréditaire ?
3. Cette propriété est-elle vraie pour tout entier naturel ?
Solution 4.9. Correction 7.9 page 53
Exercice 4.10. On va montrer par récurrence la propriété 3" > 1 + 2n. On
appelle H,, cette propriété.
1. Hj est-elle vraie?
2. En supposant que H,, vraie, en déduire que H,; vraie.

3. Conclure.
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Solution 4.10. Correction 7.10 page 53

L U = —u,+1
Exercice 4.11. Soit la suite (u,,) définie par : il " .

() = 5
Montrer par récurrence que pour tout n: 2 < u,, < 5.

Solution 4.11. Correction 7.11 page 54

1+ 3w,
. . . P Wn+1
Exercice 4.12. Soit la suite (w,,) définie par : wp, + 3
wo = 2

1. Montrer par récurrence que pour tout n, w, > 0.
2. Montrer par récurrence que la suite (w,,) est décroissante.

3. En déduire, par récurrence, que pour tout entier naturel : w,, < 4.

Solution 4.12. Correction 7.12 page 55

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘Début de lalegonle:‘ ‘
J+1 | J+3|J+10|J+30 | J+90

‘ Vu







Planning général

Planning

| | J+1]|J+3] +10]7+30]J+90]

‘ Récurrence ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘







Exercices d'approfondissements

Les corrections des exercices se trouvent page 57.

Exercice 6.1. 30 min

On appelle coefficient binomial 'expression :

n n!
(k; ) Tk (n—k)

oun!=1x2x3x...Xxn.

Le but de cet exercice est de montrer, par récurrence, la formule de Newton :
- n kpn—k
a+b)" = a®b"
w3 (1)
1. Ecrire I'initialisation
2. Ecrire 'hérédité.
3. Conclure
Exercice 6.2. 15 min

Théoréme 6.1. Si la suite (uy,) est arithmétique de raison r et de premier terme

ug alorsVn € N, u,, = ug +n x r.
Exercice 6.3. 15 min

Théoréme 6.2. Si la suite (u,) est géométrique de raison q et de premier terme uy

alors :¥'n € Ny u, = ug x ¢"

Exercice 6.4. 20 min
Soit (uy,)une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme wuy. Montrer

que si ¢ > 1 etug > 0 alors (uy,) est strictement croissante.

nmm(OO—0OomX>Xm



nmnm(O)—0OomXxXm
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Exercice 6.5. 20 min
n n n
Montrer que : Y (ug +vg) =D, up+ Y. k.
k=0 k=0 k=0
Exercice 6.6. 20 min
n n
Montrer que pour touta: > aup =a ». ug.
k=0 k=0
Exercice 6.7. 15 min

1
2—un

Soit la suite (u,,) définie par: u,11 = et ug = 0. Montrer par récurrence
que 0 < wu, < upy1 < 1. Cela démontrera d’un coup que la suite (uy,) est

croissante et bornée!

Exercice 6.8. 15 min

Montrer que sia > 0 etn € Z, In(a") = nln(a).



Correction des exercices

Les corrections sont dans le méme ordre que les exercices.

Solution 7.1. De 'exercice 4.1 page 38.
Hn P Un+41 Z 3.

Solution 7.2. De 'exercice 4.2 page 38.
Hn+1 CUn+41 S (’I’L + 1)2

Solution 7.3. De 'exercice 4.3 page 39.
Hyyq 47T — 1 est un multiple de 3.

Solution 7.4. De 'exercice 4.4 page 39.
Hpyq tUpgr =8"2 +3.

Solution 7.5. De 'exercice 4.5 page 41.

On pose H,, 'hypothése de récurrence suivante :

12_’_22_’_._._'_”2:"(”+1)(2"+1)

6
Initialisation  Pour n = 1, nous avons : 12 = 1a+1) (62 x1+1) = g = 1. L’hy-
pothése H; est vérifiée.
Hérédité Nous supposons vraie I’hypothése H,, :
Spi1 = 124224 4+ (n+1)
+1)(2n+1

_ nDenty

 on(+1)@2n+1)+6(n+1)°

N 6

_ (n+1)[n2n+1)+6(n+1)]

N 6

(n+1) [2n* + Tn + 6]
6




52 Chapitre 7

On cherche les racines du polyndme 2n? + 7n + 6 4 'aide des méthodes habituelles

et on obtient ny = —2etny = _%

2(n+1)[(n+2) (2n + 3)]
12
(n+1)(n+2)(2n+3)
6

Sn+1 -

Conclusion Nous avons donc que :

1) (2n+1
LRI B A G )6("+ )

est vraie pour tout n.

Solution 7.6. De 'exercice 4.6 page 41.

On pose H,, 'hypothése de récurrence suivante :
5divise 6™ — 1
Initialisation Pour n = 1, nous avons : 5 divise 6! — 1. L’hypothese H; est vérifiée.

Hérédité Nous supposons vraie ’hypothése I, : 5 divise 6™ — 1.

6"t -1 = 6x6"—1
= b+1)x6"-1
= HxX6"+6"—-1

qui est la somme de deux nombres divisibles par 5.

Conclusion Nous avons donc que : 5 divise 6™ — 1, pour tout n.

Solution 7.7. De 'exercice 4.7 page 44.

Un41 = vp, + 4

Montrons que la suite (v,,) définie par : { est minorée par 2.

Vo
Nous posons donc ’hypothése de récurrence suivante :

H, :¥n>0,v, <3

Initialisation Comme v; = V10 et vy = /1044 = 2,7, 'hypotheése est vraie
au rang 2.
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Hérédité Nous supposons I'’hypothése vérifiée au rang n.

vy, < 3
v, +4 < 3+4
v +4 < VT

Or, V10 < 6 nous avons donc montré que v,,+1 < 3. L’hypothése est bien héréditaire.

Conclusion Nous avons montré que la suite (v,,) était majorée par 3.

Solution 7.8. De I'exercice 4.8 page 44.

U = 2u

Soit la suite (uy,) définie par : i "
Uug = —3

On considere la propriété suivante : « u, > 0 ».

1. Pour n = 0, nous avons ug = —3. La propriété est donc fausse a ce rang.

2. On suppose que la propriété est vraie au rang n, autrement dit que u,, > 0.

Comme w1 = 2uy > 0, la propriété est donc héréditaire.
3. Pour autant, on ne peut conclure par récurrence que la propriété est vraie pour

tout n, puisque l'initialisation n’est pas vérifiée.

Solution 7.9. De 'exercice 4.9 page 44.

Soit la propriété « 5™ — 2 est un multiple de 3 »

1. Initialisation : Pour n = 1, la propriété s’écrit 5 — 2 = 3 est bien un multiple de

3.

2. Hérédité : On suppose que 5" — 2 est un multiple de 3, regardons :

5Pl _9 = 5x5"—2
= (6+1)x5"—2
= 6x5"+5"—-2

Qui est la somme de 6 X 5™ et de 5™ — 2, tous deux des multiples de 3. La propriété

est donc héréditaire.

3. Initialisation et hérédité étant bien vérifiées, la propriété est vraie pour tout n.

Solution 7.10. De I'exercice 4.10 page 44.

On va montrer par récurrence la propriété 3" > 1+ 2n. On appelle H,, cette propriété.

1. Initialisation. Hy s’écrit: 1 > 1 qui est vraie.
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2. Hérédité. On suppose que H),, est vraie. Donc 3” > 1 + 2n. Regardons H,,4; :

gl = 3x3n
> 3x(1+2n)
Or
3x(14+2n) = 3+6n
> 34+ 2n
Et
34+42n = 1+4+2+2n
= 14+2(n+1)
Donc

3t > 142(n+1)

3. Initialisation et hérédité étant vraies, la propriété est vraie pour tout entier n.

Solution 7.11. De l'exercice 4.11 page 45.

Upt1 = iu"+1

uo = 5
On pose H,, : 2 < u,, < 5, ’hypothése de récurrence.
Initialisation : Pour n = 0, ug = 5 vérifie bien 2 < 5 < 5.

Hérédité : On suppose que H,, est vraie, autrement dit que

Soit la suite (u,,) définie par :

2 < Uy <5
1 5
1< 5un SE
7
2< —up+1 <=
2
Or
7
- <
5 = 5

Donc H,,+1 est vraie. Il en découle par récurrence que 2 < u,, < 5 pour tout n.
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Solution 7.12. De I'exercice 4.12 page 45.

w 143w,
Soit la suite (w,,) définie par : nH Wy + 3
wo = 2

1. Montrons que la suite est décroissante.On pose H,, : w, > 0, 'hypothése de

récurrence.
Initialisation : Pour n = 0, wg = 2 > 0.

Hérédité : On suppose que H,, est vraie, autrement dit que : w,, > 0. D’ou
143w, >0

et
wyp +3 >0

Donc wp41 > 0,

Conclusion : La suite (w,,) est strictement positive.

2. Montrons que la suite est décroissante.On pose H,, : wy4+1 —w, < 0,’hypothése
de récurrence.

Initialisation : Pour n = 0, w; = % d’ot w; — wg = % —2<0.

Hérédité : On suppose que H,, est vraie, autrement dit que : wy,+1 — w, < 0.

1+ 3wp41 143w,
Wnt2 = Wnt1 = W41 + 3 B Wn + 3
Wy, + +9Wp41 — W1 — Ywy,
(w1 +3) (wn + 3)
8 (Wp41 — Wy)
(Wnt1 + 3) (wn, + 3)

De la question précédente nous déduisons que w,, +3 > 0 et wy41+3 > 0. Donc
Wp42 — Wp41 ale signe de wy, 11 — wy, C’est-a-dire négatif.
Conclusion : La suite (w,) est décroissante.
3. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel : w,, < 4.
On pose H,, : wy, < 4, ’hypothese de récurrence.
Initialisation : Pour n = 0, wg = 2 vérifie bien 2 < 4.

Hérédité : On suppose que H,, est vraie, autrement dit que : w,, < 4. Nous savons

de la question précédente que wy,+1 < Wy, donc wy41 < 4.

Conclusion : Pour tout entier naturel : w,, < 4.







Correction des exercices
d’approfondissements

Les corrections sont dans le méme ordre que les exercices.

Solution 8.1. De I'exercice 6.1 page 49.
o Tioats 1 1 130 1 0y
1. Initialisation: (a +b)'=a+b= 0 a'b’ + L) b

2. Hérédité : On suppose que la formule est vraie, (a +b)" =3 ( : ) akprFk,
k=0
3. On a alors :
b n+1 _ b n kbn—k
(a+0b) (a+ ); ( L
=0
- ) gkpn—k - o\ gkpn—k
= a b + b b

n—1 n
_ an+1 +a n kbn k + b kbn—k + bn+1
2 ;

_ n+1 k: n—k+1 n+1
= + E b +0b
k=1
. n n+1 L.
Or, d’aprés la formule de Pascal, < & > ( ) < ) d’ou:

(a+b)"+1 _ n+1+2 ( n+1 )akbn—k+1+bn+l

n+1
( n+1 )akbn—k+1
k

[
™
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Solution 8.2. De 'exercice 6.2 page 49.

Nous allons faire une démonstration par récurrence :

Initialisation : Le rang initial est n = 0. On a ug + 0 X r = g, donc ug = up+0 x r.
La propriété est vraie au rang initial.

Hérédité : Supposons que U, = ug+n X 7.0Onaupt; =Up +r=ug+nxXr+r
(par hypothése de récurrence). Donc u,,+1 = uo + (n+ 1) x r (factorisation & droite par
7).

Conclusion :

VneNu, =up+nxr

Solution 8.3. De 'exercice 6.3 page 49.

Nous allons faire une démonstration par récurrence :

Initialisation : Le rang initial est n = 0. On a ug x ¢° = ug x 1, donc ug = 1y x ¢°.
La propriété est vraie au rang initial.

Hérédité : Supposons que u,, = ug X ¢".Onau,y+1 = ¢ X up, = q X ug X ¢". Donc
Unt1 = up X ¢"HL.

Conclusion :

Vn € N, u, = ug X ¢"

Solution 8.4. De 'exercice 6.4 page 49.
Sig>1letug>0.
Montrons par récurrence que u, > 0.
Initialisation : Si n = 0 par hypothése ug > 0, il n’y a rien & démontrer.
Hérédité : Supposons que u, > 0.0Onaq X u, > ¢ x 0car g > 0. Donc up+1 > 0.
Conclusion : Vn € N, u,, > 0.

Solution 8.5. De 'exercice 6.5 page 50.

Par récurrence sur 7 :
0 0 0
Initialisation: Sin =0 > (ur +vg) =uo +vo = uk+ Y V.
k=0 k=0 k=0
La propriété est vraie au rang initial.
n

n n
Hérédité : Supposons que Y (ug +vi) = upt+ Y. Uk
k=0

k=0 k=0
Ona
n+1 n
S (uktve) = Y (uk+vk) + Ung1 + Vnga
k=0 k=0

n n
> ukt Y vk + tngr + vng
k=0 k=0
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(Par hypothése de récurrence)

n+1 n+1

n n
=Z Uk + Upy1+ E Vg + Unt1 = E U+ E Vg
k=0 k=0 k=0 k=0

n n n
Conclusion:Vn € N, > (ur +vg) =D up+ Y. v
k=0 k=0 E=0

Solution 8.6. De I’exercice 6.6 page 50.
Par récurrence sur n :
Initialisation : Sin =0 an U = Ao zaoz Uk
La propriété est vraie au rlzlrzlog initial. =
Hérédité : Supposons que i auy :anz U
k

=0 k=0
Ona

n+1

E au =
k=0

NE

aug + alp41

=~
Il
o

g + QUpg1

=

I

IS
I M3
o

(Par hypothése de récurrence)

n+1

n
za(z Ug + Unt1) zaZ wy,
k=0 k=0

n n
Conclusion:Vn € N, > aup =a ) uy.
k=0 k=0

Solution 8.7. De I'exercice 6.7 page 50.

— Initialisation : Le rang initial est n = 0.Onaup = 0, et u; = % donc 0 < wug <

u1 < 1. La propriété est vraie au rang initial.

— Hérédité : Supposons que 0 < up, < up41 <1.Ona
-1 < —Unp41 < —up < 0

donc
2-1<2—-up41 <2—-u, <2

donc
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soit

< Un+1 < Un+2 <1

N | =

Mais 0 < % donc 0 < upy1 < Upgo < 1
— Conclusion : 0 < u, <wupy; < 1.
Solution 8.8. De I’exercice 6.8 page 50.

Supposons n > 0. Par récurrence :
Initialisation : In(a®) = In(1) = 0. Or 0 x In(a) = 0, donc

In(a’) = 0 x In(a)

La propriété est vraie au rang initial.

Hérédité : Supposons que In(a"™) = nln(a). Ona

In(a"™) = In(a x a™)
= In(a) +In(a™)
= In(a) +nln(a)
= (n+1)n(a)

La propriété est héréditaire.

Conclusion : Vn € N, In(a™) = nln(a).




Troisieme partie

ALGEBRE






Dénombrement

9.1. Introduction

Avant de vous lancer, allez donc revoir la méthode générale de lecture, page 13.

La notion de dénombrement est la premiére compétence mathématique. Dé-
nombrer des éléments, c’est les compter. C’est totalement basique. Tout le monde
sait le faire instinctivement sur des petites quantités. Méme les « mamans » du
régne animal en sont capables, elles comptent leurs petits, si il en manque un,
elles vont le chercher. En plus de compter, les hommes ont eu besoin d’exprimer
et de conserver ces valeurs en mémoires donc de les communiquer en associant
des symboles aux idées. Les historiens retrouvent ainsi sur des gravures rupestres
des comptes de chasses préhistoriques.

Ce besoin de dénombrer, de compter des éléments s’applique a de nombreux
cas. Que ce soit pour répondre a un probléeme de logistique : « Combien de boi-
tes? », « Combien de temps? » ou pour calculer des probabilités, on a souvent
besoin de quantités, des nombres entiers naturels dans leur premiére fonction,
on les appelle dans ces cas des cardinaux.

Or compter des éléments, les éléments d’un ensemble, s’avere généralement
plus compliqué qu’il n’y parait. Les statistiques montrent que si on compte une
collection de quarante objets, un compte sur deux est faux.

Cela parait incroyable, néanmoins, vous avez sirement vécu I'expérience sui-
vante : en rentrant dans la classe précipitamment a la fin de la récréation avec
votre trousse de billes a la main, un cartable mal placé vous fait trébucher, et
13, c’est le drame! La déferlante de billes commence a rebondir inlassablement
sur le sol dans son vacarme assourdissant... il ne reste plus qu’a ramasser, en vi-
tesse car lalecon de grammaire doit commencer. La maitresse a bien insisté, il ne

doit plus en rester sur le sol; un enfant risque de marcher dessus et de tomber.

Q



64 Chapitre 9

Presque arrivé a la fin du compte, un doute vous assaille : « Le 39, je I’ai dit parce
que je venais de lacher la trente-neuvieme bille ou parce que j’allais prendre la
trente-neuviéme ? »

Devant le gros doute, et bien, on vide et on recommence... et comme un compte
sur deux jusqu’a quarante est faux, bien souvent, le résultat n’est pas le méme...

Devant ce probléme récurrent, vous avez di apprendre tout petit la technique
des petits tas. Par exemple, pour compter les sous dans votre tirelire, ensemble
de piéces rouges et jaunes glanées petit a petit; vous avez commencé a faire des
piles de cinquante centimes, puis d’'un euro et vous avez compté les euros et la
sans erreur.

Le but de ce chapitre est d’apprendre a « faire des petits tas », c’est-a-dire a
s’organiser pour compter convenablement. La facon de faire les tas est une ques-
tion de contexte. La difficulté du chapitre est donc de comprendre I’énoncé pour
faire les petits tas correctement. Cette organisation fera appelle a des modeles et

des questions a se poser dans un ordre précis.

9.2. Rappels sur les ensembles — Notation

Définition 9.1. Un ensemble fini est une collection d’objets. Il est noté

entre accolades : {...} a 'exception de 'ensemble vide noté () ou {}.

Remarque 9.1. Un ensemble n’est pas ordonné, c’est-a-dire que les ensembles
{2;3} et {3;2} sont identiques, a la différences des paires (2;3) et (3;2) dont

Pordre est important.
Exemple 9.1. F = {3;4;5;2;8;7;6} = {2;3;4;5;6;7;8}.

Notation 9.1. Soient A et B deux ensembles, on note :
AU B l'ensemble des éléments appartenant 8 A oua B.
AN B l'ensemble des éléments appartenant 8 A eta B.
Ainsi :

rc AUB& x € Aoux € B

rcANB & xec Aetz € B

Exemple 9.2. On peut donc écrire £ = {2;3;4;5;6;7;8} = [2;8] N N.
On le note [2; 8].
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Notation 9.2. Soient m et n deux entiers naturels, m < n, on note [m;n] l'en-

semble d’entiers naturels {m;m + 1;...;n — 1;n} c’est-a-dire [m;n] N N.

Définition 9.2. Deux ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = (. ]

Définition 9.3. Soient A et £ deux ensembles, on dit que A est un sous-
ensemble de F et on note alors A C F si tous les éléments de A sont des
éléments de F.

ACEsS (xeA=>x€E).

Exemple 9.3. {2;4} C F.

Définition 9.4. Soient A et E deux ensembles tels que A C E. On ap-
pelle complémentaire de A dans E ou tout simplement complémentaire
de Asiiln’y a pas d’ambiguité, 'ensemble des éléments de £ qui ne sont

pas dans A.

Notation 9.3. On note ce complémentaire CxA ou A ou £\ A.
CkA=A=FE\A={ze€E|z¢ A}
Proposition9.1. AUA=FEetANA={.

Exemple 9.4. ({2;4} = {3;5;6;7;8}.

9.3. Compléments sur les ensembles

9.3.1. Cardinal d’un ensemble

Définition 9.5. On appelle cardinal d’un ensemble fini A le nombre

d’éléments de I’ensemble A.

Notation 9.4. On note cette quantité Card (A).

Remarque 9.2. Le cardinal d’'un ensemble fini est fini.
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Analyse de la définition

— E ={2;3;4;5;6;7;8} est un ensemble fini. N n’est pas un ensemble fini,

il est infini.
— Quel est le cardinal de E, {2;4} et Cp{2;4}?
— Quel est le cardinal de I'ensemble F' = {3;5;7}?

— Combien de couples (ordonnés) d’éléments de F' peut-on écrire ? Vous pou-

vez en dresser la liste exhaustive.
— Combien de couples (ordonnées) d’éléments distincts de F' peut-on écrire ?

— Combien de sous-ensembles (non ordonnés et d’éléments distincts) de F'
peut-on écrire ?

— Connaissez-vous d’autres ensembles infinis ?

— Voyez-vous une différence entre le nombre d’éléments de QQ et le nombre

d’éléments de R?

Les propositions suivantes sont assez instinctives et vous les utilisez inconsciem-

ment depuis tout petit :

Proposition 9.2. Soient A et B deux ensembles finis. Si A C B alors :
Card(A) < Card (B)

Proposition 9.3. Soient A et B deux ensembles disjoints. Le cardinal de ['union

de ces deux ensembles est la somme du cardinal de chaque ensemble.
Card (AU B) = Card (A) + Card (B)

Exemple 9.5. Je lance au choix un dé de quatre faces, de forme tétraédrique,
dont les faces sont numérotées de 1 a 4, ou un cube du destin, dé a six faces dont
les faces sont bleues ou rouges. Combien y-a-t-il d’issues possibles ?

Ici, il ne s’agit pas de probabilité, méme si il y a trois faces bleues sur le cube
du destin, la couleur bleue est une issue, au méme titre que le chiffre 1. Il y a donc

6 issues possibles : 1, 2, 3, 4, « bleue » et « rouge ».
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Il apparait également naturel que :

Proposition 9.4. Soient A et B deux ensembles finis tels que A C B. Le cardinal B

de B\ A est la différence des cardinaux de ces ensembles.
Card(B\ A) = Card (B) — Card (A)

Proposition 9.5. Soient A et () deux ensembles finis tels que A C E. Si A désigne B

de complémentaire de A dans E, alors :
— Card (A) = Card (E) — Card (A).
— Card (E) = Card(A) + Card (A).

Exemple 9.6. Combien y a-t-il de nombres entiers entre 10 et 26 ?

Combien y a-t-il de nombres pairs entre 10 et 26 ?

En déduire le nombre de nombres impairs.

Dans cet exemple, il y a plus de nombres pairs que de nombres impairs, 17 nombres,
9 nombres pairs donc 17 — 9 = 8 nombres impairs.

Peut-on poser la méme question avec 'ensemble N? Combien de nombres
pairs? Donc combien de nombres impairs ?

Dans cet exemple, Uensemble N, Uensemble des nombres pairs, ainsi que celui des
nombres impairs sont infinis. La condition ensemble fini est bien déterminante pour

la véracité de la proposition précédente.

Toutes ces propriétés sont des propriétés additives des cardinaux et dé-

coulent de la formule générale suivante :

Proposition 9.6. Soient A et B deux ensembles. B
Card (AU B) + Card (AN B) = Card (A) + Card (B)

Il est facile de se convaincre de cette propriété déja maintes fois utilisée depuis
la seconde en dessinant un diagramme de Venn.

Vous I'avez plus souvent utilisé dans le cas asymétrique suivant :

Card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B)
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9.3.2. Produit cartésien

Définition 9.6. Soient A et B deux ensembles. On appelle produit car-
tésien de A par B et on note A x B I'ensemble des couples (a;b) tels
quea € Aetb € B. (a;b) est appelé paire ou 2-uplet, ou uplet & deux

éléments.

.

Remarque 9.3. L’ordre des éléments dans la paire est important.

Exemple 9.7. Prenons E = {2;3;4} et F' = {2;4}.

ExF = {2;3;4} x {2;4}
= {(22);(3;2);(452); (2;4); (3;4); (4;4)}

On représente cet ensemble ainsi :

FIGURE 9.1. — Produit cartésien

De la représentation graphique, on comprend aisément :
— que le plan est associé a 'espace R x R qu’on écrit également R? via les

coordonnées de points dans un repére;
— ainsi que la propriété suivante :
= Proposition 9.7. Card (A x B) = Card (A) x Card (B).
La démonstration se fait par récurrence et est laissée au lecteur. Voir chapitre 4

page 35.
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Exemple 9.8. Je lance au hasard deux dés successivement : un dé de quatre faces
dont les faces sont numérotées de 1 a 4 puis un cube du destin dont les faces sont
bleues ou rouges.

Dénombrer le nombre d’issues possibles.

On peut rencontrer les paires (1, « bleue »), (2, « bleue »), (3, « bleue »), (4, « bleue »),
(1, «rouge »), (2, « rouge »), (3, « rouge »), (4, «rouge »). Il y a donc 2 x 4 = 8 issues
et non plus 6 comme précédemment.

On peut généraliser le processus ainsi :

Notation 9.5. Soit n en entier naturel. Soient Ay, Ao, ..., A,, n ensembles.

On appelle produit cartésien des ensembles Aq, Ag, ..., A, et on note :
Al x Ay x ... x A,
Pensemble des éléments appelés n-uplet :
(ar;a9;...5ap) a1 € Ay, a9 € Ag, ... an € Ay,
Proposition 9.8. La propriété multiplicative se généralise également : =

Card (A; X A X ... x Ay) = Card(A1) x Card(Asz) x ... x Card(Ay,)

Pour ne pas confondre structure additive et structure multiplicative, on
peut s’aider des conjonctions de coordinations « ou » et « et puis ».

Ainsi, on associe :

— Le 4+ au «ou»

— Le x au « et puis »

Notons que le francais est souvent un faux ami de ce c6té la. Lorsqu’on dit
« les Marseillais et les Nicgois habitent dans le Sud de la France », on parle des
personnes qui habitent Marseille ou Nice, les deux étant incompatibles.

Il faut donc bien lire la consigne pour traduire le bon lien logique dans le

contexte décrit en francais.
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Exercices de compréhension

Exercice 9.1. Un panier contient 50 fruits : des citrons, des oranges, des bananes
et des pommes golden.

Dans le panier, il y a 42 fruits jaunes, 26 agrumes (citrons ou oranges), 36 fruits
globalement ronds - les citrons, les oranges et les pommes sont globalement
considérés comme ronds.

Combien y-a-t-il de fruits de chaque sorte ?

Solution 9.1. Dans lordre, on trouve 8 oranges, 18 citrons, 10 pommes et 14 ba-

nanes.

Exercice 9.2. Un menu est composé d’une entrée, d’un plat et puis d’un dessert.

Le restaurant propose :

— En entrée : une salade tomate, un friand au fromage ou une assiette de

crudités accompagnée de tapenade.
— En plat : un aioli ou des brochettes a la plancha

— En dessert : une ile flottante, un fondant au chocolat, une salade de fruits

de saison ou une glace a la vanille.
Combien de menus différents les clients peuvent-ils composer ?
Solution 9.2. Un menu est un élément du produit cartésien E x P x D ou E est
Pensemble des entrées possibles, P I’ensemble des plats et D I’ensemble des desserts.

Les clients peuvent composer : Card (E) x Card (P) x Card (D) = 3 x 2 X 4 soit

24 menus différents.

9.4. L’organisation des données

9.4.1. La notion de liste - Tirage avec remise

Une liste est un n-uplet particulier. C’est un élément d’un produit cartésien du
méme ensemble. Ainsi, les coordonnées des points d’un plan peuvent étre vus comme

une liste a 2 éléments réels.
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Définition 9.7. Soient k un entier naturel non nul et £ un ensemble non
vide. Une k-liste (ou liste a k éléments) d’éléments de E est un élément

du produit cartésien :

EF=ExEx...xE

ou F est écrit k fois.

Remarque 9.4. Si k = 2, on parle aussi de couple. Si k = 3, on parle de triplet.

Modéle associé a la liste : le tirage dans ’ordre avec remise

Exemple 9.9. Dans une urne, je dispose de 5 boules numérotées de 1 a 5. Je
procéde a deux tirages successifs avec remise et je note dans 'ordre les résultats.

Combien y a-t-il d’issues possibles?

Méme question avec 100 boules numérotées de 1 a 100.

Est-il alors possible d’écrire toutes les issues possibles ?

Dans ce cas de figure, on a 5 boules possibles pour le premier tirage et puis 5
boules pour la suivantes. Il y a donc 25 possibilités. Le listing de ces possibilités est
laissé au lecteur.

Dans le cas ou il y a 100 boules, il y a 100 boules possibles pour le premier tirage
et puis 100 pour le deuxiéme soit 10 000 tirages possibles, trop pour les écrire toutes

sans se trompetr.

Proposition 9.9. Sin est le cardinal de E, alors :
Card (Ek) = (Card (E))F = nF
1l existe n* listes de k éléments ordonnés d’un ensemble a n éléments.

9.4.2. Les tirages sans remise

Cette section résume les trois types de tirages sans remises :
— Moins de tirages que de boules,
— Autant de tirages que de boules,

— Tirages non ordonnés.
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Dans toute la section, ' désigne un ensemble fini & n éléments et £ un entier de
[1;n].

Dans les références au modeéle, on tirera k& boules indiscernables au toucher
dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. Ainsi, les numéros portés

par les boules constituent F.

La notion de rangement ou d’arrangement
Tirage ordonné k < n

Exemple 9.10. Dans une urne, je dispose de 5 boules numérotées de 1 & 5. Je
procéde a deux tirages successifs sans remise et je note dans I'ordre les résultats.

Combien y a-t-il d’issues possibles?

Méme question avec 100 boules numérotées de 1 a 100.

Est-il alors possible d’écrire toutes les possibilités ?

Dans ce cas de figure, on a 5 boules possibles pour le premier tirage et puis
4 boules pour la suivantes. Il y a donc 5 x 4 = 20 possibilités. Le listing de ces
possibilités est laissé au lecteur.

Dans le cas ot il y a 100 boules, il y a 100 boules possibles pour le premier tirage
et puis 99 pour le deuxiéme soit 100 x 99 = 9900 tirages possibles. Un tel tirage

est appelé arrangement de 2 éléments parmi 100.

Définition 9.8. Soient n un entier naturel non nul et & un entier véri-
fiant £ < n. On appelle arrangement de k éléments parmi n une liste

(ordonnée) de k éléments distincts d’'un ensemble a n éléments.

Remarque 9.5. (1;4;5) et (4;1;5) sont deux arrangements différents de trois élé-

ments.

Plus généralement, si n est un entier naturel et k un entier inférieur a n, et que

I'on cherche a tirer k boules sans remise et en conservant ’ordre, on a :
— n possibilités pour la premiére boule,
— et puis n — 1 possibilités pour la deuxiéme boule,
— et puis n — 2 possibilités pour la troisieme boule,
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— et puis n — k + 1 possibilités pour la k-iéme boule.
Entout,ilyan x (n —1) x ... x (n — k +2) x (n — k4 1) tirages ordonnés a
k éléments parmi n possibles.

11 va de soit que tirer plus de n boules sans remise dans une urne contenant

seulement n boules n’est pas possible.

Proposition 9.10. Soientn un entier naturel non nul et k un entier vérifiant k < n. B
1l existe :
nxn—1)x...x(n—k+2)x(n—Fk+1)

tirages ordonnés a k éléments distincts parmin.

Notation 9.6. Pour un entier n strictement positif, on note n! le produit des n
facteurs
nl=nn—-1)(Mn-—-2)x...x3x2x1

Par convention, 0! = 1! = 1. Par définition, quel que soit 'entier naturel n :
m+1)!=(Mn+1) xnl

Exemple 9.11. 2! =2

31=6
4! =24
5! =120
Notation 9.7. On note : =
AF — i x (n—1)x...x(n—k+2)x (n—k+1) n!
=nx(n— coox (n— n— =
" (n—k)!

le nombre d’arrangements de k éléments distincts d'un ensemble a n éléments.

Exemple 9.12. llya A = 5 x 4 x 3 = 60 arrangements de trois éléments

distincts parmi cing.

La notion de permutation - Tirage ordonné k = n

Exemple 9.13. Dans une urne, je dispose de 5 boules numérotées de 1 a 5. Je
procéde a cing tirages successifs sans remise et je note dans 'ordre les résultats.

Combien y a-t-il d’issues possibles?
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Méme question avec 100 boules numérotées de 1 a 100.
Un tirage est ici un arrangement d’autant de boules qu’il y a en dans 'urne, il

s’agit donc du méme procédé que tout a I’heure mais on tire toutes les boules. On a
donc A3 = (53'5)‘ = 5% = 5! = 120 tirages possibles. Un tel tirage est appelé
permutation d’un ensemble a 5 éléments.

Dans le cas, ot il y a 100 boules, il y a de méme 100! tirages possibles c’est-d-dire

0158

environ 1 possibilités.

On peut noter au passage que pour la derniére boule tirée, nous n’avons plus
aucun choix, on pioche celle qui reste. La derniére est donc entiérement détermi-

née par le choix de 'avant derniére boule. Nous avons donc A7~ = A" = n!.

Définition 9.9. On appelle permutation a n éléments une liste de n élé-

ments distincts et ordonnés d’'un ensemble a n éléments.

= Proposition 9.11. Hexisten! =n X (n — 1) x ... x 3 x 2 x 1 tirages ordonnés

an éléments parmi n, c’est-d-dire n! permutations d’un ensemble a n éléments.

Exemple 9.14. Il existe 6! = 720 permutations d’un ensemble a 7 éléments.

La notion de combinaison - Tirage non ordonné k < n

Exemple 9.15. Dans une urne, je dispose de 5 boules numérotées de 1 a 5. Je
proceéde a deux tirages successifs sans remise et je note les résultats sans ordre.

Combien y a-t-il de tirages possibles? Comment passer du résultat du 9.13
page précédente a ce cas?

Et si je tire trois boules successivement sans remise et sans ordre ?

Méme question avec 100 boules numérotées de 1 a 100.

Dans la section indiquée, nous a eu 20 = A2 arrangements possibles. Dans ces
2 cas possibles, les résultats sont des paires, ordonnées donc. La paire (1; 2) et la paire
(2;1) représentent ici le méme tirage non ordonné. Avec mes 20 arrangements, j'ai
2 fois trop de cas. J'ai donc — = 10 tirages possibles sans remise et sans ordre de
2 éléments dans un ensemble a 5 éléments.

Si on tire trois boules, en revanche, nous avons vu que nous avons 60 = Ag’ tirages

distincts ordonnés possibles de 3 éléments parmi 5. Les triplets (1;2;3), (1;3;2),
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(2;153), (2;3;1), (3;1;2) et (3;2;1) sont en revanches six représentants, c’est-d-
3

A
dire 3! représentants du méme tirage non ordonné {1;2; 3}. Nous avons donc 3—'5 =

10 tirages possibles sans remise et sans ordre de 3 éléments dans un ensemble a

5 éléments.

De la méme maniére, nous aurions

A3 1 2
5?0 _ 100 x 29>< 98 _ 9706 00 _ 161700

tirages possibles de 3 boules distinctes et sans ordre dans un ensemble de 100 élé-

ments.

Chaque combinaison est ici un sous-ensemble de I’ensemble de départ.

Proposition 9.12. II existe : B
Afﬁinx(n—l)x...x(n—k—i—Q)X(n—k+1)7 n!
kT k! o (n—k)k!

tirages non ordonnés da k éléments parmin.

Un tel tirage est un sous-ensemble da k éléments parmin.

Notation 9.8. Le nombre de sous-ensemble a k éléments parmi n est appelé nombre B
de combinaisons de k parmi n ou en abrégé k parmi n et est noté (Z) ou C¥ et

vaut :

n\ nxmh-1)x...x(n—k+1)x(n—-k) n!
k k! kl(n—k)!

Remarque 9.6. Il n’existe qu'un tirage non ordonné de n boules parmi n, comme
il n’existe qu’un tirage non ordonné de 0 boules parmi n. De plus, on peut choisir
de n maniéres un élément parmi n. Enfin, choisir les k éléments que 'on tire, c’est

choisir les (n — k) éléments que 'on laisse. Ainsi :

o) =) =1

1



76 Chapitre 9

9.5. Résumé des modeles

@ Méthode

- | . .
La situation peut-elle s’identifier a un tirage avec remise ?

— Oui, le tirage s’identifie a une liste, il y a nk

cas possibles.
— Non. Ce tirage est-il ordonné?

— Owuj, et si & < n, le tirage s’identifie 4 un arrangement, ily a :

cas possibles.

— Oui, et si & = n, le tirage s’identifie 4 une permutation, il y a n!

cas possibles.

— Non, le tirage s’identifie a un sous-ensemble, il y a :

n n!
(k:) " (n— k)&

Si on préfere un tableau de référencement au lieu des questions, on peut rete-

cas possibles.

nir :
Tirage ordonné avec remise liste nk
n!
Tirage ordonné sans remise k < n arrangement (n—h)!
n—k)!
Tirage ordonné sans remise k = n permutation n!
, . . o n n!
Tirage non ordonné sans remise k¥ < n | combinaison = —
k (n—k)k!

Exercices de compréhension

Exercice 9.3. Dans un jeu de 52 cartes, je veux savoir combien de « mains » de

cinq cartes sont possibles.
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Solution 9.3. Une main ne dépend pas de I'ordre dans lequel on regoit les cartes.
Une main s’assimile donc a un tirage sans remise et sans ordre. Il y a (552) mains

possibles, c’est-a-dire 2 598 960.

Exercice 9.4. Un magicien demande a un joueur de tirer une carte d’un jeu
de 52 cartes. Il doit la mémoriser sans la montrer et la remettre dans le paquet.
Le paquet de cartes est mélangé et on demande a quatre autres personnes de
faire la méme chose. Le magicien doit alors retrouver les cing cartes tirées en les
attribuant bien siir aux 5 protagonistes. Combien de réponses différentes peuvent

étre attendues?

Solution 9.4. La situation peut se modéliser par un tirage avec remise de b éléments
dans un ensemble qui en contient 52, chaque réponse est une liste. Il y a en 52° donc
380204 032.

9.6. Quelques propriétés algébriques
Soient n, un entier positif et k£ un entier de [1; n].

9.6.1. Les factorielles

Proposition 9.13.

m+D!=(n+1)xn!

donc |
(D
n+1
N . . 9! 10! 15
Exemple 9.16. Simplifier et calculer les fractions suivantes : THECTRETR

9! 10! 15
On a les égalités suivantes : 1 = 15120, or = 1814400 et 10 =1, 5. Sivous

avez trouvé autre chose dans le dernier cas, c’est que vous avez lu trop vite.

9.6.2. Les combinaisons

Proposition 9.14.
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La démonstration est proposée en approfondissement.
On obtient ainsi un procédé itératif du calcul des combinaisons, ou coefficients

binomiaux, appelé triangle de Pascal.

nouk |0 1] 2 |3 |45
0 |1

1 |11

2 |1]2

3 |13

4 |14 4 |1
5 |1]5]10|10|5]1

Pour trouver un coefficient,on ajoute celui qui est juste au-dessus avec celui qui
est a sa gauche. Quand une case est vide, elle est nulle et contient 0 par défaut.
Il est courant de présenter le triangle de cette maniére, ou le sens du nom

1/1\1
VANVAN
INININ
/\/\/\/\
/\/\/\/\/\

FIGURE 9.2. — Triangle de Pascal

Exemple 9.17. A l'aide de ce triangle, retrouver (%) et déterminer (g), (g), (g)
Onaalors( ) = 15, ( ) 6, (g) = 21.

B Proposition 9.15.

> (1)

La démonstration est proposée en approfondissement.



Exercices

Les corrections des exercices se trouvent page 85.

Exercice 10.1. On étudie le groupe sanguin et le rhésus d’un groupe de 100
personnes.

On rappelle que les individus peuvent présenter le marqueur A, le marqueur B,
les marqueurs A et B, on parle du groupe AB et aucun marqueur, on parle alors
du groupe O.

Dans ce groupe :
— 49 personnes présentent le marqueur A,
— 13 personnes présentent le marqueur B,

— et 42 personnes ne présentent ni le marqueur A, ni le marqueur B.

1. Combien de personnes sont du groupe A, du groupe B, du groupe AB et et
du groupe O?

2. On indique de plus que 15 personnes sont de rhésus négatif dont une per-
sonne qui est B— alors que 38 personnes sont A+ et 36 O—+.

Déterminer le nombre de personnes A—, O—, B+, AB+ et AB—.
Exercice 10.2. Un menu est composé d’une entrée et d’un plat ou d’un plat et
d’un dessert. Le restaurant propose :

— En entrée : une salade tomate, un friand au fromage ou une assiette de

crudités accompagnée de tapenade.
— En plat : un aioli ou des brochettes 4 la plancha

— En dessert : une ile flottante, un fondant au chocolat, une salade de fruits

de saison ou une glace a la vanille.

Combien de menus différents les clients peuvent-ils composer ?

nmm(OO—0OomX>Xm
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Chapitre 10

Exercice 10.3. Une anagramme est un mot avec ou sans sens littéraire composé

avec toutes les lettres d’un autre mot. Par exemple, « marie » et « rmiea » sont

deux anagrammes du mot « aimer ».

1.

4.
5.

Combien d’anagrammes du mot « lac » peut-on écrire ? Les écrire toutes.

Combien d’anagrammes du mot « cote » peut-on écrire ? En écrire quelques-

unes.
Combien d’anagrammes du mot « marin » peut-on écrire ?
Combien d’anagrammes du mot « cordages » peut-on écrire ?

Que pensez-vous du nombre d’anagrammes du mot « bob » ?

Exercice 10.4. Marc a une valise a code. Ce code est composé de trois chiffres

compris entre 0 et 9 inclus. Comme il a oublié son code, il envisage de faire des

tests successifs pour le retrouver. Combien doit-il faire d’essais au maximum ?

Exercice 10.5. Un code de résidence est composé de chiffres puis d’une lettre A

ou B. Les résidents se sont mis d’accord pour que le code d’entrée soit composé de

quatre chiffres puis d’une lettre. Le code de sortie devra étre composé des mémes

caracteéres, potentiellement dans un ordre différent.

1.

2.

3.
4.

Combien de codes d’entrée correspondent aux critéres de la résidence ?
Que se passe-t-il si la lettre n’est pas obligatoirement le dernier caracteére ?
Combien de codes de sortie sont disponibles une fois le code d’entrée choisi?

Combien de codes de sortie peut-on avoir ?

Exercice 10.6. On tire successivement et sans remise trois cartes dans un jeu de

32 cartes.

. Combien de tirages non ordonnés contiennent exactement un roi?

Combien de tirages non ordonnés contiennent au moins un roi?

Combien de tirages non ordonnés contiennent le roi de cceur et la dame de
pique?
Combien de tirages contiennent dans 'ordre un roi, une dame et un as?

Combien de tirages contiennent un roi, une dame et un as quel que soit

Iordre?

Les comptes sont-ils différents si on pioche les trois cartes d'un coup?
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Exercice 10.7. On distribue cinq cartes d’un jeu de 52 cartes pour obtenir une

« main » avec laquelle la partie se jouera. L’ordre dans lequel les cartes sont dis-

tribuées n’a pas d’importance.

1.

2.

3.

Combien de mains sont possibles?
Combien de mains contiennent exactement quatre as?

En déduire la probabilité d’avoir un carré d’as (les quatre as dans la méme

main)?

Exercice 10.8. On consideére la grille suivante :

On veut noircir quatre cases différentes de cette grille.

1.

2.

De combien de facons différentes peut-on choisir ces cases?

De combien de fagons différentes peut-on choisir ces cases pour avoir une
case noire sur chaque ligne ?
De combien de facons différentes peut-on choisir ces cases pour avoir au

maximum une case noire par colonne ?

De combien de facons différentes peut-on choisir ces cases pour avoir au

maximum une case noire par colonne et par ligne ?

Exercice 10.9. Une grille de sudoku est un carré de 9 cases par 9 découpé en

9 carrés de 9 cases.
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Dans chaque ligne, chaque colonne et chaque petit carré de 9, il doit y avoir

exactement un 1.
1. Combien y a-t-il de possibilités de placer le 1 dans le premier carré ?

2. Combien reste-t-il de possibilités pour placer le 1 dans le carré d’a coté?

d’en dessous?

3. Continuer ainsi en vous aidant du quadrillage pour déterminer le nombre

de possibilités de placer les 1 dans une grille de sudoku.

Exercice 10.10. Soient n un entier naturel non nul et k£ un entier naturel infé-

(i) =)

rieur a n. Montrer que :



Approfondissements

Les corrections des exercices se trouvent page 89.

Exercice 11.1. Combien peut-on écrire d’anagrammes du mot « pomme » ?

Exercice 11.2. Au scrabble, les joueurs piochent sept lettres. Le premier joueur

place le mot qu’il veut, sans contraintes de compatibilité ni de nombre de lettres.

Dans cette partie, le premier joueur a pioché sept lettres différentes.

1.

2.

Combien de mots de 7 lettres, avec ou sans sens littéraire, peut-il écrire ?
Combien de mots de 6 lettres, avec ou sans sens littéraire, peut-il écrire ?
Combien de mots de 5 lettres, avec ou sans sens littéraire, peut-il écrire ?
Combien de mots de 4 lettres, avec ou sans sens littéraire, peut-il écrire ?
Combien de mots de 3 lettres, avec ou sans sens littéraire, peut-il écrire ?
Combien de mots de 2 lettres, avec ou sans sens littéraire, peut-il écrire ?
Combien de mots de 1 lettre, avec ou sans sens littéraire, peut-il écrire ?

Combien de mots avec ou sans sens littéraire peut-il écrire ?

Exercice 11.3. Soient n un entier naturel non nul et k£ un entier naturel inférieur

an.

1.

2.

Mont n " n n+1
ontrer que = .
Bl V? k+1 k+1

Soient x et y deux réels, montrer que

On fera un raisonnement par récurrence.
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3. En déduire les identités remarquables donnant les formes développées de :
(T+a)(1—2)3 (1 +a)tet(1—2)h

Exercice 11.4. On admet que pour tous réels = et y et pour tout entier naturel

(@+y)" =3 <Z> ahyh,

k=0

*50)

2. En utilisant la dérivation, montrer que :

. (n
(i)
k=1

n,

1. Montrer que :

n2nl =



Correction des exercices

Solution 12.1. De I'exercice 10.1 page 79.

1. On note respectivement A, B. AB, O I'ensemble des personnes du groupe A, AB,
B et O. Card(O) = 42 est le nombre de personnes du groupe O.
49 = Card(A)+Card(AB)
13 = Card (B) + Card (AB) d’ou Card (B) = 13 — Card (AB)
100 = Card (A) 4 Card (AB) + Card (B) 4+ Card (O) donc :
100 = 49 + 13 — Card (AB) + 42 = 104 — Card (AB)
Card (AB) = 104 — 100 = 4. Card (B) = 13 — Card (AB) = 9 et Card (A) = 45.
Dans ce groupe, il y a 45 personnes du groupe A, 9 personnes du groupe B, 4
personnes du groupe AB et 42 personnes du groupe O.

2. On note respectivement A+, B+. AB+, O+, A—, B—. AB—, O— l'ensemble des
personnes du groupe A+, AB+, B+, O+, A-, AB-, B- et O-.
Onaainsi A = A+UA— et A4+NA— = (), les ensembles A+ et A— sont disjoints
comme B+ et B—, AB+ et AB—, O+ et O—. Card (B—) = l et Card (B) = 9
donc Card (B+) = 8.
Card (A+) = 38 et Card (A) = 45 donc Card (A—) = 7.
Card (O+) = 36 et Card (O) = 42 donc Card (O—) = 6.

Il nous reste 15 — 1 — 7 — 6 = 1 personne de caractére AB—.
Solution 12.2. De I'exercice 10.2 page 79.
Si le client choisit la formule une entrée et un plat, il peut composer :

I3Ix2=6

menus.
Si le client choisit la formule un plat et un dessert, il peut composer 2 x 4 = 8 menus.

En tout, il peut composer 6 + 8 = 14 menus différents.

Solution 12.3. De I’exercice 10.3 page 8o.
Une anagramme est une permutation des lettres.
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1. Le mot « lac » contient trois lettres, il y a 3! = 6 anagrammes possibles : « lac »,

«lca», «acl », «alc», «cla», «cal ».

2. Le mot « cote » contient quatre lettres, il y a 4! = 24 anagrammes possibles :

« cote », « coet », « ctoe », « cteo » ...
3. Le mot « marin » contient cing lettres, il y a 5! = 120 anagrammes possibles.
4. Le mot « cordages » contient huit lettres, il y a 8! = 40 320 anagrammes possibles.

5. Le mot « bob » contient deux lettres identiques, il y a donc deux fois moins d’ana-
grammes de « bob » que d’anagrammes de « lac », c’est-a-dire 3 : « obb », « bob »

et« bbo ». Ici, seule la place du « o » compte.

Solution 12.4. De I'exercice 10.4 page 8o.
Un code est une liste a trois éléments parmi les 10 chiffres possibles; Marc a au maxi-

mum 103 = 1000 codes 4 tester.

Solution 12.5. De I'exercice 10.5 page 8o.

1. La partie numérique du code s’assimile a un tirage avec remise de quatre chiffres
parmi dix, il y a 10* = 10000 nombres possibles et puis 2 lettres possibles. En
tout cela représente 2 x 10 000 = 20 000 codes possibles.

2. Sila lettre n’est pas forcément le dernier caractére alors la lettre a quatre empla-

cements possibles, ce qui représentent 4 x 20 000 = 80 000 possibilités.

3. Une fois le code d’entrés choisi, le code de sortie est une permutation des cinq

caracteres, il y a donc 5! = 120 possibilités ?

4. En tout, il y a 120 x 20000 = 2400 000 codes de sortie possibles.

Solution 12.6. De I'exercice 10.6 page 8o.

On tire successivement et sans remise trois cartes dans un jeu de 32 cartes.

1. Lejeucontient 4 rois. Un tirage contenant exactement un roi contient un roi parmi

les 4 et puis deux autres cartes parmi les 28 qui ne sont pas un roi. Il y a donc :

28
4 x < 9 ) =4 x 27 x 14 = 1512 tirages possibles.

, . 32\ . .
2. Nous passons au complémentaire : Il y a 3 tirages possibles auxquelles on

28
retire ( 3 ) tirages sans rois. Soit

GRORE
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3. Une fois le roi de coeur et la dame de pique tirée, il reste une carte au choix parmi

les 30 restantes. Il y a donc 30 tirages possibles.
4. lyad x4 x 4 = 64 tirages contenant dans I’ordre un roi, une dame et un as?

5. Les tirages contenant un roi, une dame et un as sont une permutation des cas

précédents, il y en a donc 3! x 64 = 384.
6. Que l'on pioche successivement sans remise ou en méme temps ne change rien.

Solution 12.7. De l'exercice 10.7 page 81.

On tire successivement, sans remise et sans ordre cinq cartes dans un jeu de 52 cartes.

52
1. lya ( 5 ) = 2598 960 mains possibles.
2. 11y a 48 mains contenant le carré d’as car aprés avoir « choisi » les quatre as, il
reste une carte a choisir dans les 48 restantes.

3. La probabilité d’avoir un carré d’as est donc :

nb cas favorables 48 1

nb caspossibles 2598 960 T 54145

car les tirages sont équiprobables.

Solution 12.8. De I'exercice 10.8 page 81.
1. Cette grille contient 6 x 4 = 24 cases, noircir 4 cases se modélise par un tirage
de 4 éléments parmi 24 sans remise et sans ordre, il y a donc (244) = 10626
coloriages possibles.

2. Pour avoir une case noire sur chaque ligne, on a 6 choix par ligne et le coloriage se
modélise par une liste de 4 éléments parmi 6 donc comme un tirage avec remise

de 4 éléments d’un ensemble & 6 éléments. Il y a 64 = 1296 possibilités.

3. Pour avoir au maximum une case noire par colonne, on a 24 possibilités pour la
premiere case. Ce choix invalide toute la colonne pour le prochain tirage qui ne
compte donc que 20 possibilités. De méme, aprés avoir noirci la deuxiéme case, il

ne reste que 16 et puis 12 possibilités pour les cases suivantes. On a donc :
24 x 20 x 16 x 12 = 92160

possibilités.
4. Pour avoir a chaque fois des lignes et des colonnes différentes, toutes les lignes

seront occupées. On a 6 possibilités sur la premiére ligne, puis 5 sur la seconde, 4

sur la troisiéme et 3 sur la derniére soit 6 x 5 x 4 x 3 x 2 = A% = 360 possibilités.
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Solution 12.9. De I'exercice 10.9 page 81.

1. Le premier carré compte 9 cases, il y a 9 possibilités pour placer le 1 dans le

premier carré.

2. Dans le carré d’a co6té, 3 cases interdites, de méme que dans le carré du dessous,

il reste donc 6 possibilités a chaque fois.

3. De proche en proche,ona 9 x 6 x 3 x 6 x4 x 2 x 3 x 2 x 1= 46656 possibilités.

Solution 12.10. De l'exercice 10.10 page 82.
Soient n un entier naturel non nul et k£ un entier naturel inférieur a n. Comme n—k =
n—1—(k—1),ona:

n n!
k(k) = i w

n!
= R S DI
n!
T (k= 1Dl(n—k)!
B n(n —1)!
T k=Dln—k)!
_ (n—1)!
= T E D k)
—oax (n—1)!

k—Dln—1-(k—1))!

- (3 0)
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Solution 13.1. De I'exercice 11.1 page 83.
5!
Le mot « pomme » contient 5 lettres dont deux identiques, il y a - anagrammes

possibles soit 60 anagrammes.

Solution 13.2. De I'exercice 11.2 page 83.

1. Un mot de 7 lettres est une permutation de 7 éléments, il y a 7! = 5040 mots

possibles.

2. Un mot de 6 lettres est un arrangement 6 éléments parmi 7 cela se modélise par

7!
un tirage sans remise avec ordre, il y a AS = =95 040 mots possibles.

1

3. llya A2 = 5 = 2520 mots possibles.

4. lya A2 = ;— = 840 mots possibles.

|
5. lya A= % = 210 mots possibles.
7!
6. lya A2 = i 42 mots possibles.
7!
7. lya Al = o= 7 mots possibles.

8. En tout 13 699 mots sont possibles.

Solution 13.3. De I'exercice 11.3 page 83.

Soient n un entier naturel non nul et £ un entier naturel inférieur a n.
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n n n+1
1. Montrons que (k) + <k+1> = <k+1)'

n n n! n!
(k)+(k+1) T R kDG

B nl(k+1) nl(n — k)
R CE S TCE R N S D ICES]
nl(k+ 1) +nl(n — k)
=R+ 1)
Al ((k+1) + (n — k))
=Rk + 1)
nl(n+1)
=)k + 1)
(n+1)!
=Rk + 1)
(n+1)!
(CE R CES)CES]

_ n—+1
To\k+1

n
2. Soient x et y deux réels, montrons que (z + y)" = Z (Z) mky"_k. Pourn =1,
k=0

(x+y)" z+y

ly + 1z
1 1
_ (O)xoyl N <1>x1y0

n
Supposons que pour un entier n, on ait 'égalité (z + y)" = Z (:) aFynF et
=0

n+1 n+ 1
montrons qu’alors (z + y)" ™! = Z ahynti-k,
o\ F

(z+y)" =@ +y(z+y)"

Par ’hypothése de récurrence, on a :
(e +y)™ = @ty (Z (Z) w’“y"-k)
k=0
k=0 k

x4 y)xkyn—k

—
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<Z>(Ik+1 n—k 4 ok yn+1—k)
0

Q) g ()

k=0

En utilisant un changement de variable k <— k + 1,on a:

n+1 n
(@ +y)"™+ = Z(kil) by 1= k+z< ) by 1=k

k=1 k=0

n
L P n k, ntl—k
k—1)"Y +Z( —1)”: Y

1

£ ()

d’apres ’égalité précédente.

n n+1
De plus, (n) = (n—i—l) =1= (

n+1

(+y)" =3 <n+ b) akyriior

k
k=0

n
n
On a montré par récurrence que (z +y)" = Z < k) 2Fy"=* pour tout entier
k=0
strictement positif.

3. 1+z)3=1+3z+322+23et(l—2)3=1-3z+32% — 23
(I+2)*=1+40+622 +423 + et (1 —2)* =1 — 4o + 622 — 423 + 2.

Solution 13.4. De I'exercice 11.4 page 84.

1. 2":(1+1)”—Z<k>1kx1” k:i( )

k=0 0
2. (z4+y)" = Z (Z) 2y =% donc (z +1)" = Z (Z) 2¥. En dérivant, on ob-
k=0 k=0
tient :
n(z+1)""! = Z k(:) kL
k=1

n
n
P =1, 2"*1=§ k .
our r onan 2 (k)
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Les suites numériques

Les corrections des exercices se trouvent page 307.

14.1. La notion de suite

14.1.1. Définitions et propriétés élémentaires

La notion de suite est fondamentale, car c’est grace aux limites que nous allons
définir tous les outils de I’analyse. Nous avons étudié la dérivée en classe de
premiere qui a été définie grace a la limite. Nous reprenons dans ce paragraphe

les notions vues alors.

Définition 14.1. Une suite de nombres réels est une liste ordonnée de

nombres.

On note en général (u,,) la suite dont le terme de rang n est u,,. Lorsque I'on
commence a compter les termes a partir du rang 0, u,, est le n + 1-iéme terme de
la suite. Il faut différencier les notations : (u,,) désigne la suite elle méme (avec

les parenthéses). u,, désigne le n-iéme terme de la suite. Le successeur de u,, est

Up+1-

Exemple 14.1. Soit (uy,) la suite définie par u, = n?. Le terme de rang 3 est

ug = 9, le terme de rang 13 est uyz = 169.

On peut également définir une suite comme une fonction de N a valeurs dans
R, qui & n associe u,, que 'on note parfois u(n), insistant par cette notation sur
le point de vue fonctionnel de cette définition.

Il y a deux manieres de générer les termes d’une suite : la premiére par une

expression explicite de u,, en fonction de n, comme dans I’exemple précédent.
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On a alors une expression de la forme u,, = f(n), ot f est une fonction. On peut
également définir une suite par la maniére dont on peut calculer un terme a partir
des termes précédents. On parle alors de définition par récurrence. Donnons un

exemple :

Exemple 14.2. Soit (uy,) la suite définie par :

Upt1l = 2Up+3
() = 1

Sin = 0 larelation nous donne u; = 2ug+3 =2 x 14+ 3 = 5. Ainsi u; = 5. Si
n = 1 la relation nous donne us = 2u; +3 = 2 x 5+ 3 = 13. Ainsi us = 13.
On peut donc calculer de proche en proche n’importe quel terme de la suite.
L’inconvénient étant bien siir qu’il faut calculer tous les termes précédents pour
obtenir la valeur d’un terme donné. Une telle définition d’une suite s’appelle une

définition par récurrence.

Upt1l = 2uUp —1

Exercice 14.1. Soit (u,, ) la suite définie pour tout n par : { 5
() =

Calculer les 5 premiers termes de la suite.

Définition 14.2. Soit la suite (uy,).

— (up) est croissante siVn € Ny upq11 — up >0

— (uy,) est strictement croissante si Vn € N, w41 — u, >0
— (up) est décroissante si Vn € Ny up 1 — up <0
— (un)

Uy, ) est strictement décroissante si Vn € N, w411 —u, < 0

Parfois le comportement d’une suite ne se stabilise qu’a partir d’un certain

rang :

Définition 14.3. Une suite (u,) est croissante a partir du rang ng si

Vn > nQ, Unt+1 — Un = 0.

On adapte de la méme maniere les trois autres définitions ci-dessus.

Pour étudier les variations d’une suite, on étudie le signe de w1 — up.
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Exemple 14.3. Soit (u,) la suite définie par u,, = n? pour n > 0. Pour étudier

les variations de (uy, ), étudions le signe de u, 11 — uy,

Upp1 —Up = (n+1)%—
= n?+2m+1-—n?
= 2n+1

Onan > 0,donc 2n + 1 > 0. Finalement u,+1 — uy, > 0, donc (uy,) est

strictement croissante.

Remarque 14.1. Remarquons que 'on a démontré un fait arithmétique intéres-
sant : la suite des différences de carrés consécutifs est égale a la suite des nombres

impairs!

Exemple 14.4. Soit (uy,) la suite définie par u, = % pourn > 1.

1 1

R e

n—(n+1)

(n+1)n
-1

(n+1)n

Onan > 1,donc (n+ 1)n > 0, donc i +1) < 0. Finalement wuy, 1 — uy, <0,

donc (uy,) est strictement décroissante.

Exemple 14.5. Soit (uy,) la suite définie par u,, = n? — 4n pour n > 0.

Upp1 —Up = (M+1)2—4(n+1)—n®+4n

= n?—14

Il s’agit d’'un polynéme du second degré. Ici inutile de calculer delta: Onan €
N,donc n? — 4 > 0 si et seulement si n > 2. La suite (u,,) est donc strictement
croissante a partir du rang 2. Remarquons que uy = 0 et u; = —3, donc (uy)

n’est pas croissante au sens strict.
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Parfois on démontre qu’une suite est croissante ou décroissante en faisant une

démonstration par récurrence : On va démontrer que Vn € N, w11 — uy > 0.
Exemple 14.6. Soit la suite (u,,) définie par : up+1 = 0,3u, + 1 et ug = 1.
Démontrer par récurrence que (u, ) est croissante.

— Initialisation:Sin = 0,u; = 0,3ug+1 = 1,3 etug = 1 donc ug —ugy >

0. La propriété est vraie au rang initial.

— Heérédité : Supposons que u,4+1 — Uy > 0.On a

Upt2 — Upt1 = 0,3Up41+1—-0,3u, —1

= 0,3(upt1 — Un)

Par hypotheése de récurrence on a w1 — uy > 0, donc up42 — Upy1 > 0.

— Conclusion : Vn € N w11 — uy, > 0: (uy,) est croissante.

Exercices de compréhension

U = —3du, +1
Exercice 14.2. Soit (uy,) la suite définie par : e " . Calculer
Ug
les 5 premiers termes de la suite.
U = 2u,+1
Exercice 14.3. Soit (u,,) la suite définie par : s " L Calculer
(%) = —

les 5 premiers termes de la suite. Que remarquez vous?

Up+1 = —Un

Exercice 14.4. Soit (u,) la suite définie par : . Calculer les

UuQ = 1
5 premiers termes de la suite. Que remarquez vous ?

i U = u + u
Exercice 14.5. Soit (u,,) la suite définie par : w2 il "
U = (75} = 1
1. Calculer les 10 premiers termes de la suite.

2. On note v, = “*=_ Calculer les 10 premiers termes de la suite, ainsi que
n

leurs valeurs approchées a 10~2 prés. Que remarquez vous ?

La définition de la suite fait intervenir 3 termes. On dit qu’il s’agit d’une récur-
rence double. Cette suite s’appelle la suite de Fibonacci et a de nombreuses ap-

plications, nous la retrouverons bientot.
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Exercice 14.6. Soit (u,,) la suite définie par u,, = n? — 9n — 10 pour n > 0.
Démontrer que (u,, ) est strictement croissante a partir d’un certain rang que I'on

déterminera.

Exercice 14.7. Soit la suite (u,,) définie par : up11 = 0,5u, + 1 et ug = 1.
Démontrer par récurrence que (u,) est croissante.

14.1.2. Suites arithmétiques

Les suites arithmétiques ont été vues en classe de premiére; mais leur impor-

tance est telle qu'un rapide rappel s’impose.

Définition 14.4. Une suite (u,) est arithmétique, si elle est définie par
une relation de récurrence de la forme : up+1 = uy + rour € Ror

s’appelle la raison de la suite (uy,).

Théoréme 14.1. Siune suite (uy,) vérifie : i, 11—, = r ot est un nombre

réel, alors la suite (u,,) est arithmétique de raison r.

Exemple 14.7. Soit (u,,) définie par u,, = 2*75”. Ona

2-5(n+1) 2-5n

Un41 — Un = 7 7
_ 2-5n—-5—-2+5n
N 7
_ 5
T
5

(un) est donc arithmétique de raison —=.
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Le théoréme suivant nous permet de trouver 'expression de u,, en fonction de

n:

Théoréme 14.2. Si la suite (uy,) est arithmétique de raison r et de premier

terme ug alors

VneN, u, =ug+nxr

Og Démonstration. Nous allons faire une démonstration par récurrence :

— Initialisation : Le rang initial est n = 0. On a ug + 0 X 7 = ug, donc

ug = ug + 0 X r. La propriété est vraie au rang initial.

— Hérédité : Supposons que Uy, = ug +n X r.0Ona Up41 = Uy +r =
ug+mn X r+r (par hypothése de récurrence). Donc uy,+1 = ug+(n—+1) xr

(factorisation a droite par r).

— Conclusion :

VneNu, =ug+nxr

Exercice 14.8. Soit (u,) la suite définie par w,+1 = u, + 5etug = 2.
1. Exprimer w,, en fonction de n.
2. Calculer u1gg.

3. A partir de quelle valeur de n a-t-on u,, > 10000?

Théoréme 14.3. Si la suite (u,) est arithmétique de raison r, et siu, et uy,

sont deux termes de la suite alors

Vn € Nyup =t + (n —m) xr
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Exercice 14.9. Démontrer le théoréme précédent.

Exemple 14.8. Soit (uy,) la suite arithmétique de raison % telle que ug = 2.

Ona:

U, = ug+(n—3)xr
2+ ( 3)><2
= n — —
3
2
= 24+-n-—2
+3n
2
= -n
3
Ainsi
2
un:§n

Théoréme 14.4. Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r.
— Sir > 0 alors (uy,) est strictement croissante.
— Sir < 0 alors (uy,) est strictement décroissante.

— Sir = 0 alors (uy,) est constante.

Démonstration. On a u,4+1 — Uy = 7, le théoréme s’en déduit donc automatique-
ment. .

Théoréme 14.5. Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r et de premier
terme . Les points de coordonnées (n, u,) sont alignés. Ils appartiennent a

la droite d’équation y = rx + ug.

Démonstration. On a w, = ug + nr, donc les points de coordonnées (n, u,)

vérifient 'équation y = rz + ug O
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FIGURE 14.1. — Représentation graphique de u,, = 2u,, + 1

Exercices de compréhension

Exercice 14.10. Soit (u,) définie par u, = &2 Démontrer que (u,,) est arith-

métique et déterminer sa raison.

Exercice 14.11. Soit (u, ) la suite définie par u, 11 = u, — 3 etug = 1.
1. Quelle est la nature de la suite (uy,)?
2. Exprimer u,, en fonction de n.
3. Calculer u1gg.
4. A partir de quelle valeur de n a-t-on u,, < —20000? (On doit résoudre

I'inéquation)

Exercice 14.12. Soit (u,) la suite arithmétique de raison 10 telle que us9 = 30.

Calculer uggg.
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Exercice 14.13. Soit (u,) la suite arithmétique telle que usg = 30 et uggp =

1200. Calculer la raison de la suite.

Exercice 14.14. Soit (uy,,) la suite arithmétique telle que u19g9 = 10 et » = 200.
Exprimer u,, en fonction de n.

14.1.3. Suites géométriques

Autre classe de suites, d’'importance au moins égale a celle des suites arithmé-

tiques.

Définition 14.5. Une suite (u,,) est géométrique, si elle est définie par
une relation de récurrence de la forme : up,+1 = quy, o g € R. g s’appelle

la raison de la suite (uy,).

Remarque 14.2. Pour démontrer qu’une suite est géométrique, il est possible de
Un+1
Un

ment, il faudra avant s’assurer que u,, est bien non nul pour pouvoir diviser par

montrer que est constant, et alors cette constante est la raison. Rigoureuse-

U

Exemple 14.9.

— Soit (uy,) la suite définie par u,, = 93", OnaVn € N,93"*! > 0, on

.. 3(n+1)+1 —3n—
peut donc diviser par u,, : 22l = 02T — g3n43+1-3n—1 _ 93 — 799,
Un 9

Ainsi (uy,) est géométrique de raison 729.

— Une autre méthode qui est souvent bien plus efficace et qui sera donc a

privilégier consiste a partir de u,41 et a chercher a faire apparaitre u,, :
— 93(n+1)+1 — 93n+3+1 — 93n+1+3 —_ 93n+1 % 93 = u, X 93 _

Un+1
729u,
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Le théoréme suivant nous permet de trouver 'expression de u,, en fonction de

n:

Théoréme 14.6. Si la suite (u,,) est géoméirique de raison q et de premier

terme ug alors :

Vn € N, u, = ug X ¢"

Qg Démonstration. Nous allons faire une démonstration par récurrence :
— Initialisation : Le rang initial est » = 0. On a ug x ¢° = ug x 1, donc
up = ug % ¢°. La propriété est vraie au rang initial.
— Hérédité : Supposons que u, = ugXxXq™".Onau, 1 = ¢Xu, = qXugxq".
Donc 11 = ug X ¢" L.

— Conclusion :

Vn € N,u, = ug X q"

Exercice 14.15. Soit (u,,) la suite définie par u, 11 = 4u, et ug = 2.

1. Exprimer u,, en fonction de n.

2. Calculer us et uqg.

Théoréme 14.7. Si la suite (u,,) est géométrique de raison q, et si Uy, et Uy,

sont deux termes de la suite alors :

n—m

Vn € N, u, = um X ¢

Exercice 14.16. Démontrer le théoréme précédent.

Remarque 14.3. Notons I'analogie entre suite arithmétiques et géométriques :
Pour passer d’un terme au suivant :

— Pour une suite arithmétique on ajoute toujours la méme quantité (la rai-

son), et on a les formules : w11 = up + 7 et u, = ug+ 17 X n.
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— Pour une suite géométrique on multiplie toujours par la méme quantité (la

raison), et on a les formules : u,+1 = g X Uy et u, = ug X g™

Rappelons enfin les variations d’une suite géométrique :

Théoréme 14.8.

— Siq > 1etug > 0 alors (uy) est strictement croissante.
Siq > 1etuy <0 alors (uy,) est strictement décroissante.
Si0 < g < 1etug> 0 alors (uy) est strictement décroissante.
Si0 < g < 1etuy <0 alors (uy) est strictement croissante.
Siq < 0 alors (uy,) oscille.

Siq =1 alors (uy,) est constante.

N

Siq=0alorsu, =0sin > 0.

Démonstration. Siq > 1etug > 0.

Montrons par récurrence que u, > 0.
— Initialisation : Si n = 0 par hypothese ug > 0, il n’y a rien a démontrer.

— Heérédité : Supposons que u,, > 0.Ona g X u, > ¢ x 0 car ¢ > 0. Donc
Un+1 > 0.

— Conclusion : Vn € N, u,, > 0.

Montrons maintenant la propriété : Ona g > 1 et v, > 0 donc par produit :
Ul = ¢ X Up > 1 X Uy, i€: Upt1 > Up. Ainsi (uy,) est strictement croissante.

Les autres cas sont laissés en exercice. O

Remarque 14.4. N’oublions pas que le signe du premier terme est important pour
les variations d’une suite géométrique.

Observons sur la figure ci-dessous la représentation graphique d’une suite géo-
métrique. Les points semblent appartenir a une courbe dont ’allure ne nous est
pas étrangere, on reconnait la une courbe exponentielle ! Ce mystere sera résolu

plus tard (voir le chapitre 20 page 211).
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FIGURE 14.2. — Représentation graphique de u,, = 0,1 x 3"

Exercices de compréhension

. , . 1-3n , ,
Exercice 14.17. Soit (u,,) définie par u,, = 3# Démontrer que (uy,) est géo-

métrique et déterminer sa raison.
Exercice 14.18. Soit (u,,) la suite définie par u,+1 = 0, 5u, et ug = 1.
1. Quelle est la nature de la suite (uy,)?
2. Exprimer u,, en fonction de n.
3. Calculer uqg.
4. A partir de quelle valeur de n a-t-on u,, < 10~8? (On utilisera une calcu-

lette ou un tableur)

Exercice 14.19. Soit (uy,) la suite géométrique de raison 10 telle que usg = 30.

Calculer ugg.

Exercice 14.20. Soit (u,,) la suite géométrique telle que uzg = 30 et usy = 1200.

Calculer la raison de la suite.

Exercice 14.21. Soit (uy,) la suite géométrique telle que ujg = 10 et ¢ = 2.

Exprimer u,, en fonction de n.
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14.1.4. Suites arithmético-géométriques

Définition 14.6. Une suite (u,) est arithmético-géométrique si elle est
définie par une relation de récurrence de la forme : u, 1 = au, + b ou

(a,b) € R?, et la donnée d’un terme initial .

Remarque 14.5. Les suites arithmético-géométriques sont tres prisées des concep-
teurs d’exercices de bac, il convient d’en maitriser parfaitement I'étude. La mé-

thode sera détaillée sur un exemple, inutile de se perdre en théorie.

Exemple 14.10. Considérons la suite (u,) définie pour tout n par : u,y; =
2uy, + 3 et up = 2. Calculons quelques termes pour nous familiariser avec cette

suite :

U = 2up+3=2x24+3=7
Uy = 21 +3=2x7+3=17
uz = 2u+3=2x17+3=37

ug = 2uz3+3=2x37+3=77
us = 2us+3=2x77+3=157

On remarque que les termes croissent relativement vite. Les plus férus d’arith-
métique pourront essayer de démontrer que les termes finissent toujours par 7,
mais ce n’est pas le sujet pour I'instant.

Pour étudier une suite arithmético-géométrique, on introduit une suite auxi-
liaire (v,,) définie par v,, = u,, + 3. Nous verrons plus tard d’ou vient cette suite.
Dans les exercices de bac elle sera toujours donnée dans 1’énoncé. Nous allons
montrer que (vy,) est géométrique. En effet :

Un+1 = Up+1 + 3 (on écrit la définition de (v, ) au rang n + 1). On a donc :

Upt1 = 2Up + 3 + 3 = 2u,, + 6 (on écrit uy,41 en fonction de uy,). Il vient :

VUn+1 = 2(up, + 3) = 2v, (on factorise par 2 et on reconnait v,,).

Ainsi, v, 11 = 2vy, : La suite (vy,) est géométrique de raison 2.

(vn,) est géométrique de raison 2, donc v, = vy X ¢" = (ug + 3)2" =7 x 2™,

On a donc finalement u,, = v,, — 3 = 7 x 2" — 3. Gréce a 'introduction d’une
suite géométrique auxiliaire on a pu trouver 'expression de v,, en fonction de n.

La méthode décrite est toujours la méme, et les questions détailleront le chemin
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a suivre. Insistons sur le fait qu’il faudra toujours factoriser par le coefficient
devant u,,.
Exercice 14.22. Soit la suite (u,,) définie par : u,+1 = 0,5u, + 1 et ug = 3.
1. Calculer les 5 premiers termes de la suite.
2. On pose vy, = u, — 2.
a) Montrer que la suite (v,,) est géométrique.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
Remarque 14.6. Le nombre 3, dans le premier exemple et le nombre —2 dans
I'exercice sont les solutions de I’équation obtenue en remplagant u,y; et u, par
2 dans la définition par récurrence de la suite!
Exercice 14.23. Soit la suite (u,,) définie par : u,+1 = 0,8u, + 0,6 et ug = 1.
1. Calculer les 5 premiers termes de la suite.
2. Résoudre I'équation x = 0, 8z + 0, 6.
3. On pose v, = up — 3.
a) Montrer que la suite (v,,) est géométrique.

b) Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

Exercices de compréhension

Exercice 14.24. Soit la suite (u,,) définie par : u, 1 = buy, + 2 etug =1
1. Calculer les 5 premiers termes de la suite.
2. Résoudre 'équation x = 5z + 2.
3. On pose v, = u, + 0, 5.
a) Montrer que la suite (v,,) est géométrique.

b) Exprimer v, puis u,, en fonction de n.
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14.1.5. Somme des termes d’une suite

On est souvent amené a calculer la somme des termes consécutifs d’une suite.

Pour cela il faut introduire une notation et un symbole : > .

Notation 14.1.

n

— Onnote Y uy la somme des termes consécutifs de ug & u,.

k=0

n
> up=ugturt ..+ tp1 Uy
=0

n

— Onnote ) ug la somme des termes consécutifs de w,, & uy,.

k=m

n
Z Uk = Um + Ump41 + ...+ Up—1 + Up

k=m
Exemple 14.11.

n
— La somme des entiers de 0 A n s’écrit: > k.
k=0

n
— La somme des carrés entiers de 0 a n s’écrit: > k2.
k=0

On a les propriétés suivantes :

Théoréme 14.9. Associativité de la somme :

n

n n
Z (wr, + vg) :Z Ut Z Uk
k=0 k=0

k=0

Démonstration. Par récurrence sur n :

0
— Initialisation: Sin =0, (ur +vg) =uo+v9 =
k=0 k=0

La propriété est vraie au rang initial.
n n

— Hérédité : Supposons que Y (ux +vg) =D up+

k=0 k=0 k=0

0
upt > v

Ly
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Ona:
n+1 n
Z (uk +or) = (uk + k) + Unt1 + Un1
k=0 k=0
n n
= U+ Z Vg + Up41 + Unt1
k=0 k=0

(Par hypothése de récurrence)

n+1 n+1

n n
=Dttt ) v v =) w3 v
k=0 k=0 k=0 k=0

n n n

— Conclusion : Vn € N, >~ (ug +vg) = up+ Y, v
k=0 k=0 k=0
]
n n
Théoréme 14.10. Factorisation para : Y, aur, = a Y, uy.
k=0 E=0
Démonstration. Par récurrence sur n :
0 0
— Initialisation: Sin =0 ) a u; = aug =a Y, uy.
k=0 k=0

La propriété est vraie au rang initial.

n n
— Hérédité : Supposons que Y aup =a )y uy.

k=0 k=0
Ona
n+1 n
E au = g auy + alp41
k=0 k=0

n
= a E Uk + QUp41
k=0

(Par hypothése de récurrence)
n+1

n
:a(z Up + Un+1) :az g
k=0

k=0
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n n
— Conclusion : Vn € N, > au, =a ) uy.
k=0 k=0
[l

Les formules qui suivent sont fondamentales, il faut les connaitre par cceur,

sans 'ombre d’une hésitation.

n
Théoréme 14.11. Soit n un entier naturel, alors : Z k= @
k=0

Démonstration. Revenons aux notations avec... pour donner une preuve parti- Qg
culiérement élégante de ce résultat. Notons .5,, la somme cherchée. On a d’une
part :

Sp=14+24+3+...+(n—1)+n

Et d’autre part :
Sp=n+n-1)+n—-2)+...+2+1
En ajoutant terme a terme les deux lignes, on obtient :
2Sn:w+2+(n—1)+...+(n—1)+2+w

On se rend compte que les sommes sous accolades sont toutes égales a n + 1,

et il y a exactement n termes. On a alors :
2S5, =nx(n+1)

D’ou le résultat :
n(n+1)

Sp = 5

Exercice 14.25. Donner une preuve par récurrence de ce théoréme.
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Théoréme 14.12. Relation de Chasles :

n m—1 n n n
= D wp =, wet > uk = D uE =D Up— Y Uk
k=0 k=m k=m k=0 k=0

k=0

Démonstration. Revenons aux... pour comprendre :

m—1 n

D it ) i
k=m

n
Zuk:uo—l—ul—i—...—l—um,l—i—um—l—umﬂ—l—...—i—un:
k=0

k=0

Exemple 14.12.

n n m—1 TL(’I”L+ 1)
D k=) k= k= 2 2 2
k=0 k=0

n

— Y. a=a(n+1) —
k=0 k=m
n

= > a=an
k=1

Exercice 14.26. Donner une preuve par récurrence de ce théoréme.

Exemple 14.13. Pour bien comprendre ces formules, quelques exemples s’im-

posent :

n
— Y 1l=1+1+...+1=n,
k=1 N———

_)

3
— Y. a=a+a+a=3a,
k=1 n termes
n
5 — l=14+1+... 41 =n+
k=0
1=14+1+14+1+4+1=025, 1 n+1 termes

k=1
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Remarque 14.7. Attention, lorsque la somme commence a k = 0,ilyan + 1
termes! De méme, lorsque une somme vade k = mak =n,ilyan —m +1

termes.

Pour éviter une formulation inutilement lourde, retenons cette « formule » peu

rigoureuse :

Théoréme 14.14. Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique :

(premier terme + dernier terme) X nombre de termes
2

S =

Démonstration. Supposons (uy,) arithmétique de raison r. On a u, = ug + kr, ¢g

n

n
donc S =) wu, =) up+ kr.Ainsi:

k=m k=m
S = Yue Xk
k=m k=m
= up(n—m+1)+ rz k
k=m
n m—1
= uo(n—m—f—l)—i-r(Zk— k)
k=0 k=0
On a donc.

S = Uo(n*m+1)+rn(n+l)_(m_1)m

B 2u0(n—m+1)+r(n2+n—2m2+m)
_ 2u0(n—m+1)+7"2(n2+n—nm+nm—m2+m)
_ 2uo(n—m+1)—l—r(n(nzm—l-l)—km(n—m—l—l))
_ 2u0(n—m—|—1)+r(n+n21)(n—m+1)

2

(2uo+r(n+m))(n —m+1)
2
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(up +rn+ug +rm))(n —m+1)
2
(up + um)(m—m+1)
2

Le théoréeme est donc démontré, aprés une démonstration un peu sportive,

mais enrichissante. O

Exemple 14.14. Soit (u,,) la suite arithmétique de raison 5 et de premier terme
20
ug = 3. On veut calculer S =) u. On commence par calculer us et ug. On a

k=5
us = 28 et ugy = 103. Dans la somme il y a 103 — 28 4 1 termes, soit 76. Alors
_ 28x103 _
S = =522 = 1442.

Exercice 14.27. Soit (uy,) la suite arithmétique de raison -2 et de premier terme

30
uo = 4. Calculer S = > u.
k=10
Le résultat suivant est fondamental et doit étre connu par coeur, sans 'ombre

d’un doute.

Théoréme 14.15. Somme des puissances : soit ¢ € R, q # 1,

n
>
k=0

1_qn+1 _ qn+1 -1

1—-q  g¢g-1
Qg Démonstration. Revenons a nouveau a la définition :

n
Y db=1+q++. 4"

k=0
Donc :
n
1-9)> ¢ = 01-gU+q+¢+...+¢")
k=0
= 14+q+¢P+ ..+ —q—F-¢— ... =

On observe que les termes s’annulent deux a deux, il ne reste que le premier
et le dernier. Ce phénomeéne s’appelle le télescopage, trés courant en mathéma-

tiques. On a donc :
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n

(1-q) > ¢F=1-¢""
k=0

En divisant les deux membres de I’égalité par 1 — ¢ on obtient le résultat cher-
ché. O

Remarque 14.8.

— Cette formule est vraiment trés importante, et est utilisée dans tous les
champs des mathématiques, de I'arithmétique a l’analyse, des nombres

réels aux nombres complexes.
n n n
— Sig=1lalors > ¢ = > 1% = > 1 =n+ 1 comme nous I'avons déja
k=0 k=0 k=0

vu.
_ .+l n+1_ s s
1—q =41 ! De maniére générale,

1—q q—1

ona:—(b—a)=—b+a=a—b Donc <=l = :gg:i; = =2 Suivantle

— 1l faut bien comprendre pourquoi

contexte il peut étre avantageux d’utiliser une expression ou l'autre.

10 10
Exemple 14.15. On veut calculer > 2F. On applique la formule : > 2F =
k=0

10+1 k=0
210411 _ 511 _
o =21 —1=2047.
10
Exercice 14.28. Calculer (%)k
k=0

Exemple 14.16. Terminons par un exemple de suite arithmético-géométrique :
n

Soit la suite (u,,) définie par : u,,+1; = 4 X 3" + 1. On souhaite exprimer S,, =
k=0
uy, en fonction de n.

Ona:

n n
Sp o= > up=Y 4x3"41
k=0 k=0
n n
= Z4x3k+21
k=0 k=0

n
= 4) 3+ (n+1)
k=0
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On a finalement :
S, =2(3"" 1)+ (n+1)

Exercices de compréhension

Exercice 14.29. Soit (u,,) la suite arithmétique de raison % et de premier terme

40
uo = 1. Calculer S =5 u.
k=0

Exercice 14.30. Soit (u,,) la suite arithmétique de raison —5 et de premier terme
n

ug = 1. Exprimer S,, = uy, en fonction de n.
k=0
Exercice 14.31. Soit (u,,) la suite arithmétique de raison 0, 2 et de premier terme
n

ug = 10. Exprimer S,, = > wuy en fonction de n, pour n > 10.
k=10

10
Exercice 14.32. Calculer > 3k,

k=0

10
Exercice 14.33. Calculer > 0, 1k,

k=5
Exercice 14.34. Soit (u,) la suite définie par : w11 = 2u, + 3 et uy = 2.

n
Exprimer S,, =) wuy, en fonction de n.
k=0

14.2. Limite d’une suite

14.2.1. Limite finie

Commencons par un exemple fondamental : Soit (u,, ) la suite définie par u,, =

%. Observons les valeurs de cette suite :

n 1 2 3 4 5
Un 1 0,500 | ~0,333 | 0,250 | 0,200
n 6 7 8 9 10
up || ~0,167 | ~0,143 | 0,125 | ~0,111 | 0,1
n 50 100 1000 106 10°
Up 0,02 0,01 0,001 106 107
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On constate que les valeurs de u,, semblent se rapprocher de 0. C’est le cas, et
on va dire que u,, tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini. Tentons de formaliser
cela : Pour cela introduisons la lettre grecque € (epsilon) qui symbolise un nombre
que l'on peut choir aussi petit que 'on veut. Quelle que soit la valeur positive ¢
choisie, les termes de la suite (u,,) finiront par devenir plus petits que ce . Si
je choisis € = 1, d’apreés le tableau c’est toujours le cas. Si je choisis € = 0, 001,
d’apreés le tableau c’est le cas pour n > 1000. Je peux choisir € aussi petit (positif)
que je veux, les termes de la suite seront a partir d’un certain rang ng plus petits

que ce €. On peut donner la définition rigoureuse suivante :

Définition 14.7. Une suite (u,,) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo si :

Ve>03ng eN,n>ng=|u,| <e

Géométriquement, cela signifie que les points de coordonnées (n, u,,) se re-
trouveront tous a partir d’un certain rang n dans la bande d’épaisseur 2¢ centrée

sur I’axe des abscisses, aussi petit soit €.

14
e
)

...... 8. 9. 10...11

FIGURE 14.3. — Limite de u,, = %

Pour bien comprendre cette premiére limite, on donne souvent 'exemple sui-
vant : on coupe un gateau en n parts. La taille d’'une part est alors proportionnelle
a %, et 'on congoit aisément que la taille d’une part se réduit et se rapproche de

0 plus on coupe le giteau.
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FIGURE 14.4. — Parts de giteau

Notation 14.2. Pour écrire qu’une suite (u,,) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo,

on note :

lim wu, =0
n—-+o00

Remarque 14.9. La définition de la limite avec € n’est pas exigible a I’épreuve du
bac. Il faut d’abord comprendre intuitivement la notion de limite, le maniement
des définitions en € ne sera vraiment utilisé que dans le supérieur. La plupart
des propriétés énoncées dans ce chapitre seront admises car elles utilisent ces
définitions. Nous donnons tout de méme quelques preuves pour ceux qui désirent

d’ores et déja se familiariser avec nouveaux raisonnements.

Certaines limites doivent étre connues par cceur, voici les premiéres :

Théoréme 14.16.

— lim 1=0 — lim 4 =0
n—+oo " n—+oo "
— lim L =0 — SikeN*, lim L =0
n—+oo Vn n——+oo 1
Démonstration.

— Soite > 0.Sin > % alors % < g, car la fonction inverse est strictement
décroissante sur R™*, et doncona0 < u, < cet|u,| < ¢, ce qui démontre

le premier point.

— Soite > 0.Sin > (%)2 alors % < €2, car la fonction inverse est stricte-
ment décroissante sur RT*, et \/% < V&2 car la fonction racine carrée est
strictement croissante, doncona 0 < u,, < € et |un\ < g, ce qui démontre

le deuxiéme point.
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— Soite > 0.Sin > \/g alors % < 4/e, car lafonction inverse est strictement
décroissante sur R**, et (%)2 < €2 car la fonction carrée est strictement

croissante sur R™, donc ona 0 < u, < ¢ et |u,| < &, ce qui démontre le

troisieme point.

— Le dernier point sera démontré ultérieurement a la page 126.

Exemple 14.17. Onadonc lim 4 =0, lim -1 =0.
P 4-17 n=—-+oo 1’ n=r+oo '

Remarque 14.10. On sait que n~2 = =, et de maniére générale,n % = L. Ainsi
n n

lim n=°=0.
n—-+4o0o

On peut donc reformuler le théoréme précédent :

Théoréme 14.17.

— lim nt=0 — SikeN* lim n*=0
n——+oo n—-+oo
— SikeZ k<0, lim nF=
— lim n2=0 0 e
n——+oo

Attention pour le dernier point il faut bien faire attention que k est négatif'!

Considérons maintenant 'exemple suivant : u,, = % + 1. On a les valeurs
suivantes :
n 1 2 3 4 5
Up, 2 1,500 | ~ 1,333 1,250 1,200
n 6 7 8 9 10
Up || = 1,167 | ~ 1,143 | 1,125 ~ 1,111 1,1
n 50 100 1000 106 10?
up || 1,02 1,01 1,001 | 1+107%|1+07°

On voit que cette suite tend vers 1 : On a lin_l Uy, = 1. Donnons la définition
n——+oo
générale :
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Définition 14.8. Soit [ € R. Une suite (u,,) tend vers [ lorsque n tend

vers 400 si

Ve >03ng e Nyn>ng = |u, — 1| <e

Géométriquement, cela signifie que les points de coordonnées (n, u,,) se re-
trouveront tous a partir d’un certain rang ng dans la bande d’épaisseur € centrée

sur 'axe d’équation y = [, aussi petit soit €.

FIGURE 14.5. — Limite finie

Définition 14.9.
— Une suite (u, ) convergente est une suite qui admet une limite finie

[. On dit alors que (u,) converge vers .

— Une suite (u,,) divergente est une suite qui n’est pas convergente.

Exemple 14.18.

— Soit (uy,) la suite définie par : u,, = ﬁ Ona: grf U, = 0 donc (uy,)
n (0.9}

converge.

— Soit (uy,) la suite définie par : u,, = (—1)". Cette suite oscille entre deux

valeurs : —1 et 1, elle n’a pas de limite, donc (u,,) diverge.

Terminons cette partie par un théoréme d’unicité. La preuve donnée est tres

instructive, mais peut étre ignorée en premiére lecture.
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I Théoréme 14.18. La limite d’une suite, lorsqu’elle existe est unique.

Démonstration. Nous allons faire une preuve classique dans les résultats d’uni-
cité.

Raisonnons par I’absurde, supposons que la limite n’est pas unique : la suite
(up,) a donc (au moins) deux limites /1et lo. Soit € > 0. Par définition de la
limite, il existe nitel que : Vn > ng,|u, — 1| < 5 et il existe ny tel que :
Vn > ng, [up, — lo| < 5. Soit ng la plus grande des deux valeurs 1 et ny. Alors

sin > ng on aalafois |u, — l1| < § et |u, — 1| < §. Ainsi,sin > ngona:

=l =1 —up+u, —lo| <|h —up|+|up — ] < s+ - =¢

N ™

On a donc Ve > 0,11 — lo] < e. |l; — o] est positif et plus petit que tous les
nombres strictement positifs : |I; — lo|est donc nul! Finalement, [; = Is. ]
14.2.2. Limite infinie

Observons I'exemple suivant : Soit (u,,) la suite définie par u, = n?. On a les

tableaux :

n 1 2 3 4 5

Up, 1 4 9 16 25
n 6 7 8 9 10
Up, 36 49 64 81 100

n 50 | 100 | 1000 | 108 | 10°
u, || 2500 | 10* | 10% | 10'2 | 1018

On constate que plus n est grand, plus u,, devient grand et finit par dépasser
n’importe quelle valeur IN. Par exemple si N = 10'°, u4 et ses successeurs sont
plus grand que N.

On dit que u,, tend vers 400 lorsque n tend vers I'infini, et on note :

lim wu, = 400
n—-+4o00
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Donnons la définition rigoureuse :

Définition 14.10. Une suite (u,, ) tend vers 400 lorsque n tend vers +o00
Si:
VN >0dngeN,n>ng=u, >N

Géométriquement, cela signifie que les points de coordonnées (n, u,, ) finiront
par passer au-dessus de n’importe quel axe horizontal, comme on le voit sur la

figure suivante :

FIGURE 14.6. — Limite infinie
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Les limites suivantes sont & connaitre par coeur :

Théoréme 14.19.

— lim n = +oo, - lim n?= 400,
n—+00 n—+00
—  lim /n =400, — Sik e N*, lim nF = +4oc.
n——+0o0 n——+o00
Démonstration.

— Soit N > O.Sin > N alors u, > N, ce qui démontre le premier point.
— Soit N > O.Sin > N? alors v/n > V' N2 car la fonction racine carrée

est strictement croissante. On a N > 0 donc u,, > N. ce qui démontre le
deuxiéme point.

— Soit N > O.Sin > /N alors n?> > \/N2 car la fonction carrée est
strictement croissante sur R*. On a donc u,, > N. ce qui démontre le
troisieme point.

— Le dernier point sera démontré ultérieurement.

L

Remarque 14.11. Le premier point peut sembler totalement évident, une forme

de lapalissade.

Définition 14.11. Une suite (u,, ) tend vers —oo lorsque n tend vers +o0o

si la suite (—uy,) tend vers +o0o lorsque n tend vers +oo

Exemple 14.19. Soit (u,,) la suite définie par u,, = —n*. Ona lirf n* = +oo
n——+oo
donc lim —n*= —co. Ainsi lim wu, = —oc.
n—+o0o n—+oo

Remarque 14.12.
— Une suite qui tend vers +00 ou —oo n’a pas de limite finie, donc elle di-
verge.
— Par contre, attention, une suite qui diverge ne tend pas nécessairement vers
U'infini: (u,, ) définie par u,, = (—1)" diverge, mais ne tend pas vers I'infini.

Rappelons qu’une suite qui diverge est juste une suite qui ne converge pas.
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14.2.3. Limite des suites arithmétiques

Le cas arithmétique est des plus simples.

Théoréme 14.20. Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r et de premier

terme uy.
— Sir > 0alors lim wu, = +oc.
n—-+o00
— Sir < 0alors lim wu, = —oc0.
n—-4o00
— Sir =0alors lim wu, = ug.
n—-+o00

Exemple 14.20. Soit (u,,) définie par u,, = 1 — 7n. (u,) est arithmétique de

raison 7, =7 < 0,donc lim wu, = —oc.
n—-+o00

14.2.4. Limite des suites géométriques

Etudions pour commencer la suite des puissances d’'un nombre.

Théoréme 14.21. Soit g € R.
— Si—1<g<1lalors lim ¢"=0.
n—-+o0o
— Siq > 1alors lim ¢" = +oc.
n—+0o

H — 1 n __
— Sig =1 alors nggr—loo(l) =1
— Siq = —1 alors (—1)™ oscille entre les valeurs —1 et 1 : ((—1)") di-

verge.

— Siq < —1 alors (¢q") oscille entre des valeurs positives et négatives :

(¢™) diverge.

Exemple 14.21.
— Soit (uy,) définie par u, =5".Onab > 1donc lim 5" = +oo.
n—+oo

— Soit (uy,) définie par u,, = 0,6".Ona -1 < 0,6 < 1donc lim 0,6" =

n—-+o0o
0.
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FIGURE 14.7. — (¢™) suivant les valeurs de ¢

— Soit (uy,) définie par u,, = (—4)™. Ona —4 < —1 donc (u,,) diverge.
— Soit (uy,) définie par u,, = (—(%)”) Ona—1<0,6 <1donc:
. 2.\n
TGN =0
Remarque 14.13. La justification d’une limite de (¢") doit étre systématique, sui-
vant le modele ci-dessus. C’est trés simple, et sans justification le résultat sera

toujours compté faux.

Pour déterminer la limite d’une suite géométrique, il faudra prendre en compte

également le signe de ug.

Exemple 14.22.

— Soit (uy,) définie par u,, = —3 x 1,3".0Ona 1,3 > 1donc lim 1,3" =

n——+o00
400,et =3 < 0,donc lim -3 x1,3" = —o0.
n—-+00
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— Soit (uy, ) définie par u,, = 2x0,3".0na0 < 0,3 < 1donc lim 0,3" =

n—+0o0o
0,donc lim —3x0,3" =
n—-+4o00

— Soit (uy,) définie par u, = —3 x (=3)". On a —3 < —1 donc ((—3)")
diverge, ainsi que (uy,).
— Soit (uy,) définie par u, = 2 x 5". Onab > 1donc lim 5" = +oo, et
n—+oo
2> 0,donc lim 2 x 5" = +o0.
n—-+o0o

14.2.5. Opérations sur les limites

Nous allons désormais étudier le comportement des limites avec les opérations
usuelles. Les résultats, donnés sous forme de tableaux, sont admis. La plupart sont

intuitifs, et nous insisterons sur les cas délicats.

Somme

R

la I+

I +00 400

—00 —00

+00 +00 +00

—00 —00 —00

+00 —00 FI

Exemple 14.23.

— u, =n’etv, =n30Ona lim un—+ooet hm vy, = +00, donc par

n—-+oo
somme lim wu, + v, = +o00.
n%+oo
— U, = = etvn =4n.0Ona lim w, =0et lim v, = +oo, donc par
n—-+oo n—-+o00
somme lim wu, + v, = +o00.
n—-+oo
— Uy = 5 etu, = ~.Ona lim u, =0et lim wv, =0, doncpar somme
n n—+o00 n—+4o00
lim w, +v, = O.
n—-+oo
— u, =n®etv, = 3% 0Ona3 > 1donc lim 3" = +oo. Par ailleurs
n—-+o00
lim n? = 400, donc par somme lim wu, + v, = +o00.
n—-+o00 n— +oo

— Uy = 5+ .Ona lim 5=5et lim 5 = 0, donc par somme lim 5+
n—-+00 n—-+00 n——+00

L—0. lim u, =0.
n n—+o0o "
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Il n’y a qu’une case mystérieuse dans ce tableau : Que signifie ce F.I.? C’est I’acro-
nyme de Forme Indéterminée. Cela signifie que lorsqu’une suite tend vers +oc et
Pautre vers —oo on ne peut rien dire a priori sur la limite de la somme. Dans ce
cas, il faut faire un calcul pour déterminer la limite de la somme. On dit qu'on

léve I'indétermination. Voyons sur quelques exemples :

Exemple 14.24.

— Siu, = n’etv, = —n% ona lim w, = +ooet lim v, = —oc.
n—-+4o00 n—-+oo
Up + vy, =n? —n?=0donc lim wu, +v, =0.
n—-+o0o
— Siup,=1—2netv, =5+2n,ona lim wu, = —occet lim v, =-+o0
n——+0o0o n—-+o0o

(suites arithmétiques de raisons négatives et positives). u, +v, = 1 —2n+
5+2n =6donc lim wu, + v, =6.

n—-+o00

Exercices de compréhension

Exercice 14.35. Déterminer les limites suivantes :

— lim nd+ 4, — lim 0,1" 40,97,
n—-+oo n n—-+00
— lim n°+2, — lim 3" +0,9™
n—-+o00 n—-+o00
Produit

A nouveau la plupart des résultats sont intuitifs, si 'on se rappelle la régle des

signes.
lim wu, lim v, lim u, X v,
n——+00 n—-+00 n—-+00
ll l2 l1 X lz
—+00 —+00
1 >0
—00 —00
+0o0 —00
lh <0
—00 +00
—00 —00
+00
“+00 —+00
—00 —00 +0o0
0 +oo FI
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Exemple 14.25.

— up, =n?etv, =n30Ona lim wu, =-+ooet lim v, = +o0, donc par
n—-+00 n—-+o00

produit lim w, X v, = 4o0.
n——+00

— Up 7+2etvn—\/_0na lim wu, = 2et hm v, = 00, donc
n——+00 n—+4o00

par produit lim wu, X v, = +o00.
n——+o0o

— U, = % etv, = ~.Ona lim wu, =0et lim v, = 0,donc par produit
n n—-+oo n—-+0oo
lim u, X v, = O.
n—-+o00
— u, = —n?etv, = 3% 0Ona3 > 1donc lim 3" = +oo. Par ailleurs
n—+00
lim —n? = —oo, donc par produit lim (u, + v,) = —oo.
n—-+4o0o parp n%+oo( " ”)

A nouveau il y a une forme indéterminée : « infini fois zéro ». Voyons sur quelques

exemples :

Exemple 14.26.

— Siwu, = n? etvn:l ona lim wu, =+ocoet lim v, =0.u, X v, =
n—-+o00 n—-+o0o

n?xL=ndonc lim w, xv,= lim n=-+occ.
n—-+o0o n—-+o00

3

%Siun:netvn—1 ona lim wu, = +ooet hrf Up = 0. up X v, =
n—

n—+oo
nx+=1donc lim wu, xv,= lim n=1.
n n——+00 n—-+o0o
— Siu, =n?etv, = 14,ona lim u, =+4+occet lim v, =0.u, Xv, =
n—+o00 n—+o00
n2><i4: donc lim wup Xv, = lim n=0.
n n—+o00 n—+o00

Nous pouvons désormais démontrer le résultat du théoréme 14.20 que nous

avions admis:Sik € N, lim n*F = +oo.
n—-+oo

Démonstration. Par récurrence.

— Initialisation : Si n = 1, d’aprés le théoréme 14.21, lirf n = +o0o. La
n——+0oo
propriété est vraie au rang initial.

— Hérédité : Supposons que si k € N*, lim n* = +00. On a alors :
n—+oo

lim n**t!' = lim »*

n—-+o0o n—-+o0o

X n = —+00

par produit. Ainsi lim n*t! = 400
n—-+oo

— Conclusion: Sik € N*, lim n*F = +o0.
n——+oo
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Exercices de compréhension

Exercice 14.36. Déterminer lim w, X v, dans chaque cas:

n—-+00
— U, =140,5";v, =240,4", = U, =n"3 v, =n?,

2. _ 1 — . —
%un:n,vn—%, — up =0,2";v, =1 x 2",
— U, = 2"; v, = 4", = up =2"; v, = (—0,1)"

Quotient

Une fois de plus il ne s’agit pas d’apprendre par cceur ces tableaux, mais de

bien comprendre chaque cas, et de retenir les formes indéterminées.

lim wu, lim v, lim %=
n—+00 n—+00 n—+oo Un
l
L lo #0 n
+oo 0
ls >0 +00
+o00
lb <0 —00
l5 >0 —00
—00
lb <0 +00
0 0 FL
+oo +oo F.L
0F +00
[ > 0ou-+oo
0~ —00
0" —00
[ <0ou—o0
0~ +o00
Lorsque le dénominateur tend vers 0, il y a plusieurs cas a traiter :
Iim wu, lim v, lim 2=
n—+00 n—+o0o n——+oo Un
0" +00
Il >0ou-+oo
0~ —00
0t —00
l<0ou—oo
0~ +o0
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07 signifie que v, tend vers 0 et que v,, > 0, 0~ signifie que v,, tend vers 0 et
que v, < 0.

Quelques exemples s’'imposent :

Exemple 14.27.

— Siu, =1+0,5"etv, =2+4+0,4" ona lim u, =1let lim v, =2,
n—-+o0o n—-+oo
Un 1

donc par quotient, nll)m =3

“+o00

— Siu, =ndetv, =0,1" ona lim wu, = +ooet lim v, = 0%, donc

n—-+o0o n—-+o0o
ar quotient, lim ¥z = 4o00.

parq n—+oo Un

— Siu, =n3etv, =nona lim wu, = +ooet lim vy = +oo.llya
n—-+4o00 n—-+4o0o
donc une forme indéterminée. Mais lim %2 = lim %% = lim n =
n——+oo Un n—+oo " n—-+oo

—+00.

— Siu, = -1+ Letv, =n ona lim u, = —let lim v, = +oo,
n n——+00 n—-+00

donc par quotient, lim Y= = 0.
p q n——+00 Un

— Siun:3+%etvn:5—%,ona lim wu, =3et lim v, = 400, donc
n——+o0o n—-+oo

ar quotient, lim Yz = 3,
parq n—+oo Un 5

Exercices de compréhension

Exercice 14.37. Déterminer lim 7 dans chaque cas:

n—+oo "
— up =1+40,5";0, =2+ 0,4", = Up =n"3; 0, =n?,
%un:nz;vn:ﬁ, — up =0,2";v, =1 x 27,
— Up =275 v, = 4", = up =2";v, = (—0,1)"

Lever 'indétermination

Retenons qu’il y a 4 formes indéterminées : « infini moins infini », « zéro fois

infini », « infini sur infini » et « zéro sur zéro » :

c0o—0 | Oxoo | =

olo

Comme nous ’avons vu dans les exemples précédents, dans certains cas il suf-

fit d’'une simplification ou d’un petit calcul pour lever I'indétermination. Nous
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allons voir une méthode pour lever I'indétermination dans le cas d’une suite po-

lynomiale.

Exemple 14.28.

— Uy, =n?>—n.Ona lim n? = +ooet lim —n = —oo,ily a donc

n—-+o0o n—-+o00

indétermination. Pour lever I'indétermination, nous allons factoriser par
n%:u, =n?-n=n?*1-1)Onaalors lim n?=+ooet lim 1-1 =

n—-—+o0o n—+4o00 n

1. Ainsi, par produit, lim wu, = lim n2(1 — 1) = +c0.
parp notoo ' n—too ( n)
— u, = n3—n+n?+1.11y a une forme indéterminée. On factorise cette fois
; 3 3 1,1, 1 . 3 .

ciparn®:u, =n°(l1— =5+ ++-3).0Ona lim n°=+ooet lim (1-—

P " ( n? Lo Tl ) n——+00 n~>+oo<

1 1 1 _ . . . . o . 2 1 o
~z+. +.3) = L. Ainsi, par prodult,nglilOO up, = lim n*(1— ) = +oo.

n—-+o0o

Dans chaque cas, on a factorisé par le terme de plus haut degré. Cette méthode

fonctionne pour toute suite dont le terme général est un polynéme en n.

Exercice 14.38. Dans chaque cas déterminer lim .

n——+0o0o
— up=n84+n°—nd4+n+2, — u, = 8n® 4+ 2n* — 3n® — 3n,
2
— Uy =n?+2n* —nd +n, —>un:%n4+%—n3+%.

Cette méthode va étre utile également lorsque la suite est une fraction ration-

nelle, c’est-a-dire un quotient de deux polyndmes :

Exemple 14.29.

— Uy = ngé.Ona lim 2n+1 = 4ooet lim 3n—2 = +oo,ilya
n—+4-00 n—+00

donc indétermination. Pour lever I'indétermination, nous allons factoriser

par n au numérateur et au dénominateur :

Wt _n2+4) 2++1
" 3m-2 nB-2) 3-2
Onaalors lim 2+— =2et lim 3—— = 3. Ainsi, par quotlent lim w, =
n—-0o0 n—-+00 —+00
2
3

— u, = ZE Ona lim n? tn=+ocoet lim n+3=+oc,ilyadonc
n+3 n—-+00 —+00

indétermination. Pour lever I’ 1ndeterm1nat10n nous allons factoriser par
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n? au numérateur et par n au dénominateur :

_n2+n n2(1+l)_n(1+%)

_ n

n+3  n(l+3) (143

Un,
Onaalors lim 1+ % =1let lim n = 400, donc par produit :
n—-+oo n—-+oo

1
lim n(l+—)=+o00

n——+o0o n

et lim (14 %) = 1. Ainsi, par quotient, lim wu, = 4o0.
n——+oo n——+o0o

Exercice 14.39. Dans chaque cas déterminer lim .

n—-+00

— 3n+l _ n3—5n+1
— Un = Fuias = Un = 3.9 7,15

_ 14n _ Tn343n+1
— Up = 2—Tn?> - Up = 3n3—6n+5’

2

_ n°+5n+1 _ 2n+1

= Un = 32 715 = Un = Fpigag1

14.2.6. Théoremes de convergence

Définition 14.12. Une suite (u,,) est majorée si :
IM eR|VneNu, <M

Le nombre M s’appelle un majorant de la suite (uy,).

Exemple 14.30. Soit (uy) la suite définie par u,, = 1. Ona 2 < 1, donc (u,)

est majorée par 1.

Remarque 14.14. Dans 'exemple précédent on a % < 1, donc % < 2. (uy) est
majorée par 2. On comprend qu’il existe une infinité de majorants (tout nombre
supérieur a 1). Par contre il existe parmi eux un unique plus petit des majorants,

ici c’est 1.

Exercice 14.40. Soit (uy,) la suite définie par u,, = 2 — % Démontrer que (uy,)

est majorée par 2.



Les suites numériques 133

Définition 14.13. Une suite (u,,) est minorée si :
dneR|VneNm<u,

Le nombre m s’appelle un minorant de la suite (u, ).

Exemple 14.31. Soit (u,,) la suite définie par u,, = n%. Onan? > 0, donc (uy,)

est minorée par 0.

Remarque 14.15. A nouveau il existe une infinité de minorants (tout nombre in-
férieur a 0). Par contre il existe parmi eux un unique plus grand des minorants,

ici c’est 0.

Exercice 14.41. Soit (u,) la suite définie par u,, = —n3 4+ 4. Démontrer que

(uy,) est minorée par 4.

Définition 14.14. Une suite (u,,) est bornée si elle est minorée et majo-
rée:
Im eR,IM eR|VneNm<u, <M

Exemple 14.32. Soit (u,,) la suite définie par u,, = cos(n).Ona —1 < cos(n) <

1, donc (uy,) est minorée par —1 et majorée par 1 : (u,,) est bornée.

Exercice 14.42. Soit (uy,) la suite définie par u,, = sin(n) + 10. Démontrer que
(uy,) est bornée.

Nous pouvons désormais énoncer le théoréme de convergence monotone :

Théoréme 14.22.
— Une suite croissante et majorée est convergente.

— Une suite décroissante et minorée est convergente.



134 Chapitre 14

Ce théoréme est admis au niveau terminale.

Exemple 14.33. Soit la suite (uy,) définie par : u,+1 = 0, 5u, + 1 et ug = 1. On
a démontré a I'exercice 14.7 que la suite est croissante. Démontrons qu’elle est
majorée par 2 :
Nous allons faire une démonstration par récurrence :
— Initialisation : Le rang initial est n = 0. On a uy = 1, donc ug < 2. La
propriété est vraie au rang initial.
— Hérédité : Supposons que u, < 2.0na 0,5 x u, < 0,5 x 2, Donc
0,5u, +1<0,5 x 241, dott upy1 < 2.
— Conclusion : u, < 2.

La suite (u,,) est donc croissante et majorée, d’aprés le théoréme de convergence

monotone, (u,) converge.

Exemple 14.34. Donnons un autre exemple :

Soit la suite (u,,) définie par : u,11 = et up = 0. On va démontrer par

2—Un

récurrence que 0 < uy, < up41 < 1. Cela démontrera d’'un coup que la suite

(uy,) est croissante et bornée!

— Initialisation : Le rang initial est n = 0. Ona ug = 0, et u; = % donc

0 < up < uy < 1. La propriété est vraie au rang initial.

— Hérédité : Supposons que 0 < u, < up4+1 < 1.O0Ona

1< i1 <~ <0

donc

2-1<2—-up41 <2—1u, <2
donc

1 1 1

—< < 1

27 2—uy T 2—Upy1
soit

Mais 0 < % donc 0 < upt1 < Upgo < 1.

— Conclusion : 0 < u, < uptpy < 1.
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La suite (u,) est croissante et majorée (par 1), donc d’aprés le théoréme de
convergence monotone, (u,) converge. Attention, on peut avoir envie de dire
qu’elle converge vers 1, mais a ce stade, nous n’en savons rien! En fait c’est le
cas, et nous allons le démontrer : Soit [ la limite. Il est important de comprendre

quelona lim wu, =let lim w,y; =l Eneffet,la suite (u,y1) & les mémes
—+00

li
n—+oo n
termes que la suite (u,, ), mais décalés d’un cran vers la gauche. Ces deux suites

ont la méme limite! (Et non [ + 1 comme on pourrait dire au débotté). Nous al-

1
2—up "

lons passer a la limite dans I'égalité : u,11 = On obtient [ = z%l Nous
justifions ce passage a la limite dans un prochain chapitre ( page 165) C’est une

équation en [ que nous savons résoudre :

-

l =
2-10) =
?2-20-1 =
(1-1?% =
l E

[N}

= O O =

R

La limite est bien égale a 1!

Remarque 14.16.

— Insistons sur ce point : Ce théoréme démontre I'existence d’une limite, mais

ne permet pas de calculer la limite. Il s’agit d’'un théoréme d’existence.
— Les hypothéses sont absolument nécessaires : la suite (u,,) définie par :
uy, = (—1)" est bornée, mais n’est pas croissante, et elle n’a pas de limite.
Corollaire 14.1.
— Une suite croissante et non majorée tend vers +00.

— Une suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

Exercices de compréhension

Exercice 14.43. Soit (u,) la suite définie par u, = 2 — HLH Démontrer que

(uy,) est majorée par 2.

Exercice 14.44. Soit (uy,) la suite définie par u,, = 2cos(3n). Démontrer que

(up,) est bornée.
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Exercice 14.45. Soit (u,) la suite définie par u, = k%n(%) Démontrer que

(uy,) est bornée.

Exercice 14.46. Soit (u;,) la suite définie par u,, = ZW. Démontrer que
(uy,) est bornée.
Exercice 14.47. Soit la suite (u,,) définie par : u, 1 = 0,8u, + 1 etug = 1.

1. Démontrer que la suite (u,,) est croissante.

2. Démontrer que la suite (u,,) est majorée par 5.

3. En déduire que (u,) converge.

14.2.7. Théoremes de comparaison

Théoréme 14.23. Soient (uy,) et (v,) deux suites telles que d partir d’un

certain rang ng on ait u, < v, Alors :

— Si lim w, = +ocoalors lim v, =+
n—-+4o0o n—-+4o00

— Si lim v, = —ocoalors lim wu, =—oc
n—-+o0o n—+o00

En quelque sorte si (u,,) tend vers +oo alors (v, ) est « poussée » vers +00.

Exemple 14.35.

— Supposons que (vy, ) vérifiev,, > n%.Ona lim n? = +oo,donc lim v, =

n—+o0o n—+oo
+00.
— Supposons que (uy,) vérifie u,, < —/n.On a lirf —y/n = —o0, donc
n——+0oo
lim wu, = —oco.
n—+oo

Le théoréme suivant est souvent appelé théoreme des gendarmes :

Théoréme 14.24. Soient (uy), (vy,) et (wy) trois suites telles que d partir
d’un certain rang ng on ait u, < v, < Wy,

Si lim w, = lim w,alors lim v, = lim u, = lim w,.
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o n—-+4o00 n—-+o0o
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FIGURE 14.8. - (vy,) est coincée entre (uy,) et (wy,)

Si (v,) est coincée entre (u,) et (wy,) de mémes limites, (v, ) n’a pas d’autre

choix que de suivre (uy,) et (wy,) vers cette limite.

Exemple 14.36.

— Soit la suite (u,,) définie par : u, = L;l)n) pourn >1.0na:
(-1)» = —1 sinestimpair
(-1)» = 1 sinestpair

On a donc l'encadrement : —1 < (=1)" < 1.Donc2 - 1< 24 (-1)" <

<
2 4 1. Ainsi, puisque n > 0, % < W < % Ona

lim —= lim — =0
n—+oo n n—-+oo n

donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim wu, = 0.
n—+oo

— Soit la suite (u,,) définie par : u,, = n + sin(n) pour 0. On a :
Ve eR,—1 <sin(z) <1
donc —1 < sin(n) < 1. Par suite,n — 1 < u, <n+1.0na:

Im n—1= lim n+1=+0c0
n—-+o0o n—-+00
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donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim wu, = +oc.
n—-+00

Dés qu’une suite contient un sinus, un cosinus ou une puissance d’'un nombre

négatif, il faut penser au théoréme des gendarmes.

Exercices de compréhension

_ 2n%41

Exercice 14.48. Soit la suite (u,,) définie par : u, —= pour n > 1.
1. Démontrer que u,, > n.
2. En déduire nll}r_"l_loo Up,.-
Exercice 14.49. Soit la suite (u,,) définie par : u, = %Qb(n) pour n > 1.

Démontrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 14.50. Soit la suite (u,,) définie par : u,, = 71771757;1)” pour n > 1.
Démontrer que (uy,) converge et déterminer sa limite.
14.2.8. Suites du type u, 1 = f(u,)
Soit (uy,) la suite définie par u, 1 = 31{12:2 et ug = 1. Si on pose
3r + 2
xTr) =
/(@) 1+

pour z > 0,0n a u, + 1 = f(uy). On peut utiliser les propriétés de la fonction

f pour étudier la suite (u,,). Commencons par montrer que fest croissante sur
; 3(1+z)—(3z+2 1 ,

R+ :Ona f(z) = & (xl)—i—z();: ) = (i7m2- Onadone f'(z) > 0, f est donc

strictement croissante. Nous allons montrer maintenant par récurrence que (uy,)

est croissante :

— Initialisation : Le rang initial est n = 0. Ona ug = 1 et u; = 2 donc
ug < u1.La propriété est vraie au rang initial.

— Hérédité : Supposons que u, < upnyt1. f est croissante rappelons qu'une
fonction croissante conserve l'ordre, donc f(uy) < f(unt1), ot uyyy <
Up+42-

— Conclusion : On a montré que Vn € N, u,, < uy,41, donc (u,) est crois-

sante.
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Attention! Ce n’est pas parce que f est croissante que (u,,) est toujours crois-

sante : Considérons la fonction définie sur [2;4] par f(z) = %(xz +8).

Exercice 14.51. Démontrer que f est croissante sur [2;4].
Soit maintenant (uy,) telle que up11 = f(uy,) et ug = 3. Alors (uy,) est dé-

croissante ! En effet, par récurrence :
— Initialisation: Onaug = 3etu; = f(3) = 1—67 ~ 2 8. Onabienuj < up.
— Hérédité : Supposons que U, 11 < uy,. f est croissante donc f(up+1) <
S (uy) donc upi9 < Upy1.

— Conclusion : On a montré que Vn € N, u, 11 < uy, donc (u,) est décrois-

sante.

Les variations d’une suite ainsi définie dépendent donc de la variation de f mais

également de ug et u; !

14.2.9. Suites adjacentes

Ce paragraphe est légerement hors programme, a prendre comme exercice.

Définition 14.15. Deux suites (u,,) et (vy,) sont adjacentes si (u,,) est

croissante, si (vy,) est décroissante et lim wu, — v, = 0.
n—+o0o

Exemple. Soit (u,) et (v,,) définies par u, = 1—2 etv,, = 1+ sont adjacentes.

. _ 1 1 _ 1
Eneffet : upi1 —up = —5ig + 5 = POES)E On a up4+1 — uy > 0 done (uy)
est croissante. On montre de méme que est décroissante. Par ailleurs lirf Uy —

n—-+oo
vy, = lim =2 =0.
n—+oo
Exercice 14.52. Démontrer que (uy,) et (vy,) définies par u, = % et v, =

2n+1
n

La preuve du lemme suivant est enrichissante :

sont adjacentes.

Lemme 14.1. Si deux suites (uy,) et (v,) sont adjacentes alors Vn € N, u,, < vy,.

Démonstration.
— (uy,) est croissante, donc Vn € N, u,, < up4q

— (vy,) est décroissante, donc Vn € N, v,41 < v,. On a donc —v, < —vp41.
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— Par somme des deux inégalités, on obtient : u, — v, < Upt1 — Un41. La

suite (u, — vy,) est donc décroissante.

— La suite (u,, — vy,) est décroissante et tend vers 0. Elle est donc positive, et

Vn € N,u, < vy,

Le théoréme suivant est une belle application du théoréme de convergence

monotone : O

Théoréme 14.25. Deux suites adjacentes (uy,) et (v,) convergent et ont la

méme limite [. De plus, on a¥Vn € N, u, <1 < vy,

Démonstration. Soient (u,,) et (v,,) deux suites adjacentes. On a d’aprés le lemme
vn € N,u, < v,. Par ailleurs, (v,) est décroissante, donc Vn € N, v, < vy.
Ainsi Vn € Ny u, < vg. (u,,) est donc majorée par vg. (uy,) est croissante, majo-
rée, donc d’apreés le théoréme de convergence monotone, (u,,) converge vers un

nombre [. Pour finir on a v,, = u,, + v,, — u, donc :

lm v,= lim u,+ lim v,—u,=0+0=1
n—-+4o0o n—-+o0o n—-+4o00
Le dernier point se montre ainsi : Soit p > n. On a u,, < up, Vn € Nyv, < vy,
et u, < vp. Il vient up, < up < vy < vy En faisant tendre vers +oo, on obtient :
u, <1 < v, O

n
Exercice 14.53. Soitu, =) 3 etv, = S, + .
k=0 ’

1. Démontrer que (u,,) et (vy,) sont adjacentes.

2. Que peut_on en déduire ?

Remarque 14.17. La limite de la suite (u,,) n’est autre que le nombre e, base de
n o0

I'exponentielle. Onadonce = lim Y 4, cequelonnotee =3 2. Cette
n—+00 ;7 n: =0 n!

formule magnifique et trés profonde restera un mystére pendant encore quelques

temps...
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Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le : ‘

J+1

J+3

J+10

J +30

J +90

‘ Vu







Limites de fonctions

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la notion de limite pour les fonctions.
Il y a de trés nombreuses similarités avec le cas des suites, et si le chapitre précé-
dent a été correctement assimilé, ce chapitre devrait étre plus digeste. Avant de
rentrer dans le vif du sujet, il faut insister sur la différence suite-fonction. Pour
une suite, la variable n ne prend que des valeurs entiéres : 0,1, 2, ... Pour une
fonction, la variable = prend toute valeur possible entre deux valeurs données, si
proches soient elles. Lorsque la variable est entiére, on parle de variable discréte,

et lorsque la variable est réelle on parle de variable continue.

15.1. Limite a Pinfini

On s’intéresse au comportement de la fonction lorsque x tend vers l'infini. Il
n’y a pas la de grande différence avec les limites de suites. A ceci prés que = peut
tendre vers +00 ou vers —oo, alors qu'un entier naturel n ne peut tendre que
vers +00.

Soit f une fonction définie sur D contenant I'intervalle [A; +o00| pour un cer-

tain A.

Définition 15.1. La fonction f tend vers [ lorsque x tend vers +oo si

Ve>03xg e Rz >xp= |f(z) -] <e

Géométriquement, cela signifie que aussi petit soit €, €7, le graphe de f se
retrouvera dés que z > xg dans la bande d’épaisseur 2¢ centrée sur I'axe d’équa-
tiony = L.

Notation 15.1. On note lim f(x) = [ lorsque la fonction f tend vers [ lorsque
T

—+00
x tend vers +oo.
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FIGURE 15.1. — f tend vers [

On définit de maniére analogue la limite lorsque x tend vers —oo :

Définition 15.2. La fonction f tend vers [ lorsque x tend vers —oo si

Ve>03dzg e Rz <zp=|f(z) -1 <e

La limite, si elle existe est unique.

[ Théoreme 15.1. Soit f définie sur R* par f(z) = % Ona lim f(z) =0, mais

T—r—+00

également lim f(x)=0.
T——00

[ Théoreme 15.2. On a les limites suivantes, a connaitre par cceur :

— lim l=o. — lim l=o.
z—+o00 T z——00 T
: 1
— lim —= =0. i 1
z—+o00 VT — IEIPOO z2 0.
. 1 _
— dim -z =0 — SikeN*, lim J =0,
— SikeN* lim X =0.
z——4o0 T

Les preuves sont semblables a celles vues lors de I’étude des suites.

Définition 15.3. Si lim f(x) = [ (respectivement lim f(x) = )
T—>+00 T——00
on dit que la droite d’équation y = [ est une asymptote horizontale a la

courbe ¢’ au voisinage de +oo (respectivement —o0)

La courbe se rapproche indéfiniment de son asymptote.
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FIGURE 15.2. — Asymptotes horizontales

Exercice 15.1.

__ 2z43
 br+1

asymptote horizontale au voisinage de +oo la droite d’équation y = 2/5.

— Démontrer que la fonction f définie par f(z) pour x > %1 a pour

_ 5—4z
T 3x+2

une asymptote horizontale que 'on déterminera.

— Démontrer que la fonction f définie par f(x) pour x > %2 admet

Remarque 15.1. 1l ne faut pas oublier de préciser le voisinage correspondant a
lasymptote. Il arrive qu’une fonction admette la méme asymptote aux voisinages
de +00 et de —o0.

Etudions maintenant les limites infinies :

Définition 15.4. La fonction f tend vers +oo lorsque x tend vers +oo
si
VA>03dzg e Rz > 29 = f(z) > A

Géométriquement, cela signifie que aussi grand soit A, €, le graphe de f se

retrouvera au dessus de ’axe d’équation y = M.
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C@ﬂf
20|
10 /\ /\ y=M

—920 10 v 10 20 30

N

FIGURE 15.3. — f tend vers +00

On définit de la méme maniere une limite égale & —oo lorsque x tend vers +oo,

et les limites 400 et —oo lorsque x tend —oo.

Notation 15.2. On note zgrfoo f(x) = 400 lorsque la fonction f tend vers 400
lorsque x tend vers +o00, xll)r_noo f(x) = 400 lorsque la fonction f tend vers +oo
lorsque z tend vers —oo, etc...

Les limites suivantes sont une fois de plus a bien comprendre et apprendre par

coeur :
Théoréme 15.3.

2

— lim z = +o0. — lim 2% = +4o0.
T—400 T——00
- xgl-il-loo \F = too. lim «’L'k = 400
. 9 — T—r—00 s
- xllffoox = +o00. k>0 pair
3 k _ * .
— xll)l_’I_loox = 400, Vk € N*, lim ¥ = —o0o
. — T——00
— lim = —oc.

T — o0 k>0 impair
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Les preuves pour les limites en +0o0 sont semblables a celles des suites. Les
limites en —oo sont des conséquences des régles d’opération sur les limites que
nous allons voir au paragraphe suivant, mais qui sont les mémes que celles pour

les suites, et sont donc déja connues.

k pair k impair 400

FIGURE 15.4. - lim zFet, lim z*
T—r—00 T—r—+00
Théoréme 15.4.
—  lim e* = +o0. — lim e*=0.
T—+00 T——00

Démonstration.
— Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e* —z.0Ona f’(z) = e*—1.0n
sait que si x < O alors €” < 1etsix > 0 alors e® > 1 (voir la figure 15.5

page suivante). On en déduit le tableau de variation suivant :

T —00 0 +o0
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D’aprés le tableau, on a f(x) > 1, donc f(z) > 0 pour tout z réel. Ainsi

€” > x.Puisque lim x = +oo,ona lim e* = 4o0.
T——+00 T—+00

5,,

He

FIGURE 15.5. — Position de e” par rapport a 1

— Pour la deuxiéme limite, on va faire un changement de variable : Si z

tend vers —oo alors —z tend vers 400, donc si on pose X = —zx, on a
et lim e® = lim e X = lim % =0, par quotient.
T—r—00 X—+o0 X—+4o0 €
O

Dorénavant nous noterons les limites dans les tableaux de variation. Par exemple,

le tableau de variation de '’exponentielle est :

15.2. Limite en un nombre réel

On sait qu’entre deux nombres entiers consécutifs il n’y en a pas d’autre, alors

qu’entre deux nombres réels il y en a toujours un troisiéme (et donc une infinité).
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Y

FIGURE 15.6. — Limites de 'exponentielle

C’est la différence fondamentale entre les variables discrétes et continues. Ainsi
on va définir une notion de limite lorsque x tend vers un nombre réel a. Cette
notion n’a aucun sens chez les suites, mais est féconde chez les fonctions.

Commengons par deux exemples :

Exemple 15.1. f(x) = 1/2% pour  # 0. Lorsque x se rapproche de 0, les
valeurs de f(x) deviennent de plus en plus grandes, et finissent par dépasser
toute valeur. On dit que f(x) tend vers 400 lorsque x tend vers 0. On note :
iiir%] f(z) = +o00. Notons que x ne peut prendre la valeur 0, mais  peut s’en

rapprocher infiniment.

Exemple 15.2. f(x) = 1/x pour x # 0. Lorsque x se rapproche de 0 en restant
positif, les valeurs de f(x) deviennent de plus en plus grandes, et finissent par
dépasser toute valeur. On dit que f(z) tend vers +oo lorsque x tend vers 0.
Rappelons que « x tend vers 0" » signifie « z tend vers 0 en restant supérieur a

0 ». On note alors lim f(z) = +o0, ou lim f(x) = 400 et on dit que f admet
w0t 30

une limite & droite.

Maintenant, si on regarde ce qui se passe lorsque x tend vers 0, on constate
que les valeurs de f(z) deviennent de plus en plus petites, et finissent par étre
plus petites que toute valeur. On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers

0~. On dit que f admet une limite a droite.
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flx) = 400

FIGURE 15.7. — Limite infinie en 0

Donnons la définition rigoureuse de la limite.

Définition 15.5. La fonction f tend vers +oo lorsque z tend vers a si :

VA > 03z €eR, |z —al >z9= f(z)> A

Remarque 15.2. Ces définitions rigoureuses des limites ne sont pas a apprendre
par cceur en premiere approche. Il faut se faire une idée intuitive de la notion de
limite et bien comprendre — et connaitre — les exemples proposés. L’utilisation

de ces définitions ne se fera réellement que dans le supérieur.
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FIGURE 15.8. — Limites a gauche et a droite

Les limites suivantes sont une fois de plus a connaitre par coeur :

Théoréme 15.5.

— lim 1 = +c0. — k>0, pair lim ik:—l—oo.

x0T r—+o0 T
L1 .

— lim = —o0. — k>0, impair lim L = foet
x—0 0+ €T

— lim 4 = +o0. lim = = —oo.
z—0 z? * z—0" ak

Définition 15.6. Si lim f(x) = 400 ousi lim f(x) = —oo on dit que

r—a Tr—a

la droite d’équation x = a est une asymptote verticale a la courbe ¢ au

voisinage de a.

La courbe se rapproche indéfiniment de son asymptote verticale.
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FIGURE 15.9. — Asymptotes verticales

Exercice 15.2.

— Démontrer que la fonction f définie par f(z) = pour x > f% admet

_1
S5z+1
une asymptote verticale.

— Démontrer que la fonction f définie par f(z) = pour z > —% admet

_2

3z+2
une asymptote verticale.

Les asymptotes verticales correspondent en général aux valeurs interdites, en

particulier pour les fractions rationnelles.

Définissons maintenant une limite finie lorsque x tend vers a :
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Définition 15.7. La fonction f tend vers ! lorsque x tend vers a si :

Ve>03dn>0,|z—a|>n=|f(x) =1 >¢

Nous allons comprendre géométriquement cette définition. Elle signifie que
quel que soit le rayon € du segment I de centre [, il existe un segment de rayon
71 et de centre a sur Paxe des abscisses tel que les images des éléments de ce

segment soient toutes dans I.

........................................

FIGURE 15.10. — Limite finie en a

Les propriétés suivantes sont admises :

Théoréme 15.6.

— lim 2* = a. — lim e® = e
T—a T—a
- IJECEZO Ve =a. — lign sin(x) = sin(a).
— lim i1=1 e
z—a,a£0 % @ — lim cos(z) = cos(a)
x a
—  lim =1,

r—a,a#0 © @
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Tout se passe comme s’il suffisait de remplacer x par a dans dans f(x). Nous

éluciderons ce point dans le prochain chapitre.

15.3. Opérations sur les limites

15.3.1. Somme, produit et quotient

Les tableaux sont les mémes que pour les suites, valables lorsque a est un

nombre réel, 00 ou —o0, voici, résumé en un tableau complet, a4 imprimer, les

résultats a connaitre :

Somme lim Produit lim Quotient lim

T—a T—a r—a

f(@) | g(z) | fl@)+g(x) | flz) | g(z) | f(z)xg(z) f() g(z) | L2

Iy li+1s L Iy Iy x 1y l la #0 ﬁ—;

1
h +00 +00 +o0 400 +oo 0

L >0

—00 —00 —00 —00 l2>0 | +0

“+00

400 | 400 +o0 +00 —00 lo<0 | —oc0
11 <0

—00 | —o0 —00 —00 +00 lo>0| —oc0

—00

400 | —00 FL —0 —00 lo <0 | +oc0
“+00

400 400 0 0 FL

—00 —00 400 +oo +oo FL

0 +o0 FL ot +o0

[ > 0ou+oco
0~ —00
0" —00
[ <0ou—oco
0~ +o00

Pour maitriser ces opérations, il faut faire de nombreux exercices!

Exercice 15.3. Calculer les limites :

—  lim
T—r+00

—  lim
T—r+00

—  lim
r—r—00

241
T
3 1
T +—1+z,

5 =2
%+ 7,

— lim (2°+ Z2)(1+ D),

T—r—00

— lim
xr—r

25

3z+1
781: 3

— lim (14 z 4 2?)e”,
xz—0t
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. _ . 24y
- lim (1+ Xe ™)z, — lim =2
T—r+00 Ve oot

15.3.2. Formes indéterminées

Insistons a nouveau sur les formes indéterminées : Comme pour les suites, il

yena4:

«infini moins infini » « zéro fois infini » « infini sur infini » et « zéro sur zéro » :

o0
o0 —o00 | 0xoo | 2

olo

Rappelons la régle pour lever I'indétermination pour un polynéme ou une frac-
tion rationnelle : on factorise par les termes de plus haut degré. Cette regle est
utilisable pour x tendant vers +o00 et pour x tendant vers —oo. Par contre, elle
ne donne aucune information lorsque « tend vers une valeur finie!

Exemple 15.3. On souhaite calculer xEI—Il-loo z® — 2% + 1. On trouve une forme
indéterminée. Pour lever I'indétermination, on factorise en haut et en bas par

3.1 3_ .2 — 1 31— 4L 4+ 1y = i
x zEI—lI—loox x4+ 1 le)r_{loox (1 = -5 + -3) = +o0 par produit.

Exemple 15.4. On souhaite calculer lim 3241 Op trouve une forme indéter-
T—r—+00 5—8z

minée. Pour lever I'indétermination, on factorise en haut et en bas par x :

. 3z +1 23+
lim =  lim ——%°
z—+o00 5 — 8z z—>+oox(%—8)
. 3+1
= lim 5 z
r—+o0 2 — 8§
_ 3
8

Notons au passage que ¢’y admet une asymptote horizontale d’équation y = —

oolw

au voisinage de +o00. Montrer qu’elle I'est également au voisinage de +o0.

Remarque 15.3. 1l faut bien simplifier en haut et en bas par le terme de plus haut
degré. Tant que la simplification n’est pas effectuée, il y a toujours indétermina-

. , . . z(3+1
tion! Par exemple écrire lim (5 =) —% est faux, car :
T—+00 z(;—8)

1 5)
lim z(34+ =) = lim z(——28)
x

T—+00 r—400 T

:+OO
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Exercice 15.4. Calculer les limites suivantes :

2
—  lim &tz —  lim %5z
T——00 2—8z T—+400 -z
. 2 .
—  lim %, —  lim ﬁ—i
T—>+00 T—>—00

Cette technique fonctionne également si il y a des racines carrées :

—  lim xlt—\/i: lim w: lim @.Ona lim /z+1 =400
z—~+00 z z—+oo z(3;—1) x—+too 71 z—~+00

et lim 1—1=—1,donc par quotient, lim @ = —o00. Finalement,
z—+oo T T—+00 ;_1
lim ZEVe — o,

Toto0 172

Il existe d’autres techniques pour lever I'indétermination, donnons celle-ci en
guise d’exercice :

On veut calculer xgrfoo vz + 1 — /z. On a affaire & une forme indéterminée

«00 — 00 » Maisona:

vV — vV 1

m Veil- i = lm VEFLZVRIWeAl+ve)
z—+00 z—+00 Ve+1+x

I \/m+12—\/52

im ——

z=+oo x4+ 1++/1

lim z+1—-=x
= 1 —_—
ztoo x4+ 14 x
1
= lim ———F
zotoo\/x + 1+ /x

= 0

Par somme et inverse.

15.3.3. Le cas des fonctions homographiques
Insistons sur le cas simple des fonctions homographiques : de la forme :

ax +d

fle) = cx+d

ou ad — be # 0.

Etudions un exemple :



Limites de fonctions 157

Exemple 15.5. f(z) = 2l otz # 2

~ 32-6
— Calculons les limites en +00 et —oco : Il y a dans chaque cas une indéter-
1
mination. On factorise en haut et en bas par z : f(x) = ;J_r £.0na:
7+ 1 7
lim & =
=400 3 — > 3
et
7+ 1 7
lim & = 3
z——00 3 — - 3
donc
. 7
Jm f@) =3
et
. 7
Jm f@) =3

% admet une asymptote horizontale d’équation y = % au voisinage de 400 et
de —oo0.

— Calculons la limite en 2 : On a lirré T7x +1 = 15.Ici, que 'on tende vers 2
T—

a droite ou a gauche ne change rien, cela donnera toujours 15. Par contre

lim 3z —6=0T,et par quotient, lim Tatl 4 6o,
r—2+

z—2F 3z—6
— Pour la limite en 27, on a toujours lim2 7x + 1 = 15, mais cette fois ci
T—r
lim 3z — 6 = 07, et par quotient, lim gifé = —00. ¢y admet une
r—2 r—2

asymptote verticale d’équation z = 6.

Il faut toujours controler les résultats a ’aide d’un grapheur.

Un second exemple s’impose :

Exemple 15.6. f(z) = 3Ztlon z £ —4

— Calculonslalimiteen —47 :Ona lim 3z +1 = —11,et lim 3z—6 =0T.
T2 z—2+

= —o0. Il faut faire attention au signe de la

Donc par quotient, lim “Z+1
parq z—2+ 3x—6

limite du numérateur!
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FIGURE 15.11. — L’hyperbole et ses asymptotes

— Pourlalimite en 27, on a toujours lim 3x+1 = —11,et lim 32z—6 = 0t.
T—2 z—21

: : Tx+1 _
Donc par quotient, xllgl— 3p—6 — — OO

— Les limites en 'infini ne posent pas de probleme, faites-le!

Exercice 15.5. Déterminer les limites aux bornes de ’ensemble de définition (Il

y a donc 4 limites a déterminer.) ainsi que les asymptotes de :

= flx)= Eﬁ[lloﬁx #1,

- f(x)= _é;iloilx # %

15.3.4. Théoremes de comparaison

Les théorémes suivants sont tout a fait analogues aux théoremes sur les suites.
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Théoréme 15.7. Soient f et g deux fonctions définies sur]A; +oofou A € R
vérifiant f(z) < g(x).
— Slel)riloof(w) = +00 alors xll)rfoo g(x) = +o0.

— Si xll)r_ir_loog(x) = —o0 alors xll)r_ir_loof(m) = —o0.

En quelque sorte si f tend vers 400 alors g est « poussée » vers +o0.

On a un énoncé similaire lorsque x tend vers —oo.

Exemple 15.7.

— Supposons que f(x) vérifie f(x) > 22 Ona lim 2? = 4oo, donc
T—r—00
li = .
— On veut calculer lilf V22 +9.0na 22 + 9 > 22, la fonction racine
T—r+00

carrée est croissante, donc vz +9 > V2. On peut supposer x positif
car x tend vers +0o. On a donc V22 +9 > x. Ainsi par théoréme de
comparaison, lim vx2+9 = +o0.

T—+400

Le théoréme suivant est souvent appelé théoréme des gendarmes :

Théoréme 15.8. Soient f(x), g(x) et h(x) trois fonctions telles que a partir
d’un certain xq on ait f(z) < g(z) < h(zx). Si:

lim f(x)= lm h(x)

T——+00 T—r—+00

alors

lim g(x)= lim f(z)= lm h(z)

T—r—+00 T——+00 T—r—+00

Si g(x) est coincée entre f(x) et h(x) de méme limite, h(x) n’a pas d’autre

choix que de suivre f(x) et h(x) vers cette limite.
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FIGURE 15.12. — 6 est coincée entre €y et ¢,

Exemple 15.8. Soit la fonction f définie par: f(z) = = + cos(z) pour z € R.
OnaVz € R,—1 < cos(z) < l,doncxz —1 < z+sin(z) < z+1.0na

lim —1= lim x4 1 = +o00, donc d’aprés le théoréme des gendarmes,
T—r+00 T—+00

lim f(z)= +o0.
T—r+00

Remarque 15.4. Dés qu’une fonction contient un sinus ou un cosinus, il faut pen-

ser au théoréeme des gendarmes.

Finissons par une propriété nouvelle et trés importante :

Théoréme 15.9.

— lim < = 4oo0. — lim ze® =0.
z—+o0 ¥ T——00
— SineN, lim & = +oo. — Sin €N, lim z"e® =0.
z—+oo L T——00

Les deux premiéres limites s’appellent les croissances comparées, et montrent
que l'exponentielle croit plus vite que toute puissance de z. L’exponentielle est
la fonction de référence qui croit le plus vite. Donnons un exemple d’utilisation

de ces formules :

Exemple 15.9. On veut calculer lim e” — 2. On tombe sur une forme indéter-

T—r+00
minée. En s’inspirant de la technique pour les polynémes, nous allons factoriser

. . T . 3
parz :Ona lim e —z = lim x(% — 1). Or par croissances comparées,
T—+00 T—+00 z
ona lim £ = +oo, donc par somme et produit, lim z(% — 1) = 4oc.
z—+oo ¥ T—+00 r
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Finalement on a lirf e” — x = +00. On aurait tout aussi bien pu factoriser
Tr—r+00
par €”, et dire : par croissances comparées, lirf e% = 0, donc par produit,
Tr—r+00

. Ty _
zgr-i{loox(l e*T) +oo.

Remarque 15.5. Larédaction du calcul d’une limite doit étre concise et tres claire :
On invoquera « par somme », « par produit », « par quotient » suivant les opéra-
tions concernées, ou « par croissances comparées » en citant la limite utilisée le

cas échéant.

Exercice 15.6. Calculer lim e* — 22 + z.
T—r—+00

15.4. Limite et dérivée

On I’a vu en classe de premiére, la dérivée d’une fonction est définie comme

étant, lorsqu’elle existe, la limite du taux de variation :

Fa) =t /8 = 1)

Tr—a Tr — a

On peut parfois utiliser cette formule pour calculer une limite :

Exemple 15.10. On veut calculer lin%w. On asin(0) = 0, donc lin%)w =
z— T—
lim sin(@)—sin0) — (sin)'(0) = cos(0) = 1.

Remarque 15.6. On peut déduire de cette limite que si x est petit, sin(z) ~ .

Exercice 15.7. Calculer lim —m(xl), puis lim &)1
=17 z—0

Exercices de compréhension

Exercice 15.8. Calculer les limites :

- 5

— lim o+ 5 — mliféi(l —x+2)e”7,
— xgrfloo % + 5, — xgrfoo(x + %e‘m)x,
S dm (Va+ (L), S dm ()04 D),
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. 241

_)

5
lim > ok
T—+00 k=0

Exercice 15.9. Calculer les limites & gauche ou a droite :

%

lim %,

z—0t
lim %,

r—0~

lim *77,
z—0t
lim _71,
z—0~
lim -1,
z—51 z=b

%

Lo b

: -5
hr{l_ T—2z°
.73*)5
lim 2z+1
a—10+ 107

: —2x+1
:rli>nll— =1

Exercice 15.10. Dans chaque cas, observer la forme indéterminée, puis lever

I'indétermination :

—

lim z*+ 23 —z+1,
T—400

lim 22 —2z+1,
T—400

lim ° — 2%,
rT—r—00

5

lim > (fﬂc)k,
Tr—400 k=0

lim x?’facZJr%‘T“fl,

T—r—00

Ll

i —
A VP
i 2_9
AT 2V
xll)r_ir_loox — 2z + 1,
li 3 g2 -2 1
x_l)riloox x x\/x + 1,
lim 22 —2y—z+ 1.
r—r—00

Exercice 15.11. Dans chaque cas, observer la forme indéterminée, puis lever

I'indétermination :

lim LH’
T—r+00 2z+1

: 543
zEIPoo —o+1

: —z+1
xglfoo 2r+3°

lim 442
oo O 1T’

lim L2+l

: z3ta?—z+1
J:EI,HOO 3 —224+52+1°

iy A/Et2
T——4oo 0~TT

: 2x%—x+1
xll}}loo 3 —224+52+1°

. 242
J:EI_POO 3 —224+52+1°

lim Vata?—z41

ey too VE—x2 b+l
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Exercice 15.12. Dans chaque cas, observer la forme indéterminée, puis lever

I'indétermination :

— lim vz +2—/z, — lim Va?—2xz+3—u.

T—r+00 T—r+00

—  lim V14 2% —/z,
T—>-+00

Exercice 15.13. Dans chaque cas, Trouver deux fonctions f et g vérifiant :
— m f(z) = lim g(z) =+oo,et lim f(z)-g(z) =5

— lm f(z) =0, lim g(z) =+oo,et lim f(z)xg(z)=2

— lm f(z) =0, lim g(z) =+oo et lim f(z)xg(x) = +oo,

— lim f(z)=0, lim g(x)=0,et lim J@) _ g,

T—r4-00 T—r4-00 T—r+00 9(@) —
. o _ m L)
? Ap J) =0 I gla) =0t M g =0

T—r+00 T—r+00 T—r+00

Exercice 15.14. Dans chaque cas, Trouver déterminer les limites de f aux bornes

de son ensemble de définition :

%f(x):rbgﬁé—z — flz)=2" -2z €R,
— flz) =2t g £ 4, = fz)= L >2
> f@)=5%c#3, = flo) = E5 0 #£ £V,
— fla)= Z5a #9, %f(m):mg—;meR.

Exercice 15.15. Dans chaque cas, déterminer la limite par comparaison :

— lim Vazt*+2, = lim V22 +2+ Va2 + 4.
T—+00

T—r+00
Exercice 15.16. Calculer les limites suivantes :

. sin(z) . z sin(z)
- xglfoo 2z+3° - xggloo 2241 -
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Exercice 15.17. Montrer que les fonctions suivantes n’ont pas de limite en +00 :

— f(z) = sin(z), — f(z) = cos(z)e”.

Exercice 15.18. Calculer les limites suivantes :

- lim e* — a3, —  lim (1 + 2?)e?,
T—+00 T—+00

—  lim ze® — 22, —  lim cos(z)e ™.
r—+00 T—+0o0

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le : ‘

JH+1 | J+3 | J+10| J+30 | J+90

‘ Vu




Notion de continuité

16.1. Fonctions continues

Définition 16.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle [ eta € 1.

On dit que f est continue en a si liin flx) = f(a).
r—a

Voici deux exemples, la premiere fonction est continue en a, la seconde ne I'est
pas. L’idée graphique est, qu’arrivant de gauche et de droite, on arrive au méme

endroit.

FIGURE 16.1. — f continue en a - f discontinue en a

Idée que nous formalisons a I’aide de la notion de limite.
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I Théoréme 16.1. f est continueenasi:lim f(z)= lm f(z)= f(a).
T—a~ z—at

Donnons la définition avec epsilon, qui est plus culturelle qu’autre chose. Au
niveau lycée aucune manipulation de cette formule n’est exigible. Mais c’est en
utilisant cette formule que I’on démontre rigoureusement les propriétés qui vont

suivre.

Définition 16.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle [ eta € 1.

On dit que f est continue en a si :

Ve>0,3n >0,z —a|l >n=|f(z)— fla)] >¢

Exemple 16.1. f(z) = #2siz > Oet f(x) = 2siz < 0.O0na lim f(z) =
rx—a

lim z=0et lim f(z)= lim 22 =0.0Ona lim f(z) = lim f(x)donc f

T—a~ z—at z—at z—a~ z—at

est continue en 0.

Exercice 16.1. Démontrer que fest continue en a :
— flx)=2z,six <0et f(zx)=—4xsiz>0;a=0,
= fla)=2?+z+1,siz<2etf(x)=—2?+2+9siz>2;a=2,
— fr)=¢€"siz<Oetf(x)=xz+1sixz>0;a=0.

Théoréme 16.2. Pour tout a réel, les fonctions suivantes sont toutes continues en

— f(z) =2" (n€N), — f(z) = |z,

— f(z) =€, — f(z) =+/z,

— f(z) = cos(x), = f(z) =% (n€N)
— [f(z) = sin(z),

On résume ces propriétés en disant que les fonctions usuelles, ou fonctions de

référence sont continues sur leur ensemble de définition.

Définition 16.3. Une fonction qui n’est pas continue en a est disconti-

nue en a.
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Donnons un exemple de fonction qui n’est pas continue.

Définition 16.4. Soit € R. La partie entiére E(x) est I'unique entier

nvérifiant : n < x < n+ 1.

Ona E(3,5) = 3, E(e) = 2. Observons le graphe de E :

FIGURE 16.2. — Fonction partie entiere

On voit que le graphe est « déchiré » enn.On a:

lim E(z) =n

T—n-

et

lim E(z)=n+1

z—nt

Ainsia lim E(z) # lim E(z), donc E n’est pas continue en n. La fonction
TN~ z—nT

partie entiére admet donc une infinité de points de discontinuité. Remarquons

que E(z) est continue en tout nombre non entier.
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Exercice 16.2. Soit f(x) = F(x)—x. Représenter graphiquement ¢y et montrer

que f admet une infinité de points de discontinuité.

Remarque 16.1. La notion de continuité est une notion locale : elle concerne le
comportement de la fonction au voisinage d’un point. On étend cette notion a

une notion globale :

Définition 16.5. Soit f une fonction définie sur Dy et I C Dy. Une

fonction f est continue sur [ si elle est continue en a pour tout a dans 1.

Remarque 16.2.

— Une fonction continue est une fonction dont le graphe est en un seul mor-
ceau, sans déchirure. On dit parfois que 'on peut tracer le graphe d’une
fonction continue sans lever le crayon, mais on verra que certaines fonc-

tions continues sont proprement impossible a dessiner!

— Les fonctions de référence ou fonctions usuelles sont continues sur leur

ensemble de définition.

16.2. Opérations et continuité

Théoréme 16.3. si f et g sont continues sur I alors :
— f + g est continue sur I.
— f X g est continue sur I.

— Si g ne s’annule pas sur I, I est continue sur 1.

g

Théoréme 16.4.
— Un polyndme est continu sur son ensemble de définition.

— Une fraction rationnelle est continue sur son ensemble de définition.
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Pour justifier de la continuité d’une fonction, on se contentera d’une phrase :

Exemple 16.2.

— f(x) =23+ % est continue sur R* comme somme de fonctions usuelles

continues.

= fz) =

usuelles contmues.

16.3. Continuité et dérivabilité

Nous examinons ici le lien entre dérivabilité et continuité.

I Théoréme 16.5. Une fonction dérivable sur I est continue sur I.

Ainsi la dérivabilité entraine la continuité. Dérivable veut dire que la courbe

est sans « angle » et continue, qu’elle est sans « trou ».

Démonstration. Supposons f dérivable en a. On a:

X (x —a)
D’une part lim (; a(a) = f’(a) et d’autre part li_r)n (x —a) = 0, donc par
produit hm (T’) f( ) x (z — a) = 0. Finalement, ligl f(z) — f(a) = 0, dou
hm f(=x ) f (a). O

La réciproque de ce théoréme est fausse. Rappelons qu’une fonction non dé-
rivable en a est une fonction dont le graphe n’admet pas de tangente au point

d’abscisse a. Donnons un premier exemple : la valeur absolue.

Exemple 16.3. La valeur absolue est continue en 0, mais, on I’a vu en premiere,

non dérivable en 0. Par contre elle est dérivable en tout @ non nul.
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FIGURE 16.3. — Valeur absolue

On peut facilement construire une fonction non dérivable en deux points.

Exemple 16.4. La fonction f(z) = ‘ajz — 1‘ est continue mais non dérivable en

—leten 1.

FIGURE 16.4. — Graphe de f(z) = ‘xz - 1’

On peut également construire une fonction non dérivable en une infinité de

points :

La fonction f(z) = [sin(z)| est continue mais non dérivable en z = 2k7 ou

k € Z. Elle admet donc une infinité de points de non dérivabilité. Notons que f

reste dérivable sur chaque intervalle |2k7 ; 2(k + 1)7[ ou k € Z.
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-
1 4
3 — _T ™ ™ 3
- & 2 2 >
_1 1

FIGURE 16.5. — Graphe de f(z) = |sin(z)]

On ne peut pas finir ce paragraphe sans donner un exemple de fonction conti-
nue et nulle part dérivable. Le premier exemple d’une telle fonction a été décou-
vert par Bolzano en 1833 mais non publié, et la premiére famille de telles fonctions
a été présentée par Wierstrass en 1872.

Leur étude rigoureuse dépasse de loin le niveau de cet ouvrage, mais rien n’in-
terdit d’avoir connaissance de I'existence de telles fonctions.

too k
Exemple 16.5. Soit f la fonction définie sur R par f(z) =) % On
admet que cette somme infinie donne bien une valeur finie pou? chaque z, que
la fonction f ainsi définie est continue et nulle part dérivable. Cela fait beaucoup
a admettre, certes. Nous allons nous contenter d’observer ce que pourrait étre le
graphe de f. On a représenté ci-dessous une approximation du graphe de f. On
voit que des pics se dessinent, et il faut imaginer que la courbe limite présentera
un pic en chaque point, et que la courbe n’aura donc aucune tangente. Une telle

courbe est en fait un exemple de courbe fractale.

Pour finir, ajoutons que les fonctions continues et nulle part dérivables sont
bien plus nombreuses que les fonctions dérivables, mais qu’elles nous échappent

du fait de leur complexité.

16.4. Théoreme des valeurs intermédiaires

Nous allons donner plusieurs formulations de ce théoréme fondamental (une

fois de plus!)
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P\ Mo )

FIGURE 16.6. — Fonction de Wierstrass

| Théoréme 16.6. Soit f continue de [a ;b] dansR avec f(a) < O et f(b) > 0.
Alors il existe o € [a; b] tel que f(«) = 0.

Remarque 16.3. On peut reformuler le théoréme ainsi :

| Théoréme 16.7. Soit f continue de [a ; b] dansR avec f(a) < 0 et f(b) > 0.

Alors Uéquation f(x) = 0 admet une solution «.

Le théoréme des valeurs intermédiaires permet donc d’assurer l'existence de

solutions pour certaines équations.

Remarque 16.4. Sil'on remplace 'hypothése f(a) < 0 et f(b) > 0 par f(a) >0

et f(b) < 0 le théoréme reste vrai.
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On peut donc donner une forme plus générale au théoréme :

Théoréme 16.8. Soit f continue de [a ; b] dansR avec f(a) et f(b) de signes
distincts. Alors il existe a € [a; ] tel que f(a) = 0.

Remarque 16.5.
— f(a) et f(b) sont de signes distincts équivaut a f(a) x f(b) < 0.

— Ce théoréme est un théoréme d’existence. Il ne permet pas de calculer ef-

fectivement la ou les solutions de 1’équation.

llustrons I'importance des hypotheses par quelques figures :

Q
C@----cmceccecaceceacaaaa)

FIGURE 16.7. — f(a) x f(b) > 0 - f non continue
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FIGURE 16.8. — Il peut y avoir plusieurs solutions a I’équation...

Exemple 16.6.

— f(x) = 23~z + 1. f est un polyndme, donc f est continue, f(—2) = —5

et £(0) = 1, donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
a € [—2;0] tel que f(a) = 0.

f(x) = e*-3. f est continue, f(1) ~ —0,3 donc f(1) < Oet f(2) ~ 4,4
donc f(2) > 0. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
a € [—2;0] tel que f(a) = 0. Nous allons bient6t découvrir précisément

quelle est cette solution... page 211.

L’équation 23 + 412 — 2 = 0 admet une solution dans I'intervalle [0 ; 1].
En effet, f est un polyndme, donc continue, f(0) < 0 et f(1) > 0 donc
d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe o € [0; 1] tel que
f(a) = 0, c’est-a-dire que I’équation x> 4 422 — 2 = 0 admet une solution

« dans l'intervalle [0 ; 1].

Soit f une fonction définie sur [a ; b] On note f([a ;b]) I'ensemble des images de
zouzx € [a;b]. Attention, f([a ;b]) n’est en général pas égal a [f(a) ; f(b)].
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Exemple 16.7. f(r) = —22?+ 1.Ona f([-1;1]) = [0;2] :

2,,
F
I
72 L fao) | (ws \! ?
921

FIGURE 16.9. — f([a ;b])

Remarque 16.6. On note parfois TV.IL le théoréme des valeurs intermédiaires.

On peut donner la version générale du TV.L :

Théoréeme 16.9. Soit f continue de [a ;b] dansR et k € f([a ;b]). Alors il
existe o« € [a; b] tel que f(a) = k.

Démonstration. En posant g(z) = f(z) — k, ona g(a) < 0, g(b) > 0. g est
continue sur [a ;b], donc d’aprés le théoréme 16.7, il existe a € [a;b] tel que

g(a) = 0. Ainsi il existe v € [a; D] tel que f(a) = k. O
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FIGURE 16.10. — Forme générale du TV.L

On peut étendre le TV.I. a des fonctions définies sur | — oo ; b}, Ja, +-00[ ou R.

Exemple 16.8. Soit f définie sur R par f(z) = 2% — 22 + 2 + 1. f est continue
car c’est un polynéme. On a f(z) = 2*(1 — I + 1, + 1) donc par produit,

lim f(x) =+occet lim f(z)=—00.0Ona f continue, lim f(x)= +o0
T—r+00 T——00 T—r+00

et lim f(z) = —o0, donc d’aprés le TV.L, il existe o € R tel que f(a) = 0.
T——00

On peut généraliser cet exemple :

Théoréme 16.10. Tout polynéme du troisiéme degré admet au moins une

racine réelle.

Exercice 16.3. Démontrer ce théoréme en s’inspirant de 'exemple ci-dessus.

Le TV.I permet de démontrer 'existence de solution, mais ne nous permet
pas de connaitre le nombre de solutions. Dans un cas important, on est assuré de

Iexistence et de 'unicité de la solution :
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Théoréme 16.11. Soit f continue strictement monotone de [a ; b] dans R et

k € f([a ;b]). Alors il existe un unique o € [a; b] tel que f(a) = k.

L’hypotheése de stricte monotonie assure ['unicité de la solution.

4
I T
k
fla) =k
fla) Lo
a « b

FIGURE 16.11. — Une unique solution

Remarque 16.7.
— Ce théoréme est parfois appelé théoreme de la bijection.

— Si f est dérivable vérifiant f'(z) > 0 (respectivement f'(z) < 0)siz €
[a; 0], alors f est strictement croissante (respectivement strictement dé-

croissante). On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 16.12. Soit f dérivable vérifiant f'(x) > 0 (respectivement f'(z) <
0)siz € [a;b] etk € f([a;b]). Alors il existe un unique o € [a;b] tel que
fla) =F.
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Dans la pratique, on s’appuie souvent sur le tableau de variations pour étudier

les solutions d’une équation :

Exemple 16.9.

x 0 1 10 +00
I () + 0 - 0 +
3 +00
f(z) T —
—00 1
D’aprés le tableau de variations, on a : lir% f(x) = —c et f(1) = 3, nous
z—

avons donc f(1) > 0. f est continue et strictement croissante sur [0; 1] donc
d’apres le théoréme 16.12, I'équation f(z) = 0 admet une unique solution «
dans [0; 1]. Par ailleurs, on a: f décroissante sur [1; 10], f(10) > O et f croissante
sur [10; +o00], donc f ne s’annule pas sur [1;+o00[, il n’y a pas d’autre solution.

Finalement I’équation f(z) = 0 admet une unique solution « dans [0; +00].
Exercice 16.4. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2% — 922 4 242 + 3.
1. Démontrer que f est continue,
2. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition,
3. Calculer f'(x),
4. Calculer les extremums relatifs de f,
5. Dresser le tableau de variations de f,
6. Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur R,
7. Démontrer que « vérifie o = 9a? — 24a + 3.

La plupart du temps on ne sait pas calculer exactement la solution «. Pour
déterminer une valeur approchée, on utilise dans ce cas la méthode par balayage,
qui consiste a faire des tableaux de valeurs avec des pas de plus en plus petits,
jusqu’a arriver a I'approximation désirée.

Dans l'exercice précédent, on a : f(0) = 3, donc @ < 0. On essaie z = —1:
f(=1) = =29, f(—1) < 0, donc @ € [—1;0]. On veut une valeur approchée
4 1073 pres. On fait un tableau avec le pas 0, 1. On trouve f(—0,2) ~ —2,168
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et f(—0,1) ~ 0,509, donc « € [—0,2; —0,1]. On fait maintenant un tableau
avec le pas 0,01. f(—0,120) ~ —0,011 et f(—0,119) ~ 0,015, donc @ €
[—0,0120; —0,0119]. On a donc o ~ —0,012 a 1073 pres.

16.5. Continuité et suites

Théoréme 16.13. Soit f une fonction continue sur I et a € 1. Soit (uy,) une

suite telle que nll)rfoo un, = a. Alors nll)r}rloo flun) = f(a).

Exemple 16.10. Soit f(x) = cos(z) etu, =27 Ona lim 27" =0, f est

n——+00
continue en 0, donc lim cos(27") = cos(0) =1
n——+00
Attention, ce résultat peut sembler évident mais il est totalement faux si f

n’est pas continue :
Exemple 16.11. Soit f(z) = E(x) etu, =1—-2"".0na lim 1-2"" =1,
n—+00

mais f(1 —27") =0, donc nli)rfoof(l +27") =0+# f(1).

Donnons un deuxiéme théoréme d’application aux suites :

Théoréme 16.14. Soit f une fonction continue sur I eta € I. Soit (uy,) une

suite telle que w11 = f(uy). Si 111}_1 Up =1, alorsl = f(I).
n——+oo

Définition 16.6. Une solution de I'équation f(x) = z s’appelle un point
fixe de f.

Exemple 16.12. On considére la suite (u,, ) définie par u,+1 = du,+3etug = 1.
Supposons que (u,,) converge vers . Ona u,1+1 = f(uy,) ot f est continue, donc
I = f(l), soitl = 5] + 3. On trouve aisément [ = —

9V

Exercice 16.5. On consideére la suite (u,,) définie par u,+1 = %H et ug = 5.
1. Démontrer que Vn € N, u,, > 0.

2. On admet que (u,,) converge vers [. Calculer [.
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Exercices de compréhension

Exercice 16.6. On consideére la suite (u,,) par w,+1 = ﬁ etup = 1.
1. Démontrer que Vn € N, u,, > 0.
2. On admet que (u,,) converge vers [. Calculer [.

Exercice 16.7. On considére la suite (u,,) définie par u,+1 = bu, + 3 etug = 1.

Supposons que (uy,,) converge vers [. Calculer [.

Exercice 16.8. (D’aprés BAC) Soit u,, le nombre, exprimé en millions, de foyers
possédant un téléviseur a écran plat 'année n.

On pose n = 0 en 2005, ug = 1 et, pour tout n > 0,

1
Upt1 = Eun (20 — uy,)

Soit f la fonction définie sur [0; 20] par :

1

f(w) = 752(20 — 2)

1. Etudier les variations de f sur[0; 20].
2. En déduire que pour toutz € [0;20], f(z) € [0;10].

3. Construire la courbe représentative ¢’ de la fonction f dans un repere
orthonormal. Représenter, sur ’axe des abscisses, a ’aide de la courbe, les

cinq premiers termes de la suite (up ),
4. Montrer par récurrence que pour toutn € N, 0 < up, < upy1 < 10.

5. Montrer que la suite (uy,),, -, est convergente et déterminer sa limite.
Exercice 16.9. (D’aprés BAC) On considére la suite numérique (u,,) définie sur
N par :

uo = a, et pour tout entier n,up4+1 = Un (2 — uyp)
ou a est un réel donné tel que 0 < a < 1.

1
1. On suppose dans cette question que a = g

a) Calculer u; et us.
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b) Dans un repére orthonormal (unité graphique 8 cm), tracer, sur I'in-
tervalle [0; 2], la droite (d) d’équation y = x et la courbe (T") repré-
sentative de la fonction: f : z — (2 — z).

c) Utiliser (d) et (I') pour construire sur 'axe des abscisses les points

A; d’abscisses u; pour i allant de 1 a 5.
2. On suppose dans cette question que a est un réel quelconque de I'intervalle
10; 1].
a) Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 0 < wu,, < 1.
b) Montrer que la suite (u,,) est croissante.
¢) Que peut-on en déduire ?

1
3. On suppose a nouveau dans cette question que a = g On consideére la

suite numérique (v, ) définie sur N par :
Up =1 —up,

a) Exprimer, pour tout entier n, v,41 en fonction de v,.
b) En déduire 'expression de v,, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de la suite (vy,), puis celle de la suite (uy,).

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le : ‘

J+1 | J+3 | J+10| J+30 | J+90

‘ Vu







Composée de deux fonctions

17.1. Définition

Commencons par un exemple :

On considére u et v définies sur R par u(z) = 22 et v(z) = 3z + 1. Si l'on
calcule I'image de 3 par u on obtient 9, et si 'on prend 'image de 9 par v on
trouve 28. On a le schéma suivant : 3 —— 9 — 28. A 3 on a associé 28. On a

ainsi défini une nouvelle fonction a partir de u et de v.
u 2 v 2
r+— u(r) = 2" — v(u(z)) = 3u(z) +1 =32 + 1

La fonction obtenue s’appelle la composée de u par v et se note v o u.

Définition 17.1. Soit u une fonction définie sur D, dans R et v une
fonction définie sur D, dans R vérifiant u(D,) C D, La composée vou

est la fonction définie de D,, dans R par v o u(x) = v(u(x)).

On a le schéma suivant : v o u : & —— u(x) — v(u(z)).
Remarque 17.1. La condition D,, C D, nous assure que I'image de u(x) par v
existe bien. Dans le cas contraire, on ne peut définir la composée. Par exemple,
siu(z) = —xetv(z) = \/x,six > 0, 'image de = par v o u n’existe pas, car —x

est alors négatif, et la racine carrée d’un nombre négatif n’existe pas.

Exemple 17.1. On considére u définie sur R par u(z) = 2% et v définie sur
R\ {-1} par v(z) = 31””:;. Onau(R) = R*, doncu(R) C R\ {—1},etvou
2 32241

est bien définie sur R. Onavou(z) = v(u(z)) = v(z*) = 7.

Remarque 17.2. Attention la composition n’est pas du tout commutative : en gé-

néral, v o u # w o v, et il est possible que v o u existe, mais pas u o v.
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Exemple 17.2. Dans I’exemple précédent, on a

wov(x) = wu(v(x))

On a bien v o u # u o v.

Exercice 17.1. Dans chaque cas, calculervouetuow:

— u définie sur R par u(z) = 22 et v définie sur R par v(z) = 5z + 3.

— u définie sur R par u(z) = 2 — 7z et v définie sur R par v(z) = 5z + 3.
_ 1

)
)
)= T
)

— u définie sur R par u(z et v définie sur R par v(z) = 5z + 3.

(
(
(
( 12

— u définie sur R par u(x) = 2° et v définie sur R par v(z) = z

Exercice 17.2. Dans chaque cas, décomposer f sous la forme u o v :

= flz) = (1+2?)%, — fla)=e*,
— f(x) = sin(e?), — f(x) = ﬁiz

Notation 17.1. On peut composer une fonction par elle méme.
Onnote f*(x) = fo f(z) = f(f()).etsin €N, f*(z) = f(f(... f(2))).
—_—
n itérations
Il ne faut pas confondre avec la puissance, en général d’apres le contexte il n’y
a pas de confusion possible.

Soit f la fonction affine définie par f(z) =2z + 1.Ona

f0) =1

f20) = fof(0)
= f(£(0)
= f()
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F20) = f(F2(0))

On définit ainsi une suite (u,,) vérifiant :

{u'fl+1 = f(un)

UuQ = 1

Soit :
Up+1 = 2un +1
U = 1

On reconnait la une suite arithmético-géométrique.

Exercice 17.3. Dans chaque cas, exprimer f2(x) en fonction de x :

17.2. Composée et limites

Nous supposons que u et v admettent une composée v o u et a, b et c, des

nombres réels ou Fo00.

Théoréme 17.1. Si limu(z) = b et limv(y) = ¢ alors limv o u(z) = c.
r—a y—b T—a

Exemple 17.3. f(z) = et Ona lim 1+ % = letlime” =e.
T—+00 r—1

Donc lim f(z)=ce.
:r—)+oof( )

On peut déterminer ainsi de nombreuses limites de fonctions composées. Pour
clarifier la rédaction, on utilise un changement de variables : on pose X = 1+ %

. . . 1 .
Ona lim 1+21=1,donc: lim f(z)= lim e'*s = limeX
z—+00 z T—+00 x—r+00 X—1

= €.
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Exercice 17.4. Déterminer les limites suivantes par changement de variable :

—  lim V1 + 22, —  lim sin(1).
r——5 T—+00 z
. 2
—  lim e * 1
T—400

17.3. Composée et continuité

Théoréme 17.2. Soitu une fonction définie sur D,, dans R et v une fonction
définie sur D,, dans R vérifiant u(D,,) C D,. Siu est continue en a, si v est

continue en u(a), alors la composée v o u est continue en a.

Démonstration. u est continue en a, donc hinu(x) = wu(a). v est continue en
x a

v(a), donc si on pose X = u(x), X tend vers u(a). Alors v(X) tend vers v(u(a)).

v(X) = v(u(a)). O

D li = i
oncxl_r)rbv(u(q:)) Xir&a)

On en déduit le théoréme suivant dont la preuve est immédiate :

Théoréme 17.3. Soit u une fonction définie sur D,, dans R et v une fonc-
tion définie sur D,, dans R vérifiant u(D,,) C D,. Siu est continue si v est

continue, alors la composée g o f est continue.

17.4. Composée et dérivabilité

Théoréme 17.4. Soitu une fonction définie sur D,, dans R et g une fonction
définie sur D,, dans R vérifiant u(D,,) C D,. Si u est dérivable en a, si v est

dérivable en u(a), alors la composée v o u est dérivable en a, et on a :

(vou)(a) =v'(u(a)) x v'(a)
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Démonstration. On a :

vou(a+h)—wvou(a) _ v(u(a + h)) —v(u(a))
h h
_ wv(u(a+h)) —v(u(a)) " u(a+ h) —u(a)
u(a+ h) —u(a) h

u(a+h)—u(a)
h

u est dérivable en a, donc lim = u/(a). Par ailleurs, u est continue

h—0
car dérivable en a, donc }llin%u(a + h) = u(a). Ainsi, si on pose X = u(a + h),
—

uX)—v(ul@) _

ona XEI&G) Xu@ =¥ (u(a)). D’ou le résultat :
(vou)(a) = lim voula+h) —voula)
h—0

= V' (u(a)) x u'(a)

O

Nous allons donner plusieurs cas particuliers de cette formule, le premier ayant

déja été vu l’an passé :

Théoréme 17.5. Soit f une fonction dérivable sur D dansR et (a,b) € R?

ona:

(f(az +1)) = af'(azx +b)

Démonstration. Si on pose u(x) = ax + b, On a f(ax + b) = f ou(x). u est

dérivable, donc f o u également, et :

(f(az +0)) = (fou(x)) = ' (2)f'(u(z)) = af'(ax +b)
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Ce premier cas particulier donne a son tour lieu a plusieurs formules :

B Théoréme 17.6.
Soit (a,b) € R ona:

— = ae

Vax +b) = 5 T(,Zr-i—b pour (z > —3),

( am—l—b)

(

((az + b)) = na(az + b)" !
(

(

ax+b

N
N
— (sin(ax + b))’ = acos(ax + b),

— (cos(ax + b)) = —asin(az + b).

Démonstration. Dans chaque cas, remplacer f dans la formule précédente par la

fonction correspondante. O

Exercice 17.5. Dans chaque cas calculer f/(z) :

Théoréme 17.7. Soit u une fonction dérivable sur D,, dans R. Alors " est

dérivable sur D,,, et on a :

(eu(z))l _ u/(x)eu(z)

Démonstration. On a exp’ = exp, donc :

(@) = (expou(z))
= /(z)exp ou(x)
= u'(:c)e“(z)
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Exemple 17.4.

— Soit f(x) = e 371 f est dérivable comme composée de fonctions déri-
vables, et f/(z) = (2z + 3)e® T3a+1,

22
— Soit f(z) = e~ 2. f est dérivable comme composée de fonctions déri-
22
vables, et f'(z) = ez .

— Soit f(z) = e(*)_ f est dérivable comme composée de fonctions déri-
vables, et f'(x) = — sin(z)e®*s(®).

— Soit f(z) = €527 f est dérivable comme composée de fonctions déri-
vables, et f'(z) = 2 cos(2z)e*™(2%) Attention, ici il y a deux formules qui

s’enchainent.

Ainsi lorsque I'on dérive une fonction de la forme e, il faut dériver I’exposant

u et écrire la dérivée u’ devant 'exponentielle.

Exercice 17.6. Dans chaque cas calculer f'(z) :

— f(z) = e, = f(x) =ze™,
N f(l‘) — 26761+1, N f(x) _ 6COS(1+3$).

N f(fl?) _ em3+3m2—21+6

Théoréme 17.8. Soit w une fonction dérivable sur D,, dans R et n € N.

Alors u™ est dérivable sur D,,, et on a :

((u(x)n)/ =n X u/(x) X (u(m))”fl

Démonstration. On pose v(z) = 2™ On av'(z) = na"~!, donc :

(u(@)" = (vou(@)) = /(@) x o/ oulz) = u/(x) x n(u(z))"""

Exemple 17.5.

— Soit f(z) = (1 + 22)°. f est dérivable comme composée de fonctions
dérivables, et on a f'(x) = 5 x 2z(1 + z%)* = 102(1 + 22)*.
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— Soit f(x) = (sin(z))?. f est dérivable comme composée de fonctions déri-

vables, eton a f'(z) = 2 x sin(x) X cos(x).
Exercice 17.7. On pose f(z) = (1 + €%)3. Calculer f/(z).

B Théoréme 17.9.
— Soit u une fonction dérivable sur D,, dans R*. Alors % est dérivable sur D,,,
etona: (ﬁ)’ = —%.
— Soit u une fonction dérivable sur D, dans R**. Alors \/u est dérivable sur

Dy, etona:(y/u(z)) = _u(x)

2v/u(z)”

— Soit u une fonction dérivable sur D,, dans R. Alors sin(u) est dérivable sur
Dy, etona: (sin(u(z)) = u'(x) cos(u(x)).

— Soit u une fonction dérivable sur D, dans R. Alors cos(u) est dérivable sur

Dy, etona:(cos(u(z)) = —u/(z)sin(u(z)).

Démonstration. Les preuves sont similaires a la preuve précédente. O

Remarque 17.3. La premiére propriété est déja connue, et peut étre démontrée en

utilisant la formule de la dérivée du quotient vue en premiére, ou directement.

Exercice 17.8. Dans chaque cas calculer f/(z) :

> f(x) = cos(e), S @) =V
= f(x) = V1422 — f(z) = /2 +sin(z),
— f(x) = V1+e7, — f(x) = cos(2x) + sin(3z).

Exercices de compréhension

Exercice 17.9. Dans chaque cas, calculervouetuow:
— u définie sur R par u(z) = 1 + z et v définie sur R par v(z) = bz + 3,
— u définie sur R par u(z) = ﬁ et v définie sur R par v(z) = = + 1,
— u définie sur R par u(z) = e~ et v définie sur R par v(x) = 1 — =,
() =s

— u définie sur R par u(z in(z) et v définie sur R par v(z) = 2 + .
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Exercice 17.10. Déterminer les limites suivantes par changement de variable :

. 2x+1 . 5
—  lim e%—2, —  lim vz‘—z+ 1.
T—+00 T—4-00
. sinx
— lime = ,
r——5

Exercice 17.11. Dans chaque cas calculer f'(z).

— flz) = e ™" T3, — f(z) = cos(1 + 2z),
— f(x) = elt57, — f(x) = sin(4x).

= f(x) =10z + 1,

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘Début de lalegonle:‘ ‘
J+1|J+3|J+10|J+30 | J+90

‘ Vu







Dérivée d’ordre supérieur

18.1. Dérivée seconde

Examinons un exemple : considérons f définie sur R par f(z) = 23. f est
dérivable, et f'(x) = 322, f’ est également dérivable, et sa dérivée est (') (z) =

6. Cette fonction s’appelle la dérivée seconde de f.

Définition 18.1. Soit f une fonction dérivable sur D; dans R dont la
dérivée [’ est elle méme dérivable. La dérivée de f’ s’appelle la dérivée

seconde de f.

Notation 18.1. La dérivée seconde de f se note f” ou f(2).

Exemple 18.1. Si f(z) = 23 — 522 + 62 + 2, ona f/(z) = 322 — 10z + 6, et
" (x) = 62 — 10.
Exercice 18.1.
— Démontrer que la dérivée seconde d’un polynéme de degré n est un poly-
néme de degré n — 2.
— Quelle est la dérivée seconde de 'exponentielle ?

— Calculer la dérivée seconde de sin(z) puis de cos(z).

Remarque 18.1. En physique, la dérivée du déplacement est la vitesse, et la déri-
vée de la vitesse est 'accélération. Ainsi la dérivée seconde du déplacement est
l'accélération.

On pourrait se dire qu’une fonction dérivable est toujours deux fois dérivable,
mais c’est faux. Nous sommes habitués a considérer des fonctions trés réguliéres

qui nous donnent une mauvaise intuition. Considérons la fonction définie sur R

par f(x) = @ [z,
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Siz > 0alors f(z) = x|z| =2 x 2 = 2% etsiz < Oalors f(z) = 2 |z| =
xx (—z) = —2% Onaalors,siz > 0, f'(x) = 2, etsiz < Oalors f'(z) = —2u.
Ona lim f'(z) = lim f’(z) = 0, donc fest dérivable en 0. Par contre si z > 0

z—0~ z—0t
alors f"(z) = 2, etsiz < 0 alors f’(x) = —2.On a 111{)1 [(x) = —2et
x—0—

lim f’(z) = 0, donc f’ n’est pas dérivable en 0.
z—07t

FIGURE 18.1. — graphe de f(z) = z |z|

18.2. Dérivée n-ieme

Définition 18.2. On définit la dérivée n-iéme d’une fonction par récur-

rence, sous réserve d’existence : f(0) = fet f(?) = (f(n=1)

Exemple 18.2. Si f(z) = ze® ona: f'(z) = 1 x e” +x x e¥ = (1 +x)e”. Mais
alors fP)(z) =1 x e + (1 + ) x e = (24 z)e”.

De méme f®)(z) = 1 x e + (2 + ) x e = (3 4+ z)e”. On devine que
F(@) = (n+x)e”.

Démontrons le par récurrence :

— Initialisation : Sin = 0 f(O)(z) = f(z) = ze® = (z 4 0)e”. La propriété

est vraie au rang initial.

— Heérédité : Supposons que pour un entier n, f(")(z) = (n 4 z)e”. Ona:

FO () = (FD(2)) =1 x €@ + (n+2)e® = (n+ 1+ z)e”
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— Conclusion : Vn € N, f(")(z) = (n + z)e”.
Exercice 18.2. Soit f(z) = sin(z) et k un entier naturel. Calculer f*¥)(z).

Remarque 18.2. 1l ne faut pas confondre la puissance n-iéme d’ une fonction, son
itérée d’ordre n, et sa dérivée n-iéme. En général, d’apres le contexte il n’y a pas

de confusion possible.

Lorsque 'on veut étudier une fonction, il peut étre utile de calculer des dérivées
d’ordre supérieur. Voyons sur un exemple :

f(x) = o* — 423 + 62% + 122 + 1. On calcule f/(x) : f'(x) = 423 — 1222 +
12z + 12. La dérivée est un polynéme du troisiéme degré dont nous ne savons
pas déterminer les racines. Mais f”(z) = 1222 — 24z +12 = 12(2?> — 22 +1) =

12(x —1)2.0na f”(z) > O sauf en x = 1 donc f’ est strictement croissante. On

a:
lim f(z) = lim 42° —122% 4+ 12z + 12
T—r—00 T—r—00
12 12 12
_ ; 3(g -2 4 22,4 2%
o Igrlloox (4 €T + 1’2 xs)
= —©

On a factorisé pour lever 'indétermination, et conclu par somme et produit. Par
ailleurs f’(0) = 12. La fonction f’ est continue (car dérivable), strictement crois-
sante sur | —oo; 0], Ill}r}loof/(m) = —ooet f/(0) = 12: d’aprés le TV.I, 'équation
/'(z) = 0 admet une unique solution «. Cela nous permet de déterminer le signe

de f’ et on peut dresser le tableau de variations suivant :

z —o0 « +o0
7(@) T
fay | T fla —

Remarque 18.3. Retenons que plus une fonction est dérivable, plus elle est ré-
guliére. La fonction exponentielle, les fonctions polyndmes, les fractions ration-
nelles, les fonctions trigonométriques sont méme infiniment dérivables sur leur

ensemble de définition : on peut en calculer une dérivée de tout ordre.
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Exercice 18.3. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2% + 423 + 622 +
12z + 24.

1. Démontrer que f”(x) = 12(z + 1)2.

2. En déduire que I’équation f’(z) = 0 admet une unique solution « sur R,

ainsi que le signe de f'(z).

Exercices de compréhension

Exercice 18.4. Calculer f”(z) dans chaque cas :
— f(x)=a* =323 4+522+3zx+1, — f(x)= bz +1)4
— f(x) = cos(4x), — flx)y=21z#0.
— f(z)

622 + 2z + 3,

Exercice 18.5. Soit f(z) = sin(3z). Démontrer que 9f () + £ (z) = 0.
Exercice 18.6. Exprimer f(")(z) en fonction de n dans chaque cas :
— f(z) =ze ", — f(x) = 5z + 1)4,

— f(z) = cos(4x), — f(z) = 1, pour z # 0.

— flx)=22+2+1,

Exercice 18.7.

1. Soient fet g deux fois dérivables. Démontrer que :
(F9)® = P9 +2f'g + fg®

2. Soient fet g trois fois dérivables. Calculer (fg)(®).

3. Démontrer par récurrence que si fet g sont n fois dérivables alors :

(9™ =3 (Z) J g

k=0

C’est la formule de Leibnitz.
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Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le : ‘

J+1

J+3

J+10

J +30

J +90

‘ Vu







Convexité

19.1. Fonction convexe

La notion de convexité est de nature géométrique. Il est fondamental de s’ap-
puyer sur des dessins pour se forger une intuition. C’est vrai dans tous les do-
maines des mathématiques, mais peut-étre encore plus ici. On observera la puis-
sance des outils développés : la notion de dérivée va nous permettre de caracté-

riser de maniére trés simple la convexité.

Définition 19.1. Une fonction f est convexe sur [ si quels que soient A

et B sur la courbe €%, la corde [AB] est au-dessus de €.

On dit souvent que 6y est en dessous de ses sécantes, en sous entendant qu’il

s’agit uniquement de la partie de la sécante comprise entre A et B.

.

W INGE A/

FIGURE 19.1. — Convexité ou non?
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Le passage qui suit est peut-étre un peu ardu, mais nécessaire si ’on veut com-
prendre les choses en profondeur. Soit [a; b] un intervalle. Chaque nombre de cet
intervalle s’écrit sous la forme = = ta + (1 — t)b ou t € [0; 1]. Il faut prendre le
temps de bien comprendre cette idée. Si ¢ = O on obtient b, si ¢ = 1 on obtient
a, et chaque valeur intermédiaire de ¢ entre O et 1 donne un nombre entre a et
b. De cette maniére on décrit tout 'intervalle [a; b]. Le nombre ¢ s’appelle un pa-
ramétre, et x = ta + (1 — t)b ou t € [0, 1] est une représentation paramétrique
de [a; b]. Notons que si ¢t > 1 on obtient un nombre inférieur & a, et sit < 1 on

obtient un nombre supérieur a b.

ta+ (1 —1)b

FIGURE 19.2. — Représentation paramétrique de [a; b]

Si A a pour coordonnées (a, f(a)) et B a pour coordonnées (b, f (b)), alors

chaque point du segment [AB] a pour coordonnées :

(ta+ (1 — )b, f(ta + (1 — t)b))

Par ailleurs, le coefficient directeur de (AB) est w, et une équation carté-

sienneest:y = W (r—a)+ f(a) (vérifiez-le, pour en étre bien convaincu !)

chaque point du segment [AB] a donc pour ordonnée :

PP UET PR
_ w«t_1)a+(l—t)b)+f(a)
_ wm_t)(b—a»w(@
= (f(b) = f(a)(1 —1t) + f(a)

= (@) + (1 - 0)F ()

Ainsi dire que la corde [AB] est au dessus de ¢ se traduit par :

flta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b)
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FIGURE 19.3. — Partie convexe et non convexe

et I’on peut donner la définition suivante :

Définition 19.2. Une fonction [ est convexe sur [a;b] si quel que soit

te [0:1], f(ta+ (1 —1)b) < tf(a) + (1 — ) (b).

Remarque 19.1. Alors que la définition géométrique est immédiatement compré-
hensible, la version algébrique est plus dure d’approche. Les calculs peuvent étre
trés compliqués. Par exemple, il semble évident que la fonction carré est convexe,

mais le démontrer n’est pas évident du tout : essayez!

Exercice 19.1. Démontrer qu’une fonction affine est convexe.

Définition 19.3. Une partie & du plan est convexe si quel que soit A
et Bdans &, [AB] C £.

La définition suivante va nous permettre de faire le lien entre partie convexe

et fonction convexe :

Définition 19.4. L’épigraphe d’une fonction f est 'ensemble des points

dont les coordonnées (z,y) vérifient y > f(z).
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FIGURE 19.4. — Epigraphe

Théoréme 19.1. Une fonction est convexe si et seulement son épigraphe est

convexe.

Nous admettons ce résultat, mais ’on peut s’en convaincre par quelques des-

sins.

Définition 19.5. Une fonction f est concave sur I si quels que soient A

et B sur la courbe €%, la sécante [AB] est au-dessous de %.

Théoréme 19.2. Une fonction f est concave sur I si et seulement si — f est

convexe sur I.

Démonstration. Une fonction f est concave sur [a; b] si quel que soit ¢ € [0, 1],

flta+ (1 —=1)b) > tf(a)+ (1 —1)f(b).
Onadonc: —f(ta+ (1 —1t)b) > —tf(a)+ (1 —t)(—f(b)), doul’équivalence.
O

Remarque 19.2. Attention, une fonction qui n’est pas convexe n’est pas nécessai-

rement concave!
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FIGURE 19.5. - Concavité

19.2. Convexité et opérations

La convexité est-elle conservée par opérations algébriques?

Théoréme 19.3. Si f et g sont convexes sur I alors f + g est également

convexe sur I.

Démonstration. f est convexe donc si ¢ € [0,1],

flta+ (1—=1)b) <tf(a)+ (1—1)f(b)
De méme, g est convexe donc :

g(ta+ (1 —1)b) < tg(a) + (1 —t)g(b)
On a donc :
flta+ 1 —1)b) +g(ta+ (1 —t)b) < tf(a) + (1 —1)f(b) +tg(a) + (1 —t)g(b)
Ainsi :

(f +9)(ta+ (1 —=1)b) <t(f +g)(a) + (1 = )(f + 9)(b)

f + g est bien convexe. O
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Le produit de fonctions convexes n’est en général pas convexe.

Soient f(r) = x et g(x) = 22.Ona f x g(x) = 23. fet g sont convexes, mais
f x g n’est pas convexe. De méme, la composée de fonctions convexes n’est en
général pas convexe. Considérons f(x) = —x et g(z) = 2%.Ona fog(z) = —a2.

fet g sont convexes, mais f o g n’est pas convexe.

Exercice 19.2. Soit f une fonction convexe croissante sur [ et g une fonction

convexe sur f(I). Démontrer que f o g est convexe.

Exercice 19.3. Soient fet g deux fonctions convexes sur I et \ € R™. Démontrer

que f + Ag est convexe.

Le théoréme suivant n’est pas au programme, mais il permet de faire les dé-
monstrations des théorémes qui vont suivre. Nous admettons tous les résultats,
mais une fois de plus, il n’est pas interdit d’avoir des connaissances supplémen-
taires. Ce théoréme se comprend géométriquement sans difficultés, si ’'on se sou-
vient que %i(a) est un taux de variation, le coefficient directeur de la sécante
(AB). Ce théoréme est souvent appelé le lemme des trois pentes :

Théoréme 19.4 (Lemme des trois pentes). Soit f une fonction convexe sur

leta,betcdans I telsquea <b<c.Ona:

F0) ~ fla) _ (&)~ fla) _ f(e) ~ F()

b—a - c—a - c—b

oY EET T

Q@ecccccccccnaans

e

FIGURE 19.6. — Lemme des trois pentes
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19.3. Convexité et continuité

Examinons maintenant le lien entre convexité et continuité. On a le résultat

suivant :

Théoréme 19.5. Soit I un intervalle ouvert. Une fonction convexe sur I est

continue.

Nous admettons ce résultat, mais observons par un contre-exemple I'impor-

tance de considérer un intervalle ouvert :
Soit f, vérifiant f(0) = 1 et f(z) = 0 si z €]0; 1]. Vérifiez que f est convexe,

mais discontinue en 0.

19.4. Convexité et dérivabilité

Si maintenant nous supposons f dérivable on obtient le résultat suivant :

Théoréme 19.6. Soit f une fonction dérivable sur I, alors les trois propriétés

sont équivalentes :
— f est convexe.

— ©y est au-dessus de ses tangentes.

— La dérivée f' est croissante.

Ce résultat est admis, mais peut étre démontré a 'aide du lemme des trois

pentes.

Remarque 19.3. € est en dessous de ses sécantes, mais au-dessus de ses tan-

gentes.
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7

/

FIGURE 19.7. — Convexité et tangentes

19.5. Convexité et dérivée seconde

Si maintenant nous considérons une fonction deux fois dérivable, nous obte-

nons la caractérisation suivante :

Théoréme 19.7. Soit f une fonction deux fois dérivable sur I, alors les deux

propriétés sont équivalentes :

— [ est convexe. — Ve el, f"(x) > 0.

On en déduit immédiatement le théoréme suivant :

Théoréeme 19.8. Soit f une fonction deux fois dérivable sur I, alors les deux

propriétés sont équivalentes :

— [ est concave. — Veel, f"(x) <0.

On arrive ainsi a une caractérisation tres simple des fonctions convexes et
concaves deux fois dérivables! Nous allons pouvoir désormais démontrer trés

facilement qu’une fonction est convexe, ou concave.
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Théoréme 19.9. Les fonctions suivantes sont convexes sur leur ensemble de défi-

nition :
— f(z) =2* on € N. — f(z) =¢€".
Démonstration.

— Ona f'(x) = 2nz®~! donc f"(z) = 2n(2n — 1)2?"~2. 2n — 2 est pair,
donc 22772 est positif. On a donc f”(z) > 0, donc f est convexe.

— Ona f'(z) = ¢%, donc f"(x) = e*,ete” > 0.Ona f”(x) > 0, donc f est
convexe.

O

Théoréme 19.10. Les fonctions suivantes sont concaves sur leur ensemble de défi-

nition :
— f(z) == — f(z) = In(z).
Démonstration.
1
— Ona f/(z) = ﬁ donc f"(z) = = = —ﬁ. x est strictement positif,
donc —ﬁ < 0.0n a donc f”(z) <0, donc f est concave.
— Ona f/(z) = 1, donc f(z) = —25.Ona f”(z) < 0, donc f est concave.

O

Remarque 19.4. Sivous avez essayé de prouver la convexité de la fonction carré
avec la premiere définition, vous apprécierez particuliérement la simplicité du
calcul avec la dérivée seconde. On voit 1a la puissance des outils développés.
Certes, il a fallu travailler pour définir la dérivée, puis la dérivée seconde, mais
une fois ces outils assimilés, certains problemes deviennent trés simples a ré-

soudre.

Une fonction peut étre convexe sur une partie de son ensemble de définition,

et concave sur une autre.

Définition 19.6. Etudier la convexité d’une fonction f, c’est déterminer

sur quelles parties f est convexe ou concave.

Pour étudier la convexité on commence par étudier le signe de la dérivée se-

conde.
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Exemple 19.1. f(z) = 2%. On a f/(z) = 32%et f”(x) = 62. On en déduit le

tableau suivant :

x —00 0 —+00

e - 0+

f est donc concave sur | — 0o; 0] et convexe sur [0; +o0c]. Il se passe une chose
notable en 0 : la dérivée seconde s’annule et change de sens. On voit sur le gra-
phique qu’en ce point la tangente traverse la courbe. Un tel point s’appelle un

point d’inflexion de la courbe.

FIGURE 19.8. — Point d’inflexion

Définition 19.7. Un point d’inflexion de € est un point de la courbe

ou la tangente traverse la courbe.

Théoréme 19.11. Soit f une fonction deux fois dérivable. Les propriétés sont

équivalentes :
— A d’abscisse a est un point d’inflexion de €.

— f"(a) = 0 et la dérivée seconde change de signe en a.
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Remarque 19.5. Un point d’inflexion est donc un point ou la convexité de la

courbe change.

Exercice 19.4. Soit f définie sur R par f(z) = 2* — 3. Etudier la convexité et

les éventuels points d’inflexion de f.

47

FIGURE 19.9. — Graphe de f(z) = 2* — 23

Exercices de compréhension

Exercice 19.5. Dans chaque cas, démontrer que fest convexe :
— f définie sur R par f(z) = 6 + 2z,
— f définie sur R par f(z) = 22 — 5z + 1,
— f définie sur R par f(z) = e~ 7,
— [ définie sur [0; 7] par f(x) = —sin(x).

Exercice 19.6. Dans chaque cas, démontrer que f est concave :
— f définie sur R par f(z) = —2% + 3z — 1,
— f définie sur R par f(z) = —x* — 5z + 1,
— f définie sur R** par f(z) = —zIn(z),
— f définie sur [, 27] par f(z) = sin(x).

Exercice 19.7. Dans chaque cas, étudier la convexité de f :
— f définie sur R par f(z) = —23 + 22 — x,

— f définie sur R par f(z —zt + 222 + 1,

[

x

() =
— f définie sur R par f(z) =¢ 2,
(z) =

— f définie sur R par f(x) = sin(z).
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Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le : ‘

J+1

J+3

J+10

J +30

J +90

‘ Vu




La fonction logarithme

20.1. Logarithme d’un nombre

Nous allons dans ce chapitre découvrir une nouvelle fonction, le logarithme
népérien. « Népérien » vient du nom de John Napier, mathématicien anglais du
XVI¢ siécle qui découvrit les logarithmes. Il existe d’autres types de logarithmes
dont nous parlerons a la fin du chapitre. On peut introduire les logarithmes de
bien des fagons. Nous allons partir de la fonction exponentielle.

La fonction exponentielle est continue, strictement croissante, limooez =0

rT—r
et hr—s{l e” = 400, donc d’apres le théoréme de la bijection, si a > 0, ’équation
T—+00

e” = a admet une unique solution.

Définition 20.1. Soit @ > 0. Le logarithme de a est 'unique solution de

I’équation e® =a. On le note In(a).

Remarque 20.1. Le logarithme de a est I'unique solution de I’équation e” = a.

FIGURE 20.1. — Le logarithme
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C’est donc 'unique antécédent de a par la fonction exponentielle.

Insistons sur le fait que le logarithme n’est défini que pour un nombre stricte-
ment positif. Le logarithme d’un nombre négatif n’existe pas et le logarithme de
0 n’existe pas!

Les valeurs suivantes sont a connaitre par coeur :

Théoréme 20.1.

— In(1)

0
1

— In(e) =

Démonstration.

— Le logarithme de 1 est I'unique solution de I’équation e® = 1, or €* = 1,
donc In(1) = 0.

— Le logarithme de e est I'unique solution de I’équation e* = e, or e = e,
donc In(e) = 1.

O
On a les relations suivantes entre exponentielle et logarithme :
Théoréme 20.2.
— Pour tout z > 0, e™(®) = g,
— Pour tout x réel, In(e”) = .
Démonstration.
— Par définition du logarithme, In(z) est la solution de I'équation e* = x ot
I'inconnue est X, donc (@) = 2.
— Par définition du logarithme, In(e®) est la solution de I'équation eX = ¢®

ou l'inconnue est X, donc In(e®) = x.

O
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Remarque 20.2. Les nombres de la forme In(a) sont en général des nombres que
I'on ne peut pas exprimer plus simplement. Par exemple, In(2) est un nombre,
mais il n’a pas d’écriture décimale finie, ni fractionnaire. Il faut accepter d’écrire
In(2) et de le penser comme un nombre que I'on ne peut pas écrire plus simple-
ment. C’est comparable a la racine carrée, nous sommes habitués a écrire V2 et
a le considérer comme un nombre, il en va de méme pour In(2).

On peut désormais résoudre certaines équations dont la solution nous était

inaccessible :

Exemple 20.1. On veut résoudre e2*+1 = 3.

On a In(e?**1) = In(3), donc 2z + 1 = In(3), et v = 71%111(3) Une fois de

plus, il faut accepter ce nombre comme tel, comme nous avons pris ’habitude de

at+vb

manipuler des nombres de la forme >

Exercice 20.1. Résoudre les équations suivantes :

— 73 =3, — el =,

20.2. Propriétés algébriques

Rappelons la propriété fondamentale de 'exponentielle :

=% x eb. B

Théoréme 20.3. Sia et b sont deux réels, alors e+

Soienta > 0etb > 0,0ona:

eln(@)+n®) _ Jin(a) o Jnb) _ , »p

Ainsi In(a) + In(b) est I'unique solution de I'’équation eX = a x b, ie:
In(a x b) = In(a) + In(b)
On a démontré le théoréme suivant :
Théoréme 20.4. Sia > 0etb > 0, alorsIn(a x b) = In(a) + In(b). =

Ainsi le logarithme transforme un produit en somme. C’est historiquement
la raison du développement des logarithmes. Faire des multiplications sur des
grands nombres est compliqué, faire des additions reste toujours relativement

simple.
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Exemple 20.2. In(15) = In(3 x 5) = In(3) + In(5).

De cette propriété fondamentale nous déduisons les régles de calcul suivantes :

Théoréme 20.5.
= In(a) — In(b).
a).

— Sia > 0etn € Z, alorsIn(a™) = nln(a).
(

— Sia > 0etb>0,alorsIn(})
In(

— Sia >0, alorsIn(1) = —In

— Sia > 0, alorsIn(y/a) = 1 In(a).

Démonstration.

— Sia > Oetb>0,ln(% X b) zln(%) -+ In(b). On a donc :
In (%) =1In(a) — In(d)

— Sia>0,In (%) =In(1) — In(a) = 0 — In(a) = —In(a).
%
— Supposons n > 0. Par récurrence :

— Initialisation : In(a") = In(1) = 0. Or 0 x In(a) = 0, donc
In(a’) = 0 x In(a)

La propriété est vraie au rang initial.

— Hérédité : Supposons que In(a™) = nIn(a). On a

In(a"™) = In(a x a™)
= In(a) + In(a")
= In(a) + nln(a)
= (n+1)In(a)

La propriété est héréditaire.

— Conclusion : Vn € N, In(a") = nln(a).
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— Supposonsn < 0.Onan = —kouk > 0. Alors :

In(a”) = In(a™")

— Sia > 0,In(a) = In(y/a*) = 2In(y/a). On a donc In(y/a) = L In(a).

2
O
Ces propriétés sont, bien entendu, a connaitre par coeur.
Exemple 20.3. In(16) = In(2%) = 41n(2)
Exercice 20.2. Simplifier sous la forme a1n(b) :
— In(25), — 1n(256).
Exercice 20.3. Ecrire en fonction de In(2) :
— In(2e3), — In(v/2€%).
Exercice 20.4. Simplifier :
— In(%), — In(%2Y) +In(,%).

— In($) +In(%),a>0,b>0,

Exercice 20.5. Démontrer que si x > 0 alors In(z? + ) = In(z) + In(z + 1).
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20.3. Etude de la fonction logarithme

Nous définissons une fonction de R™*dans R en associant & z son image In ().

Commencons par un tableau de valeurs approchées a 10~ 3pres :

T 1 2 3 4 5
In(z) | 0 |0,693 | 1,099 | 1,386 | 1,609
6 7 8 9 10
1,792 | 1,946 | 2,079 | 2,197 | 2,303

Plusieurs choses sautent aux yeux : les valeurs ne sont (presque) jamais en-
tiéres, la fonction semble croissante, mais la croissance est trés lente.

Observons des valeurs entre 0 et 1 : on déduit le second tableau du premier

grace ala formule : In (1) = —In(a).
1 1 1 1
x 1 3 3 1 5
‘ In(x) -0 —0,693 | —1,099 | —1,386 | —1,609
1 1 1 1 L
6 7 8 9 10
1,792 | 1,946 | —2,079 | —2,197 | —2,303

Le logarithme semble prendre des valeurs négatives entre O et 1.
Etudions les variations de la fonction. Pour cela, il faut bien s{ir connaitre sa

dérivée :

Théoréme 20.6. La fonction logarithme est dérivable sur R**, et :

1
In'(z) = —
(@) = -

Démonstration. On admet la dérivabilité. On a e™(*) = 2. On se souvient que la
dérivée de e(®) est u/(x)e"(®), donc (e™*®))" = 1, soit (In(z))e™®) = 1, mais

eln(®) — x, donc (]n(x))/ x x =1,dou ln/(l‘) = % -
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On en déduit les variations du logarithme :

| Théoréme 20.7. La fonction logarithme est strictement croissante sur RT*.

Démonstration. Onaln’(z) = 1. Or 2 > 0, donc In'(z) > 0, ainsi In est stricte-

ment croissante. O

On en déduit maintenant le signe du logarithme :

Théoréme 20.8. Ona:
— In(xz) > 0siz > 0. — In(z) =0 & z=1

— In(z) < 0siz <O0.

Démonstration. 1n est strictement croissante et In(1) = 0. Donc si z < 1 alors

In(z) < In(1), etsiz > 1 alors In(x) > In(1). O

On a donc le tableau de signes suivant :

Théoréme 20.9. Ona:

— lim In(z) = +o0. — lim In(z) = —oc.
T—+00 z—0
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Démonstration.

— Soit A > 0.Siz > e? alors In(z) > In(e) car In est strictement crois-

sante. On a donc In(z) > A. Ainsi, posant g = e, ona:

VA >0,3x9,x > x9 = In(z) > A

Ona blenxll)r_irrloof(x) = 400.

— Utilisons la technique du changement de variable : On pose X = % Ona

lim X = 400, donc

z—0t
lim 1 = _lim 1 (1)
g e = e x
= lim —In(X)
X—+4o00
= -0

O

Le graphe du logarithme admet donc une asymptote verticale d’équation = = 0.

On a le tableau de variations suivant :

x 0 400
f'(x) +
+00
fw |

Théoréme 20.10. La fonction logarithme est concave sur son ensemble de

définition.
Démonstration. On a In(z) = 1, donc In"(z) = —-%. Ainsi In"(z) > 0, et In
est concave. U

Remarque 20.3. Apprécions a nouveau la puissance de calcul grace aux dérivées!

On ne voit pas comment on aurait montré la concavité avec la définition de base.
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Théoréme 20.11. La tangente au graphe du logarithme au point d’abscisse

1 a pour équationy =z — 1.

Démonstration. A prioril’équation de la tangente est de la forme :

y = f'(a)(x —a)+ f(a)
Icia=1, f'(1) =1, f(1) =1n(1) = 0, d’ou le résultat. O]

Observons le graphe du logarithme :

FIGURE 20.2. — Graphe de In

Voici une belle utilisation de la concavité :

I Théoréme 20.12. V2 > 0,In(z) < = — 1.

Démonstration. La fonction In est dérivable et concave, donc en dessous de ses
tangentes, donc Vo > 0,In(z) < z — 1. O]
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On a observé sur le tableau de valeurs que la fonction logarithme croit lente-
ment. En fait le logarithme croit plus lentement que n’importe quelle puissance
positive et donc que I'exponentielle. Cela s’exprime par le théoréme de crois-

sances comparées suivant :

[~ Théoréeme 20.13.

0. — SineN*, lim 20 —o,
T—-+00 T—>+00
0

— Sin € N*, limz" In(z) = 0.
z—0

Qg Démonstration. On utilise la technique du changement de variable. Montrons les

points trois et quatre, les deux premiers en sont des cas particuliers.

— Soit X =In(z)ona lim X = +o0, etz = e¥ donc

Tr—+00
In(z
lim (z) = lim —
z—+oo N X fooenX
1
= lim X
X—+o0 <
=0
par croissances comparées.
— SoitX:%ona lim L = 400, etz = % donc
z—0t 7T
lima" In(z) i <1>”1<1>
imz"In(z) = im | — n{—
x—0 X—400 \ X X
In(X
= lim (X)
X400 XM
=0

d’apres le point 3.
O

2

Exemple 20.4. Sil’onveut calculer lim In(x)—x?, on obtient une forme indé-

T—+00
terminée. On factorise par 2, il vient: lim In(z) — %= lim 2?2 (@ — 1).
T—+00 x—+00 z

Ona lim

= 0 par croissances comparées, donc par somme et produit,
T——+00

In(z)
2
2

lim In(z) — 2° = —oc0.
—+00
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20.4. Notion de bijection

Cette partie est importante, mais elle est hors programme, vous pouvez ’éviter

en premieére lecture et y revenir plus tard.

On l’a vu, les fonctions exponentielles et logarithme sont intimement liées :
Onae™@ = zsiz > 0etln(e”) = x pour tout z. Nous connaissons déja deux
fonctions ayant un lien comparable : le carré et la racine carrée. On a \/52 =z
et Va2 = z si z > 0. On voit que si I'on compose I'une fonction par I’autre
on retombe sur la valeur de départ. Ce phénomeéne correspond a la notion de

bijection.

Définition 20.2. Soit f : I — J une fonction. f est une bijection de /

sur J si chaque élément de J admet un unique antécédent dans /.

Exemple 20.5.

— L’exponentielle est une bijection de R sur R™*,
— La fonction carré est une bijection de R sur R™.
— La fonction carré n’est pas une bijection de R sur RT.

— La fonction sinus n’est pas une bijection de R sur [0, 1].

Lorsque une fonction f est une bijection, on peut définir une fonction réci-
proque que I'on note f~%, ot f~!(x) est I'unique antécédent de z par f. Dans le
cas de Pexponentielle, on obtient le logarithme, dans le cas du carré, on obtient
la racine carrée. Les graphes de fonctions réciproques sont symétriques par rap-
port a la droite d’équationy = z, etona fo f~(z) = f~!o f(x) = z. Ainsila

réciproque apparait comme une sorte d’inverse pour 'opération de composition.
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y:xQ y=ux
eln(@) teeefoeeeen Y= | feeeeeees
""""" Ty =T
In(a)
/ ' '

FIGURE 20.3. - Bijections et réciproques

Finissons cette petite introduction a la notion de bijection en citant un théo-

réme :

Théoréme 20.14. Soit I un intervalle et f une fonction continue de I dansR.

f est une bijection de Isur f(I) si et seulement si f est strictement monotone.

On comprend maintenant I’appellation théoréme de la bijection vue précédem-

ment!

20.5. Equations, inéquations et logarithmes

On peut désormais résoudre de nombreuses équations et inéquations ou fi-

gurent des exponentielles ou des logarithmes.

Exemple 20.6. On veut résoudre : 3In(z) + 2 = 0. On a In(z) = —2, donc

_2
T =e 3.
Exercice 20.6. Résoudre les équations suivantes :
— 2—-Tln(z) =0 — In(2? — 22 + 1) = In(2)

Nous allons résoudre des équations et inéquations ou I'inconnue est en expo-
sant, grace au logarithme qui transforme les exposants en coefficients multipli-

cateurs.
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Exemple 20.7. Cette méthode est a connaitre sans hésitation. On souhaite ré-
soudre I'inéquation 2™ > 3000, ou n est un entier. Le logarithme est strictement
croissant, donc In(2") > In(3000). On a alors nIn(2) > In(3000). Or 2 > 1,

donc In(2) > 0. On peut donc diviser de chaque coté par In(2) sans changer le

sens de I'inégalité : n > lnlf’(ozo)o). On trouve a la calculette lnl(r?&o)o) ~ 11,55. Or

n est entier, donc n > 12.

Exercice 20.7. Résoudre dans N les équations suivantes :

— 1,3™ > 10000 — 0,8™ < 0,001

20.6. Fonctions de la forme In(u(x))

Ajoutons une nouvelle formule a notre catalogue de dérivées :

Théoréme 20.15. Soit u dérivable et strictement positive sur son ensemble

de définition. Alors x — In(u(x)) est dérivable et In(u(zx)) = %

Démonstration. Onaln(u(z)) = Inou(x) donc In(u(z)) = u/(x) x In'(u(z)) = Qg
U

v'(@) gty =

Exemple 20.8. On veut dériver f(z) = In(1 + 2?). Onabien 1 + 22 > 0, fest

donc bien définie. On a f'(z) = 1%’;2 :

Exercice 20.8. On pose f(z) = In(1 + e%). Vérifier que f est bien définie sur R
et calculer f'(z).

Théoréme 20.16. Soit u dérivable et strictement positive sur son ensemble

de définition. Alors © — In(u(x)) et x — wu(x) ont les mémes variations.

Démonstration. On aln(u(x)) = % u(z) > 0, donc In(u(x))" et /() ont le

méme signe, d’ou le résultat. O
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20.7. Fonctions puissances

Soit 72 un entier et 2 un réel. On sait que " (¢) = (@)™ = 4" Nous allons
définir a I'aide de cette formule des puissances aux exposants quelconques, non

nécessairement entiers.

Définition 20.3. Soit a > 0 et x € R. On note a® = e In(a), ]

Insistons sur le fait qu’ici, = n’est pas supposé entier.

Exemple 20.9. On a a2 = e2 (@) = ((Va) = va. Ainsi la puissance % n’est

autre que la racine carrée!

Pour finir, considérons une suite géométrique (u,, ) ot u, = ugXxq™ avecq > 0.

nxIn(q)

Onau, =ug xe , donc les points de coordonnées (n, u,,) appartiennent

au graphe de la fonction fdéfinie sur R par f(z) = ug x e™@*% Les points de
coordonnées (n;uy,,) sont bien sur une courbe exponentielle!

Exercice 20.9. Exprimer a+/a sous forme d’une puissance de a.

Exercice 20.10. On pose f(x) = z*. Calculer f/(z) - attention & ne pas utiliser

la dérivée de (u(x))™!

20.8. Logarithmes de base a

Définition 20.4. Soit a > 0 et z > 0. On note In,(x) I'unique solution

de I’équation aX = z.

OnaaX =z XMW =g o Xn(a) =In(z) & X = ﬁ’lg On a donc la

relation suivante entre In, () et In(z) :

I Théoréme 20.17. Soita > 0 etz > 0. Onaln,(z) = iﬁg;
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En science physique, en chimie et en sciences expérimentales en général on

utilise le logarithme décimal, qui est le logarithme de base 10 :

Définition 20.5. Soit z > 0. On note log(z) = Injo(z). ]

Attention a ne pas confondre, en particulier sur la calculette, log(z) et In(x).

On a donc:

Définition 20.6. Soitz > 0. On a: log(x) =

Pour finir, voici une liste non exhaustive d’utilisations de la fonction loga-
rithme. Le logarithme décimal est préféré au logarithme népérien car il est lié
aux puissances de 10 que nous utilisons pour nous donner des ordres de gran-
deur. On ne rentre pas dans les détails, il s’agit juste de montrer que le logarithme

apparait dans de nombreux phénoménes :
— En physique, la mesure en décibels d’un son de puissance P; est donné par

P,
la formule : X = 10log (ﬁ), ou P est une puissance de référence.
0

— En chimie, le pH d’une solution est donné par la relation
pH = —log[H30™]

ou [H30™] est la concentration en ions hydronium.

— En sismologie, la magnitude d’un tremblement de terre est mesurée sur
I'échelle de Richter par M = log(I/ly) ou Iy désigne une intensité de
référence.

— En astronomie, la magnitude apparente d’un objet mesure la luminosité de
I'objet tel que nous I'observons. Les magnitudes apparentes de deux objets
sont liées par : mq — mg = 72,5log(%).

— En arithmétique, le nombre de chiffres d’'un nombre IV écrit en base 10 est
environ égal a log V.

— En arithmétique a nouveau, le nombre de nombres premiers inférieurs a
z (x > 0) est environ égal a % C’est le théoréme d’Hadamard - de la

Vallée Poussin.

— Notons qu’en informatique on utilise le logarithme de base deux, lié aux

nombres binaires.
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— Finissons par la loi psychophysique de Weber-Fechner, qui énonce que I'in-
tensité d’une sensation percue est proportionnelle au logarithme du stimu-

lus qui la provoque.

Exercices de compréhension

Exercice 20.11. Ecrire en fonction de In(3) :

- 1n(3;i7), — In(v/3¢%) — 5.

Exercice 20.12. Simplifier :

- In(S), — In(2) + In(5%).

— (%) —In(2)a>0,b>0,

Exercice 20.13. Résoudre les équations suivantes :

— 3—5In(z) =0,
— In(z? — 22 + 1) = In(3),
— (In(z))? — 51In(z) +
— (In(z))? + 2In(z) —

Exercice 20.14. Calculer :

—  lim In(z) — x5,
T—>+00

— lim zn(z) — 2%,
T——+00

. In(z)
— lim ,
z—+o00 VT

€2 — 5e® 4+ 6 =0,
€2 _3eT — 4 =0,

€2 _ e _1=0.

; _1
Q:EIJIrloo ln(m) z’

2
;lg%x In(z),

Exercice 20.15. Résoudre dans N les équations suivantes :

— 1,5" > 10000,
— (2)™ > 10000,

— (3) < 0,001,
— 0,99™ < 0,0001.
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Exercice 20.16. Calculer f/(x) dans chaque cas :

fz) =
fz) =
fz) =

(z) =

= f(x

Exercice 20.17. Soit f la fonction définie sur R par f(z)
Calculer 'image de 0, puis de v/e — 1 par f.
Calculer ZEI—iI-loo f(z).

1.
2.
3.
4.
5.
Exercice 20.18. Soit f la fonction définie sur | — 1; 1] par f(z) =
1.
2.
3.
4.
5.

In(3z + 1),
n®(z),

In(1 + 5z),
In(1 + 2?),

Démontrer que f”(x) =

—2P(x)
(1+22)2

Montrer que f est continue.

— f@) =

In(1+ €%),

— f(x) = sin(In(2x)),

= f(z) =

Dresser le tableau de variations de f.

1+In(z)
—

Démontrer que f est dérivable, puis calculer f/(x).

ou P(x) = 2% — 1.

Déterminer lim f(x) et lim f(z).
z——1 z—1

Montrer que f est dérivable et calculer f/(x).

Calculer f”(z). Que peut-on en déduire ?

Déterminer I'équation de la tangente a ¢ a I'origine.

=In(1 + z?).

n(1£5).

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le : ‘

J+1

J+3

J+10

J +30

J+90

Vu







Les fonctions frigonométriques

Les lignes suivantes sont des rappels de premiére, pour autant les fonctions

sin et cos sont explicitement au programme.

21.1. Le radian

Pour mesurer les angles nous connaissons le degré : un angle plein mesure
360°, un angle plat mesure 180°, un angle droit mesure 90°, les angles d’un tri-
angle équilatéral mesurent 60°. Cette unité est trés utile dans la pratique : en
physique, ingénierie et méme en bricolage. Le choix du nombre 360 n’est pas ar-
bitraire, il posséde de nombreux diviseurs dont les premiers sont 1,2, 3,4, 5,6 et
permet de donner un mesure entiére a de nombreux angles, mais il est aussi trés
proche de 365, a tel point que 360 jours est le nombre de jours d’une année ban-
caire. Nous allons définir une nouvelle unité de mesure des angles, fondamentale
en mathématiques, et adaptée aux notions que nous allons aborder. Commencons

par un rappel, qui résulte de la définition méme du nombre 7 :

I Théoréme 21.1. Le périmétre d’un cercle de rayon r est égal a 2.

En conséquence, le périmétre d’un cercle de rayon 1 est égal a 27.

Définition 21.1. Dans un repére orthonormé direct, le cercle de centre

O et de rayon 1 s’appelle le cercle trigonométrique.

Ainsi le périmétre du cercle trigonométrique est égal a 27. De plus, comme un

cercle peut étre parcouru dans les deux sens, nous devons en singulariser un.
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Définition 21.2. Le sens contraire des aiguilles d'une montre s’appelle

le sens trigonométrique.

Définition 21.3. Une mesure en radians de 'angle € est la longueur de

Iarc de cercle orienté I M.

/| N\

| S

FIGURE 21.1. - Mesure en radian

Théoréme 21.2. Deux mesures en radians d’'un méme angle différent d’un
multiple entier de 27 : Si 0y et 02 sont deux mesures d’'un méme angle, alors
Jk € Z tel que :

Oy — 0y = 2km

Définition 21.4. On note alors §; = 65(27), et on lit : 6 est congru a

6> modulo 27.

Remarque 21.1. Une mesure en radian d’un angle est donc un nombre réel, et

tout nombre réel correspond a la mesure d’un angle.
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oM | — —T
2|~ 2
FIGURE 21.2. - 7 et ses multiples
T = =37
27 —4m 2 2 —5m
— —1lirw
=76
0=2r
—n — 1z
6 — 6

FIGURE 21.3. - ¢ et ses multiples
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On admet le théoréme 21.2, mais il correspond al'idée toute simple que lorsque
I'on fait un tour complet (27), on revient au point de départ. Et lorsque 'on fait
un nombre entier de tours complets, on revient également au point de départ.

Il existe tout de méme une mesure privilégiée :

Définition 21.5. La mesure principale en radians d’un angle est 'unique

mesure appartenant a | — 7; 7]

21.2. Lignes trigonométriques

On consideére un point M sur le cercle trigonométrique, et § une mesure en
radians de I'angle IOM.

Définition 21.6. L’abscisse du point M est le cosinus de 6, noté cos(0)

et 'ordonnée du point M est le sinus de 6, noté sin(6). Les cosinus et

sinus s’appellent les lignes trigonométriques de 6.

/| N\

O| cos(6)

N /

FIGURE 21.4. — Cosinus et sinus

On a donc cos(0) = 1 et sin(0) = 0, cos(§) = 0 et sin(5) = 1. Il suffit de lire

les coordonnées du point M associé a ’angle.
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Le tableau de valeurs est a connaitre par coeur :

o o[zl ]5]3
cos(f) | 1 @ @ 110
sin() | 0| 1 @ @ 1

On notera la symétrie du tableau. Remarquons également, et ce peut étre un

moyen mnémotechnique, que la premiére ligne correspond aux valeurs de :

VA B V2| | VO

2 2 2 2 2

Pourquoi? Mystere. ..
De la définition des lignes trigonométriques découlent les propriétés suivantes,

énoncées sous forme de théoréme :

Théoréme 21.3.
— V8eR,—1<cos(f) <1
— V0 eR,—1 <sin(h) <1

Démonstration. En effet, les coordonnées des points du cercle trigonométrique

ont des coordonnées comprises entre —1 et 1. U

Théoréme 21.4.
— V0 € R, cos(f + 2m) = cos(h)
— V0 € R,sin(f + 27) = sin(h)

Démonstration. Aprés un tour complet, on revient au méme endroit! O
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Théoréme 21.5.
— V0 € R, cos(—0) = cos()
— V0 € R,sin(—0) = —sin(d)

Démonstration. Le point M’ associé a 'angle —6 est le symétrique du point M
associé a angle 6 par rapport a I’axe des abscisses. Leurs abscisses sont donc

égales, et leurs ordonnées opposées. O

Pour finir cette séquence de théorémes, la relation suivante s’appelle la relation

fondamentale de la trigonométrie, pour de bonnes raisons.
| Théoréme 21.6. V0 € R, (cos(6))? + (sin(0))? = 1

Démonstration. Nous nous contenterons du cas ou 6 €]0; 5[. Comme on I'ob-
serve sur la figure ci-dessous (figure 21.5), le triangle O H M est rectangle en H.
D’aprés le théoréme de Pythagore, ona OH? + HM? = OM?.

Or OH = cos(0),HM = sin(f) et OM = 1. D’ou le résultat. O

/| i

N4

FIGURE 21.5. — Ou 'on retrouve le triangle rectangle
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21.3. Equations trigonométriques

Pour résoudre une équation trigonométrique, c’est-a-dire une équation de la

forme sin(x) = a oucos(x) = b, il faut commencer par trouver les deux solutions

principales dans le cercle trigonométrique.

Exemple 21.1. On souhaite résoudre I’équation : sin(x) = % Regardons dans

le cercle trigonométrique :

™\

/|
N

FIGURE 21.6. — sin(x) = %

Onremarque quer = ¢ etz = %” sont deux solutions. On en déduit toutes les

solutions, dont voici ’ensemble : {% +2kmouk € Z} U {%’T +2kmouk € Z}.

On souhaite résoudre I’équation : cos(x) = %, ot z € [0;57]. A nouveau
™

regardons dans le cercle trigonométrique : On remarque que x = 7§ etz = —7
sont deux solutions. On en déduit toutes les solutions réelles, dont voici I’en-
semble : {% +2kmouk € Z} U {—% +2kmouk € Z}. Mais dans cet exemple,

les solutions doivent appartenir a [0; 57], il faut donc travailler un peu plus.
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AN
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FIGURE 21.7. - cos(x) = @

On veut :
0< % 4 2%kn < 57
donc
-7 S4%r< sr-
s 197
— < $2%T < —
g SERms g
1 19
= <k< =
8 -~ 8
donck:0,10u2.Soitx:%,x:%oux:%.
Faisons de méme avec —%:
0 < f§+2k7r§ 51
™ 217
— < 2km < _
g == 4
1 21
— <k< —
8 -~ 8

donckzlou?.Soitxzfoum:—.
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Finalement, ’ensemble des solutions est :

{7r 7m 9 15w 177r}
4’4747 47 4

Remarque 21.2. On ne peut résoudre ce type d’équation que si 'on connait les

valeurs en radians correspondant aux lignes trigonométriques données.

21.4. Fonctions trigonométriques

Ainsi, 4 chaque nombre réel § nous avons associé son cosinus, cos(6) et son

sinus, sin(#). Nous pouvons donc définir deux fonctions :

CoS : R— R
x +— cos(x)
et
sin : R— R
x + sin(x)

21.4.1. La fonction cosinus

Nous allons traduire les propriétés des lignes trigonométriques en termes de

fonctions.

I Théoréme 21.7. La fonction cosinus est minorée par —1 et majorée par 1.

Démonstration. V0 € R, —1 < cos(d) < 1 O

Ainsi la fonction cosinus est a valeurs dans [—1; 1]

I Théoréme 21.8. La fonction cosinus est paire.
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Démonstration. La fonction cosinus est définie sur R, et cos(—z) = cos(x). La

fonction cosinus est bien paire. O

I Théoréme 21.9. La fonction cosinus est périodique de période 2.

Démonstration. La fonction cosinus est définie sur R, et cos(z + 27) = cos(z).

La fonction cosinus est bien périodique de période 2. O

Le théoréme suivant est admis :

Théoréme 21.10. La fonction cosinus est dérivable sur R, et sa dérivée est :

(cos(x)) = — sin(x)

Ce résultat est a connaitre par coeur, et cette dérivée est a ajouter a notre cata-
logue de dérivées usuelles.
La fonction cosinus étant paire et périodique de période 27, il suffit de I’étudier

sur l'intervalle [0; 7].

I Théoréme 21.11. La fonction cosinus est strictement décroissante sur [0; ).

Démonstration. On a (cos(x))’ = —sin(z), et si z €]0; 7| alors sin(z) > 0. La

fonction cosinus est donc strictement décroissante. O

Par symétrie, on en déduit le tableau de variation sur [—7; 7] :

cos(x) / \
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La fonction cosinus étant périodique de période 27, la partie de la courbe de

lintervalle [—7; 7] se répéte indéfiniment. On a donc le graphe suivant :

2 .

AN

FIGURE 21.8. — Graphe du cosinus

21.4.2. La fonction sinus

Les propriétés de la fonction sinus sont similaires a celles de la fonction co-
sinus, nous les résumons en un théoreme, et laissons au lecteur les preuves évi-

dentes.

Théoréme 21.12. La fonction sinus est :
— minorée par —1 et majorée par 1,
— impaire,

— périodique de période 2.

Le théoréme suivant est admis, et le résultat doit également étre connu par

coeur

Théoréme 21.13. La fonction sinus est dérivable sur R, et sa dérivée est :

(sin(z))" = cos(x)
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On déduit donc du signe du cosinus les variations du sinus sur [0; 7] :

m
x 0 5 m
cos(z) + 0 -
1
(0] (0]

Par symétrie, on en déduit le tableau de variation sur [—7; 7] :

—T

2

o)

sin(z)

\

/\

e

(0]

La fonction sinus étant périodique de période 2m, la partie de la courbe de

lintervalle [—7; 7] se répéte indéfiniment. On a donc le graphe suivant :

2 .

\ 1 1
9 2 1 2

—9 1

FIGURE 21.9. — Graphe du sinus

On remarque que le graphe de cosinus est le translaté du graphe de sinus par

la translation de vecteur fgz_) On dit qu’il y a un déphasage de —%

deux courbes. Cela s’explique par la propriété suivante :

™

entre les
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| Théoréme 21.14. Vz € R, sin(z + %) = cos(z).

Démonstration. On se contentera d’un dessin :

J
. ogm
sin(z +%) 2.
g R
O cos(z) |1

FIGURE 21.10. - sin(z + §) = cos(x)

FIGURE 21.11. — Les graphes de sinus et cosinus

Définition 21.7. Les courbes des fonctions sinus et cosinus s’appellent

des sinusoides.
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Pour finir, donnons une approximation de sin(z) pour de petites valeurs de
x.0n a vu que si f est une fonction dérivable en a, f(a + h) ~ f(a) + hf'(a)
au voisinage de 0. Appliquons ceci a la fonction sinus. La dérivée de sin(z) est
cos(x), donc sin(0 + h) =~ sin(0) + hcos(0), c’est-a-dire sin(h) ~ 0+ h x 1.
Remplagons h par x : on obtient sin(x) ~ x au voisinage de 0. Ainsi par exemple,
on a sin(0,0001) ~ 0,0001. Qu’en est-il de cos(x) ? Et bien la dérivée de cos(x)
étant — sin(x), ona cos(0+h) ~ cos(0)—hsin(0), donc cos(z) ~ 1 au voisinage

de 0. Ainsi par exemple, on a cos(0,0001) ~ 1.

21.5. Prenons la tangente

Ce passage estlégérement hors programme, il doit étre pris en guise d’exercice.

Nous savons depuis le college que la tangente d’un angle 6 compris entre 0 et
5 estégalea:
sin(0)
cos(f)

tan(f) =

Nous pouvons maintenant étendre cette définition a toute valeur de 6 n’annu-

lant pas cos() :

Si97é§+kﬂ'oi1k€Z,alors:

sin(0)
cos(#)

tan(0) =

Comment interpréter géométriquement cette tangente ?

La tangente en I au cercle trigonométrique (I V) est perpendiculaire au rayon
(OI), tout comme la droite (M H). Ainsi (IN) et (M H) sont paralléles. On peut

donc utiliser le théoréme de Thalés et dire: OO—I;I = % On adonc %@ = %
Finalement, il vient: IN = sin(0) .
cos(0)

Ainsi la tangente de 6 est une longueur sur la tangente au cercle trigonomé-
trique, d’ot1 son nom. Remarquons que si 6 = 5+kmouk € Z,la droite (0M) est
paralléle a la tangente (I V), ces deux droites n’ont pas de point d’intersection,

donc tan(f) n’est pas défini.
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J
/ A ]\]/
tan (6
[
Io) H |I

FIGURE 21.12. - La tangente

On peut maintenant définir la fonction tangente :

tan: |55 F[—= R
{ x +— tan(x)
Remarque 21.3. On peut étendre cette fonction a ’ensemble de définition sui-
vant :kLEJZ] ¢ 4 km; 5F + kx| Assez effrayant de prime abord, c’est 'ensemble
des nombres dont le cosinus est non nul.

On a les propriétés suivantes :

Théoréme 21.15. La fonction tangente est impaire et périodique de période

.

Démonstration. | 5"; =" | est symétrique par rapport a 0, et :

A —g) — sin(—x) _ — sin(z) _ _sin(x) — tan(z
tan(—z) cos(—x) cos(x) cos(z) tan(z)

I Théoréme 21.16. La fonction tangente est périodique de période .
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J
M
. sin(z)
s T cos(z)
cos(r +m) = —cosZ) (O HITI
sin(x + 7) = —sin(x
FIGURE 21.13. - z plus 7
Démonstration. On a: sin(z + m) = —sin(z) et cos(z + m) = — cos(z).
On a donc :
tan(z + ) = sin(z + ) _ — sin(z) _ _ sin() ~ _tan(z)
cos(x +m)  —cos(x) cos(x)

La fonction tangente est périodique de période 7. Voir la figure 21.13.

Théoréme 21.17. La fonction tangente est dérivable sur son ensemble de

définition, et :
tan’(z) = —5— = tan?(z) + 1
an’(x) cos2(2) an“(x)
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*g Démonstration. On a tan(z) = 52 On pose u(z) = sin(z) et v(z) = cos(z).

cos(x)
On a donc v/(z) = cos(z) et v'(xz) = —sin(z). Il vient :
fan () = u(z) x v(z) —u(z) x v'(x)

(v(x))?

cos(z) x cos(z) — sin(x) x (—sin(x))

cos?(x)
_ cos?(x) + sin?(x)
cos?(x)
1
~ cos?(x)
Par ailleurs :
cos?(x) + sin ?(z) _ os?(x)  sin?(z)
cos?(x) cos?(r)  cos?(x)
B sin(x
B (Cos(x )
= 1+ tan?(z)

7

Ainsi la dérivée de la tangente est strictement positive. On en déduit immédia-

tement le théoréme suivant :

Théoréme 21.18. La fonction tangente est strictement croissante sur chaque

intervalle | 5* + km; 5+ + kx|, ou k € Z.
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Finissons par le graphe de la tangente :

vl 3|
[\

FIGURE 21.14. — Graphe de la tangente

On remarque que ce graphe posséde une infinité de branches toutes similaires.

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la legon le : ‘

J+1|J+3

J+10 | J+30 | J+90

‘ Vu




Primitive d’une fonction

22.1. Notion de primitive

Définition 22.1. Soit f une fonction. Une primitive de f est une fonc-
tion F' dérivable vérifiant : F'(x) = f(x).

Exemple 22.1.

— Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 3. Si on pose F(z) = 3z + 1,

alors F'(x) = 3, donc F est une primitive de f.

— Soit f la fonction définie sur R par f(z) = x. Si on pose F(z) = m—; alors
F'(z) = 2 =z = f(=), donc F est une primitive de f.

Déterminer une primitive apparait donc comme ’opération contraire de déter-

miner une dérivée :

F est une primitive de f si et seulement si la dérivée de F est f.

Exemple 22.2. Soient F et f les fonctions définies sur R par F(z) = xe® et
f(z) = (z+1)e®. On veut démontrer que F' est une primitive de f.Ona F'(z) =
I1xe¥+xxe® = (x+1)e". Ainsi F/'(z) = f(x), donc F est bien une primitive
de f.

Théoréme 22.1. Toute fonction continue sur un intervalle I admet une pri-

mitive sur I.
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La preuve sera étudiée au chapitre suivant sur 'intégrale. Nous allons en fait
construire une fonction a partir de f qui sera une primitive de f.

Onavuque F'(z) = 3z+1 est une primitive de f(z) = 3. Mais F (z) = 3z+5
a également pour dérivée f, donc F} est une autre primitive de f. De maniére

générale, si F' est une primitive de f et & € R, alors F}, définie par :

est une autre primitive de F'. On a le théoréme suivant :

Théoréme 22.2. Soit f continue sur I. Deux primitives de f différent d’une

constante : si Fy et Fy sont deux primitives de f, alors il existe k réel tel que :

Fl(x) = FQ(J?) +k

Démonstration. Si F et F sont deux primitives de f,on a:
(F-Fy) = F{-Fy= f = f =0

Or on I’a admis, dans le cours de premiére, si une fonction a une dérivée nulle
sur un intervalle, alors elle est constante. Ainsi il existe k réel tel que F(z) =

Si 'on impose une condition F'(a) = b, appelée condition initiale, on obtient

P'unicité :

Théoréme 22.3. Soit f continue sur I, a € I etb € f(I). Il existe une
unique primitive F' de f vérifiant F(a) = .

2
Exemple 22.3. Les primitives de f(z) = z sont les fonctions F(z) = % +k.Si

’on rajoute la condition initiale f(0) = 4, on obtient k = 5, et I'unique primitive

de f vérifiant f(0) = 5 est F(z) = % +5.
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Exercice 22.1. Déterminer la primitive de f vérifiant :

— f(z) =42+ 3z +1, f(0) = 4. — fl)=1f1)=e

22.2. Primitives usuelles

Le tableau de primitives usuelles suivant est a connaitre par coeur. En fait c’est

essentiellement le tableau des dérivées écrit a I’envers :

flz) | F(z) flz) | F(z)
1

0 k 7 2\/x x>0
a ar +b 1 In(x) x>0
| 3 e
x? % %n —;,;11 neN;z#0
z" Innjll neN

flz) | Fz)
e’ e’

sin(z) | — cos(z)

cos(z) | sin(z)

22.3. Primitives et opérations

Théoréme 22.4. Soient f et g continues sur I. Une primitive de f + g est

F + G, ou F est une primitive de f, et F' est une primitive de f.

Démonstration. (F + G)'(z) = F'(z) + G'(z) = f(z) + g(x) = (f + g)(x).
D’ou le résultat. ]

Exemple 22.4. Une primitive de f(x) = 2¢” est F(x) = 2¢%, une primitive de
g(x) = 4x — 1 est G(v) = 22 — x, donc une primitive de h(x) = 2e* + 4z — 1
est H(x) = 2¢% + 222 — .
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Théoréme 22.5. Soit f continue sur I et A réel. Une primitive de \ f est \F,

ot F' est une primitive de f.

Démonstration. (AF(x)) = A\F'(x) = A\f(x), d’ou le résultat. O

Exemple 22.5. Une primitive de f(z) = 22 est F(z) = %, donc une primitive
2z
de h(z) = 22° est H(z) = %~
Mis a part ces deux formules, il n’y a pas de régles de calcul simples des pri-
mitives. En particulier, une primitive d’un produit n’est pas égale au produit des
primitives, et une primitive d’'un quotient n’est pas égale au quotient des primi-
tives. Montrons cela a ’aide d’un contre-exemple :
e el 5 28
Une primitive de f(x) = 2” est F'(z) = %. Or f(z) = u(z ) v(x
u(x) = x et v(z) = 2*. Une primitive de u(z) est U(z) = % une primitive
2 5 7

dev(z)est V(z) = L. Ona F(z) = L et U(x)V(z) =% x & = 2 F(x)

) en posant

n'est pas égal a U(x)V (x).

Exercice 22.2. Démontrer qu’une primitive d’'un polyndéme de degré n est un

polyndme de degré n + 1.

On tombe trés facilement sur des fonctions dont on se sait pas trouver de pri-
mitive, et il existe de nombreuses fonctions dont la primitive ne peut s’exprimer
a partir des fonctions déja connues. Par exemple, f(z) = ¢’ est continue, elle
admet donc une primitive, mais cette primitive ne peut s’exprimer a l’aide des

fonctions usuelles. La preuve de ce résultat est inaccessible a ce niveau.
Remarque 22.1. Une primitive d’une puissance de x est toujours une puissance

1
de z, sauf pour I'exposant —1 : une primitive de — est In(x). C’est une définition
x

1
possible du logarithme : on sait que — est continu sur R**, donc admet une pri-
x
mitive. On appelle logarithme la primitive qui s’annule en 1, et on construit apres
I’exponentielle comme réciproque du logarithme. Nous avons suivi un autre che-

minement, mais les deux points de vue sont possibles.

22.4. Primitives et composées

Pour déterminer une primitive il est possible d’utiliser les formules de dérivée

de la composée dans 'autre sens. Donnons des exemples :
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— f(z) =337,

Si on pose u(z) = 3z — 7, onav/(z) = 3, et f(x) = u/(x)e"(x), donc :

Si on pose u(z) =5z + 1, ona v/ (z) =5, et f(x) = % donc :

F(z) =vbzr+1

— f(z) = 4cos(x)(1 +sin(x))>.
Sion pose u(z) = 1+sin(z), onaw/(z) = cos(z), et f(z) = 4u' (z)u(z)3,
donc :
F(z) = (1 +sin(z))?

6.17

— flx) = e

Sionpose u(r) = 1+ e onau(x) = €%, f(x) =

donc :
F(z)=In(1+¢€")

Attention, ici pour passer a la primitive, il faut vérifier que u(z) > 0, pour
que In(u(z)) soit bien défini!
— f(z) = 37:62 avec r < —1.
1423
Si on pose u(z) = 1 + 23, ona v/(z) = 322, et f(z) = 75((5)). Attention,

ici 1 + 23 est négatif! On ne peut pas dire qu'une primitive de f(z) est
In (14 23)! Par contre, f(z) = :q;’((;))’ —u(x) > 0et(—u(x)) = —u/(z),

une primitive de f(x) est donc In (— (1 + :U3)) !

Parfois f(z) ressemble & une dérivée de composée, mais les coefficients ne

sont pas les bons. On procéde alors a un ajustement de la constante :

1
— flx) = .
/(@) 2z +3
Sionpose u(x) = 2z+3onaw'(x) = 2. f n’est donc pas exactement sous
la forme 1;’((;)). Mais on peut écrire : f(x) = % X ﬁ donc une primitive
est:

F(z) = % In(2z + 3)
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— f(x) =sin(z) x cos(z).
Si on pose u(z) = sin(x) on a v/(x) = cos(x) donc f(z) = u/(x)u(x).

Mais la formule de la dérivée de u?(x) est 2u’(x)u(x). On écrit alors :

1
f(z) = g % 2sin(x) cos(z)
donc une primitive est :

F(z) = 3 sin % (x)

— f(z) = %", En allant plus vite, on écrit : f(z) = 2 x 322 x ¢®’, donc

une primitive de f est F'(z) = %63.

Exercice 22.3. Déterminer dans chaque cas une primitive de f :

_ 4 5
= flz) = (4o +7)7, = f@) =g >3,
—>f(m):$—2 x> —1 — f( __ 2 5
1+a% ’ il |
S )= e T
2 —Tx’ v 2+ e2z

22.5. Primitives et homographies

Soit f la fonction définie sur R — 2 par f(x) = % On souhaite déterminer

322

une primitive de f.Une erreur trés classique consiste a dire que F'(x) = ﬁ
5 -2z
2

C’est totalement faux, car on I’a vu, une primitive du quotient n’est pas pas égale

au quotient des primitives. Nous allons transformer 1’écriture de f :

3z +1
fla) = ——
_ 3x—-06+7
N r—2
_ 3z—6 7
N x—2+x—2
S N

T —2
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Une primitive de 3 est 3x et une primitive de Z—ZQ est 7In(z—2). Une primitive de
f(z) est donc 3z + 71n(z — 2). La forme qui permet de trouver la primitive s’ap-
pelle la décomposition en éléments simples. Pour trouver les coefficients vous
serez guidés dans les exercice, mais vous pouvez peut étre trouver de téte la pre-
miere étape a écrire.

Exercice 22.4.

- flz) =22, 2> -5

— Déterminer a et b tels que f(z) = a + z_j’r5
— Déterminer une primitive de f.

= flz) =52 2> 3

— Déterminer a et b tels que f(z) =a + —gxb_g‘

— Déterminer une primitive de f.

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘Début de lalegonle:‘ ‘
J+1|J+3|J+10|J+30 | J+90

‘ Vu







Intégrale d'une fonction

23.1. L’aire sous une courbe

Nous savons calculer les aires de certaines figures simples bien connues : 'aire
d’un rectangle de cotés [ et L est donnée par : &/ = [ X L, aire d’un triangle de
base Z et de hauteur h est donnée par :of = @, ’aire d’un disque de rayon r

est donnée par : o7 = 1 x 2.

h

FIGURE 23.1. — Surfaces élémentaires
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Exercice 23.1. Rappeler et démontrer la formule de I'aire d’un trapéze.

Mais en dehors de ces formes simples, I’aire de figures quelconques ne semble
pas facile a calculer. Nous allons grace a I’analyse et ses outils construire un
nouvel objet : Uintégrale. Cette intégrale nous permettra dans bien des cas de
calculer des aires. Nous nous intéressons a une surface délimitée par la courbe

d’une fonction positive, I'axe des abscisses, et deux axes verticaux.

%

[ IR Y S U S NV VW N

a

FIGURE 23.2. — Aire sous une courbe

A premiére vue, il ne semble pas facile de calculer I'aire de cette surface. Choi-
sissons un exemple trés simple : Soit f une fonction constante. f(z) = k. Sil’'on

considére I'aire sous € sur [0; al, on trouve </ (a) = ka.

Cy

Qepsssssssssssssssnas

a

FIGURE 23.3. — Aire sous une courbe entre a et b

Si f(x) = x, etz € [0;5]. On voit que la surface est celle d’un triangle, et I'aire

est donc égale a: o/ = ZX" = 12, 5. Si I'on considére L'aire sous €} sur [0; a]
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on trouve </ (a) = $a% Si f(z) = z, et x € [2;5]. La surface est cette fois celle
celle d’un trapéze, facilement calculable.
Vous pouvez ici remarquer quelque chose de trés surprenant, que nous allons

mettre en évidence.

s

FIGURE 23.4. — Encadrement de I’aire

Soit f une fonction continue positive sur I = [a;b], x € [a;b] et A(z) l'aire
sous € entre a et x. A(x + h) — A(x) est l'aire comprise entre x et x + h. On
suppose quef(x + h) > f(x). L’aire du petit rectangle est h x f(x), et 'aire du
grand rectangle est h x f(x + h), (voir la figure 23.4).

On a alors :
hx flz) < A(x+h)— Alx) < h x f(x+h)

On a h > 0, on peut donc diviser I'inégalité par h, et on obtient :

A(x 4+ h) — A(z)
h

f(z) < < f(z+h)

La fonction f est continue, donc }llir% f(z+h) = f(z). On fait maintenant tendre
—

h vers 0, et on obtient f(z) < %ir%w < f(z), on reconnait ici la
—

formule du taux d’accroissement, d’ou :

N () e (G R

h—0 h
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On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 23.1. Soit I = [a;b] un intervalle et f une fonction continue

positive sur I. La fonction qui a x associe A(x) est dérivable sur I, et :

De plus A(a) = 0.

Remarque 23.1. Le cas d’une fonction négative se traite de la méme maniére.

&/ est donc la primitive de f qui s’annule en a. Nous avons énoncé au cha-
pitre 22 page 247, le théoréme d’existence des primitives pour une fonction conti-
nue!

Notons que la preuve de ce théoréme consiste en une construction de cette
primitive. On dit qu’il s’agit d’une preuve constructive.

Dans le cas général, considérons une fonction f définie sur I de signe quel-
conque. On définit deux fonctions :

Soit f7 la fonction définie par f(x) = f(z)si f(z) > 0, et f(x) = 0 sinon.

Soit f~ la fonction définie par f~(x) = —f(z) si f(z) < 0,et f~(x) =0
sinon.

Ces deux fonctions sont positives, et ona f(z) = f(x) — f~(z). En effet, si
f(x) > 0,alors f*(z) — f~(x) = f(z) — 0 = f(x). Si par contre, f(z) < 0,
alors f*(z) — f~(x) = 0 — (—f(x)) = f(x). Par ailleurs fT et f~ sont deux
fonctions continues positives.

Montrons que fT est continue : Si f(x) > 0, f*(z) = f(z), donc fT est
continue en z. Sinon fT(x) = 0, donc fT est continue en x. Ainsi f est conti-
nue. Par construction f* est positive. De méme f~ est continue positive. f
et f~admettent donc respectivement comme primitives </ et </, et une pri-
mitive de f est &/ — &/~. Nous avons démontré le théoréme d’existence des

primitives pour toute fonction continue.

23.2. L’intégrale d’une fonction

On considére a nouveau une fonction f continue positive. Nous allons cher-

cher a approcher la valeur de la surface sous la courbe de la maniére suivante :
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on découpe l'intervalle [a; b] en n parties égales : [a; b] :kgo [z ; k1] On dit
. 1

que {z}} forme une subdivision de [a;b]. Ona Az = 2341 — 2 = .

a=2p 2 T2 X3 T4 Ts T Ty b=uxg

FIGURE 23.5. — Subdivision de [a; b] pour n = 8

On approxime alors la surface &7 par la somme des aires des rectangles corres-

pondants.

To|= a I8 = b
FIGURE 23.6. — Approximation par des rectangles

Chaque rectangle de largeur Az = % a pour aire f(zy) X Az. On a donc :

i
L

o o~ flzp) x Az
0

o~
Il

Plus on va découper l'intervalle, plus I’approximation obtenue sera proche de
laire .o/. Faites plusieurs schémas pour bien vous en convaincre. Mais alors Az
est lui de plus en plus proche de 0. On a alors envie de dire que 'aire .27 est égale
a la somme d’une infinité de rectangles de largeur infiniment petite. Il y a 1a un
paradoxe : « Qu’est ce une valeur infiniment petite ? » Est-ce que 'aire d’un de
ces rectangles ne devrait pas étre nulle ? Mais alors la somme de ces aires serait

nulle? Pourtant .o/ n’est pas nulle... Il faut prendre du temps a réfléchir a ces
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idées. Historiquement c’est ce qui a donné la notation de 'intégrale dont nous

allons maintenant donner une définition :

Définition 23.1. Soient a et b réels vérifiant a < b, et f une fonction
continue positive entre a et b. I'intégrale de f entre a et b est égale a I’aire

sous la courbe comprise entre x = a, x = b et ’axe des abscisses.

b
Notation 23.1. On note / f(z)dz Vintégrale de a a b de f.1l fautlire : « intégrale

a

deaabde fdex dzx.»

n—1
Onavuque o ~5 . f(xp) X Az, et, en faisant tendre n vers U'infini, on a :
k=0

o = /abf(a:)dx

Le Y se transforme en / le Az en dz.

Le signe / vient de la premiére lettre du mot somme, le dx symbolise une

variation infinitésimale de z, et f(z)dx est 'aire d’un rectangle de largeur dzx.

On somme une infinité de rectangles d’aire infinitésimale.

Remarque 23.2. Cette idée de quantité infinitésimale a posé des problémes a bien
des mathématiciens. Aujourd’hui, on construit I'intégrale en donnant une autre
définition au symbole dz, qui évacue le paradoxe d’un infiniment petit non nul,
ce qui donne une construction rigoureuse a 'intégrale, mais dont les détails sont
ici largement inaccessibles. Pourtant cette idée d’infiniment petit a été tres ins-
pirante, autant en mathématiques qu’en physique. Ce dz est bien celui qui ap-
parait dans la notation de la dérivée : %. Notons enfin qu’il existe une théorie
des nombres infiniment petits, appelée I’analyse non standard, mais qui reste

marginale.
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Nous pouvons formuler le théoréme suivant :

Théoréme 23.2. Soit f continue positive sur [a; b],

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a)

ou F est une primitive de f sur[a;b].

Définition 23.2. La fonction f que 'on intégre s’appelle I'intégrande. ]

Nous allons maintenant étendre la définition de I'intégrale a toute fonction

continue, de signe quelconque :

b
Théoréme 23.3. Soit [ continue sur [a; b],/ f(x)dz = F(b)— F(a) ou F

est une primitive de f sur [a;D].

Dans le cas d’une fonction de signe quelconque, on ne peut plus parler de
aire sous la courbe. Mais si fest négative I'intégrale est égale a 'opposé de I'aire
comprise entre la courbe et ’axe des abscisses, et dans le cas général, 'intégrale

est égale a la différence des aires au dessus de la courbe et des aires en dessous.
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En reprenant les notations précédentes, on a :

/abf(m)dx = /abf+(m)dx - /abf_(a:)dx ot o

FIGURE 23.7. — Intégrale d’une fonction de signe quelconque

Remarque 23.3.

— L’aire se mesure en unités d’aires u.a., cette unité dépend des unités de
longueur données en abscisse et en ordonnée. Par exemple, si on a pris

2 cm en abscisse et 3 cm en ordonnée, 'unité d’aire vaut 2 x 3 = 6 cm?2.

— Nous avons défini 'intégrale pour une fonction continue, mais cette condi-
tion peut étre affaiblie, et on peut définir I'intégrale pour des classes de
fonctions bien plus larges. Modestement, nous nous contenterons ici des

fonctions continues.

Nous allons introduire une autre notation dont on comprendra I'intérét lors

de prochains calculs : on note F'(b)-F(a) = [F(J:)]lf1 Ainsiona:
b
[ Haps = (@) = FO) - Fo

1
1
2 a3 _ 1 _ 0 _1 . s
Exemple 23.1. /0 zodx = [—3 }0 = 3 — 3 = 3. Ainsi pour calculer une inté

grale, on commence par trouver une primitive de 'intégrande f que 'on écrit
entre les crochets. Apreés on écrit la différence, puis on calcule.

Remarquons que 'on a obtenu un joli résultat géométrique sans effort : I'aire

1

grisée de la figure ci-dessous mesure 3.
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[SSI] ]

Q=

FIGURE 23.8. — Aire sous la parabole dans un carré

Exercice 23.2. Calculer les intégrales suivantes :

2 2
1
—>/1mdac, — /1 mdm,

1 e
—>/ (2% + 5z + 1) da, ﬁ/idx,
1

0
1n(2) x
—>/ e*dz, —>/ sin(z)dzx.
0 0

Remarque 23.4.

— Lavariable x dans I'intégrale n’apparait pas dans le résultat final. On peut

la remplacer par n’importe quelle autre variable, ou presque :

/abf(x)dx = /abf(t)dt = /abf(u)du = /abf(w)dw

Par contre on ne peut pas choisir une variable déja utilisée, par exemple
b

f(a)da n’a aucun sens. En physique on utilise souvent la lettre ¢ qui

s;mbolise le temps.

— On pourrait se dire qu’il est inutile d’écrire le dz systématiquement, mais
en fait, c’est nécessaire. D’abord parce qu’il agit comme une parenthése :

si I'on néglige le dz, comment différencier

b b
/x2+xdx:/m2+m
a a
b b
/J:de+ac:/x2+x
a a

et
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Une autre raison est-que ’on manipule souvent des fonctions a plusieurs
variables, et qu’alors il faut savoir quelle est la variable d’intégration. Par

exemple :

/a {me } ma?
mr+pder=|——+pr| =—+pa
0 2 0 2

mais

a p?21° a2
/ mz + pdp = {mxpjt—} = mxa+ —
0 21 2

On voit qu’il est facile de calculer une intégrale lorsque 'on connait une primi-
tive de I'intégrande. Mais il est facile de trouver des fonctions dont une primitive
nous échappe. On 'a déja dit : dériver est toujours facile, primitiver est souvent
compliqué. Aprés un dernier calcul d’aire, nous allons donc développer un cer-

tain nombre de techniques pour calculer une intégrale.

23.3. Aire entre deux courbes

On peut désormais calculer 'aire d’une surface coincée entre deux courbes :

Théoréme 23.4. Soient f et g continues sur [a;b] avec f(z) > g(z).

[ 5@ gy

est une mesure de I’aire comprise entre Gy, G, et les axes d’équationy = a et

y=>o.



Intégrale d'une fonction 265

Exemple 23.2. On pose f(r) = 1 — 22 et g(x) = 22 sur [0; 1]. On veut calculer

laire de la surface grisée ci dessous :

g

y

FIGURE 23.9. — Aire entre deux courbes

Commencons par déterminer les coordonnées des points d’intersection de ¢
et €, : leurs abscisses vérifient : 22 =1—22 s0it 222 = 1, dou z = f%

oux = % Les points d’intersection sont donc : A(—%; $) et B(—=; ). Laire

V2

cherchée est maintenant égale a :

.

2$3%
- -5

V2

a2y (0 k)
NG 3 V2 3
2 4()
- =
_ s 41

22 3

Finalement, &/ = ENGE
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23.4. Propriétés de I'intégrale

Nous allons maintenant examiner les propriétés de 'intégrale :

a b
| Théoréme 23.5. Soit f continue sur [a; b},/ flx)dz = —/ f(x)dz
b a

Démonstration. / f(z)dx = F(a)— F(b) ou F est une primitive de f sur [a; ],

donc/f —F(a) /f O

Ainsi Pordre des bornes a son importance !

0 1 1 1
Exemple 23.3. / ztde = —/ zide = — [%] = __.
1 0 0 5

Exercice 23.3. Calculer

0 0
— e*dz, — / 2% — 322 + zdz.
In(2) 2

L’intégrale de la somme est égale a la somme des intégrales :

Théoréme 23.6. Soient f et g continues sur [a;b], alors :

[ 10+ sy = | ’ fla)de + / " o)

Démonstration. Une primitive de f + g est F' 4+ G, ou F’ est une primitive de f

et GG est une primitive de g. On a donc

b
/f(x)+g($)dfc = (F(b) +G(0)) = (F(a) + G(a))
— F(a)) + (G(b) - G(a))

(F(b)
/a ’ f(z)da + / bg(x)dx
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1
Exemple 23.4. On suppose que / f(z)dz = 2. On souhaite calculer :
0
1
| @)+ xde
0
' ! ! 271
Ona/ f(x)—l—mda::/ f(x)dm—i—/ rdr =2+ {%] — %
0 0 0 0

1 1
Exercice 23.4. On suppose que / f(z)dx = 4. Calculer / f(z) + x3da.
0 0

Théoréme 23.7. Soient A\ € R et f continue sur [a;b], alors :

/ab Af(z)dz = )\/abf(x)da:

Démonstration. Une primitive de Af est AF, ou I est une primitive de f. On a

done [P Af(x)dz = AF(b) — AF(a) = A(F(b) — F(a)) = A [* f(z)dz O

1 1
Exemple 23.5. On suppose que / f(x)dz = 2.0n souhaite calculer / 5f(x)dz.
0 0

Ona/l5f(x):5/1f(x)d:1::5><2:10.
0 0

1 1
Exercice 23.5. On suppose que / f(x)dz = 4. Calculer / @dx.
0 0

On résume ces deux propriétés en une en énoncant :

Théoréme 23.8. Soient f et g continues sur [a;b] et X € R,

/abf(ac) + Ag(z)dz = /abf(ﬂc)dx + )\/abg(:r)dx
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Démontrer que le théoréme 23.8 est équivalent aux théorémes 23.6 et 23.7.

On dit que I'intégrale est linéaire.

1 1
Exemple 23.6. On veut calculer / ot — p3da + / x3dz. Par linéarité de I'in-
0 0

1 1 1 1
tégrale, on a : / 24 — 3de + / 23dx = / 2t — 23 4 23dr = / zide =
0 0 0 0

1 1
Exercice 23.6. Calculer / zt — 23dx + / z3dx
0 0

Remarque 23.5. L’intégrale de la somme est égale a la somme des intégrales, mais
c’est la la seule régle de calcul simple. L’intégrale du produit n’est pas égale au

produit des intégrales, comme nous I’avons vu pour les primitives.

Voyons maintenant la relation de Chasles :
Théoréme 23.9. Soit f continue sur I eta, b, etcdansl.Ona:

/abf(x)dm—i— /bcf(x)dm _ /acf(x)dx

Démonstration. On a :

b c
/ f(x)de + / fa)de = [F@)+ [F@)
a b

= F(b) = F(a) + (F(c) = F(b))
= F(b)— F(b)+ F(c) — F(a)
= F(c)— F(a)

- [FE)

= /acf(x)dx

Remarque 23.6.

— On note bien sur I'analogie avec la relation de Chasles des vecteurs :

AB + BC = AC
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— La relation est toujours vraie, méme si ¢ ¢ [a; b].
Exemple 23.7.

4 1
— On veut calculer /1 ﬁdx — /16 %dx. Ona:

1 1 16 1
/ dx/f = [ e [ e
16de
PV
[2v/a],’
2(v/16 — V/4)
= 2x(4-2)

= 4

1

— On veut calculer/ |z] dz. Ona:
—1

1
/ || dx
—1

Exercice 23.7.

4 4
— Calculer/ |z — 3| dx, — Calculer/ |22 — 3z + 2| da.
0

La propriété suivante s’appelle la positivité de 'intégrale :
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Théoréme 23.10. Soit f continue surI eta < b. Si f(x) > 0 alors :
b
/ flz)dx >0
a

Démonstration. On a/ f(z)dz = [F(z)]? = F(b) — F(a). La dérivée de F est

f qui est positive, donc F est croissante, donc si a < b alors F'(a) < F(b), donc

F(b) — F(a) > 0, dod / F(z)dz > 0. 0
a
Remarque 23.7.
5
— Attention, c’est faux si @ > b. Par exemple, / xzdx < 0.
10

— La réciproque est tout a fait fausse, comme le montre le contre-exemple

100
suivant : on a/ z3dx > 0, mais 23 < 0six € [-5;0].
-5

Exemple 23.8.

50
— Onax® > 0siz € [0;50], donc/ z5dx > 0.
0

— Ona:cos(f) > 0sif € [0; 5[, donc /2 cos(6)dd > 0.
0

Exercice 23.8.

10
. 1+t
— Démontrer que /0 sdz > 0.

— Démontrer que/ H%nﬁz)d <0.
5

Remarque 23.8. La positivité de I'intégrale est tres utile pour montrer de nom-

breuses inégalités. En particulier grace a ce corollaire :

Corollaire 23.1. Soient f et g continues sur I eta < b. Si f(z) < g(x)

/a ' fa)e < / (@)

alors :
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Démonstration. Si f(z) < g(z) alors g(z) — f(z) > 0. D’aprés le théoréme

précédent, / bg(m) ~ f(x)dz >0.0r:
/ (@) — @)z = / ) — / ' f(a)da

b b
Onabien/ f(:(;)dxg/g(a:)dx. O

Remarque 23.9.
— Attention, a nouveau c’est faux si a > b.

— La réciproque est également fausse.

Exemple 23.9.
— Supposons que f(z) > 2% si # € [0;10]. On a alors :
10

10
(x)dx>/ zodx
0 0

10
donc f(z)dx > %.
0

— SupposonsqueOSf(x)S%sixeR.OnaSiteR:

t t tl
/ 0dx < / flz)dz < / —dz
1 1 1z

dou:0 < /ltf(x)dx < In(?).

Exercice 23.9.
— Soit f définie sur [0; 10] vérifiant : 0 < f(x) < Z si « € [1;10]. Détermi-

10
ner un encadrement de f(z)dx
1

— On suppose que 0 < f(z) < 22 si 2 € [0; 1]. Montrer que :

! 1
OS/O f(x)dxgg
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— Supposons que z < f(x) <z + % siz > 0. Soit ¢ > 0. Démontrer que :

it /f da:<

Pour montrer une inégalité comportant une intégrale, il faut trés souvent par-

—Hn()

tir d’'une égalité concernant l'intégrande, puis intégrer, et utiliser la positivité.
De maniére générale, les propriétés d’une intégrale sont souvent héritées des

propriétés de I'intégrande.

Exemple 23.10. On veut démontrer que si ¢ > 0 alors :

t .
0< / 1+871n(:v)d$ < ln(t)
1 2x

On s’intéresse a I'intégrande : HS;;’(’:) On sait que —1 < sin(z) < 1, donc
1ol o dsin(@) o It je: 0 < 1*2;($) < 1. Par positivité de I'intégrale, on a

26 — 2z
1+sm
/Od </ d </ —dzx

donc :
t .
Onadonc:0 < / %dx <In(t).

1

In(2) )
Exercice 23.10. Démontrer que 0 < / e sin() q g <1
0
La parité de l'intégrande peut grandement simplifier le calcul d’une intégrale :

Théoréme 23.11. Soit f continue et impaire sur [—a;al. On a :

" fa)de =

0

Démonstration. Ona/ flz f( dm+/ f(z)dz. On va faire un

changement de variable dans I’ 1ntegrale Ce n’est pas au programme de terminale,

mais voyons ¢a comme une premiére approche : si on pose X = —z, acceptons
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que dX = —dz. Si z varie de —a a 0, alors X varie de a a 0 Alors on a

0

0
f@)dz = / F(=X)(~dX)

R
= —/ao — F(X)dX

car f est impaire. On a donc :

0 0 a
Fo)dz = / FX)AX + /0 Fz)dz

S [ o
=0

0
Rappelons nous que la variable d’intégration est muette, donc / f(X)dX =
a

/a e 0

Exemple 23.11.

100
On veut calculer / 2% — 23dz. On pose f(z) = 2° — 2.
—100
fl=2) = (-2)°" = (-2)’
— @)
= )

100
f est impaire, donc / 2% — 23dxr = 0. Ne pas remarquer I'imparité aurait
—100
donné lieu a de pénibles calculs inutiles.
Exercice 23.11.
™ ™

— Calculer/ sin(a)da. — Calculer/ sin®(a) + 2da.

-7 —T
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Théoréme 23.12. Soit f continue et paire sur [—a;a). On a :

flx)dz = 2/ f(z)dz
—a 0
Démonstration. On a /

0 a
f(z)dx = f(z)dz + / f(z)dz. On réutilise un
—a —a 0

changement de variable : on pose X = —x, acceptons que dX = —dx. Si x varie

a

de —a a 0, alors X varie de a a 0 Alors on a

0 0

e = [ X))
— [ Mfexax
— [ Trxax

a

car f est paire. On a donc cette fois-ci :

a 0 a
3 f(z)dx /f )dX + ; f(x)dz

| s

I
N

100

Exemple 23.12. On veut calculer / r*dz. L’intégrande est paire, donc :
100

100 100 5
/ 2idr =2 x4dx:2xﬂ
—100 0 5

Exercice 23.12.

T 10
— Calculer/ cos(a)da. — Calculer/ z* + z2da.

- -10
Onl’avules opérations simples ne sont pas en général compatibles avec I'inté-
grale. Il y a néanmoins de nombreuses techniques de calcul d’une intégrale, dont

nous allons voir les plus simples.
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On peut reconnaitre dans I'intégrande une formule de dérivée composée, com-
me nous ’avons vu dans le chapitre sur les primitives. Passons en revue quelques

exemples :
— formule v/ (x)e(x).

1
— On veut calculer : / 22¢%”dz. On reconnait la forme u'(x)et(x) :
0

1 2 271
/2336Jj dx:[e”’}oze—l
0

jus

— On veut calculer : /2 cos(z)e*™ @ dz. On a:
0

S wla

=e—1

/g cos(m)esm(m)dx = [esm(z)}
0

— formule «/(x)u(z)".

1
— On veut calculer : / 22(1+22)3de. Onau(z) = 1 + 2 et/ (2) =
0

2x, donc :

1 1+a22)47" 1
22(1 + 2%)°d :[7< } =4--=—
/0 z(1+ z%)°dx 1 . 1= 1

us

» On veut calculer: [ = — sin(x) cos?(x)dz. On a: u(z) = cos(x) et

0
u'(x) = —sin(z) donc :

/07r —sin(z) cos?(x)dz = { 3

u/ (2)

u()

— formule

1
— On veut calculer : /0 1%;2 dz.Onau(z) = 1+ 22, u(z) > 0et
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u'(x) = 2x donc :

L on 1
/0 1.2 dz = [In(1+ xQ)]O
= In(2)

De maniére générale, dés que I'on reconnait une forme u'(z) x v o u(x) dans
I'intégrande, on peut calculer U'intégrale.
Comme vu dans le chapitre sur les primitives, il se peut qu’il faille ajuster les

constantes :

1
Exemple 23.13. On veut calculer : / 11574 © est « presque » la dérivée de
0

2x
1+x2°

1 + 22. 1l manque un coefficient 2 que I'on fait apparaitre : T =

1
422 2
Alors :
1 1
T 1 2z
——adx = = X —ad
/0 122" 2 /0 112207

- % x [In(1 +x2)}(1)
In(2)

2

X

Exercice 23.13. Calculer les intégrales suivantes :

1 2
ZEZ .TS
— /0 zet dux, — /0 fmdx,
z 1
—)/ sin(z) cos(z)dx, — / e3*+5dy,
0 0

23.5. Valeur moyenne d’une fonction

Définition 23.3. Considérons une fonction continue sur un intervalle
[a; b]. La valeur moyenne de la fonction f sur I'intervalle [a; b] est égale

a:

b
M:bla/a f(x)dz
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Exemple 23.14.

— Soit f définie sur R par f(x) = z. La valeur moyenne de f sur [0; 10] est
1

0
_ 1
M = 10_0/ xdx.
0
10

2
M= {x—} =5
0l2],
M=5
— Soit f définie sur R par f(x) = sin(4x). La valeur moyenne de f sur [0; 7]

est M = 7(1_0/2 cos(x)dx.
2 Jo

La valeur moyenne s’interprete géométriquement : supposons f positive sur

b b
[a;b].Ona M = b_la/ f(z)dz,donc M x (b—a) = / fx)dz. M x (b—a)
a a b
est 'aire du rectangle de longueur b — a et de largeur M, et / f(x)dx est laire

a
sous la courbe €. Ainsi la valeur moyenne est la largeur du rectangle de méme

aire que I'aire sous la courbe €.

/)
i/

FIGURE 23.10. — Valeur moyenne
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Exercice 23.14. Dans chaque cas, calculer la valeur moyenne de f sur [a; b :

— f(z) = 22 sur [0;1], — f(z) = cos(2z) sur [0; 7],
— f(z) = €** sur [0;In(3)],
— f(z) = % sur [0;1n(2)], — f(z) = 2:1E+1 sur [0;¢], ¢ > 0.

Admettons qu’une fonction continue positive sur [a; b] admet un maximum F'.

La valeur moyenne M est comprise entre O et F, car :

0< f(z) < F
:>/b0dm§/f(x s/Fdx
:>0</f < F(b-a)

=0< /f )dz < F
b—a

Onabien 0 < M < F,donc M € f([a;b]). Par ailleurs la fonction f est
continue sur [a; b], donc d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
¢ € [a;b] tel que M = f(c). On peut démontrer que ¢ €]a; b, et généraliser a

toute fonction continue. On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 23.13. Soit f continue sur [a;b)]. il existe ¢ €]a; b| tel que :

_ bla/abf(:r)da:

Remarque 23.10. Ce théoréme n’est pas au programme mais constitue une belle

application du théoréme des valeurs intermédiaires.
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N
Dans le cas discret, la moyenne de N valeurs xj, est égale a % > xy, dansle
-

=0
b
cas continu, la moyenne des valeurs f(z) pour z € [a; b] est égale a bla/ f(x)dz.
a

11 faut observer ’analogie.

23.6. Intégration par parties

Nous allons maintenant découvrir une méthode de calcul d’intégrale qui per-
met de calculer une intégrale alors que ’on ne connait pas a priori de primitive

de I'intégrande. C’est 'intégration par parties.

Théoréme 23.14. Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles
que u’ et v’ soient continues sur I. Soient a et b deux réels de I tels que a < b. On

a: , ,
/ o (z)v(z)dr = [u(a:)v(x)]z —/ u(x)v' (z)dx

Démonstration. et v sont dérivablessur I,onadonc: (u(x)v(z)) = u'(x)v(z)+
w(z)v'(z), dou v/ (z)v(x) = (u(x)v(z)) — u(z)v(x)). u, v, ul et v/ sont conti-

nues sur I, donc u'v, uv et uv’ sont continues donc intégrables. On a alors :

b b
/u’(x)v(a:)dx = /(u(m)v(m))'—u(x)v'(x)dx
b b
= /(u(x)v(x))/d;v—/u(x)v’(x)dx
b
— [u@po@]; - [ ue) @)z

7

11 faut se souvenir que la formule d’intégration par parties provient de la for-
mule de la dérivée du produit.

Voyons sur un exemple comment mettre en ceuvre 'intégration par parties.
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Exemple 23.15.

1
— Soit I = / xe®dx On pose v/ (z) = e* et v(z) = z. Alors u(z) = e” et
0

b b
v'(z) =1.On a/ o (z)v(z)de = [u(z)v(x))’ —/ u(z)v'(x)dx, donc :
a a
1 1
I= | ze®dz = [xez](l) — | €*dx =e— (e —1) = 1.1l faut bien choisir
0 0

les fonctions u et v : le but est d’obtenir une intégrale simple a calculer.
Si Pon dérive une puissance, on baisse le degré, on simplifie le probléme.
La fonction a primitiver doit étre simple, 'exponentielle est ici le candidat
idéal.

us

Soit I = /QICOS(x)dl‘ On pose u/(z) = cos(z) et v(zr) = z. Alors
0 b
u(z) = sin(z) et v'(x) = 1.0n a / o (z)v(z)de = [u(z)v()]’ —

/a ' ()0 ()dlz, done

Il faut faire bien attention aux possibles erreurs de signe dans une intégration

par parties!
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Exercice 23.15. Calculer les intégrales suivantes en intégrant par parties :

1 1
— ]—/ ze*®dx, — I—/ re *dux,
-1 0
3 e
— I_/ xsin(z)dx N ]:/ In(z) 4,
0 Ve T

— ]—/ xIn(z)dz,
1

«Le coup du 1 » : parfois on peut choisir 1 comme fonction v’.

t t

Exemple 23.16. I = / In(z)dz = /1 X In(z)dz. On pose u/(z) = 1 et
1 1

v(z) = In(x). Alors u(z) = z et v'(z) = %

b b
On a/ o (x)v(x)de = [u(z)v(z)]® — / u(z)v'(x)dx, donc :

I :/1 In(z)dz = [mln(x)]l—/l ;dm = (tln(t)—0)—(t—1) =tln(t)—t+1

On a déterminé une primitive de In(x).

I Théoréme 23.15. Une primitive de x — In(z) est z — zIn(z) — .
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Exercice 23.16. Calculer [ = /Ot In(z + 1)dx.

Il se peut qu’il faille faire plusieurs intégrations par parties successives :
Exemple 23.17.

- I= /lezezdx. On pose u/(z) = e® et v(z) = 22

b
Alors u(x) = e et v'(z) = 2. On a/ u(z)v(z)de = [u(z)v(z)], —

/a bu(:r)v'(m)dx, done :

1 1 1
I= / 22etdr = [xQeQE](l) - / 2zetdr = e — 2/ ze®dx
0 0 0

1
On a déja calculé par intégration par partie / xe*dr = 1. On a donc
0

1
I = e — 2. Sil’on voulait calculer / r3e®dz il faudrait trois intégrations
0

par parties successives.

™

= isin:re’% 2. On pose v/ (z) = e % et v(x) = sin(x).
%I—/O (x)e2"da. On pose u/(x) tb() (x)
Alorsu(z) = —fe X etv/(z) = cos(x).Ona/ ' (z)v(z)dr = [u(z)v(z)]

/a " ()0 (), done :

vl

I = / sin(z)e 2 dz
0

) e—2x % 1
= |—sin(x) 5 0+§ ;

_ 1 /= _9
= —e T+ 2/ cos(x)e” “*dx
0

NIE]

cos(z)e 2 dx

On refait une intégration par parties :

us

2 _ (& 2 1 % . -2
/ cos(z)e Fdx = {— cos(r) } - / sin(z)e”“*dx
0 2 2Jo
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Onadonc/=—e"+3i(1+d)=—e"+11+L)=1—-e7"+1
On a alors %I = % —e " doul = %(% —e ).

Remarque 23.11.

— Dans le deuxiéme exemple, au lieu d’écrire un « — » devant I'intégrale et
un « — » dans 'intégrande on a directement mis un « + » devant l'inté-
grale. Quand un signe « — » apparait dans une primitive, il est pratique

de faire directement le changement de signe devant l'intégrale plutdt que
d’enchainer les signes « — ».

— Dans le deuxiéme exemple a nouveau, on aurait pu choisir «'(x) = sin(x)

et v(z) = e~ 7, cela marche également. Faites le en exercice!

Exercice 23.17. Calculer les intégrales suivantes :

- I = /2 Sin(g})ewdx, — K = /2 COS(l‘)e*de},
0 0

- J= /2 cos(z)e®dr, — L= /2332 cos(z)dzx.
0 0

L’intégration par partie permet d’obtenir des relations de récurrence dans 1’étude

1
de suites définies par une intégrale : On pose I,, = / z"e"dz,n € N.Onavu
0

précédemment que Iy = 1.Ona:

1
I = / 2" etdx
0
Lt
- [m"+16x]0—/0 (n+ 1)z"e*dx
= e—(n+1)I,

Donc I, 1 = e—(n+1)I,. On peut ainsi calculer de proche en proche les termes

de la suite. Par exemple, I = e — 2I; = e — 2. Calculer I3.

23.7. Intégrales et suites

On construit de nombreuses suites a ’aide d’intégrales. Les propriétés de la

suite sont bien souvent héritées des propriétés de 'intégrande. Donnons un exemple :
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1
Exemple 23.18. On pose [, = / z"e*dz oun € N.
0

1
— Onanz/ eder=e—1.
0

— On a vu par intégration par parties que :

1
I :/ zetdr =1
0

— L’intégration par parties va nous permettre de donner une relation de ré-

currence vérifiée par la suite (I,,) :
1 1
Iny1 = / 2" lefdr = [x”e‘”](l) - / (n+ Dze™dr=e— (n+1)I,
0 0

On a donc I,11 = e — (n + 1)I,,. On peut donc calculer les termes de la

suites, par exemple, [ = e — 2]} =e—2
Etudions les variations de la suite :

1 1
Iy —1, = /x"“emdx—/ z"e"dx
0 0

1
= /(m"“—x”)ezdx
0
1
= /x"(x—l)exdm
0

Onazx € [0;1],donc 2™ > Oetx —1 > 0. On a alors z™(z — 1) > 0

si z € [0;1]. Pour tout  réel on a e* > 0, donc pour x € [0;1] on a :
1

z"(x — 1)e® > 0, et par positivité de I'intégrale, / 2"(z — 1)e*dx > 0.

Ainsi Ij,41 — I, > 0, donc la suite (I,,) est croissante.

Onazx € [0;1], donc e® < el la fonction exponentielle étant croissante

sur [0; 1]. On a donc pour 0 < x"e® < z™e. Par positivité de U'intégrale, il

1 1 1
: . n,x n n _ zntl 1 _ e
vient : 0 < : zetdr < / T eda:.Or/m edm—e[n—ﬂ]o— -
On a donc I'encadrement suivant : 0 < I, < .-%5. On déduit par passage

a la limite, d’apres le théoréme de gendarmes, que lim [, = 0.
n—+oo
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1
Exercice 23.18. Soit [,, = / z
0

1.

2.

3.

7.

1
Exercice 23.19. On pose [, = / e *droun € N.
0
1.
2.

3.

Exercices de compréhension

n

dzx

1tz
Calculer 1.
Démontrer que I, > 0.
Démonter que (1,,) est décroissante.
Démontrer que (I,) est convergente.
Démontrer que I,+1 + I, = %“rl
Calculer et Is.

Déduire la limite de (I,,) quand n tend vers +oo.

Calculer I.

Exprimer I,,11 en fonction de I,,.
En déduire I et I5.

Etudier les variations de (I,,).
Démontrer que 0 < I, < n%u

Déterminer la limite de (1,).

Exercice 23.20. Calculer les intégrales suivantes :

1
— I—/ 23 — 522 4+ 3z + 1dz,
0

e 1
2 3
[_/ %dxy — ]:/ &7(13;,
1 0

10 1
I= / TV g, - 1= / P tldy,
1 0

_)

%

x

1
5
— I—/ x2e® du,
0
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Exercice 23.21. Calculer les intégrales suivantes par intégration par parties :
61 e
— ]—/ %dx, — I—/ 22 In(z)dw,
1 1

— I:/ Vv n(z)dz, — I:/ In?(x)dz.
1 1

™

2
Exercice 23.22. On souhaite calculer I = / cos?(x)dx.
0

1. Linéariser cos?(z).

2. En déduire la valeur de I.

1
Exercice 23.23. On souhaite calculer [ = / rletdt.
0

1
OnposeJ:/ %dt.
0

1. Calculer J.
2. Calculer I + J.

3. En déduire la valeur de 1.

z2—1

e+1
Exercice 23.24. On souhaite calculer [ = / A—dt.
(&

e+1
On pose J = / ——dt.
e

1. Calculer J.
2. Calculer I + J.

3. En déduire la valeur de 1.

4
Exercice 23.25. Calculer I = / |x2 —x— 2| dt.
-2

z—1

4
Exercice 23.26. On souhaite calculer I = / 2z—1 ¢,
2

2x—1
z—1

1. Déterminer a et b tels que =a+ %

2. Calculer 1.

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le : ‘

JH+1 [ J+3|J+10| J+30 | J+90

‘ Vu




Equations différentielles

L’étude des équations différentielles au lycée est de nos jours réduite. Mais au
vu de 'importance pour la suite, notamment en sciences physiques, nous allons
y consacrer un chapitre un peu plus long que ce que le programme prévoit.

Jusque 14, les équations que nous avons considéré sont des équations ou l'in-
connue est un nombre. Par exemple, résoudre I’équation 2z +5 = 0, c’est trouver
les nombre réels qui, substitués & x, donnent 0 : 2 x (—%) + 5 = 0, une solution
est — g

Nous allons maintenant nous intéresser a des équations dont I'inconnue n’est
plus un nombre, mais une fonction. Parmi ces équation figurent en bonne place
les équations différentielles. Ce sont des équations ou interviennent la fonction
inconnue f, mais aussi sa dérivée f’, et éventuellement des dérivées d’ordre su-
périeur.

Donnons un exemple trés simple : on cherche les fonctions f définies sur R et
vérifiant : f'(x) = 0. On I’a vu de telles fonctions sont les fonctions constantes.
Traditionnellement, on note 'inconnue d’une équation différentielle y. L’équa-
tion précédente s’écrira donc y' = 0. Attention ici y est bien une fonction de
a! Il faut bien garder en téte la différence entre 'inconnue d’une équation et
ses éventuelles solutions. On réserve la notation f () aux solutions de I’équa-

tion. Ainsi les solutions de I’équation ¥’ = 0 sont les fonctions f; définies par
fr(x) =koukeR.
24.1. Equations de la forme i/ = g

La premiere équation différentielle que nous avons résolue est un cas parti-

culier des équations de la forme 3’ = g ou g est une fonction définie sur un
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intervalle . Résoudre I’équation y' = ¢ c’est déterminer les primitives de g!

Nous avons largement étudié ce cas au chapitre précédent.

Exemple 24.1. Résoudre I’équation différentielle y’ = 22 —Tx+1. Les primitives

de 22 — 7x + 1 sont les fonctions fi,(z) = % — 122 4 24+ k otk € R. Ainsi
Iensemble des solutions de I’équation est :
3 Tax?

Exercice 24.1. Résoudre les équations différentielles suivantes :

— y/ = 669”, (x S R), — y/ = zln(x (x > 1)
=y =5, (x> 0),
— Yy 1+I6,(1'€ ) z4/1In(

24.2. Equation y' +ay =0

On s’intéresse a 1’équation différentielle y + ay = 0 ot a € R.
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e~%". On sait que f'(z) = —ae™**,
donc f'(z) = —af(z),ou f'(x) + af(x) = 0. Ainsi f est solution de I'’équation

y' 4+ ay = 0. On a trouvé « presque » toutes les solutions :

Théoréme 24.1. Les solutions de I'équation différentielle y' + ay = 0 ou
a € R définies sur R sont les fonctions f(x) = ke™** ou k € R.

Démonstration. En calculant f; (x) on montre que f, est solution. Montrons que
ce sont les seules. Soit g une solution, et h la fonction définie par h(z) = g(z)e®”
h est dérivable, et

Wx) = g'(2)e™ + g(x)ae™
= (d'(2) +ag(z))e™
= 0Oxe*

= 0
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En effet, g est solution de I'équation ¥’ + ay = 0, donc ¢'(z) + ag(xz) = 0. On
a donc h'(xz) = 0, donc il existe k € R tel que h(z) = k. Finalement, il existe
k € R tel que g(x)e™ =k, ie: il existe k € R tel que g(z) = ke *". O

Remarque 24.1. Faites attention! Le programme, et a sa suite de nombreux ma-

nuels, présente le probleme sous la forme :

Yy =ay

et
y =ay+b

Les solutions sont alors de la forme fx(x) = ke®®. Gare a 'erreur de signe!
Ces présentations sont rigoureusement équivalentes. Nous choisissons celle

plus courante dans le supérieur.

Exercice 24.2.

— Résoudre ¢y — 2y = 0. — Résoudre 5y’ + 3y = 0.

FIGURE 24.1. — Quelques solutions de ¢/ + ay = 0

Remarque 24.2. Les graphes des fonctions fj, forment une partition du plan, c’est-

a-dire qu’ils ne se rencontrent jamais et qu’ils remplissent tout le plan.
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Théoréme 24.2. Il existe une unique solution de I’équation différentielle :
y' +ay =0, (vo;90) € R

ou a € R définies sur R vérifiant la condition initiale y(xo) = yo.

Démonstration. Les solutions sont de la forme fi(z) = ke ®®. On a de plus
Sfe(zo) = yo, donc ke %0 = g, et k = ype®®. Il n’y a bien qu’une fonction

solution au probléme. O

Exercice 24.3.

3y —y=0
— Résoudre I'équation : (E) : vy

y(0) =1

2y’ +10y =0
— Résoudre I’équation : (F) : v+

y(2) =5

Définition 24.1. Une équation de la forme ¢’ + ay = 0 s’appelle une
équation différentielle linéaire du premier ordre homogene a coefficient

constant.
. ’ . . . / . . ’ .
— Linéaire signifie que y’ est une fonction linéaire de y.

— Premier ordre signifie que seule la dérivée apparait dans ’équation,

pas les dérivées d’ordre supérieur.
— Homogene signifie que le second membre est égal a 0.

— Coefficient constant signifie que a est un nombre réel et non une

fonction dépendant de x.

24.3. Equationy' +ay =bou b c R

On veut résoudre 1’équation (F) : ¢’ + ay = bou b € R. On remarque que
si ¢ est constante, ¢’ = 0. Donc ¢’ + ap = ap. Ainsi si 'on pose p = 2, on a

o +ap = 0+ax 2 = b. Ainsi la fonction constante définie par ¢(x) = g est une
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solution de I’équation (E). Considérons maintenant une solution f de I’équation
(B).Ona:(f—¢) = f —¢ = —af +b—0 = —a(f — L) = —a(f — o).
La fonction f — ¢ est donc solution de I’équation homogéne ¥’ + ay = 0. On a
donc f(z) — p(z) = ke™™ou k € R. Ainsi f(z) = % + ke7*ou k € R. On

peut donc énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 24.3. Les solutions de I’équation différentielle y' + ay = b ou

a € R* définies sur R sont les fonctions f,(x) = ke " + g ouk € R.

Exemple 24.2. Les solutions de I'équation ¢’ +4x = 3 sont de la forme fi(z) =
ke~4% 4 % ouk e R.
Exercice 24.4.

— Résoudre I’équation 5y’ — 2y = 4.

— Résoudre I’équation 2y’ +y + 3 = 0.

24.4. Equationy +ay =g
Remarque 24.3. Cette section, et la suivante, sont hors programme. Elles doivent
se lire apreés, quand les outils vus plus haut sont compris.

Pour résoudre I’équation (F) de la partie précédente nous avons trouvé une

solution particuliére ¢, puis montré que toutes les solutions sont de la forme :
p—f

ou f est solution de I’équation homogéne associée. Ce principe est important,
et nous allons I'utiliser systématiquement. On considere désormais 1’équation

(E) : 4y + ay = g ol g n’est plus une constante mais une fonction.
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Théoréme 24.4. On considére I’équation différentielle (E) : y' +ay = ¢
et (F') : v + ay = 0 Iéquation homogéne associée. Soit  une solution
particuliére de (F). Les solutions de (E) sont de la forme ¢ + f ou [ est une

solution de I’équation homogéne (E').

Ainsi pour résoudre une équation différentielle (E) : 3’ + ay = g¢ il faut
résoudre I’équation homogene associée puis trouver une solution particuliére.
Les solutions de ’équation sont alors les sommes de la solution particuliére et

des solutions de I’équation homogéne associée.

Remarque 24.4. Ce résultat peut sembler étrange, puisque quelle que soit la so-
lution particuliére trouvée, on trouve toutes les solutions de I’équation. Tentons

une analogie avec une représentation paramétrique de droite : quelque soit le

a
point M : (a,b) de la droite D de vecteur directeur u : 5 ) la représentation

r=a+ta

y=b+13
n’est pas anodine, il y a un fait profond caché derriere.

t € R décrit tous les points de la droite D. Cette comparaison

Dans la pratique, pour trouver la solution particuliére une indication sera don-
née. Sans indication donnée on peut toujours chercher une solution qui ala méme
forme que le second membre.

Nous avons déja vu le cas ou la fonction ¢ est constante. Voyons quelques sur

des exemples quelques cas particuliers :

— g est affine :

Exemple 24.3. Soit (E) : ¢ + 5y = 2x + 1. On cherche une solution
particuliére affine : p(z) = ax+ 5.Ona:: ¢’ (z)+ 5p(x) = 22+ 1, donc
a+5(ax + ) = 2z + 1, soit bax + a + 55 = 2z + 1. On utilise alors
la méthode par identification : 5a = 2 et « + 55 = 1, d’ou on tire a = %
et B = Z. Une solution particuliére est donc : p(z) = 2z + . Il faut
maintenant résoudre I’équation homogene associée : (F) : ¢y + 5y = 0.
Les solutions sont les gy (z) = ke™>%. Les solutions générales de (E) sont
donc de la forme : f(z) = ke " + %1: + 2% ouk € R.
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Exercice 24.5. Résoudre I’équation différentielle (F) : 2y’ — 3y = 3z + 2.
— g est un polynéme du second degré :

Exemple 24.4. Soit (E) : 4/ —2y = 224 1. On cherche une solution particuliére
sous la forme : p(z) = az? + Bz + . Ona: ¢ (x) — 2p(z) = 22 + 1, donc
20 + 8 — 2(ax?® + Br + ) = 22 + 1, soit —2az? + 20 — 28)x + B — 2y =
22 + 1. On utilise alors la méthode par identiﬁcation :—2a=1,2a0—28 =0, et

B—2y=1doulontirea == —5 et =2 Une solution particuliére est
donc: p(x) = 5352 — %x — <. Il faut malntenant resoudrel équation homogene

associée : (F) : ¢y — 2y = 0. Les solutions sont les g;(z) = ke?*. Les solutions

générales de (E) sont donc de la forme : fi(z) = ke?® — 122 — 1z -3 ouk e R.

Exercice 24.6. Résoudre ’équation différentielle (E) : v/ — 3y = 2% + o + L.

— De maniére générale, pour résoudre I’équation différentielle ¢’ + ay = P
ou P est un polynéme, on cherchera une solution polynomiale de méme

degré que celui de P.

Exercice 24.7. Résoudre I’équation différentielle (E) : v — 3y = z°.

— g estdela forme : P(x)e!®, ot P est un polynome.

Exemple 24.5. Soit (E) : 4y’ + 7y = (2z + 1)e3®. On cherche une solution
particuliére sous la forme : p(z) = (max + p)e3?. Alors /() = (3max + 3p +
m)e®®. On a : 4¢’(z) + To(x) = (22 + 1)e3®, donc 4(3ma + 3p + m)e3® +
T(mx + p)e®® = (2z + 1)e3?, soit 19mx + 13p + 4m = 2x + 1. On utilise
alors Ia méthode par identification : 19m = 2, 13p + 4m = 1, d’ou l’on tire
m = 19 etp = 247 Une solution particuliére est donc : p(x) = 1937 + 247 1
faut maintenant résoudre I’équation homogéne associée : (E) : 4y’ + Ty = 0.
Les solutions sont les gi(z) = ke™ 1%, Les solutions générales de (E) sont donc
de la forme : fi(z) = ke®® — 222 — Lz -3 ouk e R

Exercice 24.8. Résoudre (E) : —y/ +y = (22 — 2+ 1)e3®

24.5. Equation du second ordre

Ce chapitre n’est pas au programme de terminale, mais ouvre des perspectives,

et montre une belle application de I’équation du second degré.
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Considérons la fonction définie sur R par f(r) = €2*. On a f'(z) = 2¢%2,

donc f”(z) = 4e2*. La fonction f est donc solution de I’équation y"" — 4y = 0.

Nous allons essayer de trouver les solutions générales de I’équation (F) : ay”+

by’ + cy = 0. Une telle équation est dite du second ordre car la dérivée seconde

y" y apparait. En s’inspirant de la solution exponentielle de I’exemple précédent,

cherchons une solution de la forme f(z) = ¢"*,our € R.Ona: f'(z) = re’®

et f’(z) = r2e"™. Onaalors : ar?e’™ + bre™ + ce’™ = 0. On a €™ # 0, on peut

donc simplifier, et il vient : : ar? + br + ¢ = 0. On tombe sur une équation du

second degré! Cette équation s’appelle I'équation caractéristique de (F).

Exercices de compréhension

— Si A > 0, I'équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes

A1 et Ao, Alors fi(x) = eM? et fo(xr) = e*2% sont deux solutions de
(E). Toute combinaison linéaire de f; et f est alors solution de (E). On
montre que ce sont les seules. Ainsi si A > O, les solutions de (E) sont

les fonctions AeM? + Be*2%ou A et B sont deux réels.

Si A = 0, équation caractéristique admet une racine réelle \. Démontrer
que f(z) = (Az + B)e*® ot A et B sont deux réels est une solution de
(F).On admet que. ce sont les seules. Ainsi si A = O, les solutions de (FE)
sont les fonctions f(x) = (Ax + B)e ou A et B sont deux réels.

Si A < 0, I’équation caractéristique n’admet pas de racine réelle. Nous
arrétons I’étude la, ce cas n’étant hélas plus au programme de spécialité.
Ceux qui ont suivi les maths expertes connaissent les solutions complexes,

et peuvent chercher la forme des solutions. On se contentera d’'un exemple :

Considérons la fonction sinus. On a: (sin(x))’ = cos(z), donc (sin(x))” =

— sin(z). La fonction sinus est donc solution de I’équation différentielle
y" + 1y = 0. L’équation caractéristique est 7> + = 0, on obtient un delta

négatif, et on a trouvé une fonction trigonométrique comme solution...

Exercice 24.9. Résoudre les équations différentielles suivantes :

— (B):y =Ty =0, — (F):2y—3y =0,

(E) :vV2y —2y =0, — (E):2¢y — 3y =2,
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— (E):2y — 3y =3z +2, — (E): 2y — 3y = €32,
= (E):y —y=2%+1, — (E): 2y — 3y = (1 — x)e*?,
— (E):y+y =23, — (E): 2y — 3y = (2% — 4)e*.

Exercice 24.10. Déterminer I'unique solution des équations différentielles sui-

vantes :

5 (B) {W y=0 %(E):{y/_y:ﬁ“,
y(0) = y(-1) =0
V3y' +3y Y +y=2a®

— (E): {y(O) ) , —>(E).{y(0):0

_)(E):{2y’—3y:3$+2’
y(1) =10

Exercice 24.11. Soit (F) I'équation différentielle 3 4+ y = cos .

1. Montrer que g(z) = w est une solution particuliére de (FE).

2. En déduire les solutions de (E).

Exercice 24.12. Soit (E) I’équation différentielle ¢’ + 2y = cos z.
1. Si ¢ est une solution particuliére de (E) de la forme ¢(z) = acos(x) +
B sin(x), démontrer que (2 4+ 8 — 1) cos(x) + (28 — ) sin(x) = 0.
2. En choisissant des valeurs adéquates pour x, en déduire « et (3.
3. Résoudre I’équation (FE).

/

Exercice 24.13. Soit 'équation différentielle (E) : ' = y(1 — y). On pose
im
Montrer que z est solution de I’équation différentielle (F’) : 2/ = —z + 1.

Résoudre (E') puis (F).
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Les questions sont parfois trés détaillées, quasiment des questions de cours :

Exercice 24.14. (d’aprés BAC) On consideére I’équation différentielle
(E1):y — 2y =¢*

1. Démontrer que la fonction f(z) = ze?* est solution de (E1)
2. Résoudre I’équation différentielle (E2) : ¢/ — 2y =0

3. Montrer qu’une fonction g est solution de (F1) si et seulement si g—f est
solution de (F2)

4. En déduire toutes les solutions de (F1)

5. Déterminer la fonction solution de (F'1) qui prend la valeur 1 en 0.

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le : ‘

@) Jr1 | J+3 | J+10| J+30 | J+90
‘ Vu




Planning général

Planning

| J+1][ 43 +10]7+30 ] J+90]

Suites numériques

Limites de fonctions

Continuité

Composition de fonctions

Dérivées d’ordre supérieur

Convexité

Logarithme

Trigonométrie

Primitives

Intégrale

Equations différentielles







Problémes de synthése

Les problémes suivants sont issus de sujets de baccalauréat des années précé-

dentes. Les corrections se trouvent page 345.

Probléme 26.1. 45 min
(Pondichéry avril 2010)

On considére la suite (u,,) définie, pour tout n € N, par :

Upyl = %un—l—n—Q
UuQ =1

1. Calculer uq, us etug.
2. Démontrer que pour tout entier naturel n > 4, u,, > 0.
3. En déduire que pour tout entier naturel n > 5, u, > n — 3.

4. En déduire la limite de la suite (uy,).

5. On définit la suite (vy,) par : pour touttn € N, v, = —2u,, + 3n — %

a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on don-
nera la raison et le premier terme.

b) En déduire que : pour tout n € N, u, = 22(3)" + 3n — &

n
¢) Soit la somme S, définie pour tout entier naturel n par: S, = u.
k=0
Déterminer I'expression de S, en fonction de n.

Probléme 26.2. 45 min
(Antilles-Guyane juin 2012)

Soit (uy,) la suite définie pour tout entier naturel n non nul par

1
Ul = b}

_  n+l
Un+1 = o Un

nmm(OO—0OomX>Xm
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1. Calculer uo,us3 et ug4.
2.

a) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,, est strictement

positif.
b) Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.

¢) Que peut-on en déduire pour la suite (u,,)?

3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose v, = “7”
a) Démontrer que la suite (v,,) est géométrique. On précisera sa raison

et son premier terme v;.

b) En déduire que, pour tout entier naturel » non nul, u,, = 5.

4. Soit la fonction f définie sur l'intervalle [1; +o00| par f(z) = Inz — zln2.
a) Déterminer la limite de f en +oo0.

b) En déduire la limite de la suite (u,,).

Probléme 26.3. 60 min
(D’apres Amérique du Nord juin 2010)
A tout entier naturel n non nul, on associe la fonction f,, définie sur R par
fulz) = 4%. On désigne par %, la courbe représentative de la fonction f,
dans un repére orthonormal (O, 7, ;)

Question préliminaire : Représenter les courbes %1, %> et %3 sur un grapheur.

— Partie A : Etude de la fonction f; définie sur R par fi(z) = %

. . __ 4

1. Vérifier que pour tout réel z, f1(z) = =

2.
a) Démontrer que la courbe 47, admet deux asymptotes dont on

précisera des équations.

b) Démontrer que la fonction f] est strictement croissante sur R.
¢) Démontrer que pour tout réel z, 0 < fi(z) < 4.

3.

a) Démontrer que le point I; de coordonnées (In 7; 2) est un centre

de symétrie de la courbe %7.
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b) Déterminer une équation de la tangente (7'1) a la courbe %7, au

point I;.

¢) Tracer la droite (7'1).

a) Déterminer une primitive de la fonction f; sur R.
b) Calculer la valeur moyenne de f; sur 'intervalle [0;1n 7].

— Partie B : Etude de certaines propriétés de la fonction f,,.

1. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul le point A : (0; %)

appartient a la courbe %,.

a) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul la courbe %,
et la droite d’équation y = 2 ont un unique point d’intersection

dont on précisera I’ abscisse. On note I,, ce point d’intersection.

b) Déterminer une équation de la tangente Tn a la courbe %, au

point I,
c) Tracer les droites T5 et T3.

d) Soit la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par
In(7)

Uy = % Jo ™ fn(x)dz. Montrer que la suite (u,,) est constante.

Probléme 26.4. 60 min
(D’apres Antilles-Guyane juin 2013)

Dans tout ce qui suit, m désigne un nombre réel quelconque.
— Partie A Soit f la fonction définie et dérivable sur 'ensemble des nombres
réels R telle que :f (z) = (z + 1)e”.
1. Calculer la limite de f en +o00 et —o0.

2. On note f7la fonction dérivée de la fonction f sur R. Démontrer que
pour tout réel z, f/(x) = (z + 2)e”.

3. Dresser le tableau de variation de f sur R.

nmm(OO—0OomX>Xm
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— Partie B On définit la fonction g, sur R par :g,,(z) = 2+ 1—me " et on

note %, la courbe de la fonction g,,, dans un repére (O, i , ;) du plan.
1. Démontrer que g,,(x) = 0 si et seulement si f(x) = m.

2. Déduire de la partie A, sans justification, le nombre de points d’inter-
section de la courbe %, avec ’axe des abscisses en fonction du réel

m.

3. On a représenté en annexe les courbes 6y, 6., et —. (obtenues en
prenant respectivement pour m les valeurs 0, e et —e). Identifier cha-

cune de ces courbes sur la figure de 'annexe en justifiant.

4. Etudier la position de la courbe 4, par rapport a la droite D d’équa-

tion y = x + 1 suivant les valeurs du réel m.

5. Dans cette question, a désigne un réel positif, D, la partie du plan
comprise entre 6., €., 'axe (Oy) et la droite A, d’équation z = a.
On désigne par <7 (a) I'aire de cette partie du plan, exprimée en unités
d’aire. Démontrer que pour tout réel a positif : 7 (a) = 2e — 2! 79,

En déduire la limite de <7 (a) quand a tend vers +oc.

Le probléme suivant approche un phénomeéne physique de deux maniéres :
Papproche discrete, par les suites, et I’approche continue par les équations diffé-

rentielles.

Probléme 26.5. 60 min

(D’apres Antilles-Guyane juin 2019)

La loi de refroidissement de Newton stipule que le taux d’évolution de la tem-
pérature d’un corps est proportionnel a la différence entre la température de ce
corps et celle du milieu environnant. Une tasse de café est servie a une tempé-
rature initiale de 80°C' dans un milieu dont la température, exprimée en degré
Celsius, supposée constante, est notée M. Le but de cet exercice est d’étudier le

refroidissement du café en appliquant la loi de Newton suivant deux modéles.
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FIGURE 26.1. — Annexe
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L’un, dans la partie A, utilise une suite; autre, dans la partie B, utilise une fonc-

tion. Les parties A et B sont indépendantes.

— Partie A Dans cette partie, pour tout entier naturel n, on note 7, la tem-

pérature du café a I'instant n, avec T, exprimé en degré Celsius et n en
minute. On a ainsi 7y = 80. On modélise la loi de Newton entre deux
minutes consécutives quelconques n etn + lpar 'égalité : 1,1 — T}, =
k(T,, — M) ol k est une constante réelle. Dans la suite de la partie A,
on choisit M = 10 et k = —0,2. Ainsi, pour tout entier naturel n, on
aTy,+ — T, =-0,2(T, — 10).

1. D’aprés le contexte, peut-on conjecturer le sens de variations de la

suite (T},)?
2. Montrer que pour tout entier naturel n :7,, 11 = 0,87, + 2.

3. On pose, pour tout entier naturel n : u, = 7,, — 10.

4. Montrer que (u,,) est une suite géométrique. Préciser sa raison et son

premier terme ug.
5. Montrer que, pour tout entier naturel n, ona: 7,, = 70 x 0, 8n + 10.
6. Déterminer la limite de la suite (75,).

7. A partir de quelle valeur de n aura-t-on T, < 40? Interpréter ce
résultat.
Partie B Dans cette partie, pour tout réel t positif ou nul, on note 4(¢) la
température du café a I'instant ¢, avec 0(t) exprimé en degré Celsius et ¢
en minute. On a ainsi §(0) = 80. Dans ce modéle, plus précis que celui
de la partie A, on suppose que 6 est une fonction dérivable sur I'intervalle
[0; +oo[ et que, pour tout réel ¢ de cet intervalle, la loi de Newton se mo-
délise par I'égalité : 0/(t) = —0,2(0(¢) — M).
1. Dans cette question, on choisit M = 0. On cherche alors une fonction
6 dérivable sur I'intervalle [0; +o0o[ vérifiant (0) = 80 et, pour tout
réel t de cet intervalle : 6/(t) = —0, 26(¢).
a) Si 0 est une telle fonction, on pose pour tout ¢ de lintervalle
[0; +00[, f(t) = 6(t)e %% Montrer que la fonction f est dé-
rivable sur [0; +oo[ et que, pour tout réel ¢ de cet intervalle,

fr(t) =0.
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b) En conservant ’hypothése du a), calculer f(0). En déduire, pour
tout ¢ de 'intervalle [0; +00[, une expression de f(t), puis de

0(t).
c) Vérifier que la fonction 6 trouvée en b) est solution du probléme.
2. Dans cette question, on choisit A/ = 10. On admet qu’il existe une
unique fonction g dérivable sur [0; +oo[, modélisant la température
du café a tout instant positif ¢, et que, pour tout t de 'intervalle
[0; 400 : g(t) = 10 + 70°7%2 o1 t est exprimé en minute et g(t)
en degré Celsius. Une personne aime boire son café a 40°C. Montrer
qu’il existe un unique réel ¢ dans [0; +-00[ tel que g(t9) = 40. Donner

la valeur de t( arrondie a la seconde.

Probléme 26.6. 60 min

(D’aprés BAC Pondichéry avril 2010)

Soit n un entier naturel non nul. On appelle f,, la fonction définie sur [0; 400
par f,(xz) = In(l 4+ z") et on pose I, = fol fn(z)dz. On note ¢'n la courbe
représentative de f,, dans un repére orthonormal (O, 7?, ;)

1.
a) Déterminer la limite de f; en +o0.
b) Etudier les variations de f; sur [0;400].
¢) A l'aide d’une intégration par parties, calculer I; et interpréter gra-
phiquement le résultat. (Pour le calcul de I; on pourra utiliser le ré-

sultat suivant : pour tout z € [0;1], 755 = 1 — —=7)
a) Montrer que pour tout entier naturel nonnuln,ona:0 < I,, < In(2).
b) Etudier les variations de la suite (I,,).
c¢) En déduire que la suite (I;,) est convergente.
3. Soit g la fonction définie sur [0; +o0[ par g(z) = In(1 + x) — .
a) Etudier le sens de variation de g sur [0; 4+00].

b) En déduire le signe de g sur [0; +00[. Montrer alors que pour tout
entier naturel n non nul, et pour tout x réel positif, on aIn(14z") <

™.

c) En déduire la limite de la suite (I,,).

nmm(OO—0OomX>Xm






Corrections des exercices

Les corrections sont dans le méme ordre que les exercices.

27.1. Lanotion de suite

Solution 27.1. De I'exercice 14.1 page 96.

Onawug = 2, donc:

U1 =2ug—1=2x2—-1=3; up=2u; —1=2x3-1=5
U3 =2Us —1=2x5—-1=9; uy=2uz—1=2x9—1=17

Solution 27.2. De I'exercice 14.2 page 98.
Onawug =2, donc:

U =—-3uy+1=-3x2+1=-5; U2=—3U1+1=—3X(—7)—1=20
uz=—-3us+1=-3x20—1=-61; wus=-3uzs+1=-3x(—61)—1=182

Solution 27.3. De I'exercice 14.3 page 98.

Onawug= —1,donc:

w =2ug+1=2x (1) +1=-1; wup=2u3+1=2x(-1)+1=-1
Us=2ug +1=2x (=) +1=—1; wug=2us+1=2x(-1)+1=-1

On remarque que la suite semble constante, égale a —1.

Solution 27.4. De I'exercice 14.4 page 98.

Onawug =1, donc:

u1:—u0:—1; u2:—u1:1

I
—

’LL3=—’LL2:—1; Ugq
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On remarque que la suite semble osciller entre les valeurs —1 et 1.

Solution 27.5. De I'exercice 14.5 page 98.
1. Onawug =1,u; = 1donc:
Uy =ug+ur=1+1=2; uz=ur+us=14+2=3
Uy = Us + U3 ==24+3 =25; Uy =uz+us=3+5=8
Ug = Ug +us =5+8=13; ur =us+ug =8+ 13 =21
ug =ug+ur=13+21=34; wug=uo+uz=21+34=55

2. Les valeurs approchées de v,, semblent se rapprocher de 1,618, en étant alterna-

tivement plus grandes et plus petites.

Solution 27.6. De I'exercice 14.6 page 99.

En faisant un tableau de valeur a la calculette, on obtient :

(nlol 1 ]2s[a]s[e]7][s][o]w]
10 18| 24| 28| 30| 30| 28| 24| -18| 10 0 |

Lo

Il semble que (uy,) soit strictement croissante a partir du rang 5. Démontrons le.

Onau, = n?—9n—10 = f(n) ot f(z) = 22 — 9z — 10. f est un polynéme
du second degré, de coeflicient dominant positif, f est donc strictement croissante sur
]52;+0o[. Ona 52 = 2. Doncsi 4,5 < = < y, alors f(z) < f(y). En particulier, si
5 <mnalors f(n) < f(n+1). Ainsisin > 5 ona u,11 > u, : La suite est strictement

croissante a partir du rang n = 5.
Solution 27.7. De I'exercice 14.7 page 99.
Pour cela on va démontrer par récurrence que : Vn > 0, Up41 > Up.

— Initialisation : Ona ug = 1l etu; = 1,5, donc u; > ug. La propriété est vraie

au rang initial.

— Hérédité : Supposons que U411 > Up. On a0, 5uy41 > 0, 5uy, car on ne change
pas le signe d’une inégalité en multipliant les deux membres par un nombre positif.
On rajoute 1: 0, 5up11 + 1 > 0,5uy, + 1, o0 upyo > Upt1.

— Conclusion : On a pour tout entier naturel 7 : Up41 > Up.-

La suite (u,,) est donc croissante.

Solution 27.8. De I'exercice 14.8 page 100.

1. (uy,) est arithmétique de raison 5 et ug = 2. Ona donc u,, = ug+n xr = 2+5n,
soit u, = dn + 2.

2. U100 = 502



Corrections des exercices 309

3. On veut u,, > 10000. Il faut résoudre I'inéquation : 5n 4+ 2 > 10000. On trouve

n > @, soit n > 1999, 6. n étant un nombre entier, il vient n > 2000.

Solution 27.9. De I’exercice 14.9 page 101.

On suppose que 1 est bien défini. On a alors u,, = ug + nr et u,, = ug + mr. Ainsi
Uy, — U, = Ug + 01 — (ug +mr) = nr —mr = (n — m)r, d’ou le résultat.
Solution 27.10. De 'exercice 14.10 page 102.

On 2ty — iy = 2200 _ 620 done g — u, = S=20=2=0+20 _ 2 op

U 41 — Un = 52, donc (u,,) est arithmétique de raison —2.

Solution 27.11. De 'exercice 14.11 page 102.

1. Ona up4+1 = up — 3, donc (uy,) est arithmétique de raison —3.
2. (up) est arithmétique de raison —3, donc u,, = ug + nr. Ainsi u, =1 — 3n.
3. U100 = 1 — 300 = —299.

4. up < —20000 < 1 —3n < —20000 < —3n < —20001 < n > 200 o pn >
6668.

Solution 27.12. De I'exercice 14.12 page 102.
Ona U0 — U0 = 10 (600 — 50) = 5500. Donc Ue00 = 5500 + Uso = 5530.

Solution 27.13. De 'exercice 14.13 page 103.
On a u40p —uso = 7(400—50) ou r est la raison de la suite. Donc 1200 — 30 = r x 350.
117

On trouve rr = 35 -

Solution 27.14. De 'exercice 14.14 page 103.
On a uy, — u1000 = 200(n — 1000) Donc uy, = w1000 + 200(n — 1000). On trouve
Up = —19990 + 200n.

Solution 27.15. De 'exercice 14.15 page 104.
1. (up) est géométrique, on a donc u, = ug X ¢", soit u, = 2 x 4™

2. us =2 x 4% = 2048. ujg = 2 x 410 = 2097152.

Solution 27.16. De 'exercice 14.16 page 104.

On suppose que ug est bien défini. On a alors u, = ug X ¢" et uy, = up X ¢"". Ainsi

n _ uoXg" _ q"~™, d’ou le résultat
Um up X g™ ’ ’

Solution 27.17. De I'exercice 14.17 page 106.

o 31—371 _ 31—3(n+1) o 3—2—3n o _3 31—377, 1
On a u, = ==—. Donc up+1 = = = = = 37" X *%— = 5zUp. La

. , o . 1
suite est géométrique de raison 57
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Solution 27.18. De 'exercice 14.18 page 106.

1. Onaup41 = 0, 5u,, donc la suite est géométrique de raison 0, 5.

2. La suite est géométrique, on a donc : u,, = ug X ¢", soit u, = 0,5™.

1

— 10
3. u10—0,5 = 024"

4. ATaide d’un tableur on trouve : ugg &= 1,5 x 1078 et ugy ~ 7,5 x 107°. Ainsi a

partir de n = 27 on a u, < 1078.

Solution 27.19. De I'exercice 14.19 page 106.
On a ugy = uso x 10°°7°. Donc ugy = 30 x 10'® = 3 x 10**.

Solution 27.20. De I'exercice 14.20 page 106.

On a usy = uso X ¢°. Donc ¢® = % = 40. Ainsi il y a deux valeurs possibles :

q:2\/mouq=—2\/m.

Solution 27.21. De 'exercice 14.21 page 106.
Onau, = u1g X ¢"~*°. Donc u, =10 x 2”719 ou u, = 140> x 2",
Solution 27.22. De 'exercice 14.22 page 108.
1. On trouve ug = 3, u1 = 2,5, us = 2,75, ug = 2, 125u4 = 2,0625.
2.
a) Onavyt1 = Uupy1 —2=0,5u, +1—2=0,5u, — 1 =0,5(u, — %) =
0, 5(up — 2). On a donc vyp4+1 = 0, 5vy,. La suite (vy,) est donc géométrique
de raison 0, 5.

b) La suite (v,,) est géométrique de raison 0, 5. On a donc v,, = vy x 0, 5", soit
vy, = 0,5", car vg = 1. Puisque v,, = u,, — 2, il vient u,, = 0,5" + 2.

Solution 27.23. De 'exercice 14.23 page 108.

1. Ontrouve ug = 1, u; = 1,4, ue = 1,72, u3 = 1,976, uy = 2, 1808.
2. =0,8+0,6<0,2xr =0,6< x=3.
3.

a) Onav”+1 = u’ﬂ+1_3 =0,8u,+0,6-3 =0,8u,—2,4 = 0,8(“7’1,_(2):2t =
0, 8(un, — 3). On a donc vy,+1 = 0, 8vy,. La suite (vy,) est donc géométrique

de raison 0, 8.
b) La suite (v,,) est géométrique de raison 0,8. On a donc v, = vg x 0,8,

soit v, = —2 x 0,8", car v9p = —1. Puisque v, = u,, — 3, il vient u,, =
—2x0,8"+ 3.
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Solution 27.24. De 'exercice 14.24 page 108.
1. Ontrouve ug = 1, u1 = 7, us = 37, ug = 187, uy = 937.
2. c=0x+2& —dr =2 x=-0,5.
3.

@) Onavy 1 =Uns1+0,5=5u,+2+0,5=>5u, +2,5=5(u, +22) =
5(un 4+ 0,5). On a donc v, 1 = 5uy,. La suite (v,,) est donc géométrique de

raison 5.

b) La suite (vy,) est géométrique de raison 5. On a donc v,, = v x 5™, soit v,, =
1,5% 5", carvg = 1, 5. Puisque v,, = up,+0, 5,1l vient u,, = 1,5x 5" —0, 5.

Solution 27.25. De 'exercice 14.25 page 111.
— Initialisation : Ona Sy = 0 et {0 — 0. On a bien Sy = 20+,
— Heérédité: Supposons que S,, = %.Onasnﬂ = 14243+...4(n—2)+(n—
D4n+(n+1) = Syt (nt1). Ainsi Sy = 25 4 (ny1) = 2ot DE20HD)
%. OnaS,q1 = W La propriété est héréditaire.

— Conclusion:Vn € N, S,, = @

Solution 27.26. De 'exercice 14.26 page 112.

On se contente du premier point, les autres sont du méme tonneau.

0 0
— Initialisation:Ona Y, a = a.Ora = (04+1)a.Onadoncbien Y a = (0+1)a.
=0 k=0
n n+1 n
— Hérédité : Supposons que >, a = (n+1)a.Ona >, a=> a+a=(n+
k=0 k=0 k=0
n+1
1a+a= (n+2)a. Ainsi Y, a = (n+ 1+ 1)a. La propriété est héréditaire.
k=0

n
— Conclusion:Vn € N, > a = (n+ 1)a.
k=0

Solution 27.27. De 'exercice 14.27 page 114.
Onau, =4 — 2n,doncuijg = —16 et uzg = —56. Alors S = % = —T56.

Solution 27.28. De 'exercice 14.28 page 115.
RV B e D 1
kZO (3)" = -1 = 2(1 = 57)-

Solution 27.29. De 'exercice 14.29 page 116.
+8).41 _ 1763

uozletu4oz%.DoncS:f— 3

Solution 27.30. De 'exercice 14.30 page 116.
S — (1+uy,)(n+1) _ (2—5n)(n+1)
n = 2 = 2 :
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Solution 27.31. De 'exercice 14.31 page 116.
S, = (u10+un)2(n—10+1) _ (10+0,2.10+lg+0,2.n)(n+1) — (114 0,1n)(n + 1).

Solution 27.32. De 'exercice 14.32 page 116.

k_ 1311 B s |
23 =5

Solution 27.33. De l’exercice 14.33 page 116.

10 10
ko k_ E_ 1— 0 1 1-0,1° _ 0,1°—0,1!
20,1 —Z_:Ovl kZOI - 09 0,9 :

Solution 27.34. De 'exercice 14.34 page 116.

Cet exercice demande un peu plus de travail : il s’agit d’'une suite arithmético-géo-
meétrique que nous allons tout d’abord étudier. Résolvons I'équation z = 2z + 3 :z =
2r+3 < = -3.0npose v, = U, +3.0nav,4+1 = Up+1 +3 =2u, +3+3 =
2ty +6 = 2(up, + 3) = 2v,. On a donc v, 41 = 2vy,. La suite (v,,) est donc géomeétrique

de raison 2. On adonc v, =5 x 2", et u,, =5 x 2" — 3. On a donc:

n n

Sn=Zuk=zn:5x2k—3=5xZZk—Zn:3=5(2”+1—l)—3(n+l)
k=0 k

k=0 =0 k=0

On a donc le résultat suivant : S,, = 5 x 2"+ —3n — 8.

Solution 27.35. De I'exercice 14.35 page 127.

— Ona lim n®=+4ocoet lim - =0, doncpar somme, lim n®+ 5 = +oc.
n——+oo n—+oo™ n——+oo n

— Ona—1 < 0,1 < 1donc hm 0,1” = 0. De méme, —1 < 0,9 < 1 donc
lim 0,9™ = 0. Ainsi par somme lir_P 0,1"+0,9" = 0.
oo

n—+oo

— Ona lim n~° =0, donc par somme, lim n=°+2 =2,
n—-+oo n——+oo

— Ona3 > ldonc lim 3" = 4oc0.Parailleurs,—1 < 0,9 < 1donc lim 0,9" =
n—+oo n—+oo

0. Ainsi par somme, lim 3" 4 0,9" = +o0.
n—-+oo

Solution 27.36. De 'exercice 14.36 page 129.

— Ona—1<0,5<1donc lim 0,5" = 0. Ainsi par somme, lim 1+0,5" =
n—+00 n——+00
Deméme, —1 < 0,4 < 1donc lim 240,4" = 2. Donc par produit, lim wu, x
n—+oo n—+o00

v, =1%x2=2.
— Onaune forme indéterminée, mais: lim wu,xv, = lim n?x—-= = lim nx
n—+o0o n—+oo Vvn n—+oo
\/ﬁz 1 3 1 i
N 1m n X Or lim n = lim /n = 400, donc par produit
Vn n—+oo f n—+oo n—>+oo\/7 ’ p P

lim wu, X v, = +o00.
n—-+oo
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— Ona2>1ldonc lim 2" = 4+o00.Deméme, 4 > 1donc lim 4" = +oo. Donc
n—-+oo n——+oo
par produit, ll}l’_"l_l Uy, X Uy, = +00. On aurait pu également écrire 2" x 4™ = 87,
n [ee)
et puisque 8 > 1, lim 8" = 4o0.
n——+00

— On a une forme indéterminée, mais :

lim u, Xv,= lim n 3xn?= lim n"'=0
n——+oo n——+oo n—+oo
— On a une forme indéterminée, mais :
lim w, X v, = lim 0,2" x2" = lim 0,4" =0
n——+oo n—-+oo n—+oo

car —1 < 0,4 < 1.

— On a une forme indéterminée, mais :

. Tl 9T (0 1V — T (0 4\ —
nllfrloou” X Uy, = nEI-ExZ x (=0,1) nll)r_'r_loo( 0,4)" =0

car —1 < —0,4 < 1.
Solution 27.37. De 'exercice 14.37 page 130.

— Ona—-1<0,5<1donc lim 0,5" = 0. Ainsi par somme, lim 14 0,5" =
n—-+oo n—+00
1. De méme, —1 < 0,4 < 1 donc Er_{_l 2 + 0,4™ = 2. Donc par quotient,
n oo

lim =3

n—+oo Vn
. . 2 .
— On a une forme indéterminée, mais: lim %2 = lim &~ = lim n?x Vn =

n——+oo Un n—-+oo0 /mw n——+oo

+00. Par produit.

— On a une forme indéterminée, mais : lim % = lim Z. = lim ()" =0
n—+oo Vn n—-+o00 n—+00
car —1 < % <1
. 1. . . . . -3 . _
— On a une forme indéterminée, mais: lim % = lim 2, = lim n°=0.
n—+oo Vn n—+oo ™ n—-+o00
— Ona—-1<0,2 < 1donc lim 0,2" = 0. Par ailleurs 2 > 1 donc lim 2" =
n—-+oo n—+oo
n
+o0. Ainsi  lim %2 = lim Oéin = 0 par quotient.
n—-+oo Un n—+00

—+ Ona—-1 < —0,1 < 1donc lim (—0,1)" = 0. Par ailleurs 2 > 1 donc
n—-+oo

. . . . . n .
lim 2" = 4oc0. Ainsi lim “» = lim 2 = 400 par quotient.
n—+o0 n——+oo Un n+oo (—0,1)

Solution 27.38. De 'exercice 14.38 page 131.

— lim u, = lim n®+n®—nd+n+2= lim n(1+ L - L4+ L4 2
n——+oo n——+oo n——+oo
On a nl])[_'r_loonfi = +oo et nll)r_{_loo(l + % — ,,Tl:i + % + %) = 1. Donc par produit

lim nf(1+1—- L +L +2)=+400. Ainsi lim u, = +oo.
n—+o0o ( +" n3+"5+"6) + nStoo *
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— lim u, = lim n*+2n* —n®+n = lim n*(5+2-1+ %) Ona
n—-+oo n——+oo n——+oo
_ 1,9 1, 1y_ T 401
ngr}rloon = +ooet hm ( 5+2—=+4-5) = 2. Donc par produit ngr}rloon (72 +

9 _ ﬁ + ﬁ) = +oo. A1n51 nllglooun = +o00.

— lim u, = lim 8% +2n* —3n® —3n= lim n°(8+ 2 — 3% — 2) Ona
n—-+oo n—+0o n—+00
nETwn5 = Jooet nEIEoo(8+ 2 _ 3 _ 3) = 8. Donc par produit ngrfoon5(8+
% - % - %) = +00. Ainsi nllg_looun = +400.

= lim u, = nli)r}_loo%n‘l gy = ll)lfoon‘l(?' + 5z — & — 13-
On a nli)lzr'_loorf1 = 4oo et nll)l_l:oo(% + -t k) = 5. Donc par produit
nli)rfoonél(% + 30z — £ — 1k3) = +o0. Ainsi nll)lfooun = 4o0.

Solution 27.39. De 'exercice 14.39 page 132.

. . 3+1) . 3+1 3 .

— lim w, = lim 22+l — lim u = lim 2 — 2 par quotient.
n——+oo n n—s—tooON+2 n—>-|—oon(5Jr ) n—>+oo5+% 5 parq

. . . 1+ 1) . 1+1 1 .

5 lim w, = lim 22 — lim 2059 oy Mg 1o quotient.

n—-+oo n n——+o02=1Tn n——+oo n(2—%) n——+oo 2_% 2z parq
z (42 +h) 14541

—  lim w, = lim 2;52%L — Jim 2 n? lim —5—> = L par
n—+oo " n—-+oo 3n?—Tn+5 n—-+oo "2(3_%4’?) n—+o03 7+ 3P
quotient.

— lim w, = lim 2°=8n4l _ qim - 5+s) _ lim 7 x I-5tys
n——+oo n n—>+oo3n2_7n+5 - n——4oo N2(3— 7+n2) B n—-+oo %4‘% B
~+00 par produit et quotient.

3 3 1

—  lim u, = lim MoEetl mThEtey) gy THartas o7
n—+o00 n n— oo 3n® —6n+5 n—)+oon3(3_*+n2) n—H—ooB_%"'% 3
par quotient.

. . . 2417) 1 244

—  lim w, = lim 22H7 — lim _ne) lim —5 o =0

nStoo n> oot N+l n—+o0 "4(1"‘%4‘,%4) n=too™’ 1+$+714

par quotient.

Solution 27.40. De 'exercice 14.40 page 132.
On an > 0,donc —% < 0donc 2 — % < 2. up, < 2, donc (uy,) est majorée par 2.

Solution 27.41. De 'exercice 14.41 page 133.
On an > 0,doncn® > 0doncn® +4 > 4. u, > 4, donc (uy,) est minorée par 4.

Solution 27.42. De 'exercice 14.42 page 133.
Ona—1 <sin(n) < 1,donc 9 < 10 + sin(n) < 11, ainsi 9 < u,, < 11 : (uy,) est
bornée.

Solution 27.43. De l’exercice 14.43 page 135.
Ona —= n+1 > (0 donc — n_+1 <0Oet2— _?_1 < 2 ainsi uy, < 2: (uy) est majorée par 2.

Solution 27.44. De l'exercice 14.44 page 135.
Ona—1 < cos(3n) < l,donc —2 < 2cos(3n) < 2,ainsi —2 < u, < 2: (uy,) est
bornée.
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Solution 27.45. De I'exercice 14.45 page 136.

Ona—1 < sin(2n) < l,donc —1 < —sin(2n) < let0 < 1_%‘(%) < %ainsi

0<u, < % : (un) est bornée.

Solution 27.46. De 'exercice 14.46 page 136.

3( 1)™. Si n est pair u, = g et si n est impair u,, = —%. On a donc —% <

§ 3+ (up) est bornée.
Solution 27.47. De 'exercice 14.47 page 136.
Unt1 = 0,8up +1letupg =1
1. Par récurrence :

— Initialisation : Onaug = 1 et u; = 1,8. On a bien up < uy

— Hérédité : Supposons que u,, < up41.0na0,8u, <0,8uy4qcar0,8 >0,

et 0,8up+1 < 0,8up41+1s0it upq1 < Upyo. La propriété est héréditaire.
— Conclusion : Vn € Ny u,, < upyq.
La suite est donc croissante.

2. Par récurrence :

— Initialisation : Onaug = 1 doncug <5

— Hérédité : Supposons que u,, < 5.0na0,8u, < 4et0,8u, +1 <5 soit

up, < 5. La propriété est héréditaire.

— Conclusion : Vn € N, u,, <5.
3. La suite (u,,) est croissante, majorée, elle est donc convergente.
Solution 27.48. De 'exercice 14.48 page 138.
1. Ona2n? +1 > 2n? donc MT'H > 2" , don 2 2ntl > n. Ainsi u, > n.

2. Ona lim n = +ooetwu, > n donc par comparaison, lim wu, = +o0.
n—-+oo n—-+oo

Solution 27.49. De 'exercice 14.49 page 138.
Ona—1 < cos(n) < 1,doncn—1<n—cos(n) <n+1,et "5l < 1=oglt) < ni1

n2 >
Ona lim 251 = lim 1 — % = 0, ainsi que lim ntl — lim 1 + = 0.
n—+oo M n—+oo ™ n—+oo ™ n—+oo ™
D’apreés le théoreme des gendarmes on a alors lim u, = 0.
n—-+oo

Solution 27.50. De 'exercice 14.50 page 138.
n—n’éz—l)n _ 1—(;1)“‘ Or—1< (_1)n <1, donc 0 < # < %

Ona lim 2 = 0.D’aprés le théoréme des gendarmes on a alors lim u,, = 0.
n—+oo™ n—+oo
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Solution 27.51. De 'exercice 14.51 page 139.
f(z) = §(z* 4+ 8).Ona f/(x) = £, donc si x € [2;4],f/(x) > 0. f est bien (stricte-

ment) croissante sur [2;4]

Solution 27.52. De 'exercice 14.52 page 139.

2n—1

Onau, = 2= =2—Setv, =25 =24 L —un = — 5+ =

1
n(n+1)

Ainsi wp11 — Uy > 0, (uy,) est croissante. Par ailleurs, v,11 — vy, et (v,,) est

1
~ n(n+1)’
décroissante. D’autre part, u, — v, = 2 — 1_92_1_—24donc lim w,— v, = 0.
n n n n—-+o0o
Finalement, (u,,) est croissante, (vy,) est décroissante et lirJIrl Up — Uy, = 0 : les deux
n—-—+0oo

suites sont adjacentes.

Solution 27.53. De 'exercice 14.53 page 140.

Upg1—Up = %_ % = W On adonc ty, 41 — Uy, > 0, (u,) est croissante.
- k=0
1
. —’U—%i-i-l—ii—i— 1 _ 2-n—1 _ 1-n
n+1 n _k—O n! (n+1)! = n! n! (n+1)' n! T (n+1)! T (n+D)!"

On a donc vp41 — v, < 0sin > 1 et (vy,) est décroissante. Par ailleurs u,, — v, =
n,, donc ngrfmun — v, = 0. Finalement, (u,,) est croissante, (v, ) est décroissante et

lim w, — v, = 0:les deux suites sont adjacentes.
n—-+oo

27.2. Limites des fonctions

Solution 27.54. De I'exercice 15.1 page 145.

3
— flz) =2 +1 = ii—i donc par quotient, lim f (z) = 2. Ainsi ‘ff a pour asymp-

tote horizontale au voisinage de +oc la dr01te & equatlo Y=

5

— Démontrer que la fonction f définie par f(z) = ngé =z Tz + donc par quotient,
1121 flx)=—- %. Ainsi ¢y a pour asymptote horizontale au voisinage de +o0 la
T—r+00
, . 4
droite d’équation y = —3.
Solution 27.55. De I'exercice 15.2 page 152.
— On a 1111711 flx) = in}1 5;_‘_1 = 400, donc € a pour asymptote verticale la
z— T— -
. s, . 1
droite d’équation z = =+~
— Ona lim f (z) = lim 3m2+2 = 400, donc € a pour asymptote verticale la
T— == z—>‘Tz
-2

droite d equatlon T =5

Solution 27.56. De I'exercice 15.3 page 154.

— Parsommeona lim 224 L =+4o0.
T——400 T
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Par somme ona lim z° + oz = too.
z—+00 +z

Par sommeona lim z° + =2 = 4o0.
z—+00 z

Par produit on a lir_‘r_l (z® + _72)(1 + %) = +o0.

3z+1 _ 7
Par quotient on a hm2 = -1

Par produitona lim (1 + 2z + 2?)e® =e.
z—0+t

L Ll

. . 2 -z _
Par produit on a Jcgrﬂ)o(l + 5 )z = +o00.

. . 2 —
— Par quotientona lim 2THT=2 4,
2+ T2

Solution 27.57. De I'exercice 15.4 page 156.

. 2 . z?(1+3) . (1+1) . .

—  lim %2 = lim = lim z;3-2! = 400 par produit et quotient.
z——o00 28 T——00 (2 —8) T——00 (%_8) oo parp u qu

. 2 (145 +%) R =)

—  lim ZEBEELl — Yim 712: lim % =2 = 1 par produit et quo-
z'_)+0022—2:v—3 z—>+ooz2(1 m%) z—)-l—ool_%_m% par produ q
tient.

—  lim %52 — lim m(ﬁ lim 370 5 par produit et quotient
z—+oo0 177 w—)-ﬁ-oow( ) av—)-ﬁ-ool -1 parp q ’

5 lim b — gy 2GEY oy 3o g par produit et quotient
oo 178 T 2 soa(3—1) z——00 31 '

Solution 27.58. De l'exercice 15.5 page 158.

— Pour les limites infinies, on a une forme indéterminée, donc on factorise en haut

. . 3+1) . 3+1 .
etenbasparz: lim 22tL — lim {Cak-D I lim z. = —3par produit
p z—too —TH Tz LY eow(=147]) S parp
et quotient. De méme, hm f”;‘:_ll = -3

— Pour les limites inﬁmes, ona: hrn1 3x + 1 = 4. Pour le dénominateur il faut
r—r

distinguer deux cas : lin11 —xz+1=0"et lim —x+1 = 0%. Ainsi par

r—1—
quotlent hm 3“;‘:11 = —ocet lim 324 — 400
r—1—
— Pour les hmltes infinies, on a une forme indéterminée, donc on factorise en haut
. 1) . 11 1 .
etenbasparz: lim = lim (7 lim = = = par produit
P —>+oo_3 +1 z—+ooT(— 3+ ) r—+00 _3+% sparp
. . -z _ 1
et quotient. De méme, zgrzloo BT = 3-
— Pour les limites infinies, on a : lim 1—2 = % Pour le dénominateur il faut
z—+
3
distinguer deux cas: lim —3z+1=0"et lim — 3z + 1 = 0%, Ainsi par
z—Lit z—317
quotient llm 3’;‘_’;11 = —ooet lim 32111 =400
z—3 37

Solution 27.59. De I'exercice 15.6 page 161.

. . . 2
lim e®—2%4+2 = lim e*(1-% —|— = ). Par croissances comparees lim & =0
z—+00 z—+00 —+o00€
et lim % =0, doncpar somme lim 1— w—z + Z =1, etpar prodult lim e*(1—
z—+00 € z—+00 € € — 400

&+ &) = +oo.
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Solution 27.60. De I'exercice 15.7 page 161.

_)

_)

=In'(1) = 1_

cos(Z)—(C)OS(O) — COS/(O) = — Sll’l(O) =0.

lim ln(z) — lim In(z)—0 — lim ln(z) ln(l)
z—1% z—1 T x—1

lim @)=L — iy cos@=1 iy

z—0 z—0 z—0 =

Solution 27.61. De I'exercice 15.8 page 161.

_)

1

Ona lim — 2
+

Z‘—?OO

= —o0 et

r—+00

lim 3x = +o0. Il faut lever I'indétermination :

lim — 22+ 3z = hm :c2(1 + 3) = 400 par produit.

r—-+o00

Ona lim 2° —+ooet hm I-Tz = 0 donc par somme llI_iI_l x° +1+z = +o0.

r—400

Ona lim 22 = +o00 donc par somme lim 22+ 5 = +oo0.
r—-+o00 r—+o0o
Par somme on a 11141_1 NS + = = +00 et llm 1 + ~ =1, donc par produit
hm (\/_-I- D+ 1)—+oo.
o . _ . s 3z+1 _ T
Ona 1101_>m23x +1="Tet alcl_>11122 + 8z = 18 donc par quotient il_>mﬂ+8m = 15

Onaliml—z+4a% = 1let lime~
x—0

z—0

x

= 1 donc par produit lim (1 —z+22)e™* = 1.
z—0

Ona lim 2y/re™® = lim 2@ = 0 par croissances comparées. Par somme
T—r 400 z—+4oco €

lim z + 2y/xe™* = +oc et par produit lim (z + 2v/ze™%)z = +o0.
r—400 T—400

Ona lim NG

r—+400 r—r 400

. . x 1y _
par produit a xll)l}_looﬁ(]_ + )=

s 2 _ s 2 _ : N
Onailg}lw +1=17et ;11&:0 + 2+ 1 = 21 donc par quotient 11:1_>rr121'2+13+1

Sikec[l,5]ona lim 2"
x—-+00

= lim z =

“+00.

= 400 et hm
+

Solution 27.62. De I'exercice 15.9 page 162.

L Ll

lim 3 =400
z—0t

lim % = —00.
z—0~

lim =7 = —oo.
z—0+ T

lim _71 =400
z—0~

z—5

1

L L1l

Solution 27.63. De 'exercice 15.10 page 162.

_)

lim 2 +23—z4+1=

r—400

i 4 1_

. 1_ . _

+00, donc

17

21°
5

2% = 1 donc par somme lim
=400 o

-5 _
gm =5, = t00.
rl
2z+1 __
zll)rl%"'z 10 = too.
—2z+1 __
ml—lgl— a-1 T T
S5r __
111?71395 21 — %
o 15p—17 _
111121+ 5 = —00.
z—32
1 1y _ .
=z + 71) = 400 par produit.
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d

e

lim 2% - 22+ 1= xli&looxz(l + —2 + %) = 400 par produit.

z—+00 z
mli)glooacs —rt = zli)rzlooacf’(l + —%) = —o0 par produit.
wggr_loo éo (—x)k = ;cgrf-looﬁ(f_ls -4+ 24— L +1-1)=—0c0 par produit.
zli)rzloox?’ -+ E 1= Zli)rzloox?’(l — 14+ 2, + %) = —oo par produit.
mll)r_{loo\/i —r= Il}riloow(ﬁ — 1) = —oo0 par produit.
wli)riloon -V = mli}rj{l@ﬁ(l - ﬁ) = +00 par produit.
wgriloo:c —-2yr+1= wgrfoom(l — % — 1) = 400 par produit.
lim 2% — 2%~ 22w +1= lim (1~ 4 — %= + 75) = +0c0 par produit.

T——400 T—+00 T

lim 22 -2~z +1= ZEIEIOOIQ(l -5 - %\/_—w + #) = 400 par produit.

r——0o0

Solution 27.64. De 'exercice 15.11 page 162.

%

_)
_)
_)

1

1

%

. 1 . z(1+%) . 1+% 1
lim 22‘:_1: 1 o = lim % =3
r—+00 z—H—ooz( +m) z—+o02+ 3
. 5x43 . x(5+%) _ . 5+% _
wggloo —z+l zgr—noow(_l"'%) o wkgloo _1+% =
. _ . —-1+31) . 141 1
lim 2t = ) i L= —c.
z—+oo 22+3 z—+oo T(2+2) z—+oo 2% 2
. . 4+2 . 4+2
lim ?)””"7'2 = lim w(5+“") = lim 3= = —%.
r—4o00? (T 25 too®(2—=T) 400z 7
2 1,1 1,1
. 2_ . z (-2 +-5) . 1-2+-%
lim Z—=2fl — Jim — 2220 — lim —2 2 = —1.
00 T 243 z—>—oo””2(1_%+z%) r o0 —l+%
. 3 2 x3(1+l_i+i) 1411 4L
lim &z —edtl — iy T a2 a7y L a? a¥
200 T —w?+5r+1 z—>—ooz3(1_%+m%+zi3) T——00 _i+mi2+,%3
. . VEl+Z) L A2
lim %@z lim Y———2 = lim & =12
z——too 07T zo+o00 #(3—T7) zFoo w7 7
. 2 z2(2_l+i) 2—14 L
lim 2z"—x+l _ _  lim z g2 = lim % z 22 =0.
23— o0 TP —w? 5+ z—>—oow3(1_%+m%+zi3) z——o00® 1_%+m%+z%
4 1
; 4 ya? . 2z (14 5) . 1+
lim 24% - = lim -7 2= lim 2?7 2+ =400
2 oo B0 —w +5r+1 w—)+ooz3(1_%+m%+mi3) z—+00 _%+m%+a:%
20 1 141 1 1,1
: - o Etlmetis) o o matlTetoy
lim Etzi—etl gy Zoes e o) gy e el g

z5+Foo VZ—2?+5z+1 w—>+oox2(zlz_1+%+a%2) T 2540 I_\l/z_1+%+g%2

Solution 27.65. De 'exercice 15.12 page 163.

_)

‘T B P O o v/ | OV A ) R o2 —Vwt

. 2 _
L s O

lirf V42 — 7 = lim WP VaWiFees Vita? - Jz®
Tr—r+00

z—+00 Vita2 4z zo+oo VItaZ+yz *
2 22 (1-1+L) 1—14 L
= lim 2=zl — lim — = =" — |im 2= 2 4 0.
z—+oo0 V1tz2+yVz z—+00 x( I%+1+ﬁ) T—>+00 y/z%-l—l-l-ﬁ
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. s 2— 3—w)(\/w2—w+3+w) z?—a43—az?
— lim Va2 -z +3-2= lim &2zt = lim
z—+00 + z—+00 Va2—z+3+x T 25 oo Vai—a+3+a
— h Z+3 = 113( 1+ ) ‘ 1t :

= lim z————=2— = —oc0.
z—+oo Vai—z+3+x z—>+oom(y/1—l+ b+l z—Foo \/1—%+m%+1

Solution 27.66. De 'exercice 15.13 page 163.

— f(z)=x+5etg(x) == — fla)=1Letg(x) = x++1
— flz) =2Letg(z) =22 — flx)=e "etg(z) =1
— fl@) = etg(z) = 2> = f(z) = Jretglx) = &

Solution 27.67. De 'exercice 15.14 page 163.

On trouve :

— lim f(a:) = lim f(z)=0, lim f(z)=—occet lim f(z)=+oc.
——00 T——2" r——2T1

— i I =1, 1 = —ccet i = +o0.

Jim f(z)= lim f(z)=1, lim f()=—ccet lim f(z)=+o0

— hm f(x) = lim fl@)=—3, lim f(z) =+occet lim f(z)=—
——00 z——2" z——27F

— Zgr_{loof(w) +o00, Zgrzloof(x) = —00 wliglif(a:) = —ocoet mlg&f(x) = +o0.

— lim f(a:) =0, lim f(x) =400

_)

hm flz) = —I—oo lim f(z) = =00, lim f(z)=—o00, lim f(z)=
@Feo - $—>\/§7 w—>\/§+

lim f(z)=—oc0,et lim f(x)=
z——V2" z——v/2"

lim f(x) = +oo, lilfmf(x) = —o0.

T—r—+00

1

Solution 27.68. De 'exercice 15.15 page 163.
— Onaz*+2>z*doncvVat + 2 > Vad, soit Vot +2 > 22.Or lirf 22 = 400,
Tr—r+00
donc par comparaison, lim vz + 2 = +oo.
r—400

— Onaa?+2 > z2donc V22 +2 > 2. De méme, on a V22 +4 > z. Il vient
Va2 + 2+ Va2 +4> 22 0Or li{T'_l 2x = 400, donc par comparaison :
Tr—r+00

lim V22 +2+ V22 +4 = 400
r—400

Solution 27.69. De 'exercice 15.16 page 163.

-1 sin(z) .
— Ona—1 <sin(z) < ldonc 55 < 505 < 2z+3 Or mgl_‘I_l 21_‘_3 ZL_FOO%H

. PN (x) _
0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, llm 5212 13 =0
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A N . . zsin(xz) ztcos(z)
— De la méme maniére, on trouve : xll)gr—loo—EQ T = 0, xgl}-looix cos(@) = 1, et

lim cos(z)e™* =0.
z—>+400

Solution 27.70. De 'exercice 15.17 page 164.

— Supposons que f(z) = sin(x) converge versl en +00.Ona f(2k7) = sin(2kn) =
0, donc . li141_1 J(2km) = 0, donc [ = 0. Par ailleurs, f(k%) = sin(k5) = 1, donc
— 400

lim f(k%) =1,doncl = 1. Cest impossible donc f n’a pas de limite.
k—+o00

— On f(2k7) = 2k7 donc kliI-|I-1 f(2km) = 400, Par ailleurs, f(k%) = 0, donc
— 400

. hI—E f(k%) = 0,donc ! = 0. C’est impossible donc f n’a pas de limite.
—+00

— Ona f(2km) = €7, donc klir_{l f(2km) = 400, Par ailleurs, f(k%5) = 0, donc
— 400

. hI—E f(k%) = 0,donc = 0. C’est impossible donc f n’a pas de limite.
—+00

Solution 27.71. De 'exercice 15.18 page 164.

— lim ¢ —2% = lim =z ( — 1) = 400 par croissances comparées et produit.
T—r+00 x—r+00

—  lim ze® — 22 = lim 2?(% — ) = +oo par croissances comparées et
z—+00 T—+00 z E
produit.

— lim (1+ 22)e® = +oo par produit.
Tr—-+00

— Ona—1 < cos(z) < 1donc —e™® < cos(z)e™™ < e™®. Or 1151_1 —e ¥ =

T—+00
lim e~ = 0, donc d’apreés le théoréme des gendarmes, hm cos(z)e™* = 0.

T——+00 —+4o00

27.3. Notion de continuité

Solution 27.72. De I’exercice 16.1 page 166.

— Ona lim f(z) = lim 2z = Oet lim f(z) = hm — 4z = 0. lim f(z) =
z—0~ z—0+ z—0+ z—0~
lim f (z) donc f est continue en 0.

— Delamememanlereona hrglx +z+1= 11121 —224+24+9="T.
T2~

— lime*= limz+1=1.
z—0~ z—0t

Solution 27.73. De I'exercice 16.2 page 167.
Soitn € N.Ona lim f(z) =1et lim f(xz)= f(n)=0. f est discontinue en tout
T—n— z—nt
nombre n € N.
Solution 27.74. De l'exercice 16.3 page 176.

Soit f un polynome de degré 3. f s’écrit de la forme f(z) = az® + ba? + cx + d o
(a,b,c,d) € R*.Ona f(r) == (a+ + 2+ ) Sia>0ona lim f(z)=—o0
Tr—r—00
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et hm f(@) = 4+00.Sia > 0ona lim f(z) = —occet lim f(z) = +oc. Dans
xr—+00 T——00 r—+400
tous les cas f est continue : les hypothéses du théoréme des valeurs intermédiaires sont

vérifiées, donc I'équation f(z) = 0 admet une solution : f admet une racine

Solution 27.75. De I'exercice 16.4 page 178.
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = x® — 922 + 24z + 3.

1. f est continue comme fonction polynome.

2. En factorisant par le terme de plus haut degré on trouve Em f(z) = —c et
x —0o0
lim f(z) = +oo.
T—400

3. f(z) = 3z% — 18z + 24.

4. f estunpolynome du troisieme degré, les extremums correspondent aux zéros de
la dérivée : 2 et 4. Les extremums sont donc f(2) = 23 et f(4) = 19.

5.
T —00 2 4 +00
f'(x) + 0 - 0 +
23
19
6. Ona EIP f(z) = —cc et f(2) > 0. f est continue et strictement croissante sur

] — 00;2]. D’aprés le théoréme de la bijection, I’équation f(z) = 0 admet une
unique solution « sur | — co; 2]. Par ailleurs sur [2; +0o[ on a f(z) > 19 donc

f(z) > 0. Finalement ’équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur R.

7. Ona f(a) = 0donc a® — 9o + 24+ 3 = O et a3 = 9o — 24 — 3.

Solution 27.76. De l'exercice 16.5 page 179.

1. Par récurrence :

— Initialisation : On a ug = 5 donc ug > 0.

— Heredlte Supposons que u, > 0.0n a u, +2 > 0 donc 1+2 > 0et
m > O.

— Conclusion : On a bien u,, > 0.

2. Onaupt) = donc par passage a la limite, [ = l+2 soit [2 421 — 8 = 0.

Uy +2
En résolvant cette équation on trouve [ = —4 ou ! = 2. Mais on sait que u,, > 0,

donc ! > 0. Ainsi | = 2.
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Solution 27.77. De l'exercice 16.6 page 180.

1. Par récurrence :

— Initialisation : On a ug = 1 donc ug > 0.

— Hérédité : Supposons que u, > 0.Onau, +1 > 0donc —Lt= > 0et

Up+1
5
gl > 0.

— Conclusion : On a bien u,, > 0

2. Onaupy; = # donc par passage a la limite, | = H_il soit [2 4+ —5=0.En
résolvant cette équation on trouve [ = _1_2‘/ﬁ oul = _1"'2‘/5. Mais on sait que
upn > 0,donc! > 0. Ainsi [ = _1+T\/ﬁ

Solution 27.78. De 'exercice 16.7 page 180.
On a par passage a la limite : | = 5/ + 3. On trouve alors | = —%. En fait la suite (uy,)

ne converge pas, elle tend vers 400!

Solution 27.79. De l'exercice 16.8 page 18o0.

1 f(z) = {5220 — z) = 2z — %. Ona f'(z) = 2 — £, on a donc le tableau de

variations suivant :

x 0 10 20

f'(=) + z -

/() T T

0 0

2. D’apreés le tableau de variations, on a bien f(x) € [0; 10].
3. Voir la calculette.

4. Par récurrence :

— Initialisation : Onaug = 1 etu; = % donc 0 < ug < uy < 10.
— Hérédité : Supposons que 0 < uy,, < up41 < 10. f est croissante sur [0; 10],
donc f(0) < f(un) < f(unt1) < f(10), o 0 < upt1 < Upta < 10.

— Conclusion : On a bien 0 < u,, < up41 < 10 pour tout entier n.

5. Ona0 < u, < upyr < 10. La suite (uy,) est donc croissante et majorée par 10 :
elle est donc convergente. Soit [ sa limite. On a par passage alalimite : | = f(I) =
1—10l(20 —1), soit [(I —10) = 0. Alors I = 0 ou! = 10. Mais (uy,) est croissante et
ug = 1 doncu, >1,etl > 1.0nadoncl! = 10.
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Solution 27.80. De 'exercice 16.9 page 18o0.
1.

a) w1 =uo(2—uo) = §(2 = 3) = g uz = w2 —w) = G2~ §) = 355

b)

— Initialisation: Ona0 < a < 1donc 0 < ug < 1.

— Hérédité : Supposons que 0 < u, < 1.0n a upy; = f(up) ou f
définie par f(x) = (2 — x) est strictement croissante sur [0; 1], donc
f0) < fup) < f(1),do0 0 < uptq < 1.

— Conclusion : On a bien 0 < u,, < 1 pour tout entier n.

2.

a) On procéde & nouveau par récurrence.

b) On procéde a nouveau par récurrence.

¢) (uy) est croissante et majorée par 1, elle est donc convergente.
3.

a) Vpi1=1—tupi1=1—uy(2—uy)=1—2u, +u2 = (1—u,)? =02

b) Onawvy = 1 —adoncv; = (1 —a)? v = (1 — a)et par récurrence
vp = (1 —a)?".

¢) Ona0 <a<1ldonc lim (1—a)? =0.
n—+oo

27.4. Composée de deux fonctions

Solution 27.81. De 'exercice 17.1 page 184.
— wouv(r) =u(w(z)) = ubdr+3) = (5 +3)%;vou(r) = v(u(x)) = v(a?) =
5z + 3.
— uwov(r) =ulw(z) =ubr+3)=2-T706zx+3)=-35z—19. vou(z) =
v(u(z)) =v(2 —Tz) =5(2 — Tz) + 3 = —35z + 13.

— wouv(x) = u(v(z)) = u(dz + 3) = 2522 + 30z + 20; v o u(z) = v(u(x)) =
v(11 + 2?) = 522 + 58.
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— wov(z) = u(v(z)) = u(@'?) = 259 vou(z) = v(2®) = 2%,

Solution 27.82. De 'exercice 17.2 page 184.

Par exemple :

— u(r) = 2% etv(z) =1+ 22 — u(r) =e%etv(xr) =1+ €%
2

— u(z) = sin(z) etv(z) = €*. — u(z) = 1+w2 etv(z) =z

Solution 27.83. De 'exercice 17.3 page 185.

— f(x)=2(2z—-3) -3 =42 9. - f(2) ==
-3 _3 229 _
— fQ(m) = 74 — f2($) 2§:;+1 = 3}1—12 = i__ﬁ)

Solution 27.84. De 'exercice 17.4 page 186.
— Onpose X =14 22 Ona lim X = 26,donc lim 1+ 22 = lim VX =
z——5 r——5 X—26
v 26.

— Onpose X = —z2+1. Ona hm X = —oco,donc lim e+l = lim X =
T—+00 X—+—00
0.
— Onpose X ==.0na 11141_1 X =0, donc hm sin(1) = hm sm(X) =0.
z—+00
Solution 27.85. De 'exercice 17.5 page 188.
— f(x)=—e". — f'(z) = —2sin(1 4 2x).
— f'(x) = belt5e, — f'(z) = 4cos(4x).
= f'(*) = Jo
Solution 27.86. De 'exercice 17.6 page 189.
— f(x) = 3e3*HL, — fl(z) = (1 +222)e
— fl(z) = —12¢~62+1, — f'(z) = —3sin(1 + 3x)ecos<1+3w).

— f'(z) = (322 + 6z —
2)em3+3z2—2m+6.

Solution 27.87. De 'exercice 17.7 page 190.
f(z) = 3e(1 + e*)2.
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Solution 27.88. De 'exercice 17.8 page 190.

. N\ oz %422
— f'(xz) = —sin(e®)e”. = fl(x) = %
— f/(l‘) = ﬁ — fl(x) = 2\/0%'
— fl(z) = 2\/;:_7. — f'(z) = —2sin(2z) + 3 cos(3x).

Solution 27.89. De 'exercice 17.9 page 190.

— wov(zr) =5z +4etvou(r) =5x+8.

— uov(z) = m etvou(x) = 1+%—!—1.
—1+x

— uov(z)=e etvou(z)=1—e".

— wow(r) =sin(2+ z) et v ou(xr) = 2 + sin(x).

Solution 27.90. De 'exercice 17.10 page 191.

. . 2241 .
— Onpose X = 22t Ona lim X = },donc lim e™—2 = lim ¥ = \/e.
€T T—+00 T—~400 X—)%
i . - . sin(x) .
— Onpose X = S0 Ona lim X = sm5(5), donc lime = = lim eX =
v z——5 z——5 X s 5in(5)
5
sin(5)
e 5

— Onpose X =22 —2+1.0na lim X = +oo,donc lim V22 -2+ 1 =
Tr—+o0 Tr—-+00

lim VX = +oo.
X—+oo

Solution 27.91. De 'exercice 17.11 page 191.

— f'(z) = (22 + 3)e~* T3z, — f'(z) = —2sin(1 + 2z).
N f’(:l?) — feltde, — f’(x) = 4COS(4$).
- fl(z) = \/105a:ﬁ'

27.5. Dérivée d’ordre supérieur
Solution 27.92. De I'exercice 18.1 page 193.

— On a f(z) =ki0 arx® donc f'(z) =

n
kapa*=1. f’ est donc de degré n — 1.
=0

["(x) =32 k(k — Dagz® 2, et f” est de degré n — 2.
k=0
— (e*)" =e€".

— sin”(z) = —sin(z) et cos”(z) = — cos(z).
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Solution 27.93. De I'exercice 18.2 page 195.
On a : sin® (z) = sin(z), sin®* Y (2) = cos(z), sin* 2 (2) = —sin(x), et
sinF+3) (2) = — cos(x).
On le démontre par récurrence :
— Initialisation: Sik = 0,0na:sin(® (z) = sin(z),sin® (z) = cos(z),sin® (z) =
—sin(z), et sin® (z) = — cos(x).

— Hérédité : Supposons que :

sin™*) () = sin(x) sin* 1) (1) = cos(z)
sin®*+2) (1) = —sin(z)  sin® 3 (2) = — cos(x)
Alors
sin? ) () = sin* 9 (z) = (= cos(z))’ = sin(x)
sintFHDFL () = sin@R+9) (1) = (sin(z))’ = cos()
sinFHD+2 () = sin(4*+9) (1) = (= cos(z))’ = —sin(z)
et
sin?FH0F3 (1) = sin@F 7 (1) = (—sin(z))’ = — cos(x)

La propriété est héréditaire.
— Conclusion : On a sin™®® (z) = sin(z), sin** (z) = cos(z), sin***2 (z) =
—sin(z), et sin®**3) (z) = — cos(z) pour k € N.
Solution 27.94. De I'exercice 18.3 page 196.
1. Ona f/(x) = 423 +1222+122+12,donc f"(x) = 12224+242+12 = 12(z+1)2.

2. Ona f’(z) > 0siz # —1. f’ est donc strictement croissante sur R. On a

lim f'(z) = —ocoet lim f'(z) = 4oo. f’ est ainsi continue, strictement
T——00 T—>+400
croissante, lim f’(z) = —ooet lim f’(z) = +oo. D’aprés le théoréme de
T—r—00 r—r+400

la bijection, f/(z) = 0 admet une unique solution « sur R. f’ étant strictement

croissante sur R, On a le tableau de signe suivant :

z — a “+0o0
(@) -0 s
@ | T f(a) —

Solution 27.95. De I'exercice 18.4 page 196.
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= M) = 1207 = 182 410, — f"(x) = 300(5z + 1)2.
— f"(z) = —16 cos(4z). — f(x) = %
— f(z) =12.

Solution 27.96. De I’exercice 18.5 page 196.
Ona f(z) = sin(3z) donc f/(z) = 3cos(3z) et f(x) = —9sin(3z). Ainsi 9f(z) +
" (z) = 9sin(3z) — 9sin(3z) = 0.

Solution 27.97. De l'exercice 18.6 page 196.
1l faut calculer les premiers ordres pour trouver une formule, puis la démontrer par

récurrence. On trouve :

— £ = (n — x)e™® sin est impair, et f(") = (—n + x)e~* sin est pair.
— fUR) = 4% cos(4x), FARHD = _4%Flgin(4g), FARF2) = 4442 cog(4a),
fURES) = 43643 gin (47),,

— fW(z)=22+1, f@(z) =2,etsik >3 fF(z) = 0.
— fO(x) = 20052 + 1)3, f@(z) = 30005z + 1), fG@)(z) = 3000(5z + 1),
f®(z) = 15000,etsik > 5 f*)(z) = 0.

= () = (<1

Solution 27.98. De 'exercice 18.7 page 196.

1. Ona(fg) = f'g+ fg',donc (fg)" = (f'g+f9') = f'9+ 19+ f'9d+fg" =
f"g+2f'g" + fg".

2. (fg)lll — (fllg+2f/g/+fgll)l — fl//g+fllgl+2fllgl+2f/gll+flgll+fglll —
flllg_,’_3f//g/+3f/g//+fg///‘

— Initialisation : Faite a la premiére question.

— Hérédité : Mutatis mutandis, la démonstration est similaire a celle du bi-
nome de Newton de I'exercice 6.1 page 49. La suite de la preuve est laissée

au lecteur.
n

— Conclusion : Nous avons bien que (fg)™ =3 (}) f) g(n=h),

27.6. Convexité

Solution 27.99. De l'exercice 19.1 page 201.
Soit f une fonction affine sur R. Il existe « et 5 réels tels que f(x) = ax+03.Si(a,b) €
Rett € [0;1], f(ta+ (1 —t)b) = a(ta+ (1 —t)b)+ 0 = ata+t—tf+ (1 —t)b+ 5 =
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t(aa+B)+(1—t) = tf(a)+(1—t)f(b).Onadonc f(ta+(1—t)b) < tf(a)+(1—t)f(b):
f est convexe.

Solution 27.100. De I'exercice 19.2 page 204.
g est convexe sur [a; b], donc g(ta+(1—1)b) < tg(a)+(1—t)g(b). f est croissante sur
[a;b], g(ta+(1-1)b) < tg(a)+(1-t)g(b) = f(g(ta+(1-1)b)) < f(tg(a)+(1—t)g(b)).
Deplus f est convexe sur [a; b], donc f(tg(a)+(1—t)g(b)) < tf(g(a))+(1—t)f(g(b)).
f o g est convexe.

Solution 27.101. De I'exercice 19.3 page 204.

f et g sont convexe sur [a; b], donc g(ta + (1 —t)b) < tg(a) + (1 —t)g(b) et f(ta +
(1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b).

SiA > 0alors Af(ta + (1 —t)b) < tAf(a) + (1 — t)Af(D), et g(ta + (1 — t)b) <
tg(a) + (1 —t)g(b) + Af(ta+ (1 — t)b) < tAf(a) + (1 — t)Af(b). f + Mg est convexe.

Solution 27.102. De l'exercice 19.4 page 209.
Ona f(z) = z* — 23, donc f'(z) = 423 — 322, et f”'(z) = 122° — 62. On a donc le

tableau de signes suivant :

7(2) N

Les points d’inflexion sont les points de la courbe d’abscisse z = 0 et 2 = %

Solution 27.103. De l'exercice 19.5 page 209.
— Ona f'(x) =2et f’(z) =0.0na f” > 0, donc f est convexe.
— Ona f'(x) =2z —5et f’() =2.0na f” >0, donc f est convexe.
— Ona f/(v) = —e et f'(x) =e . VX €R, X >0.0na f” > 0, donc f est

convexe.
— Ona f'(z) = —cos(z) et f”(x) = sin(x). Vz € [0;7], sin(X) > 0.O0na f"’ > 0,

donc f est convexe.

Solution 27.104. De l'exercice 19.6 page 209.
— Ona f/'(x) = -2z +3et f(x) = —2.0na f” <0, donc f est concave.
— Ona f'(z) = -2z +3et f'(z) = —2.0na f” <0, donc f est concave.
— Ona f'(x) = —42® — 5 et f(x) = —122%. On a f” < 0, donc f est concave.
— Ona f'(z) = —In(z) — Let f’(z) = —1.0na f” <0, carz > 0 donc f est

concave.
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Solution 27.105. De I'exercice 19.7 page 209.

— Ona f(z) = —23 + 2% — x, donc f'(z) = 322 + 2z et f’/(z) =62+ 2.0Onale

tableau suivant :

o S .

f est donc concave sur | — oo; _71] et convexe sur | — 00; _71]. %'t admet un point

d’inflexion d’abscisse x = _Tl

— Ona f(z) = —2* + 222 + 1, donc f/(z) = —42® + 4z et f'(z) = —122% + 4.

On a le tableau suivant :

+00

S

|

8

|
Sl
Sl

() -0+ 0 -

=1 -1..1 1.
f estdonc concave sur | —oo; %], convexe sur | Vel %] et concave sur | et +00].

¢y admet deux points d’inflexion d’abscisses © = \_/—% ety = \/Lg
— Ona f(z) = 6_%, donc f'(z) = _ze~ % et (@) =(-1+ $2)6_§. Onale
tableau suivant :
z —00 -1 1 +00
(@) - 0+ 0 -

f est donc concave sur | — 0o; —1], convexe sur | — 1; 1] et concave sur |1; +00].

¢y admet deux points d’inflexion d’abscisses x = —l etz = 1.

— Ona f"(x) = —sin(z) donc f"(z) > O0siz € [km; (k+ 1)n] et f(z) <0
siz € [(k+ 1)m; (k + 2)7]. Ainsi fest convexe sur [k7; (k + 1)7] et concave
sur [(k + 1)m; (k + 2)7], ou k € Z. f admet une infinité de points d’inflexions,
d’abscisse k, ou k € Z.
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27.7. Logarithme

Solution 27.106. De I'exercice 20.1 page 213.
. In(3)+3 In(3)+3
—>e5””3=3<:>a:=—(5)+.<7={ (5)+ 1

— e?*+1 = (. Impossible car VX € R, eX > 0..7 = ().
Solution 27.107. De I'exercice 20.2 page 215.
— In(25) = In(52) = 21n(5).
— In(256) = In(2%) = 81n(2).
Solution 27.108. De l'exercice 20.3 page 215.
— In(2€%) = In(2) + In(e?) = In(2) + 31n(e) = In(2) + 3.
— In(v2¢%) = In(v/2) + In(e") = 22 4 5
Solution 27.109. De I'exercice 20.4 page 215.

— In(%) = 21In(e) — 41n(5).
— In(a) et In(b) sont bien définis car a > 0 et b > 0.

In(adb) + In(ba) = In(a)+ In(d) + In(b) + In(a)
= 2In(a)+ 21n(d)

c 1) = lIn(e — 1) —In(e) +In(e) — In(e* — 1)
= In(e—1)—In((e—1)(e+1))

= In(e—1)—In(e—1)—In(e + 1))

= —lIn(e+1)

Solution 27.110. De I'exercice 20.5 page 215.

In(z(x 4+ 1))
In(z) + In(z + 1)

In(z? + )

Solution 27.111. De l'exercice 20.6 page 222.

- 2-Tln(z) =0z =c7.. = {e7}.
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— In(z? -2z+1)=mm@2)e2?2-22-1=0.7={1-V2;1+2}.

Solution 27.112. De l'exercice 20.7 page 223.

— 1,3™ > 10000 < nln(1,3) > In(10000) car la fonction logarithme est stricte-

ment croissante. 1,3 > 1, donc In(1,3) > 0. On a donc : n > 1111511(203?)0). On a
lnlgg?g)o ) ~ 35, 1, n est entier, donc n > 36.

— 0,8" < 0,0010 < nln(0,8) < In(0,0010) car la fonction logarithme est stric-

tement croissante. 0,8 < 1, donc In(0,8) < 0. On a donc : n > %. On a
1n(0,0010)

In(1,3)

~ 30,9, n est entier, donc n > 31.

Solution 27.113. De I'exercice 20.8 page 223.

OnaVvVX € R,eX > 0,donc 1+ e® > 0. Ainsi In(1 + ) est bien défini. On a :

fl(@) = 1=

Solution 27.114. De l'exercice 20.9 page 224.

1 1 3
a>0.av/a=axa?=altz =as.

Solution 27.115. De I'exercice 20.10 page 224.

x> 0. f(z) = 2% = @), Onadonc f'(z) = (In(x) + 1)e*"® = (In(z) + 1)z".

Solution 27.116. De I'exercice 20.11 page 226.

— In(32) = In(3¢”) — In(v27) = In(3) + 5 — In(3v/3) = +5 — 2.

— In(v3e®) —5="08 1 5 5= 1)

Solution 27.117. De I'exercice 20.12 page 226.

— In(%) = 21In(e) — 4In(5) = 2 — 4In(5).

— In(a) et In(b) sont bien définis, car a > 0 et b > 0. In(ab) — In(v/ba) = In(a) +
In(b) — # —In(a) = @.

— In(%2) +In(%;) =In(e — 2) — In(e) + In(e) — In(e* — 4) = —In(e + 2).

et—4

Solution 27.118. De I'exercice 20.13 page 226.

— 3-5ln(z) =0z =¢?,.% = {5},

= In@z?-2r+1) =l@B) & 22 -22+1 =3 22-22-2=0,7 =
{1-+3;1+3}.

— Onpose X = In(z). L’équation s’écrit : X2 —5X + 6 = 0. On trouve X = 2 ou
X =3..7 = {e%e3}.

— On pose X = In(z). L’équation s’écrit : X2 4+ 2X — 3 = 0. On trouve X = —3
ouX =1..7 = {e 3 e}
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— On pose X = e*. L’équation s’écrit : X2 — 5X + 6 = 0. On trouve X = 2 ou
X =3.. ={In(2);1n(3) }.

— Onpose X = e%. L’équation s’écrit : X2 — X — 1 = 0. On trouve X = 1_2‘/5 ou
X = 1+2_\/5 = {1n(%5)}_

Solution 27.119. De I'exercice 20.14 page 226.

— lim In(z) — 2% = lim 23(®& — 1) = —o0, par croissances comparées et
z—+00 z—+00 x
par produit.

— lim zln(z) —2* = lim 24(®& — 1) = —oo, par croissances comparées et
T——400 T—>+00 T
par produit.

— Onpose X = /z.Onaz = X2, lim X = +ooet lim &) = Jim In(X?) _

> 25400 T—>+00 e X —+o0 X

. 2In(X) . Z
lim == = 0 par croissances comparées.
X —+4oc0

—  lim In(z) — ¥ = 400, par somme.

_ 1 . _ . 2 _ . 11\2 1y _
— Onpose X = -.Ona xli)IBlJrX +o0 et il_}mox In(z) XEIEOO(X) In(+)

. In(X . .
lim n(x) 5 ) =0 par croissances comparees.
X
X—+o0

Solution 27.120. De I'exercice 20.15 page 226.

— 1,5™ > 10000 < nln(1,5) > In(10000), car la fonction logarithme est stric-

tement croissante. 1,5 > 1, donc In(1,5) > 0, on a donc: n > %. On a

1n(10000)
In(1,5)

— (2)" > 10000 < nln(3) > In(10000), car la fonction logarithme est strictement

1n(10000) In(10000)

ln(%) ln(g) ~

~ 22,7, n est entier, donc n > 28.

.Ona

croissante. g > 1, donc ln(g) > 0,onadonc:n >
18,03, n est entier, donc n > 19.

— %n < 0,0010 < nln(2) < In(0,001), car la fonction logarithme est strictement
croissante. 2 < 1, donc In(Z) < 0,on a donc : n > %. On a % ~
3 3

17,04, n est entier, donc n > 17.

— 0,99 < 0,0001 < nln(0,99) < In(0,0001), car la fonction logarithme est

strictement croissante. 0,99 < 1, donc In(0,99) < 0, on a donc: n > %.

Ona % ~ 916, 4, n est entier, donc n > 917.

Solution 27.121. De I'exercice 20.16 page 227.

= (@) = 5z = @) = w5
In(z
S ) :2?. s fl(z) = costin@o),
- f/(CC) = T+5z° / — In(z)
— f(2) = 2. - fE) =
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Solution 27.122. De l'exercice 20.17 page 227.

1 f0) =0, f(Ve—T)=1.

2. Onpose X = 1+22. lim X = +00.0na lim In(1+2z%) = lim In(X)=
T—+00 z—+00 X—+o0

+00.
3. f est dérivable comme composée de fonctions usuelles dérivables. On a f/(z) =
el
4.
T -0 0 +00
TECONN z +
0
3)—4a® —2x x N
5. f"(x) = 2(1(Tiz>2)j = (?_,_3202;2 = —2% ot P(x) =22 — 1.

Solution 27.123. De I'exercice 20.18 page 227.

1. f est continue comme composée de fonctions usuelles continues.

2. Ona lim %2 = 0%, donc lim In(3£) = lim In(X) = —oc. Par ailleurs
) lj_?—l ) z—»l—_‘:z i )i—>0+
;I_)Inlm = +00, donc zl_l)II_ll In({£%) = m n(X) = +oo.

3. f estdérivable comme composée de fonctions usuelles dérivables. Onax €]—1; 1|
doncl+z >0etl—2z >0 f(r) =In(l+2z)—In(l—2).Dou f(z) =

H—Lz + ﬁ = 122"

4. fr(zx) = (1_4%)2. Ona f'(x) <0,siz < 0et f/'(x) >0,siz > 0,donc f est
concave sur | —1; 0[ et convexe sur |0; 1[. %y admet un point d’inflexion d’abscisse
z=0.

5. A priori ’équation est de la forme y = f'(a)(z — a) + f(a).Icia =0, f(0) =0
et f/(0) = 2. L’équation réduite de la tangente est donc y = 2z.

27.8. Primitives d’une fonction
Solution 27.124. De l'exercice 22.1 page 249.
F(z) = % + 3%2 +z+4, F(z) =In(z) +e

Solution 27.125. De I'exercice 22.2 page 250.
n n
Ona f(z) =) apz®. Une primitive de f est donc: F(z) =) &5akt!,
k=0

k=0
F est bien un polynéme de degré n + 1.
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Solution 27.126. De l'exercice 22.3 page 252.

- F(z) = ot — F(z) = 2In(3z +9),
— F(z) = m — F(z) = FIn(5 - 6x),
— F(z) == In(2 - Tz), — F(z) = 1In(2 + ).

Solution 27.127. De I'exercice 22.4 page 253.
— a=4etb=—-17,F(z) = 4z — 17In(z + 5),
— a=35etb=3 F(z) =52 — YIn(z +5).

27.9. Intégrale d’une fonction

Solution 27.128. De l'exercice 23.1 page 256.

En découpant un trapéze en un rectangle et deux triangles, on retrouve la fameuse
formule : & = W.

Solution 27.129. De I'exercice 23.2 page 263.

2 2 2
— [Jadz =[5 =3 = i gpde=[Vali=v2-1
— fol 22 4+ 5z + 1do = [% + 5%2 + = [ idz =[In(2)]} =In(2).
_ 17 s us
zlg = §- — J@Zsin(z)dz = [—cos(z)]§ =
— foln(Q) erdr = "] = 1. —cos(%) + cos(0) = 1.

Solution 27.130. De l'exercice 23.3 page 266.

— fl?l(2) edr = — foln(z) edxr = —[e””]gl(z) =1
— f20x3 — 322 + 2dz = —[% -z + ””—22](2) =2.

Solution 27.131. De l'exercice 23.4 page 267.
Jo F@) +a*de = [} f@)de + [y a*de =4+ [5]3 = 1.

Solution 27.132. De l'exercice 23.5 page 267.
1 1
Ji K = 1 J} faydn =2

Solution 27.133. De l'exercice 23.6 page 268.

1 1
/ 2t + 28dx —/ 2dz =
0 0
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Solution 27.134. De l'exercice 23.7 page 269.

4 4
/|x—3|dx = / |z —3|dz

-2 -2

3 4
/ |x—3|dw+/ |z —3|dz
-2 3

3 4
/ —w+3dw+/ z — 3dz
—2 3

2 2

_)

T T
= [—? +3.’13]312+[? —333]§
9 9
= 5924648 -12- 549

= 13
— On calcule les racines du polyndme, et d’aprés son signe, on a :
4 1
/ |x2—3a:—|—2|dw = / 2% — 3z + 2dx
-2 -2

2 4
+/ —x2+3az—2da:+/ 2% — 3z + 2dz
1 2

Il reste alors a calculer les trois intégrales. ..

Solution 27.135. De I'exercice 23.8 page 270.

— Siz €10,10], ;f;—;;‘ > 0, donc folo 512: dz > 0.

. 1+sin® () 10 1444 0 142*
— Six € R, Tra2 > 0, donc 0 2+m5dw > Oetflomdx <0.

Solution 27.136. De I'exercice 23.9 page 271.

— Ona0 < f(z) < & siz € [1;10], donc 0 < f110 flx)dz < fllo Ldaz, dott

0< ° fla)de <0,9.

— Ona0 < f(x) < 22siz € [0;1], donc 0 < fol flz)dz < fol 22dx, d’ou
0< fol flx)dz < %

Solution 27.137. De l'exercice 23.10 page 272.
Siz >0onal < e*sin(@) < o car I’exponentielle est croissante et strictement
positive.

Donc 0 < fln(Z) ezsin(z)dx < fln(2)

0 0 e*dx. D’ou le résultat.
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Solution 27.138. De l'exercice 23.11 page 273.
Les deux intégrandes sont impaires, I'intervalle d’intégration est symétrique par rap-

port a 0, donc les intégrales sont nulles.

Solution 27.139. De l'exercice 23.12 page 274.
Les deux intégrandes sont impaires, 'intervalle d’intégration est symétrique par rap-

port a 0, donc :

/7r cos(x)dz = 2/07r cos(z)dx

i — [sin(@)]f

= 0

et

10 10
/ 2+ 22de = 2/ 2t + 22de
—10 0
28 10
= g3l
w10
5 3

Solution 27.140. De I'exercice 23.13 page 276.

— fol ze® dz = %[ex2]0 =S
— [i¥ sin(z) cos(x)dz = L[sin®(2)]§ = Lsin?(T) = 2.

do = L[VaT+ 13 = XL

ﬁfom

Solution 27.141. De I'exercice 23.14 page 277.
1ot 1
— M:T()fofczdx:§,
fln(3) e2rdy — 4

- ln(3) 0 @)
In(2) ¢~ In(%)
- ln(2) 0 f T+e = 40 = Tn(2)
— M = L5 [ cos(2z)dz =0,
_ \/2t+ =
- M= t— 0 fo mdx -

Solution 27.142. De I'exercice 23.15 page 280.
21

— I =1,
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1

— ] =,
s T 1 2
e’

— Onal= [ln2(x)]f/€— f\e/é %dx. Onadonc /=3 — I, doul = 2.

Solution 27.143. De I'exercice 23.16 page 282.

T
1+

dz

/t In(1+z)dz = [zln(l+ )] — /Ot

0

t X
tIn(l +¢ —/ d
u( 1) = [ i

Or
t t
/ T = /de
0 1+.’1,' 0 ].+IL'
t]. t
= / +xdx+/ ! dx
0 ].+.’L' 0 1+x
= t—In(1+1¢)
donc
t
/ln(l-i—:v)dx — (4 1)In(l4+b) —t
0

Solution 27.144. De I'exercice 23.17 page 283.

%
I = /2 sin(z)edz = [— cos(alc)e””]og +/2 cos(x)e”dx
0 0
. E
= —e? +1+/ cos(z)e®dx
0
Or
3 - 3
/ cos(z)e’dr = [sin(z)e”]¢ —/ sin(z)e®dx
0 0
. £l
= ef—/ sin(x)e”dz
0
= e ]

Onadoncl = —e? +14e? —I,d’oﬁI:%.
z

— J= fog cos(z)e?dr = e? — I =e? — 1.
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%
K = /2 cos(z)e *dx = [sin(m)e_””]og +/2 sin(z)e™"dx
0 0
. 3
= e_7+/ sin(z)e” *dx
0
Or

™ ™

/05 sin(z)e™dz = [- cos(x)e_:”]og - /05 cos(x)e *dx

s

. 2
= —e 241 —/ cos(z)e *dx
0

™

Onadonc K =e % —e™ 2 +1—-K,dou K = =

%
= %mzcos x)edx
L = /0 ()evd

= Sinme%— : sin(x)xrdx

= bin(@)a?)j — [ 2sin(e)ad

= (Eye_ : in

= (2) 2/0 sin(x)zdz

Or
/0 sin(z)azdz = [— cos(z)z]|d +/0 cos(z)dz

= [sin(2)]§
= 1

Onadonc L = (5)? — 2.

Solution 27.145. De l'exercice 23.18 page 285.

1. Iy = fo = dz =n(2).
2. Siz € [O 1] alors 0 < x donc 0 < %—. On a donc par positivité de I'intégrale :
0< f =da, soit 0 < T,,.

3. Iny1—1p —fo lT;dac o H_mdx— 0 ff_zl)dx Orme[O 1]doncz—1 <

Oet = 1(-T-x1) < 0. On a donc par positivité de I'intégrale : fo £ f_f_z Dz <0, soit

I+1 — I, <0.La suite (I,,) est décroissante.

4. (I,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente.
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2l 1 ™ 1

5 Ing1+1In = fo T=dr + fo H—_xdw 0 = fj-;rl)dx = Jo a"dx = n+-1

6. Iny1+ I, = n+1 donclh + Ip =1, dou [; =1 —In(2). De méme Ir + I = %,
donc I, = 1 4+ 1In(2).

7. Onalpy1 + I, = +1 ,donc hm In+1 + I, = 0, soit llm I, =0.

Solution 27.146. De l'exercice 23.19 page 285.

1.

2.

_rt - _ 1
Iy=[fje"de=1-1.
In—i—l = fOI e tle—2dy = [_mn+16_z](1)+f01(n+1)mn6_mdw. On a donc In+1 _
_?1 + fol(n + Da"e *da, dot I,41 = —?1 + (n+ DI,

L=+ 4+ Dhdoneh =2 +Lh=1-2 ==+ =1-2

Inoi— I, = fol(:v"+1 —2™)e " *dx. Or z € [0;1] donc (z"*! —2") < 0.0Ona
donc par positivité de I'intégrale : fol znl(f_;l) dz <0, soit I, 1 — I, < 0.La suite

(I,,) est décroissante.

Siz € [0;1] alors 0 < 2" < 1donc 0 < e~® < 1. On a donc par positivité de
Pintégrale : 0 < [ a"e *dz < [} 2"da, so0it 0 < I,, < L

1 : 1 s L
Ona0<I, < -t nll,r_,r_loon_-i-l = 0, donc d’apres le théoréme des gendarmes,
lim I, =0.
n—-+o0o

Solution 27.147. De I'exercice 23.20 page 285.

1.

»

AL

f01:c3—5x2+3x+1dx=[%—5ﬁ+3ﬁ+x]3=i—g+g+1zﬁ.

12
Jf et gy = [fo 4 34 Lde = (% + 3z + In(2)]§ = & +3e— 5.
S A = [71 4+ Lde = [z +2y/3)1° = 7+ 2V/10.
J) 22"’ dr = [Le)) = 5L,
f01 dr = [Lin(1 +2%))} = 1ni2)
Jiheseidg = [Lese+] e65—e'

Solution 27.148. De I'exercice 23.21 page 286.

L[ e = fin(2)?)g ~ [ 2900 = 1~ [f 20 e, Done [{ M0 e = 1.
2. [{ Vo ln(z)de = [25“ ln( 0§ = ¢ Wdﬂ? = %6% - %w%]f = %e% -3

3. f 2In(z)dz = ’” In(z f 22dx = 39—1.

4. f In®(z)dz = xlnz(x) fl 211;c(g”)d:v =e—2[zrln(z) —z]f =e+2.

Solution 27.149. De I'exercice 23.22 page 286.

1. D’apres le cours : cos?(z) =

2.

1+4cos(2z)
—

fO% COSQ(ZE)dl‘ _ fO% 1+co2s(2m) dz — fO d$+f02 cos(Qz)d [sm(Qm)]O _

us

1
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Solution 27.150. De I'exercice 23.23 page 286.
1. Onal+e® > 0,donc J =f01 1_T_%dac = [In(1 + ¢%)]§ = In(2).
1 1 =
2. I+ J= [§ F=de+ [) fde =1
3. I+ J=1doncI=1-1In(2).

Solution 27.151. De l'exercice 23.24 page 286.

1. Onaa2? — 1 > Osur [e;e + 1], donc J zf:H —ode = [$In(2? — 1)]¢T =
Ln((e+1)* = 1) — In(e? — 1)) = § In(Z52).

2. I+J= [zl de = [T Lde = [In(z — 1)]¢" = 1 — In(e — 1).
3. I=1-In(e—1)— LIn(5t2) =1 - Lin(<t2e),

Solution 27.152. De I'exercice 23.25 page 286.
22 — x — 2 est un polynéme du second degré, ses racines sont —1 et 2. Son signe est

positif a I'extérieur des racines, on a donc :
— Size[-2-1]|? —z—2| =2 -z -2
— Size[-1;2][z? —2—2| = -2+ 242
— Size[24]|e* -z —-2|=2—2—-2

Onadone [, [#% — 2 — 2|dz = [} a®—a—2da+ [*| —2®+a+2da+ [, 22 —w—2da.

Il reste a calculer les intégrales correspondantes.

Solution 27.153. De I'exercice 23.26 page 286.
Onaa=2etb=1. f42z Ldx f;2+ﬁdx:4+ln(3).

T

27.10. Equations différentielles

Solution 27.154. De I'exercice 24.1 page 288.

— = {fk|fk(.’73) -‘rk ouk € R}
S = {filful@) = —L + k, ok € R},
S = {ful fulw) = 22D 4 g ok € RY,

N

#(z) ln%m) ln((;)) Onax > 1donc In(x) > 0. Une primitive de — ( 5 est

donc In(In(x)). . = {fx|fe(z) = In(In(z)) + k, ouk € R},
De la méme maniére, . = {fi|frx(z) = /In(z) + k, ouk € R}.

d
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Solution 27.155. De l'exercice 24.2 page 289.
— 7 ={filfu(z) = ke**, ouk € R},
— = {filfu(x) = ke 5, ouk € R}.

Solution 27.156. De l'exercice 24.3 page 290.

= 7 = {flf(x) =5}
- = {f|f(il?) — 56_5$+10}.

Solution 27.157. De I'exercice 24.4 page 291.
— = {fulfu(w) = kei® — 2, otk € R}.
— 7 = {fulfu(z) = ke 3 + 3, ouk € R}.

Solution 27.158. De l'exercice 24.5 page 293.

. TS o 4
— Une solution affine particuliere est p(z) = —z + 3.
— L'ensemble des solutions de I'équation homogene est:.% = { fi|fx(2) = ke2®, otk €
R}.

— Lensemble des solutions est donc : .7 = { fi|fx(z) = ke2” — 2 + 3, ouk € R}.

Solution 27.159. De I'exercice 24.6 page 293.

— Une solution particuliére est ¢(z) = —Tm? — %“” — %

— L’ensemble des solutions de I'équation homogeneest :. = { fx|fr(z) = ke3®, ouk €

R}.
— L’ensemble des solutions est donc: . = { fi|fx(z) = ke3® — % -1 ouke
R}.

Solution 27.160. De l'exercice 24.7 page 293.

3
— Une solution particuliére est p(z) = =5 — & — £ — L.

>, ok € R}.
Solution 27.161. De l'exercice 24.8 page 293.
— Une solution particuliére est ¢(z) = (_T””2 —1)ede.

— L’ensemble des solutions de I'équation homogene est: . = { fi|fr(z) = ke3®, otk €
R}.



Corrections des exercices 343

— L’ensemble des solutions est donc: .7 = { f¢| fx(x) = ke® +(_T 1)e3, ouk €
R}.

Solution 27.162. De l'exercice 24.9 page 294.
— 7 = {frlfe(x) = ke™, ouk € R}.
S = {fil fr(x) = ke¥V?*, ouk € R}.
S = {ful fu(z) = ke3®, ouk € R}.
S = {fulfu(z) = ke3* — 2, ouk € R}.
S = {filfe(@) = ke=* — 2 +4, ouk € R}.
S = {fulfu(z) = ke® —2? + 22+ 1, ouk € R}.
S = {fulfu(x) = ke ® + 2% — 32 + 62 — 6, ouk € R}.
= {ful fulz) = ke2® + L%, ouk € R}.
= {ful fulx) = ke3® + (—tz — L)e*®, ouk € R}.
= {fil fr(@) = ke3® + (22 — 4z + 4)e>*, ouk € R}.

R

1

Solution 27.163. De l'exercice 24.10 page 295.

— 7 = {fIf(z) = eF}.

S P = {flf(@) = (1 - 2V + 21,

— S ={f|f(x) =65 —z+4}.

— = {flf(x) = 2! — 22 + 22+ 1}.

— 7 ={f|f(x) =67 + 23 — 322 + 62 — 6}.

Solution 27.164. De l'exercice 24.11 page 295.

1 Onag'(z) _ —sin(z);—cos(z)’donc g’(x)—l—g(x) _ —sin(z)2+c0s(z)+cos(m)-2',-sin(z) _

cos(x).g est bien solution de I’équation.

2. = {fil fule) = ke~ 4+ L@@ oy k€ R},

Solution 27.165. De I'exercice 24.12 page 295.
1. Ona ' (z)+2p(z) = —asin(z) + B cos(z) + 2a cos(z) + 28 sin(z). Or ¢’ (x) +
2¢(z) = cos(z) donc (28 — a) sin(z) + (2a+ 8 — 1) cos(z) = 0.
2. Siz = O onobtient 2a+ 3 —1 = 0.Siz = § on obtient 23 —a = 0. En résolvant

N 2
le systéme obtenu, on trouve o = ¢ et b=z

3. Une solution particuliére est donc de la forme p(z) = % cos(z) + % sin(z), et on
a:. = {fulfu(z) = ke™* + 2 cos(z) + % sin(z), ouk € R}.
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Solution 27.166. De l’exercice 24.13 page 295.

Onay =y(l— )dOHC ;= 1% soit — y':——l Slz*falorsz’:_

!
y
P 5, 0n

obtient donc 2’ = z — 1.’ equatlon (E") a pour solutions :

I = {fk‘fk(l‘) =ke® 4+ 1, ouk € R}

L’équation (F) a pour solutions : . = {gx|gr(x) = ez+1’ ouk € R}.

Solution 27.167. De l'exercice 24.14 page 296.

1.

2.

3.

Ona f'(z) = (1+ 2x)e?® donc f'(z) — 2f(x) =

S = {fr|fx(x) = ke®®, ouk € R}.

Si (f - 9)’ 2(f —g) =Oalors f' —=2f — g’ +2g = 0. Orf’( ) =2f(x) =e
donc e?* — ¢'(z) + Zg( z) = 0, dot ¢’(z) — 2g(x) = e**. Réciproquement, si
g'(z) — 2g(x) = €** alors puisque f'(z) — 2f(z) = €%, on a par différence
fr=2f-g' +29=0et(f—g) -2(f-9) =

cherchée.

S = {fulfe(x) = ke** + f(z), ok € R}.

0. On a bien I’équivalence

. On veut f;(0) =1, donc k = 0, la solution est f.
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Solution 28.1. Du probléme 26.1 page 299.

On consideére la suite (u,,) définie par : ug = 1 et pour tout n € N,

1
Up+1 = gun+n—2

1. Ona:

— up=3ug+0-2=3-2=—

wlut

— ’U,2=%U1—|-1—2=—g—1=—19—3.

1 _9_ _13
—)’u,3—3U2+2 2= 57+
2. On va faire une preuve par récurrence :
— Initialisation :Sin = 4,0On a uy = %u3+3—2 = —é—‘;’ +1= g—ﬁl‘.Ona

uy > 0, la propriété est vraie au rang initial.

— Hérédité : Supposons u,, > 0. On a alors %un > 0 car % > 0. Par ailleurs
n > 4, donc n — 2 > 0. Ainsi par somme, %un 4+ n —2 > 0.0On a bien

Up41 > 0.
— Conclusion : Vn > 4, u, > 0.
3. Soitn > 5,onau, = %un_1+(n—1)—2 >n—3.Dotu, = %un—1+n—3.

Maisn — 1 > 4, donc d’aprés la question précédente u,,—; > O et %un_l > 0.0n

en déduit alors u,, > n — 3.

4. Onawu, >n—3et lim n—3= 400, doncpar comparaison lim u, = +oo.
n—-+oo n——+oo

5. On définit la suite (v,,) par : pour tout n € N, v,, = —2u,, + 3n — %




346 Chapitre 28

a) Ona:
21
Upt+1 = —2un+1—|—3(n+1) — 7
1 21
= 2(3un+n—2)+3(n+1)—7
2 21
= —gun—2n+4+3n+3—7
2 7

1 21
= —(—2up+3n——
5 (=2un =)
1
= v
3 n
On a, pour tout n, v, 41 = + vn La suite est donc géométrique de raison :1,)
et de premier terme vy = —22. On a donc, pour toutn. € N, v,, = —22—5( 3) ,
etv, = —2un+3n— =

b) Donc 2u,, = 22(3)" + 3n — 2L, et finalement u,, = 22 ()" + 3n — 2L,

c) Ona

k=0 k=0 k=0
i e e
NG ()"t 4+ 6n(n+1) —42(n+1)
_ - ()™ + (Giz —42)(n+1)
8

Solution 28.2. Du probléme 26.2 page 299.

2 1

1. Onaug = 5u; = 5,U3=%U2= ;etU4=%U3=1.

2.

a) On va faire une démonstration par récurrence :
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— Initialisation: Onau; = %, donc u; > 0 : La propriété est vraie au
rang initial.

— Heérédité : Supposons que u,, > 0. Onan > 0, donc ”+1 > 0. Par
produit on a "—‘Hun > 0, donc uy41 > 0.
— Conclusion : Vn > 0w, > 0.

+1

b) Onawu,y1—u, = Zu, —u, = "—‘H—l)un = 12n Up,. Mais n > 1,donc

1—n<0.0ru, > 0 donc par prodult 2ty > 0. Ainsi Uy 41 — Uy < 0,

’2n

la suite (u,,) est strictement décroissante.

c) (up) est décroissante minorée, donc d’aprés le théoréme de convergence

monotone (u,) est convergente.

3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose v, = e
_ Unt+i _ _nil — Un _ lun _ 1
a) Onavn_,_l = D ln = 35 = 2 = 3Un- Ona pour tout n,

Upt1 = Qvn, la suite (v,,) est donc géométrique de raison 5 L et de premier

terme v1 = u; = %

b) La suite (v,,) est géométrique de raison % et de premier terme v, = %, donc

Uy = %(%)"‘1 = (%)" Onav, = %=, donc u, = nv, = n(%)” = g%,

4. Soit la fonction f définie sur l'intervalle [1; +o00] par f(z) =Inz —zIn2.

Inz

a) zll)I-Eoof(x) = $11>I_Boo Inz—2In2 = hm m( —In(2)). Par croissances

In

Inz _ im oz _ =
0, donc par somme zll}r_’l_loo - In(2)

comparées on a lir_‘r_l
T—>+00

—In(2) et par produit xBToow(mTw —In(2)) = —oo (In(2) > 0 car 2 > 1).
b) Onawu, = g;.Onadonc In(u,) = In(55) = Inz —xIn2 = f(n). Ainsi
U, = el ™, Or nll)I_’I_loof(n) = —o0 donc par composée nllg_loo’un =0.
Solution 28.3. Du probléme 26.3 page 300.

— Partie A : Etude de la fonction f; définie sur R par fi(z) = 64%:7

4e” x4
1. Ona fi(z) = 6%4_7 = ew(f+)7<e—z) 1+7e - par quotient. On a bien :

fi(z) = ex+7

. o 4 _
a) Ona wll)l}_loo fi(z) = wll)r_‘l_loo 77— = 4. ¢\ admet comme asymptote

au voisinage de +oo la droite d’équation y = 4.

4e”
em+7

comme asymptote au voisinage de —o00 la droite d’équation y = 0.

Par ailleurs, lim fi(z) = hm = 0 par quotient. 6} admet
Tr—r—00 T—
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/ _ 4e®(e®+7)—4e"(e) _ 4e?"128e"—4e?® _ 28e”
b) Ona fi(2) = = — = *aFmr = e

Ve € Re®* > 0,VX € R*X? > 0, donc f{(m) > 0. f1 est donc
strictement croissante.

c) fi(z) = H_%%,VX € ReX >0,donce ™ >0etl+7e® >0,
d’ou H%% > 0. Ainsi f1(x) > 0. Par ailleurs, 1 + 7e™* > 1, donc

H;% < 4. 0On a bien finalement 0 < f1(z) < 4.

a) Le centre de symétrie d’une courbe n’est plus au programme. Le point
de coordonnées (a; f(a)) est centre de symétrie si et seulement si pour
toutz ona:f(a) = w 1l faut donc que

_ fin(7) —z) + f1(In(7) + z)

2
2
Siln(7) —z) + fi(ln(7) +2) 1 4
2 = T
4
Ty e wes)
1 4 4
N §1+ew+1+e_z)
1 4 4e”
T2 e + er + 1)
141 +e7)
T2 14en
= 2

Le point [; de coordonnées (In 7; 2) est bien un centre de symétrie de

la courbe €.

b) L’équation de la tangente est de la forme y = f,(a)(z — a) + f1(a).

. / n(7)
lci a = In(7). fi(In(7)) = 2, et f;(In(7)) = B0 = 55 = 1.

L’équation de la tangente 77 a la courbe %, au point I; est donc :
y=1(z —In(7)) + 2
Ty :y=a—1In(7) +2

c¢) Voir figure.
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fla+x)
f(a)
fla—2)

a— a a+x

FIGURE 28.1. — Centre de symétrie

a) Ona fi(z) = em” Si on pose u(z) = e* + 7,onau (z) = €®. fi

est donc de la forme 4 u((ww)). Une primitive de f; est donc : Fy(z) =

41n(e® + 7).

b) La valeur moyenne de f; sur 'intervalle [0;1n 7] est égale a :

In(7)
! /0 fi(x)dz

“I7-0
On a donc:
_ 1 In7
M = —7[4ln(e + 7)o
- ﬁ(41 n(e™" +7) —4ln(e’ + 7))
= m(4ln(l4)—4ln(8))
_ 4In(})
o In7

— Partie B : Etude de certaines propriétés de la fonction f,,.

donc f,,(0) = Co 4= 1. Le point A : (0;3)

1. Ona fp(x) = em+7’ do= =3

appartient bien a la courbe 6,.

a) L’abscisse x des éventuels points d’intersection vérifie f,,(z) = 2, soit
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I3/ 1o

63 6>

—

FIGURE 28.2. — Courbes %), et T}, pour n = 2et3
46"6"”7-}—7 = 2

nT 1
4 e+7=2®2e"z=e"w—|—7®em=7(:)nw=ln(7)(:)m= a(7)
enz

Ainsi pour tout entier naturel n non nul la courbe %, et la droite
d’équation y = 2 ont un unique point d’intersection d’abscisse x =

b) L’équation de la tangente est de la forme y = f, (a)(z — a) + fi(a).
Icia = w f“@) =4-2""_ — 2 Calculons fi ().

) ne™(e"* +7) — " x ne™* Tnen®
fol(2) (e 1 7)2 (e 1+ 7)2
On a donc f;(#) =4 (63,’,1(31)11_‘(_77))2 =4 (?f;)l = n. L’ équation de la

tangente 7}, a la courbe C,, au point I,, est donc: y = n(z — %) 4+ 2.
T, :y=nx—In(7)+2.

<)

d)
n(n)
n n
In(7)
n n en®

YR
m7) o emtT
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- n = 4 ne™® -
 In(7) Jo nenr +7
A in(n)
n ™
_ 1 n ]
In(7) [n e+ 1]
4 In(7)
= —(In(e" —In(e®
() (In(e +7)—In(e" + 7))
4
= ——(In(14) -1
o7y ((14) — In(s)
La suite (u,,) est bien constante.
Solution 28.4. Du probléme 26.4 page 301.
— Partie A
1.
—\ 3 i 3 T __ .
zl}r}rloof(x) = mgr}_loo(a: + 1)e® = 400 par produit.
— lim f(z) = lim (z 4 1)e* = lim z x e” + €*. On fait un
T——00 T——00 TrT—r—00
changement de variable X = —x. On a alors :
lim zxe*4+¢e® = lim —Xxe X 4e X
T—r—00 X —+4o0
= lim - ix +e X
X—+4o0 e
=0

Ainsi, par croissances comparées, lim f(z) = 0.
r—r—00
2. Ona f/(z) =1xe*+ (xz+1)e* = (z+ 1+ 1)e* = (z + 2)e®. On a bien
F(@) = (@ +2)e”

3. OnaVx € R, e® > 0.1l suffit donc d’étudier le signe de = + 2. On en déduit

le tableau de variations suivant :
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— Partie B.
1. Ona:
gm () = 0
&S r4+1—me™™ = 0
& z+1 = me~*
& (z+l)xe® = me *xe”
& f(x) = m

2. D’aprés le tableau de variation de f (et le théoréme des valeurs intermédiaires!) :

— sim > 0 alors I'équation f(z) = m admet une unique solution,
— si —2 < m <0, alors I'équation f(z) = m admet deux solutions,
— sim < —2 alors I’équation f(z) = m n’admet pas de solution.
3. %y est la droite, e > 0 donc %, est la courbe qui a un point d’intersection avec

(Ox). —e < 0, donc é-. est la courbe n’ayant pas de point d’intersection avec
l'axe (Ox).

4. 1l faut étudier le signe de g, () — (x4 1).Ona:

VX € R,eX >0, donc e™® > 0. Ainsi :

— sim > 0gm(x) — (x4 1) <0, %, est en dessous de la droite D.
— sim < 0 gm(z) — (x+ 1) > 0, € est au dessus de la droite D.

— sim = 0 %} est la droite D.

5. Ona:

a

M(a)z/o g_e(x)—ge(:v)dwz/o r+l+exe®—(z+l—exe *)dx

a
= / 2e x e "dr = 2e [—e "] =2e(—e " +€¥) = 2e — 2" °
0

On a bien: &/(a) = 2¢ — 2¢!7%. Ona lim &(a) = lim 2e — 2e!7% = 2e,

a——+o00 r—+4o0
par composée et différence.

Solution 28.5. Du probléme 26.5 page 302.

1. La température de la tasse décroit en fonction du temps. On peut donc supposer

que la suite (7,) est (strictement) décroissante.
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FIGURE 28.3. — Annexe
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2. OnaTyy1—T, =k(T,—M)ouk=-0,2et M =10.Onadonc T),41 — 1), =
—0,2(T,, — 10). Il vient :

Toyr —Tn = —0,2T,+2
Toyr = To—0,2T, +2
Thi1 = 0,8T,+2

On a bien T}, 11 = 0,87, + 2.

3. Onauyqq = T541—10=0,87,,+2—-10=0,87,,—8 = 0,8(T;, — 10) = 0, 8uy,.
Onauyt1 = 0, 8uy, donc la suite (u, ) est géométrique de raison 0, 8. Son premier
terme est ug = Top — 10 = 80 — 10 = 70.

4. La suite (u,,) est géométrique de raison 0, 8 et de premier terme uy = 70. On a
donc u, = ug X ¢ = 70 x 0,8". Par suite, T),, = u,, + 10 =70 x 0,8" — 10. On
abien T, = 70 x 0,8™ — 10.

5. Ona —1< 0,8 < 1, donc liI_P 0,8" = 0. Donc, par produit et somme :
—+o0

n

lim 70 x 0,8" —10= —10

n—-+oo

6. On veut 70 x 0,8™ — 10 < 40. Résolvons cette inéquation :

70XO,8"—10<40©70X0,8”<50<:)0,8"<%®0,8"<?

On a divisé 'inégalité par 70 qui est positif, donc le sens de 'inégalité ne change

pas. La fonction logarithme est strictement croissante sur ]0; +ocof, on a donc :
n 5 5
In(0,8") < ln(?) < nln(0,8) < ln(?)

0 < 0,8 < 1,donc In(0, 8) < 0. Ainsi lorsque l'on divise par In(0, 8) on change

le sens de I'inégalité :

In(3)
In(0,8)

A la calculette on trouve llnn(fg)) ~ 1,5. Or n est entier, donc n > 2.

7. On aura T,, < 40 a partir de n = 2. La température de la tasse de café sera
inférieure a 40 degrés au bout de 2 minutes.

— Partie B

1.

a) Ona f(t) = efi}flt = 0(t)e?. g et t — e%Z'sont dérivables sur

l'intervalle [0; +00[ et I'exponentielle ne s’annule pas. La fonction f
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est donc dérivable sur [0; +o0o[ comme produit de fonctions dérivables.

Ona:

F (1) =0/ (£)e® +0(1)(0,2e%%) = (0'(t) + 0,26(t)) e
Mais 6 (£) = —0,2(8(t) — M) oa M = 0, donc 6 (t) + 0,26(t) = 0.
On a donc f'(t) = (0)e%2 = 0. On a bien f'(t) = 0.

b) Ona f(0) = 6(0)e® = 6(0) = 80.Ona f’(t) = 0 donc f est constante.
Or f(0) = 80 donc f(t) = 80.On a donc f(t) = 6(t)e®" = 80. On
en déduit : 0(¢) = 80e~02¢,

c) Onaf(0) =80et

6'(t) =80 x (—0,2)e” %% = —0,2 x 80e 02 = —0, 2¢O

La fonction 6 trouvée en 1b est bien solution du probléme.

2. Vérifions les hypothéses du théoréme de la bijection : On a g(¢t) = 10 +
70e=9%2t. Ona g(0) = 80 et EI-E = 10. Par ailleurs g est continue comme

x [ee]
somme de fonctions continues. Calculons la dérivée de g pour étudier ses

variations :
g’(:v) =70 x (=0,2)e” %% = —1,4¢7%2

L’exponentielle est strictement positive, donc g (x) < 0. Ainsi g est stric-
tement décroissante sur [0; +-00[. En résumé : g est continue et strictement
décroissante sur [0; +-00[, g(0) = 80 et mgrfoo = 10. De plus 40 appartient
a4 [10; 80], donc d’apreés le théoréme de la bijection ’équation g(z) = 40 ad-
met une unique solution tg sur [0; +oc|. Par balayage & ’aide de la calculette
on trouve : 4 < tg < b, puis 4,2 < ty < 4,3 et enfin 4,236 < ty < 4,237.
to est exprimé en minutes, il faut donc multiplier par 60. La température du

café sera égale a 40°au bout de 254 secondes.
Solution 28.6. Du probléme 26.6 page 305.
1.

a) fi(z) = In(1+z).Ona m211}_11_1()()]‘1(1:) = m211}_11_100 In(l + ) = +oo, par

composée.
b) Ona f,(z) = Hﬁ z € [0;400[,donc f;(x) > 0. fiest donc strictement
croissante sur [0; +00].
c) Ona:
1 1 1o,
I :/ In(14z)dzx :/ 1xIn(14z)dz = [z In(1 —l—:c)][l)—/ dx
0 0 o 14z
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1
=ln(2)—/0 1-11

Ainsi I; = 21n(2) — 1. L’aire comprise entre la courbe %7, I'axe (Ox), I'axe

—dz =1n(2) — 1+ [In(1 + )]s =2In(2) — 1

(Oy) et la droite d’équation z = 1 mesure 21n(2) — 1 unités d’aire.

a) fa(x) = In(l + 2™) et on pose I,, = fol fu(z)dz. Siz € [0;1] alors 0 <
x™ < 1carx — x™ est strictement croissante sur [O; 1]. Ainsil < 1+2z" <
2. La fonction = + In(z) est strictement croissante sur [0; 1], donc In(1) <
In(1 4+ 2™) < In(2). On a donc 0 < In(1 4+ z™) < In(2). Par positivité de
Iintégrale on a alors : fol 0dz < fol In(1 + 2™)dx < fol In(2)dz, d’ou le
résultat : 0 < I,, < In(2).

b) Ona: ) )
Iy — I, =/0 fn+1(x)dx—/o fn(z)dz

1 1
= / frg1(z) = fo(z)de = / In(1 + 2" ™) —In(1 + 2™)d=
0 0

1 1
1 n-+
:/ In (L> dx
0 ]. + ™
Orsi0 <z < lalors0 < 2" < 2" doncl < 14 2"t <1+ 27,
et 0 < 1?1;: ' < 1.1l vient alors In 15”:’:: 1) < 0, et par positivité de
n+1

I'intégrale, fol ln(l‘l"_fw: )dz < 0. On a alors I,4+1 — I, < 0, la suite (I,)
est donc décroissante.

c) Lasuite (I,,) est décroissante et minorée, donc d’apreés le théoréme de conver-

gence monotone, (I,) est convergente.

a) g est continue et dérivable comme différence de deux fonctions continues et
dérivables. ¢'(z) = 575 Comme g'(z) < 0, la fonction g est décroissante
sur [0; +o0l.

b) ¢(0) = In(1) = 0, donc d’aprés la question précédente : g(z) < 0. De plus,
pour tout z > 0,onaz™ > 0,d’ou g (z™) < 0, d’ou In(1 + z™) < 2™

c) Les fonctions f, et x — z™ sont continues sur [0;+oo[. De la question
précédente on déduit que : 0 < In(1 + 2™) < z". Do 0 < fol In(1 +

1
z")dx < fol z"dz. Soit 0 < I, < [T%Hm""‘l]o. Soit 0 < I, < n+_1 D’ou
lim I, =0.

n——+oo
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Introduction

Manipulation des vecteurs, des droites et des plans de ’espace

Cette section introduit d’emblée le calcul vectoriel dans l’espace, avec les no-
tions qui I'accompagnent : translations, combinaisons linéaires de vecteurs, in-
dépendance linéaire, directions de droites et de plans. Il s’agit de s’appuyer sur
la perception de 'espace pour mettre en place une géométrie reliée au calcul vec-
toriel et adaptée aux besoins des autres disciplines. Les figures formées a partir
des solides usuels (cube, pavé, tétraédre) rencontrés au college sont des supports
privilégiés pour manipuler les notions vectorielles et appréhender la position re-
lative de droites et de plans. Il est important de développer les représentations des
objets géométriques, notamment a ’aide d’un logiciel de géométrie dynamique,
afin de permettre a I’éleve d’exercer son regard et de développer sa vision dans
Pespace.

Contenus
Vecteurs de 'espace. Translations.
Combinaisons linéaires de vecteurs de I’espace.
Droites de ’espace. Vecteurs directeurs d’une droite. Vecteurs colinéaires.

-
N
-
— Caractérisation d’une droite par un point et un vecteur directeur.
— Plans de espace. Direction d’un plan de I'espace.

N

Caractérisation d’un plan de I’espace par un point et un couple de vecteurs

non colinéaires.
— Bases et reperes de ’espace. Décomposition d’un vecteur sur une base.
Capacités attendues
— Représenter des combinaisons linéaires de vecteurs donnés.

— Exploiter une figure pour exprimer un vecteur comme combinaison linéaire

de vecteurs.

— Décrire la position relative de deux droites, d’une droite et d’'un plan, de

deux plans.

— Lire sur une figure si deux vecteurs d’un plan, trois vecteurs de 'espace,

forment une base.

— Lire sur une figure la décomposition d’un vecteur dans une base.
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— Etudier géométriquement des problémes simples de configurations dans

I’espace (alignement, colinéarité, parallélisme, coplanarité).
Approfondissements possibles

— Barycentre d’une famille d’un systéeme pondéré de deux, trois ou quatre

points.

— Exemples d’utilisation des barycentres, en particulier de la propriété d’as-

sociativité, pour résoudre des problémes de géométrie.

— Fonction vectorielle de Leibniz.
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Les corrections des exercices se trouvent page 461.

29.1. Translations

@@
@@
@@

Des grains de pollen sont en suspension dans I’air. Pendant deux secondes,

un vent constant, homogeéne, souffle de telle facon que tous les grains de pollen
sont déplacés de maniere identique. Si I'on considere les positions de départ et

d’arrivée, tous les grains ont été déplacés :
— dans la méme direction,
— dans le méme sens,
— de la méme distance.

En notant P;g la position initiale du grain ¢ et F;; sa position finale, on peut dire

que :

— Quel que soit le grain ¢, le déplacement de Pjp a P;; est une translation (un

déplacement de longueur finie).

— Quel que soit le grain 4, la direction (P;oP;1 ) est toujours la méme.
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— Quel que soit le grain ¢, le sens de P;p a F;; est toujours le méme.
— Toutes les translations ont la méme longueur.

C’est donc toujours la méme translation qui agit sur chacun des grains. On re-
a— . . . b . 3 A
marque que les vecteurs PjoP;; sont tous identiques : il s’agit d’un seul et méme
\ . —
vecteur. Donnons, a cet unique vecteur, le nom .

C’est la translation de vecteur u/ qui a déplacé les grains de pollen.

Remarque 29.1. On ne considére que le point de départ et d’arrivée. Peu importe
si le grain de pollen a fait le chemin en zigzagant! La translation est associée a
un vecteur, donc a une direction constante : celle qui va en ligne droite du point

de départ au point d’arrivée.

Remarque 29.2. A toute translation correspond un unique vecteur et a tout vec-
teur correspond une unique translation.

On dit que ’ensemble des translations est en bijection avec celui des vecteurs.

On a ainsi une facon de se représenter les vecteurs meilleure que les simples
fleches. En effet, dans une translation on retrouve direction, sens et norme (lon-
gueur) et, de plus, une translation, comme un vecteur, n’est liée a aucun point de
Pespace en particulier : sur I'illustration qui précéde il n’y a qu’'une et une seule
translation, qui correspond & un et seul vecteur, par contre plusieurs fleches sont

dessinées.
Exercice 29.1. Quelle est la translation qui ne déplace rien?

Exercice 29.2. Soit T une translation associée au vecteur a@. Quelle(s) transla-
tion(s) effectue(nt) le travail réciproque de T ? C’est-a-dire partant d'un point P
appliquant T pour arriver au point @, quelle(s) translation(s) va(vont) ramener
le point @ sur le point P?

Exercice 29.3. Soit TE et T, des translations associées respectivement aux vec-

b

teurs @ eth. On applique 77 a un point P et I'on obtient un point (), puis on ap-
plique Tg au point ) pour obtenir un point R. Quelle(s) translation(s) déplace(nt)

directement P sur R?
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Précisons les choses :

Définition 29.1. Soit & un vecteur. La translation T7; de vecteur u est

une fonction qui a tout point de 'espace P associe le point () caractérisé
L

par PQ = u.

Ts: P — Q

pointdel’espace pointdel’espace

29.2. Combinaisons linéaires de vecteurs

29.2.1. Définition et interprétation

Définition 29.2. Si U7, Uz, ..., U, sont des vecteurs et aq, oo, ..., vy, des
n

réels, alors g ol; = 0] + oty + ..oy, est un vecteur. On dit
i=1

>

que ce dernier est une combinaison linéaire de u7, Uz, ..., U, .

— — —

Exemple 29.1. 3U — U, Lt + 170 + /3w ou encore & + ¥ + w sont des

. . . . - = —
combinaisons linéaires de 1, v et w.

Remarque 29.3. Pour produire des combinaisons linéaires on dispose donc de

deux opérations, et de deux seulement :
— multiplier un vecteur par un réel,
— ajouter des vecteurs.
Essayons de préciser ce que fait la translation 7' de vecteur ot/ + 3 :
L’image d’un point P est, par définition, le point Q) tel que PQ = ai + B3,
Cela revient a dire que pour trouver (), partant de P on doit avancer de « fois le

vecteur 1 puis de 3 fois le vecteur ¥ (ceci n’a un sens immédiat que lorsque « et

[ sont des entiers relatifs).
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Exemple 29.2. On se donne deux vecteurs % et v avec lesquels ont construit

2u — 30.

a v
N
—v
.
u
_
—v
.
v
P 2U — 30 Q

2u — 30 est une combinaison linéaire de % et ¥. () est I'image de P par la

translation de vecteur 24 — 3¥. Pour aller de P 4 Q on avance deux fois d’un

— . N — . . N
vecteur u et —3 fois d’un vecteur v, ou, ce qui revient au méme, on avance deux

fois d’un vecteur v et 3 fois d’un vecteur —v.

Exemple 29.3. On se donne trois vecteurs i, U et w avec lesquels ont construit

2U + 4v + 2w.

La méme scéne vue sous un autre angle :
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Q
w

=

S
<l

21 +47 + 2w est une combinaison linéaire de i, ¥ et w. Q est 'image de P par
la translation de vecteur 24 + 4v + 2w . Pour aller de P a Q on avance deux fois
d’un vecteur u, 4 fois d’'un vecteur v. Jusque 12 on se déplace parallélement au
plan (xOy), plan contenant les axes des abscisses et des ordonnées. Ensuite on
« sort » du plan (xOy), c’est-a-dire que I'on prend une direction qui n’appartient

5 . _
pas a celles de ce plan, pour avancer 2 fois d’un vecteur w.

Remarque 29.4. Sur les représentations graphique de ’espace a trois dimensions :

— Il s’agit de représentations en perspective. Elles nécessitent donc plus d’ef-
forts de compréhension que les représentations du plan et présentent plus

de risques de mauvaise interprétation.

— Assez souvent le plan (zOy) (le « rez-de-chaussée » dans la disposition la
plus courante) est symbolisé par un rectangle clair vu en perspective. Bien
str, un plan étant infini, ce rectangle clair n’en représente, en fait, qu'une

infime portion.

Exercice 29.4. A, B et C sont trois points distincts appartenant au plan P. Le

point D, par contre, n’appartient pas a P. Peut-on trouver une combinaison li-
— —

néaire U de la forme aAB + SAC de fagon que I'image du point A par la trans-

lation de vecteur % soit le point D ?

Exercice 29.5. ABCD est un tétraédre régulier. Il est représenté deux fois ci-

dessous en variant ’'angle de vue.
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vue 1 vue 2

C
Y B

e

Représenter sous les deux angles de vues le vecteur 3AD + DC + %C—/f .

29.2.2. Combinaison linéaire et composition des translations

Les translations étant des fonctions de I’ensemble des points de 'espace dans
lui-méme, il est possible de les composer, c’est-a-dire de les faire agir successive-
ment.

Soit T3 et T3, respectivement les translations de vecteurs U etv.etPun

point de I'espace :
— T7;(P) est un point de I'espace, I'image de P par T3;. Appelons-le Q.

— T3 (Q) est encore un point de I'espace, 'image de () par T’;. Appelons R

ce point.
Onadonc R =Ty (T (P)) .
Ti Ty
P—Q =Ty(P) —— R=T3(Q) = Ty (T(P)).

/ g

T1—}> OTﬁ

La composée de 1% suivie de T3, c’est-a-dire lorsque I'on applique d’abord
Tﬁ et ensuite TU se note Tq_j o Tﬁ al’aide du symbole o, et on lit « Tg rond Tﬁ ».

On a donc aussi, quel que soit le point P

Ty (T (P)) = T o T (P)
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Remarque 29.5. 11 faut faire trés attention a 'ordre ! En effet, en général, lorsque
lon compose des fonctions le résultat dépend de P'ordre dans lequel on effectue

cette composition. Autrement dit, en général, fog # go f. Dans fogla premiére

fonction appliquée est g. Par exemple, pour calculer f o g(2), on commence par

évaluer g(2) puis on « met » ce résultat dans la fonction f.

Proposition 29.1. SiT3; et T3; sont respectivement les translations de vec-

teursu etV alors Ty; o Ty est la translation de vecteur v +u.

Démonstration. Soit P un point quelconque de 'espace. D’apreés la définition 29.1,
I'image de P par T¢; est 'unique point () tel que ]?Cj = . De méme, I'image de
Q par T3; est 'unique point R tel que QR = u.

R est également I'image de P par To» o T7». Or PR = P—Q> + ﬁ =U+u.

Ty; o T est donc la translation de vecteur v+ u. O

Exercice 29.6. Déduire de la proposition 29.1 qui précede que, dans le cas parti-
culier des translations, la composition est commutative, autrement dit que quelles

que soient les translations T3> et T on a toujours T o Ty = Top o Th.

Exercice 29.7. Déduire de la proposition 29.1 que quelle que soit la translation
T%; on a toujours T o Tir =Ty

29.3. Droites et vecteurs

29.3.1. Configurations

Dans l’espace (a trois dimensions) deux droites qui ne sont pas paralléles ne se
coupent pas nécessairement. La géométrie dans ’'espace est donc tres différente

de celle qui a lieu dans un plan. Il convient de faire attention!
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La méme scéne vue sous un autre angle :

z

D; et Dy sont paralléles (strictement, ¢’est-a-dire qu’elles sont distinctes). Elles

ont la méme direction. Elles n’ont pas de point d’intersection.

z

Dy \
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On constate qu’il existe un plan (hachuré sur la figure ci-dessus) dans lequel

sont incluses les deux droites paralléles.

Exercice 29.8. Soient D; et Dy deux droites strictement paralléles dans 'espace.

Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

1. Il peut exister un plan qui contienne a la fois D; et Ds.

2. Un plan ne peut jamais contenir toute une droite.

3. Il peut exister plusieurs plans qui contiennent a la fois D; et Ds.

4. 1l existe toujours un plan qui contient a la fois D; et Da.

5. Il existe toujours plusieurs plans qui contiennent a la fois D; et Ds.
6. 1l existe exactement un plan qui contient a la fois D; et Ds.

7. Siun plan contient D; alors il contient obligatoirement Ds.

8. Un plan contient deux droites si et seulement si ces dernieres sont paral-

leles entre elles.
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D et Dy sont sécantes. Elles ont des directions différentes. Elles ont un unique

point d’intersection. Il existe un plan dans lequel sont incluses les deux droites

sécantes.

Dans un plan le nombre de configurations possibles pour deux droites s’ar-
réte a deux. Par contre, dans ’espace, existe une troisiéme possibilité. Ci-dessous
ABCDEFGH estun cube. Les plans correspondant aux faces ABCD et EFGH
sont donc paralléles : leur intersection est vide. La droite D; est incluse dans le

plan (ABC') et, de méme, la droite D; est incluse dans le plan (EFG).
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H
(D)
E I G
/ :
I
I
e I
I
I
I
. D
\.4 ‘/J\\
: (Do)

D; et Do n’ont pas la méme direction, elles ne sont donc pas paralléles. Cepen-

dant elles n’ont pas de point d’intersection.

Remarque 29.6. 1l n’est pas possible de représenter graphiquement un plan dans
Pespace puisque celui-ci est infini et n’a pas de bords. Pour soutenir I'intuition
on est donc amené a suggérer un plan a travers une portion rectangulaire de
celui-ci. Il ne faut pas perdre de vue la différence entre les deux, entre le plan et
sa représentation a I’aide d’un rectangle. Dans la figure ci-dessus, par exemple,
le plan (ABC) n’est pas la face ABC'D du cube.

Exercice 29.9. Soient D; et D, deux droites non paralléles et non sécantes
comme sur la figure ci-dessus. Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont

vraies :
1. Il peut exister un plan qui contienne a la fois D; et Ds.
2. Il peut exister plusieurs plans qui contiennent a la fois D; et Ds.
3. Il existe toujours au moins un plan qui contient a la fois D; et Ds.
4. 1l existe toujours plusieurs plans qui contiennent a la fois D; et Ds.
5. Il existe exactement un plan qui contient a la fois D et Ds.

6. Siun plan contient D; alors il contient obligatoirement Ds.
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29.3.2. Colinéarité = parallélisme

Définition 29.3. On dit que 4 est un vecteur directeur de la droite D si

et seulement si @ et D ont la méme direction.

Remarque 29.7. Le vecteur nul n’ayant pas de direction, ne saurait étre directeur

de quoi que ce soit.

Définition 29.4. On dit que les vecteurs U et U, tous deux non nuls, sont

colinéaires si et seulement si ils ont la méme direction.

Deux vecteurs colinéaires ayant méme direction, il est possible d’écrire 'un

deux comme un produit de Pautre par un réel. Par exemple :

—a —a ~—q

— — o
— DE— —b
- _ 17 N - _ 27
¢ =2 - 1=
b =2d b =-2d b =-3a

On peut d’ailleurs définir la colinéarité a partir de cette propriété.

Définition 29.5. On dit que les vecteurs i et ¥/, tous deux non nuls, sont

o . . . , ~ ~
colinéaires si et seulement si ils existe un réel o # 0 tel que © = awv.

Remarque 29.8. Evidemment s’il existe un réel o # 0 tel que u = o, il existe

un aussi un réel 3 # 0 tel que ¥ = (. 1l suffit de prendre 3 = é

Exercice 29.10. Dans les définitions précédentes de la colinéarité, on a exclu le
cas de vecteurs nuls. Que deviennent ces définitions si on supprime cette exclu-

sion?

Définition 29.6. On dit que deux droites sont paralléles si et seulement

si elles ont la méme direction.

Remarque 29.9. 1l faut ici entendre « paralléles » au sens large, c’est-a-dire que
I’égalité est possible. Dans le cas ou on voudra exclure la possibilité d’égalité on

écrira « strictement paralléles ».
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Onremarque I’analogie entre colinéarité des vecteurs et parallélisme des droites.
Dans un cas comme dans I’autre on exprime le fait que deux objets géométriques

ont la méme direction. On notera :
Notation 29.1.
— o P p 7 — '
1. a || b la colinéarité entre les vecteurs @ et b,
2. D || € le parallélisme des droites D et &.
Il n’y a pas de risque de confusion.
La colinéarité des vecteurs est ce qu’on appelle une relation d’équivalence. Ce
qui signifie qu’elle posséde trois propriétés :
Réflexivité : quel que soit le vecteur d onad || a.

Symétrie : quels que soient les vecteurs @ et g,
a|b=0b|a.
Transitivité : quels que soient les vecteurs a, g etc,
@|beth|c=a]|c.

Exercice 29.11. Parmi les relations suivantes, lesquelles sont des relations d’équi-

valence :

1. le parallélisme large des droites dans ’espace,

N

. le parallélisme strict des droites dans l’espace,
3. le non-parallélisme des droites dans I'espace,
4. la perpendicularité des droites dans un plan,
5. la perpendicularité des droites dans 'espace.

Dans I'espace euclidien, c’est-a-dire celui dont parle ce cours, quelle que soit sa

dimension, on a I’énoncé suivant, dit « postulat d’Euclide » :

Axiome 29.1. Un point M et une droite D étant donnés. Il existe une droite et une

seule contenant le point M et paralléle a D.

Il s’agit d’'un axiome, c’est-a-dire d’'une donnée initiale que 'on ne démontre
pas. Au contraire les théoréemes sont, eux, des énoncés que 'on peut prouver a

partir des axiomes.



374 Chapitre 29

Si Pon admet le postulat d’Euclide alors la géométrie euclidienne, enseignée
au lycée et connue depuis des siécles, en découle. D’autres choix sont possibles.
Les mathématiques et la physique utilisent couramment la géométrie elliptique
ou une droite n’admet aucune paralléle propre et la géométrie hyperbolique dans

laquelle une droite posséde une infinité de paralleles passant par un point donné.

29.4. Plans dans I'espace

29.4.1. Déplacements dans un méme plan

Donnons-nous un vecteur 1 # 0 dans I’espace et un point initial Mp. Imagi-
nons un véhicule capable de se déplacer uniquement selon des multiples de 4 et
commencant son déplacement au point M. Le véhicule effectue une premiére
translation de vecteur cigt ot1 v est un réel quelconque, il arrive en M. Puis une
deuxiéme translation de vecteur o1 U partant de M. Il arrive alors en My. Ceci
se poursuit un nombre N de fois : arrivé au point Mj, il effectue une translation

de vecteur a1 et parvient au point My 1.

/M3
a2,
Mo
O
O

On constate que tant que les translations suivent des multiples de # le véhicule

M,

Mo

se déplace sur une méme droite. Il s’agit, bien siir, de la droite passant par M et
de direction . Cette droite n’est, d’ailleurs, que I'ensemble des points que ’'on
peut obtenir ainsi, autrement dit 'ensemble des point P tels qu’il existe un réel

T — . s, . .

a tel que My P = au. Ceci s’écrit plus succinctement
R

{P|3aeR MP = aii}.

Nous démontrerons ce fait a la proposition 29.15 de la section 29.6.

. . ’ . b
Donnons-nous maintenant, dans ’espace, deux vecteurs non-colinéaires u #
g — A . . 21 , .
0 et ¥ # 0 ainsi qu’un point initial M. Notre véhicule se déplace maintenant

selon des multiples de 4 et de ¥/.
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—
v
— y
500008000000 a% 5000 —_—
o
z z
. =
. a3v
e—
- .
/itzu .
....... o Y : Creeeeen) Yy
coocooooosocghoooc —_— I —_—
/ ; / :
xT x

On constate aisément que le véhicule se déplace toujours sur le méme plan

(celui dont une partie est figurée en gris clair ci-dessus). Notons II ce dernier.

Proposition 29.2. Le plan 11 est 'ensemble des points que I'on peut obtenir
en partant de My et en effectuant les translations de vecteur o et celles de
vecteur 3U pour toutes les valeurs réelles de v et de [3, ou, ce qui revient au
méme, 11 est 'ensemble des points que I'on peut obtenir en partant de My et en
effectuant les translations de vecteur ol + BU pour toutes les valeurs réelles
de et de 3.

Plus rigoureusement :

= {P|3acR,3B R MP = ail + 57}

Remarque 29.10. On dit que le plan II est engendré par le point M et les vecteurs

uetv.
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Proposition 29.3. Quel que soit le plan P il existe un point My et deux
vecteurs i et ¥, non colinéaires entre eux, tels que P soit le plan engendré par

My et les vecteurs U et V.

Remarque 29.11. 1l y a bien siir, pour engendrer un méme plan P, une infinité de

choix possibles de point et de vecteurs.

Notons que, jusqu’a présent, nous avons utilisé une notion intuitive de ce
qu’est un plan dans ’'espace mais n’en avons jamais donné une vraie définition.

Ceci est possible en se servant des propositions 29.2 et 29.3 précédentes.

Définition 29.7. Un ensemble £ de points de I'espace est un plan si
et seulement si il existe deux vecteurs non colinéaires 4 et v tels que

quels que soient les points A et B de £ il existe des réels « et 3 tels que
AB = il + B,

Remarque 29.12.

Un voyageur errant dans un espace a 50
dimensions, cherche un monde comme
le noétre. 11 lui suffit de trouver un
espace descriptible a I’aide d’un point
et de trois vecteurs, ceux-ci ne pouvant

étre représentés dans un méme plan.

Les vecteurs qui peuvent engendrer un plan ont un nom particulier.

Définition 29.8. On dit que le vecteur # est directeur du plan P si et
seulement si, quel que soit le point M appartenant & P son image par la

translation T de vecteur i appartient aussi a P.

— — . .
Les vecteurs u et v de I’exemple ci-dessus sont donc tous les deux directeurs

du plan II.
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Résumons :

Le plan IT est engendré par le point My et les vecteurs 4 et .

0

U et U sont directeurs du plan est directeur du plan 11, et, M € 1T

Remarque 29.13. Soit A, B C' trois points distincts, non alignés. Il existe un plan
qui les contient tous les trois que 'on peut appeler (ABC') (ceci sera démontré
plus tard, pour le moment on I’admet). Si D n’est pas un point du plan (ABC)
alors il n’est pas possible partant de A d’atteindre D par des translations de vec-

teur ol et Bv. z

De
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La méme scéne vue sous un autre angle :

De

Be

On voit que quels que soient les réels a et 3, la translation de vecteur au + (v
déplace les points du plan (ABC') dans lui-méme. Le point D ne peut pas étre

atteint.

—
Il revient au méme de dire que le vecteur AD ne peut pas s’écrire comme une

. . . ’ . —_ —_
combinaison linéaire de AB et AC'.

7 ) . — — — . .
Définition 29.9. On dit que les vecteurs u, ¥ et w sont coplanaires si
et seulement il est possible d’écrire un des vecteurs comme une combi-

naison linéaire des deux autres.

Cette définition peut se reformuler de maniére équivalente :

Définition 29.10. On dit que les vecteurs u/, U et w sont coplanaires

si et seulement il existe des réels , 5 et v, non tous nuls, tels que
— — — P~

au + B +~yw = 0.

Remarque 29.14. Ne confondons pas « non tous nuls » avec « tous non nuls ».
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Proposition 29.4. Avec les notations de l'exemple 29.13 qui précéde, on a les

reformulations :

Le point D n’appartient pas au plan (ABC)).
i)

—_—
Le vecteur AD ne peut pas s’écrire comme une

. . . ’ . = A~
combinaison linéaire de AB et AC'.

i)

E, E et A—d ne sont pas coplanaires.

Proposition 29.5. Si P est le plan engendré par le point A et les vecteurs
U et U non colinéaires entre eux, alors tout vecteur directeur de P est une

combinaison linéaire de U etv.

Démonstration. Soit h un vecteur directeur de P. D’aprés la définition 29.8, le
point B, translaté de A selon le vecteur h appartient aussi a4 P. Comme le point
A et les vecteurs i et v engendrent P il existe des réels « et 3 tels que B soit le

translaté de A selon le vecteur ol + 3. Onadonch = AB = au + fv. O

Exercice 29.12.

Le rectangle EFGH est
paralléle a la base ABC'D de la
pyramide ci-contre. Le point £
est le milieu de [AI].
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1. Sélectionner ci-dessous les vecteurs coplanaires avec AB et AC :
AB,AC,AD, AE, AF, AG, AG, AI, BC, BD, BE, BF, BG, BH,
BI,EF,EG,EH,EI, FG,FH.

2. Déterminer tous les vecteurs coplanaires avec AT et BI.

ke . — . . . ’ . T A~ - .
3. Ecrire AG comme une combinaison linéaire de AB, AD et Al ,puis comme

une combinaison linéaire de AB , BC et C_'f

Exercice 29.13. Sil’on se donne un point et deux vecteurs colinéaires, peut-on

engendrer un plan? Un unique plan? N’importe quel plan?

Proposition 29.6. Un plan engendré par un point My et deux vecteurs non

nuls et non colinéaires est unique.

Remarque 29.15. Ceci a pour conséquence que la donnée de ces trois éléments,

point et vecteurs, définit sans ambiguité un unique plan.

Démonstration. On démontre le proposition 29.6 pas ’absurde. Soient My un
point ainsi que U et ¥, deux vecteurs non nuls et non colinéaires. Supposons qu’il
existe deux plans distincts P; et P2 contenant chacun le point M, et admettant
tous deux % et ¥ comme vecteurs directeurs. Si P; # Po c’est qu'il existe au
moins un point M; appartenant a P; mais pas a Ps.

Comme M; € P; cela signifie que J\m> est une combinaison linéaire o +
B de U et v. Mais M est aussi un point de P, donc en effectuant une translation
de vecteur ot + 30 on doit obtenir encore un point de Py (puisque % et ¥/ sont
directeurs de Ps). C’est absurde. (I

29.4.2. Configurations de deux plans

Dans I’espace deux plans distincts sont soit paralléles, soit sécants.

Remarque 29.16. On retrouve ce que ’'on connait déja a propos des configurations

possibles d’une droite dans un plan. Ce n’est pas un hasard :

— Dans un plan qui est de dimension 2, il y a deux configurations possibles

pour deux droites qui, elles, sont de dimension 2 — 1 = 1.
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— Dans I'espace de dimension 3, il y a deux configurations possibles pour

deux plans qui, eux, sont de dimension 3 — 1 = 2.

— Dans un espace de dimension 4, combien y a-t-il de configurations pos-

sibles pour des sous-espaces de dimension 3?

Dans l’espace les plans sont les analogues des droites dans un plan.
z

!

Les deux plans n’ont aucun point en commun. Quel que soit le vecteur direc-
teur d’un des plans, il est aussi directeur de 'autre plan. (c’est le méme vecteur
U qui apparait sur un plan et sur I'autre.

Ainsi si un plan P; est engendré par deux vecteurs U et U et un point A alors

tout plan paralléle P5 sera également engendré par ces mémes vecteurs.
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Si I'on choisit, pour engendrer P, un point appartenant déja a P; alors on
aura Py = P;. Par contre si 'on choisit, pour engendrer Ps, un point extérieur

a P alors P, et P; seront strictement paralléles.

z

Les deux plans sont sécants. Leur intersection est une droite (A sur la figure).
On se convainc facilement que les seuls vecteurs qui soient directeurs a la fois

d’un plan et de 'autre sont les vecteurs directeurs de cette droite d’intersection.
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29.4.3. Configurations d’un plan et d’une droite
Avec une droite et un plan dans I’espace, trois situations sont possibles :

1. la droite est contenue entierement dans le plan,
2. la droite intersecte le plan en un unique point,

3. la droite et le plan ne se rencontrent pas.

Exercice 29.14. Rattacher chacune des « images » suivantes a I'une des trois

situations ci-dessus :

1. une fleche piquée dans une cible,
2. un surf glisse sur une eau calme,
3. un avion survole 'océan,
4. on coupe tout droit une toile avec des ciseaux,
5. le périscope d’un sous-marin dépassant de I’'eau,
6. un trait droit a la craie sur un tableau noir,
7. un ascenseur donne acceés aux différents niveaux d’un immeuble,
8. des fers a béton dans une dalle mince de béton,
9. une paille a travers un couvercle en plastique,
10. le mat sur le pont d’un grand voilier,

11. un sous-marin se déplace en ligne droite en demeurant 50 m sous la surface

de l'eau,
12. une tringle de penderie est fixée sous une étagere,
13. un soc de charrue trace un sillon rectiligne,

14. une pierre tombe le long d’un mur vertical.
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29.5. Bases et reperes de I'espace

29.5.1. Bases dans I'espace

Définition 29.11. Une base de l'espace est un triplet de vecteurs

N
(Zi, b, E’) satisfaisant les conditions suivantes :
1. aucun des vecteurs n’est le vecteur nul,
. 5 .= T — e .
2. iln’y a pas, parmi a, b et ¢ de vecteurs colinéaires entre eux,

3. il n’est pas possible d’exprimer un des vecteurs comme combinai-

son linéaire des deux autres.

Une base de 'espace doit permettre d’exprimer n’importe quel vecteur de 'es-
pace comme une combinaison linéaire des trois vecteurs de la base. C’est la raison

’étre des conditions dans la définition. Passons-les en revue :

— Aucun des vecteurs ne doit étre nul.

Supposons, par exemple, que le troisiéme vecteur d’une base B soit nul,
- —
autrement dit que 3 ala forme (8, b,0 ) .Les seules combinaisons linéaires
— —

qu’il est possible d’exprimer avec B sont toutes de la forme a@ +3b +70 =
—

ad + Bb. Ce sont des combinaisons linéaires de deux vecteurs seulement,

—

de la forme a@ + f3b . Elles ne peuvent décrire tout 'espace des vecteurs

qui est de dimension 3 (voir la proposition 29.2). Par exemple, ci-dessous, le
— A Lo o c . — '

vecteur Z ne peut pas étre écrit comme une combinaison linéaire aa + 5b

R —
des seuls vecteurs a et b.
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— Les vecteurs ne peuvent étre colinéaires entre eux.

Supposons le contraire, c’est-a-dire que que les trois vecteurs d, boete
sont tous colinéaires les uns aux autres, autrement dit qu’il existe des réels
a et B tels que d = ac et b = BC. Alors une combinaison linéaire des
trois vecteurs ne sera a nouveau qu’un vecteur colinéaire aux précédents.
Prouvons-le : Une combinaison linéaire de @, g et ¢ s’écrit, en toute gé-
néralité, k,a + kbg + k. ou kg, ky et k. sont trois réels. D’apreés ce qui
.
précéde kod + kyb + ko¢ = kqoac + kpBC + kol = (koo + kp8 + ke) €,
autrement dit un vecteur colinéaire & ¢. On ne peut se déplacer que dans

une seule direction : impossible de parcourir 'espace, ni méme un plan.

— Il ne doit pas méme y avoir deux vecteurs colinéaires entre eux.

Supposons, par exemple, b | ¢. Dans ce cas b = (¢ pour un certain
réel (3 et les combinaisons linéaires de @, g et ¢ ne sont, in fine, que des
combinaisons linéaires de b et . Or, voir le point 1 et la proposition 29.2,
avec deux vecteurs on ne peut engendrer qu’un plan et non I’espace tout

entier.

— Définition 29.11-3 Aucun vecteur ne peut étre combinaison linéaire des
deux autres :
En effet, puisque dans le cas contraire, les trois vecteurs seraient copla-
naires et n’engendreraient au mieux qu’un plan mais jamais ’espace entier

(voir la remarque 29.13 et la proposition 29.4).

Remarque 29.17. Dans la définition, la condition 29.11-3 est en fait suffisante car

elle implique les deux autres :

Il n’est pas possible d’exprimer un des vecteurs comme

combinaison linéaire des deux autres.

A d t 5 . — - —

ucun des vecteurs IIn’y a pas, parmi a, b et ¢, de vecteurs
b . ’ .

n’est le vecteur nul. colinéaires entre eux.

Exercice 29.15. Démontrer les deux implications de la remarque 29.17.prop

Exercice 29.16. En utilisant la remarque 29.17, démontrer que si (i, v, w) est
une base de I'espace alors (a1u + az¥, b0 + bow!, W) ot ay # 0, as, by # 0 et

ba sont des coefficients réels, est également une base.
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29.5.2. Indépendance linéaire

Définition 29.12. On dit que des vecteurs (deux, trois ou plus) sont li-
néairement indépendants, ou forment une famille libre, si la seule com-
binaison linéaire de ces vecteurs qui soit égale au vecteur nul est celle
dont tous les coefficients sont nuls.

11 revient au méme de dire qu’aucun des vecteurs de la famille ne peut
étre combinaison linéaire des autres.

Si les vecteurs ne sont pas linéairement indépendants, on dit qu’ils

forment une famille liée.

On peut mathématiser cette définition :

Définition 29.13. Des vecteurs 4;, U3, ..., Un, sont linéairement indé-
pendants si et seulement si

n

E oty =0=>a=as=--=qa, =0

i=1

Exercice 29.17. Quelle particularité posséde le vecteur nul vis-a-vis de I'indé-

pendance linéaire ?

Exercice 29.18. Montrer que
U || ¥ = 4 et ¥ ne sont pas linéairement indépendants.
Exercice 29.19. Montrer que

— = — .
u, v et w sont coplanaires

I o .
= U, U et W ne sont pas linéairement indépendants.

On peut maintenant reformuler la définition d’une base :

Définition 29.14. Une base de I'espace est un triplet de vecteurs linéai-

rement indépendants.




Vecteurs, droites et plans de I'espace 387

. . — - — . ’ . . ’
Exercice 29.20. Soient a, b et ¢ des vecteurs linéairement indépendants.

1. La famille (5 + b +c,ad— b +2¢,2d + 3h + 33) Pest-elle
également?

2. Méme question avec (c_f + b +c,d — b +2¢,-3d + b — 83).

29.5.3. Coordonnées d’un vecteur

Rappelons un résultat intuitif mais important.

Proposition 29.7. Si les vecteurs i etV sont non colinéaires alors :

al =B &a=8=0

L’implication réciproque o = U < a = 3 = 0 est évidente. Démontrons

I'implication directe par disjonction de cas :

Sia#0et3#0: alorslesvecteurs au et 50 n’ont pas la méme direction, ce

qui est en contradiction avec leur égalité.

Sia=0etf#0: alorsoa_[:ﬁU@625?@5200u626.Cequie5t
impossible puisqu’on a supposé que 3 # 0 et que U n’est pas le vecteur

nul.
Sia#0et =0: analogue au cas précédent.

Sia=3=0: alorson abien égalité : pas de contradiction.

- - =
Proposition 29.8. Une base (2 2 J s k) étant fixée, on associe a tout vecteur
- = =
U un triplet (z,y, z) de réels, appelés coordonnées de ui dans la base (z 2 J k:)

en requérant que = wi +yj + zk.

Remarque 29.18. L’usage est d’écrire les coordonnées des vecteurs en colonne.

Nous admettons l’existence des coordonnées. Par contre nous allons prouver

P'unicité.
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x

o i .
Supposons que le vecteur 7 ait dans la base (z 2 Js k) les coordonnées | 1y
z

mais aussi les coordonnées y' |.On adonc alors :

vi +yj ok =2 +yf + 2k

- e
7

soit encore (z — 2')i = (y —y)j + (&' — z)%>

Ou bien z =2’ :

(w—2)i =/ —y)f + (& —2)k
S0=(/ — )] + (&'~ 2)k
j=(

=y —y)j = (=~ )k
=y —y=0etz—2 =0 voir la proposition 29.7

=(z,,2) = (2,9, ).

vy | —z7 . . -
7+ k, ce qui exprime que 7 est

. /.
Ou bien z # z’: Dans ce cas o P

-
7 =
o o - T . A
une combinaison linéaire de j et k. Or celan’est pas possible par définition

d’une base.

Exercice 29.21. Un parallélépipéde rectangle est représenté ci-dessous.

B C

o1

E H

Parmi les triplets de vecteurs qui suivent, déterminer lesquels sont des bases.
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. (AB,AC,AD), 4 (IB,FG,KC), 7 (BA,BA,DA)
.. (AB,BD,CH), s (FB,AB,FH), s (JK,FB,FI)
3. (E,ﬁ,ﬁ), 6. (}ﬁ,ﬁ,ﬁ), 9. (ﬁ,ﬂ,ﬁ)

29.5.4. Coordonnées des vecteurs et combinaisons linéaires

Choisissons une base (i’, 7 k:) Les vecteurs et U y ont respectivement pour
coordonnées (Zy, Yu, 2v) et (Ty, Yo, 2, ), ce qui revient a dire que U = ', 7+ Y, T+
zuk et U = 2,74 yo T+ 2ok.

On a alors, quels que soient les réels a et 3

ot + BV =a (wud+ yu+ 2k) + B (2o7+ yuJ+ 20k
=z, T+ ay,J+ azk + B0+ ByuT + Bzok
= (O‘xu + va) 7+ (O‘yu + 5yv) j+ (azu + ﬁzv) E

On peut formuler la propositions suivante :

Proposition 29.9. Si dans une base donnée, les vecteurs i et U ont respec-
Ty Ty
tivement pour coordonnées | vy, | et | y, | alors le vecteur ai + BV a
Zu Zy
pour coordonnées
Ty Ty ATy + Py
al yu | +B8 v | =| ayut By
Zu 2y azy + Bzy

Proposition 29.10. Une base (T, 7 /;) étant fixée pour établir des coordon-

, = N
nées, pour tous vecteurs U (Lo, Yu, 2v) €t U (Ty, Yy, 2v) non nuls,

u H U 3ae R, (xuayuyzu) = (xv,yv’zi)
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Cette proposition dit que deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si les
coordonnées de I'un sont égales a « fois celles de I’autre, pour un certain réel a.
On exprime souvent cela en disant que deux vecteurs sont colinéaires si et seule-
ment si leurs coordonnées sont proportionnelles. Cette formulation est & prendre
avec prudence lorsque certaines coordonnées sont nulles (pas toutes puisque les
vecteurs ne sont pas nuls).

La proposition se montre aisément & partir de la définition 29.5. D’aprés cette
définition ¥/ || ¥ équivaut a 'existence d’un réel o tel que U = av.

En décomposant les vecteurs sur la base, on a :

Ul =>JaeRu=av
=3da e R, 2,7+ yuJ+ ZUE =« (xJ+ Yol + ZUE)
=30 € R, (x4 — azy)T= (o — yu) T+ (a2 — 24) k (%)
STy = ATy, Yo = W, Zu = A2y (%)

= (xuaym Zu) =« (xwyv; Zv) .

Détaillons le passage de la ligne (%) alaligne (%) : Un vecteur colinéaire 4 7ne
peut pas s’exprimer comme une combinaison linéaire de 7' et k puisque (i’, 7 l;)
est une base. On a donc nécessairement x,, — ax,, = 0. Ceci implique maintenant
(Yo — yu) T+ (azy — 2) k = 0, donc encore (o — yu) T = — (azp — 20) K.

Or jH/E donc, a nouveau, ay, — y, = 0 et az, — 2z, = 0.

29.5.5. Reperes de I'espace

Dans 'espace a trois dimensions si un point est choisi comme origine et une
base est fixée alors chaque point peut étre repéré par trois coordonnées : son

abscisse, son ordonnées et sa cote.

Définition 29.15. Un repére de l'espace est un quadruplet constitué

d’un point, appelé origine, et de trois vecteurs, ceux-ci formant une base :

L/éf)/?’ f\ii\

un point un vecteur un vecteur un vecteur
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Remarque 29.19. Un repeére n’est donc simplement que I’association d’un point

et d’'une base.

—

Proposition 29.11. Un repére de I’espace (O ) 7 E) étant choisi, a chaque
Y, 2

point M on peut associer un et un seul triplet (z,y, z) de réels tels que

OM = xi'+yj+ 2k

Ce triplet est appelé :
« coordonnées » du point M par rapport au repére (O, 7 E)

1. Lorsqu’un repére est fixé il y a bijection entre les points de I'espace et R3
(Pensemble des triplets de réels). C’est-a-dire qu’a chaque point correspond

un triplet et a chaque triplet correspond un point.
2. Les coordonnées du point M ne sont autres que celles du vecteur OM .

3. L’usage est d’écrire les coordonnées des points en ligne.

Exercice 29.22. On considére le cube ci-dessous.

H
EG

B

1. Quelles sont dans le repére

/

A, zﬁ, E, zﬁ), les coordonnées des huit

sommets du cube ?
2. Idem dans le repére
3. Idem dans le repeére

4. Idem dans le repere

B
A
A,10AB,20AD,5 AE)
A

(
(
(
(

5. Idem dans le repére
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6. Les segments [AG], [BH], [EC| et [F'D] sont concourants en leurs milieux
aupoint I, appelé centre du cube. Quelles sont dans le repére (I , B , c , G ) ,

les coordonnées des huit sommets du cube ?

Exercice 29.23. Les points P et 2 ont respectivement pour coordonnées (x, y, 2)
et (a, b, c) par rapport au repére (O, %7, E) Quelles sont les coordonnées de P
dans le repére (Q,j’, 7, E) ?

29.6. Droites, vecteurs et reperes

Dans cette section les coordonnées des points sont établies par rapport au re-

pére (O, 7,7 E) et celles des vecteurs par rapport a la base (7, 7 l;) . Récapitulons
certains résultats déja acquis :

— —
1. Pour tous vecteurs % et ¥ non nuls,

U ||V eJaeR U =at
<da € R*> (xua Yu,s Zu) =« (JTU,Z/U; Zv)

sda € R, 2, = axy et y, = ayy et 2, = azy.

— —
2. d est directeur de la droite D si et seulement si d et D ont la méme direc-

tion.

3. d est directeur de la droite D si et seulement si A € D = Tc_i (A) € D.

Exercice 29.24. Traduire en francais courant les assertions mathématisées conte-

nues dans 1 et 3.

A partir de ces résultats on en établit quelques nouveaux maintenant.

Proposition 29.12. Si A, B € D et A # B alors AB est un vecteur direc-
teur de D.

Démonstration. Le point A appartient a D, 'image de A par la translation TE,
autrement dit 7—— (A) n’est autre que B et appartient donc D. D’apreés 3, ceci

AB
entraine que AB est un vecteur directeur de D. O



Vecteurs, droites et plans de I'espace 393

Proposition 29.13. Si d est directeur de D alors, quel que soit le réel k non

nul, le vecteur ku est aussi directeur de D.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que, d’aprés 1, ku est colinéaire a 1, autre-
ment dit k£ & la méme direction que 1. Par définition d'un vecteur directeur #
et D ont la méme direction. Ainsi, par transitivité de I'implication, ku et D ont

la méme direction. Ce qui signifie que ki est directeur de D. O

=
Proposition 29.14. Si d et i sont deux vecteurs directeurs de la droite D

-
alors il existe un réel oo # 0 tel que d = .

Démonstration.

d et u directeurs de D
=d || d

* 7 —
=Ja € R*,d = au, par 1.

O
=
Exercice 29.25. Le vecteur d et le point M ont respectivement pour coordon-
11
6
nées 1—71 et (5, —%, —%). Le point A de coordonnées (126, %8, —4745)
1
6

5
appartient-il a la droite passant par M et de vecteur directeur d ?

. - = — . 7
Exercice 29.26. Les vecteurs u, ¥ et w ont respectivement pour coordonnées

7 2 44
-7 1, 3 et 36 . Existe-t-il des combinaisons linéaires de u et
1 4 4

— . . . S N
de v qui soient colinéaires a w ?

Silorsque I'on travaille dans un plan avec deux coordonnées seulement on peut

associer a chaque droite une équation de la forme y = ma + p ou & = a, ceci
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n’est pas vrai dans 'espace. Il existe, par contre, plusieurs facons courantes de
caractériser une droite données par une relation entre des coordonnées. La plus
simple découle de 3. C’est ce que 'on appelle une représentation paramétrique
de droite.

Proposition 29.15. Si M et i sont respectivement un point et un vecteur

directeur de la droite D alors

D={P|MP ||i} = {P|3aeR" MP = oii}

Démonstration.
Lorsque ’on commence la démonstration de la proposition 29.15 on ne sait s’il
—_
y a égalité entre D et {P | Ja e R*, MP = 0&7} (puisque c’est justement cette

égalité que 'on doit montrer). On pose donc, a priori :
I={P|3a R MP =il

et on cherche a prouver que D = T'. Pour ce faire il va suffire d’établir que D € T’
puis que I' € D.

Preuve de D C T : Soit @ un point de D.

Ou bien ) = M et dans ce cas () € I puisqu’il correspond au choix o = 0.

Ou bien ) # M. Comme ce sont deux points distincts de D, d’apres la propo-
sition 29.12 J\TQ est un vecteur directeur de D. D’apreés la proposition 29.14 cela
entraine qu’il existe un réel « tel que ]\TQ = au. Ce qui signifie que Q est un
point de I

Preuve de I' € D : Soit  un point de I". Par définition de I" il existe un réel a
tel que MQ = ai.

Ou bien o = 0 et dans ce cas Q € D.

Ou bien a # 0. Dans ce cas () est 'image de M par la translation de vecteur
ol . Comme ce dernier est un vecteur directeur de D d’apreés la proposition 29.13,
@ est un point de D.

Avec les notations de la proposition 29.15 ci-dessus, I" est une représentation
paramétrique de D.

O
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Remarque 29.20. Une droite comprenant une infinité de points et possédant une
infinité de vecteurs directeurs, elle admet une infinité de représentations para-

métriques.

Définition 29.16. Si @/ et M sont respectivement un vecteur directeur
—
et un point de la droite D alors {P | Ja e R*, MP = aﬁ} est une re-

présentation paramétrique de D.

Lorsqu’un repére est choisi, on peut utiliser les coordonnées pour écrire la
Ly,
représentation paramétrique. Si 4 Yu et M (xar, yur, 2ar) alors :

e

{P|3a eR* MP = aii}

s’écrit :
T — N Ty,
{P(a:,y,z) |Ja e R* | y—yum =al . }
Y—Ym en
ou encore :

T — T = Oy,
{P(w,yvz) | Ja € R¥, y—yM:ozyu}
Z— 2N = 2y

Exercice 29.27. La droite D admet dans le repére (O, ?,?, E) la représenta-

tion :

r=2+4+a«a
{P(x,y,z)HaeR*, y=>5—2«a }
z=—«

Préciser, sans calcul, les coordonnées d’un point de D et celles d’'un vecteur

directeur de D.
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29.7. Plans, vecteurs et reperes

Dans cette section un repére (O, 07, k) est fixé.
Il existe deux types courants de représentations pour un plan : les représen-
tations paramétriques a l'instar de ce qui a été vu pour les droites, mais aussi la

représentation par une équation dite cartésienne.

29.7.1. Représentations paramétriques

Si le plan IT admet les vecteurs u et ¥/, non colinéaires entre eux, comme vec-
teurs directeurs, et si II contient le point M alors II est exactement I’ensemble
des points P pour lesquels il existe une combinaison linéaire ot + 57 telle que

la translation T 7> 57 amene le point M sur le point P :

T = {PFa €R,IB€R,MyP = aii + 7} .

Evidemment ceci est vrai quel que soit le point M € II et quels que soient les

deux vecteurs directeurs de I non colinéaires entre eux.

an Ty
On peut, avec les coordonnées de My (o, Yo, 20), 4 | vyu | etV [ wo
2y Zy
encore écrire :
x — 20 Ty, Ty
H:{P(:c,y,z)HaeR,H,BeR, v—v |=al v |+8( w
Z— 20 2y 2y
T— 2y = Xyt By,
:{P(x,y,Z)lﬂaER,EBGR, Yy—vyo = ayu+6yu}
z—z20 = Qzy+ Bz

Exemple 29.4. L’ensemble des points de coordonnées (z,y, z) telles que :

r+5 = 3s+ 2,
yfﬁ = 557
z = —4s+1t,

ou s,t € R, est le plan passant par le point de coordonnées (—5, %, O) et ad-
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mettant les vecteurs de coordonnées 5 et 0 comme vecteurs

directeurs.

Exercice 29.28. Pour chaque plan ci-dessous, indiquer les coordonnées du point

et des deux vecteurs directeurs données par la représentation paramétrique.

T — 2 1 -2
1. y—2 =a 1 +b -9 oua,b € R,
z—10 1 4
T 3
2. y+8 =a 0 +b -9 oua,b e R,
z 1 4
T 4 -8
3. y = 8 + s 1 +t 0 ous,t € R,
z 2 1
r—11 = s+2t
4. Sy—44 = 5t ous,t€R,
z = 125
r = T—s+2t
5. = 84+t ous,teR.
z = 12

29.7.2. Equation cartésienne

Une autre facon de définir un plan particulier lorsque 'on dispose de coor-
données, c’est-a-dire finalement d’un repére, est ce que 'on appelle une équa-
tion cartésienne. Pour un plan dans I’espace, une telle équation est de la forme
axr + by + cz = d (& lordre des termes et la place du signe d’égalité prés)
dans laquelle a, b, c et d sont des constantes réelles. Dire qu’un plan P admet
azx + by + cz + d = 0 comme équation cartésienne signifie exactement qu’un
point P(z,y, z) appartiendra & P si et seulement si ses coordonnées (z,y, z)

vérifient cette équation.
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Proposition 29.16. Quel que soit le repére (O, %7, /;), quels que soient les
réels a, b, c et d non tous nuls, ’ensemble des points de I’espace dont les coor-

données (x,y, z) satisfont ax + by + cz = d est un plan.

— Il est utile de se rappeler que trois points sont toujours dans un méme plan.
La question de savoir s’il existe un plan qui contient tous les points ne se
pose qu’a partir de quatre points.

— Quelques minutes d’attention suffisent pour se convaincre que si chaque
fois que 'on a quatre points d’un ensemble £, ceux-ci sont contenus dans

un méme plan alors la méme chose est vraie lorsqu’on prend cinq points.
— Quelques minutes supplémentaires et il est clair que si chaque fois que 'on

a quatre points d’un ensemble &£, ceux-ci sont contenus dans un méme plan

alors la méme chose est vraie quel que soit le nombre n > 4 de points de

E.

Exercice 29.29. Fournir les minutes d’attention et justifier les quatre affirma-

tions précédentes.

Nous démontrerons la proposition 29.16 plus loin a I’aide du produit scalaire. En

attendant observons un exemple.
Exemple 29.5. Considérons 'ensemble H de points de I'espace dont les coor-
données (x,y, z), établies sous le repére (O, 5,7 /;), satisfont ’équation :

2 —3y+42—-5=0

Autrement dit H = {P(z,y,2) | 22 — 3y + 42 — 5 = 0}.
Les points A(1,—1,0), B (2,0,1) et C(0,1,2) appartiennent & H puisque

leurs coordonnées vérifient 'équation 2x — 3y + 4z — 5 = 0.

1 -1
e - . ’ . . .
Les vecteurs AB 1 et AC 2 ne sont pas colinéaires, il existe
1
1 2

donc un unique plan contenant les trois points A, B et C. Notons-le (ABC).
Jusqu’ici nous avons, a priori, deux ensembles de points : H et (ABC') dont

on sait qu’ils ont en commun les trois points A, B et C.
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Montrons que tout autre point de H se trouve aussi dans (ABC'). Soit donc
M (zpr, Yy, 20 ) un point de H. Ses coordonnées vérifient I'équation 22 — 3y +

5—2xpm+3ym 5 1 3 5
— =1 = 5o+ M- Les coordonnées

4z —5=0,onadonc z); =
de M sont (27, yar, § — Sxar + 2ynr).
M sera dans le plan (ABC) si et seulement si on peut écrire AM comme une

. . . ’ . - = .
combinaison linéaire de AB et AC. Maintenant :

m:)\ﬁ+uﬁ

JTJV[—l 1 -1
A ym +1 =Al 1| +p
%_%«TM"‘%yM %
xpy—1=A—p (L1)
& ym +1=A+2u (L2)

b —dam 4 Jym = fA+ 20 (L3)
Résolvons ce dernier systéme. (L2)—(L1) donne yp; — xp7 + 2 = 3 soit p =
—%mM + %yM + % En reportant dans (L1) on obtient A = zpy — 1 — %xM +
%yM + % = %xM + %yM — % Les valeurs de X et u trouvées vérifient les trois

équations du systéme.

Ainsi il existe bien des réels A et p tels que AM = AAB + ME. Le point M
est bien dans le plan (ABC).

Nous avons démontré que H £ (ABC). Tournons-nous maintenant vers

l'inclusion réciproque : (ABC') & H? Autrement dit les coordonnées de tout
point de (ABC) vérifient-elles I'égalité 2z — 3y + 42 — 5 =07
Soit M (s, yar, zar) un point appartenant a (ABC). Cela signifie que AM

. . e, o A~ =4 Vst . 5, .
est une combinaison linéaire « AB + SAC de AB et AC. Ce qui s’écrit, avec

Ty —TA T —TA rc —TA
les coordonnées comme: | ypr—ya | =a| yp—ya | +8 | yo —ya
ZM — ZA 2B — ZA 20 — ZA
que L'on peut réécrire :
ey = (1—a—pB)rva+azp+ Brc,
yv = (I—a—=PBya+ays+ Byc,

2y = (I—a—p)za+azp + Bzc.
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Avec ceci on a donc :

2epm + 3ym + 4zm
=2((1 —a—PB)za+axp+ frc) +3((1 —a - Blya +ays + Pyc) +
4((1 —a—B)za +azp + Bzc)
=(1—a—p8)2xa+3yas+4z4) + o (225 + 3yp + 425) +
B (2zc + 3yc + 42c)
=1-a—-p8)5+ab+5,carA,B,C eH
=)

Conclusion : tout point du plan (ABC') appartient & /. Des deux inclusions
H & (ABC) et (ABC) € H; on déduit que (ABC) = H. Le plan (ABC)
est exactement 'ensemble des points dont les coordonnées vérifient I’équation
20 —3y+42—-5=0.

Exercice 29.30. Déterminer une représentation paramétrique du plan P dont

une équationest 7z —y —z =9.

Exercice 29.31. Déterminer I’équation cartésienne de la forme z + by +cz = d

1 1
du plan P engendré par les vecteurs U 0 et v 1 et passant par
-5 1

le point G(5, 4, 3).

29.8. Barycentres

Définition 29.17. Un systéme pondéré de points est un ensemble de

couples (M;, w;) constitués d’un point M; de espace et d’un réel m;.

Remarque 29.21. Les réels m; sont appelés généralement les coefficients du sys-
téme. On parle encore des masses ou des poids du systéme. Les mots « poids » et
« masse » ont perdu ici le sens qu’ils avaient regu initialement de la physique et

peuvent désigner n’importe quelle quantité.

Remarque 29.22. « systéme pondéré de points » = « systéme de points pondé-

Iés ».
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Exemple 29.6. Les mobiles de Calder

Alexander Calder (1898-1976) est un
artiste plasticien américain. Il est en
particulier connu pour ses mobiles, ses
assemblages de formes animées par les

mouvements de I’air.

(M67 m6) (M7, M7)

En premiére approximation on néglige la masse des tiges de liaison. On obtient
donc un systéme de points pondérés par des masses : (M1, my), (Mo, m3), ...,
(My, mg). La question est de trouver 'emplacement du couteau, c’est-a-dire le

point A, afin que le systéme soit en équilibre.

Remarque 29.23. Insistons sur le fait que le mot « pondéré » est, dans le cadre des
barycentres, a prendre dans un sens général. Une pondération d’un ensemble de
points est 'association a chacun de ces derniers d’un réel ; celui-ci pouvant repré-
senter ce que 'on voudra. Dans le supérieur on utilise couramment des pondé-
rations avec toutes sortes d’objets mathématiques : vecteurs, matrices, fonctions,

etc.
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29.8.1. Définitions et premieres propriétés

Proposition 29.17. Soit {(Ml,ml)} = {(Ml,ml) ,
i€{1,2,..n}
(My,m3),...,(My,myn)} un systéme de n points distincts, pondérés par
des réels non nuls dont la sommey ;" | m; n’est pas nulle. Il existe un unique
point G tel que :
n
Z m1MZG = 6

i=1

Démonstration. On procéde par récurrence (voir chapitre 4 page 35) sur le nombre

n de points pondérés.
— Sin = 1iln’y a pas grand chose a dire :
! - = -
ZszzG = mlMlG =0
i=1

. . o~ g . .
si et seulement si MG = 0 puisque m; est non nul. Autrement dit,

1 Ao . ,
> ie1 miM;G = 0 si et seulement si G n’est autre que Mj.

— Sin=2:
2 [ — —_
ZszGZ =0 ©&mi MG + maoMsG =0
=1

< ( )
ﬁ(ml-i-mz)m:mz(m—m)
@(m1+m2)m=m2(m+M)
< ( )

Or il existe un et un seul point sur le segment [M7 M;] dont la distance a
My soit —™ de la distance M7 Ms.

mi1+me

— Montrons ’hérédité :
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Supposons, par hypothése de récurrence que, pour tout ensemble de n > 2

points pondérés (P, p1), (P2, pi2) 5 - -y (P fin)

n
il existe un point K tel que Z wiPK = 0 =)
i=1

Considérons maintenant une famille de n + 1 points pondérés (M;,m1),
(M27 m2)) eeesy (MTL7 mn)’ (MTL-‘rla mn+1)-

D’aprés 'hypothése de récurrence (=) il existe un point H tel que

n
ZmiMiH = 6 (*)
i=1

En considérant les deux points pondérés (M, 11, mp41) et (H, D> ;" m;),

d’apreés le cas ou n = 2, il existe un point G tel que

n
Mp1Mp1G + (Z ml> HG =0 ()
i=1
Il en découle :
n+1
Z miMiG
i=1
n — _
= Z miMiG + mz‘+1Mn+1G
i=1

= Z m; (W + H—G)) +mi 1My 1 G
zzl - . -

= Z m;M;H + Z (mzHG> +mip1 My 1 G
i=1 i—1

n n
:ZmiMiH + (Z mi> HG +m; 1M, +1G  en factorisant
i=1 i=1

n
=0 + (Z mz> HG +mit1 My G dapreés (+)
i=1

=040 d’apres (x%). 0
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Remarque 29.24. Lorsque I'on utilise le symbole de sommation, 'usage est d’éco-
nomiser les parentheses. Aussi 2?21 a; + b; signifie ay + by + ag + ba + a3 + bs,
car b ayant un indice ¢, il ne peut en étre autrement. On introduit des parenthéses
seulement dans les cas d’ambiguité. Par exemple a; + ag + a3 + b n’est pas la
méme chose que a1 + b+ az + b+ a3 + b. Dans le premier cas on notera plutét
Z?:l a; + b, qui se comprend comme (Zi’:l ai) + b, dans le second on écrira

Z§:1 (a; 4+ b) pour bien préciser que la sommation concerne aussi b.

Remarque 29.25. Mieux vaut mettre une parenthése inutile qu’en omettre une

qui est indispensable !

Remarque 29.26. La construction du barycentre d’une famille (M;,m;);. » de
points M; pondérés par des coeflicients m;, montre que celui-ci existe si et seule-

ment si la somme des coefficients ), > m; n’est pas nulle.

Définition 29.18. Le point G dont 'existence et 'unicité ont été établies
a la proposition 29.17 est le barycentre du systéme pondéré de points
{(Mh ml) ) (M27m2) IR (Mn7 mn)}

Proposition 29.18. Soit{(Ml, my), (Ma,ma),...,(M,, mn)} un systéme
den points distincts, pondérés par des réels dont la somme )" | m; n’est pas

nulle et G' son barycentre. Quel que soit le point M,

i=1 =1

Démonstration.

S m T =Y mi (VG + G

i=1 i=1

i=1 =1
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n
=0 + <Z m;GM ) par définition de G
i=1

= (Z mz—> GM  en factorisant.

i=1

Définition 29.19. L’isobarycentre des points {My, My,..., M,}
est le barycentre du systtme de points  pondérés

{(My, 1), (My,1),..., (M, 1)},

Il s’agit donc simplement d’un cas particulier de barycentre.

Voyons quelques propriétés des barycentres.

Proposition 29.19. SiG est le barycentre du systéme { (M1, m1) , (Mz,m2),
ooy (My,my)} alors, quel que soit le réel k # 0, c’est aussi celui du systéme

{(Ml, k:ml) y (Mg,kmg) go ooy (Mn,kmn)}

Démonstration. G est le barycentre du systéme {(Ml, my), (Ma,ma),...,
(M, mp)} se traduit par Y7 m; M;G = 0.
Onentire Y 1" | km;M;G = k>, miM;G = k0 = 0. ]

Proposition 29.20. Si l'on translate d’'un méme vecteur chaque point d’un
systéme de points pondérés de barycentre G alors le systéme obtenu d pour

barycentre le translaté de G.

Autrement dit, si G est le barycentre de {(Ml, my), (Ma,ma),...,
(My,my)} alors T3; (G) est le barycentre de {(Tﬂ (My),my), (Tﬁ (My),my),
e (Tﬁ (M) ,mn)}

Exercice 29.32. Prouver la proposition 29.20.
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Proposition 29.21.

1. La droite (AB) est 'ensemble des barycentres de {(A,1 — k), (B,k)}

lorsque k parcourt R.

2. Lesegment [AB] est I'ensemble des barycentres de {(A,1 — k), (B, k)}
lorsque k parcourt [0, 1].

Démonstration. Notons H I'ensemble des barycentres de {(A,1 — k), (B, k)})

lorsque k parcourt R.
P € (AB) équivaut a 3k € R, AP = kAB.On a les équivalences :

ﬁzkﬁ@ﬁ:k(ﬁvLP—B))
o AP = kAP + kPB

&(1—k)AP —kPB =0
&(1—k)AP + kBP =0
La derniere ligne signifie que P € H. On a bien (AB) = H. O

Exercice 29.33. Démontrer la seconde assertion de la proposition 29.21.

Exercice 29.34. Soit G le barycentre de (A, a) et (B, b). Que peut-on dire de la

position de GG dans chacun des cas suivants :

— a=0, — a et b sont de méme signe,
— b=0, — a et b sont de signes opposés,
— a=0>, — lal < 10].

29.8.2. Associativité du barycentre

Proposition 29.22. Considérons p familles de points pondérés ainsi que le

barycentre de chacune :
— G est le barycentre de la famille de points pondérés

Fi={(Mi1,m11), Mig,mi2),...,(Min,,min,)},
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— G est le barycentre de la famille de points pondérés
Fo={(Ma1,m21),(Ma2,m22),...,(Mp,,man,)},

— Gy, est le barycentre de la famille de points pondérés
Fp = {(Mp,la mp,l) ) (Mp,Q, mp,Q) Yoy (Mp,npa mp,np) }

Remarque 29.27. Remarquons que ces familles ont, a priori, des cardinaux n, na,
.» Ny, différents les uns des autres.

On note encore, pour chaque indice ¢ entre 1 et p, i; la somme totale des poids
de la famille i. Par exemple, on aura g = ;2 ma ;.

Remarquons encore que H = {(G1, 1), (Ga,p2) ;... (Gp, pip) } est aussi
une famille de points pondérés.

Soit F = UY_| F;, ’est-a-dire la famille qui regroupe tous les points pondérés
des familles F1, Fo, ..., Fp.

Alors le barycentre de H est aussi celui de F.

Cette proposition est rendue difficile a lire par la quantité de notation. Formu-
lons la, non plus en toute généralité, mais dans un contexte restreint de quelques

points.

F
|

4 A N

N
M-
( 173,.m1,3) (M m3,1)./@m3,3)
T :
(My1,m11) /1 2 (MJ,Z;m?,Q)
[ J
M2 1,M2,1) Fs

(M, 2,m12 U
N /

Ici F est 'union de trois familles de points pondérés Fi, F3 et F3. La somme
des pondérations de F7 est s = my 1 + my2 + my 3, celle des pondérations
de Fo est s3 = ma, celle des pondérations de F3 est m3 1 + m32 + ma3;
quant a celle des pondérations de F, elle est la somme des trois précédentes, soit

mi1+my2+my3+me1+ms1+ msa2+ mss.
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En notant Gy, G, G3 et G respectivement les barycentres de Fi, Fa, F3 et
F, la proposition 29.22 précédente, souvent dénommée « théoréme d’associati-
vité du barycentre », dit que G est aussi le barycentre de (G, s1), (G2, s2), et
(Gs, s3).

Autrement dit pour calculer le barycentre d’'une famille de points pondérés
on peut partitionner cette derniére en plusieurs sous-familles, calculer le bary-
centre de chacune de celles-ci et pour finir calculer le barycentre des barycentres
des sous familles, ou la pondération pour chaque sous famille n’est autre que la
somme des pondérations des points contenus dans cette sous famille. Ceci permet

de calculer un barycentre par étapes, ce qui peut rendre les choses plus faciles.

Exemple 29.7. Considérons la structure pondérée figurée ci-dessous sous deux

angles de vue différents :

H

ABCDEF est un hexagone régulier, JHI est un triangle équilatéral. Le plan
de I'’hexagone ABCDEF est paralléle a celui du triangle JHI. Les six points
de ’hexagone ont tous un poids de 3 et les trois points du triangle un poids de 2.

On cherche a déterminer ou se trouve le barycentre de ces neuf points.

Scindons I’ensemble des points en deux groupes : F; les points de I’hexagone

d’une part et F» ceux du triangle d’autre part.
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Au point de concours G de [AD],
[BE] et [CF]ona

3AG1 +3G1D +3BGy +3G1E

+3CG + 3G F

—_———
-0

=0

Ce point est donc le barycentre de
(A,3), (B,3), (C,3), (D,3), (E,3) et
(F,3).

Au point de concours G2 des
médiatrices du triangle JH I on voit
que 2JGy +2HGy + 211G = 0. Ce
point G2 est donc le barycentre de

(J,2), (H,2),(1,2).

D’aprés la proposition 29.22 le barycentre G de F est le barycentre de (G, 18)
et (Ga,6). G se trouve donc sur la droite (G1, G2) et satisfait

18GG1 +6GGy =0 <3GG; = —GG,.

G appartient donc au segment [G1Gs] et se trouve placé de telle fagon que :

3GG = GGo

Gy G

Ga
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29.8.3. Barycentre et coordonnées

Choisissons un repéere de 'espace (O, %7 E) par rapport auquel établir des co-
ordonnées. Soit ((M1,m1), (Mz,m2),...,(My,,my,)) un systéme de n points
distincts, pondérés par des réels dont la somme > | m; n’est pas nulle. On a

défini le barycentre de ce systéme comme le point G satisfaisant :
n
—_ —
Z mleG =0
i=1

Notons, pour chaque entier 4, (x;, y;, 2;) les coordonnées du point M;, (z¢, ya, 2¢)

celles de G et écrivons I’égalité vectorielle précédente avec celles-ci :

n n
S miMiG =0 <> mi(ve — )i+ (ye — vi) T+ (20 — 2) k = 00+07+0k
i=1 i=1

Sans exprimer les vecteurs du repere :

Z?:l my; ($G - xl) =0
Yomami (ya — i) =0
0
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Effectuons quelques manipulations :
n
Zm, TG — —O<:><Zmlxg>2mixi:0
i=1
n
& (Zml> TG — Zmiiﬂi =0
i=1 i=1

Srg = Z m;x; possible car Z m; # 0.

’L]. i=1

Des égalités analogues sont bien siir vraies pour yg et zg. On en tire I'expres-

sion des coordonnées de GG :

_ 1 n —
TG = 5 2im mimi = 0, n
Yo = % Sor myy; =0, ol w désigne la masse totale Z m;

_ 1 n _ i=1
26 = 5 Dy Mi%i = 0. '

29.9. Produit scalaire dans I'espace

29.9.1. Rappels de premiere

Le produit scalaire a déja été vu en classe de premiére en dimension 2, c’est-
a-dire dans le contexte du plan. Il s’agit d’étendre ces connaissances en dimen-
sion 3, autrement dit dans le cadre de ’espace. Parmi les notions vues en premiére,
beaucoup ne font pas appel a la dimension et sont donc valables quelle que soit

la dimension.

Définition 29.20. Soit une droite D et un point M du plan. On appelle
projeté orthogonal de M sur D le point M’ défini par :

— si M € Dalors M/ = M,
M eD
— sinon M’ est le point du plan tel que : N
(MM') LD

Voir la figure 29.1 page suivante.




412 Chapitre 29

FIGURE 29.1. — Projeté orthogonal

On étend cette définition aux vecteurs de la fagon suivante. Pour projeter le

5 o . .
vecteur u sur le vecteur v, ce dernier ne pouvant étre nul :
T ENE TR . — >
— on écrit u al’aide de deux points A et B comme © = AB,
— on choisit une droite D quelconque de direction ¥,

— on projette A et B orthogonalement sur D, ce qui donne deux points A’
et B'.

B
Le projeté orthogonal de # sur U est le vecteur py; (1) = A'B'.

Proposition 29.23. La projection orthogonale d’un vecteur sur un autre pos-

séde les propriétés suivantes :
— la projection orthogonale d’un vecteur sur un autre est un vecteur,
— le projeté de i sur¥ est colinéaire a U,

. 7 — . s . z \ —
— la norme du projeté de U sur v est inférieure ou égale a celle de U :

g @)|| < [l

La norme du projeté de u sur v dépend de celle de % et de I'angle (u,v).

Précisément :

Proposition 29.24.

g @)|| = ]| cos (i, ¥) |
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A — Ay 7 . . .
On connait donc lanorme de p; (u). On connait également sa direction puisque
. . . JO] LY ’ by .
l'on sait qu’il est colinéaire a ¥. On a vu en classe de premiére le théoréeme sui-

vant :

o
Théoréme 29.1. Quels que soient les vecteurs du plan i et U, siv # 0 alors

le projeté de i surv est le vecteur

=

py (W) = [[@]| cos (u, V)

<l

- —
Remarque 29.28. Si v # 0 alors ”ZTH a un sens. C’est un vecteur de méme di-

. A — . . . B .
rection et de méme sens que v. C’est aussi un vecteur unitaire, c’est-a-dire de

v el
longueur 1, en effet || = || = = = 1.
17| V]

Définition 29.21. On définit le produit scalaire de deux vecteurs par :
— quel que soit le vecteur 1, 0.0u=0et.0 =0,

— quel que soient les vecteurs i et v tous deux non nuls,

@ .7 = [[@] 7] cos (i, ¥)

Remarque 29.29.

— Pour distinguer le produit scalaire du produit des nombres on utilise le

symbole « . » pour le représenter.

— Le produit scalaire est une « opération » entre deux vecteurs dont le ré-

sultat est un nombre réel.
— Le résultat d’un produit scalaire peut étre négatif, nul ou positif.

— La norme d’un produit scalaire @ . v dépend des normes ||t|| et ||7/]| des

vecteurs U et U mais aussi de I'angle (u, V).
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Proposition 29.25. Soitu et U, deux vecteurs du plan. Le produit scalaire
del parv, noté . v, est le nombre réel défini par :
.= = — g
sitt =0 ouv =0 (ou les deux) alors :
— —>
u.v =0,

si I'angle (4, V) est aigu :

sinon U.U = Hpg (ﬁ)H : |_> >

si Uangle (V) est obtus :

U.v=—|jpg @) [I7
sinon, 'angle (U, V) est droit et :

u.v=0.

Démonstration. Les différents cas ne sont pas disjoints mais leur réunion est ex-

haustive.

— Sil_[ :6 ¥ =0 alors, oubien @ .7 = 0- |7l cos (@, v) = 0, ou bien
= ||u|| - Ocos (u,v) = 0.

— Si% #£0 ety #0 etangle (i, 7) est aigu alors cos (&, v) > 0 donc :

12| [[7]] cos (i, )
[} ([1Z]} cos (i, 7))

= |lpg @) - 171

- =
UV

Siti #£0 ety #0 etangle (i, 7) est obtus alors cos (@, ¥) < 0 donc :

@.7 = [ cos (i, 5)
= 3] (@Il -  leos (@, 7))

—> —

=~ g @] 17

— Sil’angle (u, V) est droit alors cos (#,v) = 0 donc :

U {1V cos (2, )
[Z{HI] - 0

=0
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Proposition 29.26.

Le produit scalaire est commutatif :
- = = = - =
VUu,v, U0 =0 .U

Le produit scalaire est bilinéaire :

Vi, v, W, (4 +7) W = U .w) + (VW)
VU, 0, W, d (0 +w) = (d.0) + (U W)
VU, 0, VAXER, A+ (4 .¥) = (M\d) .U =1 . (\V)

Exercice 29.35. Un parallélépipéde rectangle est représenté ci-dessous.

B C

o1

E H

On donne AE = 3, AD = 4 et AB = 6. I estle milieu de [BE]. J et K partage

[HC] en trois segments de méme longueur. Déterminer les produits scalaires

suivants :
AB .AB AB.BA AB . AA AB . AE
AB .BE AB.EB AB . AT AB.EI

AB.ID AB . AK AB.KG AB.FK.
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Le résultat suivant est trés utilisé.

Proposition 29.27. Soient U et U deux vecteurs du plan non nuls. i et v sont

. . — ~
orthogonaux si et seulement sipy (i) = 0.

Exercice 29.36. Prouver la proposition 29.27.

Proposition 29.28. Quel que soit le vecteur du plan i,

i1 =|u|f?

Remarque 29.30. On peut donc retrouver la norme a partir du produit scalaire :

7] = v ..
Démonstration.
u.u = |l | cos (w,u)
= [[@]|* cos (0)
2
= |l

Exercice 29.37. Développer les expressions suivantes :

— ||l + 7|3 — ||l + 7+ d|*
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29.9.2. Expression dans un repere orthonormé

Définition 29.22. Une base (u, v, w) est

— orthogonale si et seulement si les vecteurs qui la composent sont

orthogonaux deux a deux : ¢ 1 ¥, ¥ L wetw L u.
- —
v

Ce que l'on peut exprimer aussi par ¢ . v = 0, ¥ . w = 0, et
— -
wa.u =0.

— normée si et seulement si tous les vecteurs qui la composent sont
de norme 1: ||| = 1, ||J]| = 1 et ||/|| = 1. Ce que I'on peut
. . - = - = —  —
exprimer aussiparv .4 = 1,v .U = L,etw .w = 1.
— orthonormée si et seulement si elle est a la fois orthogonale et nor-

mée.

Définition 29.23. Un repére (A, 4,V ,w) est orthogonal (respective-
ment normé, respectivement orthonormé) si et seulement si la base

(u,v,w) lest.

Proposition 29.29. Munissons l’espace du repére orthonormé (O,i’, 7
Ty
Soient U et U, deux vecteurs de coordonnées respectivement Yu
2y
Ty
Yy |- Alors
2y
UV = Tuy + Yulho + 2uZ
Ly

z . . — — . 7
Démonstration. Dire que u et v ontrespectivement pour coordonnées Y,

Zu

).

et
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Ly
et Yo revient exactement a dire que :

2y

U= T+ YuJ + ZUE

et
T = 2T+ Yol + 20k
Gréce a la bilinéarité du produit scalaire :
U.v = (xu7+ Yul + zuk> (mvz + Yy + 2y )

= (ylv ) + (Tu¥vyu)) + (xui' 2y ) + (YuT» T?) + (YuT s y0]) +
(yu'+ 20k) + (2uk v 20) + (2uk 2 90]) + (20« 20F)

= 2@y (T27) + 2y (T2 1) + Tuzo (T4F) + yuwn (747) + yuyo (7+7) +
Yuzo (7+K) + zuzo (K 7) + zuyo (K 7) + 2020 (K. F)

= TuTy 1+ 2uYp 0+ 2u2y - 0+ yuy - 0+ yuyp - 1 +
Yuzv - 0+ 24Ty - 0+ 20Yp - 0+ 2420 - 1

= TyTy + YuYv + 2uy

O

Remarque 29.31. Insistons sur le fait que la formule précédente (proposition 29.29)
qui donne le produit scalaire en fonction des coordonnées des vecteurs n’est va-
lable que si le repére par rapport auquel sont établies ces coordonnées est ortho-

normé.

Exemple 29.8. Supposons que le repére (U ,a,b,c ) soit seulement normé, par
— — —
exemple ||d|| = Hb H = ¢l =1maisd.b =3,b.¢ =1etc.d =0.Les
Ly Ly
— — . .
vecteurs ¢ et v de coordonnées respectivement Yu et Yo aurons

2 2
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pour produit scalaire

= Ty (@ .0)+ Tyyy (4 - g) + Ty2y (@ C) +
YuTo (Z 5’) + gy (b g) + yuzo (b 3) +
2uTy (C o @) + 20y (3 g) + 2y2y (€ 4 C)
= Tu®y- 1+ zuYy - % + zuzy - 0+ Yuy - % + YuYo - 1+
= TuTy + YuYo + 2uzo + % (Tulo + Yutv) + % (Yuzo + 2uyo)

Exercice 29.38. L’espace est muni du repére orthonormé (O, %7 E)
Déterminer le cosinus de 'angle (E, A—C;) sachantque A(2,-2,2), B(—7,1,5)
et C'(6,0,11).

On déduit de la proposition 29.29 'expression de la norme d’un vecteur en

fonction de ses coordonnées.

Proposition 29.30. L’espace est muni du repére orthonormé (O, 07, k) . Soit
Ty,

— /

U, un vecteur de coordonnées Yu , alors :

2y

Remarque 29.32. Cela donne également la distance entre deux points :

AB = HEHQ = \/(xB —z4)” + (yp —ya)* + (25 — 24)°

Exercice 29.39. Démontrer la proposition 29.30.
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29.9.3. Orthogonalité de deux droites

Dans l'espace, pour deux drgites, Porthogonalité differe de la perpendicularité.

T

1 Wen-dessous)

Définition 29.24. Deux droites (D7) et (D3) sont :

— orthogonales si il existe un vecteur d; directeur de (D) et un vec-
— — —
teur dg directeur de (D3) tels que dy L da,

— sécantes si il existe un point M tel que (D1) N (D2) = {M},

— perpendiculaires si elles sont a la fois orthogonales et sécantes.

Remarque 29.33. Ainsi deux droites perpendiculaires sont toujours orthogonales

mais deux droites orthogonales ne sont pas forcément perpendiculaires.
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Exercice 29.40. Montrer que (D7) et (D2) sont orthogonales si et seulement si
n’importe quel vecteur directeur de (D7) est orthogonal 4 n’importe quel vecteur
directeur de (Ds).

Exercice 29.41. Montrer que si (D7) L (Ds) et (D3) || (D2) alors (D7) L
(D3).

Exercice 29.42. Donner un exemple montrant que (D) L (D2) et (D3) L (D2)
n’entraine pas nécessairement que (D7) || (D3) ou (D7) = (D3).

29.9.4. Vecteur normal a un plan

Définition 29.25. On dit que le vecteur 77 est normal au plan (P) si quel

que soit le vecteur d directeur de (P) onan L d.

Proposition 29.31. Si 1 orthogonal a deux vecteurs, non colinéaires entre
eux, directeurs du plan (P) alors est orthogonal a tous les vecteurs directeurs
du plan (P).

Démonstration. Supposons que 671 et CE sont deux vecteurs, non colinéaires entre
eux, directeurs du plan (P) et que 7 orthogonal & ces deux vecteurs.

Soit & un vecteur directeur de (P). D’aprés la proposition 29.5 il existe des
réels a et [ tels que h = ad-f + Bd-; . Maintenant :

E.ﬁ:(aa-kﬁd?).ﬁ
:a~0+6-0puisquegfLﬁet£Lﬁ

=0

O

iR
Exercice 29.43. Montrer que si la droite D, de vecteur directeur d, est incluse

dans le plan P et 77 est normal & P alors dLn.
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Proposition 29.32. L’espace est muni du repére orthonormé (O, 07, E) Si
Q@

A(wa,ya,24) appartient au plan P etsin [ 3 est normal a P alors

g
‘P admet I’équation cartésienne :

a(@—za)+By—ya) +v(z—24)=0

Démonstration. Notons (z,y, z) les coordonnées d’un point M de P. Puisque A
—

et M sont deux points de P, AM est un vecteur directeur directeur de P donc

—_—

AM 1 7.0r

AM 1 n <AM .n =0
Sa(r—za)+ By —ya)+v(z—24)=0

Proposition 29.33. Un repére orthonormé (O, %7 E) est fixé. Si P admet
une équation de la forme ax + by + cz+d = 0 alors le vecteur de coordonnées
a

b est normal au plan P.

Exercice 29.44. Démontrer la proposition 29.33 qui précede.

Proposition 29.34. Soit u; un vecteur normal au plan Py et iy un vecteur

normal au plan Ps.

P1 || P2 ouPy = Py si et seulement siuj et us sont colinéaires
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Exercice 29.45. Démontrer la proposition 29.34 qui précede.

Proposition 29.35. Soit 7 un vecteur normal au plan Py et us un vecteur

normal au plan Ps.

P1 L Py siet seulement siu; L us

Exercice 29.46. (Laissé au lecteur) Démontrer la proposition 29.35 qui précéde.

29.9.5. Projections orthogonales
Sur une droite

Les coordonnées étant établies par rapport au repere orthonormé (O, %7 E)
a
on considére la droite D passant parle point A (24,4, 24) etadmettanty | b

c
pour vecteur directeur. Soit M (57, yas, 20 ) un point quelconque de I'espace et

N un point quelconque de D.

On va étudier la distance M N, ou plutét son carré M N2. Une représenta-

T=x4+ta
tion paramétrique de D est « P(x,y, 2) | y=ya+1t3 . On peut donc
z=2zA+ 1y

écrire les coordonnées de N comme (x4 + ta,y4 + 0, 24 + t). Notons f(t)
la distance au carré M N? qui dépend de ¢ puisque N dépend de ¢.

Ona f(t) = (xa+ta —zp) + (ya + 18 — ym)” + (za + ty — 2a0)™.

f est une fonction définie et dérivable sur R. Sa dérivée est f' donnée par

fl(t) =2(a(xa+ta—xpm)+ B (ya+t —ym) + v (24 + ty — 2p)). Cher-
chons si celle-ci peut s’annuler.

f)y =0
S a(@atta—ay)+BYa+tB8—ym)+y(za+ty—2zm)=0
& a(ta) +B(tB) +v(ty) +a(ra — )

+(Bya —ym) +v(za—2p) =0
t(@®+B°+79%) +alza—zm)

¢
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+B(ya—ym)+v(za—2m) =0
a(xa—xn)+ B(Ya—ym) +v (24 — 2m)

&S t=—
a2 + B2 4 ~2

Notons ¢y I'unique valeur de ¢, calculée ci-dessus, pour laquelle f’ s’annule.

On a la variation :

t —00 to +o0
1) - 0 +
o | T . _—

f, Cest-a-dire la distance M N au carré, atteint un minimum en ¢ si et seule-
ment sa racine carrée, c’est-a-dire la distance M N elle-méme, atteint un mini-
mum en ty. Ainsi ¢ est la valeur du paramétre ¢ donnant le point My de D le

plus proche du point M.

Remarque 29.34. Remarquons qu’il existe un et un seul point de la droite réalisant
la distance minimum. Cela ne serait pas vrai si I’on choisissait, par exemple, une
sphére au lieu d’une droite : quand on se place au centre de la sphére combien y

a-t-il de points de cette derniére réalisant la distance minimum ?

TaA — Ty~ toa
Le vecteur M My a pour coordonnées [ 44 — yas + toB |- Calculons le pro-

zA — zpm +toy

. . T s =
duit scalaire M My . u.

Ona

(mA — M —|—t0a) =

a(wA—$A1)+5(yA—yM)+7(ZA—ZM)>
TA JCM—l—Oé( a1 B2+ 2

1

i ((B*+9%) (wa — zar) — 0B (ya — ym) — @y (24 — 2a1))
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De méme on trouve (il suffit de permuter les lettres) :

(ya —ym +tof) =
mx ((a2 +72) (ya —ym) — Ba(za —xpr) — By (24 — ZM))
et

(24 — 2m + oY) =
mx ((a2 —}—52) (ZA — ZM) —’}/Oé(fA —LL'M> —’}/6 (yA —yM))

D’ou

—

MMy .4 =
(x4 —xpr +too) o+ (ya — ym +tof) B+ (24 — 2m + toy) Y
1

= () o)

—aB(ya —ym) — ay (24 — 2m) )a

1
+a2+62+72

—Ba(xa —xpm) — By (24 — 201) )B

< (o® +9%) (ya — ymr)

1

tarrr 0+ 8 a2

—ya(va—xn) — VB (Ya — ym) )’Y

1
T a2+ B2 42 (O‘ (8 +7°) (wa — 2m)
B (ya —ym) — o&*y (24 — 2u1)

+8 (& +7°) (ya — ym) — B2 (xa — xrmr) — By (24 — 2m1)
+7 (8% +a®) (24 — 2m) = V°B (ya — yu) — Yo (x4 — xM))

1

- Mw<‘a25<“‘ym
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—a?y (za — 2m) + B (@ + %) (ya — ym)
—B%y (24 — 2m) +7 (B2 + &) (24 — 2m) —7V*B (ya — yM)>

= < ~ oMy (ea = z) + =B G — 2
+v (B + a?) (24 — ZM)>

= 0

. [ —
Ainsi M My et u sont orthogonaux.

Proposition 29.36. Quels que soit la droite D et le point M il existe un
unique point My de D qui réalise la plus courte distance entre M et un point
deD. My est également l'unique point de D tel que (M M) et D soit perpen-
diculaires, autrement dit My est le projeté orthogonal de M sur D.

Définition 29.26. On définit la distance entre un point M et une droite
D comme étant la distance minimum entre M et un point de D.
Celle distance est réalisée comme la distance entre M et son projeté or-

thogonal sur D.

Sur un plan

Donnons-nous un plan P et un point M. On veut étudier Uexistence de points
N de P pour lesquels la distance M N est minimum. Les calculs en toute géné-
ralité, c’est-a-dire pour un plan quelconque et un point quelconque sont assez
étouffants. Nous traiterons donc un cas particulier et admettrons que 'on peut
le généraliser.

L’espace est muni du repére orthonormé (O, %7, E)

On se donne M (x 7, yar, z3r) et on considére le plan P d’équation z = 0. La

x 1 0

représentation paramétriquede Pest | y =s| 0 |+t 1 , S, te
z 0 0
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R. Rappelons que cela implique que P contient I'origine O de coordonnées (0, 0, 0)

et que les vecteurs 7’et J'sont directeurs de P.

My est le point de coordonnées (zas, yar, 0). Le vecteur ]\4—]\4(; est donc coli-
néaire a k. N est un point quelconque sur P, sa cote est donc z = 0. Pour le
repérer complétement on va se servir de ¢ la distance N My (N se trouve donc
sur le cercle tracé sur P de centre My et de rayon t) ainsi que de 6, la mesure de
langle (i’, W)

Remarquons que lorsque ¢ varie dans [0, +oo| et 6 dans [0, 27| le point N
balaie la totalité du plan P.

Les coordonnées du point N sont :
(@N,yn,2n) = (wn +teos(0),yn +tsin (0),0)

et la distance entre M et N est

HWH = Vi@n —2a)® + (v — a0 + (2 — 20)?

2

\/(IM +tcos (0) — zar)” + (yar + tsin (0) — ynr)® + (0 — 2ar)
\/752 cos? (0) + t2sin? (9) + 22,
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= /2 (cos? (6) +sin? (9)) + 22,

Notons que HMN H ne dépend pas de 6. Posons f : t — y/t2+ 22, sur

10, +00]. Cette fonction peut effectivement étre définie sur |0, +-00[ et elle y est

dérivable. Sa dérivée est f' : t . La variation de f est

. 2t _ ¢
NGNS

donc :
t 0 +00
f(@) +
+00
JORT |/
Zm

Ceci montre que la distance HM N

‘, lorsque I'on fait varier ¢ et 6, admet un
unique minimum et que ce minimum est atteint lorsque { = 0, c’est-a-dire au
point M.

Rappelons que, comme nous 'avons déja souligné, le point My est tel que
M—J\l(; est normal a P.

Nous admettrons que ceci est général, valable pour tout plan et tout point.

Théoreme 29.2. Quels que soient le plan P et le point M, la distance entre

_
M et un point N de P est minimum lorsque M N est normal a P.

Définition 29.27. Avec les notations précédentes : On appelle projeté

orthogonal du point M sur le plan P :
— Le point M lui-méme quand celui-ci appartient a P.

— L’unique point M de P tel que M Mj soit normal a P dans le cas

contraire.

Définition 29.28. La distance entre le point M et le plan P est définie

comme étant la distance entre M et son projeté orthogonal sur P.
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Remarque 29.35. Les notions de distance a une droite et distance a un plan sont

donc analogues.

Proposition 29.37. Si A’ et B sont les projections orthogonales respectives
des points A et B sur un plan P alors A’B' < AB.

Démonstration. En exercice. O

Proposition 29.38. Si par rapport au repére (O, 7,7, E) le plan P admet :
ar+by+cz+d=0

pour équation et le point M a pour coordonnées (zpr, yar, zar) alors le projeté

orthogonal de M sur P a pour coordonnées

ary +byy +czym +d

r = ITym-—a PR
_ _ba:rM—i—byM—i—czM—i—d
y - ym G2+b2+02
Lo axpy + by +czy +d
- m a2+62+02

et la distance entre M et P est

lazar + bynr + czar + d|
Va? 4+ b2 + 2

Démonstration. En exercice. O

Proposition 29.39. La projection orthogonale d’une droite D sur un plan P

est une droite contenue dans P.
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Proposition 29.40. La projection orthogonale d’un segment [AB]| sur un
plan P est le segment [A'B'] ou A’ et B’ sont les projetés orthogonaux sur
P respectifs de A et B.

Démonstration. En exercice. O

29.9.6. Droites et équation cartésienne

Comme nous I'avons vu, dans I'espace équipé d’un repére orthonormé, une
équation de la forme axz + by 4+ cz + d = 0 est celle d’'un plan et non celle
d’une droite. Nous savons également préciser une droite particuliére par une

représentation paramétrique. Il existe cependant une autre voie possible.

Une droite dans I'espace est également toujours l'intersection de deux plans.
On peut donc définir une droite par un systéme de deux équations de plans, c’est-
a-dire comme I’ensemble des points dont les coordonnées satisfont les deux équa-

tions de plan.
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Il existe, pour une droite A donnée une infinité de facons de choisir deux plans

dont I'intersection soit A.

Exemple 29.9. L’espace est muni d’un repére orthonormé. Les systémes

—2r—-y+3=0,
20 -2y —32+3 =0,

et

—2xr—2y—2+4+5=0,
dr — 3y —H52+4=0,

1. définissent des droites,

2. définissent la méme droite.

Comment vérifier le premier point?

-2
Nous avons vu que le vecteur u; | —1 est normal au plan d’équation :
0
—2z—y+3=0
2
et le vecteur uy -2 est normal au plan d’équation 2z — 2y — 3z + 3 = 0.

-3
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— — s 7
Les vecteurs u; et uz ne sont pas colinéaires donc les plans sont sécants. Leur
intersection est une droite.

Le méme raisonnement peut étre conduit avec les plans d’équations
—2rx—2y—2z+5=0
et
dr — 3y —524+4=0

et montre qu’ils sont aussi sécants. Leur intersection est une droite.

Comment vérifier le second point ?

Si 'on trouve deux points communs a ces deux droites alors il s’agit d’une
seule et méme droite. Pour obtenir deux points sur la premiere droite on peut,
par exemple, prendre arbitrairement deux valeurs pour x et le systéeme donnera

les valeurs de y et de z correspondantes. Avec = = 0 le systéme devient :

—y+3=0
—2y—32+3=0
On en tire facilement y = 3 et z = —1.

Le point P;(0, 3, —1) appartient a la premiére droite.

Avec x = 1 le systéme devient :

—2-y+3=0
2-2—32+43=0

Onentirey =1letz = 1.

Le point P»(1,1,1) appartient a la premiére droite.

Il faut maintenant vérifier si ces deux points sont ou non sur la seconde droite.

—2x0-2x3—-(-1))+5=0
4x0-3x3-5x—-144=0

Les coordonnées de P; vérifient le systeme de la seconde droite.

—2x1-2x1—-1+5=0
4x1—-3x1-5x1+4=0
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Les coordonnées de P, vérifient aussi le systéme de la seconde droite.

On a trouvé deux points en commun entre les deux droites. Il s’agit donc en

fait de deux systémes qui représentent la méme droite.

29.9.7. Spheres et tétraedres

Spheres, définition, équation

Définition 29.29. Soit M un point et r un réel positif.

— La sphére de centre M et de rayon r est I'ensemble des points P
tels que HMP H =7

— La boule fermée de centre M et de rayon r est I'ensemble des
points P tels que HMP H <r.

— La boule ouverte de centre M et de rayon r est 'ensemble des
points P tels que HMP H <.

Remarque 29.36. Sil'on travaille dans un plan, c’est-a-dire en dimension 2, les

mots « sphére » et « boule » sont remplacés par « cercle » et « disque ».

Munissons I’'espace d’un repere orthonormé. Le point M a pour coordonnées

(znr, Y, 20 )- Lasphére de centre M et de rayon 7 est donc ’ensemble des points

P(z,y, z) tels que \/(m —xa)* + (y — yar)® + (2 — zar)? = r, ce que 'on peut
écrire, de maniére équivalente puisque les deux membres de I’égalité sont posi-
tifs,

(ZE—Q?M)Q-F (y—yM)2+(z—zM)2 =2 (29.1)

Exemple 29.10. L’équation 2% + 8z 4 y? — by + 2% = % est-elle celle d’'une

sphére ? Si oui, quel sont le centre et le rayon de cette derniére ?

Il s’agit de mettre si possible I’équation donnée sous la forme (29.1) ci-dessus.
22 + 82 ne peut correspondre qu’a (z — wM)2 = 2% — 2z + 23,. Pour que

ce soit possible on écrit d’'une part 22 + 8z + 16 — 16 = (x + 4)% — 16, ce qui
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sous-entend x); = —4 et, d’autre part :

Chapitre 29

y?—by =

5
y? — 2 x

e (5) - ()
(-2

2

( 5)2 25
= xr— —
donc yys = 3

2
5.

x2+8x+y275y+z2:

4
@(m+4)2—16+(

)2 25 2 _ 5
r—=z) ——+2"=—
2 4

5 2
<:>(x—|—4)2—|—<x—7)

4

25

2

= — 1

+27= 16+
5 2

@(m+4)2+<m——) + (2 — 0)? = 6%

L’équation est donc celle de la sphére de centre M (—4, g, 0) et de rayon 6.
Plan et sphere

L’intersection d’un plan et d’'une sphére peut étre :

— un cercle tracé sur un plan :

N
R
R
RN
R
R

e SRNRR
N
AN

N

R
R

N LY
R
R Y
AR

S AN
R
X

R N
R it
RRRRRRR
AR R HH H.
RORRRR
AN
\\\ ™
N

R RN
ARRRRRHRnH
SR R
;‘;\ \\\\\:\\w\\\\
D>

>
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— vide :

— un unique point : c’est la configuration limite entre les deux précédentes.

Icile plan est « vu par la tranche ». Il est figuré par une simple ligne droite.

Exemple 29.11. Un repére orthonormé est choisi pour établir les coordonnées.
Soit S la sphére de centre O(0, 0,0) et de rayon 2, et, pour chaque réel o, P, le
plan d’équation z = a.
Un point M (z,y, z) appartient 3 S N P,, si et seulement si
(=024 (y— 0>+ (z — 0)* = 2%,
{ T =a.

On en tire y? + 22 = 4 — o2, Plusieurs cas se présentent :

— Si—2 < a < 2alors 4 — a® > 0 et les points M cherchés décrivent un

cercle tracé sur le plan d’équation x = «. Le centre du cercle admet pour
coordonnés (v, 0,0) et pour rayon v4 — 2.

— Sia = —2oua = 2alors 4 — a? = 0 et SN P, se réduit a un unique
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point H dont les coordonnées sont (a,0,0) = (—2,0,0) ou (2,0,0). Re-
0
marquons qu’alors le vecteur OH de coordonnées 0 est normal
2
au plan S N P (les vecteurs de coordonnées 0 et 0 sont
2 -2
colinéaires).

— Sia < —2oua > 2alors4 — a? < 0 et NP, est vide, la sphére et le plan

ne se rencontrent pas.

Plagons-nous en dimension 2, c’est-a-dire dans un plan et rappelons la défini-

tion suivante :

Définition 29.30. Soit C un cercle de centre (2 et de rayon r > 0, soit A
un point de C. On appelle droite tangente au cercle C au point A la droite
perpendiculaire au rayon [Q2A] et passant par le point A.

La tangente au cercle C en A est ’ensemble

{M|QA.AM =0} (1)

Cette notion de droite tangente peut étre prolongée en dimension 3 dans le cas

des spheres :

Définition 29.31. Soit S une sphére de centre (2 et de rayon r > 0, soit
A un point de S. On appelle plan tangent a la sphére S au point A le
plan admettant QA comme vecteur normal et contenant le point A.

Le plan tangent a la sphére S au point A est 'ensemble

{M|QA.AM =0} (E2)

Remarque 29.37. Il n’y a pas de différence entre les équations (E1) et (E2).
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Tétraedres

Définition 29.32. Quatre points de 'espace A, B, C' et D, tous distincts,
définissent un polyédre appelé tétraédre.

— Si A, B, C' et D sont coplanaires, le tétraedre ABCD est dit
« plat ».

— A, B, C et D sont les quatre sommets du tétraédre.

— Les six arétes du tétraédre sont les segments [AB], [AC], [AD],
[BC, [BD] et [CD].

Définition 29.33. Un tétraédre est dit régulier lorsque ses arétes ont
toutes la méme longueur.

® e
D 5
<
D
L
178
P
N
§ e
. B! 0 0,
¢ PR :
§ . . g
b ¢ ~ 2
ML 0y )
ce ~ .
& ; ]
by R .
.. S [0 '
e s [ AN : v
X ~e ~ R 000 W R D
S

Un tétraédre régulier inscrit dans une sphére. Le centre de la sphere est aussi

celui du tétraédre. Les sommets A, B, C' et D du tétraédre appartiennent a la
sphere.
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Une sphere inscrite dans un tétraédre régulier. Le centre de la sphére est aussi

celui du tétraédre. Les centres des faces du tétraédre appartiennent a la spheére.
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Les solutions des exercices se trouvent page 483.

Exercice 30.1. On considére le cube ci-dessous.

H
E‘ G
C
A
B
On pose U = f?d U= %B—C’> et = DB. Représenter le vecteur :
Q=7 +20 +20

Exercice 30.2. Démontrer par récurrence sur 'entier n que quel que soitn € N*

Ty 0Ty Ty =Ta

n fois

Exercice 30.3. Démontrer ’associativité de la composition des translations. C’est-

a-dire que quelles que soient les translations T3, T3> et To» on a:

(T oTy) o Ty = Ty o (T 0 T)

nmm(OO—0OomX>Xm
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Exercice 30.4. On considére le réseau suivant :

HAUT (0,3,2)

—~

0,0,2)

/|

o

AVAN

A" 4 | |\-v || | A"/
.)f /.)f
(0,3,0)
W o » »
ILJF I 1] :

A4 A4

(2,0,0) BAS (2,3,0)

Il s’agit d’un réseau de tubes dans lequel il est possible de circuler. Les nceuds du
réseau sont repérés par trois coordonnées (voir la figure). Le point d’entrée est
le neeud (2,0, 0).

1. Situer les nceuds (1,3,0) et (1,1,2).

2. On mesure la longueur d’un chemin dans le réseau en comptant le nombre
d’éléments tubulaires traversés, c’est-a-dire le nombre de noeuds du che-
min, y compris celui d’oit I'on part et celui ou I'on arrive, auquel on re-

tranche 1.

Quelle est la longueur d’un chemin de plus courte longueur entre (2,2, 0)

et (1,3,2)? Faire la liste de tous les chemins qui réalisent cette longueur.

3. Quelle est la longueur d’un chemin de plus courte longueur entre (2,0, 0)
et (2,3,0)?

4. La figure ci-dessous illustre un déplacement U B L pour une personne.
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avant arriére

BR

coté gauche coté droit

R

On suppose le diamétre des tubes assez grand pour qu’une personne puisse
y marcher et que les partie verticales sont munies d’échelles. A chaque
neeud on peut doit avancer tout droit (F), aller en arriére (B), aller a gauche
(L), aller a droite (R), monter (U) ou descendre (D). Par exemple, un dépla-

cement depuis 'entrée pourra étre :
F R F U
(2,0,0) — (1,0,0) — (1,1,0) — (1,2,0) — (1,2,1) — (1 2,2)

En effectuant depuis le point d’entrée les choix FFDDUG, a quel noeud
parvient-on? Attention la personne qui se déplace dans le réseau a le vi-
sage dirigé vers Pavant par rapport a son déplacement et ses pieds sont
toujours vers le bas. Les indications de direction sont a interpréter en « se

mettant a la place » de la personne qui se déplace.

5. Uninsecte se déplace maintenant dans le réseau. Les déplacements de celui-
ci sont différents de ceux d'un humain : ses pattes, capables de s’accrocher a
la surface interne des tubes, ne sont pas toujours vers le bas mais « suivent »
le mouvement. L’insecte peut se trouver n’importe ou : fond, parois laté-

rales, plafond, surface intérieure des tubes. Notons que l'insecte entre le

nmm(OO—0OomX>Xm
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dos vers le haut, le ventre vers le bas, la téte vers 'avant, les pattes sur la

paroi basse intérieure du tube.

La figure ci-dessous illustre un déplacement GG'D pour un insecte (remar-

quer que l'insecte est sur la paroi droite au départ).

coté droit coté gauche

.

dessous dessus

Par exemple un déplacement depuis 'entrée pourra étre :
F R F U F
(27 070) — (1707 0) — (17 17 0) — (17 2a O) — (]-7 2» ]-) — (1» 27 2)

On peut remarquer la différence avec le méme chemin parcouru par une

personne.

En partant de I'entrée du réseau en (2,0, 0) I'insecte parcourt le chemin
codé par RULLDLR. Dans quel nceud aboutit-il ?
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Exercice 30.5. Un parallélépipede rectangle est représenté ci-dessous.

B C

E H

1. On se place dans la base (E—ﬁ, ﬁ, E‘—A), déterminer les coordonnées des

vecteurs :
a) EF, d) AB, ¢) DH, i) FI,
b) EA, e) KF, h) DD, k) J1,
¢) HE, f) IK, i) FK, 1) IC.

2. Reprendre la question précédente en prenant cette fois-ci la base
(ET, ﬁ, BC) pour établir les coordonnées.

Exercice 30.6.

1

E 4/\ G Le rectangle EFGH est
' parallele & la base ABCD de la

\ pyramide ci-contre. Le point £

‘ est le milieu de [AI].
C
B

nmm(OO—0OomX>Xm
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1. Par rapport a la base (E, E, A—f) quelles sont les coordonnées de :
AE, AF, AG,BD, BE, BF,EF,EG,EH,EI, FG, FH ?
2. Question analogue, pour les mémes vecteurs mais par rapport a la base
(EF. EH EA).
Exercice 30.7. Soit T la translation qui déplace le point P; au point P». Dans le
repére R1 = (O, 07, E) Py a pour coordonnées (3, —2,5) et Py, (1,4, 2).

by z — PN
1. Quelles sont, dans le repere R, les coordonnées du vecteur v associé a
T?

— —

2. Vérifier que (O, %z, % 7 %E) estunrepére. On appelle ce dernier R. Quelles

ont les coordonnées de O, Py, P, et & dans Ry ?

3. Montrer que (Pl, T+ 7+ E, 7+ 27+ 2/;:, T+ 374+ 4E) est un repére, que

I'on nommera R 3.

4. Onposei’—i—j’—i—/;:':E,T+2j+2§=j?etf+3j’+4§=k—2>.Lerepére

— . 7 . —
R 3 est donc (Pl, 19,72, ko ) Exprimer 7, J'et k en fonction de ia, jo et ko.

5. Quelles ont les coordonnées de O, P;, P, et i dans R3?

Exercice 30.8.

1. Le point P a pour coordonnées (x, y, z) par rapport au repére (O, 07 IZ)

€1,1
Les vecteurs 7, 7 et k ont respectivement pour coordonnées C1,2
€1,3

C2,1 3,1
N = 77 =
€22 et €32 par rapport alabase (@, b, ¢ ). Quelles sont les
C2,3 3,3
, < - 7 =
coordonnées de P par rapport au repere (O, a,b,c ) ?
2. Le point @ a pour coordonnées (z,y,z) par rapport au repére

- 7 = - 77 — .
O,a,b,c ). Les vecteurs a, b et ¢ ont respectivement pour coordon-

di1 da 1 d3 1
nées dia |, da2 et ds 2 par rapport a la base (T, 7 kz)
di3 doj3 ds3

Quelles sont les coordonnées du point P par rapport au repere

(0,7,7,k)?
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Exercice 30.9. Tout point P de coordonnées (x,y, z) par rapport au repére
(O,’Z’,j’, 12) a pour coordonnées (z + y,x — y,z) par rapport au repere
(0.d.0.2).

1. Quelles sont les coordonnées de 7, 7et k dans la base (3, b, 3) ?

, - 7 — RN
2. Quelles sont les coordonnées de a, b et ¢ dans la base (z, 7 k:) ?

- = —
Exercice 30.10. Un repére (O,i 2 J k:) est choisi. Soient les droites définies

comme :
z—1=2«
P(z,y,z) | Ja e R*, y+1=4a

z—3=—6«a

et

r—9 =14«

P(z,y,z) | Ja € R*,{ y+21 =28«

z—33 = —42«

S’agit-il de deux représentations de la méme droite ?

Exercice 30.11. On fixe un repére orthonormé (O, n 7, k‘) Parmi les ensembles
suivants quels sont ceux qui définissent effectivement des plans :

z -1 2
1. (y+3> :5( 2 ) —i—s(o) ous,t € Rous,t R,
z+1 1 0

x—9 —1 2
2. (y73)28( 2>+t(—4) ous,t €R,
z+1 1 5
4—zx -1 4 2 .
3. (22—y) :u( 2)+<2)+v(—4> ouu,v € R,
—z 1 1 -2
r = 7
4. Sy = 8+tous,teR,
z = 2
r = s
5.4y = souscER,
z = 2
r =t
6. ¢y = 8ous,teR,
z = 8

nmm(OO—0OomX>Xm
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r = 7s
7-{ = 8-3t ous,teR,
z = 1ls—5t
r+2 = T—s—1t
8.{ Y = t OﬁS,tER,
z—5 = 142s+3t
x—5 3 2
9. (y—g:z):a(%)—l—ﬁ(—d%) ouq, S eR,

x—5 3 .
10. (y+3) :oz(%) ou«a € R.
6

Exercice 30.12. On fixe un repére orthonormé (O, 17 E) Regrouper les en-

sembles parmi les suivants lorsqu’ils définissent le méme plan P, :

(é):( 0 >—0—8<E)1)—0—t<:0}5>01‘18,t€]1§,

d

1.

+

VA
/~
|~ Lel
—

+

~+
/N

[
I\J\vﬂ)—‘o

+
VA

e ——— N N N~ N
_|_
V)
[

I
N 7 N 7N 7 N 7 ~
+ N——— N———
+
~
N
N———
o
[=
\.Cn
~
m
=

7
(1) =3
©-((]
v 0 ;
4 Pas(¥) = (3 i)+t
2
57%:(%)2 g + s %) t<_§:>of15,t€R,
6. Pr:(u)= é +s §>+t(—i78)ous,teR,
2 2 -
7.739:@):(2)4—3 i)%—t(gl)oﬁs,teR.
2

Exercice 30.13. On fixe un repére orthonormé (O, 07, k‘) Déterminer, dans
chacun des cas suivants, si les vecteurs sont linéairement indépendants et forment

ainsi une base.

— ——

gl €l

—OO /N N /N

~— Lo | OO0 oo

N = Ne— N—
— "

— =ENO —=NO —NO
N———
gl

g
VN
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S /1\ o /1\ /1
s T (1),U <o)w <o)
1 1 0
6. a(%),v(é),w (‘f)
1 1 0

Exercice 30.14. Un dodécaédre posséde 12 faces, le préfixe « dodéca » signi-
fiant 12 en grec ancien. Dans un dodécaédre régulier les faces sont toutes des

pentagones réguliers et de mémes dimensions.

On note @ le « nombre d’or », & = % On donne les coordonnées des 20

sommets par rapport au repeére (O, %7, E) :

Sommet T Y z Sommet T Y z
1 1

A 0 r 3 P B 0 | -5 @

C 1| -1 1 D | 0 | 1

E 111 F 1 0

G |- ® 0 H -1 1 |1

nmm(OO—0OomX>Xm
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I -® | 0 | & J -1 | -1
1
K 3 | @] 0 L -3/ -2 0
M ® 0 | —3 N 1|1 ] -1
o 0| 3 |-9® P -1] 1 | -1
Q 0 —-3| -2 R 1 | =1 ] -1
S -1 -1] -1 T -®| 0 | —3
1. Combien un dodécaédre a-t-il d’arétes?
2. Vérifier les égalités suivantes :
a) P2 =1+, b £ =01, Q) g =2-19.
3. Calculer les longueurs des cinq arétes du pentagone EFNM DE et véri-
fier que ce dernier est effectivement régulier.
4. Montrer que les faces RQON M et ABJIH sont paralléles.
5. Déterminer une représentation paramétrique de chacune des faces ABCDE,
RQONM et FNOPG.
6. Déterminer une équation cartésienne de la forme ax + by +cz+1 =0

pour chacun des plans qui correspondent aux faces ABCDFE, RQONM
et FNOPG.

Exercice 30.15. Condenser chacune des expressions qui suivent en utilisant le

symbole de sommation « ) ", », la premiere valeur de 7 étant toujours 2, par

, . 4
exemple on écrira o3 + T4 + X5 = ) ;o Tiy1

1.

2.

3
4.
5
6

T4+ x5 + 26 + X7 + T8,

To10+T_9g+2T 8 +T_7+T_6+ T_s,

. Toy3 + T3y5 + 1ay? + T5YE + T6YE + T7Y2,

ToY3 + T3Y3 + TaY3 + T5Y3 + T6Y3 + 17yl

. my% + azgyg’ + myi‘ + m5y§ + xgyg + x7y;,

. T4Y3 + T6Y3 + T8Yi + T10YE + T129g + T14YE.

Exercice 30.16. Expliciter les expressions suivantes (c’est-a-dire, ici, les écrire

sans recourir au symbole « > », par exemple on écrira E?:Q 1+, =242+
3+axg+4+4+x4:
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1.

2.

Z?:l Lis 3. Z?:l 24,

16 3
Zi:m T, 4. Zp:—l Tpt2.

Exercice 30.17. Calculer les valeurs numériques des expressions suivantes :

1.

2.

3.

Zz 0% 4. 21‘7:4 i(i+ 1),
Zz =0 (7’ + 1) 5- Z?Elo %j,
(Zi2oi) +1, 6. 3720 (3).

Exercice 30.18. On considere un triangle ABC ou les points A, B et C' sont

tous distincts les uns des autres et non alignés.

1.

Montrer que si M appartient a la bissectrice intérieure du triangle ABC

issue de A alors il existe un réel m tel que :

"AM = ——AB —AC
" AB Tac
Montrer que, réciproquement, s’il existe un réel m tel que m - AM =

— —
ﬁAB + %AC’ alors M appartient a la bissectrice intérieure du triangle
ABC issue de A.

En déduire une expression de M, appartenant a la bissectrice intérieure du

triangle ABC issue de A, comme un barycentre de A, B et C.

Exercice 30.19. Soit ABC D un trapéze convexe tel que (AB) || (CD),AB =5
et CD = 7 et un repere (O, %7 E) On considere le point E' défini par 5EC =
2DE ainsi que le systéme de points pondérés S = {(A,m), (B,—m),(D,1)}

oum € R.

1.

2.

3.

Exprimer le vecteur AC en fonction des vecteurs A et AD.
Montrer que le quadrilatére ABFE D est un parallélogramme.

Quelles sont les valeurs de m pour lesquelles le systéme S admet un bary-

centre ?

Soit Gy, le barycentre de S lorsqu’il existe. Déterminer les valeurs de m

pour lesquelles G, est le symétrique de C' par rapporta D.

Quel est le lieu géométrique de G, lorsque m parcourt R?

nmm(OO—0OomX>Xm



nmnm(O)—0OomXxXm

450 Chapitre 30

Exercice 30.20. L’espace est muni du repere (O, 7 E) On considére les points
A(2,0,0), B(0,4,0), C(0,0,3) et D(4,0,0).
1. Démontrer que, quel que soit le réel ¢, le systéeme (A, %), (B, %) et
(C, %) admet un barycentre G(t).
2. Calculer, en fonction de ¢, les coordonnées du point G ().

3. En déduire que 'ensemble de tous les barycentres G(t), quand ¢ décrit R,

est une droite A, dont on précisera un point et un vecteur directeur.
4. Montrer que la droite A est incluse dans le plan (ABC).
5. Peut-on choisir le réel ¢ de facon que le barycentre G(t) appartienne a la
droite (AB)?
6. En déduire que les droites (AB) et A sont sécantes en un point I dont on
précisera les coordonnées.
7. Montrer, de méme, que A N (AC) = {J} et AN (BC)={K}.
8. Montrer que J est le milieu de [AC] et que C est le milieu de [BK].
9. Démontrer que J est 'isobarycentre de {K, O, D, B}.
10. Démontrer que [ est I'isobarycentre de {O, D, B}.
11. Déterminer I'intersection des plans (KOI) et (K DB).

Exercice 30.21. Soit un repére (O, 07, E) et ABC un triangle et I le milieu de
[BC] tels que BI = CI =2, Al =3 et (ﬂ,ﬁ) =3

1. Calculer E . de 3. Calculer AB? — AC?,

2. Calculer AB? + AC?, 4. En déduire AB et AC'.

Exercice 30.22. Vérifier que, quels que soient les vecteurs i et v/, on a
I+ 312+ 1 = ) =2 (Jla|* + 7)) -

Exercice 30.23. Exprimer le produit scalaire .0 en fonction des normes || + ||

et||u —7|.

Exercice 30.24. On définit une fonction f de ’ensemble des Vecteurs du plan
non nuls dans lui-méme en posant pour tout 1 # 0, f@) = W Démontrer
u

que :
[ — ]

If (@) = f @) =

[y
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Exercice 30.25. L’espace est rapporté au repere orthonormé (O, %7 E) On se
donne les points A(0,0,1), B(1,5,4) et C(2,3,0). Déterminer quelles sont les
coordonnées du point M équidistant de O, A, B et C.

— —
Exercice 30.26. Montrer que deux vecteurs d; et dy sont colinéaires ou qu’au

. s . | — —
moins un d’entre eux est nul si et seulement si ’dl . dy ‘ = Hd1 H . Hdg H .

Exercice 30.27. Soit % et v deux vecteurs non colinéaires et non nuls ainsi que
A un point. Quel est la nature de 'ensemble des points M de I’espace tels que
AM 14 et AM 1 v?

Exercice 30.28. Unrepere orthonormé (O, %7 k:) est fixé. Déterminer une équa-

tion cartésienne de la forme x + by + ¢z = d du plan P défini par

r= 2s—3t+17,
Y= s+t—2, s,t e R.
z= —2s+11t+1,

Exercice 30.29. Dans chacun des cas suivant déterminer une équation du plan
(ABQC).

1. A(0,0,1), B(1,0,0) et C(0,1,0).

2. A(1,1,1), B(2,0,1) et C(—1,2,4).

3. A(5,0,—1), B(1,3,-2) et C(—2,4,5).

Exercice 30.30. On fixe un repére orthonormé R ot A(0,1,2) et B(4, —1,—2).

—_— .
1. a) Calculer les coordonnées du vecteur AB. A l'aide des coordonnées
—_—
du point A et du vecteur AB, établir une représentation paramé-

trique de la droite (AB). Nommer s le paramétre.

b) En fixant un intervalle ad hoc transformer la représentation paramé-
trique précédente pour qu’elle devienne une représentation du seg-
ment [AB].

¢) Soit M (s) le point de [AB] correspondant a la valeur s du paramétre
dans la représentation précédente. On considére la fonction d : s —
HAM(S) H2 + HBM(s) H2 Etudier la variation de d. Quelle est la

position de M (s) pour laquelle d est minimum ?

nmm(OO—0OomX>Xm
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2. On considére maintenant le point C'(—2,5, —2).

a)

b)

©)

d)

e)

f)

Calculer les coordonnées du vecteur AC' . Vérifier que AB et AC ne

sont pas colinéaires.

A laide des coordonnées du point A et des vecteurs zﬁ et A—C: éta-
blir une représentation paramétrique du plan (ABC'). Nommer s le

—_—
paramétre correspondant au vecteur AB et t celui qui correspond au

—
vecteur AC'.

Soit M (s, t) le point de (ABC') correspondant aux valeurs s et ¢ des
parametres dans la représentation qui précéde. On considére la fonc-

2 2 2
tiono : s +— HAM(s,t) H + HBM(s,t) H + HC’M(s,t) H . Déve-
2

2
lopper et simplifier les expressions de HAM(S, t) ‘ ‘BM(S, t) H et

— 2
HCM(S, t) H puis celle o(s).
Etudier la variation de o. Pour quelle valeur s de s la fonction o

est-elle minimale (ne pas chercher a calculer ce minimum)?

On considére maintenant la fonction :

2 2 —2
T:t»—)HAM(S,t)H +HBM(s,t)H —I—HCM(s,t)H

Etudier la variation de 7. Pour quelle valeur de ¢( la fonction T est-elle

minimale ?

On appelle My le point de (ABC') correspond aux valeurs sg et tg
dans la représentation paramétrique de (ABC') établie précédem-

ment. Préciser les coordonnées de M. Ce point est-il 'isobarycentre

de A, Bet(C?
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Exercice 30.31. Un repére orthonormé est fixé. Soit P le plan d’équation bz +
y — z = 10 et A le point de coordonnées (2,2, 5). Déterminer les coordonnées

de A’ le projeté orthogonal de A sur P.

Exercice 30.32. Démontrer la proposition 29.37 :
Si A" et B’ sont les projections orthogonales respectives des points A et B sur
un plan P alors A’'B’ < AB.

Exercice 30.33. Vérifier la proposition 29.38 :
Si par rapport au repere (O; 77%) le plan P admet ax + by +cz+d =0
pour équation et le point M a pour coordonnées (zas, yar, zar) alors le projeté

orthogonal de M sur P a pour coordonnées

axpyr +byn + ez +d

r = Ty —a a2+62+c2 s
. _bax]\4+byM—|—czM+d
y o= a? 4 b2 + 2 ’
Lo _CaxM+by1v1+czM+d
- M a? +v%+c? ’

et la distance entre M et P est

|axM + byn + czp + d|

va? 4+ b? 4 c?

Exercice 30.34. Soit P : 3x + 5y — 4z + 8 = 0 et la droite D, ensemble des

points de coordonnées (2 + 4u, —4 + u, 3 — 2u) ou u parcourt R. Soit les trois
points distincts A, B et C' de D correspondant respectivement aux valeurs 0, 1 et
—3 du parameétre u. Déterminer les coordonnées de leurs projetés orthogonaux
respectifs A, B" et C’. Vérifier que A’, B’ et C’ sont alignés.

Exercice 30.35. Démontrer la proposition 29.40 :
La projection orthogonale d’un segment [AB] sur un plan P est le segment

[A’B’] ou A’ et B’ sont les projetés orthogonaux sur P respectifs de A et B.

Exercice 30.36. L’espace est muni d’un repére orthonormé. Déterminer dans
chacun des cas si les plans sont paralléles ou sécants. Dans ce dernier cas déter-

miner les coordonnées d’un vecteur unitaire directeur de P N P’.
1. P:bx—y—1=0etP :2=4.
2. Pix+y+z+1=0etP :2z—-3y+22+2=0.
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3. P:br—y—3z—1=0etP :50—y—32—3=0.
4. P:x=0etP :z =4

Exercice 30.37. Soit P et Q, les plans définis respectivement par :

Tz =2+s+ 2L,
P:sy=2+2s+t,
z=1—s—1,
pour s,t € Ret
r=143u—wv,
Q:{y=3+3u+u,
z=1-—2u,

pour u,v € R. Démontrer que P = Q.

Exercice 30.38. L’espace est muni d’un repére orthonormé. Déterminer quelle
estlanature de 'intersection des trois plans dans les cas suivants. Si c’est un point
en donner les coordonnées, si c’est une droite en donner un vecteur directeur.
1. Piz=1,P:z—y—2=0etP": 40— 2y+2+2=0.
2. P:dr—2y+3245=0,P :3z4+y—2+2=0etP" :x—y+2+1=0.
3. Pidar —2y+32+5=0,P :82 —4y+62+5=0et
P’ bx—2y+z+2=0.

Exercice 30.39. L’espace est muni d’un repére orthonormé. On consideére le plan
P : —bx+y+ 32+ 3 = 0 et la droite D passant par le point A(1;1;1) et

—

de vecteur directeur d (%) Soit encore pour tout ¢ réel, M(t) le point de D
satisfaisant AM (t) = td.

1. Démontrer que D est strictement parallele a P.
2. Démontrer que le point B(0, —1,0) appartient a D.
3. Exprimer les coordonnées z, y et z de M (t) en fonction de ¢.

4. Déterminer les coordonnées =’ (t), 4/ (t) et 2/(t) du projeté orthogonal M’(t)
de M(t) sur P.

5. Déterminer A’ et B’ les projetés orthogonaux respectifs de A et B.
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6. Vérifier que A’, B’ et M’(t) sont alignés. En déduire que la projection or-
thogonale de la droite D sur P est contenue dans une droite. Pourquoi ne

peut-on affirmer de suite qu’il s’agit d’une droite ?

Exercice 30.40. Un repére orthonormé est fixé.
On consideére les points A(1,2, —1) et B(1,1,0). Parmi les systémes suivants,

quels sont ceux qui représentent la droite (AB)?

r=1—y r=1

1. § y=2—4t pourt € R. 3. ¢y =1—2t pourt € R.
z=—-143t z=2t
z=1

2. y=1—tpourt € R.
z=3+1

Exercice 30.41. Un repére orthonormé est fixé.

On consideére les points A(1,2, —1), B(1,1,0), C(2,—1,-2), S(3,1,1). Dé-
terminer les coordonnées du point S’ symétrique du point S par rapport au plan
(ABC).

Exercice 30.42. Un repére orthonormé est fixé.

On considére les points A(1,2,—1), B(1,1,0) et C'(2,—1,—2). Quelles sont

les affirmations vraies parmi les suivantes ?
1. Le triangle ABC est isocéle.
2. Le triangle ABC est rectangle en A.

3. Le triangle ABC est rectangle en B.

Exercice 30.43. Déterminer parmi les équations suivantes, celles qui sont des

équations de sphéres. Le cas échéant préciser le centre et le rayon.

322 48 = 22, (z—8)2+(y+572%+ (2 +1)2 =4,
2?2+ 4+ 22 =4, 2?2 —dx+y? Ay + 22 — 4z = —11,
2242+ 22 = 4, 22 —da+y? +dy+ 2% — 42 = —13,
2?24yt + 22 =0, 22 —da+y? Fdy+ 2% -4z = —12,
522 4 5y? + 522 = 4, (z—-8)2—(y+5)2%+(z+1)2 =4,
522 4 5y? + 22 = 4, 2(x—8)%+(y+5)2+3(z+1)% = 100,

22420422 +492 4+ 2y +y? = =50, 2?4+ 2x+ 22+ 142+ 2y + 2 =0.
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Exercice 30.44. Les coordonnées étant établies par rapport a un repére ortho-
normé, on considere les points A(1,2, —1), B(1,1,0), C'(9,—1,—-2) et S(1,1,1).
L’ensemble des points M de I'espace vérifiant |[M A — M B + MC'|| = 9 est-il :

1. un plan passant par S, 3. une sphere de centre S?

2. une sphére passant par .S,

Exercice 30.45. L’espace est muni d’un repére orthonormé. On considere deux
sphéres S; de centre C7 (—1,0,0) et de rayon 4, Sy de centre Cy (3,2,2) et de

rayon 3. On note 7 l'intersection de S; et Ss.

1. Montrer que que Z est contenue dans un plan P et préciser une équation

de celui-ci.
2. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (C7C5).

3. On appelle X le point d’intersection entre (C1C2) et P. Déterminer les
coordonnées de X.

4. Soit M (x,y, z) un point de Z. Calculer C; M? et C; X2.
5. En utilisant ’égalité de Pythagore montrer que X M est constante et pré-

ciser sa valeur. En déduire une description géométrique de Z.

Exercice 30.46. Dans I’espace muni d’'un repere orthonormé on considére la
sphére S de centre 2(2,—1, 1) et de rayon 5 ainsi que le point A(4, 0, 3). Soit P
le plan tangent 4 S en A.

1. Déterminer I’équation de P de la forme ax + by 4+ cz — 14 = 0.

2. Déterminer toutes les coordonnées de deux vecteurs (deux possibilités)

()
(3)

unitaires, orthogonaux entre eux et directeurs de P.

et

3. On choisit la solution o v > 0. Donner une représentation paramétrique

de P alaide des vecteurs @ et v.
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Exercice 30.47. L’espace est muni d’'un repére orthonormé ou I'on a les points,

supposés tous distincts

A(za,ya,24), B(zB,yB, 28), C (zc,yc, 2c) et D (xp,yp, 2D)

On note encore A’, B, C' et D’ les isobarycentres, respectifs des triangles
BCD, ACD, ABD et ABC. Ces points sont également appelés « centres des

faces ».

1. Exprimer les coordonnées de A’, B’, C' et D’ en fonction de celles de A,
B,CetD.

2. Déterminer les coordonnées (xq, yq, 2n) de I'isobarycentre 2 de A, B, C

et D. Ce point est souvent appelé « centre » du tétraédre.

3. On appelle médiane d’un tétraédre un segment qui joint un sommet a I'iso-
barycentre de la face opposée. Les médianes sont donc [AA'], [BB’], [CC']
et [DD’]. Donner une représentation paramétrique de chacune de ces mé-

dianes.

4. Vérifier que [AA’] et [BB’] sont sécantes et préciser les coordonnées de
leur point d’intersection. En déduire que les quatre médianes sont concou-

rantes. Quel est leur point de concours?
Exercice 30.48. Dans ’espace muni du repére orthonormé (O, 07, E) on a les
points A(1,1,1), B(1,—1,-1), C(-1,1,—1) et D(—1,—1,1).

1. Vérifier que ABCD est un tétraédre régulier. Préciser quelle est la lon-

gueur commune de ses arétes.

2. Déterminer les coordonnées de A’, B/, C' et D', les centres des quatre

faces.
3. Vérifier que O est le centre du tétraédre.

4. Soit M (x,y, z) un point quelconque intérieur au tétraédre. On note ¢(M)
la somme des carrés des distances du point M aux quatre sommets du

tétraedre :

—12 2 2 2
o) = A0+ |Bae [+ flont ][+ s

Ecrire ¢(M ) comme une fonction de z, y et z. Que vaut ¢(O)?
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T ey . .
5. Soit 4 ( Yu ) un vecteur unitaire quelconque. le point M est obtenu par un
petit déplacement a partir de centre O selon ¢4 ou t est un réel positif, suf-
fisamment petit pour que le point reste a I'intérieur du tétraédre. Exprimer

@(M) en fonction de t. On note dorénavant ¢(t) en lieu et place de ¢p(M).
6. Calculer I'expression ¢/ (t) de la dérivée ¢’ de ¢. Etudier la fonction ¢ —

@(t) pour t € R. Interpréter ces résultats.

Remarque 30.1. Un plan d’équation ax + by + cz +d = 0 sépare I'espace en deux

demi-espaces.

z
plan
/ax+by+cz+d =0
demi-plan demi-plan
ax+by+cz+d >[0 axr+by+cz+d < 0

74
Ny
x

Un demi-plan est ouvert lorsqu’on exclut le plan lui-méme. Dans ce cas il est
défini par une inégalité stricte: ax +by+cz+d > O0ouvax +by+cz+d < 0,il
est dit fermé dans le cas contraire, c’est-a-dire si on lui rattache le plan, dans ce

cas il est défini par une inégalité large : ax+by+cz+d > 0 ouax+by+cz+d < 0.
Exercice 30.49. Dans I’espace muni du repére orthonormé (O, 7, E) on dis-
tingue les points A(1,1,1), B(1,—-1,-1),C(-1,1,—1) et D(—1,—1,1). On ad-
met que le tétraédre ABC'D est régulier.

1. Ens’appuyant éventuellement sur des représentations graphiques, déterminer,

parmi les points suivants, ceux qui sont a 'intérieur du tétraédre ABCD.

(%’%7%)’ P4 (%’%’%)’ P7( 5 6)’
P(=3-3-3)  P(3-33) P (3.1 15):
Ps(3:2:3); P (4,5,6),

—1
2. Vérifier que le vecteur ny (—1) est normal au plan (ABC) et que, ainsi,

—z — Y+ z+ 1 = 0 est une équation de (ABC).
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3. Le plan (ABC) découpe 'espace en deux demi-espaces, l'un correspond a
Pinéquation —x —y+2+1 < O et autre a 'inéquation —x —y+2+1 >0
(on a choisi de laisser le plan (ABC') lui-méme dans les deux demi-espaces).

Quel est le demi-espace qui contient le tétraédre ABC'D?
4. Donner pour chacun des plans (ABD), (ACD) et (BC D) un vecteur nor-

mal et une équation.

5. Déterminer des inéquations qui situent le tétraedre ABC'D par rapport a
chacun des plans (ABD), (ACD) et (BCD).

6. Soit S une sphére de centre O, inscrite dans ABCD, c’est-a-dire dont le
rayon est le plus grand possible en conservant S a U'intérieur de ABCD.

Déterminer le rayon 7 et le volume de S.

Exercice 30.50. Dans 'espace muni du repére orthonormé (O, 7, l;) on a les
points A(0,1,4), B(—2,3,0),C(3,2,—1) et D(—3,—4, —1). Le tétraédre ABC' D
est quelconque (mais non plat les points A, B, C et D n’étant pas coplanaires).
Soit S la sphere circonscrite, c’est-a-dire la spheére qui contient les points A, B,

C et D. Déterminer les coordonnées du centre €2 et le rayon de S.

Tz
) '..\
24
we
Gy Y
¢ o
¢ T .
. 47 .
B . -
4 ¢ B o7 .
\\\ o' ,‘l +
=l * B 1o s
e ; s
foe - +
k4 - .
. o 2
0t .- E) " . C
O ok |
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Correction des exercices

Corrections des exercices de la section cours.

Solution 31.1. De l'exercice 29.1 page 362.

La translation qui ne déplace rien est celle de vecteur nul et c’est la seule :
N —_— =

— TU(M)=M=>u =MM =0,

— quel que soit le point P, T6> (P)=P.

Remarque 31.1. La translation de vecteur nul est appelée « identité ». On la note parfois
Id.

Solution 31.2. De I'exercice 29.2 page 362.
—
Pour un point P quelconque, TH(P) = (@ équivaut 4 @ = PQ. Si une translation

Tg effectue le travail réciproque de 77 c’est que TF(Q) = P, donc que b = 673 =

A — ) ) . - N )
—PQ = —a.1In’y a donc qu’une translation réciproque a 7> cest T .

Solution 31.3. De I'exercice 29.3 page 362.

La translation qui prenant le point P donne le point R est celle de vecteur PR.En
disant ceci on montre qu’il y n’y a qu’une et une seule telle translation. Comme PR =
P—Cj + @ =@ +b . Latranslation qui déplace directement P sur R est celle de vecteur
@+b.

Solution 31.4. De I'exercice 29.4 page 365.
Dire que I'image du point A par la translation de vecteur &« = aAB + BAC est le
— —_— -
point D équivaut a dire que aAB + SAC = AD. C’est donc impossible puisque les

vecteurs ne peuvent pas avoir la méme direction.
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Solution 31.5. De I'exercice 29.5 page 365.

Solution 31.6. De I'exercice 29.6 page 367.

Tgoly =Ty g =Tyw =Ty o1y

Solution 31.7. De I'exercice 29.7 page 367.

Tpoly =Ty e =Ty
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Solution 31.8. De I'exercice 29.8 page 369.

AN AN S

1

Il peut exister un plan qui contienne a la fois (D) et (D2) : VRAL

Un plan ne peut jamais contenir toute une droite : FAUX.

Il peut exister plusieurs plans qui contiennent a la fois (D7) et (D2) : FAUX.

1 existe toujours un plan qui contient a la fois (D7) et (D) : VRAL

1 existe toujours plusieurs plans qui contiennent a la fois (D7) et (D3) : FAUX.
1l existe exactement un plan qui contient a la fois (D7) et (Ds) : VRAL

Si un plan contient (D) alors il contient obligatoirement (D) : FAUX.

Un plan contient deux droites si et seulement si ces dernieres sont paralléles entre
elles : FAUX.

Solution 31.9. De I'exercice 29.9 page 371.

1.

2.

3
4.
5
6

Il peut exister un plan qui contienne a la fois (D1) et (D2) : FAUX.

Il peut exister plusieurs plans qui contiennent a la fois (D7) et (D3) : FAUX.

. Il existe toujours au moins un plan qui contient a la fois (D7) et (Ds) : FAUX.

1l existe toujours plusieurs plans qui contiennent a la fois (D1) et (D3) : FAUX.

. 1l existe exactement un plan qui contient a la fois (D;) et (D3) : FAUX.

. Siun plan contient (D) alors il contient obligatoirement (Ds) : FAUX.

Solution 31.10. De 'exercice 29.10 page 372.

Si on acceptait les vecteurs nuls dans la définition de la colinéarité :

— On ne pourrait plus dire que deux vecteurs sont colinéaires si ils ont la méme

direction puisque le vecteur nul n’en a pas.

— On ne pourrait plus dire sans précaution qu’il est possible d’écrire I'un des deux

comme un produit de 'autre par un réel. En effet si 4 est non nul alors on peut

.. g — s . , — 4
écrire que 0 = Ou mais il n’existe pas de réel A tel que v = 0.

Solution 31.11. De 'exercice 29.11 page 373.

1.

Le parallélisme large des droites dans ’espace est une relation d’équivalence. On
a:

— la réflexivité puisque pour toute droite D on peut écrire D || D,

— lasymétriecarD || T = T || D,

— latransitivité : D | T et T || A= D | A.
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2. Le parallélisme strict des droites dans I’espace, notons-le avec le symbole « ||z »,
n’est pas une relation d’équivalence. Il n’y a évidemment pas de réflexivité puis-
qu’une droite ne peut pas étre strictement paralléle, ce qui sous-entend différente,
a elle-méme. Il n’y a pas non plus de transitivité. Par exemple si A est stricte-
ment paralléle & B on peut écrire A || B et B ||+ A mais cela n’entraine pas
évidemment A || A.

3. Le non-parallélisme des droites dans I’espace n’est pas une relation d’équivalence.
Il n’y a ni réflexivité, ni symétrie, ni transitivité.

4. La perpendicularité des droites dans un plan n’est pas une relation d’équivalence.
Il n’y a ni réflexivité, ni transitivité.

5. La perpendicularité des droites dans I’espace n’est pas transitive. Par exemple,

ci-dessous, (DFE) L (EB) et (EB) L (FFE) mais (DE) [ (FE).

F

A B

Solution 31.12. De 'exercice 29.12 page 379.
— —
1. Vecteurs coplanaires avec AB et AC' :
e T T T S e T JUNEI T S
AB,AC,AD,BC,BD,EF,EG,FEH,FG,FH.

. —_— —
2. Vecteurs coplanaires avec Al et BI :
—

B T S S S S e -
Al,BI, AE,EI, BF,FI, AF, BE, etleurs opposés [A, IB, EA, IE, FB,
— e ——
IF,FA,EB.

AG =AE + EF + FQ
=%ﬁ+ %zﬁ+ %B—C’> par Thales

11— 11— 1-—
_EAB + §AD + §AI.

mz,ﬁ+m+w=,ﬁ+@+gﬁ
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Solution 31.13. De 'exercice 29.13 page 380.
Se donner un point et deux vecteurs colinéaires revient au méme que se donner un
point et un seul vecteur. Il y a une infinité de plans possibles, ce qui ne signifie pas que

tous les plans sont possibles.

Une infinité de plans admettent d
comme vecteur directeur et
contiennent le point P. Ils sont

« comme des feuilles rigides

tournant autour d’'un méme axe ».

Solution 31.14. De 'exercice 29.14 page 383.
la droite est contenue entiérement dans le plan,
1 |la droite intersecte le plan en un unique point,

() |la droite et le plan ne se rencontrent pas.

1. une fleche piquée dans une cible,
2. une planche de surf flotte sur une eau calme,

un avion survole I'océan,

on coupe tout droit une toile avec des ciseaux,
le périscope d’un sous-marin dépassant de I'eau,
un trait droit a la craie sur un tableau noir,

A A

un ascenseur donne acces aux différents niveaux d’'un immeuble,
8. des fers a béton dans une dalle mince de béton,
9. une paille a travers un couvercle en plastique,

10. le mat sur le pont d’'un grand voilier,

11. un sous-marin se déplace en ligne droite en demeurant 5om sous la surface de

feaw [ 0
12. une tringle de penderie est fixée sous une étagere,
13. un soc de charrue trace un sillon rectiligne,

14. une pierre tombe le long d’un mur vertical.

R
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Solution 31.15. De 'exercice 29.15 page 385.

Il n’est pas possible d’exprimer un des vecteurs comme

combinaison linéaire des deux autres.

! !

S
Aucun des vecteurs Iln’y a pas, parmi @, b et ¢, de vecteurs

bl . ’ .
n’est le vecteur nul. colinéaires entre eux.

Rappelons que la contraposée d’une implication A = B est 'implication ~B = —A4,
que Pon lit « non B implique non A et qui signifie « la négation de B implique celle de
A».

Une implication et sa contraposée sont équivalentes, ce qu’il est facile de vérifier en
balayant toutes les combinaisons de valeurs de vérités, 1 = « vrai» et 0 = « faux » que

peuvent prendre A et B :

‘A‘B‘AéB‘ﬂA‘ﬂB‘ﬂBé—'A

0

1 1 0
0 0 0
1 1 1
0 1 1

== O] =

1
1 1
0 0
0 1

Démonstration. En passant a la contraposée :

« Il n’est pas possible d’exprimer un des vecteurs comme combinaison linéaire des
deux autres » implique « Aucun des vecteurs n’est le vecteur nul »

est équivalent a

« Un des vecteurs est nul » implique » Il est possible d’exprimer un des vecteurs
comme combinaison linéaire des deux autres »

Supposons que parmi @, b et onaitc = 6, alors ¢ = 0d + 0b.

N
oy = . . . s bd
Autrement dit ¢’ s’exprime comme une combinaison linéaire de @’ et b .

Démonstration. Pour prouver 1’autre implication, on passe aussi a la contraposée :

« Il n’est pas possible d’exprimer un des vecteurs comme combinaison linéaire des

. . 5 . T — .

deux autres » implique «Il n’y a pas, parmi @, b et ¢, de vecteurs colinéaires entre
eux »

est équivalent a

A . o . .
«Ilya,parmia, b etc,au moins deux vecteurs colinéaires entre eux. » implique » Il

est possible d’exprimer un des vecteurs comme combinaison linéaire des deux autres »
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Supposons que b et & soient cohnealres Cela Slgl’llﬁe qu’il existe un réel « tel que
5
¢ = ab ou encore ¢ = 0d + ab. Ici encore ¢ s ‘exprime comme une combinaison
linéaire de @ et b .

O

Solution 31.16. De 'exercice 29.16 page 385.
Erd — — 37 — —
Posons X = a1u + asv etY = biv + bow.
— =
Premiére solution : Montrons que si, ¥ et W ne sont pas coplanaires alors X , Y

et w ne le sont pas non plus.

—

aX +BY 447 =0

:>a(a117+a217)+/8(b17+b21_6) 7’17)) :6
=aa1t + (aag + Bb1) Vv + (Bby + ) W = 0

aay =0,

=<{ aay+ by =0, puisqueu, v et w ne sont pas coplanaires

ﬁb2+’y=0)
a=0 puisque a3 # 0
= ﬂb1=07
/Bb2+’)’:0,
a=0
=4 B=0 puisqueb; #0
v=0.

— =
Il n’y a pas d’autre combinaison linéaire nulle de X, Y et w que celle dont tous les
coefficients sont nuls. Les vecteurs ne sont pas coplanaires.

=
Seconde solution : Remarquons que v = % (Y — by ) et

U = f(X—G,QU)

lal!
~

2
z
o

- = — A . A
On veut montrer que (U, v, W) base équivaut a (

— = —
(u,v,w) estune base
— . . e s . — — —
< tout vecteur = est une combinaison linéaire de u, v et w

&vY7,3a, 8,7y ER, T =ou + Bv +yw
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a‘c’:a(iX——Y+—w)+ﬂ— (?—bzz_u’)Jrvﬁ
b1

;:3f+<ﬁ_ﬂ)7+(@_&ﬂ)w

b1 ay b1 ay bl bl
— . . . s . Y~ 7 —
& tout vecteur = est une combinaison linéaire de X ,Y et w

— —
& (X,Y,?T)’) est une base.

Solution 31.17. De 'exercice 29.17 page 386.
Le vecteur nul n’est linéairement indépendant d’aucun autre vecteur. En effet, quel
— —
que soit le vecteur @onal-0+4+0-a =0 et,al’évidence, les coefficients 1 et 0 ne sont

pas tous nuls.

Solution 31.18. De 'exercice 29.18 page 386.

=1 et U ne sont pas linéairement indépendants (par définition).

Solution 31.19. De 'exercice 29.19 page 386.
Siu, v et w sont coplanaires alors il est possible d’exprimer un des vecteurs en fonc-
tion des deux autres. Par exemple U= 517 + 'yﬂf , ou 3 et v ne peuvent pas étre tous
. L = — — g . . - = —
deux nuls. Ceci se récrit & — fv — yw = 0 qui exprime que «, U et W ne sont pas
linéairement indépendants.

Solution 31.20. De 'exercice 29.20 page 387.

— —
1. Considérons une combinaison linéaire nullede @ +b +¢,a —b + 2¢ et 2a +

30 +3¢.

a(@+b+¢)+p(d —b +28) +~(2a +3b +3¢) =0

est équivalent a

(a+B+27)T + (a—B+27)b + (20 +38+39)¢ =0.

Comme @, b et sont linéairement indépendants, cette derniére égalité est pos-

sible si et seulement si les trois coefficients sont tous nuls, autrement dit

at+pB+2y = 0,
a—0+2y = 0,
204+38+3y = 0.
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Résolvons ce systéme. La soustraction des deux premiéres équations donne 3 = 0,
a+2y = 0

204+3y = 0

Deux fois la ligne du haut moins celle du bas donne v = 0, puis & = 0.

Les coefficients « + 8 + 2, a« — 8 + 27y et 2ac + 33 + 3~y sont tous les trois nuls.

ce qui conduit au systéeme réduit {

Ceci montre que la famille :
(@+b +2,@ b +2¢,2a +3b +32)

est linéairement indépendante.

12 . . . e . (GG g —
2. Considérons maintenant une combinaison linéaire nullede a +b +c¢’,a —b +2¢

33 +7h — 8¢,
a(@+0+T)+5(T b +28) +~(-37 +70 —87) =0 équivauta:

—

(a+B—37)a +(a—B+TY)b +(a+28—8y)c =0

Ceci est possible si et seulement si les trois coefficients sont tous nuls, autrement
dit :

a+ 8- 0 (L1),
a—B+T7y 0 (L2),
a+28-8y = 0 (L3).

Résolvons ce systeme. Commencons par éliminer a.

(L1)—(L2) donne 28 — 10y = 0, soit 8 — 5y = 0, alors que (L2)—(L3) donne
—38+ 157 = 0, soit, a nouveau, 5 — 5y = 0. En reportant, par exemple dans (L2),
on obtient encore « = f — Ty = 5y — 7y = —27.

Le systéme posséde donc une infinité de solutions. Par exemple (o, 8,v) = (—2,5,1)
ou (a, 8,7) = (—4,10,2).

Qu’il existe une combinaison linéaire nulle dont les coefficients ne sont pas tous

nuls montre que la famille :

—

(@+b +¢.@—b +2¢, —3a +7b —8¢)
n’est pas linéairement indépendante.
Solution 31.21. De 'exercice 29.21 page 388.
1. H—B%L}TC%&—B}} 4. M@} 7. (ﬂ,ﬁ,lﬂ),
2. (AB,BD,CH), 5. (FB,AB,EH), R T At
3. (AR DI B, 6. (HJ.EG.EH), 9. (EH,EA IK).
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Solution 31.22. De 'exercice 29.22 page 391.

1. Dans le repére (A,E,E,E) ona:

[a][Blc|p|E|F[c|H]

z|o|1]1|lolo|1 1]0
y |0 1|l1]o0]o0o]1]1
zlololo]lo|l1|1]1]1

—_—— e ——
2. Dans le repére (B,AB,AD,AE) ona:

[ Alslc|p|B|Fr|c|d|

z|-170]0|-1]-1]01]0]|-1
y| O 0|1 1 0 0|1 1
z| 0 010 0 1 111 1

3. Dans le repere (A,ﬁ,zﬁ,ﬁ), ona:

|4/ Blc|p|[E[F]|c|H]

zlo|11|11]0]0|11]11]0
ylolo|l1]1]lolo]|1]1
zlolo|lo o] 1] 1]1]1

4. Dans le repére (A, IOE, QOE, 5A—E)), ona:

(4|l c|[p[E]F|c]|H|

010101/ 0 0 |01|01] 0
y|l0o]| 0 005005 0 | 0 |005]0,05
0] 0 0 0 |02/02] 02/ 02

_— s ——
5. Dans le repeére (A, AF, AH,AF), ona:

(4]B c|p|E Flc|H]

z|0|-1,-2|-1,1,0|-1]0
y |0 0 1 0 010 1 1
z |0 1 1 1 01 1 0

6. Les segments [AG|, [BH], [EC] et [F'D] sont concourants en leurs milieux au

point I, appelé centre du cube. Dans le repére (I, ﬁ7 I?, fi), on a immédia-
tement B(1,0,0), C(0,1,0) et G(0,0, 1). Ensuite, assez facilement, IA = -IG
donc A(0,0, —1). De méme E(0,—1,0) et H(—1,0,0).
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Pour D on passe par la relation de Chasles :

— 1 —

ID =-FD
2
1 — — —
=§(FE+EA+AD)
L (BA +FA+BC
:5(3 +EA + BC)
1 e e R s
=3 (2BI +2IA + EI +1C)

—_— — 1— 1—

:—IB+IA—§]E+§IC.

, E—
Les coordonnées de I D sont donc :

1 0 e /0 -1
—fo]+{ o )-5{-t])+5(1])=]|"1
0 -1 0 -1

Ce sont également cellede D : (—1,1,—1).

Quand a F ses coordonnées sont (1,—1, 1) puisque IF = ~ID.

Solution 31.23. De 'exercice 29.23 page 392.

— -

QP = (x — a)i+ (y — b)J+ (¢ — ¢)k donc les coordonnées de P dans le repére
(Q,j;i',ﬁ) sont (y — b,z — a,z — c).

Solution 31.24. De I'exercice 29.24 page 392.

« 1 et U sont colinéaires » équivaut a « il existe (au moins un) réel & non nul tel que
— —
U =av »,

ou encore

— — « s ’ . B . . . 7

«u et v sont colinéaires » équivaut a « il existe (au moins un) réel a non nul tel que

Ty = ATy, Yy = QYy €t 2y, = 2y ».
—
«Le vecteur d est directeur de la droite D si et seulement si chaque fois que 'on prend

=
un point de D, son translaté par la translation de vecteur d est encore un point de D ».
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Solution 31.25. De I'exercice 29.25 page 393.
=
Le point A appartient a la droite passant par M et de vecteur directeur d si et seule-
_— =
mentsi MA || d.

- 7 e ,
Or dans le repeére (O, 7,7, k) le vecteur M A a pour coordonnées :

126 — 5 121 4
208 2 — — 7
5 + 5 = 42 =66 X i1

45 1 1
Tt —11 ~35

ce qui signifie que M A = 66d donc que M A || d.

Solution 31.26. De 'exercice 29.26 page 393.
Remarquons que si il existe une combinaison linéaire de % et v qui est colinéaire a w/
. . . . s . — —> . 7 [ e
alors il existe une combinaison linéaire de u et v qui est égale a w.

On cherche s’il existe des réels o et 3 tels que atl + S0 = W, ou, en coordonnées,

7 2 44
tels que v -7 +4 3 = 36 |.Ce qui se réécrit
1 4 4

Ta+ 20 = 44, (L1)
—Ta+38=36, (L2)
a+48 =4. (L3)

La somme (L1)+ (L2) donne 58 = 80 soit 5 = 16. En reportant dans (L1) ou dans (L2)
on trouve o« = % Par contre § = 16 et a = % ne vérifie pas (L3) : 1—72 +4x16 #4.
Iln’y a pas de solution, on ne peut pas exprimer w comme une combinaison linéaire

de W etde .

Solution 31.27. De 'exercice 29.27 page 395.

r = a
D= P(z,y,z) | Ja e R*, | y = a
z = a

coordonnées d’un point de D —

\)+++

coordonnées d’un vecteur directeur de D
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Solution 31.28. De 'exercice 29.28 page 397.
1. Point du plan (2, 2, 10), premier vecteur directeur ( i ), second vecteur directeur
-2
(5)
4
2. Point du plan (0, —8, 0), premier vecteur directeur ( é ) second vecteur directeur
( 2 ) :
4
3. Point du plan (4, 8, 2), premier vecteur directeur ( _% ) , second vecteur directeur
(5):
4
4. Point du plan (11,44, 0), premier vecteur directeur ( 1(1)2 ), second vecteur direc-
2
teur ( (5) )
5. Pointduplan (7,8, 12), premier vecteur directeur ( _8 ), second vecteur directeur
(3):
0
Solution 31.29. De 'exercice 29.29 page 398.

1. Trois points sont toujours dans un méme plan.
Considérons trois points A, B et C' dans I'espace, tous distincts les uns des autres.
Nous pouvons nous représenter I’ensemble des plans contenant la droite (AB) :

on peut se les représenter comme les positions possibles d’un plan tournant autour
de l'axe (AB).

AB)

Au cours de sa rotation autour de (AB), il existe une unique position ou le plan

vient englober le point C.
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2. La question de savoir s’il existe un plan qui contient tous les points ne se pose qu’a

partir de quatre points.

En effet si 'on peut toujours trouver un plan contenant les trois premiers points,

le quatriéme ne s’y trouve pas forcément.

. Si chaque fois que I'on a quatre points d’un ensemble &£, ceux-ci sont contenus dans

un méme plan alors la méme chose est vraie lorsqu’on prend cing points de E.

Nommons les cing points 4, B, C, D et E.

— Supposons que A, B et C ne sont pas alignés. Les points A, B, C' et D sont
dans un méme plan par hypothése, le plan (ABC). De méme A, B,C et E

sont dans un méme plan, également le plan (ABC).

— Si A, B et C sont alignés alors on ajoute un point F' supplémentaire tel que
A, B et F ne soit pas alignés. Il existe donc un unique plan contenant A, B
et F'. Par hypothése A, B, D et F' sont dans un méme plan, ce ne peut étre
que (ABF), par hypothése encore A, B, E et F' sont dans (ABF’), enfin
A, B, C et F sont dans le plan qui contient la droite (AB) et le point F,
autrement dit dans (ABF). Finalement tous les points sont dans (ABF).

. Si chaque fois que I'on a quatre points d’un ensemble £, ceux-ci sont contenus dans

un méme plan alors la méme chose est vraie quel que soit le nombren > 4 de points
de&.
C’est une simple récurrence sur le nombre n > 4 de points en suivant I'item

précédent.

Solution 31.30. De 'exercice 29.30 page 400.

Une méthode possible est de commencer par chercher les coordonnées de trois points

du plan, en s’assurant qu’ils ne sont pas alignés. Puis on utilise ces points pour produire

deux vecteurs non colinéaires entre eux et directeurs du plan. On est ainsi muni de tous

les éléments pour écrire une représentation paramétrique.

Pour déterminer les trois points on choisit arbitrairement deux coordonnées pour cha-

cun d’entre eux et I’équation cartésienne du plan fournit la troisiéme.

Par exemple A(1,0,24) donne 7—0— z4 = 9 soit 24 = —2 et donc A(1,0,—2). On

obtient de la méme facon B(0, 1, —10) et C(1, —2,0). Les coordonnées de AB sont :

0-1 -1
AB 1-0 = 1
—10+2 -8
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etdezﬁsont:
1-1 0
AC -2-0 = -2
0+2 2

Elles ne sont pas proportionnelles, les vecteurs ne sont donc pas colinéaires.

. re=4 — 7, .
Avec le point A et les vecteurs AB et AC' on peut écrire :

x 1 -1 0
D= M(z,y,2) | Ja,B R, | vy | = 0 |4+al 1 |+8] -2
z -2 -8 2
Ce que l'on peut aussi mettre sous la forme :
= l-«a
D={M@y2)|30,6€RS y = a-23
z —2—9a+ 28

Solution 31.31. De 'exercice 29.31 page 400.

Les translatés de G selon U et selon ¥ appartiennent également 4 P. Cela nous donne
deux points : H(5+1,4+0,3 —5) = (6,4, —2) et [(5+1,4+1,3+1) = (6,5,4). 4
et U n’étant pas colinéaires, les points A, B et C ne sont pas alignés.

L’équation du plan doit étre vérifiée par les coordonnées de chacun des points G, H

et I. Cela donne un systéme de trois équations dont les inconnues sont b, c et d.

54+4b+3c = d, (L1)
6+4b—2c d, (L2)
6+ 5b+ 4c d. (L3)

(L1)—(L2) donne —1 + 5¢ = 0 donc ¢ = % (L2)—(L3) donne —b — 6¢ = 0 donc b =
—6c = —g. Enfin on trouve d = 5 + 4b+ 3¢ = %.
L’équation cartésienne de P cherchée est x — gy + %z = %.
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Solution 31.32. De 'exercice 29.32 page 405.
—_— —_— —_— —_—
Rappelons une propriété des parallélogrammes. Si AB = DC alors AD = BC.
Ainsi, quels que soient les points M; et M; du systéme de points pondérés, puisque, par
—_— ey e Ty
définition d'une translation, M; T (M;) = u = M;T; (M;),onaencore Ty (M;) Ty (M) =
MM, .

On en déduit que
> miTe (G) Ty (Mi) = > miGM; =0
i=1 i=1

puisque G est le barycentre de :
{(Mlvml) ) (M2a m2) PR} (Mnamn)}

Ceci montre que 77;(G) est le barycentre de {(Tﬁ (M) ,ml) , (TU (Ma), mg) ,
cey (Tﬁ (M,) ,mn)} et prouve la proposition 29.20.

Solution 31.33. De 'exercice 29.33 page 406.

-
Fixons un repére orthonormé (O, %7, k) de facon a utiliser des coordonnées. On a

N i Tp—TA
A(za,ya,z24) et B(zp,yn, 2B), le vecteur AB a pour coordonnées (yB—yA ) Les

ZB—ZA
coordonnées (z,y, z) d'un point de la droite (AB) sont données par :

(1) = (43) +# (va-02)
avec k € R.

Les coordonnées (z,y, z) d’un point M du segment [AB] sont données par

(1) = () +# (21

avec k € [0,1].
Autrement dit M ((1 — k)za + kxp, (1 —k)ya + kyp, (1 — k)za + kzp).
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De ceci on déduit :

(1—k)AM + kBM
=((1=k)(x—za)+k(x—2p))7+ (1 -k)(y —ya) + k(y —yB)) I+
(1—k)(z—24) +k(z—2B)k
=((1-k)(1—Kk)za+krp—za)+ k(1 —Fk)za+krp —xp)) i+
(A=Fk) (1 —KE)ya+kys —ya) + k(1 — k)ya + kys — yB)) J+
(1= k) (1 —k)za+kzp — 24) + k(1 — k)za + kzp — 25)) k
=((1—Fk)k(zg —za)+ k(1 —k)(xa—xB))) 7+
(L=k)k(ys —ya) + k(1 — k) (ya —yp))) J+
(1= k)k (25 — 2a) + k(1= k) (24 — 25)) k

—

=0.

Le segment [AB] est I'ensemble des barycentres de {(A,1 — k), (B, k)} lorsque k
parcourt [0, 1].

Solution 31.34. De l'exercice 29.34 page 406.

—_ —

G barycentre de (4, a) et (B, b) ©aAG +bBG =0
©aAG +b(BA +AG) =0
— —
<(a+b)AG =bAB

—_— b —

SAG = AB.
a+b

1. Sia = 0alors AG = AB donc G = B.
2. Sib=0alors AG = 0 donc G = A.
3. Sia = balors AG = %zﬁ donc G est le milieu de [AB].

4. Sia etb sont de méme signe alors AG = kAB aveck € [0, 1] donc ¢ appartient
au segment [AB].
5. Lanégation de I’assertion précédente dit que si a et b sont de signes opposés (mais,

par définition d’un barycentre, on ne peut avoir a = —b) alors G appartient a la
droite (AB) privée du segment [AB].
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6. Silal < [bleta > 0,b > 0 alors 3 < 273 < 1donc la position de G est comme
suit :
A B
- .- N\ -

Sila| < |bjeta>0,b<0alors1 < ai_'_b donc la position de G est comme suit :

A B
o N\ \\\\\- - -

Sila] < |bleta < 0,b> 0alors 1 < 24 donc la position de G est comme suit :

A B
-— .- SN\ - -
Sila| < |bleta <0,b < 0alors i < a_+b < 1 donc la position de G est comme
suit :
A B
- .- N\ -

On peut donc écrire que «si |a| < |b| alors G appartient & la demi-droite de sommet le
—

milieu de [AB], de direction et sens AB ». Plus concrétement il s’agit des points de la

droite plus proches de B que de A.

Solutlon 31 35. De l'exercice 29.35 page 415.
AB - AB AB? = 36,
AB - BA = AB? cos (AB, BA) — AB* = 36,
AB-AA = 4B .0 =0,
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/TB)'E=Ocar1TB)L1TE),

AB -BE = AB - BA = —36 carle projeté orthogonal de F sur la droite (AB) est
A,

AB-EB = —AB - BE = 36,

AB-Al = AB %A_g = 18 puisque le projeté orthogonal de I sur [AB] est le milieu
de [AB],

AB-EI = AB-(EA + Al ) = AB-EA+AB Al =0+18=18car AB 1 FA,

AB-ID = AB - (TA + AD) = AB -TA + AB - AD = ~18 + 0 = ~18,

AB-AK = AB - (AE + EH + HK ) = AB - AE + AB -EH + AB - HK =
AB-HEK = AB - 2HC = 2AB - (EA + AB) = 2AB> = 24,

A KG = AB.(KC + 0G) = AB.KC+AB-0G — AB-KC — AB-4HC —
VAB - (EA + AB) = 1AB* =12,

AB-FK =AB - (FE +EH + HK) = AB - FE + AB - EH + AB - HK =
AB -BA = -36+24 = —12.

Solution 31.36. De 'exercice 29.36 page 416.

ULy el.v=0
&cos (U,v) =0 puisque [|[@] #Oet [|U]| #0
|7 cos (@,0) o =0
17
Spy (u)—a

Ce qui prouve la proposition 29.27.

Solution 31.37. De 'exercice 29.37 page 416.

Ld 40P = @+0).@+0) = @.0)+ @.V) + (
@) +2u .0 + |77

+ @) = (€ A) + @) + (@) +

2. |[U+0 4@ =@ +0+wW).(d+0
+ @7 + @ @) = [[E]* + 7] +

— — =

W @)+ @ 0) + @) + (W)
|@|* + 24 . 7 + 20 . + 2@ . W
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Solution 31.38. De 'exercice 29.38 page 419.
— /29 —— /4
Ona AB ( 3 ) et AC (g)

AB . AC = HEH HA_C’Hcos(E,A_d)
= - 9x4+3x2+3x9=1/(-9)2+32+32 x V42 + 22 + 92cos (AB, AC )
=>—3=\/®><\/1T1(:05(E,A_C))

L _ cos (4B, AC)
V1111 ’
Solution 31.39. De 'exercice 29.39 page 419.
Z)° = .4 =22 + y2 + 22. Ceci implique ||@|| = /22 + y2 + 22 et démontre la
proposition 29.30.

Solution 31.40. De 'exercice 29.40 page 421.
D’apres la définition 29.25, deux droites (D) et (D3) sont orthogonales si il existe un
vecteur d‘f directeur de (D1) et un vecteur dy directeur de (D) tels que d_f . d—; =0.
Soit e7 et ez, respectivement un vecteur directeur de (D) et un vecteur directeur de
(D3). Les vecteurs directeurs d’'une méme droite étant colinéaires entre eux, il existe des
réels k; et ks tels que er = kld—f etey = k2d_2>.

Onadonce_f.e_g)zkld_l).kgd—;zkl X ko x 0 = 0. Autrement dit e; L e5.

Solution 31.41. De I'exercice 29.41 page 421.
— — —
Soit dy, da et d3 des vecteurs directeurs de, respectivement, (D), (D2) et (Ds3).
— —
(D1) L (D2) équivaut ady L ds.
’ . \ - e

(D3) || (D32) équivaut ads || dz. o

Si(D1) L (D3) et (D3) || (D2) alors, d’aprés ce qui précéde, d; L d3 donc (D) L
(Ds).

Solution 31.42. De 'exercice 29.42 page 421.

Soit (O, 7 E) un repére orthonormé, (D), (D) et (D3) des droites de direction,
respectivement, 7, J'et k.

Ona (D) L (D2) et (D3) L (D2) etaussi (D1) L (Ds).

Solution 31.43. De 'exercice 29.43 page 421.
— —
Soit dy et do deux vecteurs directeurs de P, non colinéaires entre eux. Si la droite D,
—
de vecteur directeur d, est incluse dans le plan P alors il existe deux réels « et 3 tels que
— — —
d = ady + Bds.
— —
Par définition d’un vecteur normal & un plan, 7 est orthogonal a d; et a dy. Ainsi
- — — N — —
d.il = (ad +Bdy) i =a(d i)+ B(dy i) =0+0=0.
—

Le vecteur d est orthogonal 4 7i.
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Solution 31.44. De I'exercice 29.44 page 422.

Appelons 71 le vecteur de coordonnées ( é )

Soit 3 un vecteur directeur de P. Il existe deux points M7 (21, y1, 21) et Ma (22, Y2, 22)
appartenant a P et tels que ]\T]VI; = d. Les coordonnées de ce dernier vecteur sont
( v ) :

Zf\/jlz 1appartenant aPonaaxy + by +cz1 +d = 0, et, de méme, My appartenant
aussi & P on a axy + bys + cz2 + d = 0. En soustrayant ces deux égalités on obtient
a(wy — 1) +b(y2 —y1) + (22 — z1) = 0. Or ceci exprime que 7 . d =0, donc que
ild.

7 étant orthogonal a tout vecteur directeur de P est un vecteur normal a P. Ceci

prouve la proposition 29.33.

Solution 31.45. De l'exercice 29.45 page 423.

Cas1. Pi || Pz ouP; =P, implique uy | us :
Soit 2 et € des vecteurs directeurs de P;, unitaires et orthogonaux entre eux.
Soit ? un vecteur tel que (E, €, ?) soit une base orthonormée.
Notons (Z) les coordonnées de ny. De ny L 2 et n; L € on déduit
{771’.2:0 {x1><1+y1><0+z1><0=0
donc

ni.e = 2y X0+y; x1+2,x0=0

et finalement z; = 0.

On adonc ny = zlf.
Les plans P; et P, étant paralléles ou égaux, les vecteurs dete engendrent
également le plan P,. Notons (@2 ) les coordonnées de 73 .
— = — — 1. , — 7
Dengs L d etng L e on déduit, comme précédemment, ny = 2o f.
Ce qui montre que 73 || 727
Cas 2. uy | uz implique P; || P2 ouP; = Py :
W (7 = 7 . .7 — .
Soit (d e f ) une base orthonormée ou d et ¢ sont vecteurs directeurs de
P;. On a, comme ci-dessus, 777 = k17 et, puisque uy || uz, n2 = kz}), pour
des réels K et ks non nuls.
Fixons un point A (z4,y4, 24) de P2. Si M (x,y, ) est un point quelconque
7 — RV e .. .
de Py alors AM L n3, donc AM L f, ce qui implique (z — z4) X 0 4+
(y—ya) X0+ (2—24) x 1 =0donc z = z4.
Si g est un vecteur directeur quelconque de Ps il existe un point M de Ps tel
— i - - — N
queg =AM = (z —za)d + (y—ya)e + (za—za) f = (z —za)d +
(y—ya)e.
5
Autrement dit d et € engendrent Py, donc Py || P2 ou Py = Ps.

La proposition 29.34 est démontrée.







Correction des approfondissements

Les corrections sont dans le méme ordre que les exercices.

Solution 32.1. De I’exercice 30.1 page 439.




484 Chapitre 32

Solution 32.2. De I'exercice 30.2 page 439.

— Pour n = 1 on a une tautologie : To» = T7;.

— Supposons que pour un entier naturel non nul n on ait :

ol o0---0% = —
Tu Tu Tu Tnu

n fois

alors

o> o0---0T1>
Tu Tu Tu

~~

n—+1 fois
= o O---0 o
Ty o Ty TUJ T

n fois

=T = o Ti; par I'hypothése de récurrence

=T 2.2
:T(n+1)ﬂ .

Solution 32.3. De I'exercice 30.3 page 439.

(T 0 Tp) 0 Ty =T 7 0 Tz

U4+l
=T - —

U+(v+w)
=T o Ty . w

ZTH o (Tg o T'L_J) .
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Solution 32.4. De I'exercice 30.4 page 440.

HAUT  (0.3.)

)

(0,0,2)

BAS

1. (1,3,0), et (1,1,2).

2. Les chemins de plus courte longueur entre (2,2,0) et (1, 3,2) restent confinés
au parallélépipéde ¥ dont les sommets sont (2,2,0), (2,3,0), (2,3,2), (2,2,2),
(1,2,0), (1,3,0), (1,3,2) et (1,2,2). En effet, considérons un chemin qui sort
de ¥ et qui, donc, doit y retourner. Notons S le point de sortie et R le point de

(2,0,0)

retour. Il est toujours possible de remplacer le portion du chemin entre S et R qui
se trouve a l'extérieur de ¥ par une portion dans ¥ qui sera plus courte puisque

pour s’éloigner de U et y retourner il faut bien ajouter des arétes supplémentaires.

On trouve comme chemins de plus courte longueur, par exemple :
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On constate que la longueur de tous ces chemins est, d’aprés la définition choi-
sie, 4. Pour déterminer tous les chemins possibles on peut construire un arbre en
partant du sommet (2, 2, 0) initial et en avancant vers tous ses voisins possibles,
c’est-a-dire : que 'on peut atteindre par une aréte, qui ne rallongent pas le chemin

aI’évidence et aboutissent a (1, 3, 2).

(2,2,2) (1,2,2) (1,3,2)

(2,3,2) (1,3,2)

(2,2,1) (1,2 1) (1,2,2) (1,3,2)
\ 1,3,1)_____ (1,3,2)
(231) (2,3,2) (1,3,2)

(1 3,1) (1,3,2)

(2,2 0) (1,2,2) (1,3,2)
(1 ,0) (1,2,1 (1,3,1) (1,3,2)
(1,3,0) (1,3,1) (1,3,2)

(2,3,2) (1,3,2)

(2,3,0) (2,3,1) (1,3,1) (1,3,2)

(1,3,0) (1,3,1) (1,3,2)
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On trouve 12 chemins de longueur minimale.
3. La longueur d’un chemin de plus courte longueur entre (2,0,0) et (2,3,0) est 7.
4. En effectuant depuis le point d’entrée les choix F'F’'D DU G, on parvient au nceud
(1,2,1).

HAUT

5. En partant de 'entrée du réseau en (2, 0,0) puis parcourant le chemin codé par
RULLDLR l'insecte aboutit au nceud (0, 3, 0).
HAUT

0) BAS @30

Solution 32.5. De I'exercice 30.5 page 443.

—_— s ——
1. Dans la base (EH ,EF, EA), on a les coordonnées :

) EF (]), o HE ()
b F () o 15 - 57 (])
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f) IK = § (EA+EF)+EH + % (FE + AE) = §EA + LEF + EH,
doncmapourcoordonnées%(51]) +%(g>+(é) = <%)
g DH =—EA4(8), i)ﬁ{’:—ﬁ(éé),
3

D5 ().

= e P o 1 (=7 == 157 1
j) FI = FE + EI = FE + 5 (EA+EF) = JEA — LEF, donc les
., 0
coordonnées de F'I sont w2
— — — — ’ — — E— —
k) JI = JH + HE + EI = {CH + HE + EB = } (-EA - EF ) —
— e e g
EH + % (EA + EF) = %EA + — E'H, donc les coordonnées de
- 1 0 1 0 1 o
JI sont 5 ((1))4—5 (1) — (8) =

— — —)(0
).
1

) HC = EA + EF

=
B!

clo |
-
SN~—

—_— > ——
2. Dans la base (EI, EF, BC’) on a les coordonnées suivantes.

a)ﬁ(g), c) ﬁ:—B_C)(_(f;l),

b)ﬂ=2ﬁ—ﬁ’(—§1), d) AB = EF (}),

o KF = KO + OF + BF = 1HC — BC — 251 + IF = } (357 -
B—C>—2E—‘I>+E—F) = —%E—‘I>+ﬁ—B_C)doncﬁapour coordonnées
_4

(5)
-1

fy IK = IB + BC +CK = EI + BC — 2EI == LET 4 BC, donc IK

[N

1
a pour coordonnées ( 5 )
1

2) D—H>=—E_A)<_(1)2), i) F—K>=—ﬁ<—%1),
1
h) DD (§). j) FI =—EF +FI (1),

k) JI = JH + HE + EI = —2EI — BC + EI = 1ET — BC, donc les

3
e de 77 sont [}
coordonnées de JI sont| o |.
-1

) HC =27 (}).
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Solution 32.6. De I’exercice 30.6 page 443.

_— —— —
1. Par rapport a la base (AB, AD, AI) on a les coordonnées :

N /0
AE:%AI(E),

—_— —_— —
AF = AE + EF = AT +1

NIFONI=

)

- e 1 173 1
AG = AE+EF +FG = Al + 5AB + §AD donc AG a pour coordonnées

-7 .
donc AF' a pour coordonnées

N[ D= N =

— -1
BD:—AB+ADdoncBD(%))
—_ -1
BE:—AB—i—lAIdoncBE(g)

’ 1
—>_l 1 — )
BF =1BI = (-AB + I)doncBF< 0 )

2

1
EG—EF+FG=1AB+1ADdoncEG<§),
0
N 1= 0
EH=§AD(%),
0
— 177 0
=g (1)
2
. /0
FG=EH<%>,
0
_1
R - - —_— 2
FH = —-1AB + 1AD doncFH( 1 )
0

B S S
2. Par rapport a la base (EF ,EFH, EA) :

— R 0

A =-FA( 8),

B — — 1

AF = —FEA + EF apour coordonnées ( 01 ),

- e - o e g _—> —_—

AG = AE + EF + FG = —EA + EF + EH donc AG a pour coordonnées

(jl)

ﬁ)’zﬂ’+,ﬁ=_zﬁ+2ﬁ’domgp(%),
B—E’=E4’+,ﬁ=_zﬁ_mdoncﬁ( )

BF = BA + AE + EF = —EF — EAdoncBF( 1)
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N—

= & o
2 g =
7 NN
OO O OO+
-

Ef=_ﬂ’( 81),
ﬁ=_ﬁ+ﬁdoncﬁ(%1).

Solution 32.7. De I'exercice 30.7 page 444.

= _ D p | . 1-3 —2
1. ©u = P1 P, a, dans le repére R4, les coordonnées | 4—(-2) | = ( 63)
95 Z
2. (O, %i’, %j’, %E) est un repére si et seulement si (1i', éj; k) est une base. Ce qui
est vrai si et seulement si les vecteurs j et 5 k sont linéairement indépendants.
Or
1 1 1- =
T+ B=T+v=k=0
a2z+62]+72
1, . N - —
) (a7 + BT+ k) =0

Sa=pF=v=0car?,jet % sont linéairement indépendants.

Dans le repére R, les coordonnées de O sont toujours (0, 0, 0) puisque O reste
l’origine

OnaOP1 =3U—-27+ 5k = 6 x —z —4 % 1j‘+ 10 x lk donc les coordonnées
de P, dans R sont (6, —4, 10).

De méme O—P2> =7+47+ 2k =2 X 5T+ 8 X 57+4 % 1 k: donc les coordonnées
de P, dans R sont (2, 8,4).

Pour finir & = —274+ 67— 3k = —4x li'—i— 12 x % — %fédonc les coordonnées
de U dans Ry sont (—4,12, —6).

o (7+ 7+ K) + B (T+ 27+ 2k) + (7+ 37+ 4k) =0
Sa+B+7)T+(@+28+37) 7+ (@+28+47)k=0
a+pB+v=0
<S¢ a+28+3y=0 puisque R; est une base.

a+28+4y=0
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Résolvons ce dernier systéme :

a+pB+v=0 (L1)
a+28+3y=0 (L2)
a+28+4y=0 (L3)

(L3) — (L2) donne v = 0. En reportant dans (L1) et (L2) :

{ a+6=0 (L
a+28=0 (Ls)

(Ls) — (L4) donne 8 = 0, puis o = 0.

La seule combinaison linéaire de 7+ 7+ k, 7+ 27+ 2k et 7+ 37+ 4k qui soit
nulle est celle dont tous les coefficients sont nuls. Les vecteurs sont linéairement

indépendants, donc ils forment une base et R3 est bien un repére.
4. On sait exprimer R3 en fonction de R; :

Lo

T+7+k=12 (L1)

P24 2= s (L2)
- =

T 374 AR = ks (L3)

11 s’agit donc de « retourner » ce systéme.

—

2(L1) — (L2) donne 7' = 25 - J2.

En reportant cette expression de 7 on obtient un systéme de deux égalités seule-

ment car (L1) et (L2) produisent la méme chose.

N — —
T+k=—ia +j2 (Lg)
oo = =
37+ 4k = —2is + jo + k2 (Ls)

- — — —
(L5) — 3(Lg) donne k = i3 — 275 + ka.
En reportant dans (L4) on aboutit a
o — -
J=—2is + 3j2 — ka.
On peut résumer cela par un systéme :
— —
V= 2ig — jo
- =N
J=—2iy +3j2 — ko
— — — —
k =1y —2jo + ko
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ou, si l'on préfére en écriture matricielle :

ESTIETINC]
I
|
[N}
w
|
—_
X
R
¥

. Dans ce nouveau repére, PP; a pour coordonnées (0, 0, 0) puisque c’est I’origine.
9 )

SN -
PP, =—2U+67— 3k
=—2(212 —]2)+6(—212 —|—3]2 —kz)—3(12 —2j2 —|—k2)
— — —
= — 19iy + 2652 — 9ko.

Les coordonnées de P, dans le repére R3 sont donc (—19, 26, —9).

PO =—- 0P
= — 374275k
= 3205 —Jo) +2(~2is +3f2 —ks) —5(ia — 2> +h2)
= — 1505 + 195 — Ths.

Les coordonnées de O dans le repére R3 sont donc (—15,19, —7).

— 7 — N A
u = P; P, donc les coordonnées de u dans le repére R3 sont les mémes que

celles du point P, & savoir (—19, 26, —9).

Solution 32.8. De I'exercice 30.8 page 444.

- N
1. Réécrivons les vecteurs 7, J'et k en fonctionde @, b et c :

— - N
=c10a + Clyzb +c1,3¢,
—

— —
= 2,10 + c22b +c23€C,

ETI T

— - —
=c310 + nggb + c3,3C .
Cela permet d’écrire :

RN -
OP =xv+ yj+ zk
— —
=T (01,13 + CLQb + 01733> + Yy (CQJCL—) + 0272[) + 62,3(?)

— - —
+z (63,10, + 03,2b + c3,3¢ )
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N
= (61,117 + c2,1y + C3’1z) a+ (Cl,zx + c2,2y + 03,22) b+

(61’3"1} + co 3y + 03’32) c.

e
Les coordonnées du point P, qui ne sont autres que celles du vecteur OP, par

>
rapport au repere (O, a,b, 3) sont donc :

(c1,1® + €21y + 3,12, C1,2% + 22y + €322, €1,3T + €2,3Y + €3,32)

€1,1 €2,1 €3,12 .
Remarquons que si M = (Cl,z c2,2 03,22), la matrice dont les colonnes sont les

C1,3 C2,3 €332 N
coordonnées des vecteurs 7, 7 et k dans la base (3, b ,3) et X = (=), la ma-
— =
trice des coordonnées de OP dans la base (i‘, 7 k) alors M X est la matrice des

coordonnées de O_P) dans la base (3, 17, 3).

2. On peut reprendre la question qui précede, il s’agit d’un simple échange de nota-

tions :
P PV Q
- —
1 Raaad a
. —
7 PV b
E Raaad g
Vm,n € {13 273}a Cmn dm,n

On obtient directement que les coordonnées du point ) par rapport au repére
(O, %7, E) sont
(di17 +d21y + d312,d1 27 + d2 2y + d322,d1 37 + da 3y + d3 32).

Solution 32.9. De I'exercice 30.9 page 445.
g - ]
On a, pour tout point P(x,y, z), OP = a7+ y7+ zk mais aussi OP = (x + y)a +
—
(x —y)b + z2cC.
.. . 5 - = 7
1. En choisissant P(1,0,0) on obtient OP =7=a +b.
De maniére analogue, P(0,1,0) et P(0,0, 1) donnent respectivement OP = 7=
- 7 . A 7 =
a—betOP=k=c.
Les coordonnées des vecteurs 7, Jet k dans la base (3, I?, c ) sont respectivement
(1,1,0), (1,-1,0) et (0,0,1).
2. AvecP( ,
—, 2
Les coordonnées des vecteurs @, 17 et ¢ dans la base (i’, 7 E) sont respectivement
(3:3:0) et (3,-3,0).

1 0) uis P (l -1 0) on obtient respectivement OP = L7+17=
2 p S\ T P 2 2J
7—

o7,
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Solution 32.10. De 'exercice 30.10 page 445.

r—1=a2
Soient (D7) =} P(z,y,2) | Ja € R*,{ y+1=04 pet
z—3 = —6a
z—9=al4d
(D2) = ¢ P(z,y,2) | Ja e R*, ¢ y+ 21 = a28
z—33=—-42«

D’aprés la premiére représentation paramétrique, M (1, —1,3) appartient a (D) et

le vecteur d—{ ( _ZG) est directeur de (Dy).

— /14
Par ailleurs, d’apres la seconde représentation paramétrique, le vecteur da ( = ) est
directeur de (D3).
- - - - . . . \
Comme dy = 7d; onad; | dz.Les droites sont donc ou bien strictement paralléles,
ou bien confondues.
Le point M (1, —1, 3) appartient a (D1 ), cependant il n’appartient pas & (D) puisque

ses coordonnées dans la représentation paramétrique de cette derniére donnent

1—-9=al4,
—1+421 =28,
3—33=—42¢.
g
Ce qui équivaut a % =« etn’est al’évidence pas possible.
5
7=

Les droites (D7) et (D2) sont strictement paralléles.

Solution 32.11. De ’exercice 30.11 page 445.

1. (913) =5 (_21) + s (%)01‘1 s,t € R peut s’écrire (yi3) =3 (%)oﬁ s e R
z+1 1 0 ’ z+1 1
C’est la droite passant par le point de coordonnées (0, —3, —1) et admettant le

. . 1 >
vecteur directeur de coordonnées ( 2 ) Ce n’est pas un plan.
z=9 -1 2\ .
2. (y;il’») =s ( 2 ) +1 (—54) ou s,t € R est le plan contenant le point de co-
z
—1 2
ordonnées (9, 3, —1) et pour lequel les vecteurs de coordonnées ( 2 ) et ( —54),

qui ont des directions différentes, sont directeurs.

4—zx —1 4 2
3. (22—y) = u( 2 ) + (%) -I-v(:%) ou u,v € R. Remarquons que les vec-

—z

o 2 L , .
teurs de coordonnées ( 2 ) et ( —421) sont colinéaires. L’ensemble de points peut
. d—x -1 4y N
donc se réécrire : (22—y> =u ( 2 ) + (2) ouu € R, et en simplifiant (5) =
—z 1 1 z

( zoq ) +u (%1 ) ouu € R.1I s’agit de la droite passant par le point de coordon-

-1
nées (0,20, —1) et de direction donnée par le vecteur de coordonnées ( 2 )
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x= 17,
4. Dans {y =8+t, ou s,t € R, le paramétre s n’intervient pas. On peut donc ré-
z = 2,

r= T,
écrire ce systeme {y =8+t, out € R. Il s’agit de la droite passant par le point
z=

. e , (0
de coordonnées (7, 8, 2) et dirigée selon le vecteur de coordonnées ( ! ) On peut

remarquer que cette droite est paralléle & ’axe des ordonnées.

T = s,
5. Le systeme {y = ; ou s € R, ne comporte que le seul parameétre s. Il s’agit
de la droite contenant le point de coordonnées (0,0, 2) et admettant un vecteur

1
directeur de coordonnées ( (1) )

= t,
6. { z =38, ous,t € R est le plan passant par le point de coordonnées (0, 8,0) et

z = s,
, /1 0 o
duquel les vecteurs de coordonnées (8) et ((1)) non colinéaires entre eux, sont

directeurs.

r = Ts,
7. { y= 83t ou s,t € R, est le plan passant par le point de coordonnées (0, 8, 0)
z = 11s—5t,

. i 7 0
et admettant les vecteurs directeurs de coordonnées ( 101 ) et ( —g )

z+2 = T—s—t, . . . r = b—s—t, .
8. y =t ou s,t € R peut se simplifier en v = ¢, ous,t € R
z—5 = 14+2s+3t z = 642s+3t,
) et admettant les vecteurs

C’est le plan passant par le point de coordonnées (5, 0, 6
directeurs de coordonnées ( 21) et (;1 )

-5
9. (;g3> = (‘%’) + 5 ( ) ou «, € R. Cette égalité matricielle contient
6 = 1 x a+ 0 x f. Ce qui signifie que a ne peut prendre que la valeur 6.
-5
(%—3) (%)—l—ﬂ( ) ou v, B € R peut donc se réécrire (2:293) =0 (_25)

x—23 _ y=9
2 -5

quons que z peut prendre n’importe quelle valeur réelle. Pour se représenter cet

ou 3 € R. Ceci équivaut encore a ou encore 2y + 5 = 133. Remar-

ensemble, imaginons la droite d’équation 2y + 5z = 133, tracée sur le plan ho-

rizontal ou tous les points ont la cote z = 0, c’est-a-dire le plan xOy, et empilons

verticalement vers le haut comme vers le bas des copies de cette droite.
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11 s’agit bien d’un plan dans 'espace. On dit lorsque les axes ont leur disposition
« standard » qu’il s’agit d’un plan « vertical ».

=5 3 N .
10. <§+3) =a (L{) ou a € R. Ici encore a ne peut prendre que la valeur 6, donc =
6
ne peut qu’avoir la valeur 23 et y la valeur 9. La cote, z, est, elle, quelconque. 11
s’agit d’une droite : la droite verticale, c’est-a-dire paralléle a 'axe Oz, dont tous

les points ont pour abscisse 23 et pour ordonnée 9.

Solution 32.12. De 'exercice 30.12 page 446.
Les ensembles suivants correspondent a trois plans différents : P, = P, = P. = Py,
Pe = Py, Py reste seul.

P (3)=( 8 ) s (3)+e( 2 )onster
-1

Q

7
—3
’Pb:(é)z(%)—I—s(_l)—l-t(:o;)ous,te]&
x 8 17 —21
Pc:(g)=(g)+s(—g)+t<:;)ous,ten§,
o g0y g ;
. _ |z _7 _ N
'Pd.(g)—<g>+s<_§ —I-t(_é)ous,teR,
T 1 2 -1
Pe:(y):(g)—f—s(%)—i—t(g>oﬁs,teR,
|: z 2 2 6
'Pf:(g)=<é)+s<§)+t(_—378)oﬁs,te]&
5
(1) =(%)+s(

9

Détaillons quelques uns de ces résultats.

— P, = Py : P, et P, admettent tous les deux les deux mémes vecteurs directeurs,
-1 0
ceux dont les coordonnées sont ( 01) et ( -1 ) Ainsi ces deux plans seront ou
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bien égaux ou bien strictement paralléles. Le point de coordonnées (O, 0, —%)
appartient a P,. Il appartiendra aussi a P si ses coordonnées vérifient I’équation

paramétrique de Py, autrement dit si il existe des réels s et ¢ tels que :

(%)= (§)++(D)+(3)
= sl o -
-1 0 -1 -3
ce qui revient encore a dire que le systéme :

0 = %—s

0 —

7

-5 = —s—3t

admet une solution. Or les deux premiéres lignes donnent s = % ett = 0, valeurs
qui vérifient bien la troisiéme ligne, donc P, et P} ont bien un point en commun.

11 s’agit d’un seul et méme plan.
— Pe# Pe:

1 -1
P. admet les vecteurs directeurs de coordonnées ( - ) et < -1 ) et P, les vec-
-3

oo~y

2 ~1
teurs directeurs de coordonnées ( 1 ) et < z )
2 6

2
Les vecteurs directeurs de P, peuvent-ils s’écrire comme des combinaisons li-

-1 1 1
néaires de ceux de P, ? Existe-t-il des réels s et ¢ tels que : ( z ) =s ( - ) —|—t< -1 ) ?

(MG

3 5

6 - 3
-1 = s—t, (L1)
Cela revient a résoudre le systéme % = —%s —t, (L2)
6 = —3s5—3t. (L3

%(Ll )+ (L2) donne 0 = — %t soit ¢ = 0 puis en reportant dans (L1) s = —1, mais
s = —1ett = 0 ne vérifie pas (L3). Les vecteurs directeurs de P, ne sont pas tous
coplanaires avec ceux de P, donc P, # P..

Solution 32.13. De 'exercice 30.13 page 446.

1.

ol + 57+ =0 wa (3 ) +8(2)+7(3) = ()

0
—o +4y = 0, (L)
&9 2a +28 45y = 0, (L2)
a +5 +6v = 0. (L3)

(L2)-2(L3) produit —7y = 0 donc vy = 0.
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2(L1)+(L2) donne 283 + 13y = 0 donc, puisque v = 0, 5 = 0.
En reportant dans 'une quelconque des lignes du systéme on trouve encore o = 0.

La seule combinaison linéaire des trois vecteurs qui soit nulle est celle dont tous

. —1 0 4 e ..
les coefficients sont nuls. Les vecteurs i ( % ), v ( % ), w ( g ) sont linéairement

indépendants et forment donc une base.

-1 0 0 . s
2. U ( % ), v (%), w (8). Le dernier vecteur n’est autre que le vecteur nul. Il ne

peut faire partie des vecteurs d’une base.

3.
v e = o (2) 53 2(7) = (1)
—a —y = 0, (L1)
&< 20 +28 = 0, (L2
a +8 +y = 0. (L3)

(L2)-2(L3) produit —2y = 0 donc v = 0.
2(L1)+(L2) donne 8 =~y donc 8 = 0.
En reportant, on trouve encore o = 0. La seule combinaison linéaire nulle est celle

dont tous les coefficients sont nuls. Les vecteurs sont linéairement indépendants
et forment une base.

4.
ofl + 67 +7% =0 wa (1) +6(3) +7(1) = (8)
a +p = 0, Ly
<]« = 0, (@2
a +B8 +y = 0. (L3)

0. Les vecteurs sont linéairement indépendants.

( (i) ), w ( é ) sont linéairement indépendants.

aﬁ—i—ﬂ?—i—’yﬁz(f@a(

=

)+ () (1) =)

a +06 = 0, (L1)
S o +v= 0, (L2)
a +06 = 0. (L3)
a = 1,8 = v = —1 est une solution. Les vecteurs ne sont pas linéairement

indépendants.
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Solution 32.14. De 'exercice 30.14 page 447.

1. Un dodécaedre a 12 faces, chacune étant un pentagone. Chaque pentagone pos-

séde 5 cotés et une aréte est toujours commune a deux pentagones. Cela fait donc

122—X5 = 30 arétes.

2
2. a) P2 = (1+2\/5) _ 1+5ZN5 — 3+2\/5 -1+ 1+2\/3 — 140,

12 _ _20-v5) _ 201-v6)  B1 _ Byi-2 _ VBl _
e vs T (1vs)(1-vs) o 4 2 2 2
1=9

b)

) =(2)=@-1 =02 -204+1=14+0—-20+1=2—0,
3. EF? = (-1 4+ (@ -1+ (1-07 = -2 +1+2—20+1+1=
2-9-2(@-1)4+1+14+0-20+1+4+1= iz

FN2=(1- 1) 4(1-01)°+(-1-0)"= 5 — 24140220 4+1+1=
2-0-2(@—-1)+1+1+0—-2041+1

NM?=(®-1)>+(1-0°+ (-4 +1)° = 92

—2<I>+1+1+¢2—%+1:
14220 +1+1+42-0-2(@—1)+1= 7%,

MD? = (@ = ®)°+(0-0)" + (- = )" = (3)" = 4,

DE?=(1-®)+(1— )2+(1—%)2+=1+<1>2—2<1>+1+§—%+1=
1+1+<I> 20+1+4+2—-0—-2(®—-1)+1
Les cinq arétes ont une longueur égale a 4/ @ = 2. La face est bien un pentagone

régulier.

4. On cherche un vecteur normal pour chacune des deux faces.

__,/ 0-1 —11 ./ 0-1 -1
RQ(—%H)Z 27 etRO(%Jrl):(@l)
_341 -1 —d+1 —%

sont directeurs de (RQON M) et non colinéaires entre eux. Le vecteur 7 sera
n LR

normal & (RQON M) si et seulement si T} —Q>’ .
Ty 1 RO .

T+ gy — 52 =0,

Ennotant (z, y, z) les coordonnées de 7" ceci se réécrit
—x + Oy — 52 =0.

En soustrayant les deux égalités on obtient (37 — ®) y = Odonc y = 0.1ly aune
infinité de solutions, celles-ci satisfaisant —x — %z = 0. On peut (arbitrairement)
1
choisir z = 1, ce qui donne ny ( o )
1
0—0 0 /=10 -1
De méme AB (—7—% ) = (—% ) et AJ (—1—é ) = ( -® ) sont directeurs
>—3 0 1-®
de (ABJIH) et non colinéaires entre eux.

3
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R n, L AB,
ng normal a (ABJIH) < TE, —

o _%yzov
—x—@y—%zzo.
1
Sy =0et —x—azzo.

On peut de nouveau choisir z = 1, ce qui montre que le vecteur 7; est aussi
normal a (ABJIH).

Ayant les mémes vecteurs normaux, les plans (RQON M) et (ABJIH) sont ou
bien égaux, ou bien strictement paralléles.

Montrons que le point A n’appartient pas & (RQON M). Pour cela, il suffit de
vérifier que les vecteurs RQ), RO et RA ne sont pas coplanaires.

aRQ +ﬂRO +vR RA =

@a(f) 5 ) )= (%)

—a—f—-v=0, (L1)
S e +Ey=0, (L2)
-3 - g + 02y =0. (L3)

a\H v—-

(L2) — (L3) donne v (®* + 3) = 0 doncy = 0.
—a=F=0 (Lg)
Le systéme précédent devient donc {  #5 + ‘I’ﬂ =0 (Ls)
—a_B—0 (Lo
72 (Lg) + (L5) donne (— g5 + ®) B = 0, soit ,3 =
o = 0 suit immédiatement.
—_— —— —
Ainsi la seule combinaison linéaire de R}, RO et RA qui soit nulle est celle
_ —— F—
dont tous les coefficients sont nuls. Ceci signifie que RQ), RO et RA ne sont pas
coplanaires, et implique que le point A n’appartient pas & (RQONM).
Ceci achéve de montrer que (RQON M) et (ABJI H) sont strictement paralléles.

3 3
colinéaires entre eux. Utilisons le point M (@, 0, —%) pour écrire une représen-
tation paramétrique de (RQONM).

— (1 1
5. Les vecteurs RQ ( 4%21 > et RO ( X ) sont directeurs de (RQON M) et non
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. On trouve (ABCDE) :

(RQON M) est 'ensemble des points IT tels que M1I = sm) +tRO avec s,t €
R. C’est donc I'ensemble des points I1(z, y, z) tels que :

D-(3) (%) (3)

——
Avecles vecteurs AB et AJ non colinéaires entre eux et directeurs de (ABCDE),

avec s,t € R.

ainsi qu’avec le point F(1,1, 1) on peut écrire que (ABC DE) est I’ensemble de
0, -1
pointsdecoordonnées(z)=(%)—|—5( )—I—t( )avecstE]R
z 1 0

‘I>

1 ./ _1
Pour (FNOPG) on peut utiliser les vecteurs FN <_é > et FO ( -1 ) qui
-1 —-P

sont directeurs de (FNOPG) et non colinéaires entre eux, ainsi que le point
1

z -1 e -3
G (=4, ®,0). On obtient (g) = ( %f)) +s<f%> +t(_T)avecs,t€R.

-
— 20— 32+1=0,(RQONM): —gzx+32+1=0
et (FNOPG): —ty+ Hz+1=0.

Solution 32.15. De 'exercice 30.15 page 448.

1.

2.

3
4
5
6

6
Ty + 25+ 26+ 27+ 28 = Ei=2 Tit2,

7
T_10+T9g+T_g+T_7+2x_¢g+oT_5= Zi=2 Ti_12

- Tyl + w3y3 + way? + wsy? + weyd + w0yt = S, vy,
- woy3 + w3y3 + wayd + wsyd + weyd + vyl = S, v,
- woy3 + w3yd + zayd + wsyf + ey + oyl = S, wayl,
. Tays + Y3 + T8YF + T10YE + T12yG + T1ayF = ZLQ Toiy3.

Solution 32.16. De 'exercice 30.16 page 448.

1.

N

3.
4.

4
Zi:l Tr; = X1 + T2 + T3 + 24,

16
C D it1e Ti = T12 + T13 + T1a + T15 + T16,

4
Zizl To; = T2 + T4 + Xg + X8,

3
Zp:—l Tpro = X1 + T2+ 23+ T4 + Ts5.

Solution 32.17. De 'exercice 30.17 page 449.

1.

2.

3.
4.

S i =0+1+2+3+4+5+6=21
Zlo(z+1)—1+2+3+ -+ 13 =91,
(T20i) +1=(0+1+2+--+12) +1 =79,
SO Li(i+ 1) = 4(5) + 5(6) + 6(7) + 7(8) = 148,
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421 17

5. L oL =422
121 1 j_l_l422N

6 T ()Y =4~

Solution 32.18. De I'exercice 30.18 page 449.
On consideére un triangle ABC ou les points A, B et C sont tous distincts les uns des
autres.

1 7o s s A s Ao
1. Remarquons que 55 AB estun vecteur unitaire colinéaire et de méme sens 3 AB.
—_—
De méme ﬁAC’ est un vecteur unitaire colinéaire et de méme sens a AC'. 1l
. X - 1 T - v
existe des points B et C tels que AB; = 45 AB et AC; = 45 AC Nommons
M; le point d’intersection entre [B1C1] et [AM].

A

SN - — —

Ona ||[AB:| = 1 = |JAC:||. Et de plus B1AM; = M;AC,, qu’on notera a,

puisque (AM) est la bissectrice du triangle ABC issue de A. La trigonométrie
_— _—

implique alors que B1 My = M, C;.

1 — 1] - — —

=AM, + M By + AM;, + M C4
—_—
=2AM;

1 15 1 A~ s e Tt . . ,
5AB + EAC est donc un vecteur colinéaire a AM . Il existe bien un réel m
el e ——
tel que mAM = 4= AB + 45 AC.
e -
Remarquons que si m était nul, on aurait AM; = 0 et donc A = M, ce qui

entrainerait A, B et C alignés, ce qui a été écarté par hypothése.
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2. Cette fois-ci on ne sait pas si M appartient a la bissectrice de ABC issue de A.
Reprenons les notations précédentes, en particulier M) sera maintenant l'inter-
section de (B1C1) avec la bissectrice (et plus (AM) a priori).

. . ., —_— —_— —_— e
Comme a la question précédente, AB; +ACy = 2AM;,doncmAM = 15 AB+
1 T S
. . 5 a7 . 7 . .
Ceci exprime que AM; et AM sont colinéaires, donc que les points A, M; et
M sont alignés. Le point M appartient a la droite (AM;), autrement dit a la

bissectrice.

3. D’aprés la question précédente il existe un réel m non nul tel que mAM =
— —
+5AB + - AC. Or

om-AB- ACAM = ACAB + ABAC
&m-AB- ACAM = ACAM + ACMB + ABAM + ABMC
& (m-AB-AC — AC — AB)AM — ACMB — ABMC =0

& (m-AB-AC — AC — AB) AM + ACBM + ABCM =0

La derniére égalité exprime que M est le barycentre des points pondérés A(m -

AB - AC — AB — AC), B(AC) et C(AB).

Solution 32.19. De 'exercice 30.19 page 449.

1. ABCD étant un trapéze convexe tel que (AB) || (CD), AB=5etCD =7ona
AB = %AD (il n’y a pas d’ambiguité sur le signe si 'on considére que les points
A, B, C et D sont distribués dans I'ordre direct).

= A= == _ T e
Ainsi AC = AD + DC = AD + ¢ AB.

— —_— —_— —_— —
5EC =2DE <5ED +5DC =2DE
5—— —
@;DC =DE
— —
AB = AB, ce qui prouve que ABED est un

Onadoncﬁ: %D—d: X

parallélogramme.

~lut
[SEN

3. Le systéme S admet un barycentre si et seulement si m —m + 1 = 0, or ceci est

toujours le cas.
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4. DG, = mm —mﬁ+ 1x ﬁ =m (D—A —D—B)) = mB—ff.Maintenant:
Gy, symétrique de C par rapporta D DG, = CcD
&mBA =CD
emBA = 2BA

om =2
T

5. DG, = mBA signifie que :

— (DGw) || (AB),

_ —_ N N , .
— DG,, et AB peuvent étre de méme sens ou de sens opposés, selon le signe

du réel m,

— la distance DG, peut prendre toute valeur.

Lorsque m parcourt R le point G,,, décrit la droite paralléle & (AB) qui passe par
le point D.

Solution 32.20. De 'exercice 30.20 page 450.

1. Quel que soit le réel ¢, on a 4 t + 3t + 2 = gt + %—I— % =1 # 0 donc,
quel que soit le réel ¢, le systeme 3 admet un barycentre G(t).

2. Ennotant (z,y, z) les coordonnées de G(t) :

1-t——

1><OG(t) —OA—i-iOB—l— OC
2 0 0
o _ﬂ 0 +ﬁ 4 _|_£ 0
Y1=7% 3 2
0 0 3
_ a4
v =4t
_ 44t
= =3
_ Bt
2
AW ANE
3. y=2" oy |=|3]+t| —3
z:% z 0 %

1l s’agit de la représentation paramétrique d’une droite A passant par le point I de

|
-

3
coordonnées (%, %, 0) et admettant un vecteur directeur de coordonnées ( -3 ) .

3

2
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4—-4 4-4x4 3><4) _
30 3 2 -

(0, —4,6) qui correspond a la valeur 4 du paramétre t. Montrons que [ et H ap-
partiennent a (ABC).

4. Outrele point /, la droite A contient aussile point H de coordonnées (

aﬁ—i—ﬁfl_d—i-’yﬁ:a
—20— 2B — 27y =0, a+p+v=0,
<< da—-4y=0, & a—v=0,
38+ 6y=0. B+2y=0.

Tout triplet de la forme (v, —27,7) ot v € R est solution. 1l existe des combi-
. . ’ . - T~ -7 .

naisons linéaires nulles de AB, AC et AH dont les coefficients ne sont pas tous

nuls : les vecteurs sont donc coplanaires. Ceci implique a son tour que les points

A, B, C et H sont dans un méme plan.

aAB + BAC +~Al =0

—20—28—-2y=0 a+3y=0,
& 4a+§fy=0 < a—l—%’y:O,
36=0 5 =0.

Tout triplet de la forme (v, 0, —3a), avec a € R, est solution. Il existe des combi-
. . ’ . =4 — - .

naisons linéaires nulles de AB, AC' et AI dont les coefficients ne sont pas tous

nuls : les vecteurs sont coplanaires et les points A, B, C et I sont dans un méme

plan.

Que deux points distincts de A appartiennent a (ABC') implique que A est in-

cluse dans (ABC).

5. G(t) appartient a la droite (AB) si et seulement si AG(t) || AB et, le vecteur AB
n’étant pas nul, si et seulement si il existe un réel k tel que AG(t) = kAB. Cette

4—t
5 2 —2
égalité avec les coordonnées s’écrit % =k| 4 |].Cest-a-dire, sous
3t
o 0
forme de systéme :
4—t —
=5 — 2= -2k,
4—4t _
=+ =4k,
3t _
5 =0.

La derniere égalité implique ¢ = 0. En remplacant ¢ par 0 dans les deux premieres

égalités on obtient % —2=—2ket % = 4k qui toutes les deux donnent k = %

Le barycentre G(t) appartient & la droite (AB) si et seulement si ¢ = 0.
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6. Les droites (AB) et A sont sécantes puisqu’elles admettent un unique point d’in-

tersection : I de coordonnées (%, 4_§XO, L;O) = (%, %, 0).

—_—
7. J appartient &8 A N (AC) si et seulement si il existe un réel k tel que AG(t) =

- . . .
kAC, autrement dit, si et seulement si

st —2 -2 2= -2k,
4—34t =k| 0 | ouencore % =0, La deuxiéme égalité
3t 3t _
3 3 5 = 3k.

implique ¢ = 1. En remplacant ¢ par 1 dans les deux autres égalités on trouve
% —2=—2ket % = 3k qui toutes les deux donnent k = %
Les droites A et (AC) ont pour unique point d’intersection le point J de coor-
données (%,0, %) = (1,0, %) .

—
Pour déterminer les coordonnées de K appartenanta AN(BC) onrésout BG(t) =

—
kBC' :
=g,
% — 4 = —4k, Lapremiére égalité implique ¢ = 4. On en tire 4_—316 —4=
3t =3k
2

—4k et % = 3k qui donnent toutes deux k = 2.
Les droites A et (BC) ont pour unique point d’intersection le point K de coor-

données (0, —4,6).
8. On sait déja que J € (AC). Vérifions que AJ = JC.

AJ =JC
SAJ? = JC?

2 2 3 2 2 2 3 2
<(2-1)°+(0-0)"+ 0—5 =0-1)°+(0-0)°+ 3—5
SB_1

4 47

J est le milieu de [AC]
On sait K € (BC'), donc K, B et C sont alignés. Vérifions que BC' = CK.

BC = CK
&BC? = CK?
S0-024+0-4)2%+(B3-00°=(0-0)724+(—4—-0)%+(6-3)°
25 = 25.

C est le milieu de [BK].

s 1 1 -3 1
9. KJ+0OJ+DJ +BJ apourcoordonnées( 4 )—l—(Q)—l—( 9 >+<—4) =
2 H

_9
2
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(§), donc K.J +OJ +DJ +BJ = 6}, ce qui prouve que J est 'isobarycentre
de {K,O, D, B}.
4 _8 4
10. IO + ID + IB a pour coordonnées (%) + ( %3) + (_3%) = (§), donc
— — — — 0 0
IO +1ID +IB =0, et I est I'isobarycentre de {O, D, B}.

11. Une équation cartésienne de (KX OI) est de la forme az+ by +cz+d = 0. Comme
0(0,0,0) appartient & (KOI), il s’ensuit que d = 0. Les coordonnées de K et

—4b+6¢c=0
celles de I doivent vérifier cette équation. Cela donne ¢ , +4 “=% Onen
tireb= —aetc= %b. On peut, par exemple, choisira = 1,0 = —letc = —%.

Ce qui donne, pour (KOI) I'équation cartésienne x — y — %z =0.
De méme, une équation cartésienne de (K D B) est de la forme az+by+cz+d = 0.

Les coordonnées de K, de D et de B doivent vérifier cette équation. Cela donne

—4b+6c+d=0,
4da+d =0, On en tire a = —id,b:—%detc: %b— %d. On peut
4b+d=0.

(arbitrairement) prendre d = 4, ce qui donne alorsa = 1,b = —letc = —%,
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donc pour (K DB) I’équation cartésienne —z — y — %z +4=0.

1 1

Les vecteurs de coordonnées ( -1 ) et ( -1 ) ne sont pas colinéaires, c’est-a-dire
3 B § - § 3

que les vecteurs normaux d’un plan ne sont pas ceux de 'autre. Les deux plans

sont donc sécants. Dans ce cas leur intersection est une droite. Elle est définie par
T—y— %z =0,

le systéme

Caractérisons davantage cette droite. Elle passe nécessairement pas le point K.
Pour obtenir un second point, choisissons arbitrairement une valeur dans le sys-

téme définissant la droite. Prenons, par exemple, y = 0.

2
r—32=0 : ;
{ 3 ’ En sommant les deux lignes on trouve z = 2, puis = = 1

—r—32+4=0. 3
Le point W (4,0, 2) est un point de la droite (KOI) N (KDB).

e (3-0) (O . .
Le vecteur KW | 0+4 ) = | 1 | estun vecteur directeur de cette droite.
2-6

Solution 32.21. De 'exercice 30.21 page 450.
1.
AB -4 = (41 + 1B) - (41 + I€)
_ (A7 + 15 (Al - I5)
=AI? — I B>
=32 -22 =5,

=2AI% + 2IB? = 26.
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=4><AI><IB-cos( -

:4X3x2-cos(2§> =—12.

4. AB =/ (AB? + AC? + AB? — AC?) = \/$ (26 — (~12)) = V19 et AC =
VABZ + AC? — AB? = /26 — 19 = /7.

\

BI =2

e

1C=2

V
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Solution 32.22. De 'exercice 30.22 page 450.

—

& + 71 + | -7

=@W+V) (W+V)+ W —-V)(u+7)

=@ W) +2@ -+ @ -0)+@-d) -2 -T)+ @ V)
=2 ([@]” + 7))

Solution 32.23. De 'exercice 30.23 page 450.

U
=47 - V.
Done -7 = 1 (|[i +7* - |[@ — 7||*)

(IIU—FII)2_(17—U) (U—U)
[ || 1] REGE
- = — —> - =
o u-u v 2u v
- 2 7t 2 2
(it T || || IR
1 1 TR
D—— + 02 =2 =2
(A 71 | A IvII
1 n 1 2 -v
- 2 2 2 2
iz [ T [ i |
- = —- = —- =
o u-u " VU 2u v
- 2 2 2 2 2 2
IIQII [z i | 4 [ |
— —> — — —
u o u v 9 v
2 2 2 2
B |*|I |Iv|I N [zl o
— — —
2 2 2
[l IIv I [z
=|f @) - f@)*.
- —
U —v

Ains | ) — £ (9)] = oy,
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Solution 32.25. De 'exercice 30.25 page 451.

M (z,y, z) équidistant de O, A, Bet C
OM =0A

<y OM=0B
OM =0C
OM? = 0A?

&< OM? = 0B?
OM? = 0cC?
?4+y?+ =2 2+ (2 - 1)2

S 22+ 422 =(r—1)24+ (y—5)2%+ (2 —4)?
22y 422 = (2 —2)2+ (y — 3)% + 22
0=-22+1

¢ 0=—-2z+1—-10y+25—-8z+16
0=—-4r+4—-6y+9

1

)
& 0= -2z —10y+38
0= —dz — 6y + 13

De 0 = —2x — 10y + 38, donc 0 = —4x — 20y + 76 et 0 = —4x — 6y + 13 on tire par
soustraction 0 = —14y+63 doncy = % = g. Enfin, en reportant, 4x = —6 x g +13 =
—14 donc x = —%.
Solution 32.26. De ’exercice 30.26 page 451.
— — — — —  — — —
Si di = 0 oudy = 0 alors |dy -dg‘ = 0et Hdl H X HdzH = 0, donc I'égalité est
vérifiée.
Si les deux vecteurs sont non nuls
— — — — — — — — — —
i | = [l ]| & x| x ] eos ()| = [jar| < [z

<:>cos(671>,d_2)) =+l

SN T
= oubien cos d_f,d_; =41 ou £=6
ou bien dy | dy

Solution 32.27. De 'exercice 30.27 page 451.
L’ensemble des points M tels que AM L u est le plan P, admettant le vecteur o
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comme vecteur normal et contenant le point A. De méme AM L ¥ décrit le plan P,
admettant ¥ comme vecteur normal et contenant aussi point A.

U et ¥ étant non colinéaires les plans P, et P, sont sécants. Leur intersection est une
droite D. Celle-ci passe par le point A.

Caractérisons les vecteurs directeurs de D. Soit 2 un de ceux-ci. Comme D C P, on
ad L i.De méme D C P, donc d L ¥.Lensemble des vecteurs directeurs de D est

. . ’ [
donc celui des vecteurs simultanément orthogonaux a v eta v.

Solution 32.28. De 'exercice 30.28 page 451.

Cherchons les coordonnées de trois points de P :

— avec s =t = 0 on obtient le point A(7, —2, 1),

— avecs=1lett=0:B(9,—1,—-1),

— avecs = Oett = 1:C(4, —1, 12). Cela nous donne deux vecteurs directeurs de P :
AB (i) et AC ( Ilf) Ces deux vecteurs ne sont visiblement pas colinéaires

— \ =1 Nrva1
et engendrent donc le plan P. Tout vecteur 17 orthogonal a le foisa AB et a AC
sera un vecteur normal de P. Ecrivons, a priori, a, b et ¢ les coordonnées de n.

Elles doivent satisfaire

7wl AB =0, o 2atb-2e=0, ()
nlAC =0, —3a+b+1lc=0. (L2)

(L1) — (L2) donne 3a = 13c, soit a = %c. En reportant la valeur trouvée dans
(L1) ou dans (L2) on obtient 1—560 +b=0,doub= —%c.
Les vecteurs normaux aux plan P ont donc tous des coordonnées de la forme

13
L

( _16, ) Choisissons ¢ = 5, pour fixer arbitrairement un de ces vecteurs. On a
C

alors 71 ( —156 )
5

Nous savons que les coordonnées d’un vecteur normal donnent les trois premiers coeffi-
cients d’une équation cartésienne, aussi P admet une équation de la forme 13z — 16y +
5z2+d=0.

Le point A appartient a P, ses coordonnées doivent en vérifier I’équation ci-dessus.
Cela s’écrit 13 x 7— 16 x (=2) + 5 x 1 4+ d = 0, en simplifiant d = —128.

Une équation de P est 13z — 16y + 52 — 128 = 0.

Solution 32.29. De 'exercice 30.29 page 451.

1. Avec A(0,0,1), B(1,0,0) et C(0,1,0) on trouve  + y 4+ z = 1 (ou une équation
proportionnelle),

2. avec A(1,1,1), B(2,0,1) et C(—1,2,4) : 3z + 3y + z — 7 = 0 (ou une équation
proportionnelle),
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3. avec A(5,0,—1), B(1,3,—-2) et C(—2,4,5) : 222+ 31y + 5z — 105 = 0 (ou une

équation proportionnelle).
Solution 32.30. De 'exercice 30.30 page 451.
1.

a) AB ( ) Une représentation paramétrique de la droite (AB) est

r =4s,
y=1-—2s,
z =2 —4s,
ou s parcourt R.
x =4s,
b) y=1-2s, ous € [0,1] est une représentation paramétrique du seg-
z=2—4s,
ment [AB].

¢) d(s) = HAM(s H + ”BM(S)J‘ = (4s)?+ (1— 25— 1)2 + (2 — 45 —
2)2+ (45 —4)2 4+ (1 — 25+ 1)% + (2 — 4s + 2)? = 1652 + 4s% + 165 +
16s% — 325+ 16 + 45> — 8s + 4+ 165? — 325+ 16 = 72s% — 72s + 36 donc
la fonction dérivée de d est définie par d'(s) = 144s — 72. Cette dérivée

s’annule si et seulement si s = % et on a la variation :

8 0 3 1
d'(s) - 0 +
36 36

d est donc minimum lorsque s = %, C’est-a-dire au point M (%) de coor-

données (2,0, 0). Ce point est le milieu du segment [AB].

0 4c (51) = (%)

AB | AC <3k e R, ( i):k(}j)
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. . . ~ ~ , . 1 N
Ceci est impossible, k& ne peut en méme temps étre égal a —5 eta 1. Les

= =1 . ’ .
vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.

r=4s—2¢
b) y=1—2s+4t ous,t € R est une représentation paramétrique du
z=2—4s—4t
plan (ABC).

¢) En développant et simplifiant, on trouve

—_—2

HAM(s,t) H = 3652 + 3612,
— 2

HBM(S, ) H = 3652 + 3612 — 725 + 36,
—_ 2

HCM(s,t) H = 3652 + 362 — T2t + 36,

et finalement

o(s) = 10852 + 108t? — 72s — 72t + T72.

d) La dérivée de o est donnée par o’(s) = 216s — 72. Elle s’annule pour s =

72 1 ot
576 = 3-Ona la variation
s . 1
o0 3 +0oo
a'(s) - 0 +
400 +o0

1

La fonction o est minimale pour s = 5o = 3.

e) La dérivée de T est donnée par 7/(s) = 216t — 72. Elle s’annule pour :

121
216 3
On a la variation
t _ 1
00 3 +00
7'(t) — 0 +
+00 +00
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La fonction 7 est minimale pour t =ty = %
f) Les coordonnées de My sont (4sg — 2to, 1 — 25 + 4tg, 2 — 4sg — 4tp) =
2 5 —2
(5’ 3 T) :

Appelons M lisobarycentre de A, B et C. Le points M satisfait :

MA +MB +M,C =0

r4+(x—4)+ (x+2)=0,
ses coordonnées sont la solutionde ¢ (y— 1)+ (y+ 1)+ (y—5)=0, .
z=2)+(=z+2)+(z+2)=0.
On trouve M; (%, g, %2) Le point M est bien I'isobarycentre de A, B et
C.

Solution 32.31. De 'exercice 30.31 page 453.
Les points B(0, 0, —10), C(2,0,0) et D(0, 10, 0) appartiennent a P.
—— —

Les vecteurs BC' et BD ont respectivement pour coordonnées ( 1(2)0) et ( %08 ) IIs ne
sont pas colinéaires.

Le point A’ doit étre tel que :

— A eP, — AA’ 1 BC, — AA' L BD.

Les contraintes sur A’ s’écrivent en coordonnées :
5z +y—z =10,
(x—2)24+ (y—2)0+ (2 — 5)10 = 0,
(x—2)0+ (y —2)10+ (2 — 5)10 = 0.

En simplifiant :
S5r4+y—2z=10, (L1)
2z 4 10z = 54, (L2)

10y + 102 =70. (L3)
D’aprés (L2) : ¢ = 27 — 5z, d’apres (L3) : y = 7 — z. En reportant dans (L1) on obtient

z= %. Finalement on trouve que les coordonnées de A’ sont (29—3, %, 49—4).

Solution 32.32. De 'exercice 30.32 page 453.
JEN — —
Par définition BB’ et AA’ sont normaux & P et A’B’ est directeur de P. Le qua-
drilatére AA’B’B est rectangle en A’, rectangle en B’, les cotés [A’ A] et [B'B] sont
paralléles. Ajoutons le point N tel que A’ B’ N A soit un rectangle.

B

A N AB? = AN?2 4+ NB? = A'B? + (BB’ — AA’)?
implique AB? > A’'B".

AI Bl
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Solution 32.33. Notons M’(z,y, z) le projeté orthogonal de M sur P. Le vecteur
MM’ est normal & P donc colinéaire au vecteur 7 (E) Il existe donc un réel k tel

que MM’ = kn. Mais alors MM’ -7 = k|n
a(x—xr)+b(y—ym)+c(z—zm) =k (a>+ %+ c?).

2 . ,
, autrement dit, en coordonnées

Comme le point M’ appartient & P on a ax + by + ¢z + d = 0, on peut donc ré-
écrire I'égalité précédente —axy; — bynyr — czy — d = k (a® +b® + ¢?) qui donne
k= —armtbynteznrtd

= P22

37 PSR — . .
L’égalité initiale M M’ = k7l donne ainsi

_ ax+b “+czpr+d
T —xy = —a RS

— ax v +bym +ezp+d
Yy—Ym = —b @2+b2+c2

_ axn +b +czar+d
Z— 2y = -t SMEE

La distance entre M et P est donnée par

MM =HW ’

=(@@—am)’+ @y —ym) + (2 - 2m)°
_ <_aaxM + byn + czpm +d>2 L (_baxM + byn + czpm —|—d>2+
- a2+b2+c2 a2+b2+02

( owa—|—by]\/1—l—czM—i—d)2

—c

a? + b2+ ¢c?

axy + by + ez +d 2 9 9 9
( a2 + b2 + 2 (a®+0° +¢%)
(axM+byM+czM+d)2

va? + b2 + 2

> s : . 1 _ lazp+bynmrtczp+d|
Dot la distance entre M et le plan P : MM’ = =720

Solution 32.34. De 'exercice 30.34 page 453.

Les points A(2+4x0, —4+0,3—-2x0) = (2, —4,3), B(2+4x 1, —4+1,3-2x1) =
(6,-3,1)etC(2+4x(-3),-4—3,3—2x(=3)) = (—10,—7,9) appartiennent a D.

3
Un vecteur normal & P est 71 ( 54) dont la norme au carré est ||ﬁ||2 =3245% +

(—4)% = 50. D’aprés l'exercice précédent, les coordonnées (.47, ya24+) de A’ sont

- _ 3ratbya—dzatd _ o —4)—4 _
Tar =Ta—3X 3zA+5 g dzatd _ 2_3x% 3><2+5><(50) x3+8 _ 15561

_ 3rxa+bya—4za+d 3X245x(—4)—4x34+8d __ 110
Yar =ya — 5 x THATRUAEEIATE = 4 — 5 (S =-l0

_ 2 —4)—4
24 = ZA+4 x 31:A+5y5AO 4za+d _ 3+4 % 3X +5><(50) X 3+8 _ %
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Celles de B’ sont

tp =ap—3x 3mB+5Q530—4zB+d 6 3 x 3XO45x(=3)—dx148 _ 279

50 50
N _ 3zp+bys—4zp+d _ o 3x64+5x(=3)—4x1+8 185
Ypr =yp =5 X 50 d_ ’ 5265(?30418 s
_ 3zp+5yp—4zp+d __ X6+5x(—3)—-4x1+8 _ 78
zpr = zp +4 X 50 =1+4x 50 = 50
Celles de C’ sont
. -~ 3zc+5yc—4zc+d _ 1 _ 3X(=10)+5x(=7)—4x9+8 __ 221
ver = o =3 x o etd - 3X3 (=10)+5 (507) 4x9+8 s
_ 3rc+byc—4zc+d __ X(=10)+5X(=7)—4Xx __ 115
Yor =yo =5 x >0 d__7_5>;(10)5(7)498 =
_ 3zxc+byc—4zc+d X(— +5X(=7)—4Xx9+8 __ 78
ZC’—ZC+4X—%O =9+4x =0 =
279 _ 154 5 221 _ 154 _15
N 50 50 2 N 50 50 2
=) 185 , 110 | _ 3 el 115 , 110 _ 9
On a donc A’'B = t+w | = —3 et A'C =+ 50 = 2
78 _ 78 0 78 _ 18 0
50 50 50 50

Il est immédiat que A'C’ = —3A’B’, les point A, B" et C’ sont alignés.

Solution 32.35. De 'exercice 30.35 page 453.

On doit démontrer deux choses :

1. Quel que soit le point M appartenant au segment [AB] sa projection orthogonale

M’ sur le plan P appartient au segment [A’B’].

2. Quel que soit le point P appartenant au segment [A’B’] il est la projection d’un
point de [AB].

1. Soit M un point du segment [AB] et M’ son projeté orthogonal sur le plan P et
—_— —_
N un point de P tel que A’N soit directeur de P et orthogonal & A’ B (orienté
comme ci-dessous).

B

M
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Remarquons que :
— A'B’ et A’N sont directeurs de P,
— A'B’ 1L A’N,

— -
— A’A et B’B sont normaux a P, donc colinéaires entre eux et tous les

deux orthogonaux a A’B’ comme a A’ N .
Dans le repére (A’, A'B",A'N, ﬂ) on a les coordonnées :
A/(()? 07 O), B/(17 07 0), A(O7 0: 1)a B (17 07 ZB) et N(07 17 0)

Soit M (x,y, z) un point appartenant au segment [AB]. On a AM | AB
donc il existe un réel k& € [0, 1] tel que AM = kAB. Ceci s’écrit avec les
coordonnées <2§1> =k (23671 ) Les coordonnées de M sont donc de la
forme M (z,0, z).

Le point M'(2’,y', z") étant le projeté orthogonal de M sur P, on a MM I

- z'—x
A’A. Les coordonnées de ces deux vecteurs, respectivement ( Y ) et
2 —z

<?1)), sont proportionnelles. Ce qui est possible seulement si 2’ — z = 0
ety’ = 0. Les coordonnées de M’ sont donc de la forme (z, 0, 2’).

Doa A'M' AN = x 040x1+2"x0 = 0. Ainsi le point M’ appartient
a P et est tel que A'M’ L A'N.Cest doncun point de (A'B’).

Les droites (M M), (AA’) et (BB’) étant paralléles et le point M se trou-
vant entre les points A et B, le point M’ se trouve lui entre les points A’ et

B’, autrement dit sur le segment [A’ B’].

2. Nous avons prouvé que I'image d’'un segment est contenue dans un segment, il
reste & montrer qu’elle constitue la totalité du segment.
D’aprés ce qui précéde ABB’ A’ est un quadrilatére convexe dont les angles en A’
et B’ sont droits. Si M’ est un point quelconque de [A’ B] alors la parallele a (AA’)
passant par M’ coupe le segment [AB] en un point M. On vérifie immédiatement
que M’ est bien lew)jeté de M sur P.En effet M’ appartient bien a P et, MM

étant colinéaire a AA’, est normal a P.

Tout point du segment [A’ B’] est la projection d’un point de [AB].
Solution 32.36. De 'exercice 30.36 page 453.

5
1. P:5x—y—1=0etP’ : z = 4 admettent respectivement les vecteurs 71 (701 ) et

77 ( § ) comme vecteurs normaux. 77 et n’ ne sont manifestement pas colinéaires
donc P et P’ sont sécants. L’intersection de deux plans sécants ne peut étre qu'une
droite.

A(1,4,4) et B(0,—1,4) appartiennent 4 P et & P’ donc a la droite d’intersection
P NP’ Le vecteur E :é\ est directeur de la droite P N P’.
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26

Le vecteur -~ x AB B ? et son opposé sont les vecteurs unitaires et direc-
AB v PP
0

teurs de la droite P N P’.

2. P:x+y+z+1=0etP :2x— 3y+ 22+ 2 = 0 admettent respectivement
les vecteurs 77 ( i ) etn ( —23) comme vecteurs normaux. 71 |f 7' donc Pet P
sont sécants. Un point M appartient a la droite d’intersection si et seulement

z4+y+2z+1=0,

20 —3y+22+2=0.

si ses coordonnées (z,y, z) satisfont { . En choisissant

1=0,

arbitrairement = 0 on obtient yt+zt dont la solution est y =
—3Jy+224+2=0,
0 etz = —1.Le point A(0,0, —1) appartienta P N P’
1=0

Avec maintenant z = 0 on obtient { Tyt ’ dont la solution est

2z — 3y +2 =0,
_ —1
y = 0etx = —1.Le point B(—1,0, 0) appartient &8 P NP’ Le vecteur AB < 0 )

est directeur de P N P’.

1

1 EeY V2 ey s .

Le vecteur 5 x AB 0 | est unitaire et directeur.

s

3. P:bx—y—32—1=0etP : 5 —y—32—3 = 0 sont paralléles, leur
intersection est vide.

4. P:x=0etP':x =4 sont paralléles, leur intersection est vide.

Solution 32.37. De 'exercice 30.37 page 454.

Pour montrer que P = Q on va exhiber trois points non alignés appartenant a P N Q.

r=24s+ 2t
On part de la représentation ¢ y = 2+ 2s +t, de P dans laquelle on choisit arbitrai-
z=1—s—t,

rement des valeurs pour les parameétres s et .

— Avec s =t = 0 on obtient le point A(2,2, 1),

— avecs = lett=0:le point B(3,4,0),

— avecs =0ett=1:C(4,3,0).

= (1 T~ 2 . .

Les vecteurs AB ( _21 ) et AC ( _11 ) ne sont pas colinéaires, les points A, B et C ne sont
pas alignés (Il est important de vérifier que les points ne sont pas alignés car deux plans
ayant trois points alignés en commun peuvent aussi bien étre sécants que paralléles ou

confondus).

Pour vérifier qu’un point appartient & Q on doit trouver dans le systéme

z=1+3u—wv,
y=3+3u-+o,
z=1-2u,

les valeurs des parametres u et v qui redonnent les coordonnées de ce point.
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2=1+43u—wv, 91
Pour A:{ 2=3+43u+v, donneu=0puis{ 2—3+v, et ces deux équations
= fU,
1=1-2u,

donnent v = —1. Le point A appartient bien a Q.
3=14+3u—wv,

3=25—u,
Pour B:¢ 4=3+3u+v, donneu = % puis g Y et ces deux équations
4 = 5 + v,
0=1-2u,
donnent v = — % Le point B appartient bien a Q.
4=1+43u—wv, 5
1o A=3 -, 4 ;
Pour C:{ 3=3+3u+v, donneu = 3 puis 5 et ces deux équations
3= 5 + v,
0=1-2u,
donnent v = — % Le point C' appartient bien a Q.
Les plans ayant trois points non alignés en commun sont égaux.
Solution 32.38. De 'exercice 30.38 page 454.
z=1, (L1) z=1, (L1)
1. r—y—2=0, L2) =4 z—y—2=0, (L2)
4 —2y+2+2=0, (L3) dr—2y+3=0. (Lg)
2(L2) — (Lg) donne —2x — 7 = 0, soit x = —%. En reportant dans (L2) ou (L4) on
trouve y = —% -2= —171.
Le systéme constitué par les équations des trois plans admet pour unique solution
(— %, — %, 1). L’intersection des trois plans est ainsi un unique point dont ce sont

les coordonnées.
4z —2y+3z+5=0, (L1)
2. 3x+y—2+2=0, (L2) (Lz)+(L3)donne4x+3=Odoncx:—%.
r—y+2+1=0. (L3)
(L1) + 3(L2) donne 13z +y + 11 = 0, donc y = —13 X (—%) - 11 = —%. En
reportant dans (L2): z = 3z +y + 2 = —%. Ainsi P NP’ N P” n’est constitué

que du seul point de coordonnées (— 3 %, —%)

4z —2y+32+5=0, (L)
3. 8r—4y+62+5=0, (L2) 2(L1) — (L2) donne 5 = 0. Ceci traduit que
Sr—2y+2+2=0. (L3)
P || P' et P # P’, le systéme n’a pas de solution. L’intersection P NP’ N P” est

vide.
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Solution 32.39. De 'exercice 30.39 page 454.
-5
1. D’apres le cours, le vecteur 71 ( 1 ) est normal au plan P.

- E =-5x14+1x2+3x1=0,donc ces vecteurs sont orthogonaux. Ceci
implique que ou bien P et D sont strictement paralleles, ou bien D est incluse
dans P.Or —5 x 1 + 1 x 14 3 # 0 donc A qui appartient & D n’appartient pas

a P, la droite est donc strictement paralléle au plan.
0 1 —1 — —
2. AB ( ) = (:%) Ainsi AB || d, ce qui prouve que le point B(0,—1,0)

0-1
appartient a D.

3. (z,y,2) =(1+t,1+2t,1+7%).

/ o . : 7 / = N ,
4. MM’ || n doncil existe unréel k tel que MM’ = kn, c’est-a-dire, en cordonnées,

z' —x = —bk,
y —y =k, ce qui entraine, en utilisant la représentation paramétrique
7 — 2 =3k,

de D,

(«/,¢,2") = 1+¢t—5k,14+2t+k,1+t+ 3k). Le point M’ appartient a P

donc ses coordonnées doivent vérifier I'équation de P :
51 +t—5k)+(1+2t+k)+3(1+t+3k)+3=0

en développant et simplifiant on trouve 35k + 2 = 0 soit k = — 32—5

Les coordonnées de M’ en fonction de ¢ sont donc

(L4t =5 (=g5) 1+ 20— g5 14143 x (—g5)) = (L + 5,20+ 55,0+ 55).
5. A correspond a la valeur ¢ = 0 du paramétre, donc

A0+ 52,2x0+ 32,0+ 22) = (52,32,29).

B correspond a la valeur ¢ = —1 du parameétre puisque :
(0,-1,0)=(1-1,1+2x(-1),1-1)

On déduit de ceci que
45 33 29 _ (10 _37 _ 6
B’ (—1 + g,Q X (—].) + 35 -1+ g) = (%, — 35 —%).
—_— = — _
6. A'B’ ( ) et A'M'(t) (t) ( ) Les vecteurs A'B’ et A’M’(t) sont colinéaires
donc A’, B' et M'(t) sont ahgnes
La projection orthogonale de la droite D sur P est contenue dans la droite (A’ B’).
Pour pouvoir affirmer qu’il s’agit d’une droite, puisqu’il ne pourrait s’agir que la
droite (A’B'’), il faudrait encore montrer que tout point de cette derniére est bien

la projection d’un point de D.
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Solution 32.40. De 'exercice 30.40 page 455.
Seul le troisiéme systéme représente la droite (AB).

Solution 32.41. De 'exercice 30.41 page 455.

— /0 ] 1
Les vecteurs AB ( -1 ) et AC ( -3 ) sont non colinéaires entre eux et directeurs du plan
S /o - \ . e o E=4 — Ve .
(ABC). Un vecteur 1 (2 ) normal a ce plan doit satisfaire n L AB etn L AC, soit,
B+ v =0,
a—38—v=0.
donc étre de la forme (483, 3, 3). On choisit 70 (i )

—

SS" L AB,

Le projeté S” de S sur (ABC) est défini par 557 1 AC , Ce quidonne en notant
AST L7t
-1+ (—1) =0,
(2,9, %) les coordonnées de S” : ¢ (z—3)—3(y—1)— (2 —1)=0), Larésolution
4z —-1)+wy—-2)+(z+1)=0.
). Si S’ est le symétrique du point S par rapport au

en utilisant la nullité du produit scalaire { Ses coordonnées doivent

11
)99 9
plan (ABC), il est le aussi le symétrique du point S par rapport 4 S” puisque (55”)

de ce systéme donne S” (1
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— —
est normale & (ABC'). On a donc SS” = §”S’. Autrement dit, en notant (z,y, z) les

1-3=2-1
coordonnéesde S, ¢ 2 —1=y—1 Onentire S’(—1,0,0).
I _1=,_1

2 2

Solution 32.42. De 'exercice 30.42 page 455.

——= /0N —= /1 — /1

AB (%1),AC (=) et BC (-2).

1. AB2 =02+ (-1)2+12 = 2alorsque AC? = 12+ (=3)2 + (-1)2 = 11:1le
triangle ABC n’est pas isocéle.

2. AB-AC =0x1—1x (—=3) +1 x (—1) = 2 # 0 donc le triangle ABC n’est
pas rectangle en A.

3. AB-BC =0x1—1x (—=2)4+1x (—2) = 0 donc Le triangle ABC est rectangle
en B.

Solution 32.43. De 'exercice 30.43 page 455.

Equation Spheére? Centre Rayon
322 +8=22 non
22 4+9y2 422 =4 oui (0,0,0) 2
22y 22 =4 non
22 +y2+22=0 oui (0,0,0) 0
52?2 4+ by* 4+ 522 =4 oui (0,0,0) %
522 4+ 5y + 22 =4 non
(x -8+ (y+5)2%+ (¢ +1)>=4 oui (8,—5,—1) 2
2?2 —dx+y? + Ay + 22 — 4z =11 oui (2,-2,2) 1
2?2 —dx+y? 4y + 22 — 4z =13 non
2?2 —dx+y? Ay + 22 —dz = —12 oui (2,-2,2) 0
(z—8)2—(y+5)>2+(z+1)2=4 non
2(z —8)*+ (y+5)* +3(z + 1) = 100 non
22 + 224 22 + 492 + 2y + y® = —50 oui (-1,-1,-4) | v
22420+ 22+ 14242y +9% =0 oui (-1,-1,-7) V51
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Solution 32.44. De I'exercice 30.44 page 456.

Notons (z, ¥y, ) les coordonnées de M.

|IMA —MB +MC||=9<|BA+MC| =9
S| BA + MC|? =81
Sx—-92+1y*+ (2 +3)? =81

Il s’agit de la sphére dont le centre a pour coordonnées (9,0, —3) et dont le rayon est 9.
Comme (1 —9)2+ 12+ (1+3)2 = 81, c’est-a-dire que les coordonnées de S vérifient

I’équation de cette sphére, cela signifie que .S est un point de la sphére.

Solution 32.45. De ’exercice 30.45 page 456.

1. Une équation de Sy est (2 +1)2 + 4% + 22 = 16 et une équation de S : (z —3)2 +
(y —2)? + (2 — 2)? = 9. Les points de Z sont ceux dont les coordonnées (z, y, 2)
satisfont le systéme formé par ces deux équations :

{ (x+1)2+y?+22=16
(6—3)7+ (=27 +(: 27 =9

22 +22+9y2+22=15
22 —6z+y? —4dy+ 22 —4z=-8
ces deux égalités on aboutit a 8x + 4y + 4z = 23. Cela signifie que Z est entiére-

Celui-ci est équivalent a { .En soustrayant

ment contenue dans le plan P d’équation 8z + 4y + 4z = 23.

O
2. C1Cy (%) donc (z,y,2) = (=1 + 4¢,2t,2t) ou t € R est une représentation
paramétrique de la droite (C1C3).

3. X appartient a (C1C3) donc posséde des coordonnées selon la représentation
paramétrique précédente. Celles-ci doivent, en plus, vérifier I'équation de P :
8(—1+ 4t) + 4(2t) + 4(2t) = 23 donne t = 2L Les coordonnées de X sont
(=144 45,2 g, 2 ) = (33, 30 51):

. B+
4. M estunpointde S; donc C; M? = 42 = 16.C1 X apour coordonnées 3 =
31
24

4 (1) done C1X% = (27 (22 412+ 12) = %L
5. (C1C3) est normale a P et (X M) est contenue dans P donc le triangle Cy X M

est rectangle en X. D’aprés I'égalité de Pythagore, X M? = C1M? — C1 X? =

961 __ 575
16_96 — 96 °

La distance X M est constante. Z est contenu dans le cercle de centre X et de
rayon 4/ 59—765 tracé sur le plan P.
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Solution 32.46. De 'exercice 30.46 page 456.

1. Le vecteur QA ( ; ) est normal a P donc ce dernier admet donc une équation de
la forme 2z + y + 22 4+ d = 0. Le point A appartient a P donc ses coordonnées
doivent en vérifier I'équation : 2 x 4 +0+2 x 34+ d = O donned = —14. P
admet ax + by + cz — 14 = 0 pour équation.

. — —
2. Les contraintes sur v et v sont :

u L, Ya+B+7)=0, (L1
—
u LA, v+ 2a =0, (L2)
N —
v LQA, &< 28+v=0, (L3)
@) =1, 2y’ +a? =1, (Lg)
711 =1, 29?4+ 8% = 1. (L5)
D’apres (L2) et (L3), o = —%7 = (. En reportant dans (L4) ou (Ls), on trouve

v = :I:%, ce qui laisse deux possibilités («, 5,7) = (—%, —%, %) ou (e, B,7) =

(13- )
1 2 _1

etU( % ),oubienﬁ<—3§) etF(—%).
-3 -4

wiro
=S

) . Ces deux solutions vérifient également (L1). Finalement ou bien u

o= Wi
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3. On choisit la seconde possibilité. Une représentation paramétrique de P est :
x
y=-
z
ous,t €R.

Solution 32.47. De I'exercice 30.47 page 457.

1. A (2, vy, 2 I'isob du triangle BC'D équi a BA' + CA
. "2 Y, 2'4) est Iisobarycentre du triangle equivaut a + +
DA" = BA'.Onentire 2y = % (xr+Tc+ D),

Yy = % (yp+yc +yp)etzy = % (2B 4 z¢ + zp). On a des égalités analogues
pour B/, C" et D'.

2. Q(zq,y0, 2q) = (% (T4 +$B+$c+xp)7i(yA+:t/B +yc +yp),
%(ZA—I—ZB-‘,-Zc-i-ZD)).

%(IIJB+$0+$D)—:L'A
3. AA % (yB +yc +yp) —ya | doncunereprésentation paramétrique de (AA’)
2 (2B + 2c + 2p) — 24
r=x4+1t(3(®p+zc+TD)—T4A)
estq y=uya+t (% (yg +yc +yp) — yA) , t € R et en simplifiant :
z=ZA+t(§(zB+zc+zD) —ZA)

r=Q0—-t)za+ % (xp+ac+2D)
y=(1—-tya+L@Wys+yc+yp) ,teR
Z=(1—t)zA+§(zB+zc+zD)

On obtient les représentations paramétriques des autres médianes par permuta-
tion circulaire des lettres A, B, C et D. Par exemple, une représentation paramé-
r=(1—-txa+%(rc+2ap+xa)
trique de (BB') est ¢ y = (1—t)ya+ % (yc +yp +ya) ,tER.
z:(l—t)zA-I-%(zC-l-zD-l-zA)
4. Si M(xz,y, z) appartient a (AA’) N (BB’) alors il existe un réel s et un réel ¢ tels
que
(1—t)za+Lt(zp+ac+ap)=(1—s)ap+ 2 (xa+ac+ap)
(1=tya+ 5 (s +yc +yp) = (1= s)ys + 5 (ya +yc +yp)
(1—t)za+Lt(zp+zc+2p)=(1—38)zp+35 (2a+2c+2D)
Ceci doit étre vrai quelles que soient les valeurs des coordonnées x 4, g, ..., 2D, c€
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(1-t)za =324
t
. I .} zzB=(1—-s)rB TS
qui est possible si et seulement si f (s ) et des égalités similaires
g.’l’:c = §IEC
t
3.’1”:[) = %:L‘D

pour les ordonnées et les cotes.
Dous=tpuisl—t=5=~%donct=s= f’—l.

On obtient exactement les mémes valeurs de s et t avec les égalités en « y » et en

K Z».

Il y a donc un unique point d’intersection entre (AA’) et (BB’), ses coordon-
nées sont, d’ apres la représentation paramétrique de (AA’) ou celle de (BB'),

( (1-3)zati (@p+oc+ap),(1-3)yati (s +yc+yp), (1—3) zat
% (2B + zc + 2p) ), soit, aprés simplification :

1 1 1
(Z (Ta+2zp +$C+$D)7Z(yA+yB +yC+yD),Z(ZA+ZB+ZC+ZD))

On reconnait les coordonnées de 2. En permutant les lettres A, B, C et D on voit

que (2 est en fait le point de concours des quatre médianes.

Solution 32.48. De 'exercice 30.48 page 457.

1. Toutes les arétes ont pour longueur 2. ABC'D est bien un tétra¢dre régulier.

2. Pour A': 2y = 3 (vp+ac+ap) = -3, ¥4 = 3(Us +yc +yp) = —get
214:%(ZB+ZC+ZD)=—%,
Pour B': 2y = 3 (za+zc+ap) = —53¥p = 3 (atyo+yp) = jet

2y =13 (za+z20+20) =3

Pour ' : z, = %(:CA+$B+$D) = %, Yo = %(yA'FyB"‘yD) = _% et
20 =13 (za+2B+2p) =14,
Pour D' : &y = g (za+ap+ac) = 5. yp = 5(Wa+ys+yc) = —j et

zb:%(z,q—l—zB—cm):_%,

3. Le centre du tétraédre, appelons-le M pour le moment, est I'isobarycentre de A’,
B, CetD'.

[

1@y +ag+taptap)=1(1+1-1-1)=0,

=}1( Atys+tyc+yp)=3(1-1+1-1)=0et

1(za+2p+2zc+2p)==2(1—-1-1+1)=0.Onabien M = O.
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o(M)
2 2 2 2
o a2 R e I 2
=@ -1+ -1+ -1+ @-1)*+E+1)*+ (2 +1)°+
@+1)*+ -1+ (+1)°+ @+ 1)+ (y+1)* + (2 = 1)°
=4 (2®+y° +2°+4).
P(0) =4 (02402 + 0% + 4) = 16.
5. Les coordonnées de M sont (txy, tyy, tz,) donc
(M) = 4 (P2,° + y.° + 72,7 +4) =4 (£ (z.” + v + 2.°) +4).
6. ¢'(t) =8t (a:u2 + oyl + zu2).

t —00 0 +00
(1) - 0 +
+00 +00

Remarquons que la variation de ¢ ne fait pas intervenir le vecteur . Le centre du
tétraédre est le point « le plus proche » des quatre sommets au sens ou il réalise
le minimum de la somme des carrés des distances, donc la somme des distances,
aux quatre sommets.
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Solution 32.49. De 'exercice 30.49 page 458.

1. Parmi les points proposés, seul P; est a I'intérieur du tétraédre ABCD.

Les points Ps et P7 sont trop loin pour figurer sur les représentations graphiques

ci-dessus.

SHORIE!
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— T — 5 —,

ni -AB =0+2—-2=0etny - BC =2 —2+0 = 0donc le vecteur n1 étant
orthogonal a deux vecteurs directeurs de (ABC'), non colinéaires entre eux, est
normal au plan (ABC).

D’apres le cours, ce dernier admet alors une équation de la forme —x—y+2+d =
0. Les coordonnées du point A doivent vérifier cette équation: —1—1+1+d =0
donne d = 1. Une équation de (ABC') estbien —z —y+ 2z + 1 =0.

. Le demi-espace qui contient le tétraédre ABC D doit contenir le point Py (% , %7 %),

c’est donc celui qui est décrit par 'inéquation —x —y 4+ 2z + 1 > 0.

. On ales équations (ABD) : —x+y—2+1=0,(ACD) :z—y—z+1=0et

(BCD):z+y+z2+1=0.

. A T'aide du point P, on vérifie que le tétraédre correspond aux inégalités —z +

y—2+1>20z—y—2+1>0et:z24+y+2+12>0.

. Stouche (ABC) enunpoint M tel que OM soitnormal a (ABC') donc colinéaire

-1
au vecteur de coordonnées | —1 ) Les coordonnées de M qui sont les mémes que
1

celles de OM ont donc la forme (—t, —t,t) pour un réel . De plus M appartient
a (ABC) donc ses coordonnées vérifient I’équation de ce plan : —(—t) — (—t) +

t+1=0donnet = f%. Les coordonnées de M sont (%, %, —%) et
2 2 2
OM = (3)"+(3)"+ (-4)" = /3

S touche (ABD) enun point N tel que ON soit normal a (ABD) donc colinéaire

au vecteur de coordonnées L ) Les coordonnées de N ont la forme (—t, ¢, —t)

pour un réel t. Comme N € (ABD) on doit avoir —(—t) +t — (—=t) +1 =0

donne t = f%. Les coordonnées de IV sont (%, f%., %) et ON = \/g

Des calculs analogues pour les deux autres faces du tétraédre donnent le méme
résultat. Lorsque S est tangente aux quatre faces du tétraedre, c’est-a-dire touche

chacune d’entre elles en un point et un seul, la distance entre O, le centre de la

sphére, et les points de tangence est exactement ry = %

Le volume de S est 273 = 2.
S est 377 3V3

Solution 32.50. De 'exercice 30.50 page 459.

Notons (z, y, ) les coordonnées de 2. Ce point est équidistant de A, B, C' et D, notons

encore R cette distance commune.

QA? = R? 2+ (y—1)2+ (2 —4)?=R?
OB? = R? ( )2+ (y —3)2 + 22 = R?
OC? = R? (x =32+ (y—22%+(2+1)? = R?
OD? = R? (432 +(y+4)?+ (2 + 1) = R?
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22 +y? —2y+ 22 — 82+ 17 = R? (L1)

22 +4x +y? — 6y + 22 + 13 = R? (L2)

2?2 —6r+y? —dy+22+22+14=R> (L3)

22+ 6z +y? +8y+22+22+26=R? (Lg)
dr —4y+82—4=0 (Ls) = (L2) — (L1)

Onentire { —10x4+2y+22+1=0 (L6)=(L3) — (L2)

En développant on obtient :

122 +12y+12=0 (L7) = (Lg) — (L3)
r—y+22—1=0 (L8)
En simplifiant ¢ —10z+2y+22+1=0 (L6)
z+y+1=0 (Lo)

_13
14-

En reportant dans (L8) : —ﬁ + % + 2z —1=0donne z = ﬁ. Les coordonnées de 2

1 _13 L)
40 14014/

On vérifie facilement que le rayon de S est
10 132 13)2 132 3755 .,
RZHAQHZ\/(OJFﬁ) +(1+5) + (- 11) = Ve =438

(L8) — (L6) donne 11x — 3y — 2 = 0, ce qui, avec (L9) produit z = —1—14 ety =

sont (
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Loi binomiale

Les corrections des exercices se trouvent page 557.

33.1. Tiral’arc

Un archer sait qu’il a une probabilité de 0,7 d’atteindre la cible lorsqu’il tire
une fléche.
Cas 1. Le joueur tire deux fléches.
Lorsqu’une fléche atteint la cible on écrit "S" comme succeés.

Sinon on écrit "E" comme échec.

Premiére Deuxiéme Nombre de fleches Probabilité
fleche fleche sur la cible
S \
0,7
0,3 E 1 0,21
0,7 S 1 0,21
0,3

/\

0,3 E 0 0,09

On note X le nombre de fléches sur la cible aprés les deux tirs.

X peut valoir 0 ou 1 ou 2.

P(X=Fk)| 0,09 | 0,42 | 0,49
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La probabilité qu’il y ait 2 fleches sur la cible est égale a 0, 49.
La probabilité qu’il y ait 1 fleche sur la cible est égale a 0, 42.
La probabilité qu’il y ait O fleche sur la cible est égale a 0, 09.
La somme des probabilités est égale a 1.
Cas 2. Deuxiéme cas : le joueur tire trois fléches.

Premiére  Deuxiéme  Troisiéme Nombre de fleches Probabilité

fleche fleche fleche sur la cible
0,7 ,
’ S 3 0,73
0,7 S<
/ 0.3 " E 2 0,72 x 0,3
S )
0,7 2
0.7 0:3\E/S 2 0,72 x 0,3
osTE 1 0,7x0,3
0,7 2
’ S 2 0,72 x 0,3
0.3 0,7 S<
’ / 03 " F 1 0,7x0,3
E )
0,7
\ ’ S 1 0,7 x 0,32
0.3 e
03 " E 0 0,3

On note Y le nombre de fléches sur la cible apres les trois tirs.

Y peut valoir O ou 1 ou 2 ou 3.

k 0 1 2 3

PY=k)| 0,3 |3x0,7x0,32|3x0,7x0,3| 0,7

P(Y =k) | 0,027 0,189 0,441 0,343

Déterminons la probabilité que sur les 3 fleches lancées, il y ait sur la

cible :
— au moins 2 fléches,
PY>2) = PY=2)+P(Y =3)

= 0,441 + 0,343
= 0,784
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— au plus 1 fleche,

P(Y<1) = P(Y=0)+P(Y =1)
= 0,027+ 0,189
= 0,216

— exactement 2 fleches,
P(Y =2)=0,441
— moins de 2 fléches,

P(Y <2) = P(Y<1)
~ 0,216

— plus d’une fleche.

PY >1) = P >2)
= 0,784

Exercice 33.1. (Correction page 557)

Gustave, agent immobilier, doit téléphoner a des clients. A chaque appel, la
probabilité qu’il ne tombe pas sur la boite vocale du client est égale a 0, 64.

Le jeudi 13 juin 2 024, il a passé 15 appels.

Notons X la variable aléatoire égale au nombre d’appels qui aboutissent ce

jour-la.
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Relier par un trait :

La probabilité que :
P(X>9) e e Surles 15 appels, plus de 14 aboutissent.
P(X<14) e e  Surles 15 appels, au plus 9 aboutissent.
P(X<9) o e  Sur les 15 appels, aucun n’aboutisse.
PX<7) o e Sur les 15 appels, exactement 12 aboutissent.
PX=T7) e Sur les 15 appels, moins de 7 aboutissent.
P(X>14) e e Sur les 15 appels, au plus 14 aboutissent.
P(X>1) o e Sur les 15 appels, plus de 1 aboutisse.
P(X>9) e o Sur les 15 appels, au moins 9 aboutissent.
P(X=12) e e  Sur les 15 appels, moins de 12 aboutissent.
PX>1) e o Surles 15 appels, exactement 7 aboutissent.
P(X <12) e e  Sur les 15 appels, au moins 1 aboutisse.
P(X=0) e e Surles 15 appels, 15 aboutissent.

P(X =15) e e Sur les 15 appels, plus de 9 aboutissent.
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Exercice 33.2. (Correction page 558)

Le lundi 14 octobre 2019, Gustave

— S

S Z
, , - E
n’a passé que 5 appels. S g

~

Notons Y la variable aléatoire égale g / E - E
au nombre d’appels qui aboutissent ce \ S = S
. X -~ TFE
jour la. E g

E C
g E
1. Sur l'arbre, marquer en cou- g = S
. . -~ TF
leur tous les chemins qui corres- S . g
pondent a "exactement 4 appels / E 2 E
aboutissent". -8

\ S Z
- E
Marquer avec une autre cou- £ S

. . E Z
leur, tous les chemins qui corres- E
pondent a "exactement 2 appels S = g

~

aboutissent". S g
y E 2L
2. Calculer P(Y = 4) en utilisant S \ g - S
Iarbre (expliquer). 5~ T E
~ - S
E - E
3. De méme, calculer P(Y = 2). E g

S Z
- E
4. Calculer P(Y = 0) en utilisant S - S

) . / E Z
larbre (expliquer). B E
\ _ Sz Z,
5. Calculer P(Y = 5) en utilisant E g
Iarbre (expliquer). E Z E
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33.2. Définitions

Définition 33.1. On appelle épreuve de Bernoulli une expérience aléa-

toire dans laquelle on s’intéresse uniquement a deux issues :
— l'une, que 'on nomme "succés" ayant une probabilité p,

— lautre que 'on nomme "échec" de probabilité 1 — p.

Définition 33.2. Schéma de Bernoulli : On répeéte n fois une épreuve de

Bernoulli de facon identique et indépendante.

Jacques (ou Jakob) Bernoulli (1654-1705) est un mathématicien et physicien

suisse né et mort a Bile.

Définition 33.3. Soit X la fonction qui, a chaque issue d’un schéma de
Bernoulli associe le nombre de succés obtenus.

On dit que X est la variable aléatoire associée a ce schéma de Bernoulli.

La variable aléatoire X a pour valeurs les entiers de 0 a n. On note " X = £”
I’événement "on obtient exactement k succés" et on note P(X = k) la probabilité

de cet événement.

Définition 33.4. On appelle "loi de X" la donnée de chacune des valeurs
de P(X = k), pour toutes les valeurs de k de 0 a n.

On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p.

Notation 33.1. Dans 'arbre pondéré, pour n répétitions, le nombre de chemins

menant a une issue ayant k succés et n — k échecs est le coefficient binomial "k

. ’ n
parmi n". Il est noté (k) .
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avec:n!l=1x2x ---

X n.

Voir le chapitre 9 page 63 pour plus de détails.

Ce nombre est fourni par les tableurs et les calculatrices :

Tableurs

Calculatrices

NUMWORKS

TI

Casio

[Boite a outils]

Dénombrement
Binomial

[math prob 3}

(optnj

nCr

nCr

Les coefficients binomiaux fournis par le triangle de Pascal :

FIGURE 33.1. — Triangle de Pascal
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33.3. Propriétés

Théoréme 33.1. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de
paramétres n et p. Pour tout entier k compris entre 0 et n, la probabilité d’ob-

tenir k succes et n — k échecs se calcule par :

P(X =k) = <:> x pk x (1 —p)nF

Tableurs

[:LOI.BINOMIALE.N(k;ngp;VRAI)

~—

Fournit la valeur de P(X < k)

[=LOI.BINOMIALE.N(k;n;p;FAUX)

Fournit la valeur de P(X = k)

-/

Calculatrices
NUMWORKS TI Casio

Probabilités
F5(dist)

Fournit P(X = k) [binomFdP(n,p,k)} F5(binm)

P(X <) Fournit P(X = k) F1(Bpd)
Pla < X) F2(var)kn,p
Pla <X <) Fournit P(X = k)

[binomFdRep(n,p,k)] F5(dist)

I z
o
=

I :
I
o+
o
o+

Fournit P(X < k) F5(binm)

F2(Bcd)

L

F2(var)kn,p

Fournit P(X < k)
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Théoréme 33.2. Soit une variable aléatoire X .
Pour tous les réels a et b, on a :
aX + b est une variable aléatoire.

son espérance est égale a aE(X) + b

E(aX +b)=aE(X)+b

Théoréme 33.3. Soient X etY des variables aléatoires et a et b des nombres
réels.

E(aX +b)=aE(X)+b
V(aX +b) = a?V(X)

Théoréme 33.4. Soient X etY des variables aléatoires

E(X+Y)=EX)+EY)

Si les variables aléatoires X etY sont associées a des expériences aléatoires

indépendantes, alors :

V(X +Y)=V(X)+V(Y)

Exercice 33.3. (Correction page 559)

Un archer s’entraine en vue d’'un championnat de tir a I’arc.

I fait 50 lancers le matin et 30 'aprés-midi.

La fleche atteint la cible avec une probabilité égale a 0,78 le matin et une
probabilité égale a 0,46 'aprés-midi.

Tous les tirs sont supposés indépendants.

Soit X (respectivement Y') la variable aléatoire donnant le nombre de lancers

réussis le matin (respectivement 'aprés-midi).

1. Donner la loi suivie par X et celle suivie par Y.
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2. Soit Z la variable aléatoire définie par Z = X + Y. Que représente 2 ?

3. Calculer E(Z) et en donner une interprétation.

Théoréme 33.5. Soient Soit X une variable aléatoire qui suit la loi bino-
miale de parameétres n et p.

Lespérance mathématique de X est égale a np,
E(X) =np

la variance de X est égale a np(1 — p),

Pécart type de X est égal d v/np(1 — p).

Qg Démonstration. X est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de para-
metres n et p.
X est associée au schéma de Bernoulli composé de n épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes.
A chaque épreuve de Bernoulli on associe une variable aléatoire X; qui vaut 1

en cas de succes et 0 en cas d’échec.

E(X;))=1xp+0x(1—-p)=p

V(X)) =1xp+0°x(1l—p)—p*=p—p°=px (1-p)
n

X=> X
i=1

d’ou
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o(X) = /V(X) = \/np(1 - p)

Théoréme 33.6 (Inégalité de Bienaymé-Tchebytchev). Soit une variable aléa-
toire X.

Pour tout réel strictement positifa, on a :

V(X)
2

P(X - B(X)| 2 a) < —

Théoréme 33.7 (Inégalité de concentration). Soit une variable aléatoire moy-
enne M, d’un échantillon de taille n de la variable aléatoire X.

Pour tout réel strictement positif a, on a :

V(X)

na?

P(|My — E(X)| > a) <

Théoréme 33.8 (Loi des grands nombres). Soit une variable aléatoire moyen-
ne M,, d’un échantillon de taille n de la variable aléatoire X .

Pour tout réel strictement positif a, on a :

lim P(|M, — E(X)|>a) =0

n—-+o0o

Tableau d’apprentissage et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le : ‘ ‘

J+1|J+3|J+10| J+30 | J+90

‘ Vu







Tableau d'apprentissage
et courbe de mémoire

‘ Début de la lecon le :

J+1 | J+3|J+10| J+30 | J+90

‘ Vu

Planning

| | J+1[J+3[J+10]7+30]J+90]

Définitions

Propriétés







Approfondissements

Les solutions des exercices se trouvent page 561.

34.1. Dans les sujets de bac

Exercice 34.1. (Correction page 561)

Asie 10 juin 2024, Sujet 1

Dans la revue Lancet Public Health, les chercheurs affirment qu’au 11 mai 2020, 5,7 %
des adultes francais avaient déja été infectés par la COVID 19 *.

On se servira de cette donnée pour les parties A et B de cet exercice.

Partie A

1. On préléve un individu dans la population francaise adulte au 11 mai 2020.
On note I I'événement : «I’adulte a déja été infecté par la COVID 19 »

Quelle est la probabilité que cet individu prélevé ait déja été infecté par la COVID
197

2. On préléve un échantillon de 100 personnes de la population supposées choisies

de facon indépendante les unes des autres.
On assimile ce prélévement a un tirage avec remise.

On appelle X la variable aléatoire qui compte le nombre de personnes ayant déja

été infectées.

1. Source :
https://www.thelancet.com/journals/lanpub/article/PI1S2468-2667(21)
00064-5/fulltext

nmm(OO—0OomX>Xm
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a) Justifiez que X suit une loi binomiale dont on donnera les paramétres.

b) Calculer son espérance mathématique. Interpréter ce résultat dans le cadre

de I’exercice.

c) Quelle est la probabilité qu’il n’y ait aucune personne infectée dans I’échan-
tillon ?

On donnera une valeur approchée a 10~ prés du résultat.

d) Quelle est la probabilité qu’il y ait au moins 2 personnes infectées dans

I’échantillon ?

On donnera une valeur approchée a 10~ prés du résultat.

e) Déterminer le plus petit entier n tel que P(X < n) > 0,9.

Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

Partie B

Un test a été mis en place : celui-ci permet de déterminer (méme longtemps apreés I'in-
fection), si une personne a ou non déja été infectée par la COVID 19.

Si le test est positif, cela signifie que la personne a déja été infectée par la COVID 19.
Deux parameétres permettent de caractériser ce test : sa sensibilité et sa spécificité.

La sensibilité d’un test est la probabilité qu’il soit positif sachant que la personne a été
infectée par la maladie. (II s’agit donc d’un vrai positif).

La spécificité d’un test est la probabilité que le test soit négatif sachant que la personne
n’a pas été infectée par la maladie. (Il s’agit donc d’un vrai négatif).

Le fabricant du test fournit les caractéristiques suivantes :

— Sa sensibilité est de 0, 8.

— Sa spécificité est de 0, 99.

On préleve un individu soumis au test dans la population francaise adulte au 11 mai
2020.

On note T I’événement «le test réalisé est positif ».
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1. Compléter 'arbre des probabilités ci-dessous avec les données de I’énoncé :

2. Montrer que p(T") = 0,05503.

3. Quelle est la probabilité qu'un individu ait été infecté sachant que son test est
positif ?

On donnera une valeur approchée a 10~ prés du résultat.

Partie C

On considére un groupe d’une population d’un autre pays soumis au méme test de sen-
sibilité 0, 8 et de spécificité 0, 99.

Dans ce groupe la proportion d’individus ayant un test positif est de 29, 44 %.

On choisit au hasard un individu de ce groupe; quelle est la probabilité qu’il ait été

infecté?

Exercice 34.2. (Correction page 564)

Amérique du Nord 21 mai 2024. Jour 1

Un jeu vidéo récompense par un objet tiré au sort les joueurs ayant remporté un défi.
L’objet tiré peut étre «commun » ou «rare ». Deux types d’objets communs ou rares
sont disponibles, des épées et des boucliers.

Les concepteurs du jeu vidéo ont prévu que :

— la probabilité de tirer un objet rare est de 7 %;
— si on tire un objet rare, la probabilité que ce soit une épée est de 80 %;

— si on tire un objet commun, la probabilité que ce soit une épée est de 40 %.

nmm(OO—0OomX>Xm
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Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A

Un joueur vient de remporter un défi et tire au sort un objet. On note :

%

%

_)

R T’événement «le joueur tire un objet rare»;
’événement «le joueur tire une épée »;
E1

R et E les événements contraires des événements R et E.

Dresser un arbre pondéré modélisant la situation, puis calculer P(R N E).
Calculer la probabilité de tirer une épée.

Le joueur a tiré une épée. Déterminer la probabilité que ce soit un objet rare. Ar-

rondir le résultat au milliéme.

Partie B

Un joueur remporte 30 défis.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre d’objets rares que le joueur

obtient apres avoir remporté 30 défis. Les tirages successifs sont considérés comme in-

dépendants.

. Déterminer, en justifiant, la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X.

Préciser ses parameétres, ainsi que son espérance.

. Déterminer P(X < 6). Arrondir le résultat au milliéme.

. Déterminer la plus grande valeur de k telle que P(X > k) > 0, 5. Interpréter le

résultat dans le contexte de I'exercice.

. Les développeurs du jeu vidéo veulent proposer aux joueurs d’acheter un «ticket

d’or » qui permet de tirer N objets. La probabilité de tirer un objet rare reste de
7%.

Les développeurs aimeraient qu’en achetant un ticket d’or, la probabilité qu'un
joueur obtienne au moins un objet rare lors de ces IV tirages soit supérieure ou
égale 4 0, 95.

Déterminer le nombre minimum d’objets a tirer pour atteindre cet objectif. On

veillera a détailler la démarche mise en ceuvre.
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Exercice 34.3. (Correction page 566)
Amérique du Nord 22 mai 2024 Jour 2
Les données publiées le 1°* mars 2023 par le ministére de la Transition écologique sur
les immatriculations de véhicules particuliers en France en 2022 contiennent les infor-

mations suivantes :

— 22,86 % des véhicules étaient des véhicules neufs;

— 8,08 % des véhicules neufs étaient des hybrides rechargeables;

— 1,27 % des véhicules d’occasion (c’est-a-dire qui ne sont pas neufs) étaient

des hybrides rechargeables.

Dans tout lexercice, les probabilités seront arrondies au dix-milliéme.
Partie A
Dans cette partie, on considere un véhicule particulier immatriculé en France en 2022.

On note :

— N I’événement «le véhicule est neuf »;
— RTévénement «le véhicule est hybride rechargeable» ;

— N et R les événements contraires des événements contraires de N et R.

1. Représenter la situation par un arbre pondéré.
2. Calculer la probabilité que ce véhicule soit neuf et hybride rechargeable.

3. Démontrer que la valeur arrondie au dix-milliéme de la probabilité que ce véhicule
soit hybride rechargeable est 0, 0283.

4. Calculer la probabilité que ce véhicule soit neuf sachant qu’il est hybride rechar-

geable.

Partie B

Dans cette partie, on choisit 500 véhicules particuliers hybrides rechargeables immatri-
culés en France en 2022.

Dans la suite, on admettra que la probabilité qu’un tel véhicule soit neuf est égale a 0, 65.
On assimile le choix de ces 500 véhicules a un tirage aléatoire avec remise.

On appelle X la variable aléatoire représentant le nombre de véhicules neufs parmi les

500 véhicules choisis.

nmm(OO—0OomX>Xm
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1. On admet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale. Préciser la valeur de

ses parametres.
2. Déterminer la probabilité qu’exactement 325 de ces véhicules soient neufs.

3. Déterminer la probabilité p(X > 325) puis interpréter le résultat dans le contexte

de I’exercice.

Partie C

On choisit désormais n véhicules particuliers hybrides rechargeables immatriculés en
France en 2022, ou n désigne un entier naturel strictement positif.

On rappelle que la probabilité qu’un tel véhicule soit neuf est égale 4 0, 65.

On assimile le choix de ces n véhicules a un tirage aléatoire avec remise.

1. Donner l'expression en fonction de n de la probabilité p,, que tous ces véhicules

soient d’occasion.

2. On note gy, la probabilité qu’au moins un de ces véhicules soit neuf. En résolvant

une inéquation, déterminer la plus petite valeur de n telle que ¢, > 0,9999.

Exercice 34.4. (Correction page 567)
Centres étrangers (Europe) Sujet 2, 6 juin 2024
Un sac opaque contient huit jetons numérotés de 1 a 8, indiscernables au toucher.
A trois reprises, un joueur pioche un jeton dans ce sac, note son numéro, puis le remet
dans le sac.
Dans ce contexte, on appelle "tirage" la liste ordonnée des trois numéros obtenus.
Par exemple, si le joueur pioche le jeton numéro 4, puis le jeton numéro 5, puis le

jeton numéro 1, alors le tirage correspondant est (4;5;1).

1. Déterminer le nombre de tirages possibles.

2.

a) Déterminer le nombre de tirages sans répétition de numéro.

b) En déduire le nombre de tirages contenant au moins une répétition de nu-

méro.

On note X7 la variable aléatoire égale au numéro du premier jeton pioché, X celle
égale au numéro du deuxiéme jeton pioché et X3 celle égale au numéro du troisiéme

jeton pioché.
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Puisqu’il s’agit d’un tirage avec remise, les variables aléatoires X, X, et X3 sont

indépendantes et suivent la méme loi de probabilité.

1. Etablir Ia loi de probabilité de la variable aléatoire X.

2. Déterminer l'espérance de la variable aléatoire Xj.

On note S = X7 + X5 + X3 la variable aléatoire égale a la somme des numéros des trois

jetons piochés.

1. Déterminer 'espérance de la variable aléatoire S.
2. Déterminer P(S = 24).

3. Siun joueur obtient une somme supérieure ou égale a 22, alors il gagne un lot.

a) Justifier qu’il existe exactement 10 tirages permettant de gagner un lot.

b) En déduire la probabilité de gagner un lot.

Exercice 34.5. (Correction page 570)
Amérique du Nord 21 mai 2024. Jour 1

Partie A

Suite & une étude statistique réalisée dans la station-service Carbuplus, on évalue a
0, 25 la probabilité qu’un client venant alimenter son véhicule en carburant passe moins
de 12 minutes dans la station avant de la quitter.

On choisit au hasard et de facon indépendante 10 clients de la station et on assimile ce
choix a un tirage avec remise. On appelle X la variable aléatoire qui a chaque échantillon

de 10 clients associe le nombre de ces clients ayant passé moins de 12 minutes 2 la station.

1. Quelle est la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X ? Préciser ses

parametres.

2. Quelle est la probabilité qu’au moins 4 clients dans un échantillon de 10 passent

moins de 12 minutes 4 la station? On arrondira si besoin le résultat a 102 pres.
3. Calculer espérance E(X) et interpréter le résultat dans le contexte de 'exercice.

Partie B

Un client arrive a la station et se dirige vers une pompe. Il constate que deux voitures
sont devant lui, la premiére accédant a la pompe au moment de son arrivée.

On désigne par 17, T, T3 les variables aléatoires qui modélisent les temps passés en
minute par chacun des trois clients, dans leur ordre d’arrivée, pour alimenter son véhi-
cule entre 'instant ou la pompe est disponible pour lui et celui ou il la libére.

On suppose que 17, 15, T3 sont des variables aléatoires indépendantes de méme espé-

rance égale a 6 et de méme variance égale a 1.

nmm(OO—0OomX>Xm
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On note S la variable aléatoire correspondant au temps d’attente total passé a la sta-
tion du troisiéme client entre son arrivée a la station et son départ de la pompe aprées
avoir alimenté son véhicule.

1. Exprimer S en fonction de 17,75 et T5.

2.

a) Déterminer l'espérance de S et interpréter ce résultat dans le contexte de
lexercice.
b) Quelle est la variance du temps d’attente total S de ce troisiéme client?

3. Montrer que la probabilité que le troisiéme client passe un temps strictement com-

pris entre 14 et 22 minutes a la station est supérieure ou égale a 0, 81.
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Les corrections sont dans le méme ordre que les exercices.

Solution 35.1. De I'exercice 33.1 page 537.

La probabilité que :

Sur les 15 appels, plus de 14 aboutissent. P(X > 14)
Sur les 15 appels, au plus aboutissent. P(X <9)
Sur les 15 appels, aucun n’aboutisse. P(X =0)
Sur les 15 appels, exactement 12 aboutissent. P(X = 12)
Sur les 15 appels, moins de 7 aboutissent. P(X <T7)
Sur les 15 appels, au plus 14 aboutissent. P(X <14)
Sur les 15 appels, plus de 1 aboutisse. P(X >1)
Sur les 15 appels, au moins 9 aboutissent. P(X >9)
Sur les 15 appels, moins de 12 aboutissent. P(X < 12)
Sur les 15 appels, exactement 7 aboutissent. ~ P(X =7)
Sur les 15 appels, au moins 1 aboutisse. P(X>1)
Sur les 15 appels, tous les appels aboutissent. P (X = 15)
Sur les 15 appels, plus de 9 aboutissent. P(X >9)
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Solution 35.2. De l’exercice 33.2 page 539.

/\
/\
N

n
I\

S 5
E 4
S 4
E 3
S 4
E,/ E 3
~— S 3
E\
g FE 2
S/S 4
S/ — F 3
/ ~ S 3
F
E 2
E
\ S:S 3
E/ FE 2
\E/S 2
— F 1
) 4
S/S\E 3
~ S 3
/ E
E 2
S
\ S:S 3
/ E/ E 2
~— _ S 2
F
E 1
E
S/S 3
\ S/ — FE 2
—~— _ S 2
/ E\
E 1
FE
\ S:S 2
E/ FE 1
\E/S 1
— F 0

1. Surl’arbre, vous avez colorié 5 chemins qui correspondent a "exactement 4 appels
aboutissent” et, avec une autre couleur, 10 chemins qui correspondent a "exacte-
ment 2 appels aboutissent".

2. A chaque appel, la probabilité qu’il aboutisse est égale a 0,64 et la probabilité que
Gustave tombe sur une boite vocale est égale a 0,36.

Pour chacun des 5 chemins correspondant a "Y = 4" figure une fois F et quatre
fois S.
Donc P(Y =4) =5 x 0,64 x 0, 36.
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3. Pour chacun des 10 chemins correspondant 4 "Y = 2" figure trois fois F et deux

fois S.
Donc P(Y =2) =10 x 0,642 x 0, 36°.
4. Sur Parbre, un seul chemin correspond a "aucun appel aboutit". Cinq E figurent
sur ce chemin.
P(Y =0) = 0.36°.
5. Sur l'arbre, un seul chemin correspond a "tous les appels aboutissent". Cinq S

figurent sur ce chemin.
P(Y =5)=0.64%

Solution 35.3. De l'exercice 33.3 page 543.

1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 50 et p = 0, 78.
Y suit la loi binomiale de parametres n = 30 et p = 0, 46.
E(X)=50x0,78 =39.
E(X)=30x0,46 = 13,8.
Le matin on s’attend a ce qu’environ 39 fleches sur les 50 atteignent la cible.
L’apres-midi on s’attend a ce qu’environ 13, 8 fleches sur les 30 atteignent la cible.
2. Z représente le nombre de lancers réussis sur la journée entiere.
3. E(Z)=E(X+Y)=E(X)+ E(Y)=39+13,8=52,8.

Sur la journée on s’attend a ce qu’environ 52, 8 fleches sur les 80 atteignent la

cible.
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Les corrections sont dans le méme ordre que les exercices.

Solution 36.1. De I'exercice 34.1 page 549 .

Partie A

1. Puisque I'individu est choisi dans la population frangaise, on suppose qu’il y a une

situation d’équiprobabilité et que les proportions sont assimilables a des probabi-
lités.

Comme 5,7 % des adultes avaient déja été infectés, d’aprés I'étude du Lancet, la
probabilité que I'individu choisi ait déja été infecté est de P(I) = 0, 057.

a)

— On a une épreuve de Bernoulli, dont le succes : "I'individu choisi a déja
été infecté", a une probabilité p = 0,057;

— Cette épreuve est répétée N = 100 fois, de facon identique et indé-
pendante (car le prélévement des 100 individus est assimilé a un tirage

avec remise);
— X est une variable aléatoire qui compte le nombre de succes parmi ces
répétitions.
Avec ces éléments, on peut affirmer que X suit la loi binomiale de para-
metres N = 100 et p = 0, 057.
Remarque : le paramétre donnant le nombre de répétitions est souvent noté

n, plutét que N, mais dans la question 2e, un entier n est introduit, donc

pour éviter le conflit de notation, on utilise NV ici.

1.

Auteurs : Valérie Tamboise. Francois Kriegk et Denis Vergés
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b) Puisque X suit une loi binomiale,ona: E(X) = N x p =100 x 0,057 =
5, 7.On en déduit que dans un échantillon de 100 personnes adultes choisies
au sein de la population francaise le 11 mai 2020, en moyenne, 5, 7 d’entre
eux avaient déja été infectés par la COVID 19.

c) La probabilité demandée est celle de 'événement { X = 0}.

Pour les variables aléatoires régies par la loi binomiale, on a (pour k entier

naturel inférieur a n) :
N
P(X =k)= <k> xpfx (1—p)N =k

On a dong, ici :

1
P(X =0)= < 80) x 0,057% x 0,943'9° = 0,943'% ~ 0, 0028

d) La probabilité qu’au moins deux personnes de 1’échantillon aient été préa-

lablement infectées est de :

P(X>2)=1-P(X>2)=1-P(X <1)=1-P(X =0)-P(X = 1)

(Certains modéles de calculatrices n’ont pas besoin de ce calcul).

A la calculatrice, on obtient : P(X > 2) ~ 0,9801.

e) Par exploration a la calculatrice, on constate que pour n < 8, on a une
probabilité inférieure ou égale 4 0,9, avec P(X < 8) ~ 0,8829 et P(X <
9) ~ 0,9408.
L’entier cherché est 9.
Cela signifie que dans un échantillon de cent adultes choisis dans la popu-
lation frangaise le 11 mai 2020, il y a plus de neuf chances sur dix que le
nombre d’entre eux préalablement infectés par la COVID 19 est inférieur

ouégala.

Partie B

1. L’événement I est I'événement déja utilisé dans la Partie A. On avait P(I) =
0,057.

— La description de la sensibilité nous fait comprendre qu’il s’agit de la pro-
babilité conditionnelle :  P;(T) =0, 8;
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— celle de la spécificité indique que est: Pp( 7T ) = 0,99.

Avec ces informations, on peut compléter I’arbre probabilisé :

I )
0,057~ T =02, ~
T
0,943\)_ 0,01 =~
0,99\>T

2. Les événements I et I partitionnent I'univers, donc, d’aprés la loi des probabilités
totales :

P(T)=P(INT)+P(INT)=0,057x 0,840,943 x 0,01 = 0,05503.
3. La question posée est de calculer : Pr(I).

D’apreés la définition des probabilités conditionnelles :

1) = P(TNI)  0,057x0,8 4560
=7 P(Ty T T 0,05503 5503

~ 0,8286

Cela signifie qu’une personne dont le test est positif n’a qu’une probabilité de
0, 8286 (environ) d’avoir été préalablement infectée par la COVID 19.

Partie C

Si le test est le méme, sa sensibilité et sa spécificité sont les mémes, ce qui change, c’est
donc la probabilité d’avoir été préalablement infecté. Cette probabilité n’est pas connue,
notons la x.

On a donc 'arbre suivant :

08/>T
/7I<02

< o
xi
I =099,

Les événements I et I partitionnent toujours cet univers différent, donc, d’aprés la loi
des probabilités totales :

P(T)

P(INT)+P(INT)
= xx0,84(1—1x)x0,01
= 0,82+0,01-0,01z
= 0,792+ 0,01
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D’apreés I'énoncé, 29,44 % des gens ont un test positif, donc la probabilité de choisir
un individu dont le test est positif est de 0, 2944.

On a donc une double égalité, dont on déduit I'équation suivante : 0, 79z + 0,01 =
0,2944.

Résolvons :

0,792 +0,01 = 0,2944
0,79z = 0,2844
0,2844

x =
0,79
2844
YT 7900

La probabilité que la personne choisie ait été infectée est donc de :

2844
—— =0,36
7900 ’

Dans cet autre pays, la proportion de personnes préalablement infectées est donc
36 %.

Solution 36.2. De I'exercice 34.2 page 551 °.
Partie A

1. On dresse I’arbre pondéré de probabilités en utilisant les données de I’énoncé :
P(R) =0,07; Pp(E) = 0,8 et P(E) =0,4:

0,07 R \
E

0,4 E
003 ~~F —

0,6
Ona P(RNE)=P(R) x Pg(E) =0,07 x 0,8 =0,056.
2. D’apreés la loi des probabilités totales :
P(E)=P(RNE)+P(RNE).

2. Auteurs : Francois Kriegk et Denis Verges
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OrP(RNE)=P(R) x Pg(E) =0,93x 0,4 =0,372.
Donc P(E) = 0,056 + 0,372 = 0,428.
P(ENR) P(RNE) 0,056 56 14 _
. Ona Pg(R) = = = = =_—~0,1 t
3. OnaPu(R) = —p5 P(E) 0,428 _ 128 107 01308 soi
0,131 au millieme preés.

Partie B

1. Les événements étant indépendants et la probabilité d’obtenir un objet rare étant
toujours égale 4 0, 07, la variable aléatoire X suit une loi binomiale B(n, p) avec
n=30etp=0,07.

L’espérance mathématique est £ =n x p = 30 x 0,07 =2, 1.
2. La calculatrice donne P(X < 6) ~ 0, 9838 soit 0, 984 au milliéme pres.
3. Quelquesoitk € N, P(X > k+1)=1— P(X < k). D’aprés la calculatrice :

P(X>1+1)=1-P(X <1)~0,631

et
P(X>24+1)=1-P(X <2)=0,351

onadonc k = 2.
Dans le cadre du jeu ceci signifie que la probabilité d’obtenir au moins 2 objets
rares est supérieure a %

4. Soit Y la variable correspondant au nombre d’objets rares que le joueur obtient
aprés avoir remporté N défis Il faut donc trouver Y tel que P(Y > 1) > 0,95 ou
encorel — P(X =0)>0,95< P(X =0)<1-0,9 < P(X =0) <0,05.
Or P(X =0) = (y) x0,07% x (1—0,07)N = 0,93".

11 faut donc résoudre 'inéquation :

0,93V < 0,05 = N1In0,93 < In0, 05 par croissance de la fonction logarithme
In0,05 1

In0,93

In0,05
D’apreés la calculatri !
apres la calculatrice 10,93

Conclusion : il faut que N > 42. A partir de 42 succés la probabilité d’obtenir un

aussi.

népérien et enfin N > ,carIn0,93 < 0 et son inverse

In0,93

~41,3.

objet rare est supérieure ou égale a 0, 95.
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Solution 36.3. De I'exercice 34.3 page 553 3.
Partie A

0,0808 R
0,2286 N

0,9192 R

0,0127 R
0,7714 ‘N

0,9873 R

2. On calcule P(N N R) = P(N) x Py(R) = 0,2286 x 0,0808 = 0,018471 soit
0,01852a 10~* pres.

3. Onademéme P (N NR) = P(N) x Pg(R) = 0,7714 x 0,0127 = 0,009797
soit 0,0098 & 10~* prés.
D’apres la loi des probabilités totales :
P(R)=P(NNR)+P(NNR)=~0,0185+0,0098
P(R) =~ 0,0283.

P(RNN) P(NNR) _0,0185

. Pr(N) = - ~
4- Ona Pr(N) = =5 P(R) 0,0283

~ 0,65371 soit 0,6537 a
10~ pres.

Partie B

1. X suit donc la loi binomiale B(n = 500, p = 0, 65).

2. On caleule (590) x 0,65%% x 0,357 ~ 0,037384 soit 0,0374 2 10~* pres. (Uti-

liser la fonction binomiale de la calculatrice si les capacités de calcul de celle-ci

sont dépassées).

3. Ona P(X > 325) =1 — P(X < 324) soit d’aprés la calculatrice 0, 47944, donc
P(X >325)~1—0,4794 = 0,5206 4 10~* pres.

Partie C

1. Onap, = (1—0,65)" = 0, 35",

3. Auteurs : Francois Kriegk et Denis Verges
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2. Onagqg, =1—p,.

On cherche donc n tel que 1 — p,, > 0,9999 < p,, < 0,0001, soit par croissance

de la fonction logarithme népérien :

In 0,0001
1 <1 1 > —
nln0,35 <1n 00,0001 & n > m0.35
1
carm<0.
In 0, 0001
D’apres la calculatrice ———— ~ 8, 8.
apres la calculatrice 10,35 8,8

Il faut prendre au minimum n = 9.

Solution 36.4. De I'exercice 34.4 page 554 4.

1. Un tirage est donc un triplet (c’est-a-dire une 3-liste ou un 3-uplet) ordonné d’élé-

ments choisis dans un ensemble E de cardinal Card(E) = 8 (il y a 8 jetons),

qui ne s’amenuise pas (car on remet le jeton avant de tirer le suivant, et donc les

répétitions sont possibles.)

Le nombre de tirages possibles est donc de : Card(E)? = 83 = 512.

Il y a 512 tirages possibles.

a)

b)

Si on souhaite un tirage sans répétition de numéro, alors, c’est comme si
on avait fait un tirage sans remise (un numéro déja choisi ne peut pas étre
choisi a nouveau), et donc un triplet ordonné d’éléments choisis dans un

ensemble qui s’amenuise.

8!
Iy a donc m = 8 x 7 x 6 = 336 tirages possibles sans numéro répété.

Remarque : On peut parler d’arrangement, méme si ce mot n’est pas expli-
citement a connaitre en terminale.

On peut aussi voir cette valeur comme étant : 8 choix possibles pour le
premier numéro du triplet, puis 7 choix possibles pour le deuxiéme numéro,
sachant qu’il doit étre différent du premier et enfin 6 choix possibles pour

le dernier numéro, qui doit étre différent des deux précédents.

Le nombre de tirages avec au moins une répétition de numéro est donc la
différence des deux résultats précédents : 512 — 336 = 176.

4. Auteurs : Valérie Tamboise, Francois Kriegk et Denis Verges
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En effet, 'ensemble des tirages possibles est la réunion de deux ensembles
disjoints : les tirages sans aucune répétition de numéro et les tirages avec
au moins une répétition de numéro.

Remarque : On pouvait aussi compter le nombre de tirages avec deux nu-

3
méros identiques : 8 x (2> x 7 = 168 (huit choix pour le numéro répété,

3
multiplié par 5 facons de placer ces deux numéros identiques dans le

triplet, multiplié par sept choix pour le numéro différent des deux premiers)
et 'ajouter au nombre de tirages avec trois numéros identiques : 8 (huit
choix possibles pour le numéro qui sera répété trois fois), mais dans ce cas,

on obtient 176 sans le déduire des questions précédentes.

Le sac étant opaque et les jetons indiscernables au toucher, chaque sélection d’un jeton

dans le sac est une situation d’équiprobabilité, et donc on a une loi équirépartie.

1. On peut donc présenter la loi de probabilité de la variable aléatoire X; sous la

forme du tableau suivant :

z; 112345 ]6|7 8
Px ) T T[T T[T 111
B e L I R N B

'7 3 8181818 lsls s

2. L’espérance de la variable aléatoire X est donc donnée par :

E(Xl) = IlXP(X1:$1)+I2XP(X1:$2)—|—...I8XP(X1 :1‘8)
1
= (qj1+1'2+...+338>><§
1 148 1
car la loi est équirépartie = (1+2+...+8) X 3= % x 8 X 3

avec la formule de la somme des premiers termes d’une suite arithmétique = 4,5

1. Ona E(S) = E(X1 + Xo + X3) = E(X1) + E(X2) + E(X3), et puisque X7,

X5 et X3 suivent la méme loi de probabilité, alors on en déduit :

E(S)=3x E(X;)=3x4,5=13,5

2. L’événement {S = 24} n’est réalisé que par le tirage (8;8;8), donc sur les 512
issues possibles de ’expérience aléatoire, une seule est favorable a I’événement :

1
la probabilité est donc de B (puisque l'on est en situation d’équiprobabilité).
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Remarque : On peut aussi dire que 'événement {S = 24} est égal a I'événement :
{X; =8}n{X:=8}n{X3 =38}

Et comme les variables aléatoires X7, X2 et X3 sont indépendantes :

P(S = 24)

P({X1:8}0{X2:8}0{X3=8})
P(X1:8)XP(X2:8)><P(X3:8)
- ()

1

512

— Le nombre 24 ne peut étre obtenu que par la somme 8 + 8 + 8, qui ne
procéde que d’un seul tirage (le tirage (8; 8; 8)).
— Le nombre 23 ne peut étre obtenu que par la somme 7 + 8 + 8, cette

somme est constituée d’un doublon (le 8) et d’un entier présent une

seule fois (le 7).

Elle peut procéder de trois tirages différents, caril y a (3) = 3facons

de placer les deux entiers identiques dans un triplet.
Les trois triplets conduisant a {S = 23} sont : (7;8;8); (8;7;8) et
(8;8;7).

— Le nombre 22 peut étre obtenu comme somme de trois entiers naturels
entre 1 et 8 en faisant : 6 + 8 + 8, ou bien en faisant 7 + 7 + 8.
Chacune de ces sommes est constitué d’un doublon et d’un troisiéme
entier différent, et est donc le résultat de trois tirages différents.

Iy a donc six tirages donnant 22 (les tirages (6; 8; 8); (8; 6; 8); (8; 8;6);
(8;7,7); (7;8;7) et (7;7;8)).

On a donc bien finalement 1 4 3 4- 6 = 10 tirages conduisant au gain d’'un
lot.

b) On est en situation d’équiprobabilité pour les 512 tirages possibles (nombre
déterminé a la question 1, donc, avec 10 tirages favorables a 1’événement

" " .y 10 5
gagner un lot", la probabilité de gagner un lot est donc de 512 = 956"
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Solution 36.5. De I'exercice 34.5 page 555 °.
Partie A

1. La variable aléatoire X suit d’aprés les conditions de 1’énoncé une loi binomiale

de parameétres n = 10 de probabilité p = 0, 25.
2. Ona P(X < 3) = 0.7758, dou P(X > 3) = 0,2242 soit environ 0,224 au

milliéme pres.
3. E(X)=nxp=10x0,25=2,5.
Sur un grand nombre de tirages 25 clients sur 100 passeront moins de 12 minutes

a la station.

Partie B

Un client arrive a la station et se dirige vers une pompe. Il constate que deux voitures
sont devant lui, la premiére accédant a la pompe au moment de son arrivée.

On désigne par 17, T5, T3 les variables aléatoires qui modélisent les temps passés
en minute par chacun des trois clients, dans leur ordre d’arrivée, pour alimenter son
véhicule entre I'instant ot la pompe est disponible pour lui et celui ot il la libére.

On suppose que 17, T5 et T3 sont des variables aléatoires indépendantes de méme
espérance égale a 6 et de méme variance égale a 1.

On note S la variable aléatoire correspondant au temps d’attente total passé a la sta-
tion du troisiéme client entre son arrivée a la station et son départ de la pompe apreés

avoir alimenté son véhicule.

1. Lavariable aléatoire 77 correspond au temps d’attente passé par le premier client
ala station ; comme ce premier client n’a personne devant lui, la variable aléatoire
correspondant au temps d’attente total passé a la station par le premier client est
Ti.

La variable aléatoire T, correspond au temps d’attente passé par le deuxiéme
client a la station; comme ce deuxiéme client avait le premier client devant lui,
la variable aléatoire correspondant au temps d’attente total passé a la station par
le deuxiéme client est 17 + T5.

La variable aléatoire T3 correspond au temps d’attente passé par le troisiéme client
a la station; comme ce troisiéme client avait deux autres clients devant lui, la
variable aléatoire correspondant au temps d’attente total passé a la station par le
troisiéme client est Ty + 15 + T3.

Donc S =Ty + To + Ts.

5. Auteurs : Denis Verges et Francois Hache
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a) L’espérance est linéaire donc :
EWS)=FE(M+To+T3)=FE(T1)+E(TL)+ E(T3)=6+6+6=18

Cela signifie que le temps moyen d’attente a la station d’un client qui a deux

personnes devant lui est de 18 minutes.

b) Les 3 variables aléatoires Ty, T» et T sont indépendantes, donc on peut

utiliser I’additivité de la variance :
V)=V +Ta+T3) =V (T1)+V(I2) +V(T3) =1+1+1=3

3. La variable aléatoire S a pour espérance E(S) = 18 et pour variance V (S) = 3

donc, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a :

pour tout § € ]0;+oo [, P (’S — E(S’)‘ > 5) < V(S), c’est-a-dire :

52
3
P(‘S—18‘ 25) <5
s s . 3
En prenant I’événement contraire, on a donc : P (‘S - 18‘ < 5) >1-— 52

La probabilité que le troisiéme client passe un temps strictement compris entre 14
et 22 minutes a la station est : P(14 < S < 22),s0it: P(18 —4 < S < 18 + 4),
ou encore : P(—4 < S — 18 < 4), c’est-a-dire : P (‘S — 18’ < 4).

En prenant § = 4, on a donc; P (‘S — 18‘ < 4) >1-— 1% donc :

P (‘S — 18‘ < 4) > 0,8125

On en déduit que la probabilité que le troisiéme client passe un temps strictement
compris entre 14 et 22 minutes a la station est supérieure ou égale a 0, 81.
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