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CHAPITRE I: ANALYSE COMBINATOIRE

1) Rappels sur les ensembles

Dans toute la suite,. lorsque nous . parlons d’ensembles il saglt
d’ensembles finis.

Un ensemble est dit fini lorsqu’on peut dénombrer le nombre de ses
éléments.

Soit E un ensemble et A une partie de E (ou sous- ensemble de E). On
note ACE et on lit « A inclus dans E ».

* On appelle complémentaire de A dans E noté A ou C/

- 'ensemble des éléments de E n’appartenant pas A. Smt x€ E,
(xe A) & (xeA).

® Deux sous ensembles A et B forment une partition d’un ensemble
E si A et B sont disjoints (A(1B = @) et AUB =E. Exemple Si A
est un sous ensemble de E, A et A forment unc partition de E
(AN A=@etAlJ A=E).

* Soit A et B deux ensembles non vides. On appelle produit

cartésien de A par B noté AXB I'ensemble des couples dont le
premier terme est élément de A et le second terme est élément. de

B. AXB ={(u, v), ue Aetv € B}.

e Etant donné un ensemble fini E et un entier naturel non nul p, on
appelle p-liste ou p-uplet d’éléments de E, tout élément du produit
cartésien EF = ExEx..xE

Pfois
Une P-liste d’éléments de E est donc toute liste ordonnée de p €léments
distincts ou non de E.
Exemple: E = (a1, a2, aa, as, as, ag}. (a1, a2), (a3, as), (as, 8g) sont trois
2-listes d’éléments de E. (a1, @z, a3, a4, as) est une 5-liste d’éléments de E.

2) Cardinal d’un ensemble fini.
Définition
e Un ensemble est fini lorsqu’on peut connaitre le nombre total de

ses €léments. - )
* On appelle cardinal d’un ensemble fini E noté card(E) le nombre

des éléments de E.
Exemple : E = {ai, a2, as, a4, ds, 36, ay} CardE=7
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Propriété
e L’ensemble vide est fini et card @ = 0
® Soit A et B deux sous ensembles d’un ensemble fini E.
- card (AUB) =cardA + cardB - card(A B)
" Si A et B sont disjoints (A(YB = @) alors card(AUB) = cardA +
cardB
- card E = card A + card A donc card A =card E - card A
- card (AxB) = card A x card B.
- SiAc B,alorscard A € card B
* ¢ (E) désignant I'ensemble des parties de E, card (9 (E)) =2 “E,

* Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier hon nul Le
nombre total de p-liste d’éléments de E est n'. (card Ef'=n )

3) P-arrangement

a- Définition

Soit E un ensemble fini de cardinal n ; p un entier naturel non nul tel que
p< n. On appelle arr'mgement de p éléments de E toute p-liste
d’éléments de E deux & deux disjoints. On dit aussi p-arrangement
d’éléments de E.

Exemple: E = {e, i, 0, U, a}; {e, i, 0,}, {e, o, |} {e, 0, u} sont 3-
arrangements d’éléments de E.
b- Propriété

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Le nombre de p-arrangements
d’éléments de E noté A est: A7 =nx(n-1)x (n-2) x...x (n-p+1)

' n!

(n—p)!

n!=nx (n-1) x (n-2) x...x (n-p)x...x 2 x1
n! se lit « factorielle n » A? selit« A, n, p »
0 =1
c- Permutation
Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n. On appelle permutation
des n éléments de E tout arrangement des n ﬂ!cmenls de E.
Exemple : E = {e, i, 0, u}
{e, i, 0,u}, {i,0,u,e}, {0, u, e, i} sont des permutations de E.

;PeEN, (p< n)

Propriété
Le nombre total des permutations d'un ensemble de cardinal n est
n!
A: = =n!
(n—n)!
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4- Combinaison
a- Définition

E étant un ensemble non v1clc de n €l€éments et p un entier naturel tel que:
1< p< n. On appelle combinaison de p éléments de E toute partie de E
ayant p €léments. On dit aussi p-combinaison d’éléments de E. C’est
donc une liste non ordonnée de p éléments deux i deux distincts de E.
b- Propriété .
Soit n et p deux entiers naturels non nul tel que p< n. E un ensemble de n
€léments. Le nombre de p-combinaison d’éléments de E est
e L C! selit «C, n, p ».

plin—p)!’
Remarque
Comment dénombrer un ensemble de résultats ? Pour effectuer le
dénombrement des résultats possibles issus de tirages, de choix'ou d’un
jeu, décrits dans un énoncé, il est conseillé de répondre aux questions
suivantes.

1- Parmi combien d’éléments chaque élément est-il choisi ?

La réponse sera notée n.

2- Combien d’éléments choisit-on pour constituer un résull:at g, !
La réponse sera notée p.

3- Un résultat correspond-il & un choix ordonné de p éléments ?
C'est-a-dire : le résultat est-il différent si on choisit les mémes
éléments dans un autre ordre ? '

4- Les p éléments choisis sont-ils nécessairement deux & deux
distincts ?

Le tableau ci-dessous indique, selon les réponses aux questions 3 et 4,
I’objet du dénombrement. Dans chaque case figure aussi le cardinal de
I’ensemble dénombré.

Les p éléments choisis | Deux a deux distincts | Deux & deux distincts
parmi n éléments sont ou non i
Ordonnés pP<n P-liste n”

arrangement ; AP
P=n
Permutation : n !
Combinaison Cf

Non ordonnés
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Remarque : Lorsque les p éléments sont choisis simultanément (ou bien

peuvent I’étre sans modifier le résultat), il s’agit d’un choix non ordonné
de p éléments,

- tirages simultanés : CFP

- tirages successifs avec remise : n”
- tirages successifs sans remise : A”

5) Anagrammes

a) Définition

Soit n un entier naturel (n = 2) et N une liste ordonnée de n objets

(distincts ou non). '

On appelle anagramme de la liste N, toute liste ordonnée composée par la

totalité des n objets de N.

Exemple : le mot « tribu » est un anagramme du mot « brult » parce qu il

est obtenu par permutation des lettres du mot initial.

b) Nombre d’anagrammes.

Soit N une liste ordonnée de n objets composée & pamr d’un ensemble de

n obijets distincts {ay, @z,...,8p} Par exemple colonne est une liste de 7

objets formée a partir d’un ensemble de 5 objets distincts {c,0,L,n, e}
al

Le nombre total d’anagrammes de la liste N est: TI oll n,
| mln,l.n,!

représente le nombre de fois qu’apparait I'objet a; dans la liste N,
ie{1, 2,...,p.}.

6) Coefficients binomiaux
‘e Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels tels que 1< p < n,
Cr=Cr"
e Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels tels que n > 0
et0<p<n;C’+CM=ChY

e Pour tout entier naturel n >0 :
(@+b)'=Cla"b°+Cya"" b'+ C;a" " b'+.. A C B

Cr a® b"=Y Cla™ b
i=0

Définition
Pour tout couple (n p)d entiers naturels tels quen>0et1<p <n,les
nombres C/ sont appelés coefficients binomiaux.

e Triangle de Pascal

b
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C'M = CP+ CP (n, p)E N tel que 0{ P < n;estla formule 2 la base
du triangle de Pascal

2135352171
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Chaque nombre est la somme du nombre juste au- dessus et du nombre
au-dessus et & gauche.

EXERCICES

Exercice 1

1) Le questionnaire d’une enquéte comporte 12 questions. A chacune
d’elles, on peut répondre soit par QUI, soit par NON, soit s’abstenir.
Quel est le nombre de fiches, réponses différentes possibles ? _

2) Un touriste veut visiter trois villes parmi les cinq suivantes ;: FADA,
KAYA, YAKO, DJIBO, Gourcy. Quel est le nombre d’itinéraires
possibles. _ N

3) De combien de fagon peut-on garer six voitures dans dix places de
parking numérotées de 1 4 10 ?

4) 32 éleves d’une classe se serrent la main, Dénombre le nombre de
poignées de mains échangées.

Exercice 2 '
Au bridge, une main est composée de 13 cartes chmsnes dans un Jeu de
32 cartes
a) combien ya t-il de mains distinctes
b) combien ya t-il de mains distinctes dans le:squelles figurent
exactement un as ?

Exactement trois as ? Au moins deux as ?
¢) combien ya t-il de mains distinctes contenant exactement trois piques
et deux as ?
d) combien ya t-il de mains distinctes contenant exdctement deux
honneurs (as, roi, dame ou valet) ?
e) quel est le nombre de mains distinctes qui conllennent au moins un
honneur et au moins un pique ?
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Exercices 3
Un jury est composé de 12 membres tlrés au sort parmi:

femmes.

1) combien de jurys différents peut-on former ?
2) combien de jurys comportant 6 hommes et 6 femmes peut-on
former ?

3) monsieur X refuse de siéger avec madame Y Déno
jurys comportant 5 hommes et 5 femmes.

Exercice 4 (non corrigé)

Un numéro de téléphone est une suite de 8 chiffres pris dans :
0,1,2,3,4,56,7,89. |

1- Déterminer le nombre de numéro de téléphone.
2-Déterminer le nombre de numéro de téléphone ayant

distincts.
3. Déterminer le nombre de numéro de téléphone formé avec deux 1

quatre 3 et quatre 7.
4- Déterminer le nombre de numéro de téléphone compc:rtant trois 1 et

trois seulement. _
5- Déterminer le nombre de numéro de telephone formés de deux chiffres

distincts et deux seulement.
6- Déterminer le nombre de numéro de téléphone tels que le produit des
dix chiffres est divisible par deux

Exercice 5 : :
Le mot «tribu» est un anagramme du mot «bruit» parce qu’il est

obtenu par permutation des lettres du mot initial.
a- Quel est le nombre d’anagrammes (ayant un sens ou non) du mot
« bruit » ? '
b- Combien y-en a-t-il commengant par une consonne ?
c- Combien y-en a-t-il finissant par une voyelle ?
d- Dénombre ceux qui remplissent & la fois les conditions des
questions b et c.
e- Quel est le nombre d’anagrammes des mots : sonore, ananas.
Exercice 6
Une urne contient 15boules: Snoires; 7vertes et 3rouges. On tire
successivement 5 boules. ;
1) le tirage s’effectue avec remise.
a- Dénombrer tous les tirages possibles
b- dénombrer les tirages comprenant
« 3 noires et 2 rouges dans cet ordre.
« 3 noires et 2 rouges
« 2 noires une verte et 2 rouges.

8 hommes et 9

mbrer le nombre de

8 chiffres
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e exactement 3 vertes. ‘

2) Le tirage s’effectue sans remise..
Répondre aux mémes questions.

CORRIGES DES EXERCICES
Exercice 1

1) Une réponse est un choix ordonne de 12 éléments pris pamn les
éléments de I'ensemble { OUIL, NON, ABSTENTION }. -
Une réponse est une 12 liste d’un ensemble 4 3 éléments. Le nombre de

fiches réponses différentes possibles est 3'2. -
2) Un itinéraire est une liste ordonnée de trois villes distinctes chms:cs

parmi les cing proposées. Le nombre d’itinéraires est A2 = 30.

3) Pi» Py oes Pygsont les 10 places du parking, v, v;, ..., ¥ sont les 6
voitures.

Ilya A} manitres de garer les 6 voitures. .

Le nombre de fagons de garer les 6 vmtures dans le parkmg de 10 places
est Af, =

4) 32 éleves d’une classe se serrent la main. Un poignée de'mzuﬁ's hes't
une combinaison de deux €éléments pris dans un ensemble de 32 mains,
Le nombre de poignées est donc : Cjz_ 496.

Exercice 2
Une main est composée de 13 cartes dans un jeu de 32 cartes.

a- Nombre de mains distinctes

CB =635x10° |

b- Nombre de mains distinctes dans lesquelles figurent exactement un
as.

€, X Cs=4% G

- Nombre de mains distinctes dans lesquelles fi gurent exactement trois
as:

CIx Clt=4x CY

- Nombre de mains dans lesquelles figurent au moins deux as.

No= Cq; - (Cjg +4Cy5) - N = B

C,: nombre de mains contenant aucun as; 4C,; le nombre de mains
contenant au moins deux as. '

Ouencore :N=C? xClh+C} xCyg+ C; x Cgy-
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c) Nombre de mains distinctes contenant exactement trois piques: et
deux as. S5 s . o oy :
- Nombre de mains distinctes contenant trois piques et deux as dont I'as
du pique : .
CixCLxC. % C

- Nombre de mains distinctes contenant'exactement trois piques et deux
as sans 1’as du pique : C? x C}, x Cy '

d) Nombre de mains distinctes contenant exactement deux honneurs (as,

roi, dame ou valet),

Ie nombre des honneurs est 16.
N=Cx C! - R B g 5 |

e) Nombre de mains distinctes qui contiennent au moins un honneur et au

moins un pique.
Le complémentaire est I'ensemble des mains qui sont sans honneurs ou

sans piques. ; _
A « ensemble des mains sans honneurs » : card A = Cyg |
B « ensemble des mains sans pique » : card B = Cy
AB «ensemble des mains sans honneurs et sans piques » :
card ANB = Cj; 2 N
Card AUB scard A +card B - card ANB
P | 13 13

= Ly * Cy - Ca
Le nombre de mains distinctes contenant au moins un honneur et au
moins un pique est . '

13 13 13 13

Csz_'_-(Cm + Cy5 - Cy)-
Exercice 3
Un jury est composé de 12 membres tirés au sort parmi 8 hommes et 9

femmes. :
1) Nombre de jurys différents qu’on peut former.

N = Cll.__? = 6188 .

2) Nombre de jurys comportant 6 hommes et 6 femmes qu’on peut
former :

N’ = Cix C5=12352

3) Nombre de jurys comportant 6 hommes sachant que monsieur X et

madame Y refusent de siéger ensemble.
Ie nombre de jurys ol siégent ensemble madame Y et monsieur X est :

N” = C,;x C§= 1]76
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Le nombre de jurys comportant 5 hommes et 5 femmes sachant que
monsieur X et madame Y refusent de siéger est ;
A=N"-N"=C;x C; - Cix C?
A=2352-1176 =1176
Exercice 5
a) Nombre d’anagrammes du mot bruit
E={ B,R, U, I, T }
N=51
b) Nombre d’anagrammes commengant par une c::msonne._ _
N=3x4!
¢) Nombre d’anagrammes finissant par une voyelle
N=2x4!
g) Nombre d’anagrammes remplissant 2 la fois la COI](IIUUH des questlons
etc
N=3x2x3!
¢) Nombre d’anagrammes du mot sonore
E={ S,0,N,R,E } X

J
N=2
2! :
- Nombre d’anagrammes du mot ananas
1
E={ AN,S, } o L
3!

Exercice 6

1) Les tirages s’effectuent avec remise.
a) Nombre de résultats possibles. N = 15° = 759375
b) 1- Nombre de résultats comprenant 3 noires et 2 rouges dans cet ordre
N=5"x3*=1125

2- Nombre de résultats comprenant 3 noires et 2 rouges. En désignant
par: n nnrr le tirage de 3 boules noires et deux boules rouges dans cet
ordre, tout autre ordre est une anagramme de la liste :nnnrr.

Le nombre de tirages correspondant & un ordre donné est: 5° x 3% et le
|

5. ; :
nombre total d’anagrammes de nnnrr est: o D’oll le nombre de

tirage possibles est :
| .
N=(5x3%)x = = 11250
312!
3- Nombre de résultats comportant 2 noires, une verte et deux rouges:

!
N=(5*x7x5)x L 47250
21112
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4- Nombre de résultats comportant exactement 3 vertes on a : (3 vertes et
2 noires) ou (3 vertes et 2 rouges) ou (3 vertes, 1 noire et 1 rouge).

| | |
N (P x5 % St (Px5h)x o + (P x5x3)x = =219520
312! 32! 3!

2) Les tirages s’effectuent sans remise
a) Nombre de résultats possibles : N = A= 360360.
b) 1- Nombre de tirages comprenant 3 noires et 2 rouges dans cet ordre :
N=Alx Aj=360

2- Nombre de tirages comprenant 3 noires et 2 rouges (voir 1 b) 2)

N= A’x A2x—— =3600
312!
3- Nombre de tirages comportant 2 noires, 1 verte et 2 rouges :

51
= 3 | 2 ? e
N=(A;x A;x 4;) x_ZIl!Z! 25200
4- Nombre de tirages comportant exactement 3 vertes : on a : (3 vertes
et 2 noires) ou (3 vertes et 2 rouges) ou (3 vertes 1 noires et 1 rouge).

s azve S oary a2y O o3y Alx AN 2 = |
N=(A;x Ag)X 55, + (A7 x A,)x?’]z! + (A7 X AgX A,)xi = 117600
N = 117600 '
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CHAPITRE II- : TRIGONOMETRIE

Rappels de cours

1) Définitions

* U‘n‘ cercle trigonométrique est un cercle de rayon un (1) et orienté
positivement. On appelle sens positif ou sens direct le sens inverse du
déplacement des aiguilles d’une montre. s

* Soit un angle & et A le point du cercle trigonométrique tel que

((_ﬁ, ﬁ) =@. __

* On appelle cosinus et sinus de I'angle &, et 1’on note cos & et siné | les
coordonnées de A dans le repere (0, 7, j)avec i = OI et ji=o0J

j A

i

OA =(cos& )i +(sind) .
* Soit «unréel et & I'angle dont & est une mesure en radians.
Onacosa =cosé etsin@ =sind.

e Soita # % + kn (ke Z), on appelle tangente de o et on note

sin sina
tanc, le rapport . tan= :
cosa cosa

* Soit o #kn (ke Z), on appelle cotangente de a et on note

cosc cosQ
- ; cotangt = ——,
sina sin &

cotanq, le rapport
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2) Propriétés

Pour tout réel x, et pour tout entier relatif k, ona:

o cos’x+sin’x=1

e -1<cosx<let-1<sinx €1
e cos(x + 2km) = cosx et sin(x + 2km) = sinx

Pour tout réel x # %+th, (ke Z) 1+tan’x = - tan(x+km) = tanx.

cos” X
Pour tout réel x #km (ke Z) 1+ cotan’x =— s
' ' ) _ sin” x
Pour tout réel X + I‘:E (ke Z)cotanx =
2 tan x
Valeurs remarquables
X 0 /6 /4 /3 /2
COSX 1 N3 N2 7 0
' 2 2 2
sinx ] s N2 N3 1
2 2 2
tanx 0 V3 1 N3 | i
3 .
cotanx | M| 3 1 V3 0
2

2) Formules trigonométriques
a) Angles associés
Pour tout réel x :
cos(-x) = cosx
cos(m — X) = —COSX
cos(m + X) =- COSX

sin(-x) = -sinx
'Sil’l(ﬂ — x) = sinx
sin(z + X) = - sinx

T ; . . X ;
cos (_2_+ X) = - sinx sm(E+ X) = COSX

X s o o
cos (E_ X) = sinx sm(E— X) = cosX
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T+ X

Pour tout x # §-+ kn (ke Z)

tan(-x) = - tan x tan(x + k) =tan x (ke Z)
tan(t - xX)=-tan x " . tan(m+ X) =tan x
Pour tout x #kn, (ke Z7)

7 /1 .
tan(a-— X)=cotan x ; tan(-é--i- X) = —cotan X

b) Formules d’addition

Pour tous réels aet b
cos{fa—b)=cosacosb+sinasinb
sin(a —b) sinacos b—sinb cos a
cos(a+b)=sinacosb+sinbcosa

Pour tous nombres réels a 2 %+ krn, (ke Z)etb# §+ k'n,(K'e Z)

telquea+b # 32:—+ k'n, (ke Z)eta-b# %+ kK'n,(k"'e Z)

tana + tanb tana —tanb
- tan(a — b) =
I-tanatanb l+tanatand

tan(a + b) =

c¢) Formules de duplication et de linéarisation

Des formules précédentes, en prenant a = b, nous déduisons :
Théoréme :

Quel que soit le réel a, on a :

€0s 2a =co0s? a - sin? a = 2cos?a -1 = 1- 2sin?a
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sin 2a=12sinacos a

1+cos2a . 1—cos2a
cos?a= ——; sinfa= ———
2 2

Quel que soit le réel a # %+ k g (ke Z)eta# 3;—+k’n ke Z)

2tana
tan 2a =

1-tan® a

d) Equations trigonométriques

*cosx=a

-siag¢ ]-1;1][’équation n’a pas de solutions

_sia€ [-1:11], S= [xo + 2kn; -x0 + 2km , kezz} oll Xo est une
solution particuliere de cos xo =2
*sinx=a '

-sia¢siag]-1;1] l’éqhation n’a pas de solutions

csiae [-131] S= {xo + 2km; %o + 2kn , ke Z} ol Xo est une
solution particuliére de sin Xo =a

* golt Xo # %+ kr, (ke ZZ), tan x = tan 'x(]é X = xo+ kn (ke Z)

EXERCICES

A- Formules trigonométriques . -
Exercice 1-

Ecrire chaque expression en fonction de cosci, ou sinc, ou des deux
A = cos (0~ 1) + cos(ot+ T) ; B = sin(ot- 3m) + sin(o+ 3n)
% ;
C =sin (U.+%+ 1) + cos(0- 5 n); D= sm(a—%- 3n)—cos(-£;-— )

Exercice 2

a — Calculer cos %et Siniz e utilisant I'égalité 2. EF

12
_ % : /1 , -
b - Exprimer cos(x - Z) et sin(x - I) en fonction de cos x et sin x

: T : jin .
¢ - Exprimer cos(x - 2§) et sin(x - 2;) en fonction de cos x et sin x
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Exercice 3

a — En utilisant I’égalité ."'E.;. ¥ 1-"3 Elenlereny Eet sin 1% Ix
4 12 12
En déduire cos S—EBt sin 5_”_
12 12

b- Exprimer en fonction de cos x et sin x :sin (x + E—); cos(x + -'E) :
4 3

cos(x + 2 %) ; sin(x + 2 %).

Exercice 4
a- Exprimer en fonction de sin2a : (cosa + sma) (cosa sma) ;
b- Exprimer en fonction de cos2a et sm2a cos'a -sm a; cos’a + sin*a.

Exercice 5 .
V6 -+42 J in2 % =[MJ

a- Vérifier que cos® — A
12 4 12 4

P ¥4 : & i o
En déduire COSE et sm% (sachant qu’ils sont positifs).

b) En remarquant que 2§= %, calculer cos% et sin%. Calculer

k¥4 3z
COs— et sin—
8 8

Exercice 6
) ) . T -
a- Montrer que, pour tout réel x, on a sinx = sm(g +X) — Sln(—a—-x).- e

b- Calculer cos£ coS o + sin— sin L
12 .12 12 12

T Sz
et coOs— Ccos — - sin— sin
12 12 12 12

Sz

En déduire que 4::{::5E cos S—E sm£ sin —= -1-
: 12 12 12 12 4

Exercice 7 ,

a) En utilisant les formules d’additions, exprimer les sommes suivantes
en fonction de cosa, cosb, sinaetsinb:

cos(a+b)+cos(a-b) ; cos(a+b)-cos(a-b); sin(a+b)+sin(a-b);

sin(a+b) - sin(a-b)

b)Onpose:a+b=peta-b=q.

Démontrer les égalités suivantes
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cosp + cosq =2 cos( L ; 9 ycos( _p;z-_q)

cosp - cosq = -2 sin(Z ; 9 )sin( _g;_q)

sinp + sing = 2 sin( P +q )COS(p—_i) |

P'-'j')

Ycos(—— .

sinp - sinq = 2 sin( P~ 5 9
¢) Application:
Résoudre dans R 1’équation : cosx + cos2x +cos3x =0.
Résoudre de méme : sinx + sin2x + sin3x =0

puis cosx + cos2x + cos3x + cosdx =0.

Exercice 8 |

Démontrer les relations suivantes :

a) 2cos(a+b)sin(a-b) = sin2a — sin2b

2sina
b) tan2a —tana = :
cosa+cos3a
sin(a + b
c)tana+tanb= —(——)
cosacosh
En déduire I’expression de tan a — tan b

Exercice 9

: .
a- Montrer que, lorsque x n’est pas un multiple entier de 2

sin3x cos3x
alors ——- ——=2
sinx sinx

b- Avec les hypothéses du a) exprimer plus simplement :

1 sin3x+ cos3x 2) sinSx  cosSx 3 sindx  cos4x
sinx cosx  sinx cosx  sin2x cos2x
Exercice 10 :
cos = + sin 2
a) Montrer que Iﬁ 12 =3
cos—— sin -
12 12
b) Calculer A = 0052%-% 0032—3;—+ cos 5;' + cnsz%r

. 1n
B =sin2£+ sin 23—+ sin :5—?-{-+ T
8 8 8 8
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c) Aprés avoir vérifier que ZE: =L gt i L1 montrer que
2 ’ ;

24 4 24 2 24

16 sm-}'i srns—ﬂ'-31n7—jr smlm 1
24 24 24

d) Soit x un réel différent de k n (ke Z), montrer que :
sin8x

8sin x

COSX c0oS2X cosdx =

En déduire cos — il COS%E cos-4£ et :::;1s£c:r;)s-—ZE COSs— AT
7 ' 7 9 9 Q

Exercice 11 _
a) Déterminer cosx sachant que :

: 3 1
1) sinx = B ctx € ]E;Fr[ . 2)sink= -2 etxe ]-E; [ ;
3 2 4 s T

b) Calculer cos2x dans chacun des cas suivants :

1) cosx = —-1~ ;. 2)cosx = i ; 3)sinx = -—ﬁ 1
3 5 3
c) Calculer sin2x dans chaque cas: ‘
g 3 T X 1 '
l)sinx==etxe |=-=;=|: 2 =—et .4 [
) 5 [ > 2] ) cox :\E-e ?{E[zr ::'r]

. 3 T 3z
3)sinx=——etxe|—;—
5 2 2

Exercice 12

1 ; - 2
Sachant que coso= e quelles sont les valeurs possibles de cas;_ et cos3o.

B- Equations trigonométriques
Exercice 1
Résoudre les équations suivantes : *

3 1 : b4 1
inx=—: b =-—; ¢)sin(2x- =)= —;
a) sinx > ) cosx 5 ) sin( 4) 7

d) sin(3x - %) =sin(%—x) ' e) cos(-s—g-— 2x) = cos(4x - %);

f) 2cos’x —1 =0
Exercice 2
Résoudre dans [0; 2n] les équations suivantes et placer les points associés

aux solutions sur le cercle trigonométrique
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a) cos5xcosx — sinSxsinx = " § b) cos3x = sinx

Exercice 3
Résoudre les équations sulvantes dans R

; 1 .2 b4
a) sin2x=cosx ; b) sinx cosx=5 sm(x+5); c) cos’x—sin x=cos(4x-;-1-)

Exercice 4
Résoudre dans R les équations ci-dessous.

a) 2sin’x+3sinx+1=0; b) 2cos 2% ++/3 cosx-3=0; ) cos2x = 5-6¢0s’X ;
d) 2cos?x — (2 ++/3 ) cosx + +/3 =0

(on pourra remarquer que 7 — 4:f3= (2 \/_ 3)Y)
Exercice 5
Résoudre, dans R, les équations suivantes :

a) tan (3x - E) = tan (x + E) .. b) tan’(x + E) =3; ¢) 2tan?x = 12 .
6 6 3 cos™ x

/1 b4
dt 2 -—2 -—=1
) tan(2x 3)am(x 4)

Exercice 6

a) Etant donné deux réels a et b (non tous nuls), montrer qu’il existe un réel o (0
< o2 ) tel que : acosx + bsinx = Va? +b? sin(x + o) quelque soit le réel x.

b) Application

1) Résoudre les équations suivantes :

Cosx — sinx = 1 ; +/3 cosx +sinx = ¥2 ; cosx - /3 sinx =-1.

2) Montrer que 1’équation 3cosx — 4sinx = 6 est sans solution,

CORRIGES DES EXERCICES

A) Formules trigonométriques
Exercice 1
A =cos(0, - ) + cos(e + ) = cos(m - ) + cos(m + ) = -COst - COsOL
A = -2cost
B = sin(ct - 31 ) + sin(o. + 31 ) = sin(0t. - ) + sin(0L + 7 )
= -sinC - sin0t = -2 sino;, '
B=-2 sinct

C =sin(o + %+ ) + cos(Q - % - 1) = - sin(0 +%) +c05(n_(__‘;"_ + o))
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T T '
=-cosa-cos(a-5) =-cosa-cos(5 -0); C=-coso - sino
, /3 T
D = sin(a. - 5-311)—608 (--2— - T - Q) = -sin(m -0 + :;E)—cos( %+n+ o)

. T T . ;
= +sm(5 -0l + cos(—2—+ Q) =coso - sine ; D = coso - sing

Exercice 2

a) —_——— = —
3 4 12 12
Cos cos('?r :z:) COS—COS— +
—_— —_——— ) = —_— -_ n— —
3 4 3 51 sin
_ 1 \/5 V3 «/_ J6 +2
2" 2 22 4
Sin— = s1n(—§—— %) = $IN—COS— - COS —Sin —
3212 6-42
279 9279 4
T _N6+\v2 oz J6-2
COS—= —— etSin—=—"—
12 4 12 4
b) cos (x - %) = cosxcosg— + sinxsin% = %(cusx + smx)

. /4 : T . .z 2 g
sin (X - —) = sinxcos — - sinxsin — = —— (cosx - sinx)
4 4 4 2
2r 2 . . 27 i B ot T im
c) cas(x—? )= cosx.cos? +smxsm? = cosxcos(n—;)ﬂmxsm(n—E)

—cosx+«f?_:sinx
> :

: 27 : 27 . 27 : T ; T
sin(x- ?) = smxcosT - cosxsm-—g— = SInXcos(T - —3—) - cosxsin(m - E)

b4 . . M
=-C0sX COS? + SINXsin— =

: /4 . —sinx—\@cosx
= -SINX COS — - COSXSin— =
3 3 2
Exercice 3
T T 4rn+ 3:: T
a) —+—=

3 4 12 12
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COSE—COS(E-P ﬂ)—cos”c’osx sinicm‘;E
12 3 4 3 4 3

4
12 3.2 _+2-46

272 272 4

. I . T X . T X n . %
sin— sin(—+—) = sin—co0s— + COS—SIN—
12 3 4 3 4

_ 320142 _Afe+i2

.___n-—

| 2 2 2 2 4
17 N2-6 . In  J6+2 |
COSs = s 51n =
12 4 12 4
S5z SFI Sz gF4
cos— et Sil’l— —_ T
12 12 12 12

7z _ J6-42
12 4
. IT J6+2

. .57 ) 17
sin(=—) = sin(7r ——) =sin— =
L T T 4

57 17
T s
COS( -——1 ) = COS( 1 ) =-CO08

. /4 it T : s
b) sin(x + I) = sinx sz + cOX sm-z = 3 (sinx + COSX)

Vi1 Zf . . M cosx—+3sinx
cos(X + —) = cOSX COS— - SInX sin— =
3 3 | 3 2

27 2 . . 2%W T o uin fF
cos(x +? ) = COSX COST - sinx 3111-3— = COSX cos(n-;)-smx sm(n—;)

: T . . T =—cosx—+3sinx
= -'COSX COS —- SINX SIn— =
3 3 2

: 27 ] 2z 2T . /4 ; /2
sin(x +—3— )= sinx 005-3— + COSX sin Y = sinx cos(n -§)+cosx sin(n- —3—)

. T . T —sinx++/3cosx
= - §INX COS —+COSX SIn— =
! 3 2

Exercice 4

a) (cosa +sma) = cos a+ sm 23 +2cosa sina = 1 + sin2a

(cosa sma) = cos’a + sin’a - 2cosa sina = 1 - sin2a

b) cos a-— sm ‘a= (cosza + smza) (cos?a — sin?a) = cos’a - sin’a = cos2a

cos’a + sin‘a = (cos a + sin a) — 2 cos’a sin’a
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1 ,
=1- 2 (4cos’a sin“a) =1 - %(2(:053 sina)® =1 - 1 sin*2a

Exercice 5
1+ 2 s
costa= 828 oy Gin2y = 17 C0S22
2
b/ i ﬁ
1+cos(2.—) 1+cos= 1+—
a) cos? = = 12 . 6 _ 2 _ 2443
T e 6+2+212 a 8+4J§= 2+J§;donc cosgi o f .
4 16 16 4 1 [-—4—-]
3
1—cos(2.— 1-cos— i 2
sin? —= 1 = ™% =1 2 _2-V3 V6 -2
12 2 2 2 T a =3
2 V6 -2
SIS | —
12 4
T

. ¥4 ' i i O _
Comme €08 > 0 et sin—->0, on a : cos—-= ¥6+2 ersml_i: J6 -2
4 4

V4 T
- 1+cos(2.§)m1+c051 242

b) 322 cos?
8 4

9

—_— —

8 2 2 4
z I
l1-cos(2.—) 1—cos—
sin®? == ; 8)= 4 2-+2
8 2 2 4

T . p
Comme 0< % < j—zr- cos§>0 et 31n-§> 0, par conséquent

2++/2 T N2-42

cos-j-r— = etsin—=s ——
8 2
3z . 3z
c) cos— et sin—
8 8
. T 2—42
E- E = 3_” ¥ 0053_E= CUS(E' .{I_) =8in—= —J-_—
2 8 8 8 2 8 8 2
3 .. X r 2+42
= —_—- —)=C0§ —= ——
sin 2 sm(2 8) 2 >
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Exercice 6

a) xe Rsin(%+x)-sin(% =) 0
. T : ' _
sin(— +x) - sin(£ ~x)= sinZ cosk + cos 2 sinx - sinicaﬁ + cos Z sinx
3 3 3 3 3 3
=2 ms-jE sinx = 2.l sinx = sinx -
3 2 -

. T . o .
sin(— +X) - sm(g - X) = sinx.

T 57 T . 5S¢ RY/4 1
b) cos— cos— + sin—sin=— =cos(—=- —) =C0s—=C08—~ = —~
12 12 ... 12 12 12 12 3 2
/1 Sr . m . %W T 5
COS — COS “— - Sin—sin— = cos(—- — ) =cos—=0
12 12 12 12 D,
.4 5t . 7®m . 5% V4 V4 Sz
. COS—COS — - sin—sin—=0& cos—cos— = sin—sin—
12 12 12 12 12 12 12. 12
T S . ®m™ ., & 5 : .57 1
COS — COS — + Sin—s§in—=2c08 —CO0S— = 25in—sSin—=—
o ts 12 12 12 2 2
2 - A 57 1
ce qui donne cos—cos— = sin—sin—= —
12 12 12-. 12 4

Exercice 7
a) cos(a+b)+cos(a — b) = 2 cosa cosb; cos(a+b) - cos(a—b) = -2sina sinb

sin(a+b) + sin(a — b) = 2sina cosb;  sin(a+b) - sin{a — b) = 2cosa.sinb
p+q ath=d 9

b)a+b=peta-b=q & a= 5 i
d’aprés a) on a : cos(a + b) + cos(a — b) =2 cosa cosb
+

@c05p+cosq=2cos(p2q)cos(pzq)

cos(a + b) - cos(a — b) = -2sina sinb
ptq.. P—4q.
sin{ —=
> )sin( 5 )

& cosp - cosq = -2sin(

sin(a + b) + sin(a — b) = 2sina cosb

& sinp + sing = 2sin( 2 ; 7 yeos( p;q )
sin(a + b) - sin(a — b) = 2cosa sinb < sinp —sinq = 2cos(—— p 9 Ysin(—— p 9 )

c¢) Application: résolution dans R de cosx + cos2x + cos3x =0
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COSX + €OS2X + COS3X = c082X + (COSX +C083X) = cOS2X + 2C0S2X.COSX
= c082x.(1 + 2cosx)

cosx+cos2x+cos3x =0 < c0s2x.(14+2cosx) = 0 < cos2x = 0 ou cox = - ~

T kx 2
SX=—+— 0ux=-—?r-+2k.?£‘ ou x=-3£+2kﬁ
4 2 3 3
T kn 2m 2z
S={—+—-—+2kx ; —
{4 5 5 kz - +2k7 ke Z }

b) Résolution dans R :

sinx + sin2x + sin3x = 0 < sin2x + (sinx + sin3x) = 0
& sin2x + 2sin2x.cosx =0

<> sin2x (1 + 2cox) = 0 & sin2x = 0 ou cosx =

l

@x=k—2{0ux=i :—?4—21{:3;1(52;
S={%£;i 2?”+2k7rkeZ}

COX + C082X + €083xX + cos4x = 0 < (cosx +¢0s3x) + (cos2x + codx) =0
& 2¢0sX.c0s2x + 2cos3x.cosx =0 & 2cosx(cos2x + cos3x) =0

= 2cosx.2cos£coss—x= (1= 4COSX.COS ~ coséf-:[)
2 2 2 :
& cosx =0 ou cos£=00u cosiJE:‘U
2 2
R -;i +kroux=x +2kzx oux= %+%k:¢

2 " as
S={§ +kz, w +2krx; isr-+§k:r;keZ}

Exercice 8

a) 2cos(a +b) sin(a — b) = 2[(cosa cosb — sina sinb)(sina cosb — sinb cosa)]
= 2(cosa sina cos?b —cos2a sinb cosb — sin%a sinb cosb + sin?bcosa sina)
= 2[ cosa sina (cos?b + sin2b) — sinb cosb (cos?a + sinZa)]
=2 (cosa sina — sinb cosb) = 2 cosa sina — 2sinb cosa = sin2a —sin2b

Donc 2cos(a + b) sin(a — b) = sin2a —sin2b

2tana

2
b) tan2a —tana = ———— —tanag = tan a[———— - 1]
1-tanZa 1-tanZa
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=tana 2 ~1|=tan a(

2 cos 2a — cos2a +sin 2a] :

c0s2a —sin2a cos?a —sin 2a

cos?a
sina sina _ sina

2sina
cosa+cos2a

tan2a —tana =

sina " sinb _ sinacosb+cosasind _ sin(a + b)

c)tana —tanb =

cosa cosb cosacosb cosacosb
sinfla—b :
tan(a—b) = sin(a—b)
cosacosb
Exercice 9

a)xi%rkez

sin3x cos3x _ sin3x.cox—sinx.cos3x _sin(3x—x) _ sin2x

sin x coOX Sin X.COS X SINXCOSX SINXCOSX
Sin xcox
=2———=2
$in xcos x

b) x i_%{ ke Z

, SinS5%  cos 3x. sin3x.cosx+sinx.cos3x _sin(3x+x) _ sindx
sinx CcosX © $inXx.COS X sin x.cox  Sin x.cosx
2sin2x.cos2x 4sinxcosxcos2x
= - = - =4cos2x
sin xcox sin x.cos x
sin5x cosS5x sinSxcox—sinxcosSx sindx
i - = = =— =4cos2x
sinx COSXx sin xcos x Sin xcos x
Lsin4x cosdx _sin4x.cos2x—sin2xcos4x _ sin2x 1
sin2x CO82x sin 2xcos 2x sin2xcos2x cos2x
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Exercice 10
2
T T A w I 1 3
COsS—+S5In— [CDS—-—-I-SIH——] 1+sin£ 14— 2
a) 1}3 ]ﬁ il 12 12 iz 6 = »2 _ 2
COS — —sin — coszf—'—sinif. . 3 i3
S z

b) A = cos?— z +cos2%+c0325—;{+cnsz?’r

N S 4
= COS2=+5in2=+sin2= + cos2— = 2| cos2 % +sin2 % =2
8 3 8 2
A=2

b4 37 St 1
B = s1n"-§+ sm2-§—+sm 2 — +sin2—

= sin2£+sin2[£-—£)+sin1[£+£ +sinz[::'r——'TE :
8 2 8 2 8 8

Y 1 7 T ..z T .. mY .
= smz-§+cos2—8-+coszg+sm25_= 2[{:052—-!-51112—]:2

B=2
Z St _12z-5z _Tn =z llz_12x-llr =&

—— e T . — —

¢) 2 24 24 24 2 24 24 2
z .5 . Iz . 1« (.:z 11::). St . (:r 5::}. 1z
SII'I—SIII-—SII'I—SI'I——S — —— [5II1 —.§INl| — ——— |5§1]

24 24 24 24 2 24 24

247 247 24
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d)xx%kez

sin8x = 2sin4x cosdx = 4sin2xcos2xcos4x

; : in8
sin8x = 8sinx cosx cos2x cosdx & S"T X — cosx cos2x coséx.
8sin x - :
kx sin 8x
Pour tout X # —; cosx cos2xX cosdx.= —
2 8sin x
Application
5 sin 5 51;'17Jr '
ki = g
*cosfcos 2”(:054'?:: —);r =— -';r—g
4 1 8sin— 8sin—
7 7
sin i sin i
4 o 9 1
% coszcnszxcos L d . 9 =§
? 9 gsin% 8sinZ
Exercice 11
a) Calcul de cosx
3 ) I 2
1) sinx =—;cos2x=1-sinZ2x =1-—=—
) sinx 3 373

cosx = \/g Ou COSXx = —\E or xXe ]%yr[ Donc cosx < 0. Par suite
cosx = —‘/z
3

: 1 15 /4
2) sinx = —:1{ ; COS2X =. I-sin?x =1 - E= E Comme xe ]—E;O[

Cosx > 0. Par suite cosx = E

b) calcul de cos2x ; cos2a = 2cos?a— 1 = 1 — 2sin%a
1

1)cosx = ——.

COS2X = 2.(—%)2_ 1= 7

5
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2
2) cosx = b : cos?.x=2.[i) —1=_7_
5 5

3 3
c) Calcul de sin2x ; sin2x = 2sinx cosx.

l)sinx=§, .X‘El:-'z;‘z .
5 2. 2

2
3) sinx = —g : c082a=1—2{_l@J i

cos’x=1—sin2x=1—i=1—6- or xe[—£°£]:cosx20'
272 ]

CoOsx=

sin2x = Z(EE = E
5.3 25

| b

1
2) cosx=— x€|x27
7 *< ]

sinzle—coszle-% =§ comime x € [.vr;l?r], sinx<0
Sin.:t:=—-\/—E sin2x=2 _ﬁ. 1 =“2\E'
V3 V3 43} 3
3) sinx=——3-, xe[ﬁ;gﬁ]; cosx<0
5 2 2
'::ﬂszx=I—sinz:x:=1—2=E=:»cc~s:a:=—ﬂ ;
25 25 5
. 4 31 24
sin2x =2 == [{ == [=—
5 5) 25
Remarque : coso. = l::» cost>0=>ae ]-E;E[d’oﬁ S e ]-E;E[
3 272, 2 4 4
a 2

donc msE >0 ; donccos— = ,[— .
2 2 3

Exercice 12

; a
On sait que cos2a = 2cos?a — | ; donc cosa = 2cosz-5 -1 &

cos2Z — 1+cosa
2
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1+ L.
a 3 2 o 2
Sachant que cosa'=l, ona:cos2—= 3 Z donc cos—=1=.[—
3 2. 3 2 V3
cos30l = cos(20 + ) = cos20. coset - Sin20 sind .
= (2c0s20t - 1)cosqL - 25in0. cose, sinQ, = 2 COs 01 - COSOL - 2cosaL Sin?0L

=2 cos ot - cosat - 2coso. (1 —cos2a); cos3o = 4cos 0L - 3COS0L
3
: 4 23
Sachant que cosa = % , on obtient cos30. = 4[%] - 3[%} =——l=-—=

cos3a = —2
27

B- Equations trigonométriques

Exercice 1

a) sinx = —3 = s:im-::sinE = i +2kx
2 3 3
7
0ux=2§ +2kzm, ke Z
S={§+2kn;z-3’5 +2k7, ke Z }
1 V4 27
b)cosx:-E @cosx:cosZ-g ©x=iT+2kﬂr

S={i-%£+2kf: ke Z}

. /4 1 5 T o T
c) sm(Zx - —} =— & sm[Zx - —] = sin—
4 A2 4 4

@Zx-£=£+2kﬂou2x-£=;’r-£+2kﬂ;kEZ
4 4 4 4
<:>x=£+k;»'roux=£+kfrkez;
4 2
S={£+kzr;£+k::;ke?2}
4 2
a T . T b4 V4
d) sin(3x -—)=sin(—-x) ©3x-— == x+ 2k7x
) sin( 4) (3 ) 13

2z

ou 3x -%:- = + 2k7m
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1 117z
&oXx=—+—kroux=-"2 .
X > X ) +kx;
= 1. 1z :
={—+ k7 ; — +k:
S {48 5 24 kiw ke Z }

Sx _
e)cos(?-h) = cos(4x - %r) = 5—:- -2x=4x - o + 2k

ou S—E -2x=-4x+£+2k?r ﬁ—6x=-7—ﬂ+2k:r
6 3 6
n::1u2:n-'.=--E + 2k ﬁx:-?—;r +£:rr 0ux=-£+k:¢,keZ;
6 36 3 4
S:{-£+kﬁ;?—ﬁ+£ﬂ;kEZ}
4 36 3

2
f)2cos2x-1=0 < cosx = L = ms:v:=-—2 Ou COSX = £

2 2 2
ﬁ}{:i%‘r +2k7w ;x= i£+2k?l';

S={i%f—+2k:r;i%+2kfr;k52}
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Exercice 2

- - 3 3 -
a) COSX COS5X — sinx sin5x = 5 & coshx = ¢ & cosbx = cosg

Tk n k z k.
&Sx=—+=—goux=-—+=—7,keZ; Sp={t —+—- 7 ;ke Z}

36 36 3 36 3
S[u_”rlz{_1_11#_237{_35;{4??{59?{:z.131r.25:r_3’}‘:r_497r_611r}

36" 36 ' 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

&_ i I135'r
- 36 - 36

117
36

257
36

477
36

497 597
36 36
Figure 1

. : /4
b) cos3x =sinx on a : sinx = cos(E- X)

. /4
cos3x = sinx < cos3x = cos(-i»-

3x=—-x+2kx x——+k5
X) & =S ke Z
L x=—%+kﬁr
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/4 Tk
SR={_Z+kﬂ:§+-—x ikeZ } S.27= 13777 7 57 97 13z
2 B P e
8 8
sz | _
8
3z
4 L
8
9z 0
8 7
8
157
8

Exercice 3
Résolution dans R des équations

a) sin2x = cosx < cos( -';E - 2X) = cosx
b2 i
<::>E-2x x+2kﬁou5--2x--x+2kn;kez |

ﬁ-3x=-§ + 2k ou—x=-§ +2k7m ;keZ

ﬁx=£+zk’ﬁ oux=2 +2k7 ;keZ K =
6 3 2

5= { +2k’:rr 2 iokm KeZ
3 2

: | o
b) sinx cosx =%sin(x+§) & 2sinx cosx=sm(x+§)

n - :
< sin2x=sin(x+%)4:2x=x+%+2k1r 0u2x=2§-x+2kfr
¢=?X=§+2k;-'r qux:z?ﬂ- +§-?€J’3’ : ke Z

27:

¢ = {—+2k %kn‘;keZZ}
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s z
c) cos2x — sin2x = cos(4x— 5) & c0s2x = cos(4x - 5).
& 2x=4x-12’1 +2k7 ou2x=-4x+— +2kz

L &-2X=- Ziknm ou6x=%+2k_7z s keZ

T z 1
=-—'+.k}roux=_—+—kﬁ;kez
SX=Y 12 3

St ? o leni® skm ke Z)
12 3 4

Exercice 4

Résolution dans R.

a) 2sin?x + 3sinx + 1 = 0. Posons X = sinx :
! 1

I’équation aevient 2X2+3X+1=0; A=LX,=-1X, Q———E
x=-2 42z
Sinx=-1<:>x=--;£+2k;r sinx:—% & Lou - keZ
i
. 6
S ={-% +2k7 ;-%+-'2k':r ; %— +2k7 ;ke Z '}
b) 2cos?x ++/3cosx —3=0. Posons X =cosx
L’équation devient 2X2+ +3x-3=0; A=27=(3+3);
X, =--\/§ et Xp = -—\;:
B S s
cosx = -3 impossible; cosx = — & ¢ ke Z
| : 2 "4
X?—g'l"z;iﬂ'

S={i%+2k:r;keZZ}

¢) cos2x =5 — 6¢cos2x <> cos2x —sin?x =5 — 6c0s2x
& Tcos2x —sin?x =5 & 7(1- sin?x) —sin2x =5

& -8sin2x =-2 & sinx = l & sinx = - l 6u sinx = -1-
4 2 2
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x=—Z 4+ 2kr =y
& 4 ke Z ou ! 6 ke Z
r Sx
x=°-6—+2kﬂ«' X=—+2k
\ |

b4 5 -
S={ig+2kﬁ : —g£+2kfr : % +2k7 ke Z}

d) 2cosxx — (2 +\/§) cosx ++/3 = 0. Posons cosx = X
L’équation deviant : 2X2- (2 + ﬁ X + \@ =0
A=7-443 =2- 3y

V3

X1=+ —2—; Xo=1

7T ’
COSX = 5 @x:ig+2kx icosx=1 @x=2kx.keZ

S={i%+2k:r 2%k 1 ke Z )

Exercice 5
Résolution dans R

T T. n T
a)tan(3x- =)=tan(x+ =) & 3x-—=x+ =+kz k
) tan( 6) ( 6) Miors S b R eZ

kx

ox=LikrkeZ ox=2+L ez
3 6 2

@;S={£+k—ﬁ;keZ}
6 2 _

b) tan?(x + %)=3 < tan(x + %)=—«/§ ou tan(x + %)?\@

T n T /A
t + —)=tan(-—)outan(x+ — ) =tan—
@.an(x 3) (3) ( 3) 3

@x+£=-£+k;’roux+£=£+ kz ke Z
3 3 3 3

x.:_z?ﬂ +kmroux= krx ; kEZ

S={_%’5+kn;kz;ke2}

cosZx+sinZx : >
& 2tan?x = & 2tan2x = 1 + tanx
cosx . . cos2x . : 3

C) 2tan2x =
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| ¥ oz
& tan’x = 1l & tanx = -1 ou'tanx = 1-@x=--z+ kz oux =E+ k7z

S='{i%+k:r;kez}
d) tan(2x - %)tan(x - %) 16 tan(2x- =)= :

z
tan(x—=) .
(x 4)

sin2x—%y  cos(x~2)
i = ;

cos(2x —— sin{x ——
(2x - 3) (x 4)

T /1 T T
& cos(2x - =).cos(x.- —) =sin(2x - —).sin(x - —
( _3). ( 4) in(2x 3) ( 4)

&> cos(2x - £+x- £)=Uﬁ cos(3x - 7—E)=0
3 © 47 12

<:>3x-lj£=£+kfr;kez
12 2

= 3x=1—3:?£+kx;,keZZ<:¢x=B—E+k£;keZ
12 - 36 2

137 7
= ——+k—;k Z
S=1736 To7 15

Exercice 6
a) (0'< a< 7)aetb des réels non tous nuls

. a b .
acosx + bsinx = Ja2+,b1(mcosx+m51nx); Jaz+br #0
2 e a+ a’+

4
2< 24+ b2 & lal£Va2+ bt & — <le-1f ——<1
: | | Jar+b? va?+b?
De méme b?< az + b?

i o B

b < S+ 2 <les-1< <
o = o +b Jaz+b?

2 2
g - l;l];—b—e [—l;l] et [ * ] +( b J
Ja?+b? Vah? Ja?+b? vat+b?

Donc il existe un réel a € [O;a[ tel que sina =

a - b
D oe——elcos o
a? +b? a2+ b?
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a cosx + bsinx = 1fa2+b2( a —— b :
21 b2 ey sin x )
= Ja?+b? (sinacosx + COS & Sinx) = /a2 + b2 sin(@ + x)
b) Application
ecosx—sinx=1.D’aprésa=b =1

: V2 2 |
COSX — SINX = -\E (—2— COSX - iz—- sinx) = '\/E (sin%cosx - cosfsinx)
=2 sin(—} - X)

cosx—sinx=1 & \/Esin(% - X) =_.‘@ o Siﬂ(£ _x)=sinZ
4

b4 T T ir
& —-x==+2k —-Xx=—
1 g T ou4 X +2kx
ex=2kx cmx:-—';r +2k7w ke Z

S={-§ +2k7 ;2k7 ; ke Z )}
'\ﬁcosx + sinx = JE«:} A1+3 (%cosx + -;-'sinx)'i «E
< 2 (sin-;icosx+cos§sinx)= 2 o sin(%-!—x):'l "
=3 * +x=Z $2k7 & x= Er-+21r.::Lr ;S={5—H+2k:r; ke:ZZ}"
3 2 6 6

i il = ST T R e U

* cosx - +/3 sinx = -1 4:»23111(3—— x)=-1 @sm(g- X) = sm(-g)
1z

T T ¥4
© —-Xx =-=+2kmou —-x=—+2k7
6 6 6 6

N x:-;E+2kx oux=-7+2kz: S={-7w+2k7; %+2m ke Z}

7) Résolution de I’équation: 3cosx — 4sinx = 6

Lh|w

3cosx — 4sinx = S(ECOSX - g-sinx) = 5sin{ & -X) avec sing =
4 !
ﬂtCUSOf:E 0<a<nxm

. 6 6 _ . o_
3cosx - 4sina = 6 > Ssin(@-x)=06 ﬁSln(Q-X)=g Ol‘g >1; S','g
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CHAPITRE III: NOMBRES COMPLEXES

I) Généralités

1) Définition
On appelle ensemble C des nombres complexes 1’ensemble des nombres
de la forme a + bi o i vérifie i2 = -1. a et b étant des nombres réels.
Si Z = a + bi, a est la partie réelle de Z, notée Re(Z) ; b est la partie
imaginaire de Z, notée dm(Z).
Exemple Z = 3 - 2i, Re(Z) = 3 et Im(Z) = -2.
Un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle est un réel ; un
nombre complexe dont la partie réelle est nulle est appelé : « imaginaire
pur », ;
Les régles de calcul sont les mémes que dans R et remplacer & chaque fois
1% par -1. ,
(a +bi)? = a2 + 2abi + b%? = a2 - b? + 2iab.
SiZ = a + bi avec a et b non tous nuls on a:

1 1 a—bi _a-bi

Z a+bi B (a + bi)(a —bi) A+ b2
2) Complexe conjugué -
Si Z = a + bi, le nombre complexe a — bi est appel€ le conjugué du nombre

complexe Z. Il est noté Z.
SiZ=a+bialors Z =a-bi;Z.Z =a+b?
Exemple : Si Z =4 + 3i alors Z =4 - 3i
Pour tous complexes ZetZ’ ona:
Z+Z2'=Z+2" ZZ'=22 ; (-2Z)=-Z

—

m=i—(2¢0); (%):i(zwto)

Z) Z Z'
7+ Z =2Re(Z) : Z-Z =2i.dm(Z)
7 =7 & estréel; Z =-Z < Z est imaginaire pur.
3) Module d’un complexe
SoitZ=a+bi
On appelle module du complexe Z, Le réel noté |Z| et défini par :

2|=VZZ =Ja+P?

Pour tous complexes Zet Z'’
Z.Z=|z|?; |z.z\=|Z||z] ; |z + Z| <|z| +|Z]

Scanned by CamScanner



41
=|—le. Si 2| =1alors Z= A
2] z
4) Représentation géométrique d’un nombre complexe.
a) Définition
Le plan & est muni d’un repere orthonormé direct (0, ;],;2 ). Le point
M(a ; b) est appel€ point image du nombre complexe Z =a + bi
Le complexe Z = a + bi est appelé affixe du point M(a ;b).

Z
iZ %0, |—=
Si 7

—( a
Le vecteur OM [b] est appel€ vecteur image du complexe Z=a + bi et le

complexe Z = a + bi est appelé affixe du vecteurOM .

Le plan muni du repere orthonormé direct (0,;1, ézl) est appelé plan
complexe. Un point M d’affixe Z de ce plan est souvent noté M(Z).

Les droites (0,e1,) et (0,2 ) sont respectivement appelés axe réel et axe
des imaginaires.
Repére

b) Propriétés
* Si A et B sont deux points d’affixe Z, et Zg alors le vecteur AB a pour
afﬁXEZB—-ZA. Z,Té =ZB—ZA. Rl

AB=|ZB—ZA]=|ZA—ZB|=

a
* Soit # et v deux vecteurs d’affixe Z, et Z.; & + ¥ apour affixe
Z:+Z.. _ h r

* Pour tout réel &, le vecteur Rii a pour affixe RZ_ .
*Siu=ag+be,etv=a'e +b’¢ alors i + V=(a+2a")¢ + (b+b")¢,
Z. +Z,=(a+a’)+(b+b)i |

» Si M a pour affixe Z, alors OM = |Z]

Z+0, (e, W) est appelé argument de Z et on note (é,, W ) = argZ.

3 s ZonF
* Si M d’affixe Z distinct de A et B, (MA, MB) est un argument de 5 8
: !
o MB _ 1Z-2,|
MA |z-Z,|
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IT) Equation du second degré dans C

a) Racine carrées d’un nombre complexe.

Soit to un nombre complexe donné. L’équation Z? = tyadmet deux
solutions distinctes ou confondues dans C. Ces solutions s’appellent les
racines carrées du complexe to.

Sitg=a+bietz=x+yi, 2=t & X2+ y2 =~Ja?+b?
2xy=>b

b) Equation du second degré dans € : aZ2 +bZ +c=0ac C*
L’équation aZ2 + bZ + ¢ = 0 admet deux solutions dans C, distinctes ou
confondues : On pose : A = b? - 4ac et & une racine carré de A. Les
solutions de 1'équation sont alors :

7 = -b-0 ot e —-b+6

2a 2a

II1) Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul.

a) Théoréme et Définition

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (0, ¢,, €, ). Pour tout
nombre complexe Z’ #0, il existe un nombre réel @ défini 2 2R 7 pres
tel que Z = |Z| (cos@ +isin8)

Si M est I’image du nombre complexe Z alors & est une mesure de I’angle
(,,0M ).

L’écriture Z = |Z| (cos @ + isin #) est appelée forme trigonométrique du

nombre complexe Z. Le réel @ est appelé argument de Z et noté : argZ=6.
Tout réel de 1a forme 8 + 2Rz (R € Z) est aussi un argument du nombre
complexe Z.

7 = |Z] (cos@ +isin@) se note aussi Z = |z}:6]=[R.6] avec R = |2]

b) Propriétés
(= |Z[c059

*SiZ=a+bi=Z= |Z| (cos@ +isinf) & <b=|Z|sin9

Z|=a?+b?

L
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+Si Z=[R,6] et Z'=[R;0] alors : 7 = [R.z+6] ;22 = [RR';60+ 0] ;

%,_l/.,é‘ 6] /Z lA{,-—E?J En particulier pour tout ne ZZ.
z* —[ i 319};2 [R—t?]

*Z=7 &R=R’et 6’ = 9 +2k7. b Z.

o Si argZ = bz, ke ZZ alors Z est un réel.

_ 7
*SiargZ = £ + k7, ke Z, alors Z est un imaginaire pur.

c¢) Formule de Moivre
Pour tout nombre réel @, pour tout entier relatif n,
(cos@ +isin@)" = cos(n @) + isin(n ).

SiZ=cosf +isind alors |Z| = 1

SiZ=cosf + isint’_;‘, alors Z" = cos(n @) + isin(n @) et Z = cos(né) -
isin(n @) : ce qui donne : Z" + Z" = 2cosnd et Z" -Z" = 2isinn &) n e Z.

d) Formule d’Euler

1- Définition |

Pour tout nombre réel @ on pose cos @ +isin@ = . Cette écriture est
appelée forme exponentielle du nombre complexe cos @ + isin@ .

it 0y iein® o L, V3
Exemple : ¢ —cosg +151n3 = 2+ .
Si (Z #0), Z= |Z| (cos@ +isin@) a pour forme exponentielle Z = |Z| &”.
2) Propriétés

1- Caractérisation des figures simples du plan

* L’ensemble des points M d’affixe Z vérifiant |Z —-Z,|=r avecr>0
caractérise le cercle de centre A et de rayon r. En particulier I’ensemble,
des points M d’affixe Z vérifiant |Z| = r caractérise le cercle de centre O et
de rayon r.

* Soit A, B, C des points d’affixe respectives Z Zg Zc. L’ensembie des
points M d’affixe Z vérifiant |Z - Z o = =2 p| caractérise la médiatrice

du segment [AB].
* ABC est un triangle isocele de sommet A si et seulement si

IZB —ZA| = |Zc _ZAI
* ABC équilatéral < |ZC —Zgl = |z,4 _zc|_= |ZB "ZA|
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* ABC rectangle en A & |ZC —Z,E,I2 =Z, -"zslz + |2, -chl

-7
= arg{zc "J= Zikr, keZ
.'I_ZA 2

* A,B et C sont alignés si et seulement si : Zp — Z = K(Zc —Za), Re Z

A, B et C sont alignés < arg M =kn, ke Z
Zy—Zy
2- Nombre complexes et transformations du plan.

* Translation

P—P
Soittlat lation d t i d’affi £
ranslation de vecteur i d’affixe a M(Z) > M'(Z)

Z’ =Z + a est I’écriture complexe de t.

* Homothétie
Soit H I’homothétie de centre Q d’affixe Zo et de rapport k avec ke R*

H ‘P — P
"M(Z)— M'(Z")
7' — Zo = k(Z - Zp) est I"écriture complexe de H.
» Rotation
Soit R la rotation de centre Q d’affixe Z0 et d’angle &

- PP
T M((Z)— M(ZY)
7" — 7o = e'°(Z — Zy) est I’écriture complexe de R.

EXERCICES

Exercice 1
1) Ecrire sous forme algébrique les complexes ci-dessous

2 +i) + (1 +50) ;22 +0) = 3¢-1+50) 5 Q+iP+C1+502Q2+i2(1+
1)2(4 - 3i) |
J3. V2. V2. V3. i Si+4  3+i
(-5 D= D O o e 1o " 2asi
I
(2 +3i)(2-3i)
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2)a-Ondonne:Z=-1+i43 et 7’ = —1—+lf.CalculerZ+Z’ s =213
V3 3
% spuis 2222, 722 - 72

b) Onpose Z=-(1 - \E) = 2(1 + ~/3)i . Calculer Z2 etz
Exercice 2
1) Résoudre dans C, les équations suivantes :

a)(1-20)Z+1-4i=0 b) 2iZ-3i+(1+1)Z=0
€)2Z-2+iZ =8-6i+ (1 +2))Z d)(BZ-12+(Z-272=0
2) Résoudre dans € X C les systemes suivants :
{(1—2:)2 +5iZ'=13+14i ) (A1+2)Z+(+)Z'=1+5i
QR+DZ-B+Z'=-14+8i (4-20Z+(3-DZ'=

(Les complexes solutions seront écrites sous forme al gebnque)

3) Résoudre dans C les équations ci-dessous

) Z2+4Z+5=0 b)372-23Z+7=0 c)Z’-8=0
d)4z'-1=0 e)Z'+5722+4=0 f)Z2=-3 +4i
g)2+i+ZP=1 h)Z2-Z +1=0

Exercice 3

On consideére I’équation (E) : ZP—(1-4D)Z2-(1 +2)Z -3 +6i=

1) Vérifier que i est solution de (E)

2) Montrer que (E) admet une solution @ imaginaire pure distincte de i
3) Achever la résolution de (E)

Exercice 4

1) Soit P(Z) un polynéme de degré 4 a coefficients réels :

P(Z) = aZ® + bZ> + cZ2 + dZ + e. Démontrer que si Zo € C est racine de p,

il en est de méme de Zo

9

2) On pose P(Z) =Z* - 37 + EZZ- 3Z+1

. 1
a) Montrer que si Zpest solution de I’équation P(Z) =0, alors = est
0

aussi solution. _
b) Calculer P(1 +1i) ; 1 + i est-il solution de I’équation P(Z) =

c) Résoudre dans C 1’équation P(Z) =0
3) Trouver une factorisation dans R du polyndme x = P(x)
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Exercice 5
C désigne I’ensemble des nombres complexes. On considere I’application
f de € dans C défini par: f(Z) =Z° — @ + 3 +)Z2+ (3 + 1) (/3 +1)
Z-2-2i
1) Calculer f(1 +1)
2) Résoudre dans C I’équation (E) f(Z) =0
3) Représenter dans le plan complexe P les points A, B, C image des
solutions de I’équation (E) (Unité 4 cm). (A désigne I'image de 1 + i;B
est celui des deux autres points dont I’ordonnée est positive. Montrer que
le triangle OAC est équilatéral.
Exercice 6 (BAC)
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (0,%,7). Soit
P(Z) le polynéme défini par : P(Z) = 73 + (1-51)Z2 - 4Z + 16 ou Z désigne
un nombre complexe.
1) a) Montrer que ’équation P(Z) = 0 admet une solution imaginaire pure Z,.
b) Achever la résolution de I’équation P(Z) = 0. On appelle Z; et Z; les
deux autres racines, avec la partie réelle de Z, négative.
c) Ecrire Zgy, Z; et Z, sous forme trigonométrique.
2) Soit A, B et C les points d’affixes respectives Z;, Z; et Zo. Déterminer

en radians, une mesure de 1’angle orienté \AC, AB}, puis en déduire la
nature du triangle ABC.

: oo . T
3) Soit r la rotation de centre o et d’angle >

a- Calculer Z4- I’affixe du point A’ tel que A’ =r(A).
b- Quelle est la nature du quadrilatere OACA’ ?

Exercice 7
On désigne par € I’ensemble des nombres complexes et C’ le sous-
ensemble des nombres complexes dont la partie réelle est non nul. Le plan

complexe est rapporté au repére orthonormal direct (0,ii, 7). Soit
' (Z-1)Z+1)
Z+Z

I’application f ; € — C définie par: f(Z) = . Z étant le

conjugué de Z.

a)SoitZe C,f(Z)=7Z"avecZ= x+iyetZ =X +iY x,y, XetY étant
des réels. Calculer X et Y en fonction de x et y.

b) Calculer (1) et f(1 +1).

c) Déterminer I’ensemble E des points M d’affixe Z tels que Z’ = f(Z) soit
imaginaire pure.
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d) Déterminer I'ensemble F des points M d’affixe Z tels que la partie
imaginaire Y de Z' = f(Z) soit une constante & réelle donnée.

e) Montrer que pourtoutZ e C’ ona: f(Z) = f[_ ; )
Z

Exercice 8

A tout point M d’affixe Z ; (Z # -1) on associe le point M’ d’affixe Z’ tel

—iZ-2
Z+1

1) On pose Z=x + iy avec x et y réels tels que (x,y) # (-1 ;0). Déterminer

en fonction de x et y la partie réelle et la partie imaginaire de Z’.

2) a- Déterminer I’ensemble des points M d’affixe Z tels que Z’ soit réel.

b- Déterminer I'ensemble des points M d’affixe Z tels que Z’ soit
imaginaire pur.
3) Démontrer que |Z + IHZ'+I°| =+/5 . En déduire que si M appartient au

cercle de centre A d’affixe -1 et de rayon 3, alors M’ appament a un cercle
de centre et de rayon a préciser.

Exercice 9
Le plan complexe est rapporté au repére orthononnal (0,i,7) (unité

que Z'= . On note A le point d’affixe -1.

graphique : 4cm). On note A le point d’affixe -1 +i et B celui d’affixe %1

f
Soit f I’application de C\ {-1 + i} dans C définie par f(z)= 2_51- l.
; Z —1

1) Quel est I’ensemble D des points M d’affixe z tel que | £ (z)| =2 1

2) On pose z = x + iy, x ety sont réels :
a) Exprimer, en fonction de x ety,la partle réelle X et la partie 1magmalre

Y de f(z).
b) Déterminer et construire I’ensemble f_’des points M d’afflxe z, tels que

f(z) soit réel.
c) Déterminer et construire I’ensemble 2 des points M d’affixe z, tels que

f(z) soit imaginaire pur.
3) Soit C le point d’affixe—-i: +§-i A

a) Vérifier que B appartient 2 €et a 2 et que C appartient 3 7.

Placer B et C sur la figure.
b) Quelle est la nature du triangle ABC. Justifier,
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Exercice 10

1) Ecrire sous forme trigonométrique les complexes suivants.
Z,=cosO -isin@ ;: Z,=-sin@ +icos@ ; Z3=-cosf -isiné
cos@—isin @
cos@+isiné

T : 1 n 3n
Z,=1+itan@ |fe -2 |3 Zi=——F 9¢| |55
’ o ( E] 2 ZD * l+itan8 []2 2D

2) Déterminer le module et un argument de chacun des complexes ci-
dessous.

Zs=8inf +icos@ ; Zs=-sin@ -icos8@ ; Z; =

j j -t 1++/3i
By gt i L g IR g T
141 1—-1 1= 1—-i 3is
e
2 - iZ ' "
13 l1-e? 1+itané&
Zg= —| s Ly=——F i L=
1+i hid 1-itan @
1+e3

Exercice 11

3 +i 4i

et =
. —3+i 1—iy3
a) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres
complexes ZetZ’

1) Soient les nombres complexes Z=

Z

5
b) En déduire la forme trigonométrique de : Z.Z’ ; = 1 203 ot i

"=
2) On considere les complexes Z; = VtrietZy=1-i
a) Déterminer |Z,| et |Z,| ; argZ, et argZs.

b) Calculer %— a I’aide des formes algébriques de Z; et de Z, puis a 1’aide
2
des formes trigonométriques de Z, et Z,.

¢) En déduire cosS—ﬁ- et sin«s-?—r
ol 12 12

(-6-2iv3f

3) On donne Z = C3:3) Ecrire Z sous forme algé€brique puis sous
-3+3i
forme trigonométrique. En déduire les valeurs exactes de cos-l% et sin %
1
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Exercice 12 | .
1) Soient les nombres complexes Z; = 2+/3 +2i et Z, = (1++/3) + (1-4/3)i
Z _ _
tZy= —.
et Z; Z,
a) Ecrire Z3 sous forme algébrique.

b) Déterminer le module et un argument des complexes Zs et Z,.
c) Déduire des résultats précédents le module et un argument de Z, ainsi

que les valeurs exactes de COS% et smE.
1 12

Z)Ondonnez=£_23£ etZ’=1-1

a) Mettre sous forme trigonométrique Z, 7’ et Z*’ =

b) En déduire les valeurs de co»s£ et sini.
12 12

c¢) On considere I’équation d’inconnue réelle x : (\/g +2 ) COSX + (J_ N

i 2 )sinx = 2.
Résoudre cette équation dans R et placer les points images des solutlons
sur le cercle trigonométrique.

Exercice 13

.3

Soit le nombre complexe j = -% + IT'

1) a) Calculer jﬁ,J i*. i, i Vérifier que 1+j +j2=0
b) On considere la suite (z, ) des nombres complexes définie par z, =]".

Montrer que la suite est penodlque Préciser sa penode

¢) En dedmre suivant les valeurs de n, le calcul de j". En déduire j2%

J2003 E:tj

2)0np0565n=1+J+J +i0

a) Calculer S3, Ss3, Sg, S13.

b) Exprimer en fonction de n la somme So. S1mp11fxer S, suivant les
valeurs de n.
Exercice 14

A2 =TG24

1)Ond | bre complexe a =
) On donne le nombre p 2+i\/_

a) Ecrire a sous la forme algébrique et sous la forme cxpnnenllclle
b) Déterminer I’ensemble I des entiers naturels n tels que a" soit un réel.
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¢) Déterminer I’ensemble J des entiers naturels p tels que a” soit de la
forme Ai, Ae R*

d) 2004 est-il élément de I ? Est-il élément de J ? Justifier la réponse.
2) On désigne par T la transformation du plan complexe dans lui-méme

2 g 2 .
qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’d’affixe z’= £ (1 +1)z.
a) Préciser la nature de T.

b) Soit A le point d’affixe Zs =1 - 13’?- et A’ son image par T. Ecrire Z4

sous forme exponentmlle En déduire I’ afflxe de A’. En déduire

cc:s— = —(J_ «f_)
hSi“E = E(’\/g—ﬁ)

que :s

. - : 7
Donner alors une forme trés simple de tanl—z-.

¢) Résoudre dans [- 7; 7] I’équation (2 - \3)cos2x + sin2x = J3 -1
Exercice 15

Le plan complexe est rapporté 2 un repére orthonormé direct (o,i,7)
ayant comme unité graphique 2cm. On considere le point A d’affixea=5

-if3,1e point B tel que le triangle OAB soit équilatéral direct, c'est-a-dire
(OA 03) . 2 (mod27) et le milieu Q de [OB].

1) Démontrer que B a pour affixe b =4 + 2i+/3 . En déduire I’affixe qde
Q. Déterminer I’affixe Zx du point K tel que ABQK soit un
parallélogramme. :

Z,—a

2) Démontrer que est un imaginaire pur. Qu’en déduit-on pour le
K

triangle OKA ? Préciser la nature du quadrilatere OQAK. Placer les points
A, B, Q, et K dans le plan,

—b

3) Soit C le point d’affixe ¢ = %* Calculer Zx

K

Que peut-on en déduire pour les points B, C et K ? Placer le point C sur la
figure.
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Exercice 16
1) Résoudre dans I’ ensemb[e des nombres complexes 1’équation Z2 -2Z +

At
Soit K, L et M les points d’afﬁxes respectwes Zx=1+1; ZL =1-ietZy

=-i+/3. On se place dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé

(0, e,,ez)
2) On appelle N le symétrique du point M par rapport au point L. Vérifier

que P’affixe Zy du point N est 2 + i(J_ 2).
3) La rotation de centre Oet d’angle E transfonne le point M en le point

A et le point N en le point C. Déterminer les afflxes respectwes ZA et Zc

des points A et C.

4) La translation de vecteur & d’affixe 2i transforme le point M en le point
D et le point N en le point B. Déterminer les affixes respectives Zp et Zg
des points Det B ;

5) Montrer que le point K est le milieu des segments [DB] et [AC].

Lo—2

Montrer que —=*——* = i. En déduire la nature du quadrilatére ABCD.
BT : o 3 . '

Exercice 17

Le plan complexe P est rapporté 4 un repére orthonormal (o, it v)
1) Soit d le nombre complexe défini par : L
d= 13_2‘_ + 2L Bi)1- i) <1401 +i)?

— E z " :
a) Ecrire d sous forme algébrique, puis déterminer les racines carrées de d.
b) En déduire la résolution dans € de I'équation : Z2- (3 + 2i)Z -1 + 13i =
0. On notera Z, la solution de partie réelle positive et Z; 1’autre solution,
2) On désigne par A et B les points d’affixes respectives Z, et Z,.
a) Déterminer I’affixe du point C, dont I'image dans la translation t de

vecteur d’affixe 41 est le point B.

b) Déterminer une mesure en radians de I’angle (C'A CB)
3) M étant le point d’affixe z distincte de 4 — i, on con51dere le nombre

iz+3+i
complexe Z = T
= !

i(z+1-3i)

a) Vérifi e Z=
) Vérifier qu ——

b) Donner une interprétation géométrique de I’argument et du module de Z.
¢) Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tels que Z soit

de module 1.
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Exercice 18
Le plan complexe est muni d’un repére orthormal direct K = (0,i,%) ;
unité : 2cm.
Z+Z'=-203
1) Résoudre dans € X C le systéme : f_ ¥8
Z—-iZ'=-2
2) Soit A et B les points d’affixes respective Zx = _14i43 et Zg =-3-1.
a) Ecrire Z,, Zg et Za.Zp sous forme trigonométrique
b) Montrer que Z} est réel et que Z, est imaginaire pur.

3) Soit r la rotation de centre O et d’angle -%.

a) On pose r(A) = C. Calculer I’affixe (Zc) de C.
b) On pose r(C) = D. Calculer I'affixe (Zp) de D.
c) Placer les points A, B, Cet D.

4) a- Montrer que O est le milieu de [AD] et [BC].

b- Calculer le module et un argument de —2—"‘ :
' : B

¢- En déduire la nature du quadrilatére ABCD.
Exercice 19 (Non corrigé)
1)  Soit Z le nombre complexe Z = cosé +isind.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
Z" = cos(n @) + isin(n &) (Formule de Moivre).
2)  Ecrire le nombre complexe 1 + i sous forme trigonométrique.

En utilisant la question précédente, démontrer que : (1 +1)'% = -2,

J+v2 |z 67

T
3 Justifier que cos— = —— et sin
) Justitierg 12 4 T

V6 V2 Tm"

En déduire la valeur de [T (1+H+ —4%(1 —1)

Exercice 20 (Non corrigé)

Le plan complexe  est rapporté au repére orthonormal direct (o,ﬁ v ) On
désigne par A et B les points d’affixes respectives —i et 2i. On note J*
I’ensemble des points de & distincts de A.

Soit f I’application de #* dans % qui a tout point M de 9* d’affixe z

associe le point f(M) d’affixe Z telle que Z = ,'[ - 2i]
o
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1) a- Soit M, le point d’affixe i et M, le point d'affixe>+-L; Déterminer
272

f(M)) et f(M3).
b- Déterminer le point M de 9* tel que £ (M) = 0.

Déterminer le point M de * tel que f(M) = N ol N est Ie point d’affixe 2
- 1.
2) Déterminer et construire :
a) L’ensemble €des points M de 2* dont les images f(M) ont pour affixe
un nombre imaginaire pur.
b) L’ensemble & des points M de $* dont les i images f(M) ont pour affixe
un nombre réel.
¢) L’ensemble £ des points M de $* dont les images par f appartient au
cercle de centre O et de rayon 1.
Exercice 21
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (o, i, 7), unité
graphique : 2cm.
Soit Ag le point d’affixe 2, A’ le point d’affixe 2i et A, le milieu du
segment [AgA’o]. Plus généralement, si A, est un point d’affixe Z,, on
désigne par A’, le point d’affixe iZ, et par A, le milieu du segment
[AnA’s]. On note @, et 8, le module et I’argument de Z,.
1) a- Déterminer les affixes des points Ag, A’g, Aj, A’, Ag, Ay, As. Placer
ces points sur une figure.

b- Calculer @q, ¢, ¢2, ©; ainsi que 6y, 8;, 6, 0.
2) a- Pour tout entier n, exprimer Z,,; en fonction de Z,. En déduire Z, en
fonction de n.

b- Etablir les expressions de ¢, et 6, en fonction de n.

c- Déterminer la suite de ¢, quand n tend vers oo, Intcrpreter
graphiquement ce résultat.

d-Comparer les modules et les arguments de Z11 et Znss.

. 1
3) Etablir que AjAn4 = ﬁ AniAq.
Aprés avoir exprimé ApA,4 en fonction de n. Déterminer en fonction de n,
la longueur ¢, de la ligne brisée AgA,A;...A,. Déterminer la limite de ¢,

lorsque n tend vers +oo,
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CORRIGES DES EXERCICES

Exercice 1

1) Ecrirons sous forme algébrique
*R+D)+(-1+5)=Q-D+{1+5)i=1+6i
*22+1)=3(-1+51)=4+2i+3-15i=@4+3)+(2-15)i=7-13i
c2+i2+(-1+5iP=4+4i-1+1-10i-25=-21-6i
*(2+1)2(1+1)%(4-31)=@ +41)(21)4 -31) =4 + 22i

(1 —£ 1) (1- J_ )(]+J—l)(l+£1)

—(1-£ D1+ £ )(1-£ 1+ £ 1) = (l+—)(1+—)——

1 231 23;23.

———-

243 (2+30)(2-3) 13 13 13

.Si+4 (4+51)(1+21) §+1_3:
1-2i (1- 2:)(1+2:) 5 5

, B GeiNe=5) 1113,

245i (2+5)(2-5i) 29 29"

1 1

—

) 2+3)(2-3) 13 -

2) a-Z=—1+i3 etZ’ = il + -il;’-t'= %(Jg-f-i)

V3

Calculons Z+2’ ; Z-Z’ 2.7’ ; Z/Z’ puis 72 ;22 ; 72 - 22,
1
-Z+Z'=(—1+i«/§)+(—+-;-i) =(—1+L)+s(ﬁ+%)

V3 V3
, . I g i o1 1
*Z-2 = (-1+iV3)~ (= +=i) = (-1-—=) +i(3 - =
(~1+i+3) (3= Cl-+i3-)
» * ] ll 'i " 2 2
*Z2 = (-1+i3)(—=+—D) =~ (V3 +i)t =—2Z 3+ 5;
(=14 iv3)( r—3+3t) g VS 3 3+3:

e L I LR

—

%(\E+E) -13;(«/5+i) %

=3
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eZ2= (-1+i32=-2-2i\3

2 243
'Z’z-_" ol Wiy 2_"_ b iy
(JE 3) 9 9
27 = (22-2i3) - 2+ 2_@)=_§_20~/_£
9" 9 9 9

b) Z = - (1-~/3) = 2(1++/3)i. Calculons 77 : Z° et Z°
¢ Z2= [(1-4/3) + 20+ V3)i = (1 =32 + 4(1 = /3)(1 +/3)i — 4(1 + 312
=4-243-8i—16—-83 =~12-10+/3 - 8i
Z2=-2(6+53) - 8i
Z* =Z - 22 =[-(1-/3) - 21 + 3)i](=2(6 + 5+/3) - 8i)
Z° = (=34 -18+/3) + (92— 36+3)i
—(22)2—[—-2(6+5«/_) 8512—4(6+5\/_)2+32:(6+5\/-) 64
z“ = (380 +240+/3) +32(6 + 54/3)i -

Exercice 2
1) Résolution dans C des équations

a)(1-2)Z+1-4i=02Z= -11+2‘-_1£ _ (-1+455)(1+25_)
— &l

ﬁ2=-9+2£ . S_{—_9+3!}
5 55 _

b)2ZAZ-3i+(1+1)Z=0 e QRi+1+1)Z=3ie (1+3)Z=3i
3 = 3i(1-3i) q_—_)zzi.:,.i S:{i+ii}
1+3i 10 10 10 10 10
C)2Z-2+iZ=8-61+(1+2D)2= (2+i-1-21)Z=8-6i+2
(1?—§;)=8+2£ . S= {8+2i}

il |
d)(B3Z-12+(Z-22=0& (3Z-1)2- [i(Z-2)F=0

& BZ-1-iZ+20)(3Z-1+iZ-2i)=0

& L=

o (1-DZ=10-6i & Z=

1—
& (B-DZ-1+2)(B+DZ-1-2))=0=2Z= :
1, 1 1 1 1

1 1 1
=———jouZ=—+—i; S={———i ; —+—
ez 5 i ou 5 21 [2 2 i 2:}

2) Résolution dansCXC des systemes
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) {(1 —20)Z +5i2'=13+14i
+)Z-B+)Z'=-14+8i -

A= 1=2i 5i =(1-2))(-3-1)-5iI2+i)=-5i
24+i —=3-—j
Ay = Al = (=3—-i)(13 +14i) — 5i(—14 + 8i) = =5i(—3 + 3i)
—14+8 —-3— :
A, = = 13414 — (1-25)(—14+85)—(2+i)(13+14:')
24+ —14+8; '

A, -
Ay =-Si(-2i41); Z'=—Z=1-2i;z=22_ 3,3
- A A

S={(-3+3i; 1 - 21)}

b) {(1 +2DZ+(1+DZ'=1+5i
(4-20Z+53-0)Z'=2—i

Résolution par combinaison linéaire

(4-20)x {(1 +20Z + (1+1)Z'=1+5i

(1+2)x |(4-2DZ+(3-DNZ'=2—-i

On €limine ainsi Z et on obtient Z’= —E + Ei
10 10

B=-D(A+2DZ+(1+DZ'=1+5i

(1+i) |(4-2DZ+53-DZ'=2~i

On élimine Z’ et on obtient alors Z'=3—4~—§i :
10 10

45 .
s=((2-2;; 2,5y,

10 10 ° 10 10
3) Résolution dans € des équations du second degré.
a)Z2+4Z+5=0; A=16-20=-4 = (2ip

— ' —4-2j
Z, = 4+2I=—2+f ¢ Zy = l=2-j; S= (-2-1;-2 +i}

b) 322-23Z+7=0; A=12-84=T72=(i6+2 )2
_2B-6v2i 243 + 642

Z, Zr =
6 6
Z, = 3 —33\/55 e J3 +33J§f = J3 -33J55 ; J3 +33in }

0)Z-8=06 Z-2°=0 = (Z-2)(Z2 +2Z +4)=0
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@Z=20u7242Z+4=0 -
Z242Z+4=0 A =4-16=-12=(2i3 )
Zy=-1-31 Zo=-143i;8 = (2, -1-3i ;14431 ]
d)4Z*' - 1=0 & 272 1)(2Z2+1) = 0
& 2Z-DW2Z +1)(2Z +(2Z-i) =0
2 J2 2 2

ﬁZ=Tou 2-7011 =-—iou Z=—i;
I

2 "2 3 9
e) Z*+ 5Z% + 4 = 0 posons Z = z2, I’équation devient: 22 +52 + 4 =0 ;

&=25~16=9=32;z|=———_5_3=-4 : zz=~5+3=
2 2
z=7=4 & Z=2iouZ=-2i; z=72=-1 & Z=iouZ=-
S={-21;-3i;2i} : :
f)Z2=-3+4i.PosonsZ=x +1y; Z?= x2-y2+2xyi

-1

x2— y2=-3(1)
Z2=-3+4i & x4+ y2=5(2)
xy =2(3)

(1) +(2)donne: 2x2=2 < x=1ou x =-1
(2)-(1)donne 2y2=8 < y=2 ouy=-2
(3) xy=2donc x ety sont de méme signe.
Z=1+2iouZ=-1-2i; S={-1-2i;1+2ij}
g22+i+Z2)P=1 2+i+Z=1ou2+i+Z=-1
oZ=-1-iouZ=-3-ie S={-1-i1 ;-3-1}
h)Z2-Z +1=0.Posons Z= x +1iy (x,y) € R2
22-Z+1=0=(x2-y2-x+1)+y2x +1)i=0

P xz_yz_ x +1=Oet(y=00ﬂx ="'Ii)

ey=0 x2-x+1=0A=-3 impossiblecar x € R .

1 1 1 7 7 il
cx=-— —-yV4+—+l=0-y+—-=0y= — =-—
*E AT T S T
S_[—l-—ﬁf _ —1+ﬁs]

2 3
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Exercice 3

(E) : Zj—(l -4MZ2-(1+2))2-3+6i=0
1) Vérifions que i est solution de (E)
= (1 —4i) ()2- (1 +20)(@) -3 +6i=-i+1-4i—i+2—-3+6i=-6i+06i
+3 —3 =0 iest donc solution de (E) . -

2) Montrons que (E) admet une solution imaginaire pure & autre que 1.
Soit a un réel non nul (a # 1). Posons & = ai, ac R*, a # 1

(ai)’- (1 — 4i)(ai)2- (1 + 2i)(ai) -3 + 6i=0
S-adi+(1-4da—(ai-2a)-3+6i=0

—a*—da?—a+6=0(1)
a?+2a-3=0 (2)

2+2a-3=0=(a-1)a+3)=0=a=loua=-3
a = -3 verifie 1'équation (1) . Donc & =-3i

o (-a°—4da2-a+6)i+(@2+2a-3)=0 @{

3) Résolution de 1’équation (E) :

72— (1 -4D)Z2- (1 +2D)Z -3 + 6i = (Z - i) (Z + 3i)(Z-b)
3+6i=-3b =b=1-2i; S={i;-3i;-1+2i}
Exercice 4 :

D) P(Z)=aZ' +bZ*+cZ2+dZ +e

Soit Zo une racinede p: P(Zo) =0

P(fo)= f:;!(_Z-r:})4 +b(§o)3 +«c(:'fc:v)2 +d (fo)+ e
= a(fo)4 + b(:fo)a + ::(:Z'_e:r)2 + d(fo)+ e
= aZo* + bZo® + cZo* +dZo +e

= aZi + bZ} + cZ} +dZp+e
P(fu] = P(Z,) = 0= 0. Zo est aussi racine de P. Si Z, est une racine de

P alors Zo aussi racine de P.

2) P(Z):Z"—BZ’—[—%ZZ-SZ-*-I

a) Soit Zy est une racine de I'équation P(Z) =0
OnaZy#0carP(0)=1 =0

1 1 3 91 3
P(—)=—— :
(Zu) =

7 7 27 2,
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9
23—323+Ez§—3zﬁ+1, { -

P(?) = 0. Si Zy est une racine de I’équation P(Z)=0, alors —1- est aussi racine.

o -

b) Calculons P(1 +1) _ "

P(L+i)=(1+D)* =31 +i)%+ %(1 F)2-3(141) +1
=0 B B(0h = D) 0T B T
=(-4+6-3+1)+(-6+9-3)i=

P(1+1)=0 1+i estune racine du polyndme P.

uﬂésolution dans C de I’équation P(Z) = 0. Comme 1 + i est racine de P

1+i =1-iest aussi racine de P (d’aprés 1). .

1 : ;
D’aprés (2 — a) T v sont aussi des racines du polynéme P.
i1 _ :
1 1-i 1 1+i |
= ! : i P(Z) =0 a pour ensemble de solutions.

1+ 2 1-i 2
S={l:—l;ﬁ;1—i;l+i}
2 2

3) Factorisons dans R le polynéme x— P(x)

P(Z)=[Z—(-?D[Z—[1;'D(Z (1-i))z (I.H))

e r’“’z _l)+lf]r[z —%)—%f]((z—l)ﬂ)((z —1);;']

\

e
e T
] [y ]

2 A ~ '
— z_._J +_l ((z_])2+1)=[ZZ—ZZ+—£](ZE—ZZ+2)
L 2) 4 2

P(x) =(x2-2x + %)(xz-Zx +2),(xe R)

Exercice 5

f(Z) =2} — (2 +3+ D22+ (V3 + (V3 +)Z-2-2i

1) Calculons f(1 + 1)

f(1+i)=(1+0)°=Q2+3+1) (1 +i)2+ (3 + 1) J_ 3 # i si)=B=2
f(l1+i)=0

2) Résolvons dans C I'équation f(Z) = 0
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f(1 + i)= 0 il existe un polynnme Q complexe de degré 2 tel que f(Z) = (Z-

1-1)Q(2).
Posons Q(Z) =72+ aZ+b
f(Z) = (Z-1-i}(Z2+ aZ + b))

_23-(2+J§+1)22+(J_+1)(J_-H)z 5]
On a -b(1 +1i) = -2(1 + i) donc b =2
aZ2+ (-1-i) 2= (a— 1 -2 = (- 2-43 + D2
Donca~1-i=-2-J§+i¢¢a=-l-J§
f(Z) =(Z-1-i)Z2-(1 + \3)Z +2)
f(Z)=0 &Z-1-i=0 ou Z2-(1+~3)Z+2=0
oZ=1+iouZ= ﬁ+1+2f(\/§_1) ouZ= ﬁ+1_25(\/§_1)
B+1+i(3-1) | J§+1—f(ﬁ—1)}
2 - 2
3) (o,i,7) repere orthonormé du plan complexe unité : 4 cm.

V3+1- z(f D) donc ACL:1) B(J_+1 ﬁz—l)

S={1+i;

A(l +1) et C(
A

=l

OA = [1+i|=42

|1+J— «/§|_ 4423 4-243 [
|_‘j " '\Ez‘ﬁ

"2 4
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1+J§_I+(1—~E :\/(—H«E)z Jr(—-l—xfg)2 —2

2 2 4

0A =0C =AC = v2. Donc OAC est un triangle équilatéral de coté /2 .
Exercice 6

P(Z)=2"+ (1 - 51)22 47 + 16

1) a- Montrons P(Z) = 0 admet une racine imaginaire pure. Posons Zy=
bi, be R*

P(Zo) =0 < (bi)’ + (1 - 5i) (bi)2 - 4 (bi) + 16
& (-b2 + 16) +i(-b? + 5b2-4b) = 0
-b2+16=0 (1) b=-4 ou b=4
& 3 =
—b" +5p2—-4b=0 (2) -b2+5b-4=0 (b #0)
b = 4 vérifie simultanément les équations (1) et (2). D’oll Zo = 4i
b- Achevons la résolution de I’équation P(Z) =0
PZ)=(Z-4)aZ2+BZ+ d) o a, f et sont des complexes
= aZ’+(B-4ia)2+(5-4i8)Z-4i6
= Par identification des coefficients on a:

AC= —1)i

B-dic=1-5i soit {f=1-i
—4id=16 0 =4i

D’ou P(Z) =(Z - 4i)(Z2 + (1 —1)Z + 41)
PZ)=0=Z=4iouZ?2+ (1 -1)Z+41=0
A=({-1i)2-16i=-18i

A =-181=9(-21) = 3%(1 —1)?

—14i- ‘ —-1+i+3-3;
% l+£23+3z — 12 !

Zy=-2+2iou Zp=1-1
={4i;-2+2i; 1-i}
Zo=4i; Zl =-24+21;, Zp= 1-1
c) Ecrivons Zy; Z1; et Z, sous forme trigonométrique

¥

Z, = 4e?

o
Z,=2+2i= 2J_(—~J—_+—@f)=2ﬁ€ !

2=1—;=J_(£—-£:) «/_e'?

2) Déterminons une mesure de ’angle (AC, AB)
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A(Zy) 5 B(Zy) et C(Zo)

AC AR Z,—-Z Z,=Z& 3(1-i 3.
(AC«::AB = ar 2 2 = dar 2 I =—[-—]=——lr

5= Zi—Z )  2N1+1

(AC,AB)= —%, le triangle A B C est donc rectangle en A.

; ; i
3) Soit r la rotation de centre O et d’angle ~5

a) Calculons Z-, affixe de A’ = r(A)

T T
—i— —i

A)=A’ & Z,.=¢ 2Z,=e 2(-2+2i)
& Za=2+12i -

b) Nature du quadrilatére OACA’

Z=Zc-Za=4i-(-2+20)=2+12i

Z—.=Zp=2+2i=Z_

D’ou cﬂ" =X , OACA’ est donc un parallélogramme.
OA = 0A'

rlA)=A" & /4

OA,08) ==
(04,08) =7

De plus ce parallélogramme a deux cotés consécutifs perpendiculaires et
de méme longueur. C’est donc un carré.

C
A T A’
k3
V
i — ﬁ'! %
+ ¥ B
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Exercice 7

(Z-1)(Z+]1) .
F(Z) = 7+7 VL= x+iy; 2’ =X +iY = f(2)
; o ; xX+iy—1D(x—i 2 o
Z=X+1Y-—f(x+:y)=( y )(x '!‘y-i-l)=x_l-.y2 1+Zf
(x +iy)(x —iy) 2x X
2 o L
g2l oyl
2x X
b f()=0; fa+n="C¥D 1,

2 .
c) Déterminons I'ensemble E des points M d’affixe Z tels que Z’ = f(Z)
soit imaginaire pure.
f(Z) imaginaire pure & X =0 x2+y2=1et (x#0)
E a pour équation : x2+y2=1et (x # 0). E est le cercle de centre O et de
rayon 1 privé des points de coordonnées (0 ; -1) et (0 ; 1)
d) F est I'ensemble des points d’affixe Z telsque la partie imaginaire Y de
Z’ = f(Z) soit une constante k réelle ¥ = DAy SN y=FEx avec x#0.

-

F est la droite d’équation y = R x privée du point O(0 ;0)

e) Z e €. Montrons que f( %): f(Z)

1 2 1]
CZ270ZY ez @izl

1 1 I Z+7Z

7z 2Z
PourtoutZ e C’' f( %1) =f(Z)

)= 1)

Exercice 8
Zl = _fz o 2
Z+1
1)Z= x+iyavec xety réels tels que (x,y) # (-1 ;0).
Déterminons en fonction de x et y la partie réelle et la partie imaginaire de
Z,
po—ixtiy) =2 _[r-2)—ix[(x+D-iy]
x+iy+1 (x+1)2+ y?

. A d’affixe—1
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— 2x+y-D)+i(-x2—y2—x+2y)

(x+1)2+ y?
- oo —_ v2 2 _ +2
Re(Z') = 2x+y-2 Im(Z) = x2—y2—-x+2y
| (x+1)2+ y? (x+1R+y?

2) a- Déterminons I’ensemble des points M(Z) tels que Z’soit réel.
Z réel & ImZ)=0 -x2-y2- x +2y=0 (x2-x)+(y*-2y)=0
1 5
S (x -=)2+(y-12= =
(x 5 2+ ‘(y ) 1
L’ensemble des points M(Z) tel que Z’ soit réel est le cercle de centre
1 5
A(— ; 1) et de rayon —.
by 1 Yo

b- Déterminons 1’ensemble des points M(Z) tels que Z’ soit imaginaire
pur.
Z’ imaginaire pur & Re(Z)=0-2x+y-2=022x-y+2=0
L’ensemble des points M(Z) tel que Z’ soit imaginaire pur est la droite (D)
d’équation : 2x —y + 2 =0 privé du point de coordonnées (-1 ; 0).
3) Démontrer que : |Z +1||Z"+i]| = i

—iZ =2
Z+
Z +1)|Z"+]=|-2+i| =5 |
Soit M appartenant au cercle de centre A(-1 ; 0) et de rayon 3.

|-iZ —2+iZ +i|
|1Z +1]

1z +1)|z'+i|=|Z +1] +i|=|Z +1|

Me g(A(-1;0)3) @ |Z +1|= 3.0r [Z+1||Z+]=5 & [Z'+i]= %

M’ appartient au cercle de centre A’(0;-1) et de rayon ?5~

Exercice 9
(0,i7,v) repére orthonormé du plan complexe unité : 4 cm.

A(-1 +1); B(%i) c'est-a-dire A(-1 ;1) ; B(O; %)
Ze C/(-1+i} f(Z) = ==L
Z+1-i
1) Déterminons I"ensemble D des points M d’affixe Z tel que ]f(Z)| =2
2Z i

Z)=2
If(2)=2 & =

=1

‘=2ﬁ’22—i|=2]2+l—f‘
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= Z!Z—%f =2|Z+I-—f] - ‘Z"'ZB|=|Z—ZA|
|f(Z)|=2ﬁlz_ze|=|Z"ZA|ﬁBM=AM _
¢ M appartient 4 la médiatrice de [AB]. L’ensemble D des points M |
d’affixe Z tel que | f(Z)| =2 est la médiatrice du segment [AB].
NZ=x+1y

a) Exprimons en fonction de x et y, la partie réelle X et la partie
imaginaire Y de f(Z)

f(@Z)=f(x+iy) = 2x+iy)—i  2x+i(2y-1)

(x+iy)+(1=i) (x+D)+i(y—1)

_ @x+i2y-D)(x+D=i(y-1)
(x+D2+(y—1)?

iy 3}Y 5| .
2[[1‘"5] ‘f‘[}’“zj HE]+:(x+2y-—1)

B (x+1)2+ (y—1)?

(=3) 03 -
x+— i T

- (x+1)2+(y-1¢ : =(Jc-!+-1)2+(y—1)2

b) € est I’ensemble des points M d’affixe Z tels que f(Z) soit réel.

fZ)réel @ Y=0& x +2y-1=0;(x;y) #(1 51)
€ est la droite d’équation : X + 2y — 1 = 0 privé du point A.
¢) & est I’ensemble des points M d’affixe Z tels que f(Z) soit imaginaire

pur.
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) ' ' 1 3 5
f(Z) imaginaire pur & X=0& (x + E)z_i_(y, E)1= L

; i ) 1 : o g
& est le cercle de centre de coordonnées (- > ; 2 ) et de rayon T privé

du point A.

3) C d’affixe —l+£i
4 4

a) Vérifionsque Be € etBe & B(0; %)

(®:x+2y-1=0 U_+2(%)-1=1-1=0doncBE(ﬂ

" 3 5 1
@Pp - 32 __2:_:B0;_..
g (x+2)+(y 4) T ( 2)
g 7k By 1 1 J
. —emP=— g —="—:Be ?
C(—l;i} ‘Vérifions que Ce &
4 4 _
1 3 5
‘@: _2+ -— =
(x+2)_ (y- 4) 6
(_l+.1_)2+(§-3)2=i+i=idoncCE5’
4 2 4 4 16 16 16

b) Déterminons la nature du triangle ABC
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1
AC=|ZC Z, =——+§£+i—i5=§.+fl=@
44 4 4| |4 4 "4
BC=|Z:-Z,|=|- +§i--1-f=“l+§f=_.@
4 2 4 4 4
AB=|Z, -2, = i+1 =‘1_L=_\/§
2 2
AC2+BC?2= 10 10__.2_0—_5_ . A32=£
6 15 15 & 4

AC?+BC? = AB? et AC = BC, ABC est un triangle rectangle isocele en C.
Exercice 10

1) Ecrivons sous forme trigonométrique
Z, =cos@—isinf = cos(—6) +isin(—0) = [1;-—6]

) . - . iZ i ie+D) T
Z,=-sin@+icos@=i(cosf+isin@)=e’e’=¢e 2 = 1;9+-—2—
L —cosﬁ—isinﬁ=cos(€+:r)ii'sin(é?+:r)=[1;8+;'r]

Z,=sinf@+icosf = cos(E-—B)Hsm(——ﬁ) [l;%-—@]

Z,=-sinf—icos@=—(sin@+icosf)=e¢' e(Tm=e'(_'1"m=|:1§—2’£—-5]:[1—%— ]

i —i _
7, = cos@—isiné _€  _ o _ [1;—28]

cos@+isind e

Z,=1+itanf = sosb-ising o e’ .Comme fe ]—£ 2l coso
cosf@ cosé& 2. 2
>0
Z, =[ 1 ;9]
cos @
= 1 = cos & =cosf.e™ or Be :|£;3£[ donc cos® <0
l+itan@® cos@+isiné 2 2

Z, =(~cos@)(—e ) = (~cos0)e’®™ =[-cos 8,7 - 6]
2) Déterminons le module et un argument des complexes ci-dessous.
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1 1 1 - 1 'T

oz, =———=-— —=—= £ f=—at
. o f_ 2
1+ —\/Eeq '\/:?,_ ‘\/_-

1| = %er arg(Z,) ==~ (27)
°Z, = 3._ 3 . =f [Z |—- \Eerarg(z )——-(2?3')
,1_1 \53_': | 2
1 3 Pl oL 1z
.z3=1+h6= 2e 3 = 2 3(3 ¥ = 2e ”;|Z3|=J§.erarg(23)=—(2-"‘f)
1-i 9 T _ 12
V2e *
2z T 2%
P L ﬁe:' L |Z,|=1.etarg(Z, )—___ (27)
1-i ﬁe"z
. % [(E_2E 311'
.Zs=l+i§£=2e —2[ i =Sy |z |zslﬁze;arg(2)-——(2?r)
3i— 3[—
e * e

El+]

1+i\3 i 2¢ 15 15 3 15 7
°Z, = =| =|—=| =2 =2" 7 l=2 setarg(Zy) ==.(27)
b J2e* e 2_ |

—2;'sinfE
6

x '._{r_ _,'E :'E
l1-e® e®(e 5-ef)_

T 4 T T T
1— — —-l= ¢ T 2 st

. T
S — T JAx
L g v x] [5 x
Z, = g_e‘ e’ =tan-6—.e £ 3 z, =[tan—,— 2_] {—,—-—}

cos— 6 3 2
| 6 . | :
1+itan@)" (cos@+isin8Y €™ ..,
= = = - — iZn ;Z =1. z =2 9‘
L (l—itané’] (cosﬁ—isinf?] gt ¢ “‘- etarg(Z,) =2n
ne N

Exercice 11

\/?_:+: ot 7 = 4

I
—\E+i - l—iﬁ

a) Déterminons le module et un argument de Z et Z'

1) On donne Z =
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V3 1
g i I .4
o7 = 3+i _ (2 +‘2!) _ s _ iE-2 -2 2
T a3 i B 4 e = ;|Z]=l.erarg2=—-§~.(23r)
2(——+=i) e¢
2 2
T 54
4i 4e ? 15+2 3z
.Z': — ='2€ ._2 ﬁ = el
=03 - e |Z| 2etarg(Z") 6

b) Ecrivons sous forme trigonométrique les complexes Z.Z” ; ; gy

=2j— x
.E = ¢ : — le_f[%-hi%) =le_l% =le'% e l'E
z = 32 2¢ T2° 7|22
2e

75 s \4 _‘_E\-" 207 10w -
P20 o=2020 = [Zeﬁ]'[“" V| =166 C e P =16e" = [160]

DZi =3 +ietZy=1-i
a) Déterminons |Z,| ; |Z,| ; arg(Zy) et arg(Zy)

=3 +i= 2[_‘?4.%;‘]:2;3; 1Z,|=2et arg(Zl)=% (27)

rerie BB L) 5% e vz £

‘ Z : ;
b) Ecrivons =L sous la forme trigonométrique

. _ 5 z’_[e 12
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%l )]

¢) Déterminons les valeurs de COSS_:rr et sm-i—;i
£=\/§ cos[s )+z m[ﬁﬂ'] = \E_1+J_+Ii
Z, 12 12 2 2
Par idemiﬁcation:'cos 53: V31 et sin 5% = ﬁ“
242 12 22
st 642 .St J6+42
COoS = et sin =
12 4 12 4
( 6-— 21«./_)

3) On donne Z =

. Ecrivons Z sous fcrme algébrique
(— 3+3i )

[2J_(J_+z)] 120 +243) _4(1+43i
27(-1+i) 27(2+2i) 3| 1+i
4 (l+\/§ikl—:')=2+2«/§+—2+{/§i
3 2 9 .9
Ecrivons Z sous forme trigonométrique

2=y
4f3¢ 6 14z
( ) 48 5 42 X
= — e

3r\? 2z 0
] i
/

L= 4[ cos£+;sm£
9 12 12

o=

5 5 : 7T .
Déduction des valeurs de COSI_ et sin—

2+2J§+—2+2J§__4J§[ T, :r]

= —_— s
9 9 ! 9 00312 1S

12
Par identification on a ;

2+J§=4J§cosl :rcus%:‘/_""r

L=

12 4

4
—2+2\/§=4J§sin%@ Sy T V6 -2
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Exercice 12

Z,=243+2i ; Z 2—(1+‘J_] (l \/-) et Z, =40
Z,
a) Ecrivons Z3 sous forme algébrique

Z
Z,=—t=

Z,

(243 +2i) _(2«/—+2£1( +3)-ill-43 ) 8+ 8i
(EREFTNE) R OV S R
Z,=1+i 4
b) Module et arguments de Z; et Z,. :

Zs =1+i; |Z,| =2 arg(zy) = -‘}(2::)

, 3 1 iz | |
Z, =23 +2i =4[§+Ei}=4e 6 1Z,|=4 argZ) = %(2::)

c) Module et argument de Z,
4 Z z,| 4
Z,==L =27, ="L:|Z|=1—=—=242
3 22 2 z | 2| Iz- | ‘JE .’/_ )
arg(Z,) = arg(Z,) — arg(Zs) = E_E g.._ 1Z,|= 2.2 arg(Zz) = __(2;;}
Valeur de cvr::s£ et sin£
12 12
(1+-J_)+ (l \/_} 2x/_(cos——zsm%]
i T \F+1 :
1+J§=2ﬁcos% CUS Y
Par identification < 1

1—'\/_="'2’\/§Sin£ S'ni_i._._.:.l_
) 12 ["12 2J_
T JE+J§ K _ ‘\/E—\/E '

COs— = et sin
12 4 12 4

2)2_"_ NZ 1,

1
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a) Donnons la forme trigonométrique deZ,Z' et Z'"= ;

Z= ﬁ(ﬁ—ii} = «/Ee_% ; 2'= «ﬁ[ﬁ——@:} = J’:’e_i%
2 2 % 2

ei]‘z
zt
b) Valeur de ct;}s£ et sinE
12 12
o Z_6-if3 _(B-i2li+i) _JE6+i2 62,
Z' 21-i) 4 4 4
7 .. m 62  J6-42,
= C08— +1811—= + i
12 12 4 4
. x J6+42 . m J6-2-
Par identification : cos—= et sin—=
12 4 12 4

¢) Résolution dans R

(Jg+ﬁ)cosx+ (J{_i—ﬁ)sinx =2 4(cos%cosx+sin%sin x] =2

S T R ] o -

& o8l —=x|=— & CO§| ——X | =CO5S—
[12 ) 2 (12 3
LT

o {12 3 LeZ

Zx=—Z+o%x
3

(12

X= %+2k:¢ oux= %4-2}4:: - R EIZ
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1 57 "
={ -+ 2k7; ==+ 2k ; iz Sz
Sz={ 1 P kz, keZ) ; S[o.zari'“{ }

4’12
.fE
12
2:_
4
Exercice 13
2 2

1)a- C'a.lcv.llunsj2 ;j3 ;j4 i 13

Z ., &£ . 1 .5

‘=e 3 j = 3 =-=———;—
J J J 2 '
3 "zTK 3 _ - B 1 .43
j =|e = =Lj' = =5 =i = i
2 2
i .3 12
=P =
Vérifionsque 1 +j +j2=0
P T
l+j+j2= ~=0
L=
b-z,=j" neN
Mommns que ]a suite (zn) ne N est pezélodlque sl e
z=P=1  zs=j=jizs = =it 2=’ = 1= B3 Zna=f P =P =" = 24
Pour tout ne N, Zn3 = Zn . La sunte (z,) ne n est périodique de période 3.
¢) Déduisons jmz, J Wz et

Sin=3k, keN,j" =(°)*=1
Sin=3k+1, keN,j" —ijj J

Sin=3k+2, ke N, j"=j"xj2 =2 |
2002 667x3 + 1 ; 7% = j ; 2003 = 667x3 +2; *™ = j2; 2004 = 668x3 ;

0=
2) Sn=14j+2+..+]"

Scanned by CamScanner



74

a- Calculons S, S, Sg, Si3
S;=14j+j2=0(l.a) ;
Ss=1+j+j2+ji==1

Se=l+j+j+.+j+jf=—1=0

Siz=1+] +jz+...+jlz+j|3= - =I
1-j 1
b) Exprimons S, en fonction de n.

Sp=l+j+j2+.."= .
, =7

Simplifions S, suivant les valeurs de n.

Sin=3& feN,n+1=3k+1orj*" =j

_-n+] 1___
Sin=8E8s 01 - ) ag
1— 1-7
Sin=3&+1, ke N,n+1=3k+20rj*?=j
_-n+l _ 32
Lt G -_—1+j=l+f£
1-j 1-j 2 2
Sin=3&+2, ke N,n+1=3k+3orj*"
a2 __ 3
Sn=1 J =1 J,=0
Y—F 1-7

Exercice 14
1) On donne a = JE-1+;(JE+1)
2+i2

Sp =

==1

a) Ecrire a sous la forme algébrique et sous la forme exponentielle

V2-1+i2+D)2-i2) 2 A2
a= sot a=—+1—
2+iv2)2-iv2) AL
| u::onsf,’=-?2
Ona |a|=l,arga=8 avec soit @ = —
4 -
smﬁ—T

rr .. T i—-
a=cos—+isih—=1]e*
4 4

b) Determiner I
I={ne N: a" réel)
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—_—

. in .
D’apres la formule de Moivre, " = "4 arga” =n”
4

a" e R @arga”:ﬁ:rc(ﬁeZ)@ HE*ER en=4R ﬁ_efhl

I est I’ensemble des naturels multlples de 4
1={0,4,8, 12, ...}
¢) Déterminer J

J={peN, a® =2i,A>0}
= 2i,(1>0) o p£=g-+2:€n (ReZ) & p=2+8k

J est 'ensemble des termes d’une suite suite arithmétique de 1°" terme 2 et
de raison 8.

J={2,10, 18,26, ...)
d) 2004 est-il élément de I 7 de J ?
2004 € 1512004 =4k soi k=501 € Z ;2004 € I

2004 € J5i2004 = 2+8.€smt€—1—%0—1£22 2004EJ

2) a- Préciser la nature de T

7T

TM(2)=>M'(Z’) 12’ = %(1+ i)z.0naz =az= e *z T estlarotation

de centre O et d’angle %

.3

Ecrire z, sous forme exponentielle. za =1 - IT

= Jrek 248
3 3

cosé =

T s s 243 -
‘arg z, = 0 avec < 9=—E.DouzA=—3—-e &

sinf =—

ml-—-”|®

En déduire I’affixe de A’ =T(A)

zf g 2~/_ K

ZAQ —‘/2—5—(1“)(1—;-{): ‘/_[(J_H)H(\/_ )
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D’ol zy: 2‘/_ ,f(\fi+l)+:——( B=i) .

: 4 Vs L
ti d — et —_—
Déduction de <:nns.12 e sun12

En identifiant les deux formes de z4', on déduit que :

'¥c s%—f(ﬁ+1) r;:os-l—i——(x/g+\/_)
: ' soit <
Z‘F (f ) ksin%=iﬂ «fg—ﬁ)

: 7
Donner une valeur simple de tan 2

z Mg J6-2 _B-1 l(ﬁ e (4_2\@)‘

tan — =

T ws® «JE+«/_ JB#1 -

cos
-2

tan— =2-43
c) Resoudre dans [-7; 7], I’équation (2 —3 )cos 2x+sin2x=~3-1

.
sin —
L’équation équivaut 2 li cos2x+sin2x =+/3 -1

COS—
12

s1n%c052x+cos%sm2x 3- 1)cos£=(\/§ l)i(\/g-i-ﬁ]
SIH(ZI-!']EJ (J_ lx«f_ )_=-\g=sin%

rl

_ 4
2+ X =2 L okn lx=—
| ST X = 1 +kw
D’otr {ou ' s0it 4 ou (ke Z)
V4 4 T
x+t—=r-—+2k'x =—+k'
L 2 2 LLx +k'm
En variant Ret K dans Z, ona: § = {—-I-E . -JE- £
12.7 3123
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Exercice 15 : ;
(0,it,V v) repere orthonormé d’unité 2cm, A pomt d’affixea=5- i3 ;B

tel que OAB soit équilatéral direct, c'est-a-dire (OA,OB): “(27) etle
3
milieu Q de [OB].

1) Démontrons que B a pour affixe b =4 + 2j+/3 . L’écriture complexe de

x :
la rotation R de centre O et d’angle -';i estZ’ = e 3 Z. B est I’'image de A

b=[%+:§]( 5—iv3)=4+2i3.

Q est le milieu de [OB] donc q = % =2+i3. ABQK est un

parallélogramme si et seulement si AB= KQ Donc b-a = q Zx d’ otl Zx
=q+a-b=3-2i3.Zx=3-2i/3.

Zy

2) Démontrons que est un imaginaire pur.

K
Ze—a 3-2i3-5+iv3_ 1. 3.
Zy 3-2i3 v3 3

*Nature du OKA
(&,:&E{'): arg Zi-a =arg —ﬁi = -2 (mod27)
7z, 3 2 b

Le triangle OKA est rectangle en K.
*Nature du quadrilatere OQAK

ABQK est un parallelogrammc donc KA =0B et Q est le rmlleu de [OB].

Donc OQ = QB .D’oll KA = OQ. Par suite OQAK est un parallelngramme.

Le triangle OAK étant rectangle en K, le parallélogramme OQAK est un
rectangle,

He= Ef{_ Calculons
3 =0

Ze=b _ 3-2i3-4-2i\3 —1-4;J§

=3
7 = 1 4
e 3- 2:\:‘3—9+%; 3 —«?—J-?
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(&, EE)= arg{ L b] = arg(3) = 0(mod27)
Zi k& _ y

I

CK,BK ):: Omod2rx ;les points A, C, et K sont alignés.

Exercice 16
1) Résolution dans C de I’équation Z2 -2Z + 2 = 0;A=-4=(2i)}

Zy=1-i;Z,=1+i S={1-i; l+]} |
2) N est le symétrique du point M par rapport au point L. Donc Lestle

o 1
milieu de [NM] et a= E (Zm + Zn) . D'ouZy = 271 — I
soit Zy=2+i (V3-2)
3) L’écriture complexe de la rotation de centre O et d’angle g—

est Z'- Zo = i(Z — Zo) soit Z' =iZ donc Za = iZy = /3

etZc=iZy =(2- +/3) + 2i.
4) L'écriture complexe de la translation de vecteur ii d’affixe 2i est:
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Z=2Z+2.DonCZp=Zy+2i=(2-3)i: Zg=Zn+2i=2+i3

s ZatZo 2+H3+Q2-\B)i |
5 > =l+i=2Z_ 4
Z,+Z. _3+2-3+2i '
- > =l+1=2Z, K estle milieu des segments

[DB] et [AC). Donc ABCD est un parallélogramme.
Z.-Z, _2-3+2i-1-i

= = i. On déduit
Z,~Zy 2+0B-1-i FRE
Z.-Z\1Zc -Z,| ck
Z,—Zy||Z5-2,| BK

=1.D’oi CK = BK.

Z.—Z — —
De plus arg [—C—K) =argi = s (KB; KC'). ABCD est
Ly—Ly . 2

parallélogramme ayant ses diagonales perpendiculaires et de méme
longueur. Donc ABCD est un carré.
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Exercice 17
: 3—i. 2+ -
1)d=: ; + 22 (B +i)1-41)-14(1+1)
=l i
a) Ecrivons d sous forme algébrique

3—i 241 { ;
d=1 21'+ L+ (3+i)(1—-4i)-14(1+ )
—2i i
d=————~(3_E]§1+2E}—E(2+i)+?—1|1'-28¢'=——-5;5f—2£+1+?—39i=1+i—2f+3-39f
d =9-40i
» Déterminons les racines carrées de d
SoitZ=x +iy; Z2=(x2-y)+2ixy;

L P A ] ' xz_yz:g
|z =|Z[p = x2+ y2 = V92 + 402 = 41. On obtient le systeme < x2+ y2 =40
xy =—20

1
EZ) (et @) = 2=25=x=50ux=-5

) KDe y2=16=> y=4 ou y=—4
€)]
(1), Q) et (3) = (x,y)=G;det(x,y)= (-5 ; 4).
Les racines carrées de d sont donc : 5-4i et -5+4i1
b) Résolution dans C de I’équation ; Z2-(3 + 21))Z - 1+13i=0
A=G+2i)2-4(-1+13)=5+ 121 +4 -52i

+5—4i 3+2i=-5+4i

5:9—40i;21=3+2'!+5 4 o % = +2s:2 i
Zi=4-ietZy=-1+3i S={4;-143i)

2) Soient A(4 —1) et B(-1 + 3i)
a) B est image de C(Z) par la translation t dont le vecteur a pour affixe 4i.

Déterminons I’affixe de C. Zg = Zc +41
oZc=Zp-4i=-1+43i-4i=-1-1.Ca pour affixe -1 — i.

b) Déterminons une mesure en radiations de I'angle (ai C_'B;
Z_=Z,~Zc=4-itl+i=SZg=2,~Z = +l+i=1+3i = +4i

L e Z— ; ST
(CA,CB)= arg{z—”] = arg[%‘—} =argi = % CA,CB)= % ;

A
iz+3+1i

t=4+1

3)M(z)avecz#4-i1 Z=
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a)Onai(z+1 —3i) =iz +i + 3. On a donc: z = &*+1=3)
Z—4+i

b) Donnons une interprétation géométrique de I’argument et du module de Z
On a A(4 —1) B(-1 + 3i), M(Z).

!z -1+ 3!] ]z ZBl BM
lz—(4-1i) T AM
Arg(Z) = arg[i(z+1-31)] - arg(z -4 +1i)=

%+Mg(z—zb)-arg(z—zﬂ)=%+(W,W)

12| =

Arg(Z) = —+(AM BM

c) ]Z] =1 & AM = BM & M est sur la médiatrice de [AB]. L’ensemble

des points M du plan tel que |Z| = 1 est la médiatrice (A) du segment
[AB].
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Exercice 18
1) Résolution du systeéme

iZ + Z' = —QJ_ o iZ +Z' —2\/_
7 —iZ'==2 T =i7'==
97'= 232 Z=-3+ie Z'=

(=)

5

—f3-i

2

2

iZ+2'=
—iZ+2'=

7 7D Z=iZ'2=i3+1-2=—i3~1

7 =1 +i3.
K1+Niﬁf-ﬂ )
z)zA_-1+1f Zy =43 =1

Ecriture de Za, Zg, et Za.Zg sous la forme trigonométrique.

/
Za= 2 —l+i£ —Z[COSZ—E+!SIH2—E]
L 2 2 3 3
i .
Zp =2 ——3—-1 :2[cos7—x+fsin?—x]= c
i 2 2 6 6
/A

_-4(

Sm
6

1 ln‘]

=)

4
cos— +isin—
6

b) Calcul de Z: et Z;

it 4

,'E i—ax3 g
=2 3;Z)=2e =8¢ =8
".-‘;rr ;21x S aAr,
7 —zeﬁ 73 =2l 5 M

Z? estunréel et Z, est un imaginaire pur.

7 =g
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NrA)=C S Zc=-iZy= \3+i
b)r(C)=D & Zp=iZc=1-i3

4) a-Zp + Zp =0 =7y d’ ot 0 est milieu de [AD]
Zg + Zc =0 =Zy d’ol est le milieu de [BC]

zZ, _--1+\/§£=—f(—i—«/§)

% =1=afi —i=+3

ZA ] ZA i ?3'
c~- Nature de ABDC =

D’aprés 4)a. ABDC est un parallélogramme. - )
D’aprés 4)b., les diagonales sont perpendiculaires et de méme longueur.

D’olt ABDC est un carré.

=—i

b-
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CHAPITRE IV : COURBES PARAMETREES

I. Définition d’une courbe paramétrée

1) Définition '

- Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal (8,1, ). Soit deux
fonctions numériques f et g définies sur le méme intervalle L. L’ensemble
G des points M(t) de coordonnées ( f(t), g(t)), t € 1, est une courbe
paramétrée dont une représentation paramétrique est

{Fﬂr) tel.
y=g@® ‘

t est 1a paramétre (il peut étre désigné par une autre lettre : u, v, w,) Le
pomt M(t) de coordonnées (f(t), g (t) ) est appelé point de parametre t.

ME)=10) T +g® j
f (¢) telestle systtme d’équations paramétriques de la courbe,
g(t) appelé aussi représentation paramétrique de la courbe

Exemples
x(t)=—1+3t

1) Le systéme d’équations paramétrées
) Lesy 4 ¥ {y(t)=-—-2+2t

Définit la droite A passant par le point A (-1 ; -2) et de vecteur directeur
7 =3 i + 2 j;leplan muniétant d’un repere orthonormal

(8,iv]) |
2) Dans le repére orthonormal (3,1, j ), une représentation paramétrique
du cercle G de centre o et de rayon R est :

x(t) = Rcost
d te[0, 21
(©) . {y(r).= Rsin; o !
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x(t)= Rcost -

y(t) = Rsint
cercle représenté en rouge par la figure ci-contre

La représentation paramétrique x{ o [0 T J i dé‘
"2

II) Tangente a4 une courbe paramétrée

1) Définition :
Soit f et g deux fonctions dérivables en un nombre réel t; d un intervalle

=f(t) X
y=g() .

I, ('G) la courbe paramétrée d’équation { =

dans.Je‘planmantdun feﬁéfﬁ (2,i, j). On appelle vecteur dérivéau
point M(tp) de la courbe () le vecteur 7 (to) défini par :
V (t) =F(to) i +g(to) j

—

2 1e.)

Ce vecteur se note aussi

2) Exemple
La représentation paramétrique du cercle (C) de centre O et de rayon R

3 x(t) = Rcost
*=10 y(t) = Rsin¢

s'écrit: V ()=-Rsini +Rcos t j

te [0 ; 27[ on déduit que le vecfté_'m_" dérivé vV ()

IV (t)”= R, donc V (t) n’est pas le vecteur nul. De blusOM (r) Vv

()=0; V ( t) est donc orthogonal a la droite (OM(t)), c’est donc un
vecteur directeur de la tangente au cercle (G) en M(t).

Remarque
Du point de vue cinématique, si le vecteur OM (1) = x(@® i+ y@® ]
détermine la position du point de mobile M(t) en fonction du temps t, le
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vecteur dérivé Vv (to)= x'(tg) i+ ¥y (to) j est le vecteur vitesse
mstantanee du pomt mobﬂeM(t)ﬁl 1nstant to. 2y ReF

Defimtlon
Soit I'un intervalle, (G) une courbe parametrée dont une representanon
t
paramétrique est { =) tel
y=g()

Soit T{) un’ point de I. On suppose les fonctions f et g dénvables en t{) et
telles que le vecteur dérivé V (tg) soit un vecteur non nul.

La droite passant par M(tp) et de vecteur dlrecteur v (tp) est la tangente a

(G) en Mty
4) Propriétés des fonctions coordonnées et mtcrpretatmn géométrique.

=f(®
| : y=8(®
dans le repére orthonormé (G,i,j). Lorsque les fonctions x et y

présentent des particularités (périodicité, partie), celles-ci se traduisent
par des propriétés de la courbe (G).

Soit la courbe () de représentation paramétrique { tel

a. Périodicité - - :
x(1)
()
Si x et y sont deux fonctions périodiques qui admettent le réel positif T
‘pour plus petite période commune, alors la courbe (TG) est obtenue

complétement, en faisant varier t dans un intervalle d’amplitude T.
Exemple: (G) est la courbe de représentation paramétrique

Soit (G) la courbe de représentation paramétrique { te R

x(t) =cost
4 e o L 1s afE R
| y(rl) —00521
‘Les' fonctions de tr> x(t) et ti>y(t) sont périodiques de périodes
respectives

2n et 4m, la plus petite période commune est 4n. La courbe (G) est

obtenue en faisant varier t dans un intervalle d’amplitude 4n par exemple
2w 2xn [,
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b. Parité | _ : .
Lorsc,lue les fonctlonslxi et y sont paires ou impaires sur I, les points M(t)
et M'(-t) ont des positions relatives remarquables, et la courbe posséde

a!ors certaines propriétés de symétrie. Le tableau ci-dessous regroupe les
différents cas possibles pour les fonctions x et Y, et donne la propriété de

la courbe correspondante.

X paire X impaire
Y paire M(1) et M’(-t) sont confondus. La | M(t) et M’(-t) sont symétriques par
courbe G est entidrement obtenue | rapport A I'axe des ordonnées, qui
en faisant varier t dans INR, est axe de symétrie de la courbe
Yimpaire | M(t) et M'(-t) sont symétriques par | M(1) et M’(-1) sont symétriques par

rapport a I'axe des abscisses, qui

rapport a I’origine Q, qui est le

est axe de symétrie de la courbe

centre de symétrie de la courbe

III) Plan d’étude d’une courbe paramétrée .
G=FEY .

Soit la courbe (G) définie par les équations { I
' y=g(@)"

1. Choix de P’intervalle d’étude

a) Périodicité R : _
* Etudier la périodicité éventuelle des fonctions f et g. Si T est une
période commune a ces deux fonctions, on choisit pour intervalle d’étude

1.1
23
b) Parité - C e
Etudier la parité des fonctions f et g. Si ces deux fonctions sont paires ou

impaires, on réduit I’intervalle d’étude a [D;é] ;

¢) Symétrie L

- Calculer f [%—r) et g[%—t); comparer les a f(t) et g(t) de fagon a
mettre en évidence une autre symétrie €éventuelle de la courbf_: (G)eta
réduire I’intervalle d’étude a [O;ﬂ

- 8i 1 désigne I’intervalle d’étude réduit et (G ,) la 'partie de (G)
correspondant a I, préciser les transformations permettant d’obtenir (G) a
partir de (G ).
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2) Etude des variationsde fet g

_ Résumer les résultats obtenus dans un tableau de variations communes
aux deux fonctions f et g. | ERRES SN R i 4 '

- Préciser les points particuliers (points en lesquels la tangente a (G) est
parallgle aux axes de coordonnées).

3) Tracé delacourbe -~ . -'

- Tracer la partie de (G) correspondant a t éléments de I

- Compléter le tracé de (G) comme prévu au 1 ci-dessus.

- Déterminer éventuellement les points communs 2 (T) et aux axes de

coordonnées
- 11 peut étre utile de mettre en évidence le sens dans lequel le point M

décrit la courbe ('G) lorsque t croit dans E.
Le tableau ci-dessous donne quatre situations de référence dans la
construction du courbe :

=

=

'Extrait du (X B[ (x
tableau de l / l/ >
variations y | / y |\ y

"
g

Allure de la

courbe

/“.

=

//'

M
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EXERCICES

Exercice 1 : TN : _ -
Donner une représentation paramétrique de le courbe -(‘G’) d’équation
x*+y2-2x+2y = 0. Caractériser la courbe (G). "

Exercice 2
Soit (C) la courbe dont un systeme d’équations paramétrique est

a
xX=—-
cost : . 5
_ b ﬂ>0,b>o;t€]—ﬂ;'n[\{-nﬂ;mfz } :
L sin ¢ | {
a- Etudier les éléments de symétrie de cette courbe. Montrez qu‘e' (G)a
242 Yo R
pour équation cartésienne y? = o

Exercice 3

Etudier et représenter la courbe (G) dont un systtme d’équation

paramétrique est , ; '

{x(r) = cost te R
y(t) = cos 2t

Exercice 4

Soit (G) la courbe dont un systéme d’équation paramétrique est :

{x(r) = Si_n 3t e
¥(t) =sint

a) Etudier la courbe (G)
b) Exprimer x en fonction de y. en déduire une équation cartésienne de
(T)
¢) En prenant y pour paramétre, trouver un vecteur directeur de la
langente au point
K (-1;1) obtenu par t = /2
d) Tracer la courbe (T)
Exercice 5

x(t) = 2cost

y(t) =-—sin3¢

Pour tout réel t, calculer x(t + 2m) ; y(t + 27) ; x(-t) ; y(-t) ; X(W/2+t) ;
X(/2-t) ; y(x(n/2+t) et y(n/2-1).

En déduire les propriétés géométriques de la courbe ().

Soit (G) la courbe paramétrée définie par : { e R
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Exercice 6

Soit () la courbe dont un ‘systéme d’équations paramétrique, dans un
= t t

x(t)=(1+cos )CF)S ‘e R

y(t) = (1+cost)sin?

a) En utilisant la parité et la périodicité des fonctions f.et g, réduire
I'intervalle d’étude et déterminer les symétries éventuelles de la courbe (G).

b) Etudier les variations des fonctions x et y
c) Montrer que si t #II, la droite O (!) a pour vectcur dlrecteur i (t)

avec i (t) = +cost 1_+Sm i
d) tracer la courbe (G).

repere orthonormal direct (5,1, ])est: {

Exercice 7
Le plan est muni d’un repére orthonormal (a i ;) Soit la courbe (C)
2 : o x(t) =cos2t .
d’équation paramétrique : te R
. y(t)=cos3t

1) Préciser les valeurs de t correspondant

a) Aux points ol la courbe (G) coupe les axes

b) Aux points d’abscisses 1

2) Tracer la courbe (G). (On admettra que la tangente a 'G au point K(1,
1) a pour coefficient directeur 9/4

Exercice 8 - -
- Soit (G) la courbe dont une representatlon parametnque est :

x(t)=1+2¢ost- N &zl

{y(t} tant + 2sin¢ g ] 2’ 2['

a) Comparer les points M(-t) et M(+t). Quelle propriété en déduisez-vous
pour la courbe (G) 7

b) Etudier les variations des fonctions x et y sur [(} /2[

c) Tracer la courbe (G).
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Exercice 9

Soit la courbe (G) définie paramétriquement par

1 _
My= 3 (2cost +cos2r)

3 : e te R
y(t) =§sin 2t :

1) a) Comparer les points M(t + 21) et M(t) puis M(t) et. M( t) Dedulre
qu’il suffit d’étudier x et y sur I'intervalle [0, n].

b) Soit (G ) la portion de (G) obtenue lorsque t € [0; m]. Preclser les.
transformations qui permettent d’obtenir (G) A partir de ('Gl) (’C) |
2) Etudier les variations de x et y sur [0; n].

3) Construire la courbe (G).
Exercice 10 (Non corrigé)
Etudier et représenter les courbes paramétrées suivantes :

x(t) =sin 2t
r
a) (I'1) {y(r)=cos3r te R
b) (T) {x(r) = c.osr +43 _sint R
(£) =sin3¢

Exercice 11(Non corrigé)

I' est le cercle trigonométrique (centre O, rayon 1). Soit P le pomt de F de
coordonnées (cost ; sint). P se projette orthogonalement en A sur 1’axe

(8,1 ), eten B sur I’axe (&, j ). Soit P’ le point de I" de
: i1 . :
coordonnées [cos[r + %].sin[r +5D . P’ se projette orthogonalement en

A’surlaxe (3,7 )eten B’ surl’axe (3,7). - . 0 Juol
Soit M le point d’intersection (lorsqu’il existe), des droites (AB) et
(A’B’).

a) Montrer que les coordonnées x(t) et y(t) du point M(t)

: x(¢) = sint.cost.(sint — cost)
vérifient : : _
y(t) =sint.cost.(sinf + cost)

b) Comparer M(-t) et M(t) ainsi que M(7 - t) et M(t). En déduire que les
droites d’équations y = x et y = -x sont des axes de symétrie du lieu du
point M(t) pour te [0 ; 2m].
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c) Etudier et représenter le lieu G des points M(t) pour t € |:U, E} .

Tracer les courbes G et G’ de deux couleurs différentes.

Exercice 12 (Non corrigé)

Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal direct (o i,j)d axes (0X)

et (oy) (pour la figure demandée, on prendra 2 cm pour unité).

1) Soit G la courbe paramétrée ensemble des pomts M(t) de coordonnées
x(t) =cost |

{y(r)= sint —2cost

a- Comparer les points M(t) et M(t + 27).

b- Montrer que les points M (t) et M(t + 27) sont symetnques par rapport & O

te R

A
2) On appcl]e 'Gl I’ ensemb]e des pomts M(t) lorsque t decm[—E b |

a) Etudler les variations de x(t) et y(t) pour t Eléments de

-

» ¥

MIa
S

I’ mtervalle [— %: %} On pourra montrer que sur I'intervalle }
, 1 ) o 5 1 7 = .
y’(t) = 2cost( 5 + tan) et introduire I’'unique réel o de ]- E’E[ vérifiant

1
tanci = -—.
2

b) Déterminer les coordonnées des points M(— i;) et M(%J , et donner

un vecteur directeur de la tangente & G en chacun de ces points.

En quel point la tangente 2 €, est-elle parallele a (oy) ? Donner les valeurs
approchées, a 10 pres, des coordonnées de M(c).
3) Construire la courbe G ; placer en particulier les points introduits en

2.b.
4) Trouver une équation cartésienne de la courbe G,

Exercice 13 (Non corrigé)
Le plan P est rapporté a un repére orthonormal (5,i, }' ).
On se propose de tracer la courbe T, ensemble des points du plan dont les
coordonnées sont définis en fonction de la variable réelle t par :
M) {x(:) = 4c?5351n 2
y(t) =4sintcost
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1) Préciser la transformation ponctuelle transformant, quelquc soit le réel
t, le point M(t) en : : R

a) le point M(t + 27).
b) le point M(-t)
c) le point M(7 - t)

d) le point .M (% - r]
On appelle G la partie de la courbe G correspondant aux valeurs de t

: /4 , |
comprise entre 0 et i Expliquer comment on peut déduire la courbe G
de 1a courbe G,.

2) Etudier les variations de x et y sur [0, %:—] On'refnarquerd que y’

s’annule pour une valeur to, que 1’on ne cherchera pas a caiculer, mais
dont on donnera une valeur approchée.,

3) Tracer les courbes G et Gde deux couleurs d1fferentes Prec1ser les
tangentes & ‘G aux points de parametre t; =0 ; t = —

4) Z(t) étant I’ affixe du point M(t) de la courbe G, calculer'en fonction'
de t, le module et un argument de Z(t).
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C_OIRRIGES DESEXERCICES '
Exercice 1

() 1 x24y22x+2y =0 & () ¢ (x- 1)2+(y+1)2 =
(G) est le cercle de centre Q(1 ; -1) et de rayon \f2 Le plan etant mum

d’un repere orthonormé (8,1, _,t) soit M(X ¥)-

F 3
J :"" M(x, y)
i/
—
| #
f t

En posant t = (7 ; oM ) on obtient QM =2 costi +V2 sint j

x=1+2cost
Soiti ;.4 &
y=—1+ﬁsmr

principale de (7 ;Q_M') P
Exercice 2

€ ]-m; ®] en prenant la mesure

a
*= cost z x|
(G): 4 B a>0b>0:e} .72'75[/{—-2— -5}
= ,
a) Déterminons les €léments de symétrie de ()
- [x(=t)=x(1) |
| Jty(—':) =-(1)

M(-t) se deduit de M(t) par symétrie par rapport a (ox), ce qui permet
d’obtenir la partie de courbe pour t €]-n; -n/2[ U ]-n/2 ; O[ & partir de
celle sur ]O, n/2[u ] n/2 ; n[ par symétrie par rapport & (ox)

x(mw—1)=x(¢)

{y(s’r— 1) ==y(t)

Scanned by CamScanner



95

par symétrie par rapport 2 (0y), ce qui
W2, = [ a partir de celle sur ]0, nf2[ par

M(n — t) se déduit donc de M(t)
permet d’obtenir la courbe sur ]
symétrie par rapport a (oy).

Les axes (0x) et (oy) sont des axes de symeétrie de (G). En compo-santlcés

deux’syme:tnes axiales, (G) a donc I"origine pour centre de symétrie.
b) Déterminons une équation cartésienne de (G)

2 2
2= < = i or x2= a’ & oS = a? ssintt=1 2
sin2t 1-cos?t cos2t T S 8 ~Ras%
b? b2x?

par suite : y2= =

i :
. o b2x2 . s
Tout point (G) vérifie y? = - '
ik . : b2x?
Réciproquement, peut-on a partir de y2 = > » fetrouver (G) ?
x2—-a :

b2x2

yi= est définie pour x2>a2 soit |x| > a

xz_az

Si cost décrit]-1; 1[ \ {0} , %décrit]-w;—l[ U ]1, +oof
cos ¥

On peut donc poser x = i—, t€J-m, A\ {-a/2,0,7/2} - o

cost
(pour obtenir x #a, X #-a)
a%b?
2 b? b E b
pe= CSSI = g PR s 2
a sin?¢ sin? sint ;
cos?t _ o , o
Le changement de t en -t échange ces deux formules. On peut ‘donc
prendre;;:i», La courbe (G) a bien pour équation
sint ETT
tin b?x?
cartésienne y2 = :
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Exercice 3

1) Détermination de I’intervalle d’étude :

Les fonctions t - x(t) et t > y(t) ont pour périodes respectwes

2r et . la plus petite période commune est alors 2z, la courbe compléte
est obtenue sur I = ]- & ; n] par exemple.

La fonction t > x(t) est paire et la fonction t > y(t) est impaire. G est

donc symétrique par rapport a (ox). Nous pouvons réduire 1’intervalle
d’étudeaJ=[0,x].

2) Etudg des variations simultanées des fonctions coordonnées
X et y sont dérivables sur ’intervalle J et pour toutt € J

x’(t) = -sint et y’(t) = 2 cos 2.

Pour tout t € J, x"(t) <0

Pour t € J, y’(t) se factorise sous la forme :
Y’ (t) =4 (cost — 1/2)(cost + 1/42)

'_I'ab%eau’ de[jrarlatlon /4 s -311_,4 | ]

x@® |0 - \!2/2 EEIE P Y 0
B N I, T ' B - -
. ' . . -1
v 12 + 0 o AR - 0 + 7)
' 0
g 1 =
Y@ \ .
i -1
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2) Tracé de la courbe

oints |t T = e
P x(t) |y V(1)
A 0 1 = [0 15 pies s
10 v 2 V 11(8,])
( |
_ 3
z N Vb e
B Z |Ne 2 Ty
|z | R e
'
V4 - (-1 : ;
0 — 0 0 |74 J 0E T
{2 [ T
. 3= | 2|, (V| 2| |vreD
4 2 . 0
T ks | 0 1% V.11(2,])
D 2
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Exercice 4
x(¢) =sin3t
gy [FO=sin3
y(t) =sint
a)  Etude de (T) : _
x(t +2mn) = x(t) et y(t + 2 w) = y(t), la courbe (G) est complétement
obtenue en faisant varier t dans [-n ; 7 ]. ' o

x(-t) = -x(t) et y(-t) = y(t)
les points M(-t) et M(t) sont donc symetnqucs par rapport a o.
11 suffit d’étudier (G) sur [0, 7] et de compléter par rapport a o.

x(m-t) = sin(3 n-3t) = sin 3t ; y(x —t)= sint.
b)  M(n-t) et M(t) sont confondues, sur [ 0, = ], la courbe est décrite

deux fois : il suffit d’étudier () sur [0, ';E]'

ok V4
x et y sont dérivables sur [0, E] etona:

x'(t)= 3cos 3t, y’(t) =cost

Sur [0, — [ cost > 0, y est strictement crmssante sur [0, -2-]

x’(t) =0 & cos3t=0,3t€]0, 3%] ;. cos 3t s’annule pour :
st=Z t=ZFan=3Z,1=2
2 . b 2 2

Sur [0, % [ 3t € [0, 5 [, cos 3t > 0, donc x est strictement croissante

7
O,—.
sur [ 6]

"Sitf"] E, L E 3t € ] E,' 3% E coé 3t < 0, donc x est strictement

décroiss tesur[ﬂ ﬂ:]
écroissan —pi—i],
6 2
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Tableau de variation

t 10 /6 .
x'(t) + 0 0
x(t) /»1
D \ _-'1
y'(t) | + | 0
y(®) U_/,/l-/z—”"/’”
V(0)=37i+ ]
= LT _ ﬁ - T
v (E) = j -En M(—ﬁ‘)

La tangente est verticale 7 (%) =0

b) expression de x en fonction de y
sin 3t = sin(2t +t) = sin 2t cost + cos 2t sint
= 2 sint cos?t + (1 — 2 sin2t)sint
= 2sint(1 — sint) + sint — 2 sin’t
sin3t = 3sint- 4sin’t
X=3y- 4y3 . y = sint donc y décrit [-1 ; 1]. Une équation cartésienne de

la courbe (G) est donc x =3y — 4y3, lyl < 1.

; T
¢) Vecteur directeur de la tangente au point K(-1 ;1) pourt= CR

. x=3y-4y’
On peut paramétrer la courbe par : . ye [-1,1] .
y= .
Le vecteur dérivé V |(y) = (3- 12y’): + j.Le pmnt K(-1 ;1) est obtenu

poury=1.V (1)=-9i+7.
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Donc la tangente en K(-1 ;1) admet pour vecteur directeur :-9 [ + j

A
J
=% >
(6] 1

Exercice 5

x(t) = 2cost
('G) teER
y(t)=-sin3r
. t - x(t) et t (b sont penod1ques de période 2 m. La courbe
compléte est obtenue en faisant varier t sur [ - 1:, [
x(t + 211) x(t) y(t +2m) = y(t)

e t F>x(t) ‘est paire et t > y(t) est impaire: la courbe (G) est
symétriquement.par rapport a I’axe des abscisses.

o : x(12r-+ t) =’—x(—§-— t)ety (-;.i+ t) = -y(—g—— f). les po_i.nts

M(%'-, t) et M(§+ t) sont symétriques par rapport a 1’nrigine O du

repére. L’origine O est centre de symétrie.
Exercice 6

x(t) = (14 cost).cost
( . €R

y(¢) = (1+cost).sin 3¢
a)t > x(t) et t = y(t) sont périodiques de période 2m, on peut étudier
(G) sur [ ; @], (M(t) = M(t + 2m), t € R).
t = x(t) estpaireett > y(t) est impaire. Les points M(t) et M(-t) sont
symétriques par rapport 2 ’axe des abscisses. On peut étudier

Scanned by CamScanner



101
(G sur [0, ]. 1=[0, ).

b) Variations des fonctions x et y sur [0, n]
Les fonctionst > x(ett > y(t) sont dérivables sur [0, n]

x'(t) = -sint — 2sint.cost = -2sint.(cost +l )
2

y’(t) = 2cos?t + cost ~1 = 2(cost + 1)(cost —%)

- etude du signe de x’(t) et y’(t) sur [0, =]
- sit€ [0, ], alors sint >0

- cost + le- >0 < cost> -% soit [0, 2n/3]
cost+1 >0 pourte€ [0, x]

1
cost — 5 >0 & cost> % soitt € [0, n/3]

Tableau de variation - '
t 0 /3 /2 2n/3 R

Xo o - b - - 1 -0 = o .
X |2 — 7 = ' Of o
‘—-—._-_-“’ 0 ;
o 12+ N[0 R S 1
(t 3v3/4 :
~J3f4\
. | | T
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remarques
points |t x(t) [y@®) |V ()
PR PR TS IRV (PR i
A 0 2 0 v ] vV /(o))
)
4 'J_ ;
o LB Y :
B % 2 ¥ Vko] V I1(5,7)
. ()
C (T A /
2 \— L/
o B - -
R B |7 V 1(5,])
3 |4 |4 Y
E T 0 0 V nexiste pas

¢) Montrons que si t # 7, 1a droite OM (t) a pour vecteur directeur
#(t) = (1 + cost)(costi + sint :i'-) est colinéaire au vecteur non nul

ii (t)=costi +sint j.

d) TraCé-lé _courbe (I'CJ :
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Exercice 7 -
1) a- Valeurs de t correspondant aux points o ('G) coupe les axes.

. C052t=0®2t=(2k+1)-§<=b t=(2k+1)%0i1k€2

La courbe coupe I’axe des ordonnées lorsque x(t) = 0, c’est-a-dire

lorsque t = (2k + 1) -E—, keZ

o  cos3t=0 & 3t=(2k+1) %ﬁ:)tz(2k+ 1) Eﬁr—othZ
La courbe (G) coupe I’axe des abscisses lorsque y(t) = 0, c¢’est-a-dire
lorsque t = (2k +1) %, keZ

b) Valeurs de t correspondant aux points d’abscisse 1.
x()=1 & cos2t=1

e 2t=2kn ke Z

@t=kﬂ:,kEZZ 4 : er B
Les points de la courbe ('G) d’abscisse 1 correspondanta.

t=kn, k€ Z

2)  Etude et tracé de la courbe (T).

- réduction de I'intervalle d’étude

o t > x(t) est périodique de période m, t > y(t) est périodique‘de
période 27/3. Donc la plus petite période commune est 2. On peut
restreindre 1’étude 4 un intervalle d’amplitude 2=, par exemple [-n, @],

e quel que soit t, x(-t) = x(t) et y(-t) = y(t). Les points M(t) et M(-t)
sont confondus. On peut restreindre I’étude a [0, m].

. quel que soit t, x(x — t) = x(t) et y(m - t) = -y(t). La courbe (G) est
symétrique par rapport a 1'axe des abscisses. On peut réduire 1’étude a

T
[0, "i]

- Etude des variations des fonctions x et y
X'(t) = -2 sin2t et y’(t) = -3sin3t
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Pour tout x € [0, —‘?-2:-,] x’(t) <0 et y’(t) 0. Les fonctions

' s
t = x(t) et t - y(t) sont décroissantes sur [0, E]

t 0 /6 /4 /3 /2
x’(t) — -3 % -1 _ 3 - 0
) |1
x(t) Sosse i
T 0 _
TR
-1
y'(t) |0 - -3 - 32 -0 + 3
VS e /
\_‘\“_]
remarques
points |t x(t) |y@®) |V () :
A 0 1 1 7,
: ' {
B z |1 e ¥ 3J
6 R L -3

o 2
p
. -
D z |1 |1 |V {‘)/_] V 11(5,0)
3 2 \
Z |aqa:do v (0] V 11(5,7)
— - 0‘
E 2 \ 3 4
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Exercice 8
x(t) =1+ 2cost
(G): e
¥(t) =tant + 2sint te] -

a)  x(-t) = x(t) et y(-t) = -y(t) . Leszpoﬁlts M(t) et M(-t) sont. donc
symétriques par rapport a I'axe des abscisses. On peut restreindre

x X

Pintervalle d’étude 2 [0, -’25 [

b)  Variation des fonctiops x et y sur [0, %-[
x'(t) = -2 sint, x’(t) £ 0,- pour tout x € ]0, % [
y'(t) = (1+ tant) + 2 colst; y’(t) = 0, pour ]O, -';E [

: B , 7
t i x(t) est décroissante sur 0, o [ett — x(t) est croissante sur ]0, 5 [.
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t E -
i 2
x'(t) 10 - -2
X([) 3 \
| 1
y(t) e
}"(l‘.) / +co
0 -
‘.
A| 3

Exercice9 = == . _
1)  a- x(t+2m) = x(t) et y(t + 2m) = y(t). Les points
M(t + 27) et M(t) sont confondus. On peut restreindre Iintervalle d’étude

a[-m;m.
x(-t) = x(t) et y(-t) = —y(t). Les points M(-t) et M(t) sont symétriques par
rapport a I’axe des abscisses. L’intervalle d’étude définitif est donc

[0, ].
b) (G ) est la portion de (G) obtenues pour tout t € [0, ). Soit (T"y) le

symétrique de (G ) par rapport a I’axe des abscisses

(GC)=(G1)u(Ty)

2)  Etude des variations de x et y sur [0, @]

x'(t) = L (2sin t + 2sin2 t) = -E (sint+sin2t) = -ﬂ sin£ .(:c::si
3 3 3 2 2
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2
y'(t) = gcos 2t
x’)=0 & sin =t .Do 4
= T u — =
> COS > 0

St =00ut=2?n out=mx
y(t)=0&cos2t=0

= t=£out=3—ﬁ-
4 4

Tableau de variation

t z 2 "
4 3 4
@ [0 - - 0 + | + ©
O | i 1
: ; : 3
\E\ _l /
: 2 ;
y'(t) + 0 - 0 +
y(t) 1 0
/ 3 \ /’
; A
3
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3) Courbe (G)

D¢
R
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CHAPITRE V : PROBABILITE

Probabilités
I) Vocabulaire probabiliste

Une expérience al€atoire est une expérience dont on ne peut prévoir le
résultat. :

L‘gnsemble de toutes les issues d’une expérience aléatoire est appelé
univers des possibles. On le note trés souvent .

On appelle événement toute partie A de 1’univers des possibles. On note
{\ = Q.; ) est appelé évenement certain; @ est appelé événement
impossible.

Soit A un éveénement. Le complémentaire de A dans Q est appelé

événement contraire et noté A. (A réalisé) < (A ne l’est pas). A et B
sont deux évenements incompatibles si et seulement si A(1B = @. Par

exemple A et A sont incompatibles. Les événements A et B constituent
une partition de Q si et seulementsi A[1B=0 et AUB = Q.
L’événement « A ou B » est noté A|UB; I’événement « A et B » est noté
ANB.

II) Probabilités

1) Définition

Soit Q un univers fini non vide. On appelle probabilité toute application
P définie sur & (Q) a valeur dans [0; 1] vérifiant les propriétés
suivantes :

*PQ)=1etP(@)=0

*SiA={wy, wy, ..., W}, P(A) = P({w1}) + P({w2})+...+ P({wa})

Le nombre P(A) s’appelle probabilité de I’événement A.

2) Propriétés

Soit Q un univers fini d’éventualités muni d’une probabilité P

Si A et B sont deux événements incompatibles alors :

P(AUB) = P(A) + P(B)

Si A et B sont deux événements quelconques, alors

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)

Si A est un événement alors P(A) =1 - P(A)

Si A et B sont deux événements tels que A < B, alors P(A) < P(B)

3) Equiprobabilité

Lorsque toutes les issues ont la méme probabilité, on dit qu’il y a
€quiprobabilité.

Dans I’hypothése d’équiprobabilité, si A est un événement

Scanned by CamScanner



110

cardA _ Nombre de cas favorables
cardQ)  Nombre de cas possibles

4) Probabilité conditionnelle
* Definition - . _
Soit A et B deux évenements tels que P(B) #0. La probabilité

conditionnelle de A sachant B notée P(A/B) ou Ps(A) est definie par
p(ANB)
P(B)

P(A) =

P(A/B) =Pg(A) =

* Propriétés
- Si A et A’ sont deux événements et B un événement de probabilité non
nulle ; P(AU A'/B)= P(A/B)+ P(AY/B)- P(AN A'/B)

—_—

- Si A est un éveénement et A 1’événement contraire alors
P(a/B)=1-P(4/B) |

5) Indépendance de deux événements

Soit A et B deux éveénements. On dit que A et B sont indépendants

lorsque .
P(ANB) =P(A) x P(B)

ITI) Variables aléatoires

1) Loi de probabilité

* Définition '

- Soit une expérience aléatoire d’univers fini . On appelle variable
aléatoire (ou aléa numerique) sur Q toute application X de £ dans R.
L’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X s’appelle
univers image et noté X(£2)

--Soit © un univers fini et X une variable aléatoire sur Q d’univers

image X(Q) = { x;, X,,..., X, }. On appelle loi de probabilités de X la
donnée des probabilités :
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=PX=x)P=PX=x), .. ,P=pX= x,) On utilise souvent
la présentation sous forme d’un tableay. |

xl xl xz e X

n

P=PX=x) |P [P, |.. [P,

* Propriétés

Soit X une variable aléatoire d’univers image X(Q) = 5 T o
pourtoutitelque 1 < i <
alors : Py + Po+...P, =1

2) Caractéristiques d’une varlable aléatoire

Soit X une variable aléatoire d’univers image X(Q) = A —

Soit P;=P(X = x,) pour tout 1 < i < n, la loi de probabilité de X.

*- On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire le nombre
réel noté E(X) et defini. par:

E(X)sz.P =Zx.P X =x,)=xP +x,P, to.tx, P,

n Pi=P(X = x,)estlaloide probabﬂlte deX

- On appelle variance de la variable aléatoire le nombre réel posmf noté
V(X) et defini par : V(X) = ZP(J: - E(X)) ZPJ: ~[E(x)]

- On appelle écart- type de la V A.X, le nombre reel posmf noté F(X) et

défini par : I'(X) = /V(X) .

3) Fonction de répartition

* Définition ol
Soit X une V.A sur I'univers . On appelle fonction de répartition de X
la fonction F définie sur R par la relation : F(x) = P(X < x).

* Propriété

Soit X une V.A sur I'univers fini . Soit {x, x,,...,x,} 'univers-
image de X (avec x,< X, <...< X,),

La fonction F est croissante, constante sur les intervalles [ x;,x;,, [, nulle
sur ]- o ; x)[ et égale a 1 sur [ x, ; -+oo[

* Loi binomiale ®(n, p) ne N : pe[0 ;1]

Pour tout entier naturel k inféricur 4 n, la probabilité de I’événement (X
=R)est: P(X=Kk)= Cp*q"™*,p+q=1 EX)=np, V(X) =npq.
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EXERCICES
Exercice 1
Soit un dé cubique parfait dont une

chiffre 2 et trois faces le chiffres 3. K
1) On lance une fois ce dé et on désigne par P,, P; et P; les probabilités

d’obtenir respectivement 1, 2 et 3. Déterminer Py, P2 et P_3: R '
2) On lance ce dé deux fois de suite, déterminer la probabilité d’obtenir :

- deux fois le chiffre 2
- aucune fois le chiffre 3
- une somme égale a 4.

Exercices 2 .
Une urne contient n boules noires et 3n boules blanches

1) On tire simultanément deux boules de I'urne ; on suppose qu’il y a
équiprobabilités des tirages possibles.

Démontrer que la probabilité P, de tirer une boule de chaque couleur

3n -

8n-2

2) On tire une boule de 1’'urne, on Iy replace, puis on tire & nouveau une
boule de l'urne. On suppose qu’il ya équiprobabilité des tirages.
Démontrer que la probabilité de tirer une boule de chaque couleur est

.face_'portf: le chiffre 1. deux faces le

vérifié ‘p, =

f“:galf:E
IRl B e B |
3) Quelle est la limite de la suite (Py) lorsque n tend vers +oe. A partir de

quelle valeur de n la différence Py - g est- elle inférieure a un centieéme ?

Exercices3 - & o : :
Une urne contient dix boules numérotées de 1410. Les boules portant les
numéros 1, 2, 3,4, 5, sont blanches, celles portant les numéros 6, 7, 8
sont bleues, celles portant les numéros 9 et10 sont vertes. On tire deux
boules simultanément de I'ummne. o d 5 |

On admet que tous les tirages possibles sont équiprobables. On
considére les événements suivants : o _

E; : "les deux boules tirées portent des numéros pairs. "

E; : " les deux boules tirées sont de méme couleur. " :

Es : "les deux boules tirées portent des numéros pairs et sont de méme
couleur. ”

E, : " les deux boules tirées sont de couleurs différentes. "

Es : "les deux boules tirées portent des numéros pairs et sont de couleurs
différentes, "
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Eq: " sachant que les deux bouleg tir€es sont de couleurs dlfferentcs
elles portent des numéros pairs. "

Si E est un éveénement, P(E) désignera sa probabilité.

1) a-calculer P(E)), P(E;), P(E;)

b- E, et E; sont-ils indépendants ?

2) a- Calculer P(Es) ; b) En déduire P(Eg)

On donnera les résultats sous forme de fraction 1rreduct1bles.
Exercices 4 :

Un jeu consiste a lancer une premlere fois un dé 2 six faces :
- 51 le joueur obtlent un six ", il gagne 100f.

- 1l obtient un "un", un "deux" ou un "trois", il ne gagnera rien et le jeu
s’arréte. o

- s’il obtient un "quatre", ou un "cing", le joueur lance le dé une
deuxieme fois. e -

- 'l obtient un "six", il gagne alors 50f, sinon il ne gagne rien et le jeu
s’arréte. .

Pour partu;'lper a ce jeu, chaque joueur mise 20f soit G la variable
aléatoire qui, a chaque partie effectuée par un joueur donné, associe son
gain. |

1) Quelles sont les valeurs prises par G ?

2) Premier cas : le joueur joue avec un dé bien equﬂlbre

a) Montré que P(G = 30) = 5,

18
b) Déterminer la loi de probablllte de G, puis l’esperance mathemathue
de G. Ce jeu est-il 2 I’avantage du joueur ? -
2) Deuxieme cas : le joueur joue avec un dé pipé.
On note P; la probabilité d’obtenir la face marquée « i » pour 1<i< 6
On sait que Pg est le double de Pyetque: Py =P;=P3 = P4 = P5 '
a) Déterminer les valeurs de P; pour1 €1 £.6 : -

4
b) Montrer alors que P(G = 3) = -

¢) Déterminer la loi de probabﬂ:te de G.

Exercices 5

Dans une umne, il y a dix boules numérotées de 02 9.

On tire deux boules, sans remise, de I'urne. A chaque urage on associe le
Plus petit des deux numéros sortis.” " adi o it

On note X la variable aléatoire associée. i

a) Quel est I'univers image de X. |

b) Déterminer sa loi de probabilité et sa fonction de répartition. -
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¢) Déterminer les probab:htes des evcnements (X‘i 6) (X > 5) (3 <
X< 8). . PRSI ,

Exercices 6 o
Un dé cubique est piqué de telle fagon que si on note P; la probabilité

d’apparition de la face numérotée 1 on ait: P=Py; P; 3P| Ps=2P;;
P; =2P, et Ps=2Ps. .

On lance le dé deux fois de suite et on note X la vanable aléatoire qul
donne la somme des deux faces apparues.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Déterminer E(X) V(X) et ['(X).

Exercices7 . .-~

‘1) Une urne contient 6 boules blanches et 4 boules rouges mdlscemables
au toucher. - ;

Un essai consiste a tirer s1multanement 3 boules de 1’urne. Un joueur
mise 500f

- Si les boules tirées sont rouges alors il regoit 1000f

- Si les boules tirées sont blanches alors il récupére sa mise.

- Dans les autres cas, il perd sa mise.

Soit X la variable aléatoire égale au ‘gain algebrlque du joueur.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Quelle est la probabilité de ne pas perdre. -

2) Dans la méme situation, le joueur effectue cinq essais ; pour chaque
essai, 11 mise S00F. : :

Il y a succes lorsque le joueur tlre 3 boules de méme couleur et échec
dans les autres cas.

Pour chaque succes, le j jDUEI.Il‘ regcnt 1000F ; dans le cas contralrc il perd
sa mise. Soit Y la variable aléatoire gain algébrigue du joueur.

a) Déterminer la loi de probabilité de Y.

b) Calculer I’espérance mathématique de Y..

¢) Quelle est la probabnhté pour que le joueur reparte avec un bilan
positif aprés les 5 essais. : ;

Exercices 8 (BAC) )

Dans une école maternelle, ’enseignante demande & chaque enfant de
choisir chaque matin 3 jouets parmi 9 rouges, 6 jaunes et 5 bleus. Tous
les jouets se trouvent mélangés dans une caisse. L’enseignante
s’intéresse plus pamcullerement a Tanga qui choisit chaque matin les
jouets au hasard. On suppose que tous les choix de 3 jouets sont
équiprobables.

1) combien y- a- t-il de chmx posmbles de 3 _]OUE‘,{S

2) On désigne par A, B et C les événements suivants :

A : " Tanga a choisi un jouet de chaque couleur. "
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B : " Tanga a choisi 3 jouets de la méme couleur. "

C: " Tanga a choisi exactement deyx Jouets rouges. "

a) Montrer que P (A) —%
b) Déterminer P (B) et P (C).

3HL’ ense1gname observe Tanga pendant 5 matins consecutlfs Elle note
le nombre de jours ol il aura choisi trois jouets de tr01s couleurs
différentes.

Quelle est la probabilité que ce nombre de jours soit au moms égal & 4 Z-
Exercice 9 (BAC)

Un club_ de tennis comporte 500 adhérents : 300 hommes et 200 femmes. _
Le tennis en compétition est pratiqué par 90 hommes et 40 femmes. Les

autres adhérents pratiquent ce sport umquement pour le 10151r On chmslt
au hasard un adhérent. .

On note ;

H : I’événement : "I’adhérent est un homme. "
F:1’événement : "1’adhérent est une femme. "
C:I’événement : "I’adhérent pratique la compétition.- "
1) a- calculer les probabilités P (H), P (F), et Pg(C) -

b- Décrire I'événement "CNF" et calculer sa probablllte

c- Justifier I’égalité : P(C)—%

d- L’adhérent choisi pratique la compétltlon Quelle est la probablhte
que cet adhérent soit une femme. |
2) Chaque adhérent doit payer une cotisation annuelle de 3000f s’il
pratique le tennis en compétition et de 2500f dans le cas contraire. De
plus, pour la saison 2003-2004 une réduction excepnonnelle de 10% est
consentie aux femmes prathuant la compétition.

On appelle X la variable aléatoire egale au montant' de la c_otlsatlon'
payée par I’adhérent choisi pour la saison 2003- 2004

a) Déterminer la loi de probabilité de X. -

b) Calculer I’espérance mathématique de X.

Exercice 10

Une enquéte est faite aupres ‘des éleves d’un lycee Elle révele que 30%
d"entre eux sont allés le mois précédent au moins 4 fois‘au cinéma.

1) d’apres cette enquéte, quelle est la probabilité pour qu "un lycecn pns
au hasard, y soit allé au plus 3 fois 7

2) on interroge trois éléves choisis au hasard et de maniére mdependanle

Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’éleves, qui, parmi ces
trois éleves, sont allés au moms 4 fois au cméma le mms précédent
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a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X. : -
3) ‘Soit F la fonction de répartition de X: Représenter graphiquement

dans le plan rapporté a un repere orthogonal (unité graph:ques 2cm par
unité en abscisse et 10cm pour une unité en ordonnee)

Exercice 11 (BAC)
1) soit a un nombre réel. On conmd?:re. la suite (U,) de nombres réels
définies pour tout entier naturel n >1 par la relation de récurrence : Un+1=

4 3
e —u, et par la condition initiale u;=a
a) soit (Vo). Ta’ suite des nombres réels définie pour tout entier naturel

n21parvy,=13 u,- 4.
Démontrer que (v,) est une suite géométrique et déterminer sa raison k.

eXprimer v, en ‘fonction de n et a.
b) Prouver que pour tout entier naturel n =21, u,

‘.4I [ 4h]( SJ"-]
—J— s B el | Bt
13  13A 10/

c) Déterminer la limite de la suite (u,).
2) un professeur oublie fréquemment les clés de sa salle de classe.
Pour tout entier naturel n =1, on note E, I'événement : "le professeur

oublie ses clés le jour n" et En lévénement contraire. Soit P, la
probabilité de E, et qa celle de “En.. On note a la probabilité Py qu’il

oublie ses cles le premier jour. On supposa en outre que les deux

conditions suivantes sont réalisées :
- si le jour n, il oublie ses clés, la probabilité qu’il les oublie encore le

jour suivant n+1 est-ll—o.
- ‘Si le:jour n, il n’oublie pas ses clés, la probabilité qu’il les oublie le

jour suivant n+1 est—.
- =: .. 10

& '. L] .5 : . 4
- démontrer que, pour toutn =1, P, P
; . e d =0 " 10

Pour cela, on pourra d’abord calculer les probabilités conditionnelles
P(E,.i/ E ») et P(En;i/ Ey). En déduire ’expression de Py, en fonction de

Pn, ; ;
b- A I'aide des résultats de la question 1, donner I'expression de P, en

fonction de a et n. !
La limite p de P, dépend-elle de la condltmn 1n1tlale a.
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Exercice 12 _
On dispose de deux urnes U et U,. L'umne U1 contlent 4 boules rouges
et 2 boules blanches. L’urne U, contient 2 boules rouges et 4 boules
blanches. On suppose que les boules sont indiscernables au toucher.

1) On effectue dans I'urne U, 4 tirages d’une boule avec remise.
a) Quelle est la probabilité d’avoir exactement une boule rouge au bout
des 4 tirages ?
b) Quelle est la probablllte de n’obtenir une boule rouge qu’au 4%
tirage.
2) On lance une piéce de monnaie parfaite :
- Si le résultat est "pile” on décide de tirer uniquement dans U,
- Si le résultat est "face" on décide de tirer uniquement dans U,
a) Calculer la probabilité qu’elle soit rouge.
b) Calculer la probabilité qu’elle provienne de U sachant qu elle est
rouge.
Exercice 13 |
Une urne contient 8 jetons dont trois portent le numéro 2,-un le numéro 3
et les quatre autres le nombre 1. Les jetons sont: indiscernables au
toucher.
1) On tire un jeton de 'urne et on appelle Xa vanable aleatmre qu1
associe a chaque tirage le nombre marqué sur le jeton.
a) Déterminer la loi de probabilité de X. -
b) Calculer son espérance mathématique E(X) et sa variance. ;
2) On tire simultanément deux jetons de I'urne et on appelle y la vanable
aléatoire qui associe & chaque tirage la somme des nomb:es marqués sur
les jetons.
Déterminer la loi de probabilité de y et sa fonctmn de repartmon F
représenter graphiquement F. . e L
Exercice 14
Une urne contient trois boules rouges portant les numéros 2°, 2%, 2°,
c'est-a-dire 1, 4, et 16 et trois boules vertes numérotées 2" 2°2°, clest-a-,
dire 2,8 et 32. Les boules sont toutes indiscernables au toucher. Une
expérience consiste & tirer simultanément deux boules de l’urne Smt X
la variable aléatoire qui prend pour valeur :
- le produit des numéros si les boules tirées sont rouges,
- la somme des numéros si les boules tirées sont vertes ;.
= le plus grand des rapports % et %c'est—h—dire sup { % : %}Si.. Ies
boules sont de couleur différentes et portent les numéros aetb.

1) a- Déterminer I’ensemble des cas possibles si les boules. tirées sont
rouges.
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b- Déterminer dans le cas genéral lensemble. des valeurs. prises
par X.
2) a- Dresser la loi de probabilité de X.

b- Calculer espérance mathématique de X.

c- Calculer la probabilité de I’événement : A= {X 2 32}
3) on réalise 1'expérience trois fois de suite en remettant a chaque fois
les boules tirées dans I'urne. Soit Z la variable aléatoire associée au
nombre de fois ol ’événement A est réalisé. Déterminer la loi dg
probabilité de Z et calculer son espérance mathemathue '

Exercice : 15 (non corrigé)
Dans une ‘population p deux maladles M; et M; sont présentes

respectivement chez 10% et 20% des individus ; le nombre de ceux qui
souffrent des deux maladies est négligeable. On entreprend un dépistage
systématique des maladies M, et M,. Pour cela on applique un test qui
réagit a la maladie sur 90% des malades de M,, sur 70% des malades de
M3, et sur 10% des individus qui n’ont aucune des deux affections.

1) Quand on choisit au hasard un individu i de p, quelle est la probabilité
pour que le test réagisse ? (On pourra utiliser un arbre de probabilit€).

2) Sachant que pour cet individu i le test a réagi, donner les probabilités
que ce soit a cause de la maladie M;, a cause de la maladie M, sans que
i ait I’une des deux maladies. -
3) On hospitalise les gens dont le test est positif, pour examens divers et
éventuellement traitement. En moyenne le cofit pour un malade de M,
est de 1500f, pour un malade de M; il est de 1000f, et pour un non-
malade il est-de 400f. . . .

Donner la moyenne de ce coiit surl ensemble des individus ayant un test
positif. - : - : :

Si on repartlt le cout umfonnement sur l’ensemble de la population &,
combien devra payer chaque individu de 9.

Exercice 16 (non corrigé) . -

Jean -débute un jeu ‘dans lequel 1l a.autant de chanccs de. gagner ou de
perdre la premiére partie. On admet que s’il. gagne une partie, la
probabilité qu’il gagne la partie suivante est 0,6 et s’il perd une partie, la
probabilité pour qu’il perde la partie suivante est 0,7. -

On note pour tout entier naturel non nul n ;

GnI’événement : "Jean gagne la n- ieéme partic. "

P,I’événement : " Jean perd la n- idme partie. "

1) a- Déterminer les probabilités : P (G)), P (G2/G)) et P (G,/P)).

En déduire P (G;).

b- calculer P (P,)

2) On pose, pourne N°, x,=P (G,)ety, = P(P,)
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a) Déterminer les probabilités P (Py,,/G,) et P ( G,y/P,). . .-
= 0,6.1.':_,. +0,3yn

X
b) montrer que : { "
yn+1 =O4x +07}’,,

3) On pose pour tout neN’, V, = x,+y, et Wh=4 x,- 3yn 4
a) montrer que la suite (V, ) est constante préciser son terme general

b) Montrer que la suite (W,) est géométrique et exprimer W, en fonction
de n.

c) cxprimer X n €t ¥, en fonction de n. -

4) Jean joue deux parties. On désigne par X la variable aléatoire égale au
nombre de parties gagnées par Jean. Déterminer la loi de probabilité de X.
Exercice 17 (non corrigé)

Un sondage effectué récemment dans une région de; notre pays a propos
de construction d’un barrage donne les résultats suivants: 65% des
personnes interrogées sont contre la construction de ce barrage ; parmi
les personnes qui sont contre cette construction 70% sont des
écologistes ; -
Parmi les personnes favorables ala constructmn 20% _sont des
€cologistes. : Y U
On note: C I’événement: "la personne interro_.gée .cst- (_:ontre la
construction” et Cl’événement contraire ; E I’évenement : "la personne
interrogée est écologiste” ; F I’événement : "la personne 1nterrogee est.
contre la construction et n’est pas écologiste. " 5 e

1) Calculer les probabilités P (C) P (E/C);P (E/C )

2) a- calculer la probabilité qu'une personne mterrogee smt contre la-
construction du barrage et soit écologxste j ¥
b- calculer la probabilité pour qu’une personne mterrogee smt pour cette;
construction et soit écologiste. ' g
c- En déduire la probabilité qu’une personne interrogée soit éco]oglste

3- a- Montrer que la probabilité de F est egale a(,195. ;

b- on choisit au hasard 5 personnes parmi celle qui ont été interrogée
lors du sondage. Quelle est la probabilité qu’il en ait au moins une qui

soit contre la construction du barrage et ne soit pas écologique ? ( on
suppose que les choix des 5 personnes soit lndependant les uns des
autres.) - -
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" CORRIGES DES EXERCICES

Exercice 1 -
1) Q={1,2,2,3,3,3}card Q = 6

"Considérons les événements suivants” A "Obtenir 1" ; B : "Obtenir
2" : C:"Obtenir 3"
. CardA ]_ ; Cﬂ?’dA 2 1
F = =— P =PlB)= =—=—;
= P(a)= cardQ 6 ;= P(B) card® 6 3
j)3 =E(C)= cardC _E_l ;
cardQQ 6 2
2)
M Jancer] 1 2 2 3 . 3 3
1¥" lance ' '
1 (1;1) (1;2) (1;2) (1:3) (1:3) [;3)
2 (2:1) (2;2) (2;2) (2:3) (2:3) [(2:3)
2 (2;1) (2;2) (2:2) (2:3) (2;3) (2:3)
3 (3:1) (3;2) (3:2) (3:3) (3:3) (3:3)
3 3:1) (3:2) (3:2) (3;3) (3.;3) (3:3)
3 (3;1) (3 _:2). (3:2) (3:3) (3;3) (3;3)
Considérons les événements sbivants :
D : "Obtenir deux fois le chiffre 2 E "Aucune fois le chiffre 3". F:"
Une somme égale a 4"
P(D)= cardD 4 1 P(E)= cardE =i=l ;
card®~ 36 9 - cardQ 36 4
C cardlF - E . i
cardQ) 36 18
Exeféilce 2 .
n boules noires ; 3n boules blanches.
4n) 4n(4n-—l)
1) CardQ =C} = 4n -1
) ““oan-21 2 2nl4n-1)

A :"tirer une boule de chaque couleur".

CardA = C! xC}, =3n? .

cardA -~ 3n? 3n

cardQ  2n(dn— 1) 8n—2

2) B, "tirer une boule noire puis une boule blanche".

P =P(A)=
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P(B)=2x2 =3
4n 4n 16

B :"tire une boule de chaque couleur". B = B,UB, ;BB =@
P(B) =P(BiUB;) =P(B)) + P(B,) = > 43 _3

— e —

3 16 16 §
P(B) = o La probabilité de tirer une boule de chaque couleur est- E
3n 3
) P= - lim P, =2 :
8?1—2 8—'2 n—tee N 8 T
n
Pn_gslﬁﬁz_ggl'ﬁ 6 <_11
8 100 8n—2 8 100 ~ 8(8rn-2) 100
3 1
P-—s—&8n277, =
S e n commeneN,n = 10
Pourn 2 10ona P, —§<—-1—
100

Exercice 3
1) Soit Q2 I’ensemble des tirages possmles cardQ = Cl =45,
a) E; :"Les deux boules tirées portent des numéros pairs".

cardE, = C? =10. D’ob P(E,) widl 2
45 9
E» :"Les deux boules tirées sont de méme couleur".
4
cardE, = C} +C} +C; =14. D’ou P(E,) = jl_S

E; :"Les deux boules tirées portent des numéros pairs et sont de méme
couleur”. ' -
L’événement E; est réalisé dans les cas ol l'on a tiré les boules
numérotées 2 et 4 ; ou les boules numérotées 6 et 8.

1,1_2
PEs)= 45 45 45
2 14 2
b)Es= E,NE,, P(E))xP(Ez) = EXE;& = P(E\)xP(Ey)#P(E,NE,).

Les événements E; et E; ne sont pas indépendants.
2- a) Es : « Les deux boules tirées portent les numéros pairs et sont des
couleurs différentes. e
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Parmi les boules portant un numéro pair, il y en a deux blanche
bleues et une verte. - Es =
(2:8);(2:10);(4:6);(4:8):(4; 10) 6; 10) (8 10) }

cardE =8 P(E)—i
45

b) Es :" Sachant que les deux Bou]es tirées sont de couleurs différentes,

elles portent des numéros pairs”. .
L’événement Eg est : E5 sachant que E4 est reahse Or l’evenement Es

implique E4.

s, deux

{(2:6);

P(E,)=P(E,/E,)= P(E(Q)E) ;’g; E,4 est le contraire déEg,
8
R - S | - PE) _45_8
P(Es)=1-P(E2) = < - . Ainsi P(E) P 31 31
45

Exercice 4 :
1) Soit G la vanable aléatoire qui, & chaque partie effectuée par un

joueur, associe son gain. Les valeurs prises par G sont {-20; 30 ; 80}
2) a- Nous avons G = 30F lorsque le joueur a misé 20F pu:s gagné 50F,
c'est-a-dire lorsqu’il a obtenu un quatre ou un cing au premier lancer de

dé (probabilité-z— = l) puis obtenu un 6 (probabilité% ).

Les deux lancer étant  indépendants, nous avons donc:

P(.c;=30)_l Lo b
36 18
b) Nous avons G = 80f lorsque le joueur a misé 20F puis gagné 100F en

obtenant un 6 au lancer du premier dé. Par la suite PG = 80) = %

Le joueur perd 20F .dans les. autres cas, donc: P(G -20) + P(G =
30)+P(G =80) =1

P(G=-20)= % |

La loi de probabilité de G est doncla suivante : -

b2
L2

X -
P(G = x))

u—
| —|®

O |~
I
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7 e 1 1 1
E(GQ)=-2X— +3X — +8x = =-—
©) 9 18 6 18 -
3)a- Nous savons : Ps =2P; et Py =P, =P; =P, =Ps
Puisque Py + P, + Py + P4 + Ps + Ps= 1, nous en déduisons que : 7P = 1
Donc Pi=P,=P;3 = Ps= P5—.% v Le=2xP) = %
b) La probabilité d’obtenir un 4 ou un 5 a I’issue du premier lancer est
égale a - et la probabilité d’obtenir un 6 au deuxidme lancer est - :

Puisque les deux lancers s’effectuent de fagon indépendante, nous avons

2. .2 4 4
PG=30)==-x==— , P(G=30)= —.
: ; 7 7 49 ( ) 49
¢) Nous avons G = 80 lorsque le joueur a obtenu un 6 au premier lancer
. _ "

de dé. Par conséquent P(G = 80) = 7
Puisque P(G = -20) + P(G = 30)+P(G = 80) = 1, nous en dedmsons que

31
P(G =-20
( )= 49
Laloide Gest:
X -20 30 80
PG=x) |31 |4 |2
49 49 7
Exercice 5

a) Soit X(Q) I’univers image de X.
X(Q)—{012345678} _
b) Loi de probabilité de X. CardQ = Cf{, =45

(X =0) = {(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (0,6), (0,7), (0,8), (0,9)} -
(X =1)={(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1,8), 1,9}
(X =2)={(2,3), 2.4), (2,5), (2,6), (2,7), (2,8), 2.9}

(X =3)={(3,4), 3,5), (3,6), 3,7), (3.8), (3,9))

X =4) = ((4.,5), (4,6), (4,7), (4,8), (4,9)}

(X=5)=((56), (5.7), (58), (5.9)

(X =6)={(6,7), (6,8), (6,9))

(X'=7)=((7,8), (7,9)) '

(X =8)={(8,9))

Scanned by CamScanner



124

ST 1 |2 |2 [4-15 |6 |7 |8
P(X=|xi) % 8 7 _6_ o T L G "1
. |45 | a5 |45 |45 | 45 | 45|45 |45 | 4

Fonction de répartition de X
Si x <0, F(x)= 0;

Si0< x <1, F(x)-— i
45

Sil< x <2,F(x)=—
45

$ide % w3 Bay=d
5

Si3< x <4,F(x)= 2
3

Sid< x <5,F(x)=32
o 45_
Sisir:x<6 F(x)__32
s . 45
Si'6<"x <7 F(x)— i
45

8i7< x <8, F(x)..ﬁ
45
Sig< % F&y=1 . . <.
42 6

c) P(X £6)=— T P(X>S)-1- P(X <5)_E

PB3<X < 8)_P{(X_-4)U X=5U X=6U X=7U (X=8))
=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6) +P(X=7)+ P(X =8)

PGB <X < 3)__5

Exercice 6

a) Loi de probabilité de X

P_].‘-f P; + P +-.P_4+_P5+ Pﬁ=_1 = P]+P|+3P| +2P|+2P1+6P;=]
»15P =1 & P=L

; Plzi; Pz:)i_; P3=i; P4=_2+; P5=.g_ : Pﬁzi_'

i : o D | gl 15
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2°™¢ |ancer

1 2 3 4 5 6

1" lancer :

1 2 3 4 L 6 7

2 3 4 5 6 i 8

3 4 5 6 7 8 9

4 %) 6 7 8 9. . [10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 |11 12
X(Q)=1{2,3,4,5, ..,11, 12}

On note (i,)) le resultat des deux lancer P(i,j) = PxP;

PX =7)=P(2,5) + P(5,2) + P(3,4) + P(4,3) + P(1,6) + P(ﬁl 1§
=2P;x Ps+2P4 x P3+2P1XP.5

=2(Llx2 4253, 1,6y_28
I3 15 15 15 15 15 225«
X 2 3 |4 [5 |6 [7 |8 9 [10 [11 J12
PX = x3) 1 21 7 10| 17 | 28| 28 44 28 | 24| 36
225 223 225| 223 225| 225 225 | 223 225| 225| 225
Exercice 7
1) X prend les valeurs : -500 ; 0 ; 500
Aj -500 0 500 :
PX=xi) | ClxC,+CixC} | C? c
Cio Co | Cu
Soit "
X -500 0 500
PX=x) | 9 |20 |4
120 120 120 |
2) a- Les valeurs possibles pnses par Y sont : -2500, -1500; -500 500
1500, 2500
D’oii la loi de probablhté suivante :
Xi -2500 | -1500 -500 500 1500 2500
P(X = X)) [/ g6 }? 96 24 \*( 96 Y’ 96 9 Y
(?2?) it 120{120] m(ﬁﬁ] (ﬁ) m{m) (120) 5(120) 120 m]
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: Jui P
b B = Y0P =3,)

s : 4
E(Y) = -2500x E] ~1500% sﬂ[%] )

[24 ]2(96 T
D=2 | 2= =
125 120 1120 {120) L120

2 4
5000[ 96 )", 1500x5 x[ 24 ] 96 2500><[ i )
120 (120, 120) 120 120

E(Y) =5x ﬁ =1
120

o p=cf2 (95]2(:"(24]4;«: 96 +(24J5
120)120) ~ °\120) 120 " \120)

TR 4 5
=1(3) ) +(5) %5+ )
., A 5/)\5)  \5 5 5)

_ 10x16+5x4+1024 1204 _ . _ 1204

=—— & =039
5° 5 3125

Exercice 8 |
1) La caisse comprend 20jouets et Tanga choisit 3 jouets au hasard.

Ilya C; =1140 choix distincts possibles de 3 jouets.

2) a- Al Tanga a choisi un Jouet de chaque couleur”

_270 9 9
dA = CyxC, c’ ~Ox6x5=270 ; P(A)= =z P
Car XCoX (4) 1140 38 ° (4) 38

b) B:" Tanga a choisi trois Jouets de ]a méme couleur”
; 114 1 1
CardB = c3+c3+c3.—114 P(A ; P(B)=—
ard =10 10 ) 10
c:" Tan ga a ch0151 exactement deux jouets rouge
: 36x11 _ 33 33
CardC = 62 ><C,’, =36x11; P(C)= P(C)=

1140 95 ° 95
2) Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de jours oil
Tanga a choisi trois jouets de couleurs différentes. Puisque les tirages
sont effectués de fagon indépendante chaque matin, on n’en déduit que

X est la variable aléatoire de loi binomiale ﬂ(S;%]

T 9 (29) . (9 Y (29
Déplus: p(x z4)=P(X =4)+ P(X =5)=C}{ = | | = [+C}| = | [ =
g ( ) (_ i bt (. ) ’(33) [33]+Cs[3sj (33)
4 - H 5 . ' g ! )

P(x zs):s[i) (ﬁ)ﬂ(ij _ 505197
38 ) (38 38 39617584
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La probabilité¢ que Rémi ait choisi trois jouets de couleurs dlfferentes au

moins 4 jours sur les 5 est: P(X >5)= 205197

39617584
Exercice 9 :

Soient H, F et C les événements :
H : "L’adhérent est un homme"

F : "L’adhérent est une femme". (H = F )

C: "L’adhérent pratique la compétition".

1) a- Le club comporte 500 adhérents dont 300 hommes. On en déduit

300
uwe P(Hy=—— 1 P(H
q (H) 00’ (H)= 5

La probabilité que I’adhérent soit un homme est égale 2 3

Puisque le club comporte 200 femmes, nous avons 'P(F)=§g% :
2 l 3
P(F)==
(F) 5

La probabilité que l’adherent smt une femme est égale a %

Le tennis en compcntmn est prathue par 40 femmes ; la probablhtc que
I’adhérent pratique la compétition sachant quc C est une femme

40 _1
t: P(C/F
est:PCF)= 5005

La probabilité que 1’ adherent pratique la compétmon sachant que ¢ est'

1
une femme est égale a 5

b) CNF est I’événement : "L’adherent est une femme qu1 prauque la
compéntmn

2 2
P(CNF)= (C/F)x P(F):-;-x—=— |
La probabilité que I’ adhérent soit une femme qui pratique ]a compémmn
est €gale & = .
25

¢) Les événements F et H forment une partition de I’univers. La formule
des - probabilités totales - donne :

PC)= PN F)x P(CN H) =2+ P(C/H)x P(H)

r
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P(C)= st ﬂ><é car sur. les 300 hommes qui adhérent au club, 90
25 300 5 . ;
13

pratiquent la competltlon Par suite P(C) = 5 0

: ; ¢ 13
La probabilité qu’un adhérent pratique la compétition est égale a ="
d) L’adhérent prati'que la 'cémpéfitidn.' La prdbabilité_ que cet adhérent
soit une femme est p(F/C) - avec

p(r/c)= PENC) _ %s_2 50_4

e

P(C) 1/0 25713 13

La pmbablllte que 1’adhérent soit une femme sachant qu ’il pratique la

4
competltlon est égale a Ty

2) Soit X la variable aléatoire égale au montant de la cotisation payée
par I’adhérent choisi pour la saison 2003-2004. L’ensemble des valeurs
prises par X est : 2500 ; 2700 ; 3000.

a) L’adhérent paye 2500F de cotisation lorsqu’il ne pratique pas la

compétition, "~ On “en déduit que :
13 37 37

X= 2500 =]=P l-—=— X =2500

P(x =2500) = #(C)=1-P(C)=1- 5= 355 P )=

L’adherent paye 30001:"' lorsque ce dernier est un homme qui pratique la

compétition.

, Par suite: P(X=3000)=P(CnH)=P(c/H)xP( )-%x%

(x 3000)_—0:
Enfin, I’adhérent paye 2700F (SOUOF avec reductmn de 10%) Imsquc
c’est . une femme qui. pratique la  compétition, d’oli:

P(x = 2700) (an) 225

Remarquons que] on a : P(X =2500) + P(X = 2700) + P(X 3000) =1 .
La loi de probab:llte de X est la suivante :
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X, 2500 -+ [2700 13000
P(X= x.) 37 2 9
50 25 |50

b) L’espérance mathématique de X est donné par :

E(X) = 2500xP(X = 2500) + 2700xP(X = 2700) + 3000xP(X = 3000)
E(X) = 1850 + 216 + 540

E(X) = 2606

L’espérance mathématique de X est égale 2 2606.

Exercice 10 |

1) On interroge un lycéen au hasard. L’événement "Le lycéen est allé au
plus 3 fois au cinéma" est 1’événement contraire de : "Le lycéen est allé

. ; BB . i .
au moins 4 fois au cinéma" de probabilité bl = i Par conséquent :'la
probabilité pour qu’un lycéen pris au hasard soit allé au plus 3 fois au
cinéma est égale I'iﬁ =1-0,3=0,7.

2) On interroge trois éléves choisis au hasard et 'dél manigre
indépendante. %

On note X la variable aléatoire égale au nombre d’éléves qui, parmi ces
trois éléves, sont allés au moins 4 fois au cinéma le mois précédent,
Notons A; ou i € {1, 2, 3}, I'événement "le' i-eme lycéen est allé au
moins 4 fois au cinéma”. = e

0 1 2 T3
PX=x) | (07 | C'x(077x(03) |cIx(07)x(03) | (03).

X.

Soit

0 1 2 3
P(X=y) |0,343 0441 | 0,189 | 0,027

X.

¢) L’espérance mathématique E(X) de X est donné par:" -
E(X) = OXP(X=0) + IXxP(X =1)+2x P(X=2)+3x P(X=3)
E(X)=0,9

L’espérance mathématique de X est égale a 0.9

3- Soit F la fonction de répartition de X.

F est défini pour tout x € R par F(X) = P(X < x)
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F(x) 0 si x < 0

F(x)=0,343si y <0<1 :
F(x)=0343+0,441s1 1< x<2 o
F(x)=0,343 +0,441 +0,189si2 < x <3
F(x)=0,343 + 0,441 + 0,189 + 0,027 si x 23
Soit

(F(x)=0 si x<0

F(x)=0343 i 0<x<1

sF(x)=0,784 si 1£x<2

F(x)=0973 i 2<x<3

F(x) 1 si x23

On en déduit la représentation graphlque de F dans un repére orthogonal
du plan.

v L L E
0,973 T ——=
0,784—-_; . =

0,3434—
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Exercicell | -
1) La suite (U, ) est définie par la condition initiale U; = a et la relation
de récurrence : pour tout entier n> 1, U = A

10 10 -

a) Soit (V,)n =1 la suite de terme général V, = 13U, -4. On a pour tout
nzl, V., =13U,,, —4 ce qui donne, compte tenu de la relation de

récurrence V, —IB[i—-iU ] 4—..@. U + 12

10 10 40 10
Sachant que V, = 13V —4, on obtient
+ . 33 V44 12
U, =— uisV . =— — C'est-
13 PV = Tyg T g Ty et adire

3. '3%x4 12 3 12 12
SV~ =Ty -2 f
10" 10 10 10" 10 10

On a donc pour tout n=21V, , = _%V" La suite(V, )n21 est une suite
géométrique de raison —% xV, =13U,=13a-4

n+l ki \ 1]
On obtient pour tout n>1, Vo=V, (%[)%) =(13a- 4)[%5]

V,+4 N
b) Sachant que pour ne N*, U, ="1—30n en déduit de. a que pour

n+l
ne N*,U, = — x(-ij +—ce qui s’écrit encore :
13 13 13

4 43 Fy
Pour tout N*U = —_ - T
ur tout ne 3 [a 13]( 10)

2-Pour ne N*, on note E,I’événement :”’ le professeur oublie ses clés le

journ, et E.1’événement contraire. On pose.
P, =P(E,)q, = P(E.)eta= P
IEII ) — "'4— y

n+l n+l

Par hypothése ona : P(E .,/ E )= -116 et P(E

Pour nzl(E Eﬂ) constitue une partition. On a donc pour

nz1 P(E,, )=P(E, NE,)+ P(E,,H ﬂE)
= P(E,, NE,)+ P(E, , /E. )P(E)
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: N | 4
p =pP(E.)—.P +—.gq, ,pourtoutnzl
A+l ( n+l)]0 n 10 qn P

E :étant I’événement contraire de E,, on en déduit que :

L. 4
=]- uis P +—(l-
qn pn p n+l 10 n- 10( Pn) __
] o a ' 4 3
Finalement on obtient pour.toutn=1,p,,, = — 010 Pp-

b) les suites (p,) . et(U, )n=1 vérifient la méme relation de
récurrence. D’autre part, on a p, =U; on en déduit que ces suites sont
égales. On a donc pour tout n 21 p, = U, c’est-a-dire

=i+[a-+i}< -_—3J" 1—— ]—11[ On endedultque
T 13)°(10) "10°

4Y 3y _4
lim |[a——||-— | =O0puis lim
x-lm{ 13][ 10) puis im p. =13
La limite de la suite(p,) pour n21 est indépendante de la condition

initiale a.

Exercice 12 o

1) On effectue 4 tirages d’une boule avec remise dans u,

a) La probabilité d’avoir une boule rouge lors d’un tirage dans
4 2

u|EStpuI( ) E=-3_

L’événement considéré étant une épreuve de Bernouilli, la probabilité
d’avoir exactement une boule rouge au bout des 4 tirages

2 Y 8 8
cstp,=C4><3—>< 3) 5 p,--s-i—

b) La probabilité d’en avoir une boule rouge qu’au 4eme tirage est
fiYe2.2,, 210
PR TR M TR A

2) La probabilité de tirer une boule rouge dans U, est.'—z- = %

a) Quand on tire une boule rouge dans les conditions de I'expérience, la
probabilité qu’elle soit rouge est :
P(R) = P(pile). £, (R) + P(Face)+ F, (R)
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1 2 1 1 3_1
PR)==xZ4-x==2 :
)= 2 3 2 36 2
b) Posons P(U,/R) la probabilité que la boule provienne de U, sachant

qu’elle est rouge

P(U,NR) _ P(U,)x'P(RfU) _ ?IZ‘X%

P(U,/R)= PR - PR)

2
1 73
2
P(U,/R)=%

Exercice 13
1) 3 jetons portent le n°2, 1 le n° 3 et le 4 le n°1

2) Soit X () 'univers image de X . On a.
X(Q)=1{23:1 }
1

P(x=2)=%; P(X=3)=§; P(x = );.8.=2

La loi de la probabilité de X est déterminée par le tableau

X, 1 2 3
Px=x) |1 [3 |1
2 | 8 8 |
1 3 1 13
E(X)=1x—+4+2X—+3x—=—; V(X)=31
(X) ><2+ ><8+ 23 (X)
2) L'univers image de Y est E(Y)={2;3, 4,5}
C2 3 _
Y=2)=PLl ' '
Plr=2)=P(00)= g =15 o
CixCl 3
PlY =3)=P 2:1)) = 4 4 ==
(r=3)=P21)= 27 =
C: C'xC' 1
PlY =4 1 l =
r=4)=P@EUGN=F+=5"=7 .
c,C! 3
Pl¥ =5)= P((2:3)) = —=7-= -

28

B
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La loi de probabilité de Y est déterminée par le tableau :
BRI B S 3-'4--"'.5"
PY=y) | 3 2 1 ' 3
: 14 7 4 28
Soit F la fonction de répartitionde Y
*Sixe J-o ;2[ F(x)=0
3
*Sixe [2;3] F(x)=—
1x€ [ ‘[.(X) v
it 1 3.3_9
* 81 3:4 F = —t —= —
Stxe 34l K==t 77 1
9 1 25
* Si 4:5[. F(x)= —+ ===
Stre 1oL PSS a T
. e 25 . 3 j
6l x 2 F(x)=— +—=1
Six 25 (x) e
Rép{éSQii_taiion graphitjué de F
' o : }" -1“ : L
2 | — <
28 :
9 .
— T —— ¢
28
o _ .
—_— 0 il
14
—- < t 4
0 i 2 3 3
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Exercice 14 - vl sl
!) a- Si les boules tirées sont rouges les évﬁntualités qui réalisent cet
événement sont : (1 ; 4), (1; 16), et (4 ; 16), donc X prend les valeurs 4 ;
16 et 64. : .
E)- ISl les boules tirées sont vertes les éventualités qui réalisent cet
éveénement sont : (2 ; 8), (2; 32), et (8; 32), donc X prend les valeurs
10 ; 34 et 40.
Si ln::s ’boules sont de couleurs différentes les éventualités qui réalisent
cet cvenement sont : (1 ;2), (1;8), (1;32),(4;2), (4:8), (4:32),(16:
2),(16; 8), et (16 ; 32), donc X prend les valeurs 2 : 8 et 32.
L'ensemble des valeurs possibles de X est:{2;4;8;10;16;32;34;
40 ; 64)
2) a- Le nombre total de cas possibles est C2 =15. En comptant le

nombre d’apparitions de chacun des nombres ou obtient le tableau
suivant donnant la loi de probabilité de X.

k 2 |4 8 |10 16 (32 (34 (40 |64

PX=k) | S |1 13/ 1 1111 | 1)1

15 115 | 15[ 15 15 |15 | 15 15 | 15

b) Calcul de E(X) :

E(X)=1—15r(2><5+4><1+8><3+10><1+16><1+32><1+34><1+40$<1‘+_64><1)
78
E(X)= —
) 15

¢- Probabilité de I’événement A

P(A) = P(X 232) = %

. G R i« - 4
3) Z est une variable aléatoire binomiale de parametres n =3 et p = Ty

Ses valeurs possibles sont: 0, 1, 2 et 3.

a1 3
Sa loi de probabilité est P(Z =k)=C; (E) [E) aveck=0,1,20u
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3. Dol le tableau suivant.:

7 0 1 2 i
PZ=R | (1) | (4Y1Y .?{g][.i]z
[ ) VEINT 15 \I5

15

Son espérance mathématique est :_E(Z) =n.p=3X = = 3
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CHAPITRE VI : PRODUIT SCALAIRE- PRODUIT VECTORIEL:

I) Produit scolaire

1) définitions -

a) on appelle produit scolaire de deux vecteurs i et v de 1’ espace & le
réel noté i .v et défini par :

- lorsque i et ¥ sont non nuls, i .7 = |]|[#].cos(, ¥)

-lorsque u# ou vestnul, #.v =0

b) le produit scolaire de deux vecteurs est le nombre réel noté et défini
par :

7.y =il + [ -2 - o)

Si ii = ABet V=AC ; i.V = _ﬁ.?=%(AB2+AC2 BC?)
C
v i—v
A = » B

i
¢) Soit deux vecteurs i et v non nuls et A un point. Soit B et C les

points définis par AB=ii et AC = 7. Désignons par H le projeté
orthogonal de C sur (AB) et par K le projeté orthogonal de B sur (AC).

i.v =AB.AC= AB.AH =AC.AK

2) Propriétés
* soit i et ¥ deux vecteurs colinéaires
- si les vecteurs i et v sont non nuls et de méme sens, alorsona: u.v=

iy

- si les vecteurs & et v sont non nuls et de sens contraires, alors on a :
i.v=- |7

o e ga - " . B miy —[|2
* Soit it, v et wtrois vecteurs et o un nombre réel. i .ii= ||u||

=V.i
)V =a.(ouv)=0(id.V)

=1
= =y

o~

o
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u (v +w)—i' V o+ 0. ﬁ!.; (ff+i5)ﬁ3 U.w+v.w

]

3) Orthogonahté de droites et de plans i
* Deux droites (D) et (D’) de vecteurs directeurs respectlfs 7] etV sont

orthogonales si et seulementsi: it .v=0
D)L v
_I_‘ >

|

(D)

* Une droite (D) de vecteur directeur i et un plan (P') de base (v, w) sont
orthogonaux si et seulementsi: i.v =0et &.w=0 _

) I(D)
A‘ : :Tu
v i
|

4) Vecteur nnrmal 4 un p!an.
- On appelle vecteur normal a un plan (P) tout vecteur directeur d’une

droite orthogonale a (P)
-'Soit A un point de I’ espace & et noun vecteur nonnul ; I’ ensamble des

pomtsM de & tels que AM i = Oest un plan de I’espace.
Réciproquement, soit P un plan. Quel que soit le point AdePetle
vecteur 12 normal i P, P est I’ensemble des points M de £ tels

queAMn—O- s
On dit que P est e plan passam par A et admettant 7. comme vecteur

normal,

5‘)' 'Exprl'es"sion' aﬁa]{rtiqﬁe du produit scalaire
a) Définition . | “; a
- une base (f _; k Ydel’ eqpacc & est dlte orthonormale lorsque les trois

vecteurs sont unitaires ulz " = ”_j‘" = Hk” =1) et deux a deux orthogonaux :

i.j=Jj.k=k.i=0
- un repere (0,7, j, k)de I’espace £ est appelé repére ortho normal

lorsque la base (7, j,k ) est orthonormale.
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Propriété

Si des vecteurs i et V ont pour coordonnées (x, y,Z) et (x,y’, z’) dans la

base ortho normale alors 7.7 = xx’ +yy + 77’ ”u||_ﬂ/x_2+y2+ 22 ;
i Llv & x'+yy'+zz'=0. : e s

Xp =X,
Si A(x}\s Ya, ZA) et B(XBQ ¥YB, ZB) AB Ye = Vi et
&g ~ 2y

||AB" T \/(IB _'-’CA)Z + (3’3 —Ya )2 + (ZB =2, )2

b) Equation d’un plan

* caractérisation | _
Soit (P) un plan défini par un point A et un vecteur 7 normal & (P), Le

plan (P) est le plan passant par A et orthogonal 2 la droite de repere (A, E).

Propriété L

Etant donné un point A et un vecteur # non nul, I’ ensemb]e des pomts M
tels que AM n=0 estle plan passant par A et de vecteur normal i .
*Equation d’un plan ‘

Propriété L s

- Tout plan (P) de ’espace admet, dans un repére ortho normal une -
équation du type ax + by + cz + d =0 o1 a, b, ¢, d sont des nombres reels
(a, b, c) # (0, 0,0) -
- Toute équation ax + by + cz+d =0, a, b, ¢, d des nombres réels tel que
(a,b, c) # (0, 0,0) est I’équation d’un plan dans un repére ortho normal,
un vecteur normal a ce plan ayant pour coordonnées (a, b, c)
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6) Distance d’un point 4 un plan : —
*la dlstance d’un point M & un plan P passant par A de vecteur normal

AM n.|
ri est calculée par : dM, P) = ——— “ "
H

* Soit P le plan 'd’équatlon ax + by + cz + d = 0 et My (o, Yo, Zo) un point
de I’espaces” . La distance de My au plan P est : d(Mo, P)—

|ax0 + by, +cz, +d|

Jaz+b?+¢?

IT) Produit vectoriel

1) Espace orienté

a- Repéres ortho normaux directs

Définitions

1) soit R= (0, z i.k)un ref:ére ortho normal de I’espace.

On dit que R est direct lorsque un observateur situé sur la demi- droite
[0,k ), les pieds en O regardant dans la direction de i ale vecteur j sur

sa gauche.
- un repére orthonormal de I’espace est indirect s 11 n’est pas direct.

2k

i
©, i, _; & ) est un repere direct.
Toute permutatlon circulaire des trois vecteurs conserve I’orientation ; si
©, i, j.k)estdirect, (0, J Jk,7)et(0, k,J,i) lesont également ;
©, 7,7,k),©,7,k,J)et( k, j,i) sontindirects
2) Une base ortho normal de I’espace (i, j ,k ) est directe si, quelque
soit le point 0 de I’espace, le repére ortho normal est (0, i, k )

direct.

b- Orientation d’un plan de I’espace.

On considéere un plan (P) contenu dans I’espace (£J. On oriente
positivement une droite orthogonale au plan (P) par le choix d’un
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vecteur, k de norme un (1). Alors, toute base ortho normale (i, j ) de (P)

telle que (s 7s k ) soit une base directe de(é) est une base directe de (P).

k
‘ ®
0 4 |
b, ()
; -,
P

II) Produit vectoriel
1) définition

“Soit u et v deux vecteurs de I’espace orienté.
On appelle produit vectoriel de # par v le vecteur de l’eslaace note 7
AV ouu xv telque: |

-si i et v sont colinéaires, # AV =0
-5l i et v ne sont pas colinéaires.

*u AV estorthogonala u eta v
*(u,v, u A v) estune base directe

* Joas] = el sin (@)

Exemples
1)Si (7, 7,k ) est une base orthonormale directe alors : { A j=k ;
JA k=i EAE"-},}’AF:-E-EA}’=-E-E‘Ak }

)Siu, v sont orthogonaux et unitaites, alors (i, 7, & A7) est
base ortho normale du'ecte '
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2) Propriétés du produit vectoriel - : -
a) vecteur normal 2 un plan

Si A, B, C sont trois points non alignés de I espace alors’ ABAAC estun
vecteur normal au pIan (ABC) i

-”'ABAAC

o B

b) produit vectoriel et aires |
Soit A, B et C trois points non alignés de ’espace.

Le nombre ”ABAAC“ est :

- le double de 1'aire du triangle ABC
- I’aire du parallélogramme ABCD construit sur les segments [AB] et [AC]

_____...n..n.n.

A B

¢) Produit vectoriel et colinéarité e

- Soit i et.v deux vecteurs de ’espace ii AV =0 & ii et V sont

colinéaires gy '
- les points A, B, C sont alignés si et seulement si ABAAC 0

d) Produit vectoriel et opérations

QueIs que sment les vecteurs u , v w et le réel a
¥ AV =-V Al

*UA(V+W)=u Av+i Aw
ou)Av=o(iad AV)
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3) Expression analytique du produit vectonel

Proprlet

Soit (7, j, k ) une base ortho normale dlrecte u et v deux vecteurs de

coordonnées respectives (x, y, z) et (x’,y’,2").Levecteur i AV a pour
coordonnées dans cette base : ( yz'- zy’ ; zx’- xz’ ; Xy’ —yx’).

Siu(x,y,z)etv (xX,y',2’) alors si AV (yz' —zy' ;zx’-x2’ 3 Xy’-yx’).
4) calcul de d:stance, d’aires, de volumes
- distance d’un point a une droite.

La distance d (M, D) d’un point M 2 une droite D définie par les points A

"AMAAB"

et Bestégaled : d(M, D) =
-

La distance d (M, D) d’un point 4 une droite D définie par un véct‘eur'“
lAMAu“

directeur est égale a : d(M, D)=

- distance d’un point a un plan P. = FL AR SRETE ST
- 1a distance d (M, P) d’un point M & un plan P définie par trois pomts A
B, C non alignés est cgalc a: -

I(ABAAC M|

d(M, P)=

"ABAAC"

La distance d (M, p) d’un point M 2 un plan P définie’ par un pomt Aet
les vecteurs et est égale 2 :

< ]
— — —

(uAv) AM

R
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- volume d’un tétraédre

Le volume d’un tétraddre ABCD est V= %l(ﬁﬂf);ﬁ_ﬁl o

EXERCICES

Exercice 1 - : 5 T _

1) Soit les points A (1, 1,3), B (+/2+1,0,2) et C (v/2+1,2,2)
Calculer AB, AC et ’angle CAB. Que peut-on dire du triangle ABC?
2)Ondonne A (- 1,2,3),B(1,-2,2)et C(4; 1, -1). Déterminer une
équation du plan P passant par A et perpendiculaire a (BC). Soit D (3,-2,
5). Calculer la distance du point D au plan P. |

3) Soit 7 (1, 2,-1), A (0, 1,2), R (1, 3,5). Soit (P) le plan passant par A et
normal & 7. Montrer que R n’appartient pas a (P). Calculer le produit

scalaire AR . 7. En déduire la distance de R a (P).

4) Soit A (3, -4,-2) ;B (-1;3,2)et C(7;-1; 3). Quelle est la nature du
triangle ABC. Calculer les valeurs approchées des mesures en degrés des
angles du triangle ABC. , |

5) Soit A (-2, 4,3), B(1,-3,5)C (-1 ;-2;6) et D (-1, 3,-2) démontrer
que la droite (AD) est orthogonale au plan (ABC).

Exercice 2 4 . :
1) soient les vecteurs i, (1 ;-2 ; 4), ii,(-3:2;0)et ity (2;-355).

Démontrer que les vecteurs i, A i, et i, A ii; sont colinéaires.
2) le plan est muni d’un repére ortho normal direct (0, i, j,k).Soient

les points . . 50 A up gt
A(1;23-1)B@;0,1)etC(1;3;-2). |

Calculer Iaire du triangle ABC. Déterminer une équation du plan (ABC).
3) Dans I’espace rapporté 2 un repere orthonormé (0, i, j.k) on
considere les points A (1;2;3),B (-3:-1;2)etC(-1;2;2).

a- les points A, B et C sont- ils alignés ?

b- déterminer une valeur approchée des angles du triangle ABC

4) L’espace est rapporté & un repére orthonormé (0, i, j.k).Soit A(l,
2,3)B (-1,4,3),C (2,0, 1) et D (0, 4, 15).

a- Déterminer un vecteur normal au plan (ABC). En déduire une équation
du plan (ABC).

b- Le point D appartient- il au plan (ABC) ?

¢- Calculer le volume du tétraédre ABCD.
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Exercice 3

1) Soient 1,V ,w trois vecteurs tels que u Av=u Aw. A- t- on
nécessairement v =w ? .

2) Soient A, B, C trois points non alignés. Déterminer I’ensemble des
points M de I’espace tels que ABAAM = ABAAC

3) Soient A, B, C trois points non alignés et I le milieu de [AC]
Déterminer I’ensemble des points M de I’espace tels que

MAAMB=MBAMC

4) A, B, C sont trois points non alignés de I'espace Déterminer
I’ ensemble des pmnts M de I’espace orienté tel que.:

a)(MA+MB)A BC =0 |
b) (MA+2MB) A(MB-3MC)=0
¢) CMA+MB-3MC) A(-MA+2MB+ MC)=0

Exercice 4 _
1) Distance de deux droites paralléles.

Soient (A) et (A”) deux droites de méme vecteur directeur i et H un pomt
de (A). On désigne par H’ le projeté orthogonal de H sur K by
a) Démontrer T que, pour tout point A de (A) et pour tout pomt A’de (A )

AA'Aii = HH' A it
[aase]

]
c) Application numérique : : FELE IR B i’
Soit A (-1;2;5)et A’ (4;-1;9); (A) et (A’) deux droites de vecteurs -
directeurs # (-2 ;2 ; l) contenant respectwement A et A’ calculer la .
distance de (A) 2 (A ) 7 adlit ] et

b) En déduire que HH'=
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2) Distance de deux droites non paralléles.

Soient deux droites non paralleles (A) et (A”). (A) est définie par un point
A et un vecteur i ; (A”) est définie par un point A’ et un vecteuri’. On
admet qu’il existe une droite (D) orthogonale a (A) et a (A’) et coupant
respectivernent (A) et (A’) en H et H'. (HH) est la perpendiculaire
commune aux-droites (A) et (A”) | E

(A%)

(4)

* H
a) demontrer que : AA'. (u A :'E’) = HH' (u Au’)

b) Prouver que les vecteurs HH' et ii A @i’ sont colinéaires. |
[ax@ni)

T (I—IH ) est la dlstance entre les droites
- Jead

En déduire que HH =
(A) et (A')

c) application numéri que ' : _

La droite (A) est définie par A (-3 ; 5 ; 1)'_et ii (3 ;4 ;-5) et 1a droite (A”)
par A’(2;-1;3) u’(-4;-6,7) : ' '

Calculer la distance entre (A) et (A’).

Exercices 5
Dans I’espace rapporté a un repére ortho normal direct ({) i, _; k) on
donne les points A (3;2; SDetH(1; -1 13 g "

1) Calculer la distance AH.
2) Déterminer une équation-du plan (P) passant par H et orthogonal 2 la

droite (AH).

3) On donne les points : B (-6 ; 1 1), C 4;-3; 3) et D(-1; 5 -1).
a- Démontrer que les points B, C et D appartiennent au plan (P).
b- Calculer les coordonnées du produit vectoriel BCABD .

c- Démontrer que I’aire du triangle BCD est égale a 54/29.

d- Démontrer que le volume du tétraddre ABCD est égale a -1::—5 |
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4) a- Calculer I’aire du triangle' ABC.
b- Calculer la distance du point D au plan (ABC)

Exercice 6 | - ,
L’espace est rapporté a un repere orthonormé direct (0, 7, j K
Soient les points A (1, 1,1) B (-2;0; 1) C(1,2,3),D(2,1,3) etE(-1:0:2)

1) Montrer que le quadrilatére ABCD est un parallélogramme. Calculer
en unités d’aire I’aire de ce parallélogramme.

2) Le point E appartient — il au plan (ABC) ? Calculer la distance d (E,
(ABC)) de E au plan (ABC).

3) calculer en unités de volume, le volume V de la pyramide de base
(ABC) et de sommet E.

Exercice 7

L’espace est rapporté i un repére orthonormé direct (0, i, _; k) (umte
graphique : 3 cm). |

Soient les pomts A (2 1;2),B(2; 2 1) C (2 =13 1) et D (1 3 0) f
1) a- calculer BC’ A BD

b- les points A, B, C, D sont-ils coplanalres 7

2) a- déterminer les coordonnées du point E tel qﬁe BDEC
Soit un parallelogramme

b- Déterminer en cm I’aire du parallélogramme BDEC.
3) Déterminer en cm’ le volume V de la pyramide de sommet A et de
base le parallélogramme BDEC.

CORRIGES DES EXERCICES
Exercice 1

1)(1,1,3); B(v2 +13052); C(Z+1;2;2)
Ca]culons AB, AC et I’angle CAB

AB(V2+1-1;01;2:3) ¢ AB (V2 ;-1;-1
AC (V2+1-152-1;23) e AC(V2 3 1;-1)

AB= (V2] +(C1p+(C1p=va=2 ;
AC= (V2 +(p+ (c1p =47 = 2

DoncAB-AC 2 , .
AB.AC =3 3 LD -1(1) = 2+1~1_2 AB.AC. =2, v
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"ABAC
AB.AC

AB.AC = AB.AC.Cos (CAB) & cos (CAB) =
Cos (CAB) = = =-1—_ soit CAB =.:£
4 2 3
Nature du triangle ABC.
; -. T
ABC est un triangle isocele (AB = AC) ayant un angle de 3 ABC est

donc un triangle équilatéral.
2)A(-1;2;3);B(1;-2;2)etC4;1;-1). Determmons une équation .
du plan P passant par A et perpendiculaire a (BC) '
BC(4-1;142;-12) & BC(3;3:;-3)
§E =37 avec E(i sl ;_-1) 7} est un vecteur ng_rmalz‘ll'P.
Soit M(x, v, z) un pointde P. AM L n
AM 17 & AMi=0 -
e x+1D)+(y=2)-(z-3)=0 -
& x+y-z+2=0 :

Un équationde Pest: x+y-z+2=0 |
D(3;-2;5). Soit d(D ; P) la distance du pomt D au pIan (P)

13+1(-2)- 15+2|

BRI JI2+123(-1p
d(D,P) = 2 _243
B

N nr;2;-1); A(O 1,2): R(I 3 S) (P) est le plan passant par A et
normal a n.
* Montrons quc RE (P)

AR(I 3.1:5-2) @ AR(L:2:3)
AR .7 = 1x1 +2x2 +3x(-1)=2 #0
AR .7 #0.Donc Re (P)

AR .ii =2
Soit d(R, (P)) la distance du-point R au plan. (P) -
IARn’ 3 e oJE
d(R,(P)) = =—==
7| — Jiz+22+(=1F V6 3
dR,(P) = ifi -
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HAB;-4;-2); B(-1;3;: 2) etC(? -1; 3) ; déterminons la nature du
trlangleABC 5L BN e .
AB(4 7:4); AC(4 35018 BC(B -4;1)
AB=16+49416=9 ; AC=1649325 - =5V2 ;BC=
V64 +16+1=9

AB = AC . ABC est un triangle isocéle en B.
* Calculons les valeurs approchées des mesures des angles de ABC.

AB.AC=-16 +21 +20=25

AB.AC = AB.AC. Cos(BAC) & cos(BAC) = —2>_ = 5v2
45\2 18

(Bf\C) 66,9°. Comme ABC est isoctle en B on a: BAC BCA.
ABC=180°-2.66,9 =46,2° -

S)A(-2;-433),B(1;-3;5),C(-1;-2;6)etD(-1;3;-2)
Démontrons que (AD) est orthogonale au plan (ABC)

AD(I 7;-5); AB(3 1;2); AC(I 23 3)

AD.AB= 31+17+2(5) OﬁADJ_AB

AD. AC-11+27+3(-5) 0 AD 1 AC o

AD 1 AB et AD 1 AC. Donc (AD) est orthogonale au plan (ABC)

Exercice 2 w @
1) #,(15-2;4), #,(-3;2;0)et i, (2;-3;5). o e s T
Démontrons que les vecteurs i, A i, et i, A i, sont colinéaires .« -~
u, A u, (-8;-12; -4) ; ;I A ;]:3 2:3:;1); El A &-2 ) 4(E| A'L_fsl)
Donc les vecteurs i, A i, et ii, A ii, sont colmealres o sl

2)A(1;2;-1)B@;0,DetC(1;3;-2).
* Calculons Iaire du triangle ABC '

2~ g

AB(B 2;2); AC(0: 1: -1); ABAAC(0;3;3) "
- —|}ABAAC||_—J0=+3=+3= = 3«/_
3J_

* Déterminons une équation du plan (ABC)

L'aire du triangle ABC est A =
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AB A AC est un vecteur normal au plan (ABC)
(ABC): 3y + 3z +d =0, Ae (ABC)
3243.(-D)+d=0=6-3+d=0d=-3
(ABC):y+z-1=0 ' s

3)A(1:2:3),B(3;:-1;2)etC(-1;2;2).

a- les points A, B et C sont- ils alignés ?

AB(-4:-3:;-1); AC(2;0;-1); BC(2;3;0)

AB A AC(3:-2:-6), AB A AC #0. Les vecteurs AB et AC
n’étant pas colinéaire, les points A, B, C ne sont pas alignés.

b- Déterminons une valeur approchée des angles du triangle ABC

AB =26 ; AC= 5 ;BC=+13 ; AB.AC=9; AB.BC=-17;
AC.BC=-4

e e A L s BRa S ADAC o Dy,
AB.AC - 130
Donc BAC = 37,9° ot
_B./—ﬂ.. EE: BA.BC.cos( ABC) & cos ABC = baaC = 17‘\5 =~ (0,92
. ..BABC 26

. Donc ABC =22,4° -

On déduit que : BCA=119,7° -
4).A(1,2,3) B (-1, 4,3),C (2,0, 1)etD (0, 4, 15).
a) Déterminons un vecteur normal au plan (ABC)
AB A AC est un vecteur normal au plan (ABC)
AB(-2:2:0); AC(1;-2;-2); ABAAC(-4;-4;2)
AB A'AC=2n avec ni(2;2;-1) e
7i(2:2: 1) est un vecteur normal au plan (ABC)
- Déterminons une équation du plan (ABC)
(ABC):2x +2y -z +d = 0:Ae(ABC) i

21422 -3+d=0&.6-3+d=0=d=-3

(ABC) : 2x + 2y -z -3 =0 est une équation du plan (ABC)"
b) Le point D appartient — il au plan (ABC)? .
D(0:4;15) - W TSR
2.0+24-15-3=8-18=-10 #0. Donc D& (ABC) car les
coordonnées de D ne vérifient pas I'équation du plan. |
c) Calculons le volume du tétraedre ABCD
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1 =% x surface de base x hauteur : la surface de base est la surface’dﬁ
triangle ABC h=d(D, (ABC))
|2JCD +2y, -2, —3‘ _10

224224 (-1)2 3

h =d(D, (ABC)) =

yo1l HABAE:'“h
3 2
V= 1 l 6. E—lg . Le volume du tétragédre V est V = L
3273 3 _ 3
Exercice 3

ii,v,w trois vecteurs tels que & A V=i A W.
i AV=ii AW o i AV-ii Aw=0
S AT-w)=0
& ii et V-w sont deux vecteurs co]méalres
v-w=kii & v=kii +w,keR. |

Ce qui montre qu’on n’a pas nécessairement v =w.

2) A, B, C sont trois points non alignés tel que : AB A AM =AB A AC.
Déterminons 1’ensemble des points M

ABAAM =AB A AC < ABAAM-ABA AC= 0 .
< AB A(AM - AC)-_
& ABA(CA +AM)—-6 AL
& AB A CM=0 :
AB et CM sont des vecteurs colinéaires. L’ cnsemble des pomtsM te]s .

que ABA AM =AB A AC est la droite passant par C et parallele a
(AB). TR

3) A, B, C sont trois points non ahgnes I milieu de [AC] Detcrmmons
I’ensemble des points M de espace tel que : ¥ MAAMB=MBAM C |
MAAMB MBAMC@MBAMC —MBAMA s
& MBAMC+MBAMA < MAA(MC+MA)=0

< MB A MI =0 mlheu de [AC]
alors MC + MA = =2MI)
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& MA et MI sont colinéaires < les p_Oints M, 1,
B sont alignés. L’ensemble des points M tels que ' |

MA A MB=MB A MC est la droite (IB)

4) A, B et C sont trois points non alignés.
a) Déterminons I’ensemble des points M tel que : (MA+MB)A BC = 0
(MA+MB)A BC =0 & IM A BC =0, I étant le milieu de [AB]

& IM et BC sont colinéaires. L’ensemble

cherché est la droite passant par I et parallgle a la droite (BC)
b) Déterminons I’ensemble des points M tel que :

(MA+2MB) A(MB-3MC)=0 - o,
Soit G = bary{(A,1) ; (B,2)} et G’= bary({(B,1) ; (C-3))
(MA+2MB).A(MB-3MC)=0 & 3MG A(2MG)=0

& MG AMG'=0

& MG et MG' sont colinéaires.

Les points M, G, G’ sont alignés. L’ensemble cherché est la droite (GG’).
c) Déterminons I’ ensemble des points M tel telque: .

(2MA+MB - SMC) A( MA. (- MA +2MB+MC)—0

2MA+MB-3MC = AB-3AC= AB +3CA =2AC +CB
Soit G le barycentre de{(A 1) (B 2); (C,1)}

-MA +2MB+ MC ZMG
(2MA+MB BMC‘) AG-MA +2MB+MC)-0
=S (ZCA + CB)A MG 0

Les vecteurs 26}4 + CB et MG sont colinéaires.
L’ensemble cherché est la droite passant par G et parallele-a la droite de

vecteur directeur ZE'A + Eé
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Exercice 4

1) Distance de deux droites paralleles A(A, u) et A'( A, ii )

a) Démontrons que AA‘ Aii = HH' Au
AA' Al = (AH+ HH'+ H'AYA i
—AHAu+HHAu+HA' i :
AH et ii sont colinéaires, de méme H'A' et ii sont colinéaires. Donc :
AHAi=HAAiG=0. Par conséquent : AAAi=HH Aii
s
e

Les vecteurs HH' et i sont orthogonaux. “HH 'Au” llHH “ “u“

b) Déduisons que HH’ =

D'aprés (a) AA' Aii = HH' Aii < “AA'Au”: "HH ‘Au“
. HA_A‘MII#,'IIFE‘N-!IEH
AA'Auﬂ

D

c) Application numérique :

ACL;255); A@5-1;9); @(-232;1): AA(S -3 4. AA'M(
11;-13 ; 4)

o JCIP+(13p+4 (306
= JE22pr 22 -Jﬁ

D'od HE’ = "HH h "
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2) Distance de deux droites non paralléles

(4)

a) Démontrons que AA'. (rAu’)= HH'. (ii Au’) -
i et u A u’ sontorthogonaux. Or ii et AH sont colmealres Donc
i Aii’ et AH sont orthogonaux. Ce qui donne que AH . (i Au’)=0.
De méme H'A'. (t Ai’)=0 - '
AA‘(uAEE’) (AH+HH'+HA)(1¢A i’) ,

= AH (i Ai’)+ HH' (i Ai")+ H'A' (i A&’

= HH' (i A#’) | - :
Donc AA' (i-A@i’y=HH (iA#") |
b) Prouvons que les vecteurs HH' et & A i’ sontcolin€aires. . -
Les vecteurs u et EI}" sont orthogonaux or # et # A i’ sont aussi

orthogonaux. Donc les vecteurs HH' et i A i’ sont colinéaires.
|AA (@A)
e |
Comme HH' et A ii’ sont colinéaires. [HH (i) = |HH . |ina]

Déduisons que : HH'=

[ (anz) = (AR @A7) & HH*.||&'A£71|'= (A4 @)
IAA‘ uAu]
]
c) Application numérique : A(-3;5;-1); A(Z -1:3)5u'(-4,-6;7);
#3345 d AE(2;-1;-2), |[uAu]|_3 AA(S -6;4);
AR (i A %) = -2x5 — 1x(-6) - 2x4_-12
|AA'(@Aa) 12

iAd] =g = 4. La distance entre (A).ét (A" est: 4,

& HH'=

HH'=
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Exercice 5
A(3;2;-1)etH(l ;-1;3)
1) Calculons la distance AH

AH(2:-3:4); AH=4H| = (27 +Br+ 4 =420
2) Déterminons une €quation du plan (P) passant par H et orthogonal a la
droite (AH)

AH (-2 ;-3 ; 4) est normal au plan (P)
(B -?.x 3y+4z+d=0 He (P)

Xy + 3yt 42y +d=0 & 2+3+12+d= 0 =d=-13
(P):2x+3y-4z+13=0

3)B(-6;1;1),C(@;-3:3);D(-1;-5;-1)

a- Démontrons que les points B, C, D appartiennent 4 (P) =
*2x(-6) +3x(1) - 4(1) +13=-12+3-4+13=0 Be (P) -
*2x4 +3x(-3)-4x(3)+13=0 Ce(P)

*X(-1)+3x(-5) - 4(-1)+ 13=-2-15+4+13=0. DE(P)
Les points B, C, D appartiennent au plan (P)

b- Calculons les coordonnées du vecteur BC A BD
BC(10;-4;2); BD(5;-6;-2): BC A BD(20 ; 30 ; -40)
c- Démontrons que 1aire du triangle BCD est 5+/29 i
A(BCD) = %“Eﬁ,\gﬁﬂ - %J(zo)l +(B30p+(-40p =529

L’aire du triangle BCD est 5/29

, . 1457
d- Démontrons que le volume du tétraédre est égal a 5

1

EA(BCD)AH;-SJ_J_-%'

Le volume du tétraddre ABCD esta — )

4) a- Calculons I'aire du triangle ABC
|
A (ABC) = —[ABAAC]

Eﬁ(g--l-z) AC(1;-5;4); ABAAC(ﬁ 38; 46)
A (ABC) = —-«/62+382+462 = 6435

Calculnns la distance du point D au plan (ABC)
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V(ABCD) = - .A(ABC).d((D, (ABCij

. % L A(ABC)xd(D (ABC))
N 145=6J_ 5.d(D, (ABC)) &
145 14535 _ $.29 5

d(D, (ABC)) =
€2 9D, (ABON= 6435 - 635 657

d(D, (ABQC)) = LE‘E

Exercice 6

1) * Montrons que ABCD est un parallelogramme
A_B( -3;-1;0); DC(.3,-1 ; 0)

AB = DC & ABDC est un parallélogramme

* Calculons en unités d’aire, I’aire de ABCD

A (ABC) = —”ABAAC"

AB(3 -1 0); AC(O 1 2) ABAAC(Z 6; -3)

A= 2)2+62+(—3)2—J— 7

2) Le point E appartient-l au plan (ABC) ?

IAE.(ABAAC]

Ee (ABC) & d(E, (ABC))=0 ord(E,(ABC))= L —__
s L B Y [aBaAC|

© AE.(ABAAC)=0; AE.(2:-1:1)
AE(ABAAC)—(Z)(2)+( 1).6 +1.(-3)=-5 20. Donc E ¢ (ABC)
’AEABAAC 5.

d(E. (ABC) =

|PBAAC”

3) Calculons Ie:volume de la pyramide de base ABC et de sommet E

V= é |AE.(ABAAC’] =g ; ('AE’.(ABAAC] =5)

Exercice 7
A(2;1;2);B(2;2;1) etD(1;3;0)

1) a- Calculons BC A BD
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BC(0;-3;-2); BD(-1;1;-1); BCABD(5:2:-3) .
b- Les points A, B, C, D sont ils coplanaires ?
Les points A, B, C, et D sont coplanaires si d(A, (BCD)) =

IBA BCABD]

Or d(A, (BCD)) =

”BCABDH

BA(0;-1;1); BC ABD(5:2;-3); BA.BC A BD=0x5-1x2+1(-3) = -5
[BCABD| =57+ 2+ 37 =38 ;

BA(BCABD] 5 s @
"BCABD"

d(A, (BCD)) # 0 . Donc les points A, B, Cet D ne sont pas coplanalres

d(A, (BCD)) =

2) a- Déterminons les coordonnées du pomt E tel que BDEC soit un
parallélogramme.

BDEC soit un parallelograrmne BDEC parallelogramme = BD CE
Or BD(] 1;-1); CE(xE—Z yp,+1 zg+1) . :

xp—2=-1 £ =1
BD=CE & iy, +1=1 & yE_,=0 E1;0:-2). . ..

b- Calculons I’aire du parallélogramme ADEC
Soit A I'aire du parallélogramme BDEC en unité d’aires

= "BDABC” or BD A BC(-5:-2:3);

A= f(=5p+(-2p+3% = 38 cn?

L’aire du parallélogramme BDEC en cm? est 9«/_8 cm?

3) Déterminons en cm® volume V de la pyramidc de sommet A et de base

le parallélogramme BDEC V = % A.d(A, (BCD)); V= % 9438 .

2
—.3 Cm3 =45 3
r—38 cm
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